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Tezde, davranis1 faz ve kontrol vektoriine gore dogrusal olmayan diferan-
siyel denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar: integral kisith olan kontrol
sistemlerin erigim kiimeleri incelenmigtir. Erigim kiimelerinin kapali olmadigi,
¢oziimler kiimesinin ise siirekli fonksiyonlar uzayimin prekompakt alt kiimesi
oldugu gosterilmis, erigsim kiimelerinin sistemin baglangi¢ kosullarina ve diger
parametrelerine stirekli baglantili oldugu kanitlanmigtir.

Sistemin kompakt olmayan miimkiin kontrol fonksiyonlar: kiimesi, bir kom-
pakt miimkiin kontrol fonksiyonlar: kiimesi (integral ve geometrik kisith ayrica
Lipshitz sabitleri aymi sabitle sinirli Lipschitz siirekli kontrol fonksiyonlari
kiimesi) ile degistirilerek; bu miimkiin kontrol fonksiyonlar1 kiimelerinin olug-
turdugu erigim kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhgi degerlendirilmistir. Bu
uzakhigin geometrik kisit1 ayarlayan say1 ve Lipschitz siirekli kontrol fonksiyon-
larin Lipshitz sabitlerini sinirlayan sabite baglantisi incelenmisg ve bu sabitler
yeterli biiyiikliikte secilirken, erigim kiimeleri arasindaki uzaklgunda yeteri

kadar kiictik olacagi kanitlanmigtar.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal olmayan kontrol sistem, Diferansiyel denklem,

Erigim kiimesi, integral kisitlama
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In this thesis, attainable sets of control systems with integral constraints on
control functions are investigated. It is assumed that the behavior of control system
is described by a differential equation which is nonlinear with respect to the phase
state vector and control vector. It is shown that the attainable set is not closed, but
the set of solutions is a precompact subset of the space of continuous functions. It
is proved that the attainable sets of the system continuously depend on the initial
conditions and other parameters of the system.

The noncompact admissible control functions set is replaced by a compact admis-
sible control functions set (integral and geometric constrained also Lipschitz continu-
ous control functions where the Lipschitz constant of control functions are restricted
by the same constant) and the Hausdorff distance between the attainable sets gener-
ated by these admissible control functions sets is evaluated. The dependence of this
distance on the constants specifying the geometric constraint and the constraint on
the Lipschitz constant is studied. It is proved that, if these constants are sufficiently
great then the Hausdorff distance between these attainable sets is sufficiently small.
Keywords: Nonlinear control system, Differential equation, Attainable set

Integral constraint

1



TESEKKUR

Bu tezin hazirlanmasinda gosterdigi yogun ilgi ve biiyiik sabirdan dolay:
degerli hocam Dog¢. Dr. Haluk Hiiseyin’e, ¢aligmalarim sirasinda her daim
yanimda olan hayat arkadasim Serap Nazlipinar’a, ayrica manevi destek ve

ozverilerinden dolay1 ailemin diger iiyelerine tegekkiirlerimi sunarim.

Ali Serdar NAZLIPINAR
Mart 2008

11



ICINDEKILER

ABSTRACT ..ocvviieeteeeeeeeeeeeeeeereeeeiveeeeiaeeetveeeeseeeeaseeeereeeeseeens
N 1] D 20 2 U SRR
@] 1V B 31 24 1 31 ) 2 ORI
SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZINT ....cccccovvviiereeenneeenne.
1 GIRIS

2 KUME DEGERLI DONUSUMLER VE

STEKLOV FONKSIYONU

2.1 Kiime Degerli Dontigtimlerin Limiti . . . . . . ... .. ... ..
2.2 Kiimeler Dizisinin Alt Ve Ust Limiti . . . . . ... ... ....
2.3 Steklov Fonksiyonunun Ozellikleri . . . . . .. . ... ... ...
2.4  Gronwall Egitsizlikleri . . . . .. ... ... 0oL

3 KONTROL SISTEMIN ERISIM
KUMELERININ TEMEL OZELLIKLERI
3.1 Kontrol Sistemin Erigim Kiimeleri, Temel Tanim ve Kogullar . .
3.2 Erigim Kimelerinin Stmirhlhgr . . . .. 00000000000
3.3 Yoringeler Kiimesinin Prekompakthgr . . . . . ... ... . ..

3.4 X,(t;t0, Xo) Erisim Kiimelerinin t” ye Goére Siirekliligi ve Capr .

4 ERISIM KUMELERININ BASLANGIC
KOSULLARINA BAGIMLILIGI
4.1 Erisim Kiimelerinin ¢y ve X, Parametrelerine

Baglantist . . . . . . .. Lo

v

ii

iii

v

vi

11
11
20
27
36

39
39
45
48
o7

62



4.2

Erigim Kiimelerinin py Parametresine Baglantis1 . . . . . . . . . 66

ERISIM KUMELERININ »p
PARAMETRESINE OLAN BAGIMLILIGI 71

5.1

5.2

5.3

5.4

Lp([to, 0], ]Rm), (p € [1,00)), Uzaylarimin Kapali Toplar1 Arasindaki
Uzakhk . . .. ..o 71
Bz, (0, 1t9)" 1 p Parametresine Gore Soldan

Degerlendirilmesi . . . . . . .. .. . 0oL 74
B, (0, 1o)" m p Parametresine Gore Sagdan

Degerlendirilmesi . . . . . . .. ... 83

Erigim Kiimelerinin p’ ye Goére Sturekliligi . . . . . . . .. . . .. 92

KONTROL FONKSIYONLARI LIPSCHITZ SUREKLI OLAN

KONTROL SISTEMIN ERISIM KUMELERI 95
6.1 Baslangig Kiimesi X olan Kontrol Sistemin Erigim Kiimesi . . . 95
6.2 Karmagik Kisithh Kontrol Sistemlerin Erigim
Kimeleri . . . . . . .. . 96
6.3 Lipschitz Siirekli ve Karmagik Simirli Kontrol
Fonksiyonlar . . . . . . . . . .. .. L 102
6.4 Simirh Lipschitz Sabiti Olan Karmagik Sinirh
Kontrol Fonksiyonlar . . . . . . .. .. ... ... ... ..... 107
7 SONUC VE ONERILER 118
KAYNAKLAR .o 119



SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

p,lip,R

Xs
Xy (to, Xo)

Xy (t; 0, Xo)
Xp<t07 Xé)
X,(t:to, Xs)
X[ (to, Xs)
X (t;t0, Xs)

XH

p,lip

(t()) X5)

X;flip,R(tO’ X5)

XH

p,lip,R

(ta tOv XE)

C ([to, 0], R")

integral kisithh miimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesi

Integral ve geometrik kisith miimkiin kontrol fonksiyonlar
kiimesi

Integral ve geometrik kisith ayrica Lipschitz siirekli miimkiin
kontrol fonksiyonlar kiimesi

Integral ve geometrik kisith ayrica smirh Lipschitz sabiti olan
miimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesi

Xy kompakt kiimesinin sonlu d-ag1

Sistemin U, kontrol fonksiyonlar: tarafindan (to, Xo) baslangig
kiimesinden tiretilen ¢oziimleri kiimesi

Sistemin (o, Xo) baslangi¢ kiimesi ve U, miimkiin kontrol
fonksiyonlari i¢in ¢t zaman anindaki erigim kiimesi

Sistemin U, kontrol fonksiyonlar: tarafindan (tq, X5) baslangig
kiimesinden tiretilen ¢oziimleri kiimesi

Sistemin (o, X5) baslangi¢ kiimesi ve U, miimkiin kontrol
fonksiyonlari i¢in ¢t zaman anindaki erigim kiimesi

Sistemin Uf kontrol fonksiyonlar1 tarafindan (¢, Xs) baslangi
kiimesinden iiretilen ¢oziimleri kiimesi

Sistemin (t, X5) baslangi¢ kiimesi ve U miimkiin kontrol
fonksiyonlari i¢in ¢ zaman anindaki erigim kiimesi

H

Sistemin U}, , kontrol fonksiyonlar1 tarafindan (¢o, X;) baglangic

kiimesinden tiretilen ¢oziimleri kiimesi

Sistemin (ty, X5) baglangic kiimesi ve U1, miimkiin kontrol

plip

fonksiyonlari i¢in ¢ zaman anindaki erigim kiimesi

Sistemin Up{{lm r kontrol fonksiyonlar: tarafindan (to, Xs) baslangig

kiimesinden tiretilen ¢oziimleri kiimesi

. . .. . H .. ..
Sistemin (to, X;) baslangig kiimesi ve Uy}, » miimkiin kontrol
fonksiyonlari i¢in ¢ zaman anindaki erigim kiimesi

x(+) : [to, 0] — R™ bi¢imindeki siirekli fonksiyonlar uzay:

vi



x(+) : [to, 0] — R™ bigimindeki dl¢iilebilir ve p. mertebeden
integrallenebilir fonksiyonlar uzayi

C ([to, 0], R™) uzaymin normu

L, ([to, 0], R™) uzaymim normu

Euclidean norm

R™ uzayimin xy merkezli r yarigaph kapali yuvari

C ([to, 0], R™) uzayimn merkezi orjinde olan kapali birim yuvar
L, ([to, 0], R™) uzaymimn merkezi orjinde olan j yaricaph kapali
yuvari

) kiimesinin Lebesgue ol¢iimii

R"™ uzaymin A ve B altkiimeleri arasindaki Hausdorft uzaklig
C ([to, 0], R™) uzaymimn E ve F' altkiimeleri arasindaki Hausdorff
uzaklig

L, ([to, 0], R™) uzaymm U ve V altkiimeleri arasindaki Hausdorff

uzaklig

vii



1 GIRIS

Tez Konusunun Giincelligi: Giiniimiizde kontrol teori, uygulamali
matematik bilim dalinin en onemli ve gelismisg alanlarindan birisidir. Kont-
rol teorinin ortaya c¢ikmasi ve gelismesi, II. Diinya Savasindan sonra teknikte,
fizikte, ekonomide ve bilimin bagka dallarinda ortaya ¢ikan problemlere ¢oziim
yontemleri aranmasina bagldir. Giintimiizde, ozellikle otomatik kontrol sis-
temlerde kullanilan bir cok cihaz, onceden teoride elde edilen sonuclar ile
geligtirilmis yontem ve prensipler bazinda c¢aligmaktadir. Kontrol sistemlerde
onemli bir yeri, davranigi adi diferansiyel denklemlerle verilen kontrol sis-
temler almaktadir. Davranisi adi diferansiyel denklemlerle verilen kontrol
sistemler teorisinde elde edilen ilk onemli sonug, Pontryagin’ in maksimum
prensibidir. Bu prensip, 1950° li yillarin sonunda kanitlanmig olup optimal
kontroliin varligi igin bir gerek koguldur (bkz., Pontryagin ve ark. 1962).
Daha sonra 1960’ m ilk yillarinda, dogrusal sistemlerin kontrol edilebilirligi
icin Kalman kosulu elde edilmigtir (bkz., Kalman ve ark. 1963). 1960 h
yillarda yapilmig aragtirmalarin biiyiik bir kismi da optimal kontroliin varligina
dair galigmalardir (bkz., Markus ve Lee 1962; Roxin 1962). Ayrica, kontrol
sistemlerin incelenmesinde uygulanan bir ¢ok altyapi, yontem ve prensipler,
miiteakip zamanlarda matematigin farkli dallarinin ortaya ¢ikmasima bir ne-
den olusturmustur. Matematigin cagdas alanlarindan olan kiime degerli analiz,
diizglin olmayan analiz, Hamilton-Jakobi denkleminin minimax ¢oztimleri teorisi
bunlardan sadece birkacidir. (bkz., Aubin ve Cellina 1984; Aubin ve Frankowska
1990; Clarke ve ark. 1998; Crandal ve Lions 1983; Deimling 1992; Hu ve Pa-
pageorgiou 1997, 2000; Subbotin 1991, 1995).

Davranigi adi diferansiyel denklemlerle verilen kontrol sistemler, sistemin
belirli parametrelerine gore simflandirlir.  Ornegin, kontrol sistemin faz ki-
sitlamasinin olup olmadigina gore, kontrol fonksiyonlarin tizerine konan ki-
sitlamalarin tiiriine gore, sistemin davranigini gosteren diferansiyel denklemin

tiriine gore vs. Kontrol fonksiyonlari iizerine konan kisitlamalara gore, kontrol



sistemleri agsagidaki gibi karakterize edilir.

1. Kontrol fonksiyonlar1 geometrik kisithi kontrol sistemler,

2. Kontrol fonksiyonlari integral sinirli kontrol sistemler,

3. Kontrol fonksiyonlar1 karmagik sinirli, yani hem geometrik hem de in-
tegral sinirli kontrol sistemler.

Kontrol fonksiyonu iizerinde geometrik kisitlama olan kontrol sistemlerde,
miimkiin kontrol fonksiyonlari, degerleri onceden verilen bir sinirli kiimeden
secilen Olgiilebilir fonksiyonlardir. Bu kontrol sistemler, iizerlerinde ¢ok genis
aragtirmalar yapilmig kontrol sistemlerdendir. Ayrica, bu kontrol sistemler,
diferansiyel igermeler kapsaminda da incelenmiglerdir. (bkz, Aubin 1984; Blago-
datskikh ve Filippov 1986; Clarke ve ark. 1998; Deimling 1992; Guseinov ve
ark. 1985, 1998, 2003; Guseinov ve Ushakov 1989, 1990, 1991; Guseinov 1990;
Kurzhanskii ve Valyi 1996; Kurzhanskii 2005; Panasyuk 1990; Ushakov 1991;
Wolenski 1990).

Kontrol fonksiyonu integral sinirli olan kontrol sistemlerde, miimkiin kont-
rol fonksiyonlarinin integralinin sinirli olmasi istenmektedir. Verilen bir fonk-
siyonun integral sinir1 olmasi, bu fonksiyonun geometrik kisith olmasini gerek-
tirmez. Bundan dolayi, genellikle geometrik kisith kontrol sistemler i¢in kul-
lanilan aragtirma yontemleri, integral sinirli kontrol sistemlerin incelenmesinde
ise yaramamaktadir. Ayrica, eger sistemin faz Olclisii genigletilerek integral
simirhilik yok edilirse, bu durumda kontrol fonksiyonu tizerinde hicbir kisit ol-
mayan ancak faz kisitlamasi olan bir kontrol sistemi elde edilir. Bu durumda,
faz kisitlamali ve kontrol fonksiyonu tizerinde hicbir kisitlama olmayan kont-
rol sistemin incelenmesi, sadece integral kisiti1 olan kontrol sistemin incelen-
mesinden daha karmagik olur. Genelde, kontrol etkisi kullanildik¢a tiikenen
bir etki ise, 6rnegin, bu bir enerji, yakit veya finans kullanan bir etki ise, bu
tir kontrol etki kullanildik¢a tiikenir ve bu kontrol etkinin simirhihigr integ-
ral tiri sinirhilik olur. Boylece verilen tiim kontrol stogu, zamanin ¢ok kisa
bir stiresinde kullamlip tiiketilebilir. Integral kisith kontrol sistemler, uzayda

hareket eden degisken kiitleli objelerin ve finans kaynakl ekonomik sistemlerin



matematik modellerinde ortaya gikmaktadir (bkz., Beletskii 1972; Formalskii
1974; Krasovskii 1968; Lawden 1963; Ukhobotov 2005).

Kontrol sistemler teorisinin en temel kavramlarindan biri, kontrol sistemin
verilen zaman anindaki erigim kiimesidir. Sistemin verilen zaman anindaki
erigim kiimesi, verilen baglangic kiimesinden itibaren bu zaman aninda sistemin
erigebilecegi tiim noktalar kiimesidir. Erigim kiimesinin yaklagik hesaplanmasi,
verilen kontrol sistemin bir ¢ok ozelliklerinin 6énceden bulunmasina imkan ver-
mektedir. Davranigi adi diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonu
geometrik smirli olan kontrol sistemlerin erigim kiimelerinin bir ¢ok topolojik
ozellikleri “Aubin (1984), Blagodatskikh ve Filippov (1986), Clarke ve ark.
(1998), Deimling (1992), Filippov (1998), Guseinov ve Ushakov (1989, 1990,
1991), Guseinov (1990), Guseinon ve ark. (2003), Kurzhanskii (2005), Leigh
(1980), Panasyuk (1990)” da incelenmigtir. Bu tiir kontrol sistemlerin erigim
kiimelerinin yaklagik hesaplanmasi i¢in farkli yaklagim yontemleri “Chernousko
(1994), Guseinov ve ark. (1998), Kurzhansksii ve Valyi (1996), Panasyuk
(1990), Wolenski (1990), Zhu ve ark. (1992)” de verilmistir.

Davranigi adi diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar1 ge-
ometrik smirli olan kontrol sistemlerin erisim kiimelerinin yaklagik hesaplan-
masi i¢in geligtirilen yontemler, kontrol fonksiyonlar: integral kisith olan kont-
rol sistemlerin erigim kiimelerinin yaklagik hesaplanmasinda kolayca kullani-
lamamaktadir. Bu nedenle, davranigi adi diferansiyel denklem ile verilen ve
kontrol fonksiyonlari integral kisith olan kontrol sistemlerin erigim kiimelerinin
yaklagik hesaplanmasi i¢in farkli yontemlerin gelistirilmesi gerekir. Davranigi
faz ve kontrol vektoriine gore dogrusal diferansiyel denklem ile karakterize
edilen ve kontrol fonksiyonlar1 integral kisithi olan kontrol sistemlerin erigim
kiimelerinin o6zellikleri ve hesaplanmasi 1970 li yillarda baslamig ve halen
caligilmaktadir (bkz, Chentsov 1995a, 1995b, 1997; Conti 1974; Gozzi ve Loreti
1999; Krasovskii 1968; Leigh 1980; Lou 2004; Motta ve Rampazzo 2000; Motta
ve Sartori 2000, 2003; Sirotin ve Formalskii 2003; Sokolov 1972, Solomatin
1984; Ukhobotov 1977, 1987, 2005; Ushakov 1991). Davrams: faz vektoriine
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gore dogrusal olmayan, kontrol vektoriine gore dogrusal olan adi diferansiyel
denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar1 integral sinirli olan kontrol sis-
temlerin erigsim kiimelerinin oOzellikleri, yaklagik hesaplanmasi i¢in yaklagim
yontemleri ve hesaplama algoritmalar “Guseinov ve ark. (1999, 2004, 2007),
Motta ve Sartori (2003)” de incelenmigtir. Bu aragtirmalar 1990’li yillarda
baglatilmig ve giintimiizde de devam etmektedir. Davranigi faz ve kontrol
vektoriine gore dogrusal olmayan adi diferansiyel denklem ile verilen ve kont-
rol fonksiyonlar1 integral sinirli olan kontrol sistemlerin erigim kiimelerinin
ozellikleri “Guseinov ve Nazhipiar (2006, 2007a, 2007b), Motta ve Rampazzo
(2000), Polyak (2003), Soravia (2000)” de ele alimmigtir.

Kontrol etki yeterince kiigiik oldugu zaman, dogrusal olmayan kontrol sis-
temin sag tarafindaki fonksiyon iizerine konulacak uygun kosullar altinda,
dogrusal olmayan integral kisithi kontrol sistemin erigim kiimelerinin konveks
oldugu “Polyak (2002)” de ispatlanmigtir.

Kontrol ve faz vektorleri tizerinde genellestirilmis integral kisit oldugunda
dogrusal olmayan optimal kontrol probleminin deger fonksiyonu “Motta ve
Sartori (2000), Soravia (2000)” de incelenmistir.

Davranis1 faz ve kontrol vektoriine gore dogrusal olmayan adi diferansiyel
denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar: integral sinirli olan kontrol sistem-
lerin erigim kiimelerinin yaklagik hesaplanmasi incelenmemis konulardandir.
Tezde, davranisi faz ve kontrol vektorlerine gore dogrusal olmayan adi diferan-
siyel denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonu integral kisitli olan kontrol sis-
temlerin erigim kiimelerinin topolojik ozellikleri ve erigim kiimelerinin sistemin
farkli parametrelerine olan bagimliligi incelenmistir. Elde edilen sonuclar,
erigim kiimelerinin yaklagik olarak hesaplanmasi i¢in bir algoritma gelistiril-
mesine kaynak tegkil edecek niteliktedir.

Tezde Yapilan Arastirmalarin Amaci: Tez kapsaminda yapilan arag-
tirmalarda amag, davranigi faz ve kontrol vektoriine gore dogrusal olmayan
diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar1 integral sinirli olan

kontrol sistemin erigim kiimelerinin gesitli 6zelliklerini, verilen baglangic kosullara
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ve sistemin diger parametrelerine baglantisini incelemek; sistemin miimkiin
kontrol fonksiyonlari kiimesinin yerine, uygun bir kompakt miimkiin kontrol
fonksiyonlar1 kiimesi konularak, erigim kiimelerini daha kolay hesaplanabilir
duruma getirmektir.

Arasgtirmalarin Yontemleri: Tezde yapilan aragtirmalarda fonksiyonel
analizin, diferansiyel denklemler teorisinin, kiime degerli analizin, kontrol sis-
temler teorisinin yontemleri kullanilmaktadir.

Tezde Elde Edilen Bilimsel Yenilik: Tez kapsaminda yapilan ¢aligmalar
dogrultusunda, asagidaki sonuglar elde edilmistir.

1. Davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol
fonksiyonlari integral kisith olan kontrol sistemin erigim kiimelerinin 6zellikleri
incelenmigtir. Erigim kiimesinin sinirli oldugu ancak kapali kiime olmadigi
gosterilmig, erigim kiimelerinin ¢ap1 icin st degerlendirme elde edilmis, sis-
temin yoriingeler kiimesinin, stirekli fonksiyonlar uzayinda prekompakt kiime
oldugu kanitlanmistir.

2. Erigim kiimelerinin zamana, sistemin ¢y, Xy baslangi¢c kogullarina, kont-
rol etkinin kapasitesini gosteren 4 ve kontrol fonksiyonlarn segildigi L,, uza-
yinin p parametresine baglantisinin stirekli oldugu kanitlanmigtar.

3. Davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol
fonksiyonlar: integral sinirli, baglangi¢ kiimesi kompakt X, C R™ olan kontrol
sistemin erigim kiimeleri ve baglangi¢ kiimesi kompakt X, C R"™ kiimesinin
sonlu d-ag1 olan kontrol sistemin erigim kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakli-
ginin §’ya olan baglantis1 gosterilmistir.

4. Davramisi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol
fonksiyonlar1 integral sinirli, baglangic kiimesi kompakt X, C R™ kiimesinin
sonlu d-ag1 olan kontrol sistemin erigim kiimeleri ve kontrol fonksiyonlari ek
olarak belli bir geometrik kisitlamay1 da saglayan ayni kontrol sistemin erigim
kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklig1 degerlendirilerek, erigim kiimeleri ara-
sindaki uzakligin geometrik sinira olan baglantisi elde edilmistir.

5. Davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen ve kont-



rol fonksiyonlar1 karmagik (integral ve geometrik) sinirh olan kontrol sistemin
erigim kiimeleri ve kontrol fonksiyonlar: karmasik sinirli ve ek olarak Lipschitz
siirekli olan ayni kontrol sistemin erigim kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi
degerlendirilmigtir.

6. Davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol
fonksiyonlar1 Lipschitz stirekli ve karmasgik sinirhi olan kontrol sistemin erigim
kiimeleri ve kontrol fonksiyonlari ek olarak sinirli Lipschitz sabitine sahip aym
kontrol sistemin erigim kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi incelenmistir.
Ayrica, davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol
fonksiyonlari, sinirli Lipschitz sabitine sahip karmagik sinirli fonksiyonlar olan
kontrol sistemin erigim kiimelerinin topolojik o6zellikleri incelenmistir.

Tezde Elde Edilen Sonuclarin Teorik ve Pratik Degeri: Tezde elde
edilen sonuclar teorik niteliktedir. Kontrol fonksiyonlar1 integral kisith olan
kontrol sistemler, genelde enerji kaynaklarinin siirli oldugu sistemlerin kon-
trolunda ortaya cikmaktadir. Uzayda hareket eden kontrol edilebilir objelerin
ve finans kaynakli kontrol edilebilir ekonomik sistemlerin matematik model-
lerinde kontrol fonksiyonlar: integral kisith olmaktadir.

Kontrol sistemin erigim kiimeleri, verilen sistem hakkinda onbilgiler elde
etmek i¢in kullanilan en 6nemli yapilardan biridir. Erigim kiimelerinin 6nceden
hesaplanabilirligi, verilen sistem hakkinda bir ¢ok ongoriiyt saglayabilir. Tez
kapsaminda, davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen ve
kontrol fonksiyonlar: integral kisith olan kontrol sistemin erigim kiimelerinin
zamana, sistemin baglangi¢ kosullarina ve kontrol sistemin diger parametrele-
rine stirekli baglantililigi incelenmigtir. Erigim kiimelerinin verilen baslangic
kogullara ve sistemin diger parametrelerine siirekli baglantilihigi, pratikte veri-
len kontrol sistemlerin matematik modelleri kontrol fonksiyonu integral kisitl
olan ve dogrusal olmayan diferansiyel denklem bi¢iminde yapilirken, modelleme
siiresinde sistemin ele alinan parametrelerinin olgiimiinde olugabilecek kiigiik
hatalarin, sistemin erigim kiimelerini az etkileyeceyini gostermektedir. Diger

bir deyisle, kontrol sistemin erigim kiimeleri, verilen sistem hakkinda onbilgiler



elde etmek i¢in kullanilan en onemli yapilardan biri oldugundan, modelleme
sirasinda sistemin parametrelerinin olgiimiinde olusan kiiclik hatalar, sistem
hakkinda elde edecegimiz onbilgileri az etkiler.

Elde edilen sonuclar davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile
verilen ve kontrol fonksiyonlar1 integral kisitli olan kontrol sistemin erigim
kiimelerinin yapilandirilmasi i¢in yaklagim yontemi elde etme ¢aligmalarinda
onemli bir yer bulabilir.

Tez kapsaminda elde edilmig sonuglar “Guseinov ve Nazlipinar (2006, 2007a,
2007b, 2007¢c, 2007d)” de yaymlanmistir.

Tezin Yapisi: Tez ilk boliim girig olmak iizere, 6 anaboliimden ve sonuctan
olugmustur.

2. Anabdliim ti¢ altboliimden olusmaktadir. Bu anaboliimde, kiime degerli
analizden kiime degerli doniigtimlerin limitine, fonksiyonel analizden Steklov
fonksiyonunun ozelliklerine ve Gronwall esitsizliklerine ait, tez kapsaminda
yapilan aragtirmalarda kullanilan bilgiler verilmektedir.

Bolum 2.1 de, kiime degerli dontigiimlerin alt ve st limitinin tanimi ve
ozellikleri, boliim 2.2 de kiimeler dizisinin alt ve st limitinin tanimi ve ozel-
likleri, boliim 2.3 de Steklov fonksiyonunun tanimi ve 6zellikleri, boliim 2.4 de
ise Gronwall esitsizlikleri verilmigtir.

3. Anaboliim dort altboliimden olugsmaktadir. Bu anaboliimde, davranis
faz ve kontrol vektoriine gore dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile ve-
rilen ve kontrol fonksiyonlar1 integral sinirli olan kontrol sistemler teorisine
ait baz1 temel tanimlar verilmig, kontrol sistemin erigim kiimelerinin sinirliligi,
kapaliligi, yoriingeler kiimesinin prekompaktligi ve erigim kiimesinin zamana
olan baglantisi incelenmistir.

Boliim 3.1 de, davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen
ve kontrol fonksiyonlar: integral kisitli olan kontrol sistemler teorisine ait bazi
temel tanim ve sistemin saglayacagi kogullar verilmigtir.

Boliim 3.2 de erisim kiimesinin sinirli oldugu (Onerme 3.2.2, Sonug 3.2.3)

gosterilmigtir.



Boliim 3.3 de sistemin yortingeler kiimesinin, stirekli fonksiyonlar uzayinda
prekompakt kiime oldugu kanitlanmig (Sonug 3.3.4), ancak erigim kiimelerinin
kapali kiime olmadig1 gosterilmigtir (Ornek 3.3.5).

Boliim 3.4 de, erigim kiimelerinin zamana gore siirekli oldugu kanitlanmig
((jnerme 3.4.1) ve erigim kiimelerinin ¢api igin tist degerlendirme elde edilmigtir
(Onerme 3.4.4).

4. Anaboliim iki altboliimden olusmaktadir. Bu anaboliimde, davranisi faz
ve kontrol vektoriine gore dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen ve
kontrol fonksiyonlari integral sinirli olan kontrol sistemin erigim kiimelerinin
sistemin baglangic kogullarina ve integral sinirliligi ayarlayan parametreye bag-
lantist incelenmistir.

Boliim 4.1 de kontrol sistemin erisim kiimelerinin sistemin baglangi¢ para-
metrelerine, Xy’ a (Onerme 4.1.1, Sonug 4.1.2) ve t,” a (Onerme 4.1.4) siirekli
baglantili oldugu kanitlanmigtir.

Boliim 4.2 de kontrol sistemin erigim kiimelerinin integral sinirliligi ayarlayan
1o parametresine baglantisinin Lipschitz stirekli oldugu ispatlanmigtir (Onerme
4.2.1, Sonug 4.2.2).

5. Anaboliim dort altboliimden olugmaktadir. Bu anabdlimde davranisi
faz ve kontrol vektoriine gore dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen
ve kontrol fonksiyonlar: integral sinirli olan kontrol sistemin erigim kiimelerinin,
kontrol fonksiyonlarimin secildigi L, uzaymin p parametresine olan baglantis:
incelenmektedir. Once, L, uzaylarinda verilen merkezi orijinde sabit yaricaph
toplarin p’ ye gore stirekli baglantili oldugu kanitlanmig ve bu 6zellikten yarar-
lanarak, erigim kiimelerinin p’ ye gore baglantisinin stirekli oldugu ispatlan-
misir.

Béliim 5.1 de, L, uzaylarinn (p € [1,00)) alt kiimeleri arasinda Hausdorff
uzakligi tanmimlanmigtir. Sonra, L,, p € (1,00), uzaymin merkezi orijinde,
verilen yaricapl kapali topu ile, bu topdan olan ve ayni zamanda bir geometrik
kisitlamay1 da saglayan fonksiyonlarin olusturdugu kiime arasindaki uzakligin

geometrik kisitlamay1 ayarlayan parametreye baglantisi incelenmistir (Onerme
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5.1.1).

Boéliim 5.2 de L, uzaylarmm (p € (1,00)) merkezi orijinde ayni yaricaph
kapali toplar1 arasinda uzakhgin p’ye gore soldan stirekli oldugu kanitlanmigtir
(Onerme 5.2.5).

Béliim 5.3 de L, uzaylarmm (p € (1,00)) merkezi orijinde ayni yaricaph
kapali toplar1 arasinda uzakhigin p’ye gore sagdan stirekli oldugu gosterilmistir
(Onerme 5.3.5) ve boylece L, uzaylarmin (p € (1,00)) merkezi orijinde aym
yaricapl kapali toplar1 arasinda uzakhigin p’ye gore siirekli oldugu kanitlanmigtir
(Teorem 5.3.6).

Boliim 5.4 de, davramisi faz ve kontrol vektoriine gore dogrusal olmayan
diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol fonksiyonlar1 integral sinirli olan
kontrol sistemin erigim kiimelerinin, kontrol fonksiyonlarinin se¢ildigi L,, uzayinin
p parametresine olan baglantisinin siirekli oldugu gosterilmistir (Teorem 5.4.1).

6. Anabdliim dort altboliimden olugmaktadir. Bu anaboliimde kompakt
olmayan miimkiin kontrol fonksiyonlar1 kiimesi, bir kompakt kiime (integral
kisitli, geometrik kisith ve Lipschitz sabitleri ayni sabitle sinirli kontrol fonksi-
yonlar1 kiimesi) ile degistirilerek, kontrol fonksiyonlar1 integral kisith olan sis-
temin erigim kiimeleri ile, kontrol fonksiyonlar: integral kisitli, geometrik kisith
ve Lipschitz sabitleri ayni sabitle sinirh kontrol fonksiyonlar: olan ayni sistemin
erisim kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi degerlendirilmistir. Bu uzakligin,
geometrik kisit1 ayarlayan sayiya ve kontrol fonksiyonlarin Lipschitz sabitini
sinirlayan sabite baglantisi incelenmis, geometrik kisit1 ayarlayan sabit ve kont-
rol fonksiyonlarin Lipschitz sabiti yeteri kadar biiytik segilirken, erigim kiimeleri
arasindaki Hausdorff uzakliginin da yeteri kadar kiiciik olacagi gosterilmistir.

Bolim 6.1 de, sistemin baslangic durumunu karakterize eden kompakt
Xo C R”™ kiimesi, bu kiimenin sonlu d ag1 olan X kiimesi ile degistirilerek,
baslangi¢ kiimeleri X, ve X olan ayni sistemin verilen zaman anindaki erigim
kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakliginin §’ya olan baglantisi elde edilmistir
(Onerme 6.1.2, Onerme 6.1.3). § yeteri kadar kiiglik iken, erigim kiimeleri

arasindaki Hausdorff uzakliginin da yeterince kiigiik olacagi gosterilmistir.



Genelde, integral kisithh fonksiyonlar geometrik kisitli olmayabilir. Bun-
dan dolayi, verilen kontrol fonksiyonu kiiciik zaman araliginda biiyiik degerler
alirken, yani sistem cok kisa zaman araliginda biiyiik miktarda enerji tiiketirken
sistemin davraniginin nasil olacagi teori ve pratikte onemlidir. Boliim 6.2 de,
davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen ve kontrol fonksi-
yonlar1 integral sinirli, baglangi¢ kiimesi kompakt Xy C R" kiimesinin sonlu 9-
ag1 olan kontrol sistemin erigim kiimeleri ve kontrol fonksiyonlari ek olarak belli
bir geometrik kisitlamay1 da saglayan ayni kontrol sistemin erisim kiimeleri
arasindaki Hausdorff uzakligi degerlendirilerek, erigim kiimeleri arasindaki u-
zakligin geometrik sinira olan baglantisi elde edilmigtir (Onerme 6.2.1, Onerme
6.2.2). Geometrik kisitlama yeteri kadar biiyiik iken, kontrol sistemin erigim
kiimesinin kiiciik degisecegi kanitlanmistir.

Béliim 6.3 de, kontrol fonksiyonlar1 karmagik (integral ve geometrik) kisith
olan kontrol sistemin erigim kiimeleri ile, kontrol fonksiyonlar1 ek olarak Lips-
chitz stirekli olan ayni1 sistemin erigim kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakliginin
sifir oldugu kanitlanmigtir (Onerme 6.3.1, Onerme 6.3.2, Onerme 6.3.5).

Kontrol sistem dogrusal, kontrol fonksiyonlar: kiimesi ise L, uzaymda kom-
pakt kiime olmadigindan, erigim kiimelerinin yaklagik hesaplanmasi kolay ol-
mayan bir problemdir. Bundan dolay1, miimkiin kontrol fonksiyonlar1 kiimesi
olarak integral ve geometrik kisitli ve ayrica siirli Lipschitz sabiti olan Lip-
schitz siirekli fonksiyonlar alindiginda, miimkiin kontrol fonksiyonlar1 kom-
pakt kiime olur (Onerme 6.4.2). Boliim 6.4 de, Steklov fonksiyonlar: kul-
lanilarak, davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen ve kont-
rol fonksiyonlar1 integral sinirhi olan kontrol sistemin erigim kiimeleri ve kontrol
fonksiyonlar karmagik (integral ve geometrik) sinirhi ve ek olarak simirh Lip-
schitz sabiti ile Lipschitz siirekli olan ayni kontrol sistemin erigim kiimeleri
arasindaki Hausdorff uzaklhiginin yeterince kiigiik yapilabilirligi gosterilmigtir

(Teorem 6.4.7).
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2 KUME DEGERLIi DONUSUMLER VE
STEKLOV FONKSIYONU

2.1 Kiume Degerli Doniigiimlerin Limiti

Once bazi temel tanim ve onermeler verilsin.

xg € R™, r > 0 icin
Bu(zo,r)={z e R" ||z —x [|[<7}, Bpr)={xeR":||xz|<r},
B,={z e R":|z|<1}
olsun. Burada || z || verilen z € R™ vektoriiniin Euclidean normudur.
Onerme 2.1.1 E C R", z € R", y € R"” olsun. O zaman,
dy(z, E) < dy(z,y) + dn(y, E)

esitsizlige dogrudur.

Burada, d,(x,y) = ||z —y||, du(z, E) = inf {||z — y|| : y € E} dir.

Simdi verilen iki D C R", E C R™ kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi
tanimlansin.

D C R"ve E C R" kiimeleri arasindaki Hausdorff Uzakhigi h,, (D, E) olarak
gosterilir ve

hn(D, E) = max{sup d,(z, E),sup d,(y, D)}

xzeD yer

olarak tanimlanir (bkz., Aubin ve Frankowska 1990, Burago ve ark. 2001, Hu
ve Papageorgiou 1997).

Onerme 2.1.2 Keyfi D C R" ve E C R" kiimelert i¢in,

hn(D,E)=inf{r >0: D C E+rB,,ECD+rB;}
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olur. Burada B) = {z € R" : ||z|| < 1} dir.

Benzer olarak, herhangi bir metrik uzayin alt kiimeleri arasindaki Hausdorff
uzakhigr da tanimlanabilir (bkz., Aubin ve Frankowska 1990; Burago ve ark.
2001; Hu ve Papageorgiou 1997).

Ayrica, eger R uzaymin bogtan farkli, kompakt alt kiimeleri ailesi comp(R"™)
ile gosterilirse, (comp (R™), h(-,-)) uzay1 bir metrik uzay olur (bkz., Aubin ve
Frankowska 1990; Filippov 1988; Hu ve Papageorgiou 1997).

R™ uzaymin bogtan farkl, sinirli alt kiimeleri ailesini b(R™) ile gosterilsin.
O zaman, h(-,-) fonksiyonu b(R™) ’de yar1 metrik olur.

A C R™ agik kiime, F'(-) : A — b(R"™) kiime degerli déniigiim olsun.

F(-) kiime degerli doniigimiiniin verilen bir noktadaki alt ve iist limitleri

tanmmmlansin (bkz., Aubin ve Frankowska 1990; Hu ve Papageorgiou 1997).

Tanim 2.1.3 (bkz., Aubin ve Frankowska 1990; Hu ve Papageorgiou 1997)
A C R™ olmak tizere, F(-) : A — b(R™) kiime degerli déntgiminin xo € A

noktasindaki st limiti limsup F'(x) olarak gosterilir ve

T—x0

limsup F(z) = {v € R" : liminf d(v, F(x)) = 0}

T—T0 L0

olarak tanimlanar.

Tanim 2.1.4 (bkz., Aubin ve Frankowska 1990; Hu ve Papageorgiou 1997)
A C R™ olmak tzere, F(-) : A — b(R"™) kiime degerli donisiminin xy € A

noktasindaki alt limiti liminf F'(x) olarak gdsterilir ve
T—x0

liminf F(z) = {v € R": lim d(v, F(z)) = 0}

T—T0 T—T0

olarak tanimlanar.

Onerme 2.1.5 A C R™, F(-) : A — b(R") kiime degerli doniisiim, zo € A
olsun. O zaman

liminf F(z) C limsup F(z)

L0 T—T0

olur.
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Tanim 2.1.6 (bkz., Aubin ve Frankowska 1990; Hu ve Papageorgiou 1997)
ACR™, F(:): A— b(R"™) kiime degerli doniigim, xo € A olsun. Eger

liminf F(z) = limsup F'(x)

Tr—T0 T—xQ

ise, F(-) kime degerli doniigimininin xo € A noktasinda limiti vardwr denir

ve lim F(x) olarak gdsterilir.

T—X0

Simdi verilen kiime degerli doniigtimiin alt ve st limitlerinin bazi 6zellikleri

verilsin.

Onerme 2.1.7 A C R™, F() : A — b(R") kiime degerli doniisiim, zo € A,

o >0, her x € A Bin(zo,0) igin r > 0 olmak tzere F(z) C B,(r) ve

limsup F(z) = F*

T—T0

olsun. O zaman F* C B,(r) ve F* bos kiimeden farkl, kapali kimedir.

Kanit. Once, F* kiimesinin bog kiimeden farkh oldugu kanitlansin. & — oo
iken xy — x¢ ve her k = 1,2,... igin fi € F(xy) olsun. F(xzy) C By(r)
oldugundan keyfi £ = 1,2,... igin ||fx]| < 7 olur. O halde {fx}?2, dizisinin
yakinsak bir { fz, }5°, alt dizisi vardir. ¢ — oo iken f, — fi olsun. O zaman

Onerme 2.1.1 den, her i = 1,2, ... icin

d(fe Faw,)) < d(fs, fo) + d(fr,, F(n,)) (2.1.1)

olur. i — oo iken d(f., fr,) — 0 ve fi, € F(zy,) oldugundan d(fy,, F'(zx,)) =0
dir. O halde (2.1.1) den

lim d(f., F(zy,)) = 0 (2.1.2)

1—00

oldugu bulunur. ¢ — oo iken xy, — x¢ oldugundan (2.1.2) den

lim infd(f,, F(z)) < lim d(f., F(zg,)) =0

T—TQ 1—00

ve dolayisiyla f, € F'* olur. Bu ise F™* # () olmas1 demektir.
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Keyfi f, € F* alinsin ve sabitlensin. O zaman,

liminfd(f,, F(x)) =0

T—x0

olur. Bu durumda k£ — oo iken x, — zg ve

lim d(f., F(zx)) =0

k—o0

olacak bigimde {z} dizisi vardir. O zaman her £ > 0 i¢in k > K (§) iken,
d(fe Fax)) <&
olacak bicimde K(§) > 0 vardir. O halde keyfi £ > K (&) icin
f« € Fzg) +E&B (2.1.3)
olur. F(xy) C B,(r) oldugundan, (2.1.3) den,

[full <7 +¢ (2.1.4)

olur. £ > 0 keyfi sabitlenmig oldugundan (2.1.4) den || f.|| < r ve dolayisiyla
f« € Bp(r)olur. f, € F* keyfi olarak secildiginden F* C B, (r) olur. Dolayisiyla
F* kiimesi sinirhdir.
Simdi simrli F* C B, (r) kiimesinin kapal oldugu gosterilsin. Her k =
1,2,...icin f € F*ve k — ooiken f, — f, olsun. f, € F* oldugu kanitlansin.
Her £k =1,2,... igin f € F* oldugundan her k sayisi i¢in
liminf d(fy, F(x)) =0 (2.1.5)

T—T0

olur. Keyfi k sayist almsm ve sabitlensin. O halde Onerme 2.1.1 den her

x € By (0, 0) igin,
d(fe F(2)) < d(fs, fr) + d(fi, F(x)) (2.1.6)
olur. (2.1.6) esitsizliginden

liminf d(f., F'(x)) < d(fs, fx) + lirriinf d(fr, F(z)) (2.1.7)

T—T0
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olur. O halde (2.1.5) ve (2.1.7) den, her k = 1,2,... i¢in

liminf d(f., F(z)) < d(f., fi) (2.1.8)

T—x0
oldugu bulunur. k keyfi sabitlenmis oldugundan (2.1.8) esitsizligi her k =
1,2,... i¢in dogrudur. k — oo iken d(fs, fx) — 0 oldugundan (2.1.8) den

liminf d(f,, F(x)) =0

T—T0
oldugu bulunur. Bu ise f, € F™* olmasi demektir. Boylece F* kiimesi kapalidir.

Onerme 2.1.8 A C R™, F(-) : A — b(R") kiime degerli doniisiim, zo € A,
o > 0, her x € A Bn(xg,0) igin v > 0 olmak tzere F(x) C By,(r) ve
limsup F(z) = F* olsun. O zaman her ¢ > 0 i¢in x € By, (20,d(¢)) (A iken
T—x0
F(z) C F*+¢B,
olacak bigimde § = §(g) vardar.
Kanit. Onermenin aksi varsayilsin. k£ — oo iken zp — xg ve

F(zy) ¢ F* +¢.B, (2.1.9)

olacak bigimde €, > 0 sayist ve {z}}32, dizisi var olsun. O zaman (2.1.9) dan

her k =1,2,... igin fx € F(x) olmak tizere
fe ¢ F* +e.B, (2.1.10)

olacak bigimde fi’lar vardir. Her £ = 1,2,... icin fr, € F(xy) C Bu(r)

oldugundan, her £k =1,2,... icin

Ifell <7

olur. Siirh her dizinin yakinsak bir alt dizisi var oldugundan genelligi boz-
maksizin k — oo iken f; — f. oldugu kabul edilsin. (2.1.10) dan keyfi
k=1,2,... i¢cin

d(fr, F*) > e, (2.1.11)
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oldugu elde edilir. k& — oo iken f; — f, ve x — d(x, F*) fonksiyonu siirekli

oldugundan (2.1.11) den
d(f.,F*) > e, (2.1.12)

oldugu elde edilir.
Onerme 2.1.1 den her k = 1,2... icin

d(f, F(xg)) < d(fs, fr) + d(fr, F(zr)) (2.1.13)

esitsizligi dogrudur. Her k = 1,2... i¢in fi € F(x) oldugundan d( fi, F'(x)) =

0 olur. Ayrica k — oo iken fp — f. oldugundan (2.1.13) den

liminf d(f., F(xy)) < ’Clim d(fe, fu) =0 (2.1.14)

k—oo

olur. Bu durumda (2.1.14) den

liminf d(f,, F(x)) < li]?ig}f d(fe, F(xy)) =0

T—T0

ve f, € F* oldugu elde edilir. O halde
d(f, F*) =0 (2.1.15)

olur. (2.1.12) ve (2.1.15) celigir. O halde varsayim yanligtir ve 6nerme dogrudur.
|
Kiime degerli dontigiimlerin iist limitinden farkh olarak lim inf F'(z) = ()
T—xQ

olabilir. Simdi kiime degerli doniigtimlerin alt limitlerine iligkin onermeler

verilsin.

Onerme 2.1.9 A C R™, F(-): A — b(R™) kiime degerli déniisim, xo € A,
o >0, her x € A Bin(zo,0) igin r > 0 olmak tizere F(x) C B,(r) ve
liminf F(z) = F,

T—T0o

olsun. O zaman F, C B, (r) ve F, kapali kiimedir.
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Kanit. Eger F, = () ise, F, C B,(r) ve F, kiimesi kapali olur.

F, # 0 ve a:lgg sup F(z) = F* olsun. Onerme 2.1.7 dan dolay1 F* C B, (r)
ve I*, bogtan farlih kapali kiimedir. O halde F, C F* oldugundan F, C B,(r)
oldugu bulunur.

Simdi F, kiimesinin kapali oldugu gosterilsin. Her k£ = 1,2, ... igin f; € F,
ve k — oo iken fr — f. olsun. f, € F, oldugu goriilsiin.

Onerme 2.1.1 den, her k = 1,2,... ve her z € B, (o, ) () 4 icin

d(f, F(x)) < d(fs, fr) + d(fr, F(2)) (2.1.16)

olur. Keyfi k = 1,2,... alinsin ve sabitlensin. & = d(fs, fx) olsun. O zaman

(2.1.16) dan

lim d(f., F(z)) < §k+xli_)r£10 d(fr, F(x)) (2.1.17)

T—T0

elde edilir. Her £k =1,2,... igin f; € F, oldugundan,

lim d(fy, F'(z)) =0

T—x0

olur. O halde (2.1.17) den

lim d(f., F(z)) < & (2.1.18)

Tr—XT0
bulunur. k keyfi sabitlenmis oldugundan (2.1.18) egitsizligi her k = 1,2, ...
icin dogrudur.
Ayrica k — oo iken fi — f, oldugundan k — oo iken &, — 0 olur. O halde

(2.1.18) den

lim d(f,, F(z)) =0

T—T0
oldugu bulunur. Bu ise f, € F, olmasi demektir. Boylece F. kapali kiimedir.

|
Onerme 2.1.10 A C R™, F(:): A — b(R") kiime dejerli doniigiim, zo € A,

o >0, her x € A Bi(zo,0) igin r > 0 olmak tizere F(x) C B,(r) ve

liminf F(z) = F,

T—x0
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olsun. O zaman her € > 0 i¢in © € By, (z0,6(e)) (A iken
F. C F(z) + B,
olacak bi¢imde §(¢) > 0 sayist vardar.

Kamt. Eger F, = () ise ¢nerme trivial olarak dogrudur. F, # () olsun.

Onermenin aksi varsayilsin. k — oo iken x; — x¢ ve
F. ¢ F(xy) +e.B, (2.1.19)

olacak bigimde {z;}2, dizisi ve e, > 0 var olsun. O halde (2.1.19) dan her

k=1,2,... i¢in

fu & F(x3) + 2.8, (2.1.20)
olacak bigimde fj € F, vardir. (2.1.20) den her £k =1,2,... igin

d(fr, F(zy)) > €. (2.1.21)

olur. Onerme 2.1.9 geregi F, C B,(r) ve F, kapal kiimedir. Her k = 1,2, ...

icin fj, € F., F, kapali ve sinirh kiime oldugundan { f;}32, dizinin i — oo iken

fr, — f« ve f. € F, olacak bigimde yakinsak { fx, }32, alt dizisi vardir.
(2.1.21) den ve Onerme 2.1.1 den her i = 1,2, ... i¢in

ew < d(fr, Flax,)) < d(fi,, £) + d(fo, Flax,))
olur. Son esitsizlikten her ¢ = 1,2, ... i¢in
d(fo, F(2r,)) 2 e0 — d(fris f2) (2.1.22)
olur. i — oo iken f;, — f. oldugundan (2.1.22) den
lizrgglfd(f*,F(mki)) >e,>0 (2.1.23)

oldugu bulunur.
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Ayrica, f. € F, oldugundan

lim d(f., F(z)) =0

r—xo

olur. ¢ — oo iken z, — 7 oldugundan, son esitlikten

liminf d(f., F(zy,)) = lim d(fe, F(zr,)) = Tim d(f.,F(z)) =0 (2.1.24)

olur. Boylece (2.1.23) ile (2.1.24) ¢eligir. O halde yapilan varsayimin yanlig
oldugu sonucuna ulagilir ve 6nermenin dogrulugu goriiliir. m

Onerme 2.1.7 ve Onerme 2.1.9 dan, kiime degerli déniisiimiin verilen nok-

tadaki limiti i¢in agagidaki sonuc elde edilir.

Onerme 2.1.11 A C R™, F(-) : A — b(R") kiime dejerli doniisiim, xo € A,
o >0, her x € A Bin(zo,0) igin r > 0 olmak tzere F(x) C B,(r) ve
lim F(z) = Fy

T—x0

olsun. O zaman Fy C B, (r) ve Fy bos kiimeden farkl, kapaly kiimedir. Ayrica,
her e > 0 igin x € A By, (o, 6(¢)) iken

F(x) C Fy+¢eB,, F,CF(x)+¢eB, (2.1.25)
olacak bigimde 6(¢) > 0 sayist vardar.
Onerme 2.1.11 den agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.1.12 A C R™, F(:) : A — b(R™) kiime degerli donisim, xy € A,
o >0, her x € A Bin(zo,0) igin r > 0 olmak tizere F(x) C B,(r) ve
lim F(2) = Fy

olsun. O zaman lim h,(F(x), Fy) =0 olur.

T—T0
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2.2 Kiimeler Dizisinin Alt Ve Ust Limiti

Bir onceki boliimde kiime degerli dontisiimlerin verilen noktadaki alt ve tist
limitleri ve ayrica limiti tanimlandi. Bu boliimde kiimeler dizisi i¢in tist limit,
alt limit ve limit kavramlar: verilecek ve ozellikleri incelenecektir (bkz., Aubin

ve Frankowska 1990; Hu ve Papageorgiou 1997).

Tanim 2.2.1 (bkz., Aubin ve Frankowska 1990; Hu ve Papageorgiou 1997)
Her k=1,2,... i¢in E, € b(R") olsun. {Ey}2, dizisinin st limiti
hll;n sup Ej
ile gosterilir ve
hgisongk ={feR": li,?_l,glqu’ Ey) =0}

olarak tanimlanar.

Tanim 2.2.2 (bkz., Aubin ve Frankowska 1990; Hu ve Papageorgiou 1997)
Her k=1,2,... igin Ey € b(R™) olsun. {E}2, dizisinin alt limiti

h/?l iogf E
ile gosterilir ve
h,?_l,glek ={feR": ]}Lrgod(f,Ek) =0}
olarak tanimlanar.

Onerme 2.2.3 Herk=1,2,... icin Ey € b(R™) olsun. O zaman,

liminf E;, C limsup E,
k—o00 k—o00

olur.

Simdi {Ey }$°, dizisinin k — oo iken limiti tanimlansin.
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Tanim 2.2.4 (bkz., Aubin ve Frankowska 1990; Hu ve Papageorgiou 1997)
Her k =1,2,... i¢in E € b(R™) olsun. Eger
limsup Ej, = lign inf B, = E
k—o0 —
ise {Ex}2, dizisinin k — oo iken limiti vardwr denir ve Ey = klim Ey olarak

gosterilir.

Kiime degerli déniigiimlerin {ist ve alt limitlerini karekterize eden Onerme
2.1.5-2.1.10 onermelerine benzer olarak, kiimeler dizisinin alt ve tist limitlerini

karekterize eden agagidaki onermeler de dogrudur.
Onerme 2.2.5 r >0, her k= 1,2,... i¢in E), C By(r) ve
limsup £, = E*
k—o0

olsun. O zaman E* C B,(r) bostan farkl, kapaly ve sinarl kiimedir.

Ayrica, her e > 0 i¢in k > K(e) iken
E,. C E* + eB,
olacak bigimde K(g) > 0 vardr.

Onerme 2.2.5 in kaniti, Onerme 2.1.7 ve Onerme 2.1.8 in kanitlarma benzer

olarak yapilir.
Onerme 2.2.6 r >0, her k=1,2,... i¢in Ey, C By (r) ve
lilzn inf B, = F,

olsun. O zaman E, C B,(r) kapaly ve sinurly kiimedir.

Ayrica, her e > 0 igin k > K(e) iken
E, C E,+¢B,
olacak bicimde K (g) > 0 vardur.
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Onerme 2.2.6 nmm kamti, Onerme 2.1.9 ve Onerme 2.1.10 un kanitlarina
benzer olarak yapilir.
Onerme 2.2.5 ve Onerme 2.2.6 dan sonug olarak kiimeler dizisinin limitini

karakterize eden agagidaki énerme elde edilir.
Onerme 2.2.7 r >0, her k= 1,2,... icin E), C B, (r) ve

k—o00

olsun. O zaman E, C B,(r) bostan farkh, kapaly ve sinirly kiimedir.

Ayrica, her € > 0 igin k > K(e) iken
E, C Ey+ €Bn7 EyC B, +¢B, (221)

olacak bigimde K(g) > 0 sayist vardur.
Onerme 2.2.7 den asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.2.8 r >0, her k=1,2,... i¢in Ex, C By,(r) ve

lim Fy = Ej

k—oo

olsun. O zaman

lim hy,(Ey, Ey) = 0

k—oo

olur.

Simdi 6zel bir kiime dizisinin limitini karekterize eden bir énerme verelim.

Onerme 2.2.9 r > 0, her k = 1,2,... i¢in E, C B.(r), Ex C Eyi1 ve

o0
E. = U Ex olsun. O zaman,
k=1

k—oo

olur.
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Kanait. Once,

hgﬁgp E, = h}?lgolf Ey (2.2.2)
oldugu kanitlansin.
Onerme 2.2.3 geregi
ligg}f Ey C h?—ilip Ex (2.2.3)
olur. Simdi,
thSOgP Ey, C lilgriglf Ey (2.2.4)

oldugu ispatlansin.

Keyfi f, € klim sup Fj alinsin ve sabitlensin. O halde tanim geregi,

liminf d(f., Ex) =0

k—o0

olur. Bu durumda {E}}72 , dizisinin ¢ — oo iken

lim d(f., Ey,) =0 (2.2.5)

olacak bicimde {Ej, }22, alt kiime dizisi vardir.
Her £k =1,2,... i¢in E, C Eyyq oldugundan [; < l; olacak bigimdeki keyfi
l; ve ly sayilan i¢in E;, C Ej, olur. O halde l; < [y olacak bicimdeki keyfi /4

ve [y sayilari igin
d(fe, Br,) = d(fs, Eiy) (2.2.6)
olur. O zaman {d(f., Ey)}32, dizisi azalan dizidir. Ayrica her k =1,2,... i¢in
d(f., Ey) >0 (2.2.7)

olur.

{ B2, dizisinin keyfi { £, }32, alt dizisi alnsin ve

lim d(f., E,,) =0 (2.2.8)

J—00
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oldugu kanitlansin.
(2.2.8) esitliginin aksi varsayilsin. Genelligi bozmaksizin o, # 0 olmak

uzere

lim d(f., En;) = o (2.2.9)

oo
olsun. (2.2.7) den «, > 0 oldugu bulunur.

€y = % olsun. O halde (2.2.5) den ¢, = % i¢in, ¢ > i, iken

0<d(f., E) < % (2.2.10)

Oy

olacak bicimde i, > 0 vardir. (2.2.9) dan ise €, = % icin j > j, iken

a, — % <d(f En) < on+ O‘Z (2.2.11)

olacak bigimde j, > 0 vardir. O halde (2.2.11) den her j > j, iken

A(f.. Buy) > 2o, (2.2.12)

oldugu elde edilir.
(2.2.10) ve (2.2.12) den her i > i, ve her j > j, icin

d(f., By,) < d(f., En,) (2.2.13)

oldugu bulunur.

Keyfi m > i, alinarak sabitlensin. O halde (2.2.13) den her j > j, igin,
d(f., Br,) < d(fo, En,) (2.2.14)

olur. j — oo iken n; — oo oldugundan, n, > k,, olacak bicimde r > 0 sayis1

vardir. Bu durumda (2.2.14) den n, > k,,, olmak tizere
d(fe, Ex,,) < d(fs, En,) (2.2.15)

oldugu elde edilir. (2.2.6) ile (2.2.15) geligir. O halde yapilan varsayim dogru
degildir ve (2.2.8) esitligi dogrudur. (2.2.8) den

lim d(f., Ex) =0 (2.2.16)

k—oo
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oldugu bulunur.

Ayrica (2.2.16) dan f, € li}gn inf £, oldugu elde edilir. f, € klim sup Ej
keyfi olarak secildiginden

limsup E), C li]gn inf By,
k—o0 —00

oldugu yani (2.2.4)’tin dogru oldugu kanmitlanmig olur. (2.2.3) ve (2.2.4) den,
(2.2.2) esitliginin dogru oldugu elde edilir. (2.2.2) esitliginden, {Ej},-, kiime
dizisinin limitinin var oldugu elde edilir.

Simdi

clE, C li}gn inf Fy, (2.2.17)
oldugu gosterilsin. Once,

B, C liminf B (2.2.18)

oldugu goriilsiin. Keyfi f. € E,. almarak sabitlensin. O zaman f. € |J Ej
k=1

oldugundan f, € FEj, olacak sekilde k, > 0 vardir. Her £ = 1,2,... igin

Ej C Ejy1 oldugundan her k > k, icin f, € Fj ve dolayisiyla keyfi & > k, i¢in

olur. O halde,
lim d(f., Ex) =0

k—oo
ve tanim geregi f, € lilgn inf Ej olur. f, € E, keyfi sabitlenmig oldugundan
(2.2.18) kapsamasi dogrudur. lign inf E), kiimesi kapali oldugundan, (2.2.18)
den, (2.2.17) kapsamasinin dogru oldugu elde edilir.
Son olarak
limsup E), C clE, (2.2.19)

k—oo

oldugu kanitlansin.
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Keyfi f, € limsup E) alinarak sabitlensin. O halde, (2.2.2) den

k—oo

f« € lilgn inf
oldugu ve dolayisiyla

lim d(f., Ey) =0 (2.2.20)

k—o0

oldugu elde edilir.
Keyfi ¢ > 0 alinsin ve sabitlensin. O zaman (2.2.20) den her k > k, i¢in
d(f«, Ex) < € olacak bi¢imde k, > 0 vardir. d(f., Ey,) < ¢ oldugundan

f* € Ek:* + an
olur. Bu durumda, ¢, € Ej, olmak tizere
f« € 0u +eB, (2.2.21)

olur. ¢, € Ej, oldugundan ¢, € |J Ej olur. O halde (2.2.21) den
k=1

foe|J Be+eB, (2.2.22)
k=1

olur. e, > 0 keyfi sabitlenmig oldugundan (2.2.22) den f, € cl( U Ek> yani
k=1
f« € cl(E,) oldugu elde edilir. f, € limsup F} keyfi secildiginden (2.2.19)

k—oo

kapsamasinin dogru oldugu elde edilir.
(2.2.2) esitliginden, (2.2.17) ve (2.2.19) kapsamalarindan, 6nermenin dogrulugu

kanitlanmig olur. m

Onerme 2.2.9 dan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.2.10 r > 0, her k = 1,2,... i¢in Ey C By(r), Ex C Exi1 ve

E,. = U Ex olsun. O zaman, her e > 0 i¢in k > k(e) iken
k=1
hn(E*, Ek) <€
olacak bigimde k() > 0 sayist vardar.
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2.3 Steklov Fonksiyonunun Ozellikleri

p € [1,+00) igin Ly ([to, 0]; R™) uzay1 [[u(-)|[, < oo olacak bigimdeki

olciilebilir u(+) : [tg, 8] — R™ fonksiyonlar uzayidir. Burada

3=

lu()l, = / ()| dt

L, ([to, 0]; R™) uzaymin merkezi x.(-) € L, ([to,0]; R™) noktasinda ve pu

yaricapl kapali topu

Br, (2. (), 1) = {2() € Ly (fto, 0 R™) : o) = 2. ()], < 1)

ile gosterilsin.
U C L,([to,0];R™), V. C Ly, ([to,0]; R™) kiimeleri arasindaki Hausdorff

uzaklig

th<U7 V) = max{ sup de(ZL'('),V), sup de(y(')a U)}
z()eU y(Hev

olarak tanimlanir.
Burada dp, (z(-), U) = inf {d, (z(-),y() - y(-) € U}, d,(x(-), y(-)) =
() =y, -

C ([to, 0]; R™) ile stirekli z(-) : [tg,0] — R™ fonksiyonlar uzay1 gosterilsin.

z(+) € C ([to, 0]; R™) fonksiyonunun normu
[2()lle = max { [z(®)]| - ¢ € [to, 0] }

olarak tanimlanir.
C ([to, 0]; R™) uzayimin merkezi z..(-) € C ([to, 0]; R™) noktasinda ve v yaricapl

kapali topu
Be (2. (), v) = {a() € C([to, O; R™) : [Ja() — 2.()llc < v}

ile gosterilsin. P C C ([to,0];R™), Q@ C C ([to,0];R™) kiimeleri arasindaki
Hausdorff uzakhig
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he(P,Q) = max{ sup de(x(-),Q), sup de(y(-), P)}
z(-)eP y()EQ

olarak tanimlanir.
Burada do(a(-), Q) = inf {de(z(-),y() : y() € Q} . defa(-).y()) =
I2() =yl
Once, Steklov fonksiyonunun 6zellikleri incelenirken kullanilacak bir 6nerme

verilsin.

Onerme 2.3.1 (Lebesgue Yakmsaklik Teoremi) (bkz. Lusternik ve Sobolev
1974; Warga 1972)
Keyfii=1,2,...i¢in fi(-) € Lp([to,ﬁ],]Rm) ve h.h. t € [to, 0] i¢cin

lim fi(t) = f.(t) (lim [[£i(t) = fu(8)]] = 0)

olsun. Ayrica g(-) € Lp([to,ﬁ], [0,00)) olmak tizere, keyfi i = 1,2,... ve h.h.
t € [to, 0] icin || fi(t)|| < g(t) olsun. O zaman

I (| £5() = fC)ll, =0
dar.

Simdi de verilen . > 0 says1 icin u(-) € Ly([to, 0], R™) fonksiyonunun

Steklov fonksiyonu tanimlansin.

Tanim 2.3.2 (bkz. Lusternik ve Sobolev 1974)
p > 1, u(-) € Ly([to,0],R™) ve u.(-) : [to — 1,0 + 1] — R™ fonksiyonu,
t€[to—1,0+1] igin

u(t) ,t € [to, 0]
u(t) = (2.3.1)
0 L telto—1,t)U®,0+1]

olarak tanimlansin.
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0<h<1uwet € [ty,0] olmak tzere, u(-) € Ly([to, 0], R™) fonksiyonunun
un(+) : [to, 0] — R™ Steklov fonksiyonu her t € [to, 0] i¢in

() = — / wn(7) dr (2.3.2)

olarak tanimlanar.

Onerme 2.3.3 p > 1, u(-) € L,([to, 0], R™), |lu(- N, < po, her t € [to, 0]
i¢in lu(t)|| < H ve h € (0,1) olsun. O zaman [[ux ()|, < [lu(-)[l, < po, her

t € [to, 0] igin |lup(t)|| < H ve up(-) fonksiyonu I sabiti ile Lipschitz sireklidir.

Kamt. h € (0,1) secilip sabitlensin. (2.3.2) den, her ¢ € [to, 0] i¢in,

t+h

ol < 55 [ lu ol dr (2.3
t—h

olur. Burada u.(-), (2.3.1) ile tammhdir. Her t € [to,0] igin |u(t)|| < H
oldugundan, (2.3.1) den ||u.(t)|| < H olur. Boylece,

t+h t+h

1 1
lu®l < 57 [ Ju)l dr < 50 [ #rar =t
t—h t—h

oldugu goriilir.

(2.3.3) egitsizliginde Holder integral egitsizligi kullanilirsa, }D+$ = 1 olmak

lzere
t+h % t+h P
ol < o5 | [1ar) | [ ar
t—h t—h

t+h

— (2h)s /Hu*(T)HP dr
t—h

1
t+h P

/ lua (7|7 dr (2.3.4)
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olur. 7 = s+t denilirse, dr = ds oldugundan ve (2.3.4) den, her ¢ € [ty, 0] igin

[un (@) < % / Jui(s + )" ds (2.3.5)
“h

olur. (2.3.5) egitsizliginde her iki tarafin ¢y dan € ya integrali alinirsa,

h
1
/ lun I dt < 5 / / lua(s + I ds | dt

h
/||u* (s+t)||" dt | ds (2.3.6)

—h to

2h

olur. s+t = v denilirse, dt = dv oldugundan (2.3.6) dan

s+0
/Huh P dt < 2h / lua ()7 dv | ds (2.3.7)
s+t
oldugu elde edilir.
70 |us(v)||” dv integrali degerlendirilsin. Burada h € (0,1) olmak iizere
Gsfioh, h] dir.
€ [0, h] olsun. O halde,
s+0 s+0
[ @l v = / s )| dv + / s ()| do
s+tg s+to
s+0
oldugu elde edilir. w,(-) fonksiyonunun tanimindan [ ||u.(v)||” dv = 0 olur.
O halde son esitsizlikten ve (2.3.1) den ’
s+0
[ @ v = / Ju-(0)|P” o
s+to s+to

0

< / () do
to
0

- / lu(w)|l” dv
to

= (Ilu)1,)" (2.3.8)
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olur.

€ [—h,0) olsun. O halde,

s+0 s+60
/||u* WP dv = / () dv+/||u* P do
s+to s+to

to
oldugu elde edilir. u,(-) fonksiyonunun tammimdan [ ||u.(v)||” dv = 0 olur.
s+to
O halde son esitsizlikten ve (2.3.1) den

s+6 s+60

L/°Hu* NG dv-—l/"nu* P dv

s+to
s/wmmww
to

0
~ [ lut)17 av

_ (Hu(-)llp)p (2.3.9)

oldugu bulunur.
(2.3.8) ve (2.3.9) dan, keyfi s € [—h, h] i¢in

s+6

[ @l o< (luen,)’ (2310)

s+to

oldugu elde edilir.
Bu durumda (2.3.7) ve (2.3.10) dan

0
1
p <
[l a < o
to

S
2h

s+60

/Hu* WP dvu | ds

s+to

u s= (Iut)l,)"

/h

—h

h

[ (1,
—h
oldugu bulunur. Boylece,

lun() /Wm | di <momsMo
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oldugu elde edilir.
Ayrica, (2.3.2) den, h.h. t € [ty, 0] icin

%(uh(t)) o st B) — (£ — )] (2:3.11)

olur. Her 7 € [to, 0] igin, ||u.(t)|| < H oldugundan, (2.3.11) den h.h. t € [ty, 0]
icin

o2
o

==

(e < g et + )1+ a6 = W) < (2:3.12)

oldugu bulunur.
Keyfi t1,ty € [to,0] almsin ve sabitlensin. Genelligi bozmaksizin ¢, > ¢,

olsun. O halde (2.3.12) den,

wmm—mmwszmwﬁsf%w:%m—m

t1
olur. Boylece u(+) : [to, ] — R™ fonksiyonu, £ sabiti ile Lipschitz siireklidir.

Onerme 2.3.4 p> 1, u(-) € Ly([to, 0], R™) ve h € (0,1) igin up(-) : [to, 0] —
R™ fonksiyonu u(-) : [to, 0] — R™ fonksiyonunun Steklov fonksiyonu olsun. O

zaman,

i flun() = u()ll, =0

olur.

Kanit. Keyfi ¢ > 0 alimip sabitlensin. Keyfi h € (0, h.) igin

lun(-) = u()ll, <e

olacak bi¢cimde h. > 0 sayisinin var oldugu gorilsiin.
C([to, 0], R™) siirekli fonksiyonlar uzay1 L, ([to, 0], R™) uzaymda yogun ol-
dugundan,

u(-) € Ly([to, ), R™) i¢in

lu(-) = w()||, < = (2.3.13)



olacak bicimde w(-) € C([to, §], R™) vardr.
h € (0,1) igin, wp(-) : [to,0] — R™ fonksiyonu stirekli w(-) : [to, 0] — R™
fonksiyonunun Steklov fonksiyonu olsun. Yani, wp(-) : [to, 8] — R™ fonksiyonu,

her t € [0,1] i¢in

wn(t) = = / w.(r) dr (2.3.14)

olsun. Burada wy(-) : [tp — 1,0 + 1] — R™ fonksiyonu w(-) : [ty,0] — R™

fonksiyonunun geniglemesidir ve

w, (1) = wit) bl (2.3.15)

0 , t€to—1,t)UJ0,0 + 1]

olarak tanimlanir.
Verilen fonksiyonun Steklov fonksiyonunun tammmindan, keyfi ¢ € [t, 0] igin

t+h t+h

wn(t) — un(t) = %/w*(ﬂ dr — % wa(7) dr

t—h

= (w(t) —u(t)), (2.3.16)
olur. O halde (2.3.16) ve Onerme 2.3.3 den,
lwn () = un (), = [[(w() = u()), ||, < o) —u()], (2:3.17)

oldugu elde edilir. (2.3.13) ve (2.3.17) den, her h € (0,1) i¢in

£
lwon(:) = un()l, < 3 (2.3.18)
oldugu bulunur.
Simdi verilen % sayist ve h € (0, h.) igin
£
Jun() — wOl, < 2
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olacak bicimde h. > 0 sayisinin var oldugu gosterilsin.

Once h.h. t € [to, 0] icin hlirgl+ wy(t) = w(t) oldugu kanitlansin.

Keyfi t, € (t9,0) alinarak sabitlensin. O zaman keyfi h € [0, h,] igin [t, —
h,t. + h| C [to, 0] olacak bigimde h, > 0 vardir. Herhangi h € (0, h.) alimp

sabitlensin. Bu durumda keyfi 7 € [t, — h,t. + h| igin w.(7) = w(T) ve
X tuth . tath
teeh _

olur. Burada w,(-) fonksiyonu (2.3.15) ile tamimhdir ve w(-) fonksiyonunun
genisglemesidir.
w(+) : [t — h, t. + h] — R™ fonksiyonu siirekli oldugundan dolay1, ortalama

deger teoreminden ve (2.3.19) dan,

1
olacak bi¢imde bir ¢, € [t. — h,t, + h] vardir.
Keyfi h € (0,h,) icin t,, € [t. — h,t. + h] oldugundan, h — 0" iken ¢, —

t. € (to,0) olur. w(-) : [to,0] — R™ fonksiyonu siirekli oldugundan, (2.3.20)
den hg%l+ wy(te) = w(ty) olur. t. € (to,0) keyfi sabitlenmis oldugundan, keyfi
t € (to,0) icin hllr& wp(t) = w(t) olur. Bu ise h.h. t € [ty, 0] igin hlir(r)1+ wy(t) =
w(t) olmast demektir.

Boylece, h.h. t € [to, 6] igin

Tim Jlun(t) — w(t)] = 0 (2.3.21)

olur.

w(-) : [to, 0] — R™ fonksiyonu siirekli oldugundan, ||w(-)||, = tler[ltag lw(t)]| =

v, < oo olur. Bu durumda, her ¢ € [t, 0] igin
lw®)|| < va (2.3.22)

oldugu elde edilir. O halde (2.3.15) ve (2.3.22) den, her t € [ty, 0] icin ||w.(?)|| <

v, olur.
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(2.3.14) den, her h € (0,1) ve t € [to, 0] i¢in
t+h

t+h
1 1
HW®M%E/WMNMS%/mMZm (2.3.23)
t—h t—h

olur.

g(-) : [to,0] — [0,00) fonksiyonunu, her ¢ € [to, 0] i¢gin g(t) = v, olarak
tanimlansm. O halde g(-) € L,([to, ], [0,00)) olur ve (2.3.23) dan, her h €
(0,1) ve t € [to, 8] igin

lwn (O < g(t) (2.3.24)
oldugu elde edilir.

i — oo iken h; — 0 olacak bigimde {h;}3°, dizisi alinsim ve genellgi boz-
maksizin her ¢ = 1,2,... igin h; < 1 oldugu kabul edilsin. O zaman (2.3.21)
den, h.h. t € [ty, 0] icin

tim [w, (1) — w(t)] = 0 (2.3.25)

ve (2.3.24) den her i = 1,2,... ve her t € [ty, 0] igin
[[wn, ()] < g(t) (2.3.26)
oldugu bulunur. (2.3.25), (2.3.26) ve Onerme 2.3.1 den

lim [Jwp, (-) — w(-)||, =0 (2.3.27)

1—00 p

oldugu elde edilir. {h;}$°, dizisi keyfi segildiginden, (2.3.27) den
fim s () — (-}, = 0

oldugu bulunur. O halde % sayist igin h € (0, h.) iken

wn() = wOll, < 5 (2.3.28)

olacak bicimde h. > 0 vardir.

Keyfi h € (0, h.) almsin. O zaman (2.3.13), (2.3.18) ve (2.3.28) den

Jun() = u()l, < llun() = wil, + fwa() = wCll, + ) = u()l,
cELELE_,
-3 3 3

oldugu elde edilir. Boylece onerme kanitlanmig olur. m
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2.4 Gronwall Esitsizlikleri

Onerme 2.4.1 u(-) : [to,0] — R, () : [to,0] — R negatif olmayan sirekli
fonksiyonlar, ¢ > 0 ve keyfi t € [to, 0] igin,

t
u(t) <c+ /w(T)u(T) dr (2.4.1)
to
olsun. O zaman her t € [to, 0] icin,

u(t) < ceto (2.4.2)
olur.

t
Kamt. V() = c+ [ (7)u(r) dr, t € [to, 0] olsun. O zaman her ¢ € [ty, 6] i¢in,
to

V(t) >0
u(t) < V(t) (2.4.3)
V() = (t)u(t) (2.4.4)

olur. (2.4.3) ve (2.4.4) den, her t € [to, 0] icin,

olur. Bu durumda,

. —fw(‘r) dr — f Y(T)dr
V(t)e *o —e Y(E)V(t) <0
d —ftw(r) dr
E(V(t)@ to ) <0
- ]t (1) dr - .IO’I,Z)(T) dr
V(t)e *o — V(tg)e ‘o <0

olur. O halde (2.4.5) den

t
— [Y(r)dr
V(t)e *o <c
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ve

t
Jw(r)dr
V(t) < ceto

oldugu bulunur. (2.4.3) ve son esitsizlikten 6nermenin kanit1 elde edilir. m
Onerme 2.4.2 u(-) : [to,0] — R, ©(:) : [to,0] — R, h(-) : [to, ] — R negatif

olmayan sirekli fonksiyonlar, h(:) : [to,0] — R azalmayan fonksiyon ve her

t € [to, 0] igin,

t
u(t) < h(t) + /w(T)u(T) dr (2.4.6)
to
olsun. O zaman her t € [to, 0] igin,
j'{/I(T) dr
u(t) < h(t)e o (2.4.7)

olur.

Kamit. Keyfi ¢, € [to, 8] alinarak sabitlensin. ¢, = ¢, iken (2.4.6) dan

f*w(‘r) dr
tx

u(t,) = ulto) < hito) = h(t.) = h(t.)e (2.4.8)

olur. Yani t, =ty iken (2.4.7) esitsizligi dogrudur.
t. > to olsun. h(-) azalmayan fonksiyon oldugundan her ¢ € [to,t,] i¢in

h(t) < h(t.) olur. O halde (2.4.6) dan keyfi t € [to, t.] i¢in
u(t) < h(t.) + /¢(T)u(7') dr

olur. ¢ = h(t,) > 0 dersek Onerme 2.4.1 den her t € [to, ] icin,

f’t/)(T)dT
u(t) < h(ty)e o (2.4.9)
olur. O halde t = t, iken (2.4.9) dan
Tw(T)dT
u(t) < h(t.)e o (2.4.10)

37



olur. ¢, € (to, 0] keyfi sabitlenmig oldugundan (2.4.10) dan, her ¢ € (¢, 6] igin

fw(T) dr
u(t) < h(t)e'o (2.4.11)
oldugu goriiliir. Sonug olarak (2.4.8) ve (2.4.11) den, her t € [to, 6] i¢in,

ftw(T)dT
u(t) < h(t)e ' (2.4.12)

oldugu elde edilir.
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3 KONTROL SISTEMIN ERISIM
KUMELERININ TEMEL OZELLIKLERI

3.1 Kontrol Sistemin Erisim Kiimeleri, Temel Tanim ve

Kosullar

Davranigi
x(t) = f(t,z(t),u(t)), xz(ty) € Xo (3.1.1)

diferansiyel denklemi ile verilen kontrol sistemi ele alinsin. Burada x € R”
sistemin faz vektori, u € R™ kontrol vektorii, t € [ty,0] zaman, X, C R”
kompakt kiimedir.

p > 1 olmak iizere L, ([to,#];R™) ile ol¢iilebilir ve [lu(-)||, < oo olacak

bigimdeki u(-) : [tg, 0] — R™ fonksiyonlar uzay1 gosterilsin. Burada,

0 ’
), = | [ Tt d
to
olarak tamimlanir ve ||| Euclidean normunu goéstermektedir.

(3.1.1) sisteminin sag tarafindaki f(-) : [tg, 0] x R™ x R™ — R" fonksiyonu

agagidaki kogullar saglasin.
3.1.A. f(4) : [to,0] x R™ x R™ — R" fonksiyonu stireklidir.

3.1.B. Keyfi smirh D C [to, 0] x R™ kiimesi ve keyfi (t,21) € D, (t,z9) € D,

up € R™ uy € R™ igin
f(t, 1, u1) — f(t, 20, u0)|| < (L1 + Ly |luzl]) [|21 — 22| + L3 [[uy — uz|

olacak blglmde L1 = Ll(D) >0 y L2 = LQ(D) >0 ve Lg = Lg(D) >0

sabitleri vardir.
3.1.C. Her (t,x,u) € [to, 0] x R™ x R™ i¢in
£t 2w < (X + [lzf)(1 + [lul)
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olacak bicimde ¢ > 0 sabiti vardir.
p>1ve pug > 0 igin

Up = {u(-) € Ly ([to, 0 R™) : ()], < po } (3.12)

olsun. (3.1.2) ile tanimlanan U, C L, ([to, 8], R™) kiimesine miimkiin kontrol
fonksiyonlar: kiimesi denir. Agktir ki U,, L, ([to,6],R™) uzaymin merkezi
orijinde olan p yaricaph kapali yuvaridir.

(3.1.1) sisteminin (o, z9) baslangig noktasindan u(-) € U, miimkiin kontrol

fonksiyonunun iirettigi yoriingesi tanimlansin.

Tanmim 3.1.3 zy € X, u(-) € U, olsun. Hemen hemen her t € [to, 8] i¢in
z(t) = f(t,2(t),u(t)) diferansiyel denklemini ve x(ty) = zo baslangic kosulunu
saglayan mutlak strekli z(-) : [to,0] — R"™ fonksiyonuna, (3.1.1) sistemi-
nin (to, o) baslangi¢ noktasindan u(-) € U, mimkin kontrol fonksiyonunun

trettigi yoringesi denir ve x (+; to, xg,u(-)) olarak gdsterilir.

X, (to, Xo) = {z (s t0, zo, u(+)) : [to, 0] = R"™ : g € Xo,u(-) € Up}

olsun. X, (t, Xo) kiimesine (3.1.1) sisteminin yoriingeler kiimesi denir.
Simdi, (3.1.1) sisteminin ¢ € [¢y, #] zaman anindaki erigim kiimesi ve (3.1.1)

sisteminin integral tiineli tanimlansin.

Tanim 3.1.4 ¢ € [to, 0] olsun.
Xp(t;to,Xo) = {x(t) S R™ : ZE() S Xp(to,X())}

olarak tanimlanan X,(t;to, Xo) kimesine (3.1.1) sisteminin, (3.1.2) kisitv al-

tinda, t zaman amindaki erisim kimesi denir.

Tanim 3.1.5 (5.1.1) sisteminin (ty, Xo) baslangi¢c kimesinden ¢ikan tim yo-
ringelerinin grafiklerinin olusturdugu kimeye, (3.1.1) sisteminin integral tineli

denir. Integral tinel
Hp(t07X0) = {(t,x(t)) S [to,e] x R" : ZC() € Xp(t07X0)}
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ile gasterilir (Sekil 3.1.1).
Rn

XO Xp(t;t07X0) Xp(e;thO)

Xp(67 th .I'[))

Sekil 3.1.1: Sistemin ¢ zaman anindaki erigim kiimesi

(3.1.2) kisit1 olan (3.1.1) sisteminin sag tarafi, yani f(-) : [tg, 0] x R" xR"™ —
R™ fonksiyonu x faz vektoriine ve u kontrol vektoriine gore dogrusal iken,
erigsim kiimelerinin ¢esitli topolojik ozellikleri ve yaklagik hesaplama yontemleri
“Chentsov (1995a, 1995b, 1997), Conti (1974), Gozzi ve Loreti (1999), Kra-
sowskii (1968), Leigh (1980), Lou (2004), Motta ve Sartori (2000), Sokolov
(1972), Solomatin (1984), Ukhobotov (1977, 1987, 2005), Ushakov (1991)” de
ele alinmigtir.

f() = [to, 0] x R® x R™ — R™ fonksiyonunun u kontrol vektoriine gore
dogrusal oldugu, z faz vektoriine gore ise dogrusal olmadigi durumda ise, erigim
kiimelerinin topolojik ozellikleri ve yaklagik hesaplama yontemleri “Guseinov
ve ark. (1999, 2004, 2007), Motta ve Sartori (2003)” de incelenmistir.

f() = [to, 0] x R™ x R™ — R™ fonksiyonunun z faz vektoriine ve u kontrol
vektoriine gore dogrusal olmadigr durumda ise, erisim kiimelerinin topolojik
ozellikleri “Guseinov ve Nazlipinar (2006, 2007a, 2007b), Motta ve Rampozza
(2000), Polyak (2003), Soravia (2000)” de aragtirilmisgtar.

f(t,z,u) = @(t,z(t)) + B(t,xz(t))u(t) olmak iizere davranig (3.1.1) ile ve-
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rilen kontrol sistemini ele alinsin. O halde kontrol sisteminin davranisi,
x = o(t,x(t)) + B(t,z(t))u(t), x(ty) € Xo (3.1.3)

diferansiyel denklemi ile verilmig olur. Burada x € R" sistemin faz vektorii, u €
R™ kontrol vektori, ¢(t, z(t)) n-boyutlu vektor degerli fonksiyon, B(t,x(t))
n X m boyutlu matris fonksiyon ve t € [tg, 0] zamam gostermektedir. Ayrica
(3.1.3) diferansiyel denkleminin miimkiin u(-) kontrol fonksiyonlar1 1 < p < oo
olmak fizere u(-) € U, olarak secilir. Burada U, miimkiin kontrol fonksiyonlar
kiimesi (3.1.2) ile tanimlanir.

(3.1.3) diferansiyel denkleminin sag tarafinin agagidaki kogullar sagladig

kabul edilsin.

3.1.A*. p(t,z) ve B(t,x) fonksiyonlar1 (¢,x)’e gore siirekli ve z’ e gore yerel
Lipcshitz siirekli fonksiyonlar olsun. Yani, her simirli D C [tg, 0] x R™
bolgesi ve keyfi (¢, x1), (t,x2) € D 6geleri igin

lo(t, x1) — @(t, z2)|| < Ly [|z1 — 22|

ve

|B(t,21) — B(t,22)|| < Lz [|[w1 — a2
olacak sekilde Ly = L1(D) > 0 ve Ly = Lo(D) > 0 sayilar1 vardir.
3.1.B*. Keyfi (t,x) € [to, 8] 6gesi icin
e, 2)|| < (1 + l=]])
ve
1B(t, )] < ea(1 + [|]])
olacak sekilde ¢; ve ¢y pozitif sabitleri var olsun.
Bu durumda asagidaki onerme dogrudur.
Onerme 3.1.6 3.1.A* ve 3.1.B* kosullarin saglayan (3.1.8) sistemi, 3.1.A-

3.1.C kosullarina da saglar. Baska bir deyisle 3.1.A-3.1.C kosullar, 3.1.A* ve

3.1.B* kosullarini kapsar.
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Kanit. 3.1.A nin gegerliligi agiktur.

3.1.B kogulunun saglandigy gosterilsin. (t,z1), (t,22) € D ve uj,ug € R™
i¢in
1t @1, u1) = f(E 22, u2)|| = [l 21) + B(t, 21)ur — @(t, x2) — B(t, 22)uz||

< lo(t, 21) = @(t, 22) || + [ B(t, x1)ur = B(1, ) us]|

olur. Burada B(t, x1)us 6gesi ikinci normun igerisine eklenip ¢ikarilir ve tiggen

esitsizligi uygulanirsa,

1t 21, u1) = (& w2, u2)l] < ot 21) — ot 22)[| + [ B(E, 21) || [Jur — s
+ [|B(t, 1) = B(t, z2)]| ||uz|

oldugu bulunur.

Simdi 3.1.A* ve 3.1.B* kosullar1 kullanihrsa, Ly = sup || B(t, z)|| olmak
(t,x)eD
uzere,

If(t, 21, u1) — f(t, 29, u0)|| < Ly [|o1 — @o| + L [Jur — ual| + Lo ||uzl| [[21 — 22|
= (L1 + Lo |Jua|l) [[z1 — @2 + L3 |lur — uz||

oldugu elde edilir. Dolayisiyla 3.1.A* kogulunu saglayan (3.1.3) sistemi 3.1.B

kogulunu da saglamig olur.

Son olarak 3.1.C. kogulunun da saglandigi goriilsiin. (t,z) € [to, 0] x R”

ogesi icin 3.1.B* kosulu kullanilirsa,

LF (2wl = Nt x) + Bt x)ul
< [le(t, )| + 1B, 2)] [|u]

< a4 [lz]]) + e (1 4 [l]]) [lu]
olur. ¢ = max{cy,co} denilirse,

1F () + B(t, w)ull < el + [[z]]) + (L + [[z]]) [Ju]

= c(1+ [l2[) (1 + [lul])
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oldugu goriilmiig olur. Yani 3.1.B* kogulunu saglayan (3.1.3) sistemi, 3.1.C
kogulunu da saglar. m

(3.1.3) bigiminde verilen ve 3.1.A* - 3.1.C* kogullarimi saglayan kontrol
sistemlerin erigim kiimeleri R™ uzayinda kompakt kiimelerdir ve bu kiimelerin
yaklagik olarak hesaplanmasi daha énce ele almmigtir (bkz., Guseinov ve ark.
1999, 2007).

Simdi (3.1.1) bigiminde olmak iizere (3.1.3) bigiminde olmayan ve 3.1.A -

3.1.C kosullarini saglayan bir sistem ornegi verilsin.
Ornek 3.1.7 Davranis,
T = sin(xu) (3.1.4)

diferansiyel denklemi ile verilen kontrol sistemi ele alinsin. Burada x € R ve
u e R dir.

Ik olarak 3.1.A kosulunun saglandife aciktar.

Simdi (3.1.4) denkleminin sag tarafinan 3.1. B kosulunu sagladigu gosterilsin.
f(z) = sin(z) fonksiyonu icin |f'(2)| = |cos(z)| < 1 oldugundan, bu fonksiyon
L =1 sabiti ile Lipschitz sireklidir. Buna gore (t,z1), (t,x2) € D C [to, 0] x R

ve ui, us € R olmak tzere

|f(t,x1,ur) — f(t, xe, uz)| = |sin(zyuy) — sin(xaus)|
< |z1ur — wouy|
S |(L’1U1 — J]1U2| + |ZE1'LL2 — $2U2|

= |z1] Jur — ua| + |ug| |21 — 22|

bulunur. Lz = (m?XD |z| , Ly =1 ve Ly =1 olarak alinirsa,
t,x)e

|f(t, 21, u1) — f(t, 02, u2)| = [sin(ziu;) — sin(zaus)|

< (L1 + Lo |ug|) |21 — w2 + L3 [uy — uy|
bulunur. Dolayswyla (3.1.4) denklemi i¢in 3.1.B kosulu da saglanmaktadar.
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Son olarak 8.1.C kosulu kontrol edilsin. Keyfi (t,x,u) € [to,0] x R X R i¢in
|f(t, 2, u)| = [sin(zu)]
< |zul = [ |u|
oldugundan, ¢ = 1 olmak tzere,
[f (2, u)] < e(1 4 |2]) (1 + [ul)

oldugu gérilmis olur. Dolaysiyla (3.5.5) denklemi 3.1.C kosulunu da sagla-

maktadar.

3.2 Erisim Kimelerinin Simirlilig:

Simdi, (3.1.2) kisit1 olan (3.1.1) sisteminin erigim kiimelerinin sinirhhg

incelensin. Bunun i¢in bir yardimci énerme verilsin.

Onerme 3.2.1 Her u(-) € U, ve her t € [ty, 0] i¢in L, > 0 ve Ly > 0 olmak
uzere,

t

/(L1+L2 lu(r)]) dr < La(60 — to) + La(0 — t0) " 1o (3.2.1)

to

olur.

Kanit. u(-) € U, keyfi olsun. Hoélder integral esitsizligi kullanihirsa, her

t € [to, 0] igin

t t P t P
/(Ll + Ly |u(T)|)) dr < Ly(t — to) + Lo /117”1 dr / [u(T)|[" dr
to to to

olur. u(-) € U, oldugundan (3.1.2)’ye gore her t € [ty, 0] icin

t

J @i L) dr < 140 ) + L0~ 0) T 1o

to

oldugu bulunur. m
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Asagidaki onermede, p > 1, p, € (0, po+1) ve h,(Xo, X,) < 1 olmak tizere,

kontrol fonksiyonlar1 iizerinde

[ ()1l < g (3.2.2)
kisit1 olan
ab(t) = f(t,z(t),u(t)), =z(ty) € X, (3.2.3)

kontrol sisteminin tiim yoriingelerinin grafiklerinin simirh bir D C [tg, 0] x R"
bolgesinin icerisinde bulundugu gosterilmektedir.
X (to, X,) ile (3.2.2) integral kisit1 olan (3.2.3) kontrol sisteminin yériingeler

kiimesi gosterilsin.
Upe = {ul) € Ly ([to, 0], ™) : ul-)ll, < oo} (3.2.4)
olsun.

Onerme 3.2.2 p > 1, p, € (0,110 + 1), hn(Xo, X,) < 1 olsun. O zaman her
iL‘*() € X‘#* (t07X*) igin

[zl < 7
olur. Burada
re = dy exp(k), (3.2.5)
dy=1+d, +F, (3.2.6)
d. = max{||z| : x € Xy}, (3.2.7)
k=cl(0—ty) +l(o+1)], (3.2.8)
l. = max {(0 — ty), 1} (3.2.9)

dir. ¢ >0 3.1.C kosulunda verilen sabittir.

Kanit. Keyfi z.(-) € X}*(to, X.) almsin. Her ¢ € [to, 0] icin,
t
Ti(t) =z + /f(T, o (T), us(T)) d7
to
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olacak sekilde z, € X, ve u,(-) € Uzﬁ‘* vardir. Egitligin her iki tarafinin normu

alinirsa, her t € [ty, 0] i¢in

(b)) <l + / 1 (7 2a(r), (7)) | dr (3.2.10)

olur. h,(Xo, X.) < 1 oldugundan B, = {x € R™ : ||z|| < 1} olmak iizere
X, C Xo+ B, olur. z, € X, oldugundan, =, € Xy + B,, ve (3.2.7) den,

2] <1+ d. (3.2.11)

oldugu bulunur. O halde (3.2.10), (3.2.11) ve 3.1.C kogulundan, her ¢ € [t¢, 0]
icin
¢

[z ()] < (1 +d.) + C/ (4 [z (T)I) (1 + Jlua(7)]]) d7

to
t t

—(14+d)+o / (L + Ju()l]) dr + e / (L () ()] dr

(3.2.12)

olur. Diger yandan Onerme 3.2.1, (3.2.8) ve (3.2.9) dan,

t

C/ (1+ (7)) dr < [0 —to) + (6 — t0)"7 1]

< c[(0 —to) + (0 — )7 (1o +1)]

< [0 —to) + L(po +1)] =k

oldugu bulunur. O halde (3.2.6), (3.2.12) ve son esitsizlikten, her t € [ty, 0]
icin
t

[z (O] < dy + C/ (1 + ffue () D) Nl ()] d7 (3.2.13)

to
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oldugu elde edilir. Gronwall esitsizligi kullanilirsa, (3.2.13) den, her ¢ € [to, 0]
icin
¢

()] < dvexp | ¢ / (L u(D)l]) dr

< dyexp [e((6 — to) + L(uo +1))]

< dy exp(k)
oldugu bulunur. r, = d; exp(k) oldugundan, z.(-) € Xs*(t, X.) igin
[EAQl

olur. m

Bu sonug, (3.1.2) integral kisitlamasi olan (3.1.1) sisteminin tiim z(-) €
X, (to, Xo) yoriingelerinin ve p > 1, p, € (0,40 + 1) ve hy(Xo, X,) < 1 ol-
mak iizere (3.2.2) kisitlamasi olan (3.2.3) sisteminin tiim z.(-) € X/ (o, X.)

yoriingelerinin grafiklerinin
D ={(t,x) € [to,0] x R" : ||z|| < r.} (3.2.14)

seklinde tanimh D silindirinin i¢inde kaldigimi gosterir. Burada r,, (3.2.5) ile

tanimlidir.
Bundan sonraki boliimlerde 3.1.B. kogulundaki D kiimesi olarak (3.2.14)

ile tanimlanan D silindiri diigiiniilecektir.

Sonug 3.2.3 p > 1, . € (0,0 + 1), hn(Xo, X)) < 1 olsun. O zaman keyfi
T.(+) € XP*(to, Xs), t € [to, 0] igin (t,2(t)) € D olur. Burada D C [to,0] x R",
(3.2.14) ile tanimlidar.

3.3 Yoringeler Kiimesinin Prekompaktligi

Bu boliimde, (3.1.2) integral kisit1 olan (3.1.1) sisteminin X, (o, Xo) yo-
riingeler kiimesinin prekompaktligi incelenecektir.

Onerme 3.2.2 den agagidaki sonuglar elde edilir.
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Sonug 3.3.1 (3.1.2) integral kisitv olan (3.1.1) sisteminin X,(to, Xo) yorin-

geler kumesi dizgiun sinarhdar.

Sonug 3.3.2 (3.1.2) kusite olan (3.1.1) sisteminin keyfit € [ty, 0] zaman anin-
daki X, (t; to, Xo) erigim kiimesi i¢in X, (t;to, Xo) C By (rs) icermesi dogrudur.
Burada r, > 0, (3.2.5) ile ve tanamlidir ve B, (1) = {x € R : ||z|| < 7.} dor.

e sayist (3.2.5) ile, [, sayist ise (3.2.9) ile tanimlanmak iizere
E*=c(1+4ry) (L + po) - (3.3.1)
olsun.

Onerme 3.3.3 (3.1.2) kusitr olan (3.1.1) sisteminin X,(to, Xo) yoringeler

kiimesi es stireklidir.

Kanmt. Keyfi ¢ > 0 ve z(-) € X,(to, Xo) segilsin. Bu durumda,
¢
w(t) = o+ [ f (7, 2(7), u(r)) dr , t € [to, 0]
to
olacak gekilde zy € Xy ve u(-) € U, vardir. Keyfi t1,t5 € [to, 0] almarak,

genelligi bozmaksizin t; < t5 oldugu kabul edilsin. O zaman,

J(ty) — a(ta)[| = /f(T,ﬂf(T)ﬂ(T)) dr S/IIf(ﬂﬂ?(T%U(T))II dr

olur. 3.1.C kogulundan,

to

[z(t:) = 2(t)] < /0(1 + () @+ [lu(r)]) dr

t1

olur. Onerme 3.2.2 uyarinca keyfi z(-) € X,(to, Xo) ve keyfi t € [to, 6] icin
|z(t)|| < 7. oldugundan, son esitsizlikten

to

[a(ty) — x(t)]] < (1 + 1) / (1 + ffu(m)]l) dr (3.3.2)

t1

49



oldugu bulunur. Burada r, > 0, (3.2.5) ile tanimhidir. Holder integral esitsizligi

kullanmlirsa, u(-) € U, oldugundan

to to % to %
/ (14 lu(r)l) dr < [t2 — t1] + / 175 dr / lu()|” dr
t1 t1 t1

p—1
<tog —ti| 4+ po |t — ta| P

esitsizligi dogrudur. O halde I,, (3.2.9) ile tanimh olmak {izere, (3.3.2) ve son

esitsizlikten

p—1
lats) = alt2) | < et +7.) (It = 1] + polta = 1] 7))
p=1 1
<ty = 1|7 e(1+72) (0= t)7 + po)

<lta—t] 7 (1 +7r) (L + po)) (3.3.3)
oldugu elde edilir. (3.3.1) ve (3.3.3) den

p—1
|lz(t1) — x(ta)|| < k" |ta —ta| P

c _p_

olur. O halde verilen keyfi ¢ > 0i¢in d(e) = <E> """ olarak alimirsa, |t, — ty| <
d(e) iken [|z(t1) — z(t2)|| < € oldugu bulunur. z(-) € X,(to, Xo) keyfi olarak
secildiginden, X, (to, Xo) yoriingeler kiimesi es stirekli olur. m

Sonug 3.3.1 ve Onerme 3.3.3 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.4 (3.1.2) kusits olan (3.1.1) sisteminin X, (to, Xo) yoringeler kiimesi
C([to, 0], R™) wzayinda prekompakt kiimedir.

Kanit. X, (ty, Xo) kiimesi, diizgiin smirhi ve egsiirekli fonksiyonlar kiimesi
oldugundan Arzela-Ascoli teoreminden X, (to, Xo) kitmesi C([to, 6], R") uza-
yinda prekompakt kiime olur. m

Kontrol fonksiyonlar iizerinde (3.1.2) integral kisit1 olan (3.1.1) sisteminin
erisim kiimesi kapali kiime olmayabilir. Asgagida bu durumu dogrulayan bir

ornek verilmigtir.
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Ornek 3.3.5 Davranis

@(t) = —y*(t) +u?(t), (0)=0 (3.3.4)
g(t) = u(t), y(0)=0
diferansiyel denklem sistemi ile verilen kontrol sistem ele alinsin. Burada
(z,y) € R? sistemin faz vektori, t € [0,1] zaman, u € R kontrol vektoridiir.
u(-) € Ly([0,1],R) kontrol fonksiyonu

1

/uQ(t) dt <1 (3.3.5)

0

integral kisiting saglamaktadir. Mumbkin kontrol fonksiyonlary kimesi Uy ile

gosterilsin. O halde,
Uy = {u(-) € Ly ([0,1; R) : flu()]l, <1}
ve (3.3.4) sisteminin mimbkin yoringeler kimesi

X,(0,(0,0)) = {(w(-;O, (0,0), u()), y(;0, (0,0),u(-))> Lul) € U;}

olur. Bu durumda (3.3.4) sisteminin t € [0,1] zaman amindaki erigim kimesi

X2 (t; O? (07 0)) = {(.%’(t),y(t)) € R2 : (l’(),y()) € X2<Oa (07 0))}
olur.
Simdi X5(0,(0,0)) ydringeler kimesinin sinirly oldugu kanitlansin. Keyfi
(x(),y()) € X2(0,(0,0)) alinsin ve sabitlensin. O halde,
#(t) = —?(6) + w2(t),  2(0) =0

y(t) = u(t), y(0)=0

olacak bigimde u(-) € Uy vardiwr. Boylece, keyfi t € [0,1] igin

t t

x(t) = /—yz(T) dT+/u2(T) dr , (3.3.6)
y(t) = /u(T) dr (3.3.7)



olur. Bu durumda (3.3.5), (3.3.7) ve Holder egitsizliginden, keyfi t € [0, 1] i¢in

t)] < / lu(7)| dr < /12 dr /|u(7‘)|2 dr| <vt<1 (3.38)

0
oldugu bulunur. Diger yandan (3.3.5),(3.3.6) ve (3.53.8) den, keyfi t € [0,1]
¢cm

t

t2
|</|y )|? d7‘+/|u )|? d7</7'd7'+1—1+§

0

[\DIOO

(3.3.9)

olur.

(3.5.8) ve (3.3.9) dan, hert € [0,1] i¢in

[\CR V]

[z (t)] < ly@)| <1

olur. O halde,

12 () y(D)lle = max [[(z(t), y(1)) ] = max /a2(t) + y*( 1+ <2

te(0,1] te[0,1]

olur. (z(-),y(-)) € X2(0,(0,0)) keyfi segildiginden, X»(0,(0,0)) yoringeler
kimesi sinarly kimedir.

Simdi (1,0) ¢ X5(1;0,(0,0)) oldugu kanitlansin. Bu maksatla iddianin aksi
varsaylsin. (1,0) € X5(1;0,(0,0)) olsun. Bu durumda,

z(1)=1, y(1)=0 (3.3.10)

x@:/—ﬂﬂm+/m%Mm (3.3.11)
y(t) = /u*(T) dr (3.3.12)

olacak bigimde u.(-) € Uy vardur.
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¢
y(t) = [w.(7)dr oldugundan (5.3.11) esitliginden,

x(t):—/t (/Tu*(s) ds)2 d7+/tuf(7) dr

0 0

oldugu elde edilir. t =1 aminda x(1) =1 oldugundan

z(1) = /Iui(r) dT—/l (/Tu*(s) ds)2 dr =1

0 0 0

dir. O halde,

/1 (/T Us () ds) 2 dr = /luf(T) dr — 1 (3.3.13)

0 \0
1

oldugu bulunur. u,(-) € U oldugundan [u2(t)dt <1 ve (3.3.13) den
0

1 T 2

/ /u*(s) ds| dr <0 (3.3.14)

0 0

T

2

oldugu elde edilir. Ayrica her 7 € [0, 1] i¢in (f u(8) ds) > 0 oldugundan
0

(3.3.14) den

/1 (/ u,(s) ds) 2 dr =0 (3.3.15)

0 \o
oldugu bulunur.
T € [0,1] igin,

T

p(1) = /u*(s) ds (3.3.16)

0
olsun. u.(-) : [0,1] — R integrallenebilir fonksiyon oldugundan, ¢(-) : [0,1] —
R mutlak siirekli fonksiyondur. O zaman (3.3.15) den,

T

/<p2(7) dr =0

0
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ve buradan ise keyfi T € [0,1] igin (1) = 0 dur. Yani keyfi 7 € [0, 1] igin,
o) = / wa(s)ds = 0 (3.3.17)
0

olur. wu.() : [0,1] — R integrallenebilir fonksiyon oldujundan hemen hemen

her T € [0, 1] ig¢in,
o(T) = u(T) (3.3.18)

oldugu bulunur. Her 7 € [0,1] i¢in (1) = 0 ve @(-) h.h. tirevlenebilir
oldugundan h.h. 7 € [0,1] i¢in o(7) = 0 olur. O halde (3.5.18) den h.h.
7 € [0,1] igin u.(7T) = 0 olur. Bu durumda (5.5.11) ve (3.8.12) den, her
t € [0,1] igin z(t) = 0 ve y(t) = 0 olur. O halde é6zel olarak t = 1 i¢in de
z(1) = 0 olur. Bu ise (3.3.10) ile, yani x(1) = 1 olmas ile ¢eligir. Bdoylece

varsayrm dogru degildir ve

olur.

Simdi (1,0) € cl(X2(1;0,(0,0))) oldugu gosterilsin.

[0,1] arabginin A = {0, i, %, . 2’;—;1, 1} seklindeki diizgiin bélintiisi
alinsin ve her k=1,2,... icini=20,1,...,k — 1 olmak tzere

L, tels )
ug(t) = 272 (3.3.20)

-1 ) tE[QlQ_j]:la%)

fonksiyon dizisi tanimlansin (Sekil 3.5.1)
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1
1 1 i i 1 1 t
T1 T2 3 T2k-—2 ¢ 2k—1 °
2k 2k 2k e e e e e e 2k 2k 1
—_—0 —_—0

Sekil 3.3.1: wuy(t) fonksiyon dizisi

Agiktir ki her k ve her t € [0,1] i¢in ui(t) = 1 dir. Buradan }ui(t) dt =1
olur. Boylece keyfi k =1,2,... i¢in ug(-) € Uy olur. '

Simdi (3.3.4) sisteminin uy(-) € Uy mimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan
tretilen (xk(-),yx(-)) € X2(0,(0,0)) yoringesi bulunsun. (3.3.4) den hemen

hemen her t € [0,1] i¢in

yi(t) = ur(t) . yk(0) =0

olur. Her 7 € [0,1] i¢in yp(t) = [uy(7)dr oldugundan i = 0,1,....k —1
0
olmak tzere,

_ 20 Cte |z 2
wt)=9 " [Q'f 2’“‘) (3.3.22)
R el a
olur (Sekil 3.3.2).
O halde (3.53.22) den, hert € [0, 1] i¢in,
1
< < — 3.2
0 <yi(t) < o (3.3.23)
olur. (3.3.23) den, hert € [0,1] i¢in,
1
2
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Sekil 3.3.2: yy(t) dizisi

oldugu elde edilir.
(3.8.20) den, her t € [0,1] igin, ui(t) = 1 dwr. O halde (3.5.21) den, h.h.
t €10,1] igin

Ti(t) = —yi(t) + 1 (3.3.25)
olur. (3.3.24) den, keyfi t € [0, 1] igin,

1 2

oldugu elde edilir. O halde (3.3.25) ve (3.3.26) dan, h.h. t € [0, 1] i¢in

1— S zip(t) <1 (3.3.27)

oldugu elde edilir. Simdi (3.8.27) de esitsizligin her iki tarafinin 0 dan t’ye

integrali alinarsa, keyfi k = 1,2,... i¢in

1
<1—4—k2)t§xk(t)§t

vet=1 i¢in
1
-5 ) sm) <1 (3.3.28)
1
oldugu bulunur. Ayrica, keyfi k = 1,2,... i¢in [ug(t)dt = 0 dir. O halde
0

yr(t) = ug(t) oldugundan keyfi k = 1,2,... icin

1

yr(1) = /uk(t) dt =0 (3.3.29)

0
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dir. (3.3.28) ve (3.3.29) dan
k — oo iken (xp(1),yx(1)) — (1,0) (3.3.30)

olur. Herk =1,2,... i¢in (xx(1),yx(1)) € X5(1;0,(0,0)) oldugundan, (3.3.30)

dan
(1,0) € cl(X2(1;0,(0,0))) (3.3.31)

olur.

(3.3.19) ve (3.3.31) den X5(1;0,(0,0)) kiimesinin kapalr olmadige elde edilir.

3.4 X,(t;ty, Xo) Erisim Kiimelerinin t’ ye Gore Siirekliligi
ve Capi

Simdi (3.1.2) kisit1 olan (3.1.1) sisteminin X,,(¢;to, Xo), t € [to, 0], erigsim

kiimelerinin, t” ye gére Hausdorff yar1 metriginde siirekli oldugu gosterilsin.
Onerme 3.4.1 Keyfi ty € [to, 0], t € [to, 0] igin
p—1
b (Xp(t15 0, Xo), Xp(t2; to, Xo)) < K™ [t — Lo »

esitsizligi dogrudur.

Burada k* > 0 sayst (3.3.1) ile tansmbidar.

Kanit. Keyfi t; € [to, 0], ta € [to, 0] alinsin ve genelligi bozmaksizin t; < to
kabul edilsin. y; € X,(t1; %0, Xo) keyfi bir nokta olsun. Bu durumda

y1 = xo(t1) = zo + /f (1, 20(7), uo(7)) dr (3.4.1)

olacak sekilde =g € Xo, o(-) € X,(to, Xo) ve uo(-) € U, vardur.

Y2 = xo(te) = xo + /f (1, 20(7T), uo(7)) dr (3.4.2)
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olsun. Agiktir ki, yo € X,(t2, to; Xo) olur. (3.4.1), (3.4.2) ve 3.1.C kosulundan

91 = ol < / I1f (7, 20(7), uo (7)) dr

t2

< /6(1 + lzo(T)I) (1 + lluo(r)l) dr
t1
oldugu elde edilir. Burada ¢ > 0, 3.1.C kogulunda tanimlanan sabittir. Onerme
3.2.2 uyarmca keyfi zo(-) € X,(to, Xo) ve keyfi t € [to,0] icin ||zo(t)]| < 7.
oldugundan, son esitsizlikten

to

|wy—wn341+my/uwwmaﬂMdT (3.4.3)

t1

olur. Burada r, > 0, (3.2.5) ile tammhdir. Holder integral egitsizligi kul-

lanmilirsa ug(-) € U, oldugundan

to to % to %
/(1+ luo(P)) dr < |ts — ] + /1:51 dr /||u0(7')||p dr
t1 t1 t1

S |t2 — t1| + o |t2 - t1|p% (344)

oldugu bulunur. (3.4.3) ve (3.4.4) den

p—1
lon = gell < e(1+7) (12 = tal + pio [tz = 1] )
p—1 1
— Itz =07 e(1+1.) ([t = taf? + o)

p—1
< fta =ta] 7 (L 47) (L + po)
olur. Burada [, > 0 (3.2.9) ile tanimhdir. O halde son esitsizlik ve (3.3.1) den
. p=1
[yr = gall <K Jt2 —ta] 7
esitsizliginin dogrulugu bulunur. y; € X,(¢1,%0, Xo) keyfi secildiginden

Xp(tl; to, X()) C )(;,(ng7 to, X()) + k}* |t2 — t1|p% Bn (345)
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oldugu elde edilir.
Simdi keyfi yo € X, (t2; to, Xo) alinsin ve sabitlensin. Bu durumda,

Yo = T (ta) = x4 + /f (T, 24 (7), us(7)) dT

olacak gekilde =, € Xy, x.(-) € X, (to, Xo) ve u.(-) € U, vardir.

Y1 = x.(t]) = s + /f (T, 24 (T), us (7)) dT

olsun. Aciktir ki, y1 € X,(t1;t0, Xo) olur. y; ve y, noktalar: arasindaki uzaklik

benzer bicimde degerlendirilirse,
Xp(tg; to, Xo) C Xp(tl, to, XQ) + k¥ |t2 — t1|% B, (346)

kapsamast elde edilir. (3.4.5), (3.4.6) ve Onerme 2.1.2 den, Onerme 3.4.1
kanitlanmig olur. m

Onerme 3.4.1 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.4.2 t — X,(t;t0, Xo), t € [to, 0], kiime degerli donisimii ijl-HO'lder

sureklidir.
Simdi verilen bir kiimenin ¢apini tanimlansin.
Tanim 3.4.3 A C R" i¢cin A kumesinin capr, diamA ile gosterilir ve
diamA = sup ||z — y||
zy€eA

olarak tanimlanar.

Asagidaki onermede, sabitlenmis t € [to, 6] icin X, (¢; to, Xo) erigim kiimesinin

cap1 ustten degerlendirilmektedir.
Onerme 3.4.4 Hert € [ty,0] icin

diamXp(t; to, Xo) < [d+ ri(t)] exp(ro(t))
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esitsizligi dogrudur. Burada,

d = diam X,
ro(t) = Ly(t — to) + Lopio(t — to) 7 (3.4.7)
r(t) = 2Lapo(t — to) 7 (3.4.8)

dur.

Kanmit. Keyfi t € [to, 0] alinsin ve sabitlensin. y;,y2 € X, (¢ 19, Xo) keyfi

ogeler olsun. Bu durumda,
t
y1 =a1(t) = o1 + /f (1,21(7),us (7)) dr (3.4.9)
to
olacak gekilde =1 € Xy, z:1(-) € X, (to, Xo),u1(-) € U, ve
t
Yo = x2(t) = zo + / f(m,xa(7), us(7)) dr (3.4.10)
to

olacak sekilde x5 € Xo,z2(-) € X,(to, Xo), ua(-) € U, vardir. d = diamX
oldugundan, ||z; — z5|| < d olur. (3.4.9), (3.4.10) ve 3.1.B kogulundan,

191 = gall = [lza () — 22 (1)
< [l — a2l + /(L1 + Ly [lua(T)|]) [[21(7) — 22(7)][| d7

to
t

—I—/L3 lui (1) — ue(7)|| dT

to
t t

<dt (Lt Lol () = s} dr -+ [ Lallus(r) = wa(r)] dr

to to

(3.4.11)
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olur. uy(-),us(-) € U, oldugundan, Holder ve Minkowski esitsizliklerinden

Ly / s (r) — ua(r)|| dr

t

p—1
p t
<L /1”5 dr /Hul(T) —un(r)|? dr
to

to

3 =

1
P

» t
< Ly(t— )5 / la()P dr |+ / Jus(r)|” dr
to

< 2L3,u0(t - to) r = Tl(t) (3412)

oldugu elde edilir. Burada ry(¢), (3.4.8) ile tammhdir. (3.4.11) ve (3.4.12) den

t

[21(t) — 22(t)[| < d+71(t) + /(L1 + Lo [Jua(7)[]) |21(7) — 22(7)|| d7

to
(3.4.13)
oldugu elde edilir. ¢ € [to, 6] keyfi sabitlenmig oldugundan, (3.4.13) esitsizligi
keyfi t € [to, 0] i¢in dogrudur. ri(-) : [to,0] — [0,00) fonksiyonu azalmayan
fonksiyon oldugundan, (3.4.13), Gronwall esitsizligi ve Onerme 3.2.1 den

t

[1(8) — 22 (B[] < [d + r1(t)] exp /(L1 + Ly [lua (7)) d7

< [d+ (o)) exp (Lilt — to) + La(t — 10)F o)

= [d+r1(t)] exp(ro(t))
oldugu elde edilir. Burada ro(t), (3.4.7) ile tanmimhdir. m

Sonug 3.4.5 t — ty iken diamX,(t;to, Xo) — diamXy olur.
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4 ERISIM KUMELERININ BASLANGIC
KOSULLARINA BAGIMLILIGI

Bu béliimde (3.1.2) kisit1 olan (3.1.1) sisteminin X,(¢y, X) yoriingeler
kiimesi ve X, (;t9, Xo) erisim kiimesinin ¢y, X, ve o parametrelerine olan

baglantisi incelenmektedir.

4.1 Erisim Kumelerinin {;, ve X, Parametrelerine

Baglantis1

Agagidaki onerme, (3.1.2) kisit1 olan (3.1.1) sisteminin X, (to, Xo) yo-
riingeler kiimesinin Xy’a baglantisinin Hausdorff metriginde Lipschitz siirekli

oldugunu gostermektedir.
ko = exp (L1(0 — to) + Lal.pio) (4.1.1)
olsun. Burada [, sayisi, (3.2.9) ile tanimhdir.
Onerme 4.1.1 Xo, X1 C R™ kompakt kimeler olsun. O zaman,
he(Xp(to, Xo)s Xp(to, X1)) < kohn(Xo, X1)
olur.

Kamt. Keyfi zo(-) € X,(to, Xo) alinsin ve sabitlensin. O zaman her ¢ €

[to, 0] i¢in
zo(t) = xo + /f(T, xo(T), up(7)) dr (4.1.2)

olacak sekilde z¢ € Xy ve ug(-) € U, vardir. Hausdorff uzakligimmn tammindan
|x1 — xo|| < hn(Xo, X1) olacak sekilde z; € X vardir. (3.1.1) sisteminin wug(+)
miimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan x; € X; baglangic noktasindan iiretilen

yoriingesi x1(+) ile gosterilirse, her ¢ € [to, 6] i¢in

() =21 + /f(T,xl(T),uO(T)) dr (4.1.3)
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olur. ||z1 — zo|| < hn(Xo, X1) oldugundan, (4.1.2), (4.1.3) ve 3.1.B kogulundan,
her ¢ € [to, 6] igin

t

|z0(t) — 21 ()| < hn(Xo, X1) + /(Ll + La [[uo(T)]) [2o(7T) — 21 (7)|| dT

(4.1.4)

oldugu elde edilir. (4.1.1), (4.1.4) ve Gronwall esitsizliginden her t € [ty, 0] i¢in

[z0(t) — 21(t)| < hn(Xo, X1) exp /(Ll + Lo [Juo(7)]]) d7

to

p—

S hn(XQ, X1> exXp <L1(0 — to) + LQ(Q — t())TlM())

< kohn(Xo, X1)

oldugu elde edilir. Burada ky > 0, (4.1.1) ile tamimhdir. Boylece keyfi sabit-
lenmig z(-) € X,(to, Xo) icin

[zo(-) = 1)l < koha(Xo, X1)
olacak sekilde 1 (-) € X,(to, X1) oldugu kanitlanmig olur. Bu ise,
Xy (to, Xo) C Xp(to, X1) + kohn(Xo, X1)Bc(0,1) (4.1.5)

olmasi demektir. Burada Bc(0,1) , C ([to, 0], R™) uzaymn merkezi orijinde
olan kapali birim yuvaridir.

Benzer sekilde,
Xp(to, Xl) C Xp(to, XO) + k?()hn(Xo, Xl)Bc(O, 1) (416)

oldugu kanitlanir. O halde (4.1.5) ve (4.1.6) dan 6nermenin kanmti elde edilir.
|

Onerme 4.1.1 den asagidaki sonuclar elde edilir.
Sonug 4.1.2 Hert € [to, 0] i¢in
ha (X (t5 t0, Xo), Xp(t; to, X1)) < kohy(Xo, X1)
egitsizligi gegerlidir. Burada ko > 0, (4.1.1) ile tanymly olan sabittir.
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Sonug 4.1.3 Heri=1,2,... i¢cin X; C R™ ve Xy C R"™ kompakt kiimeler ve

i — oo iken h,(Xo, X;) — 0 olsun. O zaman
i — 00 iken ho(X,(to, Xo), Xp(to, Xi)) — 0
ve hert € [ty, 0] igin
i — 00 iken hn(X,(t;t0, Xo), Xp(t;t0, Xi)) — 0
olur.

p—1

T; = Ll(g - tl) + LQ,U()(@ — tl) P (417)

olarak gosterilsin. Asagidaki onerme dogrudur.

Onerme 4.1.4 t; > to, Xo, X1 C R™ kompakt kiimeler olsun. O zaman her

t € [t1,0] igin
p—1
hn(Xp(t,to, Xo), Xp(t;tl, Xl)) S hn(X(),Xl) + (tl — to)TkZ* exp(r;)

olur.

Burada k* > 0 sayse (3.3.1) ile tanumbdor.
Kanmit. Keyfi ¢t € [t1, 6] ve keyfi yo € X, (¢;t9, Xo) alinsin ve sabitlensin. O
halde,

Yo = {L'()(t) = X9+ /f(T, [Eo(T),Uo(T)) dr (418)

olacak gekilde zy € Xo, zo(-) € Xp(to, Xo) ve ug(-) € U, vardir. Hausdorff
uzakligimin tanimindan ||z; — x| < h,(Xo, X1) olacak sekilde z; € X vardir.
(3.1.1) sisteminin ¢; baglangi¢ zaman aninda aym wug(-) kontrol fonksiyonu
tarafindan x; € X baglangig noktasinda tiretilen yoriingesi () € X;(t1, X1)

ile gosterilirse bu durumda t € [t1, 6] i¢in

z1(t) = 21 + /f(T, 21 (7), uo(7)) dr (4.1.9)
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olur. (4.1.8), (4.1.9), 3.1.B ve 3.1.C kosullarindan

[20(t) = z1(B)]| < l[zo — 2] + / 1f (7, 20(7), uo(7)) = f (7, 21(7), uo(7)) || d7

n / 17, 20(r), wo(7)) | dr

< ha(Xo, X1) +C/(1 + luo(r) DL+ llzo(7)[]) dr
+ /(L1 + L [luo(r) D ([lzo(7) — 1 (7)) d7 (4.1.10)

t1
oldugu bulunur. Burada ¢ > 0, 3.1.C kogulunda tanimlhdir.
Onerme 3.2.2 geregince her z4(-) € X, (to, Xo) ve her t € [to, 0] icin ||z (t)]| <
r. olur. Burada r,, (3.2.5) ile tamimhdir. Bu durumda Onerme 3.2.1 den

t1 t1

[+ TN+ o(r) ) dr < e(t+r) [ (1+ ua(r)l) dr

to to
p—1

< (14 r)[(t — to) + polty —to) 7 |

= (t—to) 7 [c(l L) (b — )7 + Mo)}

p—1

< (tp—to) » [c(l +7r.) (L + Mo)]

= (ty —to) 7 K*
oldugu elde edilir. Burada [, (3.2.9) ile, £* (3.3.1) ile tanimhdir. ¢ € [ty,0)]
keyfi sabitlenmis oldugundan, (4.1.10) ve son esitsizlikten, her ¢t € [t, 6] i¢in

p—1

o(t) — 21 (D] < hn(Xo, X1) + (81 — )7 k* (4.1.11)

t

+ /(L1 + La [[uo(7) ) ([[2o(7) — 21 (7)[]) dr

t1
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oldugu bulunur. (4.1.11), Gronwall esitsizligi, Onerme 3.2.1 ve (4.1.7) den her
t € [t1,0] igin

[0 (t) = a1 (1)

t

) L
< [h(Xo, X1) + (11 — 1) 5 K] exp /(Ll 4 L [[uo(7)|]) dr

i l /

i p=1 ] p1
< | hn(Xo, X1) + (81 —to) 7 k™| exp <L1(t — 1) + Lopo(t — 1) » )

r p—1 7] p=1
< | hn(Xo, X1) + (B —to) » k™| exp <L1(9 —t1) + Lopo(6 — t1) 7 )

ha(Xo, X1) + (4 — to) 7 k*| exp(r]) (4.1.12)
oldugu elde edilir. (4.1.12) den her ¢ € [t1,0] igin
X (tito, Xo) C Xp(tit1, X1) + [ (Ko, X1) + (11 = t0) "> K* | exp(ry) B,
(4.1.13)
olur. Benzer gekilde her t € [t4, 6] icin,

E * *
Xp(tit1, X1) © Xp(t:to, Xo) + [Bnl(Xo, X1) + (11 — ) 7 k"] exp(r}) By
(4.1.14)
kapsamasmim dogru oldugu kanitlamr. O halde (4.1.13), (4.1.14) ve Onerme

2.1.2 den, onermenin kanit1 elde edilir. m

Onerme 4.1.4 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.5 Her i = 1,2,... icin X; C R™ ve Xy C R™ kompakt kumeler,
i — o0 iken t; — to + 0 ve h,(X;, Xo) — 0 olsun. O zaman her t € [to, 0] i¢in
1 — 00 iken

hn(Xp(t, tz, XZ), Xp(t, to, Xo)) — 0

4.2 FErisim Kiimelerinin ;y Parametresine Baglantisi

Bu béliimde (3.1.2) kisit1 olan (3.1.1) sisteminin yoriingelerinin ve erigim

kiimelerinin po kisitina olan baghligi incelenecektir.
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p1 > 0 olmak tizere,

Upr = {u() € Ly([to, 0, R™) - lu()ll, < pa}

olsun. (3.1.1) sisteminin (¢g, Xo) baslangi¢ kiimesinden ¢ikan ve tiim u(:) €
U,y kontrol fonksiyonlar: tarafindan tiretilen yoriingeler kitmesi X, ,, (to, Xo)

ile ve t € [to, §] anindaki erisim kiimesi ise X, ,, (¢; to, Xo) ile gosterilsin.

r1 = Lsl. exp(ro), (4.2.1)

To = L1 (9 — to) + Lgﬂol* (422)

olsun. Burada l,, (3.2.9) ile tanimhdir.

Asgagidaki onerme dogrudur.
Onerme 4.2.1

he (Xpu (to, Xo), Xp(to, Xo)) < 71 lun — pol
esitsizligi dogrudur. Burada vy saysi (4.2.1) ile tanvmldar.

Kamit. Keyfi z(-) € X,(to, Xo) yoriingesi aliranak sabitlensin. Bu du-

rumda her t € [to, 6] icin

xo(t) = xo + /f(T, xo(7), up(7)) dr (4.2.3)

olacak gekilde zy € Xy ve ug(-) € U, vardir. uo(-) € U, miimkiin kontrol

fonksiyonu yardimiyla, her t € [t, 6] i¢in

_ 2.
wi(t) = Luo(t) (4.2.4)

olmak fiizere u;(-) fonksiyonu tanimlansin. uo(-) € U, oldugundan,

1
P

6 P 6
i
sl = | [T ar) =2 [ ar) <
to to
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olur. Dolaysiyla u;(-) € U, olur. (3.1.1) sisteminin, (to, o) baslangi¢c nok-
tasimdan, (4.2.4) ile tanimh u; (-) kontrol fonksiyonu tarafindan tiretilen yoriin-

gesi x1(+) olarak gosterilirse, her ¢ € [tg, 0] igin

¢
x1(t) = xo + /f(T, x(7),ur (7)) dr (4.2.5)
to
olur. Agktir ki, z1(-) € X, ,, (to, Xo) olur. (4.2.3), (4.2.4), (4.2.5) ve 3.1.B
kosulundan, her t € [to, 6] icin

1 () = zo(t)]

S/Hf(ﬂxl(f),ul(f)) = J (7 20(7), uo(m)) || dr

t

< / Ly lus(r) — uo(r)| dr + / (Ls + Ly lJuo(n)) 21 () — wo(r)]| dr

to to

< Ls

H1
- 1' / luo(P)|| dr + / (Ls + Lo lluo(r)) a1 (r) — zo(r)]| dr

to

olur. Simdi ilk integralde Holder integral esitsizligi uygulanirsa, her t € [tg, 0]
icin

1 (2) = o (t)]

< L3

2 e
- 1‘ (60— t0)5 / (Ly + L Juo(r)]) llza(r) — zo(7) | dr

t

— Lol = ol (6= 107+ [ (Lt La Juor) ) (7) = ()]

to
t

< Lal [ — pol + /(L1 + Ly [luo(r) 1) [l1(7) — zo(7) | dr (4.2.6)

to

oldugu elde edilir. Burada [, (3.2.9) ile tanimhdur.
(4.2.6) ve Gronwall egitsizliginden, her t € [to, 6] i¢in

t

[1(t) — o(t)[| < Lals |11 — po| exp /(L1 + Lo [|uo(7)||) d7 (4.2.7)

to
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oldugu bulunur. Onerme 3.2.1 den, (4.2.2) ve (4.2.7) den, her t € [to, 6] icin
J21(£) — o ()| < Lal |1 — pol exp (L1(9 —to) + Lopo(0 — to)p”;l>
< Lsl, exp(ro) |11 — pol (4.2.8)
olur. (4.2.1) ve (4.2.8) den her t € [ty, 0] i¢in
lz1(t) = zo(®)[] < 71 [p1 — pro

oldugu elde edilir.
Boylece keyfi z¢(-) € X, (to, Xo) secildiginde her t € [to, 6] i¢in,

lzo(t) — 21 (B[ < 71l — ol (4.2.9)

olacak bi¢imde z1(-) € X, ,, (to, Xo) yortingesinin oldugu gosterilmis olur. O
halde (4.2.9) dan, her z¢(-) € X,(t, Xo) icin

lzo(-) =21 ()lle < 71l = pao
olacak bicimde z1(-) € X, ,, (to, Xo) vardir. Bu ise
Xp(to, Xo) C Xy (to; Xo) + 71 |1 — po| Be(0,1) (4.2.10)

olmasi demektir. Burada Bx(0,1) , C([to, 8], R™) uzayinda, merkezi orijinde
olan kapali birim yuvardir.

Benzer sekilde
Xp#l (to, Xo) C Xp<t0, Xo) —+ 1 |,u1 — NO‘ Bc<0, 1) (4211)

kapsamasi elde edilebilir. O halde (4.2.10), (4.2.11) ve Onerme 2.1.2 den,
Onerme 4.2.1'in kanit1 elde edilir. m

Onerme 4.2.1 den asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 4.2.2 Keyfit € [to, 0] igin,
P (X (£ 0, Xo), Xp(ts to, Xo)) < 71 |pn — pol
egitsizligi dogrudur. Burada r1 > 0 sayst (4.2.1) ile tanembidar.
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Upue = {u(-) € Lyp([to, 0], R™) = [lu(-)[| < g}

olsun. (3.1.1) sisteminin (¢g, Xo) baslangi¢ kiimesinden ¢ikan ve tiim u(-) €
Uy, miimkiin kontrol fonksiyonlar1 tarafindan tiretilen yoriingeler kiimesi X, ,,, (to, Xo)
ile ve t € [t, 0] amndaki erisim kiimesi ise X, (t;to, Xo) ile gosterilsin. Bu

durumda Onerme 4.2.1 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.3 ¢ — oo iken, pu; — po olsun. O halde i — oo iken
he (X, (to, Xo), Xy (to, Xo)) — 0

ve i — oo tken hert € [ty, 0] igin,

P (Xp s (E5 10, Xo), Xp(t; to, Xo)) — 0

olur.
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5 ERISIM KUMELERININ p
PARAMETRESINE OLAN BAGIMLILIGI

5.1 Lp([to, o], Rm), (p € [1,00)), Uzaylarinin Kapali1 Toplari
Arasindaki Uzaklik

Teori ve pratikte ortaya ¢ikan bazi problemlerde verilen kiimeler arasindaki
uzakhigin bulunmasi gerekir (bkz., Aubin ve Frankowska 1990; Burago ve ark.
2001; Filippov 1988; Hu ve Papageorgiou 1997; Guseinov ve ark. 1999, 2003,
2004, 2007; Panasyuk 1990). Verilen metrik uzaymn alt kumeleri arasindaki
uzaklik, Hausdorff uzaklhigr ile tammlanmaktadir (bkz., Aubin ve Frankowska
1990; Burago ve ark. 2001; Filippov 1988; Hu ve Papageorgiou 1997; Panasyuk
1990). Farkli metrik uzaylarin alt kiimeleri arasindaki uzakligi tanimlamak igin
Gromov - Hausdorff uzakhg kavrami kullamlmaktadir (bkz.,Burago ve ark.
2001). Kiimeler arasinda bagka uzaklik kavramlar:1 ”Burago ve ark. (2001)”
de verilmistir.

Bu béliimde farkh L, ([to, 6], R™), (p € [1,00)) , uzaylarmm alt kiimeleri
arasinda uzaklik tammlanacaktir. Keyfi (p € [1,00)) igin Lp([to,e],Rm) C
Ll([to,é’},Rm) oldugundan, farkh Lp([to,é’},Rm) uzaylarmin alt kiimeleri a-
rasinda Hausdorff uzakhigin1 tanimlarken L, ([to, 0], Rm) uzayinin normu kul-
lanilacaktir.

1 < p < 4oovel < py < 400 icin G C Ly ([to,0],R™) ve W C
Ly, ([to, 6], R™) kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhg 7; (G, W) olarak gos-
terilir ve

h (G W) = max{ sup dp, (z(-), W), sup dp, (y(),G))}

z()eG y()EW

olarak tanimlanmir. Burada

0
dp,(z(), W) = it |z() =y, IIw(-)Hl:/t [w(®)]] di .

y()ew
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Ly([to,8],R™), (p € [1,00)) , uzaymm merkezi orijinde olan o > 0 yarigaph
kapali topu

By, (0.10) = {u() € Ly ([to. 0. B™) : [lu()], < puo}.

olarak tanmmlanir. Aciktir ki By, (0, uo) = U, dir. Burada U, (3.1.1) sistemi-
nin miimkiin kontrol fonksiyonlar: kiimesidir ve (3.1.2) ile tanimlanmaktadir.

H € (0,00) igin
0 ,u() {U € BLP O ,uo) ||U(t)|| <H, te [to,e]}

olsun. O halde Bf (0, po) kiimesi, Lp([to, 9],Rm) uzaymin By, (0, i) topunun
ayni zamanda keyfi ¢ € [to,0] i¢in ||u(t)|| < H geometrik kisitlamasini da
saglayan noktalar1 kiimesini gostermektedir.

Asagidaki onerme dogrudur.

Onerme 5.1.1 H > 0 olsun. Bu durumda her p > 1 igin,

241"

ﬁl(BL,,(O,Mo)an(O,Mo)) < 1

esitsizlige dogrudur.
Kanit. Her p > 1 icin

B0, o) C By, (0, po) (5.1.1)

igermesinin dogrulugu aciktir.
Keyfi u(-) € By, (0, po) segilsin ve u,(-) : [to, ] — R™ fonksiyonu
ut) L lu®l < H
w(t) = (5.1.2)
SO ) > H

olarak tanimlansin.

u(-) € By, (0, pto) oldugundan her ¢ € [to, 0] icin,

0
[P e < (5.13)
to
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olur. Her t € [tg,0] igin [Ju.(t)| < ||u(t)|| oldugundan, (5.1.2) ve (5.1.3)

esitsizliklerinden

D=

0 0 »
el = | [hetorae) < | [la@pa) <w Gy
to to
ve her t € [ty, 0] icin
luc(t)]| < H (5.1.5)
oldugu elde edilir. Boylece (5.1.4) ve (5.1.5) den u,(-) € BI(0, o) olur.
[={r et 0] : [Ju(r)]| > H}

olsun. u(+) ve u,(-) fonksiyonlar1 farkinin L; normu degerlendirilsin.
0
lu(:) = w()lly = / [u(t) = w.(t)]] dt

- / u(t) — wa(8)] dt + / lu(t) —w ()] dt (5.16)

[to,0]\I"
olur. Her 7 € [to,0]\I" i¢in u.(7) = w(7) oldugundan, 7 € [to,0]\I' iken
|us(7) — u(7)|| = 0 olur. Holder ve Minkowski esitsizlikleri kullanilirsa, (5.1.6)

dan
Ju(-) = w ()l —/HU(t) — us(t)]| dt

r

p—1
< /hfl dr /HU(T) — u, (7)|]” dr
r

3 =

()5 { [ hu(r) = w7 dr

1

<u®F || [l ar ) +{ [laol

< 2pop(T) "7 (5.1.7)
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oldugu elde edilir. Burada p(I"), I' kiimesinin Lebesgue 6lgtimiidiir.
Diger yandan u(-) € Bg,(0,uo), I' C [to,0] ve her 7 € T icin |ju(7)|| > H

oldugundan,

0
() < [l dr < [ u] dr <
T to

ve dolayisiyla

1o
wT) < o (5.1.8)

oldugu elde edilir. Boylece (5.1.7) ve (5.1.8) den,

p—1

MP o QMP
o) = w0l < i)+ (45) 7 =
esitsizliginin dogru oldugu goriiliir. u(-) € By, (0, uo) keyfi secildiginden,
2ub
B, (0, p0) C B0, po) + HTf]lBM(O’ 1) (5.1.9)

kapsamasi elde edilic. Burada Br,(0,1) , Li([to, 0], R™) uzayinda, merkezi
orijinde olan kapali birim yuvardir.
(5.1.1) ve (5.1.9) dan Onerme 5.1.1 kanitlanmus olur. m

Onerme 5.1.1 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.1.2 p, > 1 ve € > 0 olsun. Bu durumda keyfi p € [p*TH,Qp*} ve her
H > H,(¢g) i¢in
hl(BLp(O7M0)7 BII){(OMMO)) <e€

olacak bigimde bir H.(g) > 2o sayist vardar.

5.2 B, (0,up) mn p Parametresine Gore Soldan

Degerlendirilmesi

Bu béliimde p — p, — 0,(p. > 1) iken By, (0,10) C Li([to, 6], R™) ve
By, (0, 10) C Ly([to, 8], R™) kiimeleri arasimdaki Hausdorff uzakhg degerlen-
dirilecektir.

ap = min {% 1} (5.2.1)
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olsun.

Onerme 5.2.1 pe > 1, e € (0,a0) ve Hy > Hy > 2ug olsun. O zaman her
P € (p« — 01, ps) igin

Bl (0, o) € BL2(0, o) + 2(0 — t0)e B, (0, 1)
olacak bigimde bir 61 = 61(¢, H1, H2) € (0, p. — 1) sayist vardvr. Burada o > 0

(5.2.1) ile tamvmbidir, Br,(0,1) ise Li([to, 0], R™) uzayinda merkezi orijinde

olan kapalr birim yuvardar.
Kanit.

Py + 1 Dy

H,, Hy) = max ,
i, i) 2 1+logﬂ%
1o

: (5.2.2)

1

a 1+logﬂ %
Ko 1

1
e, Hy)=p, | 1—
Ba( 1) =p ( 1+ log - H}{_6>
) 1

olsun. Bu durumda, p; € [p*H,p*), Bi(e, Hy) > 0, Ba(e,Hy) > 0, her p €

2
(p« — Bi(e, Hy), py) igin,

ﬁl(&Hl) = P«

9

£ Hl) P
——<1-(— 5.2.3
et (523
ve her p € (p. — Ba(e, H1),p.) icin
1 (i> TS (5.2.4)
Ho 1
oldugu kolayca goriilebilir. Simdi,
o1(e, Hy, Hy) = min{ B (e, Hy), Ba(e, H1),p« — p1(H1, Hp)} (5.2.5)

olsun. O zaman 6; (e, Hy, Hy) € (0,p, — 1) olur.
Keyfip € (p.—0d1(e, Hi, Hs), p.) ve u.(-) € B (0, p19) alimsin ve sabitlensin.
Her ¢ € [to, 0] igin

Px—p P—Px

P v (5.2.6)

u(t) = us(t) flus(t)
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olmak iizere u(-) : [to, 8] — R™ fonksiyonu tanimlansin.

u,(-) € BJ(0, o) oldugundan her ¢ € [to, 0] icin,

/GHu*(t)

to

olur. (5.2.6) ve (5.2.7) den

Tdt < gty lu(t)] < Hy (5.2.7)

/ lu(®)| dt = 1 / lan (O dt < 2 (5.2.8)

ve her t € [ty, 0] i¢in

)l = o™ e < o™ Hy (5.2.9)

oldugu elde edilir.
Diger yandan, (5.2.2) ve (5.2.5) den p € (p. — d1(g, Hy, Hs), ps) igin

pe —p < 61(e, Hi, Hy) < p — p1(Hy, Hy)

olur. Buna gére,

P+

> H,, H _—
p pl( 1 2>_1+logH1—

(5.2.10)

esitsizligi dogrudur. O halde (5.2.9) ve (5.2.10) dan
Px Hy
bpe e % Hy\ e
ol <mo” 17 =g (2)" <po (B) R —m G2
Ho Ho
oldugu elde edilir. Boylece, (5.2.8) ve (5.2.11) den, u(-) € Bf™(0, o) oldugu
gortlir.
Simdi, u(-) ve u,(-) fonksiyonlar1 arasindaki farkin L; normu degerlendirilirse,

u4(+) fonksiyonunun tanimmindan,

[ul-) = u )l =/Hu(t) —u.(t)]| dt

/nu* o (Lo )H)

dt. (5.2.12)
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olur.
Ae) ={t € [to, 0] : 0 < |lu(t)| < e}, Ble) ={t € [to, 0] : e < [Ju.(t)[| < Hi}

kiimeleri tamimlansin. ¢t € A(e) olsun. Bu durumda, 0 < |Ju.(t)]] < € olur.

e < B, p < p, oldugundan

. (Hu;(o)H)

ve bundan dolayi, t € A(e) igin

<1

DPx—p

t € B(e) igin € < ||u*(t)|| < H oldugundan

[[us (2)]] <e (5.2.13)

olur.
Px—pP

() - ()7 s ()T

elde edilir. p € (p. — d1(¢, Hy, Hs), p.) oldugundan, (5.2.3), (5.2.5), (5.2.6) ve

(5.2.14) den

esitsizliginin dogru oldugu goriiliir. Boylece, t € B(e) igin

1 (HUL( )H)‘ <e (5.2.15)

oldugu bulunur. Sonug olarak, (5.2.12), (5.2.13) ve (5.2.15) den

p

5
S_
H,y

[ ()]

)~ .l = / o)1 s (““*“”) i
- [ ot (B2 7
BZ o - (1)
< £(1(AE) + n(B()))
< 2:(0 — to) (5.2.16)
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oldugu elde edilir. Béylece p € (p. —d1(g, Hy, H2), p«) iken keyfi secilen u,(-) €
BT (0, po) i¢in (5.2.16) esitsizligini saglayacak bigimde u(-) € BJ">(0, o) vardur.
Bu ise

B;{I(o, to) C Bf?(o, o) +2(0 — to)eBr,(0,1)

olmas1 demektir. Onermenin dogrulugu kanitlanms olur. m

Sonug 5.1.2 ve Onerme 5.2.1 uyarinca asagidaki sonug elde edilir.

Onerme 5.2.2 p, > 1, ¢ € (0, a0) olsun. Bu durumda her p € (ps — 1, ps)
¢mn

By, (0,10) C Bg, (0, o) + By, (0,1)
olacak sekilde bir v1 = v1(g) € (0,p. — 1) sayise vardvr. Burada o, (5.2.1) ile

tanimlidar.

Kamt. Sonug 5.1.2 den her p € [252,2p,] ve her H > H,(¢) igin

g

BLp(07 ILLO) - B;I(O,,uo) + §BL1 (07 1)7 (5217>
£

B0, po) C B, (0, po) + §BLl(o, 1) (5.2.18)

olacak sekilde bir H,(g) > 2uq sayist vardir.
Hi(e) = 2H,(¢), Hy(e) = 3H,(¢) olsun. O zaman, Onerme 5.2.1 den her

P € (px — 71, p4) igin,
€
Bﬁl(s)(o, o) C 352(6)(0, o) + gBL1<Oa 1) (5.2.19)
olacak gekilde bir v, = y1(g) = d1(g, Hi(¢), Ha(€)) € (0, p. — 1) sayis1 vardur.
(5.2.17)-(5.2.19) icermelerinden her p € (p, — 71, p«) icin

€ 2e
BLp* (0,,[,60) - Bzzl(E)(Ov MO) + gBL1 (07 1) - Bglyrb(a) (O,Mo) + ?BL1 (07 1)
- BLp(Oa NO) + Z.:BLl (07 1)

oldugu elde edilir. Boylece onerme kanitlanmig olur. m

L= (24 m)(0 — to), (5.2.20)
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px—p N 1
[lx = max {,uop* pE {p il ,p*] } (5.2.21)

olsun.

Onerme 5.2.3 p, > 1, ¢ € (0,0), H > 2pug olsun. Bu durumda, her p €

(p* - 52ap*) igin
B} (0, pt0) € ByL(0, ptg) + Lug? By, (0,1)

olacak sekilde bir 0o = d9(e, H) € (O, p*Q_l] sayst vardwr. Burada o, (5.2.1)

ile tanimlbidar.

Kanait.

H '~ 2
H—¢ p,.—1
H 7~ 2

H e — 1
Bs(e, H) = min {p* log o te P },

B4(e, H) = min {p* logug

sayilart tanimlansm. Agktir ki, B5(e, H) € (0, 27], Bu(e, H) € (0,2:57]. Her

p € (p* - ﬁfﬂ(ga H)’p*) lgln

Px—p

€ Ho Pk
a1 (—) 5.2.22
7 < . ( )
ve her p € (p. — Bu(e, H),p.) icin
po\ 5t €
1— (-) <= 5.2.23
H ~H ( )

esitsizliklerinin dogrulugu kolayca goriilebilir.

do(e, H) = min{fs(e, H), Bs(e, H) } (5.2.24)

olsun. O halde d5(e, H) € (0, 2] dir.
Keyfi p € (p. — da(e, H), p.) ve keyfi u(-) € BJ'(0, 1) fonksiyonu segilip

sabitlensin. ¢ € [ty, 6] i¢in

b= Dx—p

u(t) = ult) [u@®)| 7 o= Lt € [to, 0] (5.2.25)
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olmak tizere u,(+) : [tg, 0] — R™ fonksiyonu tanimlansin.

u(-) € BI(0, po) oldugundan her ¢ € [to, ] icin,

[t ae< g, fu < #

to

esitsizlikleri dogrudur. O halde (5.2.25) den

/0||u*(t)

ve her t € [ty, 0] icin

i< ol < o (5.2.26)

_r
[ (O < prop ™ Nu(®)]]?
v

H\ H
< 1o (u_) < po—=H (5.2.27)
0

oldugu elde edilir. Boylece, (5.2.26) ve (5.2.27) esitsizliklerinden u, () € B} (0, o)

oldugu gortliir.
Ae) = {t € [to, 0] : 0 < |lu@)|| <€}, Ble) ={t € [to,0] : € < ||u(t)|| < Hi}

ktimeleri tanimlansin.
u(+) ve u,(-) fonksiyonlar1 arasindaki farkin L; normu alimirsa, wu,(-) fonk-

siyonunun tanimindan

Ju) = w. ()], = /m (o)) de

:/UW—wwwmﬂwﬁ*m

= [ |ty = wte) a7 7|

A(e)

A ORI Gl aten FANNCEES
B(e)

olur.
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t € A(e) olsun. Bu durumda 0 < [u(t)|| < e olur. &(e, H) < 251 ve

p € (psx — d2(g, H), px) oldugundan p > p*2+1 olur. e<ap<lvepe [p*;ﬂ

» Px )
oldugundan

/umﬂmwwwww\wg/wnw+/mup”dt

Ale) A(s
Px —

+,u P EP*(Q—tO)

+ ,u*(«9 — to)&?f’%

px+1

)
)

< (60— to) + (6 — to)e'
)

< e2(1+4 p)(0 —to) (5.2.29)

oldugu elde edilir. Burada g, (5.2.21) ile tamimhdir.
Simdi ¢ € B(e) olsun. O halde € < [|u(t)|| < H ve p < p, oldugundan

Ho\ ot o e Ho\ et
1—(—) <1- ( ) gl—(—) (5.2.30)
£ [u)] H

olur. p € (p. — da(e, H), pi) oldugundan (5.2.22), (5.2.23) ve (5.2.30) esitsiz-
liklerinden her t € B(e) igin

Px—Pp

1‘(mﬁm>m

Ho P
”‘ (i)

oldugu bulunur. Boylece (5.2.31) den

<=
- H

ve

<e (5.2.31)

[0 = w7 = [ rwonfo- () |
) B(e)
< (0 —1o) (5.2.32)
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oldugu elde edilir. (5.2.20), (5.2.21), (5.2.28), (5.2.29) ve (5.2.32) den

[}
() — w (), = / lu(t) — wa(t)] dt

D=

IN

e2(1 4 )0 —to) + (0 — to)

NI

(6 — to)[L + p1s + 2]
(0 — to)[2 + pu

1
=e2[,

<e¢

=

IN

€

olur. p € (p. — da(e, H),p) ve keyfi u(-) € BJ(0, o) keyfi secildiginden, son
esitsizlikten onermenin kaniti elde edilir. m
Onerme 5.2.4 p, > 1, ¢ € (0, a0) olsun. Bu durumda her p € (p. — 2, ps)
1¢1N
B, (0, po) € By, (0, o) + B, (0,1)
olacak bicimde bir v, = v2(e) € (0,p. — 1) sayuse vardar.
Kamt. Sonug 5.1.2 den her H > H, () ve keyfi p € 22, 2p,] i¢in
£
BLP(O’ /1“0> - BI{{(O? MO)) + gBLl (07 1)7 (5233>
€
B0, po)) C By, (0, o) + gBLl(O, 1) (5.2.34)
olacak bigimde H,(g) > 2uq sayist vardir.
H(e) = 2H,(¢) secilip sabitlensin. Bu durumda Onerme 5.2.3 den her
p € (p« — 02,p4) igin
3
BEO(0,410) € BEO(0,110) + B, (0,1) (5.2.33)
olacak bigimde bir do = d2(e, H(¢)) € (0, p. — 1) sayis1 vardur.
Y2 = Y(e) = d2(g, H(¢)) olsun. Bu durumda, (5.2.33)-(5.2.35) igermelerin-

den, her p € [p*;l, 2p,] icin

€
Br, (0, 10) € B0, o)) + gBL1(07 1)
2e
- BIZ(E)([)?/JJU)) + ?qu (07 1)
C B, (0, 110)) +€Br,(0,1)
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oldugu elde edilir. Boylece kanit tamamlanir. m

Onerme 5.2.2 ve Onerme 5.2.4 kullanilarak agagidaki sonug elde edilir.

Onerme 5.2.5 p, > 1 vee € (0,00) olsun. O zaman her p € (p, — 61, p,) i¢in

i (BL, (0, o), Br,, (0, o)) < €

olacak bigimde bir §; = 61(g) > 0 sayust vardur.

5.3 B, (0, u0) mn p Parametresine Gore Sagdan

Degerlendirilmesi

Bu béliimde p — p,+0, (p, > 1), iken By, (0, p1o) ve By, (0, po) arasidaki
Hausdorff uzakligi degerlendirilecektir.

Onerme 5.3.1 p, > 1, ¢ € (0,a0), Hy > Hy > pg olsun. O zaman keyfi

P E (Pu, Ps + V1) igin
BI2(0, o) € B0, o) + 2(0 — to)e B, (0, 1)

olacak bigimde vy = vy (e, Hy, Hy) € (0, p.] sayist varder. Burada o, (5.2.1) ile
tanamludur, B, (0,1) ise Lyi([to, 0], R™) uzayinda merkezi orijinde olan kapali

birim yuvardar.

Kanait.
po(Hy, Hy) = min {Qp*,p* (1 + log;H2 ) } (5.3.1)
H.
Bi(e, Hy, Hy) = min {p* logm, — + - } (5.3.2)
£o
B5(e, Hy, Hy) = min {p* log e Ha—e (5.3.3)

sayllart tammlansin. Bu durumda, py(Hy, Hs) € (ps, 2p.], Bi(e, Hy, Hy) > 0,
B5(e, Hy, Ha) > 0 olur. Her p € (p.,p. + G5 (g, Hy, Hy)) icin

&g (@) (5.3.4)



ve her p € (p«, pi + 05(€, Hy, Hy)) igin,

P—pPx

1—(5> . (5.3.5)

1o >

oldugu kolayca goriilebilir.
Ul(ga Hla HQ) = min{ﬁf(z—:, H17 H2)7 65(57 Hlv H2>ap2(H17 HZ) - p*} (536)

olsun. vy (e, Hy, Hy) € (0, p.] oldugu agiktir.
Keyfi p € (ps,ps + v1(e, Hi, Hy)) ve keyfi u(-) € B}2(0, 1) almsmn ve

sabitlensin. ¢ € [ty, 6] igin

P—Px Px—p

ua(t) = u(t) [lu@®)l| 7 po #

, t € [to, 0 (5.3.7)
olmak tizere u,(-) : t € [to, ] — R™ fonksiyonu tammlansm. u(-) € B}(0, uo)

oldugundan her ¢ € [ty, 6] igin

[4
/M@WﬁS%IMwéﬂz

to

olur. O halde (5.3.7) den

jmw>

oldugu elde edilir.
p € (ps, P« + v1(e, Hy, Hy)) oldugundan (5.3.1) ve (5.3.6) dan

0
“ﬁéw”/M@Wﬁgw (5.3.8)
to

D — D« < U1<67H17H2) S p2(H17H2> — Px

H
p < p2(Hy, Hy) < ps (1 + log my #)

2] 2

ve dolayisiyla

(E) v i (5.3.9)

oldugu elde edilir.
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O halde (5.3.7) ve (5.3.9) dan her ¢ € [t, 6] igin,

s (2)[] = |u(t) (t)l|ﬁuo”* < H2H g™
HQ) e H,
—H, (=2 <H, =~ —H 5.3.10
? <M0 2H2 ! ( )

oldugu bulunur. Béylece (5.3.8) ve (5.3.10) dan, u.(-) € Bgl oldugu gortliir.
Ale) ={t € [to,0] : 0 < [lu(t)|| < e}, Ble) ={t € [to,0] : e <[lu(t)|| < Ha}

kiimeleri tanimlansin.

u(+) ve u,(+) fonksiyonlar1 arasindaki farkin L; normu degerlendirilsin. w,/(+)

fonksiyonunun tanimindan

() = w. ()l = / Ju(t) = w.0)] e

/u i1 (”““”)p?’:p y

Ale)
+ / lu(t)]] |1 — (””MZ)”) & dt (5.3.11)
B(e)

olur.

t € A(e) olsun. Bu durumda 0 < ||u(t)|| < € olur. & < pg ve p > p.

oldugundan keyfi ¢t € A(e) igin

- (Lt

IA
—_

ve dolayisiyla

<e (5.3.12)

oldugu bulunur.
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t € B(e) icin € < [lu(t)[| < Ha dir. O halde,

esitsizlikleri dogrudur.

p € (ps, pxtv1(g, Hy, Hy)) oldugundan (5.3.4)-(5.3.6) esitsizlikleri ve (5.3.13)

b= p—p

T <i) " (5.3.13)

Ho

den, t € B(e) i¢in

P—Px

esitsizliginin dogru oldugu goriiliir. Son esitsizlikten, keyfi ¢ € B(e) i¢in

9
< 0
Hy

lu()|\ 7
()] 1—( - ) < (5.3.14)
olur. O halde (5.3.11), (5.3.12) ve (5.3.14) den,
Ju) = w.ly = [ T 1—(”“;?”)”* it
A(e)
+ / ()| |1 — (”“}E?”) "
B(e)
< cu(A(©)) + eu(B(o))
< 2e(60 — to)

oldugu elde edilir. p € (p.,p. + vi(e, Hy, Hy)) ve u(-) € Bf2(0, ) keyfi

secildiginden, kanit tamamlanmig olur. m
Onerme 5.3.2 p, > 1,c € (0, ag) olsun. O zaman keyfi p € (ps, p« +75) icin
BLP (07 M0> - BLp* (Ou MO) +eBy, (07 1)

olacak sekilde bir v = ~vi(e) € (0,ps] sayist vardwr. Burada g, (5.2.1) ile

tanymlidar.

Kanit. Sonug 5.1.2 den keyfi p € [”*;1,2;0*] ve her H > H,(¢) i¢in

£
Br, (0, 10) € B0, po) + gBLI(O, 1), (5.3.15)

£
BI(0, po) € By, (0, po) + gBLl (0,1) (5.3.16)
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olacak bigimde bir H.(g) > 2u, sayist vardir.
Hy(e) = 3H,(¢), Hy(e) = 2H,(¢) olsun. O zaman, Onerme 5.3.1 den her

P € (pe, px + v1) i¢in

€ € €
BZI;Iz( )(Oy,uo) C Bﬁl( )(0’ to) + §3L1(Oa 1) (5.3.17)

olacak gekilde bir v; = v(g, Hy(g), Ha(¢)) € (0, p,] sayis1 vardir.
v = 7€) = vi(e, Hi(e), Ha(g)) olsun. Bu durumda (5.3.15)-(5.3.17)

icermelerinden her p € (p., p« + 77) igin

19
Br, (0, po) C Bf2(€) (0, o) + gBLl(O, 1)

. 2e
< B0, o) + 5 B, (0,1)
- BLp* (07 MO) + EBL1(O7 1)

oldugu elde edilir. Boylece icermenin dogrulugu goriilmiis olur. m

L* = (24 1) (0 — to), (5.3.18)

p' = max {No Poip € [ps, 2p*]} (5.3.19)
olsun.

Onerme 5.3.3 pe > 1, e € (0,a9) ve H > 2ug olsun. Bu durumda her

P € (P, P + v2) igin
BI(0,110) € B (0, o) + L*e% By, (0,1)

olacak bigimde bir vy = va(e, H) € (0, pi| sayist vardir. Burada oy, (5.2.1) ile

* . 1
53(€7H):m1n{p* (1_10g‘uU HI}—e_l) ?p*}7

* . 1
ﬁ4(5,H):m1n{p* <1 1 H—e_l) ’p*}

tanamlidar.

Kanait.




olsun. € € (0, ap) oldugundan,

H+« H—¢

<1, 0<1—10g%o <1

0<1—logue

ve dolayisiyla 5(e, H) € (0, p.], Bi(e, H) € (0, p.] oldugu gosterilebilir.
Her p € (p.,ps + B3(e, H)) i¢in

DP—Px

€ Ho P
_f a1 (-) 5.3.20
H — € ( )
ve her p € (p.,p. + Bi(e, H)) icin
MO P;P* 6
1— (-) <= 5.3.21
H =H ( )

esitsizliklerinin dogrulugu kolayca goriilebilir.
va(e, H) = min{fG; (e, H), B; (e, H)} (5.3.22)

olsun. Bu durumda vy (e, H) € (0, pi] olur.
Keyfi p € (ps,ps + va(e, H)) ve u,(-) € BI(0, 119) almsm ve sabitlensin.
t e [to, 9] 1(;1n

Px—p P—Px

P Up P, t e [to,e] (5323)

u(t) = ua(t) fJus(t)

olmak tizere u,(+) : [to, 0] — R™ fonksiyonu tanimlansin.

u,(-) € BJI(0, 19) oldugundan, her ¢ € [to, ] icin,

0
[l de < it ol < #

to

olur. Buradan ve (5.3.23) den

0 0
/ﬂmeﬁsMs“/mepwﬁ§% (5.3.24)
to to

ve her t € [to, 0] icin,
la®)] = popty * ()11
pe —Bx H 3 H
< poH " g " < o (—) <p—=H (5.3.25)
Ho Ho
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oldugu elde edilir. O halde (5.3.24) ve (5.3.25) den u(-) € B(0, o) dur.
Ale) ={t € [to,0] : 0 < [Ju.(t)[| < e}, Ble) ={t € [t,0] : e < [Ju.(t)|| < H}

kiimeleri tanimlansin ve u(-) ve u,(-) fonksiyolar: arasindaki farkin L; normu

degerlendirilsin. u,(-) fonksiyonunun tanimimdan,

e () — u() s :/ leaa(t) — ()] dt

Px—P

)= 8) ()5 e H it

= Ua(8) = wa () [Jua (D7 1o || dt

Ale)

/ () = wa () ua ()| 7 g || di (5.3.26)
B(e)

olur.

t € A(e) olsun. Bu durumda 0 < ||u.(t)|| < e olur. ¢ < ag < 1 ve
P € [px, 2ps] oldugundan
px—p PZPx
P

[ 0= w0 b 7 e < / el de+ [ an(O% o at

A(e) A(e

—to) +Mo 5%(9 — to)

<e(f

< 2(0 = to) + (0 — to)e's

<2 (0 —ty) + €21 (0 — to)

< e2(1+ )0 — to) (5.3.27)

oldugu elde edilir.
t € B(e) olsun. O halde € < |Ju(t)|| < H ve

=) e (Huiﬂ >H>ppp*§1‘<%)p;* (5.3.28)

esitsizliklerinin dogrulugu elde edilir.
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p € (ps, p«+v2(e, H)) oldugundan (6.4.2)-(5.3.22) ve (5.3.28) esitsizliklerinden,
t € B(e) igin

MO ;p* 8
- <=
‘ (o)~ |<7
ve
Ho E
()] |1 — ( ) <e 5.3.29
RO (5:3.29)
oldugu bulunur. Boylece (5.3.29) dan
/’mw—wﬁwmwn%uo]wt /W“”l‘(u<w) i
B(e)
< (0 — to) (5.3.30)
olur.

(5.3.18), (5.3.19), (5.3.26), (5.3.27) ve (5.3.30) dan

mw—mmmzfmw—mwwﬁ

m@—m@mxwpuoHﬁ
A(e)

/

B(e)

pr—p E=Px
P

L 7

) — e (?) [Jus(?)

L

e (1 + 11.)(0 — to) +2(0 — to)
< %( 6 — to)[1 + p + 2]
<e2(0 —to)[2+ ]
— 3,

oldugu elde edilir. p € (p., p«tuva(e, H)) ve u.(-) € Bl (0, po) keyfi secildiginden,

son egitsizlikten onerme kanitlanmig olur. m

Onerme 5.3.4 p, > 1, € € (0,aq) olsun. Bu durumda her p € (p.,p. + 5)
1¢1N
BLp* (O, /JJ0> C BLP(O; /,Lo) +ebBy, (0, 1)
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olacak bigimde bir v5 = v3(¢) € (0,ps] sayst vardir. Burada og, (5.2.1) ile

tanimldar.
Kanit. Sonug 5.1.2 den her H > H,(¢) ve her p € [p,, 2p.] i¢in
£
Br, (0, 10) C B0, po) + 513L1(0,1), (5.3.31)
£
Eﬁ%OMm)C:BMAOMm)+—§BLAOJJ (5.3.32)
icermelerini dogru kilan bir H,(g) > 2uq sayist vardir.
H(e) = 2H,(¢) olsun. Onerme 5.3.3 den her p € (p., p. + vs) icin
£
BEO(0,110) € BYO(0,p0) + = B0, (5.3.33)
olacak bi¢imde bir vy = vq(e, H(¢)) € (0, p.] sayist vardir.
Vs = 7a(e) = va(e, H(e)) olsun. O zaman (5.3.31)-(5.3.33) igermelerinden
her p € (p., p« +73) icin,
5
BLP* (07 MO) - B]i(E)(O? MO)) + _BLI (07 1)

3
BHE)(0 % BL, (0,1
C B, ;Mo)‘i‘g £,(0,1)
- BLP(O, ,uo) +eBy, (0, 1)
oldugu ele edilir. Bu ise gosterilmek istenilendir. m

Onerme 5.3.2 ve Onerme 5.3.4 den agagidaki sonucun dogrulugu goriilebilir.

Onerme 5.3.5 p, > 1 vee € (0,0q) olsun. O zaman her p € (p,,p.+02) i¢in

i (Br, (0, o), Br,, (0, 1)) < €
olacak bicimde bir 03 = d2(¢) € (0,p.) sayse vardir. Burada op, (5.2.1) ile
tanamlvdar.

Onerme 5.2.5 ve Onerme 5.3.5 den asagidaki teoremin dogru oldugu elde

edilir.
Teorem 5.3.6 p. > 1 vee € (0,ap) olsun. Bu durumda her p € (p. — 0s, P« +
dx) igin

(B, (0, po), Br,, (0, p0)) < €

olacak bi¢imde bir §, = 0.(g) > 0 sayist vardr.
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5.4 Erisim Kumelerinin p’ ye Gore Siirekliligi

Bu béliimde, bir 6nceki boliimde ifade edilen Teorem 5.3.6 yardimiyla, (3.1.2)
kisit1 olan (3.1.1) sisteminin yoriingeler kiimesinin ve erigim kiimelerinin p’ye

olan bagliligini incelenecektir.

b, = Lz exp(ro) (5.4.1)
olsun. Burada rg sayis1 (4.2.2) ile tanimhdir.
Teorem 5.4.1 p, > 1, ¢ € (0, ) olsun. O zaman her p € (p. — &, p«+&) igin
he (X (to, Xo), X, (to, Xo)) < &
ve hert € [t, 0] igin
hi (X (t5 0, Xo), Xy, (820, Xo)) < €

olacak bicimde bir & = £(g) > 0 sayst vardir. Burada og saysy (5.2.1) ile

tanimlidar.

Kanit. Teorem 5.3.6 dan bi icin her p € (p. — &, ps + &) icin

hi(Br,(0, po), Br,, (0, 1)) < (5.4.2)

S

olacak bigimde bir £ = £(g) > 0 sayis1 vardir.
Keyfi p € (p. — & ps + &) ve z(-) € Xp(to, Xo) alinsin ve sabitlensin. Bu

durumda, her ¢ € [ty, 8] i¢in

x(t) = xo + /f(T,CL’(T),u(T)) dr (5.4.3)

olacak sekilde zy € Xy ve u(-) € U, = Br, (0, po) vardir. (5.4.2) den

Ju() = u ()l < = (5.4.4)



olacak big¢imde bir w,(-) € U, = By, (0, io) fonksiyonu vardar.
z.(+) : [to,0] — R™ fonksiyonu (3.1.1) sisteminin (o, ) baslangi¢ nok-
tasindan u.(-) € U, = Br, (0, o) miimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan

tretilen yoriingesi olsun. Bu durumda z.(-) € X, (to, Xo) ve her ¢ € [ty, 6] i¢in

a(t) = 70 + / £ 2 (7),un(7) dr (5.4.5)

olur. (5.4.3)-(5.4.5) ve 3.1.B kogulundan, her ¢ € [t, 0] igin

< [+ L)) o) - o) dr + [ Lalutr) = w0 dr
< [+ L@ ) - 2@l dr+ [ Lafutr) - w0 dr
< [+ Lalu ) () — 2Ol dr + Lo (5.40

to
oldugu elde edilir. Gronwall esitsizligi kullanilirsa (4.2.2), (5.4.1) ve (5.4.6)

dan, her t € [to, 0] i¢in

0
£
l2(t) — 2. ()| < 3-Laexp /(Ll + Lo [[u (7)) dr
* 7
< iL3 exp(rg) =€ (5.4.7)

=
oldugu elde edilir. p € (p, — &,
(5.4.7) den

« + &) vex() € X,(to, Xo) keyfi secildiginden

Xp(to, Xo) C Xp* (to, Xo) + 580(0, 1) (548)

icermesinin dogrulugu elde edilir. Burada B¢(0,1), C ([to,6],R") uzaymnin

merkezi orijinde olan kapali birim topudur.
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p € (ps — & pi + &) icin, Once keyfi z,(-) € X, (to, Xo) fonksiyonu secilip

sabitlenirse, benzer olarak her t € [ty, 6] i¢in
[.(t) —2(B)]| < e

olacak bigimde z(-) € X,(to, Xo) yoriingesinin var oldugu kamitlanabilir. Bu

ise keyfi p € (p. — &, p. + ) icin
X, (to, Xo) C X, (to, Xo) + eBc(0,1) (5.4.9)

olmas: demektir.

Boylece (5.4.8) ve (5.4.9) icermelerinden teoremin kaniti elde edilir. m
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6 KONTROL FONKSIYONLARILIPSCHITZ
SUREKLI OLAN KONTROL SISTEMIN
ERISIM KUMELERI

Bu anabdéliimde kompakt olmayan U, miimkiin kontrol fonksiyonlar: kii-
mesi, bir kompakt kiime (integral kisith, geometrik kisith ve Lipschitz sabitleri
ayni sabitle sinirli kontrol fonksiyonlar: kiimesi) ile degistirilerek, kontrol fonk-
siyonlar1 integral kisith olan sistemin erigim kiimeleri ile, kontrol fonksiyonlar:
integral kisitli, geometrik kisith ve Lipschitz sabitleri ayni sabitle sinirli olan
ayni sistemin erigim kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakligi degerlendirilecek-

tir.

6.1 Baslangic Kiimesi X; olan Kontrol Sistemin Erigim
Kiimesi
Xo C R™ kompakt kiime oldugundan, keyfi 6 > 0 i¢in X, kiimesinin sonlu

9-ag1 vardir. Verilen 6 > 0 igin X5 = {x1(9),22(9),...,x2x(6)} kiimesi Xy

kiimesinin sonlu d-ag1 olsun. O halde,
hn(Xo, X5) <6 (6.1.1)
olur.

x(t) = f(t,z(t),ut)), z(t) € X5 (6.1.2)

kontrol sistemi ele alinsin. (6.1.2) sisteminin tiim u(-) € U, mimkiin kontrol
fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen yortingeler kiimesi X, (ty, Xs) ile gosterilsin.
Yani,

X, (to, Xs5) = {x(-5t0, o, u(+)) : o € X5, u(-) € Uy}

olsun. (6.1.2) sisteminin ¢ € [tp, 0] zaman aninda u(-) € U, kontrol fonksi-

yonlarinin olusturdugu erisim kiimesi ise X, (; o, X) ile gosterilsin. Bagka bir
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deyisle,
Xp(t;to,X(g) = {33(?5) € R": $() € Xp(to,X(;)}

olsun.

Asgagidaki onermeler dogrudur.
Onerme 6.1.2
he (X (to, Xo), Xp(to, X5)) < 6 exp(ro)

esitsizligi dogrudur.

Burada o sayisi (4.2.2) ile tanymldar.
Onerme 6.1.2 den asagidaki sonucglar elde edilir.
Onerme 6.1.3 Her t € [ty,0] icin
o (X, (E; t0, Xo), X, (t5 0, X)) < dexp(ro)

olur.

Sonug 6.1.4 £ > 0 i¢in 6 <, = iken, keyfi t € [to, 0] icin

exp(ro)
hin (Xp(tE to, Xo), Xp(t; to, Xa)) <e

olur.

6.2 Karmasik Kisithh Kontrol Sistemlerin Erisim

Kumeleri

H € (0,00) olsun. UJ ile her ¢ € [to,0] icin |lu(t)|] < H geometrik
kisitim saglayan u(-) € U, bigimindeki miimkiin kontrol fonksiyonlar1 kiimesi

gosterilsin. Yani,
Ul = {u(-) € U, : Vt € [t, 0] igin [Ju(t)|| < H}
olsun. Aciktirki Uf c U, dir.
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(6.1.2) sisteminin (to, X5) baslangic kiimesinden ¢ikan ve tim u(-) € UJ
miimkiin kontrol fonksiyonlari tarafindan iiretilen yoriingeler kiimesi X]fl (to, Xs)

ile, t € [to, 6] anindaki erisim kiimesi ise X[ (t;t, Xs) ile gosterilsin. Yani,
X (t;t0, X5) = {a(t) e R" 1 a(-) € X[ (to, X;5)}
olsun. Bu durumda asagidaki 6nerme dogrudur.

Onerme 6.2.1

e (Xylto, Xs), X110, X)) < 7
esitsizligi dogrudur. Burada
k. = 2Lsug - exp (19) , (6.2.1)
ro > 0 sayst (4.2.2) ile tanimbidar.
Kamt. U} C U, oldugundan,
X, (to, X5) C Xp(to, Xs) (6.2.2)

dir.
z(-) € Xp(to, Xs) keyfi bir yortinge olsun. Bu durumda keyfi ¢ € [to, 6] igin

x(t) =z + /f(T,a:(T),u(T)) dr (6.2.3)

olacak gekilde zy € X5 ve u(-) € U, vardir. wu(-) € U, miimkiin kontrol
fonksiyonu yardimiyla her ¢ € [to, 0] igin

ut) s @l < H
() = (6.2.4)
SO )] > H
olmak tizere u,(+) : [tg, 0] — R™ kontrol fonksiyonunu tanimlansin.

t € [to, 0] icin |lu(t)|| < H ise, u.(t) = u(t) ve

[ @) = [lu@®)] < H
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olur. t € [to,0] igin ||u(t)|| > H ise, o zaman u,(t) = %H ve buradan

|u.(t)|] = H oldugu bulunur. Boylece her ¢ € [ty, 0] igin,
lu ()] < H (6.2.5)

oldugu bulunur. Ayrica (6.2.4) den keyfi t € [to, 0] icin, ||u.(t)|| < ||u(?)||

oldugundan her ¢ € [tg, 6] igin, ||u.(®)||" < ||u(t)]|” ve

e ()l = / la () dt | < / lu@I? dt | =luC)ll,  (626)

oldugu bulunur. u(-) € U, oldugundan |u(-)|[, < po esitsizligi geerlidir. O
halde (6.2.6) dan

()], < 1o (6.2.7)

oldugu elde edilir. (6.2.5) ve (6.2.7) den u.(-) € U} olur.
(6.1.2) sisteminin (g, x9) basglangi¢ noktasindan (6.2.4) ile tanimh u, () €
UIfI kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen yoriingesi z.(-) ile gosterilirse, her

t € [to, 0] igin
T4 () =z + /f(T, o (T), us (7)) d7 (6.2.8)

olur. Agiktir ki, z,(-) € X} (to, X5) dir. (6.2.3) ve (6.2.8) den her ¢ € [to,0)

() — z.(2)]] S/IIf(T,l“(T),U(T)) — [ 2u(7), uu(7) || dr

olur. 3.1.B kogulu uygulanirsa, her t € [t, 6] icin

t

[(t) — z.(B)]| < /(L1 + Lo [[un (7)) l2(7) — 2 (7)) d7

to
t

+/L3 lu(T) — ue ()| d7 (6.2.9)

to
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oldugu bulunur.

K, = {r € [to,1] : lu(r)]| > H}

kiimesi tanimlansin. Bu durumda
[to, N, = {7 € [to, 1] - |Ju(7)]| < H}
olur. (6.2.4) den, her 7 € [to, t]\ K; i¢in
[u(7) = u(7)]| =0

esitligi saglanir. O halde (6.2.9) dan,

t

[2(t) = z.(B)]| < /(L1 + Lo [Jun (7)) |2(7) — . (7)]| d7

to

+/L3 [u(T) = w.(7)|| dr (6.2.10)
Ky
olur. Esitsizligin sag tarafindaki ikinci ifadeye Holder ve Minkowski esitsizlikleri

uygulanirsa,

[ Ballu(r) — wo) ar

Ky
e

P

1
<L, /1#’1 dr /HU(T) ()| dr
K

Kt

B =

= LK) ([ u(r) = (7)) dr

p—1

< Lap(Ky) »

IR " [l s

oldugu bulunur. Burada pu(K}) sayisi, K; kiimesinin Lebesgue dl¢iimiinii gos-

termektedir.
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u(-) € Uy, u.(-) € UL ve Ky C [to, 0] oldugundan, son esitsizlikten

/ Ly lu(r) — ua(r)|| dr

Ky
D 0
< Lop(K)'5 / lu(@)? dr | + / ()| dr
to

< 2ugLap(K) 7 (6.2.11)

oldugu elde edilir.
Diger yandan, her 7 € K; i¢in |u(7)| > H, K; C [to,0] ve u(-) € U,

oldugundan,

HYu(K) < / ()| dr < / la() | dr < 4

olur. O halde,
u(Ke) < (6.2.12)

dir. (6.2.11) ve (6.2.12) den,

2Lsub
/ Ly Ju(r) = u ()] dr < =20 (6.2.13)

Ky

esitsizliginin dogru oldugu bulunur.

(6.2.10) ve (6.2.13) esitsizliklerinden

o) — 2O < 2225 4 (L, + Ly a0l a(r) — 2 dr
H

to
esitsizligi elde edilir. Son egitsizlikte Gronwall egitsizligi kullanilirsa, her ¢ €
[to, 9] lgll’l

o) - (o)) < G222 e | [ (L + Lallunl) dr

to
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oldugu bulunur. Burada Onerme 3.2.1 kullamlirsa, her t € [ty, 6] icin

2Lspg < p;l)

|z (t) — z.(t)|| < -1 CXP Li(0 — to) 4+ Lopo(0 —to) »

olur. Keyfi p > 1 igin

p—

L1(¢9 — to) -+ LQMQ(Q — tO)T S To

oldugundan, son esitsizlikten ve (6.2.1) den her t € [ty, 0] igin,

2L315
Ho1

k.
-exp (ro) = o1

[(t) = z.(t)]| <
oldugu elde edilir. Burada ro > 0 sayis1 (4.2.2) ile tammhdir. Bu ise

20~ 2.0)llo < oy

olmasi demektir. O halde, her z(-) € X,(to, X5) i¢in

k.
Hp 1

[2(-) = 2. ()l <
olacak bigimde bir z.(-) € X;I (to, X5) oldugu kanitlanmig olur. Boylece,

k.
X, (to, Xs) C X[ (to, X5) + Hpich(o, 1) (6.2.14)

kapsamasinin dogrulugu goriilmiis olur. Burada B¢ (0, 1) kiimesi, C ([to, 9], Rm)
siirekli fonksiyonlar uzayindaki birim topu gostermektedir.

Diger yandan, (6.2.2) den

X[ (to, X5) C Xp(to, X5) C X,(to, X5) + Be(0,1) (6.2.15)

*
Hr—1

kapsamasinin dogrulugu goriliir. O halde (6.2.14), (6.2.15) kapsamalarindan

k.
he(Xp(to, Xs), X[ (to, X5)) < o1

oldugu bulunur. m

Onerme 6.2.1 den agagidaki sonuglar elde edilir.
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Onerme 6.2.2 Keyfi t € [to, 0] icin
k.

Hr—1

(X (8 to, Xs), X, (£ 0, X)) <
olur. Burada k. > 0 sayist (6.2.1) ile tanumbidar.
Sonug 6.2.3 H — oo iken keyfi t € [to, 0] i¢in

ha(Xp(t to, X5), X1 (t: 0, X5)) — 0

olur.

6.3 Lipschitz Siurekli ve Karmasik Sinirli Kontrol

Fonksiyonlar

php = {u(-) € Uf cu(+) : [to, 0] — R™ Lipschitz siireklidir}

kontrol fonksiyonlar1 kiimesi tanimlansin. Agiktir ki, Ufhp

C UZfI dir.
(6.1.2) sisteminin (tp, X;5) baglangic kiimesinden gikan ve tiim u(-) €
UH

miimkiin kontrol fonksiyonlari tarafindan iiretilen yortingeler kiimesi

p,lip
X[, (to, X5) ile, t € [to, ] anndaki erigim kiimesi ise X[, (t;to, Xs) ile goste-

rilsin. Yani,

XH

D, llp

(t;t0, X5) = {a(t) e R* 1 a(-) € X[, (to, Xs5)}
olsun. Bu durumda asagidaki onerme dogrudur.
Onerme 6.3.1 Keyfi ¢ > 0 igin
he (X[ (to, X5) , X[, (to, Xs)) < e
olur.

Kanit. [, ve rq , sirasiyla (3.2.9) ve (4.2.2) ile tanimlanan sabitler olmak

uzere

a. = Lsl, exp(ro) (6.3.1)

102



say1st tanimlansin.

Simdi keyfi € > 0 sayis1 alinsin ve sabitlensin. U’

oitip C Uf oldugundan,

XH

p,lip

(to, Xs) C X[ (to, X5) C X[ (to, Xs) + €Bc(0,1) (6.3.2)

oldugu aciktir.
x(-) € X[ (to, X5) keyfi bir yoriinge olsun. Bu durumda keyfi ¢ € [to, 6] igin

2(t) = 20+ / (. 2(r), u(r)) dr (6.3.3)

olacak sekilde zg € X5 ve u(-) € U} vardur.
h € (0,1) i¢in, up(+) ile u(-) € U, miimkiin kontrol fonksiyonunun Steklov

fonksiyonu gosterilsin. Basgka bir deyisle t € [ty, 0] olmak fizere,

olsun. Burada

u(r) T € [to, 0]
0 ,Te[to—l,to)U(0,0+1]
ile tanimhidur.
Onerme 2.3.3 den her sabitlenmis h € (0,1) icin, Jun()ll, < po, her
H
t € [to, 0] icin |lup(t)|| < H ve uy(-) fonksiyonu [tg, 6] araliginda " sabiti

ile Lipschitz siireklidir. Yani, uy(-) € Ul dir. Onerme 2.3.4 den

Tim [lun(:) = ()], = 0

olur. O halde = > 0 icin
A«

lun () = u()]], < — (6.3.4)

Qx

olacak bi¢imde h, € (0,1) vardir. Burada a, > 0, (6.3.1) ile tanimhdur.
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u.() = up,(+) olarak gosterilsin. O halde ||u.(-)|| < po, keyfi t € [to, 0]

[ =
icin, ||u.(t)]] < H ve u.(-) : [to,0] — R™ fonksiyonu w sabiti ile Lipschitz

siirekli olur. Béylece, u.(-) € Ulh,;, olur. Ayrica (6.3.4) den

Jue() = u()ll, < —

*

yani,

3=

(6.3.5)

9
Qs

/ lut) —u(@)]” | <

olur.
(6.1.2) sisteminin (fo, zo) baglangi¢ noktasindan w,(-) € U}}; kontrol fonk-

siyonu tarafindan tiretilen yoriingesi x.(-) ile gosterilirse, her t € [t, 6] icin
t
2. (t) = o + /f(T, T (T), us (7)) d7 (6.3.6)
to

olur. Agiktir ki, z.(-) € X[, (to, X5) dur.

(6.3.3), (6.3.6) ve 3.1.B kosulundan, her t € [t, 0] i¢in

() — z.(2)]] S/ 1 (7 2(7), u(7)) = f(7, 2:(7), us(7)) || dT

t

S/(L1+Lz||u*(7)||)(|!$(7)—w*(T)II)dT

to
t

+ / Ly Ju(r) — wa(7)]| dr (6.3.7)

to
oldugu bulunur.

Esitligin sag tarafindaki ikinci ifadeye Holder integral esitsizligi uygulanirsa,
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l« (3.2.9) ile tanimli olmak {izere

p—1 1
¢ ¢ = ¢ >
/L3 lu(r) — ua(7)]| dr < L /11& ir / lu(r) = ua (7| dr
to to to
1
< Ly(0 —to) 7 /Hu — u(7)||" dr
< Lyl / lu(r) — ua(7)|P dr (6.3.8)
to
oldugu elde edilir.
(6.3.5) ve (6.3.8) esitsizliklerinden, keyfi t € [ty, ] i¢in
t
/ Ly Ju(r) — ()] dr < Lyt~ (6.3.9)

to
olur. (6.3.7) ve (6.3.9) esitsizliklerinden, keyfi ¢ € [tg, 0] igin

t

(1) — z.(8)]| < ng*ai* + /(L1 4 Lo [Jus (DD (2(7) — 2. (7)) dr (6.3.10)

to
oldugu elde edilir. (6.3.10) da Gronwall esitsizligi kullamilirsa, keyfi t € [to, 0]
icin
t

o) = 2.0 < Lal. = exp | [ (a-+ La ()l dr

*
to

olur. O halde (3.2.9), (4.2.2), (6.3.1) ifadeleri ve Onerme 3.2.1 den, her t €
[to,e] 1()3111
€
|lz(t) — z.(t)|| < Lsls exp(ro)a— =0 =¢

olur. Boylece, her t € [tg, 0] igin
a(t) —z. ()] <€

oldugu bulunur. Bu ise
() =z (e < e
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olmas: demektir.

Boylece keyfi sabitlenmis x(-) € X} (to, Xs) icin

lz() = 2.()llc < e

olacak bi¢imde z,(-) € X1

oiip(to; X5) oldugu kanitlanmig olur. Bu ise,

X[ (to, Xs) € X[ (to, X5) +€Bc(0,1) (6.3.11)

p,lip
olmas: demektir.

O halde (6.3.2) ve (6.3.11) kapsamalarindan,

he (X (to, Xs), X[}

p,lip

<t07 X5)) S €
olur. m
Onerme 6.3.1 den agagidaki sonuclar elde edilir.

Onerme 6.3.2 Keyfi e > 0 igin ve keyfi t € [to, 0] igin

(X1 (8 10, X5), X[}

olur.

Onerme 6.3.3
he(X ] (to, Xs), X[}

p;lip

(to, X5)) =0
esitligi dogrudur.

Sonug 6.3.4
(X (to, X5)) = cl(X [, (to, Xs5))

olur. Burada cl(E), E kiimesinin kapanisine gostermektedir.
Onerme 6.3.5 Hert € [ty, 0] igin

o (X218 0, X), X1t 10, X3)) = 0

plip
esitligi dogrudur.
Sonug 6.3.6 Hert € [to, 0] i¢in
CZ(X;I(t7 lo, X5)) = Cl(Xzﬁzp(t7 lo, X5))

esitligi dogrudur.
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6.4 Siirh Lipschitz Sabiti Olan Karmasik Sinirh

Kontrol Fonksiyonlar

R > 0 icin U1 ouip.r 1€, Lipschitz sabiti R’ den biiylik olmayan Lipschitz siirekli
u(-) e UH

1ip Kontrol fonksiyonlar: kiimesi gosterilsin. Yani,
U, “p r=1{u() €U, hp u(+) : [to, 0] — R™ fonksiyonunun Lipschitz sabiti
R’ den kiiciik veya esittir}
olsun.

Acgiktir ki, Ry < Ry iken

Up lip,R1 - U p,lip,Ra

olur.

Asagidaki onerme dogrudur.

Onerme 6.4.1 Uthp U phpR

Kanit. Keyfi R=1,2... i¢in

vh. . cul

plip,R p,lip

oldugundan

U plip,R plzp (641)

olur. Simdi

plzp U plip,R (642)

kapsamasinin dogrulugu kanitlansin.

Keyfi u(-) € U%

oiip almsm. O halde u(-) fonksiyonu Lipschitz siireklidir.

Bu fonksiyonun Lipschitz sabiti M, > 0 olsun. R, dogal say1 olmak iizere
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R, > M, olsun. O halde u(-) fonksiyonu R, sabiti ile de Lipschitz siirekli

oldugundan, u(-) € U;flip, . olur. Bu durumda,

o
U’() S U U;flip,R
R=1

olur. u(-) € U

uip Keyfi secildiginden, (6.4.2) kapsamasi dogrudur. (6.4.1) ve

(6.4.2) ifadelerinden 6nermenin dogru oldugu elde edilir. m

Onerme 6.4.2 Her sabitlenmis R > 0 sayist i¢in Upfflip’

r kiimesi, C([to, 0], Rm)

uzayinda kompakt kiumedir.

Kanit. Keyfi u(-) € U;{,{lip,R fonksiyonu R > 0 sabiti ile Lipschitz stirekli
oldugundan, ayn zamanda siirekli fonksiyondur. Yani u(-) € C/([to,6],R")
dir. Boylece Ul c C([to, 0], R") olur.

Keyfi u(-) € Ul » almsn ve sabitlensin. Her t € [to, 6] icin
lu()|| < H
oldugundan,
lu()lle < H (6.4.3)

oldugu elde edilir. u(-) € U]

pylip,R
H
den Up’ lip.R

keyfi sabitlenmig eleman oldugundan (6.4.3)
kiimesinin diizgiin siirh oldugu elde edilir.
e > 0 igin d.(e) = % olsun. wu(-) € Uk, p fonksiyonlari aym R > 0

sabiti ile Lipschitz siirekli oldugundan, her u(-) € UZ

ptip.r Ve her € > 0 i¢in

[t1 — ta] < du(e) (t1 € [to, 0], t2 € [to,0]) iken

[u(ty) — u(ts)] < Rty —ta] < RO.(e) = R}% —:

olur. Bu ise UH

oilip,r Kimesinin es stirekli fonksiyonlar kiimesi olmasi demektir.

Ulhwr C C ([to, 0], R™) kiimesi diizgiin suurh ve es siirekli fonksiyonlar
kiimesi oldugundan Arzela-Ascoli teoreminden (bkz., Lusternik ve Sobolev

1974; Warga 1972), Uf}

M ip.r kiimesi C([to, 0], R™) uzaymda prekompakt kiime

olur.
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Eger Uplflip, g kiimesinin aynm1 zamanda kapali oldugu kamitlanirsa, o halde

UH

puip,r Kumesi kompakt kiime olur.

Her k= 1,2... igin ux(-) € U}, g olmak iizere k — oo iken up(-) — w.(-)

olsun. Her k =1,2... igin ug(-) € UflmR oldugundan, her £k =1,2... ve her

t € [to, 0] igin ||uk(t)]] < H olur. k — oo iken uy(-) — wu.(-) oldugundan
Ju.()[| < H (6.4.4)

olur.
Her &k = 1,2... icin ux(-) € Upl,{zip,R oldugundan, her £ = 1,2... i¢in
Jug()|l, < po dir. Yani, her & =1,2... i¢in

0
ol dt < (6.4.5)
to

olur. Her k = 1,2... ve her t € [to,0] i¢in |Jug(t)|| < H ve k — oo iken

ug(+) — u.(+) oldugundan, integral altinda limite gegilirse (6.4.5) den

0
[0l e <
to
yani,

()], < 1o (6.4.6)

oldugu bulunur.

Ayrica, her k =1,2... icin u(-) € UL, » oldugundan, ug(-) : [to, 6] — R™
fonksiyonlar1 ayn1 R > 0 sabiti ile Lipschitz stireklidir. O halde her k =1,2...,
her t,t5 € [to, 0] i¢in

olur. k — oo iken wuy(-) — wu,(-) oldugundan (6.4.7) den

lus(t1) — us(ta)]] < Rty — to (6.4.8)
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oldugu elde edilir. Yani u.(-) : [to, 0] — R™ fonksiyonu R > 0 sabiti ile Lipschitz
siirekli olur.
Boylece (6.4.4), (6.4.6) ve (6.4.8) den u.(-) € Ul p oldugu bulunur. Bu

ise U, C C([to, ], R") kiimesinin kapali olmasi demektir. Boylece, U, .

kiimesi prekompakt ve kapali oldugundan kompakt kiimedir. m

X

i r(to, X5) ile (6.1.2) sisteminin (to, X5) baslangic kiimesinden tiim

miimkiin Uf}, » kontrol fonksiyonlar tarafindan iiretilen yoriingeler kiimesi,

XH

Thinr(t: 0, X5) ile ise (6.1.2) sisteminin, (to, X5) baglangig kiimesinden U/}

plip,R
kontrol fonksiyonlar1 tarafindan elde edilen ¢t zaman anindaki erigim kiimesi

gosterilsin. O halde,

P

olur.

Onerme 6.4.3 X4

A r(to, Xs) kiimesi C([to, 0], R") uzayinda, her sabitlenmis

t € [to, 0] igin ise X1

wiip.r (i to, Xs) erigim kiimesi R™ uzayinda kompakt kiimedir.

Kamt. U, » C U, oldugundan

XH

plip,R

(to, X;5) C X, (to, X5) (6.4.9)

olur.
Sonug 3.3.1 ve Onerme 3.3.3 den, X, (to, Xs) yoriingeler kiimesi C’([to, 0], R”)
uzaymda diizgiin sinirh ve eg siirekli fonksiyonlar kiimesidir. O halde, (6.4.9)

dan, X1

wuip.r(to, X5) kiimesi de diizgiin snirh ve es siirekli fonksiyonlar kiimesi

olur. Buna gore Arzela-Ascoli teoremi uyarinca, X2. .(tg, Xs) kiimesinin

plip,R
C ([to, 0], R”) uzayinda prekompakt kiime oldugu elde edilir.

Simdi, X[, »(to, X;5) kitmesinin C ([to, 0], R™) uzaymda kapal oldugu gos-
terilsin.

Her k = 1,2,... icin, zx(-) € X[, p(to,X;) olmak tizere k — oo iken

() = 2.(-) olsun. z.(-) € XM (to, Xs) oldugu kanitlansmn.
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Her k =1,2,... igin, 2x(-) € X;Ilip’R

(to, Xs) oldugundan, keyfi k = 1,2, ...

ve her t € [to, 0] i¢in
xp(t) = xp + /f(T, (7)), uk(1)) dr (6.4.10)

olacak bigimde z;, € X; ve wug(:) € UpffrlmR vardir. X5 C R" ve Onerme
6.4.2 geregi USh, » C C ([to, 6], R™) kompakt kiimeler oldugundan, genelligi

bozmaksizin

z. € Xsveu,() € Ul » (6.4.11)
olmak iizere k — oo iken

T — Ty ve Ug(+) — uy(+) (6.4.12)

oldugu kabul edilsin.
Simdi y.(-) : [to, 0] — R™ fonksiyonu her ¢ € [to, 0] igin,

Yu(t) =z, + /f(T, Ys(T), us (7)) dT (6.4.13)

olarak tammlansm. (6.4.11) den y.(-) € X[, »

(to, X5) olur.
(6.4.10), (6.4.13) ve 3.1.B kosulundan, keyfi k =1,2,... ve t € [to, 0] igin,

l2x(t) =y (D < [lox — ]| + / 1f (7 2 (7), un (7)) = F(7, 9 (7), ua (7)) || d7

0

t
< low — @l + Ls / lua(r) — w7 dr
to

t

# [ (Lt L) ) = el (6.411)

to
oldugu bulunur.
Keyfi € > 0 almsin ve sabitlensin. ry > 0 sayist (4.2.2) ile tammlanmak

uzere

k1 = exp(ro) (6.4.15)
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olsun. (6.4.12) den, her k > K. ve her t € [ty, 0] igin

£

8
— < ——

(6.4.16)

olacak bigimde K. > 0 vardir. O halde, her & > K. ve her t € [ty, 0] igin

L3/Huk(7) —u,(7)|| dr < % (6.4.17)
olur. (6.4.14), (6.4.16) ve (6.4.17) den, her k > K. ve her t € [ty, ] i¢in

t

() = 9Ol < + / (L1 + Lo lun (D) lzr(7) = yul(7)[| dT (6.4.18)
to

oldugu elde edilir. (6.4.18), Onerme 3.2.1 ve Gronwall esitsizliginden, her
k > K. ve her t € [ty,0] igin

t

fon® = 90l < e | [ (Lot Lot dr

to

e p=1
< exp <L1(0 — o) + Lopio(0 — to) "7 ) (6.4.19)

1

oldugu elde edilir.
Keyfi p > 1 igin 79 > L1(0 — to) + Lopo(0 — zfo)pTTl oldugundan, (6.4.15) ve
(6.4.19) dan her k > K. ve her t € [to, 0] icin

€ e
”xk(t) - y*(t>H < — eXp(To) = — kl =€
kl ]{71

oldugu bulunur. Bu ise k — oo iken x(-) — y.(-) olmasi demektir. £k — oo
iken xp(-) — x.(-) oldugundan limitin tekliginden, x,(-) = y.(-) oldugu bu-

lunur. y.(-) € X[, p(to, Xs) oldugundan z.(-) € X[}

plip,R
H
Xp,lip R

xXH

plip,R

(to, Xs) olur. Boylece
(to, X5) kiimesinin kapali oldugu kanitlanmig olur.

(to, X5) C C ([to, 9],R”) kiimesi prekompakt ve kapali oldugundan,
kompakt kiimedir.

Simdi her ¢ € [to, 0] icin X7,

wiip.r(ti to, X5) C R™ kiimesinin kompakt oldugu

gosterilsin.

112



X

plip,R

[t07 9] IQIH Xp lip,R
XH

plip,R
(t;tg, Xs) C R™ kiimesi kapali kiimedir. Keyfi ¢ € [to,0] igin

(to, Xs) kiimesi diizgiin siirli oldugundan, keyfi sabitlenmis ¢ €
(t;to, X5) C R™ siurh kiimedir.

(to, X5) kiimesi kapal oldugundan, keyfi sabitlenmis t € [t, ] i¢in
X,

X

oiip.r(t o, X5) C R™ kiimesi kapali ve siirh oldugundan kompakt kiimedir.

Onerme 6.4.1 den agagidaki 6nerme elde edilir.

o

Onerme 6.4.4 X (to, X5) = U X0 r(to, X5) ve her sabitlenmis t € [to, 6]

igin, X, llp(t;t(]?Xt?) U php R( 07X5) esitliklert dogrudur.
Kamit. Once,
Xflzp to, X5) = U plZpR (to, Xs) (6.4.20)

oldugu kanitlansin.

Keyfi z(-) € X (t5, X5) almsin. O zaman her ¢ € [t, 0] igin

plip
x(t) = x5 + /f(T,ZE(T),u(T)) dr (6.4.21)
vardir.

olacak bi¢imde z5 € X5 ve u(-) € Ugf{lzp
u(-) € UH

. oldugundan Onerme 6.4.1 den u(-) € U, . olacak sekilde

R. > 0 sayis1 vardir. x5 € X5 ve u(-) € Ul p oldugundan (6.4.21) den

z(-) € XM, g (to, X5) oldugu bulunur. O halde, z(-) € U X[ r(to, X5)
olur. z(-) € X[, (to, X5) keyfi secildiginden,
XH (o, X5) C U o r(to, Xs) (6.4.22)

R=1
oldugu elde edilir.
Keyfi R=1,2,... i¢in U}, » C U

ouip Oldugundan, her £ =1,2,... i¢in

XH

plip,R

(to, X5) C X (t0, X5) (6.4.23)
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olur. O halde (6.4.23) den
U p,lip,R tO’X‘;) CcX lzp(t07X5> (6424)

olur. (6.4.22) ve (6.4.24) den, (6.4.20)'nin dogrulugu elde edilir.
Simdi her t € [ty, ] igin

Xiflllp t tO’X‘S U lsz t thXé) (6425)

oldugu kanitlansin.

Keyfi sabitlenmis ¢ € [to, 0] icin keyfi yo € X

Thip(tito, Xs) secilsin. Bu

durumda

Yo = x5(t) = x5 + /f(T, x5(7),uo(7)) d7

to

olacak gekilde x5 € X5 ve ug(:) € Ufhp

vardir. O halde z5(-) € X (9, X;)

p,lip

olur.

zs(-) € X (to, Xs) ve (6.4.20) esitliginin dogrulugu goriildiigiinden, zs(-) €

p,lip

xh

woilip. Ry (0, X5) olacak bi¢imde Ry > 0 sayist vardir. O halde,

Yo € X lszl(t t07X5)

olur. Boylece,
Yo € U A r(tite, X5) (6.4.26)

oldugu elde edilir. t € [to, 0] ve yo € X1

(t;to, Xs) keyfi secildiginden, (6.4.26)
dan her t € [tg, 0] igin

X;zf{lzp(t t07X5 C U plsz(t t07X6) (6427)
R=1

olur.

Simdi, keyfi sabitlenmis ¢ € [to,0] igin keyfi y; € U T r(tito, X5)
almsm. Bu durumda, y; € X[, » (t;t0, X5) olacak bl(;lmde Ry > 0 sayist
vardir. O halde,

y1 = x(t) = zo + / flr,z(r),u(r))dr

114



olacak sekilde zp € X5 ve u(-) € U vardir. Bu durumda

p,lip,Rq
z(-) € XM g, (to, X5) olur.
x(-) € X[, g, (to, Xs) oldugundan, z(-) € U X r(to, X5) olur. O halde

(6.4.20) esitliginden z(-) € X

p,lip
Y1 = ZL‘( ) X;Ilzp

(to, Xg) oldugu bulunur Boylece t € [ty, 0] i¢in
(t;to, Xs) olur. E t;to, Xs) keyfi secildiginden
p lzp R

U pilip, Rl t to, Xd) CX lzp(t; th Xé) (6428)
oldugu elde edilir. (6.4.27) ve (6.4.28) den
U plsz (t;to, Xs) = X;flip(t?toaXé) (6.4.29)

esitliginin dogrulugu goriiliir. m
Onerme 3.2.2 den, her R = 1,2, ... ve her X m(to, Xs) icin, [|z(-) ||l < 7.

dir. Burada r, > 0, (3.2.5) ile tamimhdir. O halde her R =1,2,... i¢in

XH

p,lip,R

(to, X(;) C Bc(o, 7’*)

olur. Burada B(0,r,) kiimesi C ([to, 0] ; R™) uzaymin merkezi orijinde olan
kapali birim yuvaridir.

Yine Onerme 3.2.2 den her R =1,2,... ve her t € [to, 6] icin,

XH

plip,R

(tu to, Xﬁ) C Bn(r*>

olur.

Her R =1,2,... ve her t € [tg, 0] igin

XH

plip,R

(t;t(J’X(S) C X lsz+1(t t07X5> C By (T’*)

oldugundan dolay1, Onerme 2.2.9 ve Onerme 6.4.4 den asagidaki 6nerme elde

edilir.
Onerme 6.4.5 Hert € [ty,0] icin

(t7 t07 X&)

cl (thp(t;to,xaﬁ = lim X1,
esitligi dogrudur.

115



Sonug 2.2.10 ve Onerme 6.4.5 den asagidaki énerme elde edilir.

Onerme 6.4.6 § € (0,00), H € (0,00) ve t € [ty, 0] sabitlenmis olsun. O

zaman her € > 0 i¢in R > R.(t,e,0, H) iken,

ho(XH,

p,lip

(tu tOv X§)7 XH

pilip,R

(t:to, X5)) < & (6.4.30)
olacak bigimde R.(t,e,d, H) > 0 dogal sayist vardar.

Boylece her sabitlenmis H € (0,00) ve t € [t,0] i¢in R Lipschitz sabiti

(t; o, X;5) erigim kiimesi ile X, - (t:tg, X;5)

yeterince biiyiik secildiginde, X R

pilip
erigsim kiimesi arasindaki Hausdorff uzakhig yeteri kadar kiigiik olur. Yani her

sabitlenmig § € (0,00), H € (0,00) ve t € [ty, 0] i¢in

lim h, (X2

Booo p.lip

(t;to, Xs), X

p,lip,R(t; to, X(S)) =0

olur.
Onerme 6.4.6 da verilen € > 0 say1s1 igin (6.4.30) esitsizliginin saglanmasini
garanti eden R, (t,¢,d, H) > 0 sayisi, segilen ¢ € [tg, ] zaman anina da baghdir.

Verilen ¢ > 0 i¢in

5(e) = —— (6.4.31)

3

H(e) = (ﬁ) & (6.4.32)

olsun. Burada rg sayis1 (4.2.2) ile, k., sayist ise (6.2.1) ile tanmlidur.

Onerme 6.1.2, 6.2.1, 6.3.5 ve 6.4.6 dan asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 6.4.7 Her e > 0 i¢in t € [to, 0] iken
hn(Xp(t;toaXo)aXH(E) (t;to, Xse))) <€

p,lip,R(t,€)

olacak bigimde 6 (¢) > 0, H (¢) > 0 ve R (t,e) > 0 vardr.
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Kanit. Verilen € > 0 icin §(¢) says1 (6.4.31) ile, H(e) sayist ise (6.4.32)
ile tanimlanmig olsun. Simdi ¢ € [t, #] alinsin ve sabitlensin.

(6.4.31) ve Onerme 6.1.3 den, ¢ € [to, 0] icin
£
I (Xp(t; o, Xo), Xp(t; to, Xs())) < 6(€) exp(ro) = 3 (6.4.33)

(6.4.32) ve Onerme 6.2.2 den ise, t € [to, 6] icin

. £
I (X (5 to, Xo(e)), Xp' O (t: 10, X)) < AT 3 (6.4.34)

oldugu elde edilir. Burada 7y saywist (4.2.2) ile, k. > 0 saywst (6.2.1) ile
tanmimhidir.

Simdi, R(t,e) = R(t,e,d(¢), H(¢)) olarak alinsin. Burada R(t,¢,0(¢g), H(¢))
sayisi, Onerme 6.4.6 da, § = 6(c), H = H(e) iken

H(e) g, H(e) .
R (Xpgip (60, X52))s Xy 1o ris.e.50), 1) (6 L0y Xo(e)) <

(6.4.35)

Wl M

olacak bicimdeki sayidir.

O halde, (6.4.33), (6.4.34) ve (6.4.35) den, t € [ty, 0] igin

(X (t; 0, Xo), X (t;to, Xse))) <

p,lip,R(t,€)

oldugu elde edilir. m

Boylece pratikte, kontrol fonksiyonlari iizerinde (3.1.2) kisitlamasi olan
(3.1.1) sisteminin X, (¢;to, Xo) (t € [to,6]) erisim kiimesi yerine, verilen ¢ > 0
i¢in 6(¢) > 0, H(e) > 0 ve R(t,e) > 0 parametrelerini uygun bicimde segerek,

X, (t;t0, Xo) kiimesinden Hausdorff uzakhigi ¢ dan biiyiikk olmayan kompakt
XH (e)

plip R(e) (t;to, Xs(o)) (t € [to,0]) kilmesini hesaplamak ige yarar.
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7 SONUC VE ONERILER

Kontrol fonksiyonlar: integral kisith olan kontrol sistemler, genelde enerji
kaynaklariin sinirli oldugu sistemlerin kontrolunda ortaya ¢ikmaktadir. Uzay-
da hareket eden kontrol edilebilir objelerin ve finans kaynakli kontrol edilebilir
ekonomik sistemlerin matematik modellerinde kontrol fonksiyonlari integral
kisith olmaktadir.

Kontrol sistemin erigim kiimeleri, verilen sistem hakkinda onbilgiler elde et-
mek icin kullanilan en onemli yapilardan biridir. Erigim kiimelerinin 6énceden
hesaplanabilirligi, verilen sistem hakkinda bir ¢cok ongoriiyii saglayabilir. Tez
kapsaminda, davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile verilen ve
kontrol fonksiyonlar: integral kisitli olan kontrol sistemin erigim kiimelerinin za-
mana, sistemin basglangic kogullarina ve kontrol sistemin diger parametrelerine
baglantisinin siirekli oldugu goriilmiigtiir. Erigim kiimelerinin verilen baslangig
kosullara ve sistemin diger parametrelerine siirekli baglantilihgi, pratikte veri-
len kontrol sistemlerin matematik modelleri kontrol fonksiyonu integral kisitl
olan ve dogrusal olmayan diferansiyel denklem bigiminde yapilirken, modelleme
siiresinde sistemin ele alinan parametrelerinin ol¢gtimiinde olugabilecek kiigiik
hatalarin, sistemin erigim kiimelerini az etkileyecegini gostermektedir. Diger
bir deyigle, kontrol sistemin erigim kiimeleri, verilen sistem hakkinda onbilgiler
elde etmek ic¢in kullanilan en 6nemli yapilardan biri oldugundan, modelleme
sirasinda sistemin parametrelerinin olgiimiinde olusan kiiclik hatalar, sistem
hakkinda elde edecegimiz onbilgileri az etkiler.

Elde edilen sonuclar davranigi dogrusal olmayan diferansiyel denklem ile
verilen ve kontrol fonksiyonlari integral kisitli olan kontrol sistemin erigim
kiimelerinin yapilandirilmasi i¢in yaklagim yontemi elde etme caligmalarinda

onemli bir yer bulabilir.
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