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ÖZET 
 
 

Yüksek Lisans Tezi 
 

MULTI-AFİN POLİNOM AİLELERİNİN HURWITZ  
KARARLILIĞI 

 
Mediha AKÇAY 

 
Anadolu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 
Matematik Anabilim Dalı 

 
Danışman: Yard. Doç. Dr. Taner BÜYÜKKÖROĞLU 

  2007, 46 sayfa 
 
 

Bu tez çalışmasında multilineer polinomlar ailesinin gürbüz kararlılığı ele 

alınmıştır. Aralık polinomlar ailesi ve polinomlar politopunun gürbüz kararlılığı 

için bilinen sonuçlara değinilmiş ve bu sonuçların multilineer polinomlar ailesinde 

geçerli olmadığı ile ilgili karşıt örnekler verilmiştir. Kenar teoremine göre, bir 

polinomlar politopunda tüm kenarlar kararlıysa polinomlar politopu da kararlıdır. 

Herhangi bir matrisler politopu için kenar teoremi geçerli değildir. Kenar 

teoreminin geçerli olduğu özel bir matrisler politopu incelenmiştir. Multilineer 

polinomlar ailesinin gürbüz kararlılığı için yeter koşul veren dönüşüm teoremi 

(Mapping Theorem) ele alınmış ve ailenin değer kümesine göre dönüşüm 

teoreminin gerek ve yeter koşulu da verdiği özel bir durum incelenmiştir. İki 

parametreli multilineer polinomlar ailesinin kararlılığı araştırılmıştır. Belirsiz 

parametre sayısının düşük olduğu multilineer polinomlar ailesinin kararlılık testi 

için verimli olabilecek bir yöntemden bahsedilmiştir. Bu yöntemle polinom 

denklem sistemlerinin kutu üzerinde çözümünün olup olmadığı incelenebilir. Ele 

alınan multilineer polinomlar ailesi gürbüz kararlı ise bu yöntem sonlu adımda 

sonuç vermektedir. Verilen teoremlerle ilgili örnekler incelenmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler:  Gürbüz Kararlılık, Multilineer Polinomlar Ailesi, Matrisler 

 Politopu 
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In this thesis, the robust stability of the multilineer polynomials family is 

considered. The results which are known in the interval polynomials family and 

polytope of polynomials are given. Counter examples are provided and it is 

determined that this results do not valid in the multilineer polynomials family. 

According to edge theorem; if all edges are stable in the polytope of polynomials, 

polytope of polynomials is stable too. The edge theorem does not valid in the any 

polytope of matrices. A particular polytope of matrices in which the Edge 

Theorem is valid are investigated. The Mapping Theorem which leads to a 

sufficient condition for robust stability of multilineer polynomial family is 

considered. Also it is shown that the Mapping Theorem leads to a necessary and 

sufficient condition for robust stability of particular case according to character of 

value set. A method which can be efficiently for test of stability in the multilineer 

polynomials family whose number of uncertain parameters is low is noticed. This 

method can be use for control whether a system of polynomial equation has a 

solution on a box or not. If the multilineer polynomials family is stable, the 

method results in the finite step. The several examples related with theorems are 

investigated. 

 
Keywords: Robust Stable, Multilineer Polynomials Family, Polytope of Matrices 
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1. G·IR·IŞ

Lineer sistemlerin kararl¬l¬¼g¬n¬n incelendi¼gi problemlerde, sistemin karakte-

ristik polinomunun veya matrisinin kararl¬l¬¼g¬n¬n incelenmesi söz konusu olur.

Bir polinomun (veya matrisin) kararl¬l¬¼g¬ise köklerinin (öz de¼gerlerinin) komp-

leks düzlemdeki yeri ile ilgilidir.

Tan¬m 1.1 D � C basit ba¼glant¬l¬, aç¬k bir bölge ve

p(s) = a0 + a1s+ � � �+ ansn; (an 6= 0) (1.1)

n. dereceden bir polinom olsun. p(s) polinomunun tüm kökleri D bölgesinde

ise bu polinoma D�kararl¬polinom denir.

E¼ger D = fz 2 C : Re z < 0 g ise D�kararl¬l¬k yerine Hurwitz kararl¬l¬k

kullan¬l¬r. Tez boyunca Hurwitz kararl¬l¬k yerine k¬saca kararl¬l¬k kullan¬lacak-

t¬r.

Bir n� n lik reel kare matrisin kararl¬l¬¼g¬, o matrisin karakteristik polino-

munun kararl¬l¬¼g¬na denktir. Amatrisi n�n lik bir reel matris ise, Amatrisinin

kararl¬olmas¬için gerekli ve yeterli koşul pA(s) = det(sI � A) polinomunun

kararl¬olmas¬d¬r.

Bir polinomun kökleri nümerik yöntemlerle yaklaş¬k olarak hesaplanabilmek-

tedir. Denklem (1.1) ile verilen polinomun kökleri olan s1; s2; :::; sn bulu-

narak her i = 1; 2; :::; n için Re si < 0 koşulunu sa¼glay¬p sa¼glamad¬¼g¬kontrol

edililebilir ve polinomun kararl¬l¬¼g¬belirlenebilir. Bu polinomun kararl¬l¬¼g¬n¬

araşt¬rmada kullan¬lan baz¬önemli özellikler ve teoremler aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Yard¬mc¬Teorem 1.1 p(s) (1:1) polinomu kararl¬ ise tüm katsay¬lar¬ ayn¬

işaretlidir.

Kan¬t. p(s) polinomunun kökleri si (i = 1; 2; :::; n) için

p(s) = an
nQ
i=1

(s� si)

şeklinde yaz¬labilece¼ginden ve Re si < 0 (i = 1; 2; :::; n) oldu¼gundan tüm kat-

say¬lar ayn¬i̧saretlidir.
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Tan¬m 1.2 p(s) (1:1) polinomu verilsin.

H(p) =

0BBBBBBBBBBBB@

an�1 an�3 an�5 � � � � � �

an an�2 an�4 � � � � � �

0 an�1 an�3 an�5 � � �

0 an an�2 an�4 � � �
...

...
...

. . .
...

0 0 � � � a2 a0

1CCCCCCCCCCCCA
n�n

matrisine p(s) polinomunun Hurwitz matrisi denir.

Teorem 1.1 p(s) (1:1) polinomunun kararl¬olmas¬için gerekli ve yeterli koşul

H1 = (an�1)

H2 =

0@ an�1 an�3

an an�2

1A

H3 =

0BBB@
an�1 an�3 an�5

an an�2 an�4

0 an�1 an�3

1CCCA
...

Hn = H(p)

olmak üzere her i = 1; 2; : : : ; n için det Hi > 0 olmas¬d¬r [1].

p(s) = a0 + a1s+ � � �+ an�1sn�1 + sn (1.2)

monik polinomu kararl¬ ise Yard¬mc¬Teorem 1.1�e göre a0; a1; : : : ; an�1 kat-

say¬lar¬pozitiftir.

a0; a1; : : : ; an�1 katsay¬lar¬n¬n pozitif oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda

Teorem 1.1 kullan¬larak aşa¼g¬daki sonuçlar elde edilebilir.

i) n = 1 veya n = 2 ise (1.2) polinomu kararl¬d¬r

ii) n = 3 ise (1.2) polinomu kararl¬d¬r , a0 < a1a2

iii) n = 4 ise (1.2) polinomu kararl¬d¬r ,

a21 + a0a
2
3 < a1a2a3 (1.3)
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iv) n = 5 ise (1.2) polinomu kararl¬d¬r ,

a2 < a3a4

a22 + a1a
2
4 < a0a4 + a2a3a4

a20 + a1a
2
2 + a

2
1a
2
4 + a0a

2
3a4 < a0a2a3 + 2a0a1a4 + a1a2a3a4:

Bundan başka, bir polinomun kararl¬l¬¼g¬ kompleks düzlemde oluşturulan

bir e¼gri yard¬m¬yla da belirlenebilir. ! 2 R olmak üzere s = j! (1.1) polino-

munda yerine yaz¬ld¬¼g¬nda p(j!) kompleks say¬s¬elde edilir. p(j!)�nin argü-

menti ]p(j!) ile gösterilsin.

Teorem 1.2

p(s) = a0 + a1s+ � � �+ ansn; (an > 0) (1.4)

polinomunun kararl¬olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul 0 � ! için aşa¼g¬daki

ifadelerin sa¼glanmas¬d¬r.

i) p(j0) = a0 > 0:

ii) ]p(j!), !�n¬n artan fonksiyonudur. !, 0 dan1�a de¼giştirildi¼ginde p(j!)
e¼grisi orjini saat yönünün tersi yönünde çevreler. ! !1 iken ]p(j!)�nin
toplam de¼gişimi n�2 dir [2].

Kararl¬l¬k problemlerinde genellikle bir tek polinom veya matris söz konusu

olmamaktad¬r. Katsay¬lar¬(girdileri) s¬n¬rl¬aral¬klarda de¼gi̧sen parametrelerin

fonksiyonlar¬ndan oluşan polinomlar (matrisler) ortaya ç¬kar. Bu paramet-

relere belirsizlik parametreleri, parametrelerin bulundu¼gu kümeye ise belirsizlik

kümesi denir. q ile belirsizlik parametresi, Q � Rm ile de berlisizlik kümesi

gösterilsin. Bu durumda

ai : Q! R (i = 0; 1; :::; n) olmak üzere

p(s;q) = a0(q) + a1(q)s+ � � �+ an(q)sn (1.5)

polinomlar¬ndan oluşan

P = fp(:;q) : q 2 Qg (1.6)

kümesine polinomlar ailesi denir. Her q 2 Q için an(q) 6= 0 ise P de¼gi̧smez

dereceli polinomlar ailesi olarak adland¬r¬l¬r.
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Tan¬m 1.3 P (1:6) polinomlar ailesindeki tüm polinomlar kararl¬ ise P ye

gürbüz kararl¬d¬r denir.

Bir matris ailesindeki tümmatrisler kararl¬ise bu matris ailesi gürbüz karar-

l¬d¬r.

P (1.6) polinomlar ailesinin gürbüz kararl¬l¬¼g¬n¬araşt¬rmada her q 2 Q için

p(s;q) polinomunun kararl¬l¬¼g¬n¬n kontrol edilmesi genelde mümkün de¼gildir.

Baz¬ polinom ailelerinde P�nin bir alt kümesinin gürbüz kararl¬l¬¼g¬, P�nin

gürbüz kararl¬l¬¼g¬n¬gerektirir. Bu alt kümeler P�nin test kümesi olarak ad-

land¬r¬l¬r.

Aşa¼g¬da tan¬mlanan aral¬k polinomlar ailelesinin kararl¬l¬¼g¬, bu aileden seçilmi̧s

dört tane polinomdan oluşan test kümesi yard¬m¬yla belirlenebilmektedir.

Her i = 0; 1; :::; n için q�i � q+i olacak şekilde q�i ; q+i 2 R verilsin.

Q = fq 2Rn+1 : q�i � qi � q+i ; i = 0; 1; :::; ng (1.7)

kutusunu ele alal¬m. i = 0; 1; :::; n için ai(q) = qi olarak tan¬mlanm¬̧s ise

P = fp(:;q) : p(s;q) = q0 + q1s+ � � �+ qnsn;q 2 Qg (1.8)

polinom ailesine aral¬k polinomlar ailesi denir. Aral¬k polinomlar ailesi (1.8)

verildi¼ginde

K1(s) = q�0 + q
�
1 s+ q

+
2 s

2 + q+3 s
3 + q�4 s

4 + q�5 s
5 + q+6 s

6 + � � �

K2(s) = q+0 + q
+
1 s+ q

�
2 s

2 + q�3 s
3 + q+4 s

4 + q+5 s
5 + q�6 s

6 + � � �

K3(s) = q+0 + q
�
1 s+ q

�
2 s

2 + q+3 s
3 + q+4 s

4 + q�5 s
5 + q�6 s

6 + � � �

K4(s) = q�0 + q
+
1 s+ q

+
2 s

2 + q�3 s
3 + q�4 s

4 + q+5 s
5 + q+6 s

6 + � � �

şeklinde tan¬mlanan n: dereceden K1(s); K2(s); K3(s); K4(s) polinomlar¬na

Kharitonov polinomlar¬denir.

Teorem 1.3 (Kharitonov) P (1:8) de¼gişmez dereceli aral¬k polinomlar ailesi

verilsin. P�nin gürbüz kararl¬olmas¬ için gerek ve yeter koşul K1(s); K2(s);

K3(s); K4(s) Kharitonov polinomlar¬n¬n kararl¬olmas¬d¬r [3].
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Kharitonov teoreminin 0 2 [q�n ; q+n ] (q�n < q+n ) olmas¬durumunda da geçerli

oldu¼gu [4] çal¬̧smas¬nda gösterilmi̧stir.

P (1.8) aral¬k polinomlar ailesinin gürbüz kararl¬olup olmad¬¼g¬n¬n K1(s);

K2(s); K3(s); K4(s) polinomlar¬ ile belirlenebilmesi Kharitonov teoreminin

gücünü göstermektedir.

Kharitonov teoreminin orjinal ispat¬ndan farkl¬bir ispat¬Barmish [1] taraf¬n-

dan verilmi̧stir. Bu yeni ispatta kullan¬lan ve di¼ger polinom ailelerinin gür-

büz kararl¬l¬¼g¬problemlerinde de oldukça i̧se yarayan baz¬kavram ve özellikler

aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Tan¬m 1.4 P (1:6) polinomlar ailesi verilsin. ! 2 R olmak üzere

p(j!;Q) = fp(j!;q) : q 2 Qg

kümesine P�nin ! 2 R deki de¼ger kümesi denir.

Burada

p(j!;q) = (a0(q)� a2(q)!2 + � � � ) + j!(a1(q)� a3(q)!2 + � � � )

= (a0(q)� a2(q)!2 + � � � )� j!(a1(q)� a3(q)!2 + � � � )

= p(�j!;q)

dir. Buna göre reel katsay¬l¬ polinomlar¬n herhangi bir ! 2 R deki de¼ger

kümesi, �! daki de¼ger kümesinin x�eksenine göre simetri¼gidir.

Teorem 1.4 Q � Rm yol ba¼glant¬l¬ ve i = 0; 1; :::; n için ai : Q � Rm !

R sürekli olmak üzere P (1:6) de¼gişmez dereceli polinom ailesi verilsin. Bu

durumda öyle si : Q ! C (i = 1; 2; :::; n) sürekli fonksiyonlar¬vard¬r ki, her

q 2 Q için p(s;q) polinomunun kökleri s1(q); s2(q); :::; sn(q) dir [5].

Teorem 1.5 (S¬f¬r¬·Içermeme Prensibi) Q � Rm yol ba¼glant¬l¬ ve i =

0; 1; :::; n için ai : Q � Rm ! R sürekli olmak üzere P (1:6) de¼gişmez dereceli

polinomlar ailesi verilsin. P�de en az bir kararl¬p(s;q0) polinomu bulunsun. P

polinomlar ailesinin gürbüz kararl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul her 0 � !

için 0 =2 p(j!;Q) olmas¬d¬r [1].
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P (1.8) aral¬k polinomlar ailesinin ! 2 R deki de¼ger kümesi kompleks

düzlemde köşeleri K1(j!); K2(j!); K3(j!); K4(j!) olan, eksenlere paralel bir

dikdörtgendir.

Bir polinom ailesinin s¬f¬r¬içermeme prensibi yard¬m¬yla gürbüz kararl¬l¬¼g¬

araşt¬r¬l¬rken, tüm 0 � ! için de¼ger kümesinin incelenmesine gerek yoktur. P

aral¬k polinomlar ailesinde

!c = 1 +
maxfq+0 ; q+1 ; :::; q+n�1g

q�n
(1.9)

olmak üzere !c den büyük ! lardaki de¼ger kümeleri s¬f¬r¬içermez [5].

Bir di¼ger önemli polinomlar ailesi ise polinomlar politopudur. i = 1; 2; :::; k

için qi 2 Rm olmak üzere

Q = fq 2 Rm : q =
kX
i=1

�iqi;
kX
i=1

�i = 1; �i � 0 (i = 1; 2; :::; k)g (1.10)

kümesini ele alal¬m. Bu kümeye fq1;q2; :::;qkg kümesinin konveks zarf¬denir

veQ =convfq1;q2; :::;qkg ile gösterilir. Ayr¬caRm �deki sonlu say¬da noktadan

oluşan bir kümenin konveks zarf¬na politop denir.

Bir politopun köşesi ve kenar¬şu şekilde tan¬mlan¬r. q 2 Q verilsin. q =

�x + (1� �)y olacak şekilde x;y 2 Q, x 6= y ve � 2 (0; 1) bulunam¬yor ise q

noktas¬na Q politopunun köşe noktas¬denir. a ve b noktalar¬Q politopunun

birbirinden farkl¬iki köşe noktas¬olsun.

E = fq 2 Q : q =�a+ (1� �)b, � 2 [0; 1]g

olarak tan¬mlayal¬m. E do¼gru parças¬na ait olmayan her x;y 2 Q noktalar¬

için

E \ fq 2 Q : q =�x+ (1� �)y, � 2 [0; 1]g = ;

ise E do¼gru parças¬na Q politopunun bir kenar¬d¬r denir. Q (1.7) kutusunun

köşe noktalar¬; q = (q0; q1; :::; qn), qi = q�i veya qi = q+i (i = 0; 1; :::; n) for-

mundad¬r. Buna göreQ kutusunun 2n+1 tane köşesi vard¬r. Ayr¬ca bu kutunun

herhangi bir kenar¬k 2 f0; 1; :::; ng olmak üzere

E = fq 2 Q : q�k � qk � q+k ; i 6= k için qi = q�i veya qi = q+i (i = 0; 1; :::; n)g

6



şeklinde verilebilece¼ginden, Q nun (n + 1).2n tane kenar¬vard¬r. Ancak her-

hangi bir politopun köşelerinin ve kenarlar¬n¬n belirlenmesi ayr¬bir problemdir.

p(s) (1.1) polinomuna (a0; a1; :::; an) 2 Rn+1 vektörü kaŗs¬l¬k getirilebilir.

p1(s); :::; pk(s) polinomlar¬n:dereceden olsun. Bu polinomlar¬n katsay¬lar¬na

kaŗs¬l¬k gelen vektörler s¬ras¬yla q1;q2; :::;qk 2 Rn+1 iseQ =convfq1;q2; :::;qkg

olmak üzere

P = fp(:;q) : p(s;q) = q0 + q1s+ � � �+ qnsn; q 2Qg

kümesine polinomlar politopu denir. Bir P polinomlar politopunun kararl¬l¬¼g¬

aşa¼g¬da verilen Kenar teoremi [6] kullan¬larak araşt¬r¬labilir.

Teorem 1.6 (Kenar Teoremi) P de¼gişmez dereceli polinomlar politopu ve-

rilsin. P�nin gürbüz kararl¬olmas¬için gerekli ve yeterli koşul Q politopunun

her bir kenar¬için bu kenara karş¬l¬k gelen Q�nun qi1 ; qi2 köşe noktalar¬nda

pi1;i2(s; �) = �p(s; q
i1) + (1� �)p(s; qi2); � 2 [0; 1] (1.11)

polinomlar¬n¬n kararl¬olmas¬d¬r.

Denklem (1.11) ile verilen polinomlar¬n kümesine polinom segmenti denir.

Bu segmentin kararl¬l¬¼g¬ ise aşa¼g¬da verilen Yard¬mc¬Teorem 1.2 ile kontrol

edilir [7].

p1(s) ve p2(s) n. dereceden iki polinom olsun. ! 2 R olmak üzere

fz 2 C : z = �p1(j!) + (1� �)p2(j!); � 2 [0; 1]g

kümesi kompleks düzlemde bir do¼gru parças¬belirtir.

p1(j!) = (a0 � a2!2 + � � � ) + j(a1! � a3!3 + � � � )

olaca¼g¬ndan i = 1; 2 için pi(j!) n¬n reel k¬sm¬pei (!) ve imajiner k¬sm¬p
o
i (!) ile

gösterilsin. Bu durumda pi(j!) = pei (!)+ jp
o
i (!) (i = 1; 2) şeklinde yaz¬labilir.

Yard¬mc¬Teorem 1.2 (Segment Lemma) p1(s) ve p2(s) n. dereceden po-

zitif katsay¬l¬, kararl¬iki polinom olsun.

L = fp(:; �) : p(s; �) = �p1(s) + (1� �)p2(s); � 2 [0; 1]g

7



polinom segmentine ait bir polinomun s = j! (imajiner) köke sahip olmas¬

için gerek ve yeter koşul

pe1(j!)p
o
2(j!)� po1(j!)pe2(j!) = 0 (1.12)

pe1(j!)p
e
2(j!) � 0 (1.13)

po1(j!)p
o
2(j!) � 0 (1.14)

sa¼glanmas¬d¬r [7].

Aral¬k polinomlar ailesi ve polinomlar politopundan daha geni̧s bir aile olan

multilineer (multi-a�n) polinomlar ailesini tan¬mlayal¬m.

Tan¬m 1.5 f : Q � Rm ! R fonksiyonu verilsin. f fonksiyonu her i =

1; 2; :::;m için q 2 Q�nun qi bileşeni d¬̧s¬ndaki di¼ger bileşenler sabit olmak

üzere qi�ye göre a�n ise f fonksiyonuna multilineer fonksiyon denir.

ak : Q! R fonksiyonlar¬her k = 0; 1; :::; n için multilineer fonksiyonlar ise

P (1.6) polinomlar ailesine multilineer polinomlar ailesi denir.

E¼ger Q belirsizlik kümesi bir kutu ise f : Q! R multilineer fonksiyonunun

maksimum ve minimum de¼gerini veren önemli bir teorem aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Teorem 1.7 Q (1.7) kutusu verilsin. qi (i = 1; 2; 3:::; 2n+1) ile Q kutusunun

köşeleri gösterilsin. f : Q! R multilineer bir fonksiyon ise

min
q2Q

f(q) = min
1�i�2n+1

f(qi) ve max
q2Q

f(q) = max
1�i�2n+1

f(qi)

dir (Yani f , maksimum ve minimum de¼gerlerini Q�nun köşe noktalar¬nda al¬r)

[1].

Bu ailenin gürbüz kararl¬l¬¼g¬n¬n incelenmesi 3. ve 4. bölümlerde ayr¬nt¬l¬

olarak ele al¬nacakt¬r.

Polinomlar ailesinde oldu¼gu gibi bir matrisin girdileri de parametrelere ba¼gl¬

olabilir. Örne¼gin, her i; j = 1; 2; :::; n için q�ij � q+ij olacak şekilde q
�
ij ; q

+
ij 2 R

8



verilsin. q 2Rn2 ve q�ij � qij � q+ij olmak üzere

A(q) =

0BBBBBB@
q11 q12 : : : q1n

q21 q22 : : : q2n
...

...
. . .

...

qn1 qn2 : : : qnn

1CCCCCCA
matrislerinden oluşan A kümesi verilsin. A kümesine aral¬k matrisler ailesi

denir.

2� 2 lik

A(q) =

0@ q11 q12

q21 q22

1A ; q�ij � qij � q+ij (i; j = 1; 2)
matris ailesi ele al¬nd¬¼g¬nda, A(q)�nun karakteristik polinomu p(s;q) = (q11q12�

q21q22)� (q11 + q22)s+ s2 dir. Bu polinomun katsay¬lar¬multilineer fonksiyon-

lard¬r. p(s;q) polinomunun derecesi 2 ve başkatsay¬s¬pozitif oldu¼gundan, A(q)

matris ailesinin gürbüz kararl¬olmas¬için gerekli ve yeterli koşul tüm köşe mat-

rislerinin (Q�nun köşelerine kaŗs¬l¬k gelen matrislerin) kararl¬olmas¬d¬r. [8] de

12 tane özel olarak belirlenmi̧s köşe matrisi için ayn¬sonucun geçerli oldu¼gu

gösterilmi̧stir.

n � 3 olmas¬durumunda ise Q nun köşelerine kaŗs¬l¬k gelen matrislerin

kararl¬l¬¼g¬, n � n lik aral¬k matris ailelerinin gürbüz kararl¬l¬¼g¬için yeterli ol-

mamaktad¬r [1].

A = convfA1; A2; :::; Akg

= fA : A =
kX
i=1

�iAi;

kX
i=1

�i = 1; �i � 0 (i = 1; 2; ::; k)g

matrisler politopu verildi¼ginde polinomlar politopunun gürbüz kararl¬l¬¼g¬nda

kullan¬lan Kenar teoremi bu matris ailesi için geçerli de¼gildir [9].

9



2. KENAR TEOREM·IN·IN GEÇERL·I
OLDU¼GU B·IR MATR·ISLER POL·ITOPU

A1; A2, :::; Ak matrisleri n� n lik reel, kararl¬matrisler olsun.

A = convfA1; A2; :::; Akg

= fA : A =
kX
i=1

�iAi;

kX
i=1

�i = 1; �i � 0 (i = 1; 2; ::; k)}

matrisler politopunun gürbüz kararl¬l¬¼g¬genel bir problemdir. Burada

Rank (Ai � Aj) = 1 (i; j = 1; 2; :::; k ve i 6= j)

olanAmatrisler politopunun kararl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul verilecektir

[10]. Gerekli baz¬tan¬m ve özellikler aşa¼g¬da verilmi̧stir.

A n� n lik reel matrisinin öz de¼gerleri �1; �2; :::,�n ise bu matrisin deter-

minant¬öz de¼gerlerinin çarp¬m¬na eşittir. Yani

detA = �1�2:::�n

dir. In ile n�n lik birim matrisi gösterilsin. � 2 C, A matrisinin bir öz de¼geri

olsun. Bu durumda Ax = �x olacak şekilde x 2 Cn vard¬r. Buna göre

(In + A)x= x+ Ax

= x+ �x

= (1 + �)x

olaca¼g¬ndan (1 + �) kompleks say¬s¬(In + A) n¬n öz de¼geridir.

Teorem 2.1 m � n olmak üzere A, m� n lik ve B, n�m lik iki reel matris

olsun. Bu durumda pBA(s) = sn�mpAB(s) dir [11].

Bu teoreme göre BA matrisinin n �m tane 0 öz de¼geri vard¬r ve m tane

özde¼geri ise AB matrisinin öz de¼gerleri ile ayn¬d¬r. AB matrisinin öz de¼gerleri


1; 
2; ....,
m ise BA matrisinin öz de¼gerleri 
1; 
2; ....,
m ve di¼ger n�m tane

10



özde¼geri 
m+1 = 0; ...,
n = 0 d¬r.

det(Im + AB) = (1 + 
1):::(1 + 
m)

det(In +BA) = (1 + 
1):::(1 + 
m)(1 + 0):::(1 + 0)| {z }
n�m tane

det(Im + AB) = det(In +BA)

oldu¼gu görülür.

A(fjg0; fig0) ile A matrisinin j: sat¬r ve i: sütununun silinmesiyle elde edilen

A n¬n alt matrisini gösterilsin.

bij = (�1)i+j detA(fjg0; fig0)

ile tan¬mlanan n�n lik B = (bij) matrisinin transpozuna A n¬n adjointi denir

ve adjA ile gösterilir. A matrisi için

(adjA)A = A(adjA) = (detA)In (2.1)

dir [11]. E¼ger A matrisi terslenebilir bir matris ise (detA 6= 0), A matrisinin

tersi A�1 için

A�1 =
1

detA
adjA

oldu¼gu (2.1) eşitli¼gi kullan¬larak gösterilebilir.

Bir m � n lik A matrisinin rank¬, bu matrisin lineer ba¼g¬ms¬z sat¬r veya

sütun say¬s¬olarak tan¬mlanabilir ve Rank(A) ile gösterilir. E¼ger Rank(A)= 1

ise A = x yT olacak şekilde x 2 Rm; y 2 Rn vard¬r (yT ile y nin transpozu

gösterilmektedir).

Bu tan¬m ve özellikler kullan¬larak aşa¼g¬daki teorem verilebilir.

Teorem 2.2 Her i = 1; 2; :::; k için n � n lik reel A1; A2; :::; Ak matrisleri

Rank(Ai � Aj) = 1 (i; j = 1; 2; :::; k ve i 6= j) olacak şekilde verilsin.

A =convfA1; A2; :::; Akg olmak üzere A�n¬n gürbüz kararl¬ olmas¬ için gerek

ve yeter koşul i; j = 1; 2; :::; k ve i 6= j için Ai;j =convfAi; Ajg alt ailelerinin

kararl¬olmas¬d¬r.
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Kan¬t. ): A gürbüz kararl¬ise i; j = 1; 2; :::; k ve i 6= j için

Ai;j =convfAi; Ajg alt ailelerinin kararl¬olmas¬aç¬kt¬r.

(: A 2 A olsun. Bu durumda A = �1A1+ � � �+�kAk olacak şekilde
kP
i=1

�i = 1;

�i � 0 (i = 1; 2; ::; k) skalerleri vard¬r.

A0 = A1 olsun (A2; :::; Ak matrislerinden herhangi biri al¬nabilir).

Rank(Ai � Aj) = 1 (i; j = 1; 2; :::; k ve i 6= j) oldu¼gundan i = 1; 2; :::; k için

Ai = A0 + b�
T
i

olacak şekilde �i 2 Rn ve sabit bir b 2 Rn vektörü vard¬r.

A = �1A1 + � � �+ �kAk

= �1(A0 + b�
T
1 ) + � � �+ �k(A0 + b�Tk )

= A0 + b
kX
i=1

�i�
T
i

şeklinde ifade edilebilir. A matrisinin karakteristik polinomu

pA(s) = det(sI � A)

= det(sI � A0 � b
kX
i=1

�i�
T
i )

= det

"
(sI � A0)

 
I � (sI � A0)�1b

kX
i=1

�i�
T
i

!#

= det(sI � A0)
"
1�

kX
i=1

�i�
T
i (sI � A0)�1b

#

= det(sI � A0)�
kX
i=1

�i�
T
i adj(sI � A0)b

olarak elde edilir. A0 matrisinin karakteristik polinomu pA0(s) ve pi(s) =

�Ti adj(sI � A0)b (i = 1; 2; :::; k) polinomlar¬ için, A matrisinin karakteristik

polinomu

pA(s) = pA0(s)�
kX
i=1

�i pi(s)

şeklinde ifade edilebilir.

Bir Ai (i = 1; 2; :::; k) matrisinin karakteristik polinomu

pAi(s) = pA0(s)� pi(s)
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dir. Di¼ger taraftan i; j = 1; 2; :::; k ve i 6= j için

Ai;j = convfAi; Ajg

= fA : A = �Ai + (1� �)Aj; � 2 [0; 1]g

oldu¼gundan A 2 Ai;j matrisinin karakteristik polinomu � 2 [0; 1] olmak üzere

pA = pA0(s)� (�pi(s) + (1� �)pj(s))

= �(pA0(s)� pi(s)) + (1� �)(pA0(s)� pj(s))

= �pAi(s) + (1� �)pAj(s)

oldu¼gu görülür. Buna göre A =convfA1; A2; :::; Akg matrisler politopunun

gürbüz kararl¬l¬¼g¬

convfpA1(s); pA2(s); :::; pAk(s)g (2.2)

polinomlar politopunun gürbüz kararl¬l¬¼g¬na denktir. convfAi; Ajg (i; j =

1; 2; :::; k ve i 6= j) kararl¬oldu¼gundan Kenar teoremine göre (2.2) ailesi gürbüz

kararl¬d¬r. Yani A matrisler politopu gürbüz kararl¬d¬r.

Örnek 2.1

A1 =

0BBB@
�4 �6 �3

0 �3 1

�3 �1 �4

1CCCA ; A2 =
0BBB@
�4 �3 �4

0 �3 1

�3 �4 �3

1CCCA ; A3 =
0BBB@
�1 �5 1

0 �3 1

�6 �2 �8

1CCCA
matrisleri verilsin.

A =convfA1; A2; A3g matris politopu için;

Rank (A2 � A1) = Rank

0BBB@
0 3 �1

0 0 0

0 �3 1

1CCCA = 1

Rank (A3 � A1) = Rank

0BBB@
3 1 4

0 0 0

�3 �1 �4

1CCCA = 1

Rank (A3 � A2) = Rank

0BBB@
3 �2 5

0 0 0

�3 2 �5

1CCCA = 1
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dir.

A2 = A1 +

0BBB@
�1

0

1

1CCCA�0 �3 1
�

A3 = A1 +

0BBB@
�1

0

1

1CCCA��3 �1 4
�

yaz¬labilir.

A1; A2; A3 matrislerine karş¬l¬k gelen karakteristik polinomlar

pA1(s) = 7 + 32s+ 11s2 + s3;

pA2(s) = 7 + 25s+ 10s2 + s3;

pA3(s) = 14 + 43s+ 12s2 + s3

kararl¬d¬r.

A 2 convfA1; A2g ise

A(�) =

0BBB@
�4 �3� 3� �4 + �

0 �3 1

�3 �4 + 3� �3� �

1CCCA ; � 2 [0; 1]
yaz¬labilir. A(�) matrisine karş¬l¬k gelen karakteristik polinom

p(s; �) = 7 + (25 + 7�)s+ (10 + �)s2 + s3

dir ve (1.3) sonucu kullan¬l¬rsa her � 2 [0; 1] için

0 < 243 + 95�+ 7�2

oldu¼gundan convfA1; A2g kararl¬d¬r.

Di¼ger ikililere karş¬l¬k gelen karakteristik polinomlar

convfA1; A3g için p(s; �) = (14� 7�) + (43� 11�)s+ (12� �)s2 + s3

0 < 502� 168�+ 11�2; � 2 [0; 1]
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convfA2; A3g için p(s; �) = (14� 7�) + (43� 18�)s+ (12� 2�)s2 + s3

0 < 502� 295�+ 36�2; � 2 [0; 1]

dir.

Teorem 2.2 ye göre P matris politopu gürbüz kararl¬d¬r (Şekil 2.1).

Şekil 2.1: A matris ailesinin öz de¼gerleri.
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3. MULT·IL·INEER POL·INOM A·ILELER·IN·IN
KARARLILI¼GI

Q � Rm köşeleri fq1;q2; :::;q2mg olan bir kutu ve i = 0; 1; :::; n için

ai : Q! R multilineer fonksiyonlar olmak üzere

p(s;q) = a0(q) + a1(q)s+ � � �+ an(q)sn (3.1)

P = fp(:;q) : q 2Qg multilineer polinomlar ailesi verilsin. Q nun köşelerine

kaŗs¬l¬k gelen polinomlar¬n kararl¬olmas¬P �nin gürbüz kararl¬l¬¼g¬için yeterli

olmad¬¼g¬gibi, Kenar teoremi de geçerli de¼gildir [1].

Örnek 3.1 0 � q1 � 1; 0 � q2 � 3 olmak üzere

p(s;q) = s4 + (q1 + q2 + 2:56)s
3 + (q1q2 + 2:06q1 + 1:56q2 + 2:871)s

2

+(1:06q1q2 + 4:841q1 + 1:561q2 + 3:164)s

+(4:032q1q2 + 3:773q1 + 1:985q2 + 1:853)

4. dereceden multilineer polinomlar ailesinin tüm köşe ve kenar polinomlar¬

kararl¬d¬r.

Di¼ger taraftan bu polinom ailesinin ! = 1:33 deki de¼ger kümesinin s¬f¬r¬içerdi¼gi

görülmektedir (Şekil 3.1).

Şekil 3.1: Q nun karars¬z noktalar¬, ! = 1:33 deki de¼ger kümesi.
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Buna göre q = (0:5; 1) noktas¬al¬n¬rsa, karş¬l¬k gelen polinom

p(s) = s4 + 4:06s3 + 5:961s2 + 7:676s+ 7:741

= (s+ 2:2389)(s+ 1:8263)(s� 0:0026 + j1:376)

(s� 0:0026� j1:376)

dir ve bu polinom s = 0:0026 � j1:376 köküne sahip oldu¼gu için karars¬zd¬r.

Dolay¬s¬yla aile gürbüz kararl¬de¼gildir.

Şekil 3.1 de görüldü¼gü gibi, multilineer polinomlar ailelerinin bir ! 2 R�deki

de¼ger kümesinin bulunmas¬aral¬k polinomlar ailesi ve polinomlar polito-puna

göre çok daha zordur.

P (3.1) multilineer polinomlar ailesini kapsayan bir aral¬k polinomlar ailesi

bulunabilir. i = 0; 1; :::; n için

��i = min
q2Q

ai(q) = min
1�k�2m

ai(q
k);

�+i = max
q2Q

ai(q) = max
1�k�2m

ai(q
k)

olarak tan¬mlans¬n. P 0 = fp(:; r) :
nP
i=0

ris
i; ��i � ri � �+i (i = 0; 1; :::; n)g

olsun. P � P 0 oldu¼gundan P 0 aral¬k polinomlar ailesi gürbüz kararl¬ ise P

multilineer polinomlar ailesi de gürbüz kararl¬d¬r. P 0 gürbüz kararl¬de¼gilse P

için bir şey söylenemez.

Örnek 3.2 i = 1; 2 için jqij � 0:25 olsun.

p(s;q) = s4 + (0:2q1q2 + 0:1q1 � 0:1q2 + 5)s3 + (3q1q2 � 4q2 + 6)s2

+ (6q1 + 8q2 + 6)s+ (�3q1q2 + 0:5)

polinomunun katsay¬lar¬n¬n de¼gişim aral¬klar¬bulundu¼gunda

~p(s;q) = s4 + [4:9475; 5:0375]s3 + [4:8125; 7:1875]s2

+[2:5; 9:5]s+ [0:3125; 0:6875]
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aral¬k polinomlar ailesi elde edilir. Bu ailenin Kharitonov polinomlar¬

K1(s) = 0:3125 + 2:5s+ 7:1875s2 + 5:0375s3 + s4

K2(s) = 0:6875 + 9:5s+ 4:8125s2 + 4:9475s3 + s4

K3(s) = 0:6875 + 2:5s+ 4:8125s2 + 5:0375s3 + s4

K4(s) = 0:3125 + 9:5s+ 7:1875s2 + 4:9475s3 + s4

kararl¬d¬r. Aral¬k polinomlar ailesi gürbüz kararl¬oldu¼gundan multilineer poli-

nomlar ailesi de gürbüz kararl¬d¬r.

Örnek 3.3 q1 2 [1; 2], q2 2 [0; 1] verilsin.

p(s;q) = q1q2 + (1 + q1)s+ q1s
2 + s3

polinomunun genişletilmesiyle elde edilen aral¬k polinomlar ailesi

~p(s;q) = [0; 2] + [2; 3]s+ [1; 2]s2 + s3

dir ve bu polinomlar ailesi gürbüz kararl¬de¼gildir. p(s;q) nun katsay¬fonksiy-

onlar¬ele al¬nd¬¼g¬nda her q 2 [1; 2]� [0; 1] için 0 < (1+q1)q1�q1q2 oldu¼gundan

bu multilineer polinomlar ailesi gürbüz kararl¬d¬r.

Bir P (3.1) multilineer polinomlar ailesinin kararl¬l¬¼g¬n¬n araşt¬r¬lmas¬nda

dönüşüm teoremi önemli bir yer tutar.

Teorem 3.1 (Dönüşüm Teoremi) Q � Rm köşeleri fq1;q2; :::;q2mg olan

bir kutu ve P = fp(:;q) : q 2Qg de¼gişmez dereceli multilineer polinomlar ailesi

verilsin. p(s;q0) kararl¬polinomu P ailesine ait olsun. E¼ger her ! � 0 için

0 =2 convfp(j!;qi) : i = 1; 2; :::; 2mg

ise P multilineer polinomlar ailesi gürbüz kararl¬d¬r [1].

Teorem 3.2 z kompleks say¬s¬ convfp(j!;qi) : i = 1; 2; :::; 2mg politopunun

kenar¬na ait bir nokta olsun. E¼ger z 2 p(j!;Q) ise p(j!;q) = z olacak şekilde

Q�nun kenar¬üzerinde bir q 2Q vard¬r [12].
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Teorem 3.1 multilineer ailenin gürbüz kararl¬l¬¼g¬için yeter koşul vermekte-

dir.

Örnek 3.4 �2:4780 � q1 � �1:4471, �0:0518 � q2 � �0:0194,

�0:0026 � q3 � �0:0012, 2 � q4 � 3:437 olmak üzere

p(s;q) = s3 + (�q2 � q3 � q1)s2 + (q1q2 + q2q3 + 0:7115q4 + q1q3)s

�q1q2q3 � 0:7115q1q4

= (s� q1)(s2 � (q2 + q3)s+ q2q3 + 0:7115q4)

polinomunun birinci çarpan¬ kararl¬d¬r. ·Ikinci çarpan¬n katsay¬lar¬ ise pozi-

tiftir. Buna göre p(s;q) kararl¬d¬r.

Bu aile için dönüşüm teoremi uygulan¬rsa, ! = 1:3 deki p(1:3j;Q) de¼ger

kümesinin konveks zarf¬s¬f¬r¬içerir (Şekil 3.2).

Şekil 3.2: conv p(1:3j;Q)

Her ! � 0 için p(j!;Q) konveks küme ise bu teorem P (3.1) ailesinin

gürbüz kararl¬l¬¼g¬için gerek ve yeter koşul verir.
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3.1. ·Iki Parametreli Multilineer Polinom Ailelerinin
Kararl¬l¬¼g¬

Q = f(q1; q2) : q�1 � q1 � q+1 ; q�2 � q2 � q+2 g olsun. Bu durumda öyle f0(s);

f1(s); f2(s); f3(s) polinomlar¬vard¬r ki P (3.1) multilineer polinomlar ailesi

p(s;q) = f0(s) + q1f1(s) + q2f2(s) + q1q2f3(s) (3.2)

şeklinde ifade edilebilir. Q nun köşelerinin kümesini

� = fq1 = (q�1 ; q�2 );q2 = (q+1 ; q�2 );q3 = (q�1 ; q+2 );q4 = (q+1 ; q+2 )g

ile gösterilsin.

Belirlenmi̧s bir ! 2 R için s = j! olsun. Her i = 0; 1; 2; 3 olmak üzere

fi(j!) n¬n reel k¬sm¬gi(j!), imajiner k¬sm¬hi(j!) ile gösterilirse

fi(j!) = gi(j!) + jhi(j!)

şeklinde ifade edilebilir (gi(j!), hi(j!) k¬saca gi, hi ile gösterilsin). Her q 2 Q

için p(j!;q) dönüşümünün J(q) Jacobi matrisinin determinant¬

det J(q) = det

0@ @ Re p(j!;q)
@q1

@ Re p(j!;q)
@q2

@ Im p(j!;q)
@q1

@ Im p(j!;q)
@q2

1A
= (g1h2 � g2h1) + q1(g1h3 � g3h1) + q2(g3h2 � g2h3)

olur.

Q � Rm kutusuna ait ve eksenlerden birine paralel bir do¼gru parças¬ele

al¬ns¬n. Bu do¼gru parças¬ üzerindeki noktalar¬n sadece bir bileşeni aral¬kta

de¼gi̧sir, di¼ger bileşenleri ise sabittir. Böyle bir do¼gru parças¬n¬n p(j!;q) multi-

lineer dönüşümü alt¬ndaki görüntüsü kompleks düzlemde bir do¼gru parças¬d¬r.

Yard¬mc¬Teorem 3.1 Q � R2 kutusu verilsin. q 2Q noktas¬ndan geçen

ve qi eksenine paralel olan Q�ya ait bir do¼gru parças¬n¬n p(j!;q) dönüşümü

alt¬ndaki görüntüsünün e¼gimi
@ Im p(j!;q)

@qi
@ Re p(j!;q)

@qi

dir [13].
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Teorem 3.3 0 < ! ve (3:2) polinomlar ailesi verilsin. p(j!;Q) dört köşeli

konveks politoptur , i = 1; 2; 3; 4 için det J(qi) s¬f¬rdan farkl¬, ayn¬ işaretli

say¬lard¬r [13].

Bir multilineer polinomlar ailesi verildi¼ginde, her 0 < ! için p(j!;Q)

de¼ger kümesinin konveks oldu¼gu Teorem 3.3 kullan¬larak belirlenebiliyor ise

bu ailenin gürbüz kararl¬l¬¼g¬Kenar teoremi kullan¬larak incelenebilir.

Örnek 3.5 Q = f(q1; q2) : 1 � q1 � 1:5; 2 � q2 � 2:2g verilsin.

p(s;q) = q1q2 � 1:9 + (q1q2 � 1)s+ (1 + q2)s2 + 3:5s3 + q1s4 + s5 (3.3)

multilineer polinomlar ailesinin kararl¬l¬¼g¬n¬araşt¬ral¬m.

Katsay¬lar¬n de¼gişim aral¬klar¬

��0 = min
q2Q

(q1q2 � 1:9) = 0:1; �+0 = max
q2Q

(q1q2 � 1:9) = 1:4

��1 = min
q2Q

(q1q2 � 1) = 1; �+1 = max
q2Q

(q1q2 � 1) = 2:3

��2 = min
q2Q

(1 + q2) = 3; �+2 = max
q2Q

(1 + q2) = 3:2

��4 = min
q2Q

q1 = 1; �+4 = max
q2Q

q1 = 1:5

olarak bulunur. Buna göre (3.3) multilineer ailesinin aral¬k polinomlar ailesine

genişletilmesi

~p(s;q) = [0:1; 1:4] + [1; 2:3]s+ [3; 3:2]s2 + 3:5s3 + [1; 1:5]s4 + s5

dir. Bu aral¬k polinomlar ailesinin Kharitonov polinomlar¬ndan üçüncüsü

K3(s) = 1:4 + s+ 3s
2 + 3:5s3 + 1:5s4 + s5

dir ve s = 0:1085� j0:685 köküne sahiptir.

Di¼ger taraftan ! = 0 için

p(0j;q) = q1q2 � 1:9

oldu¼gundan 0 =2 p(j0;q) = [0:1; 3:3] dir. Ayr¬ca
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p1(s;q
1) = 0:1 + s+ 3s2 + 3:5s3 + s4 + s5

p2(s;q
2) = 0:3 + 1:2s+ 3:2s2 + 3:5s3 + s4 + s5;

p3(s;q
3) = 0:1 + s+ 3s2 + 3:5s3 + 1:5s4 + s5;

p4(s;q
4) = 1:1 + s+ 3s2 + 3:5s3 + s4 + s5

köşe polinomlar¬kararl¬d¬r.

0 < ! say¬s¬için p(j!;Q) de¼ger kümesini araşt¬ral¬m. s = j! olsun.

p(j!;q) = (�1:9 + q1q2)� (1 + q2)!2 + q1!4 + j!(�1 + q1q2 � 3:5!2 + !4)

ve buradan

det J(q) = det

0@ @ Re p(j!;q)
@q1

@ Re p(j!;q)
@q2

@ Im p(j!;q)
@q1

@ Im p(j!;q)
@q2

1A
= det

0@ !4 + q2 �!2 + q1
!q2 !q1

1A
= !3(!2q1 + q2)

dir.

Her q 2 Q ve 0 < ! için 0 < !3(!2q1 + q2) dir. Teorem 3:3�e göre (3.3)

polinomlar ailesinin herhangi bir 0 < ! daki de¼ger kümesi konvekstir.

p(j!;Q) = conv p(j!;Q) = conv p(j!;�)

Dönüşüm teoremi ve Teorem 3.2 kullan¬larak, (3.3) multilineer ailesinin gürbüz

kararl¬l¬¼g¬Q kutusunun kenarlar¬na karş¬l¬k gelen polinomlar¬n kararl¬olup ol-

mad¬¼g¬incelenerek belirlenebilir. Q kutusunun kenarlar¬n¬n p(j!;q) dönüşümü

alt¬ndaki görüntüsü do¼gru parças¬olaca¼g¬ndan Yard¬mc¬Teorem 1.2 ile bu ke-

narlar¬n kararl¬l¬¼g¬belirlenebilir.

q1; q2 köşelerinin belirledi¼gi kenar incelendi¼ginde,

p1(j!;q
1) = 0:1� 3!2 + !4 + j(! � 3:5!3 + !5)

pe1(j!;q
1) = 0:1� 3!2 + !4; po1(j!;q1) = (! � 3:5!3 + !5)

p2(j!;q
2) = 1:1� 3!2 + 1:5!4 + j(2! � 3:5!3 + !5)

pe2(j!;q
2) = 1:1� 3!2 + 1:5!4; po2(j!;q2) = 2! � 3:5!3 + !5
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dir. Denklem (1:12)

pe1(j!;q
1)po2(j!;q

2)� po1(j!;q1)pe2(j!;q2) = 0

şeklinde olur. Bu denklemin reel kökleri !1 = 0; !2 = 0:9274 ve !3 = 1:7998

dir. !1 = 0 da (3.3) ailesinin de¼ger kümesinin s¬f¬r¬içermedi¼gi gösterilmiştir.

!2 = 0:9274 için pe1(j!2;q
1)pe2(j!2;q

2) = 0:6451 > 0 ve

!3 = 1:7998 için pe1(j!2;q
1)pe2(j!2;q

2) = 6:0439 > 0

oldu¼gundan (1:13) eşitsizli¼gi sa¼glanmaz. Dolay¬s¬yla q1; q2 köşelerinin be-

lirledi¼gi kenar kararl¬d¬r. Di¼ger üç kenar¬n kararl¬l¬¼g¬ da benzer şekilde in-

celendi¼ginde, bu kenarlar¬n da kararl¬olduklar¬görülür. Her 0 < ! için de¼ger

kümesi sürekli olarak de¼gişti¼ginden ve s¬n¬r¬s¬f¬r¬bulundurmad¬¼g¬ndan Teorem

1:5 e göre (3.3) multilineer ailesi gürbüz kararl¬d¬r.

Bu örnekte de görüldü¼gü gibi, bir multilineer polinomlar ailesinin gürbüz

kararl¬l¬¼g¬incelenirken de¼ger kümesinin s¬n¬r¬n¬veren q 2 Q noktalar¬n¬n bu-

lunmas¬gerekmektedir.

Bir !0 2 R için det J(q) = 0 olacak şekilde q 2 Q var ise

(g1h2 � g2h1) + q1(g1h3 � g3h1) + q2(g3h2 � g2h3) = 0

dir ve bu bir do¼gru denklemidir.

~Q = fq 2 Q : (g1h2 � g2h1) + q1(g1h3 � g3h1) + q2(g3h2 � g2h3) = 0g

olsun. (3.2) polinomlar ailesinin p(j!0; Q) de¼ger kümesinin s¬n¬r¬Q nun ke-

narlar¬ve ~Q daki noktalar¬n görüntüleri ile belirlenir [2].

Örnek 3.6 Q = fq 2 R : 0:3 � q1 � 2:5; 0 � q2 � 1:7g ve

p(s;q) = (2:25 + 6q1 + 6q2 + 2q1q2) + (2 + q1 + q2)s+ (2 + q1 + q2)s
2 + s3

verilsin. 0 < ! olmak üzere

det J(q) =

0@ 6� !2 + 2q2 6� !2 + 2q1
! !

1A
= 2!(q2 � q1)
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dir. Buradan

2!(q2 � q1) = 0

denklemi elde edilir. Bu denklem q2 = q1 için sa¼glan¬r ve çözümü !�dan ba¼g¬m-

s¬zd¬r (Şekil 3.3). Buna göre herhangi bir 0 < ! da p(j!;Q) de¼ger kümesinin

Şekil 3.3: Q kutusu ile q2 = q1 do¼grusu.

s¬n¬r¬ (! dan ba¼g¬ms¬z olarak) Q nun dört kenar¬ ve (0:3; 0:3) ile (1:7; 1:7)

noktalar¬n¬birleştiren do¼gru parças¬üzerindeki noktalar¬n görüntüsü bulunarak

elde edilir (Şekil 3.4). Q kutusunun kenarlar¬n¬n kararl¬l¬¼g¬ segment lemma

Şekil 3.4: p(2:2j;Q) de¼ger kümesi.

ile araşt¬r¬labilir. Ancak (0:3; 0:3) ile (1:7; 1:7) noktalar¬n¬ birleştiren do¼gru
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parças¬eksenlere paralel olmad¬¼g¬ndan, bu do¼gru parças¬n¬n kararl¬l¬¼g¬için seg-

ment lemma uygulanamaz. Bu durum ileride incelenilecektir.

Örnek 3.6 da det J(q) = 0 denkleminin çözümü ! dan ba¼g¬ms¬z elde edilme-

sine ra¼gmen genellikle bu denklemin çözümü ! ya ba¼gl¬olur. Örnek 3.1 de

verilen polinomlar ailesi için

det J(q) = (q2 + 0:499� q1)!5 + (2:553141� 3:93834q2 + 6:6894q1)!3

+(�3:719732 + 4:189852q2 � 15:519532q1)!

dir ve bu denklemin çözümü hem !�ya hem de q�ya ba¼gl¬d¬r. Denklem bu

türlü oldu¼gunda de¼ger kümesinin s¬n¬r¬n¬veren noktalar !�ya göre de¼gi̧secek-

tir. Dolay¬s¬yla her ! için det J(q) = 0 denklemini sa¼glayan q 2Q nokta-

lar¬n¬n belirlenmesi ve bu noktalara kaŗs¬l¬k gelen polinomlar¬n kararl¬l¬klar¬n¬n

araşt¬r¬lmas¬gerekecektir. Bu ise oldukça zor bir problemdir.

Denklem (3.1) multilineer polinomlar ailesi verilsin. Belli bir ! 2 R için

p(j!;q) : Q! C dönüşümünün Jacobi matrisi

J(q) =

0@ @ Re p(j!;q)
@q1

@ Re p(j!;q)
@q2

: : : @ Re p(j!;q)
@qm

@ Im p(j!;q)
@q1

@ Im p(j!;q)
@q2

: : : @ Im p(j!;q)
@qm

1A
dir. p(j!;Q) de¼ger kümesinin s¬n¬r¬, Q nun kenarlar¬n¬n ve RankJ(q) < 2

eşitsizli¼gini sa¼glayan q 2 Q noktalar¬n¬n görüntüleri taraf¬ndan kapsan¬r [2].

RankJ(q) < 2 eşitsizli¼gini sa¼glayan noktalar¬n belirlenmesi kolay de¼gildir. An-

cak baz¬özel polinom ailelerinde bu yöntem i̧se yarayabilir.

3.2. Kararl¬l¬k ·Için Gerek ve Yeter Koşul Verilebilen
Özel Bir Multilineer Polinomlar Ailesi

Bu bölümde de¼ger kümesinin s¬n¬rlar¬n¬veren noktalar¬n ! 2 R den ba¼g¬m-

s¬z oldu¼gu ve bu noktalar¬n herhangi bir denklemin çözülmesine gerek kalmadan

belirlenebildi¼gi bir multilineer polinomlar ailesi ele al¬nacakt¬r [14].

Parametreleri 2�boyutlu bir kutuda de¼gi̧sen multilineer polinomlar ailesinin

gürbüz kararl¬l¬¼g¬n¬n incelenmesinin dahi çok kolay olmad¬¼g¬görülmektedir.
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Q = fq 2 Rm : q�i � qi � q+i ; i = 1; 2; :::;mg (3.4)

kutusu olmak üzere P (3.1) multilineer polinomlar ailesi verilsin. Burada ! 2

R için

p(j!;q) = (a0(q)� a2(q)!2 + � � � ) + j(a1(q)! � a3(q)!3 + � � � )

olmak üzere f! : Q ! C, f!(q) = p(j!;q) bir multilineer dönüşümdür.

Dolay¬s¬yla i = 1; 2; :::;m için

f!(q1; :::; qi�1; qi + 
; qi+1; :::qm)� f!(q1; :::; qi�1; qi; qi+1; :::qm) = 

@f!
@qi

(q)

dir. Gi(q) =
@f!
@qi
(q) (i = 1; 2; :::;m) (k¬saca Gi) ile gösterilsin .

S¬f¬rdan farkl¬z1; z2 2 C kompleks say¬lar¬için, e¼ger

Im
z2
z1

> 0 ise z1 � z2;

Im
z2
z1

� 0 ise z1 � z2;

Im
z2
z1

= 0 ise z1 � z2

olarak tan¬mlans¬n (Burada z1 � z2 ile 0 < arg z2 � arg z1 < � olmas¬belir-

tilmi̧stir).

q 2Q olmak üzere

I+ = fi : qi = q+i g;

I� = fi : qi = q�i g;

Io = fi : q�i < qi < q+i g

şeklinde indis kümeleri tan¬mlans¬n.

Tan¬m 3.1 q 2Q verilsin.

i) Her i 2 Io için Gi � G

ii) Her i 2 I�, Gi 6= 0 ve her k 2 I+; Gk 6= 0 için Gi � G � Gk
olacak şekilde bir G 6= 0 kompleks say¬s¬ varsa q�ya f! multilineer fonksiyo-

nunun esas noktas¬denir.
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f!(Q) ile P (3.1) multilineer polinomlar ailesinin ! 2 R deki de¼ger kümesi,

@f!(Q) ile de bu de¼ger kümesinin s¬n¬r¬gösterilsin.

Teorem 3.4 E¼ger z 2 @f!(Q) ise z = f!(q) olacak şekildeki q 2Q noktas¬f!
multilineer fonksiyonunun esas noktas¬d¬r [14].

Bu teorem gösteriyor ki, esas noktalar¬n f! alt¬ndaki görüntülerinin kümesi

@f!(Q) kümesini kapsar.

Xp(!) ile f!�n¬n esas noktalar¬n¬n kümesi gösterilsin.

Tan¬m 3.2 P (3:1) multilineer polinomlar ailesi verilsin.

Xp =
S
0<!

Xp(!)

kümesine P ailesinin esas noktalar¬kümesi denir.

Teorem 3.5 Her q 2Q için a0(q) 6= 0 ve an(q) 6= 0 olsun. P (3:1) multilineer

polinomlar ailesinin gürbüz kararl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

fp(:;q) : q 2Xpg

ailesinin gürbüz kararl¬olmas¬d¬r [14].

Kan¬t. ): Denklem (3.1) ile verilen multilineer ailesi gürbüz kararl¬ ise

ailedeki her polinom kararl¬oldu¼gundan q 2Xp olmak üzere p(s;q) polinomlar¬

da kararl¬d¬r.

(: q 2Xp olmak üzere p(s;q) polinomlar¬kararl¬iken (3.1) multilineer poli-

nomlar ailesi kararl¬olmas¬n. Bu durumda s¬f¬r¬içermeme prensibine göre en

az bir ! � 0 için 0 2 p(j!;Q) dir. Her q 2Q için a0(q) 6= 0 oldu¼gundan 0 =2

p(j0; Q) dir.

0 < ! olsun. De¼ger kümesi ! ya göre sürekli de¼gi̧sti¼ginden en az bir !� > 0 için

s¬f¬r p(j!;Q) de¼ger kümesinin s¬n¬r¬ndad¬r. Teorem 3:4 e göre s = j!�, en az

bir q�2Xp(!) noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen p(s;q�) polinomunun köküdür. Bu ise

q 2Xp için p(s;q) polinomlar¬n¬n kararl¬olmas¬ile çeli̧sir. P (3.1) multilineer

polinomlar ailesi gürbüz kararl¬d¬r.
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Aşa¼g¬da verilen polinomlar ailesi içinXp esas noktalar kümesi !�dan ba¼g¬m-

s¬zd¬r [14].

p0(s), p1(s) herhangi iki polinom ve q 2 Q (3.4)için

p(s;q) = p0(s) + p1(s)
mY
i=1

(1 + qis) (3.5)

multilineer polinomlar ailesi verilsin. Derece düşmesini engellemek amac¬yla

0 =2 [q�i ; q+i ] (i = 1; 2; :::;m) ve her ! 2 R için p1(j!) 6= 0 olsun.

Denklem (3.5) ile verilen polinomlar ailesinin esas noktalar¬n¬n kümesini

veren Q nun özel iki alt kümesi aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanabilir.

Q kutusunun bir kenar¬

fq 2 Q : Io(q) = fkg; k 2 f1; 2; :::;mgg

ile ifade edilebilir. E¼ger q noktas¬bu kenar üzerinde ise i 6= k için qi = q�i veya

qi = q
+
i ; q

�
k � qk � q+k dir. Buna göre, Q�nun q�k � qk � q+k olan kenarlar¬n¬n

say¬s¬2m�1 dir. P (3.5) ailesi için Xp kümesini belirlerken m2m�1 tane kenar¬n

tümüne gerek olmayabilir. Aşa¼g¬daki tan¬m yard¬m¬yla bu say¬Q kutusuna

ba¼gl¬olarak azalt¬labilir.

Tan¬m 3.3 k 2 f1; 2; :::;mg, i = 1; 2; :::;m ve i 6= k için

[q�i ; q
+
i ] \ [q�k ; q+k ] = ; ise ya

jqi � qkj = maxfjx� qkj : x 2 [q�i ; q+i ]g (3.6)

sa¼glayan qi ler ya da

jqi � qkj = minfjx� qkj : x 2 [q�i ; q+i ]g; (3.7)

sa¼glayan qi ler al¬narak,

[q�i ; q
+
i ] \ [q�k ; q+k ] 6= ; ise qi = q�i veya qi = q+i al¬narak belirlenen Q�nun

fq 2 Q : Io(q) = fkg; k 2 f1; 2; :::;mgg

kenar¬na Q kutusunun esas kenar¬denir.
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Örnek 3.7 Q = [0; 1]� [2; 3]� [3; 5] kutusu verilsin. k = 1 için

[0; 1] \ [2; 3] = ; oldu¼gundan

jq2 � q1j = maxfjx� q1j : x 2 [2; 3]; q1 2 [0; 1]g

eşitli¼gi q2 = q+2 durumunda sa¼glan¬r.

jq2 � q1j = minfjx� q1j : x 2 [2; 3]; q1 2 [0; 1]g

ise q2 = q�2 için sa¼glan¬r.

[0; 1] \ [3; 5] = ; oldu¼gundan

jq3 � q1j = maxfjx� q1j : x 2 [3; 5]; q1 2 [0; 1]g

eşitli¼gi q3 = q+3 olmas¬n¬gerektirir.

jq3 � q1j = minfjx� q1j : x 2 [3; 5]; q1 2 [0; 1]g

ise q3 = q�3 için sa¼glan¬r. Buna göre

E1 = fq 2 Q : (q1; 3; 5); 0 � q1 � 1g; E2 = fq 2 Q : (q1; 2; 3); 0 � q1 � 1g

olmak üzere E1 ve E2 kenarlar¬Q nun iki esas kenar¬d¬r. k = 2 için

[2; 3] \ [0; 1] = ; dir. Denklem (3.6) dan q1 = q�1 , (3.7) den q1 = q+1 olarak

bulunur.

[2; 3] \ [3; 5] 6= ; oldu¼gundan q3 = q�3 veya q3 = q+3 al¬nabilir. Öyle ise

E3 = fq 2 Q : (0; q2; 3); 2 � q2 � 3g; E4 = fq 2 Q : (0; q2; 5); 2 � q2 � 3g;

E5 = fq 2 Q : (1; q2; 3); 2 � q2 � 3g; E6 = fq 2 Q : (1; q2; 5); 2 � q2 � 3g

esas kenarlar¬elde edilmiş olur. k = 3 için ise benzer yöntemle

E7 = fq 2 Q : (0; 2; q3); 3 � q3 � 5g; E8 = fq 2 Q : (0; 3; q3); 3 � q3 � 5g;

E9 = fq 2 Q : (1; 2; q3); 3 � q3 � 5g; E10 = fq 2 Q : (1; 3; q3); 3 � q3 � 5g

bulunur. Q nun toplam 12 kenar¬ndan yukar¬da elde edilen 10 kenar¬ esas

kenard¬r.
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Bu örnekten de görüldü¼gü gibi, e¼ger Q � Rm birbirini kesmeyen aral¬klarla

tan¬mlanm¬̧s ise Q�nun esas kenarlar¬n¬n say¬s¬2m tane olacakt¬r.

Tan¬m 3.4 k � 2 olmak üzere fi1; i2; :::; ikg � f1; 2; :::;mg indis kümesi için

� 2 (q�i ; q
+
i ); i 2 fi1; i2; :::; ikg ve

� =2 (q�i ; q
+
i ); i =2 fi1; i2; :::; ikg

olacak şekilde � say¬s¬n¬n varl¬¼g¬kabul edilsin. Bu durumda q = (q1; :::; qm) 2

Q için

qi =

8>>><>>>:
� ; i 2 fi1; i2; :::; ikg

q�i ; i =2 fi1; i2; :::; ikg ve � � q�i
q+i ; i =2 fi1; i2; :::; ikg ve � � q+i

koşulunu sa¼glayan noktalar¬n¬n kümesi bir do¼gru parças¬ belirtir. Bu do¼gru

parças¬na Q�nun esas segmenti denir.

Örnek 3.8 Q = [2; 3]� [1; 4]� [0; 5] verilsin. Bu kutu için

f(�; �; �) : � 2 [2; 3]g;

f(2; �; �) : � 2 [1; 2]g;

f(3; �; �) : � 2 [3; 4]g

esas segmentleri elde edilir.

Esas kenar ve esas segment, tan¬mlar¬ndan da görüldü¼gü gibi sadece Q

belirsizlik kümesine ba¼gl¬d¬r.

Teorem 3.6 P (3:5) polinomlar ailesinin esas noktalar kümesi Xp, Q�nun

esas kenar ve esas segmentlerinin birleşimidir [14]:

Sonuç 3.1 P (3:5) ile verilen multilineer ailesinin gürbüz kararl¬olmas¬için

gerek ve yeter koşul esas kenarlar¬n ve esas segmentlerin kararl¬olmas¬d¬r [14].
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Bir esas segment eksenlere paralel olmad¬¼g¬ndan, multilineer dönüşüm al-

t¬ndaki görüntüsü kompleks düzlemde bir do¼gru parças¬de¼gildir. Dolay¬s¬yla

Yard¬mc¬Teorem 1.2 ile esas segmente kaŗs¬l¬k gelen polinomlar¬n kararl¬l¬¼g¬

incelenemez.

Tan¬m 3.5

p1(s) = a0 + a1s+ � � �+ ansn (an 6= 0); (3.8)

p2(s) = b0 + b1s+ � � �+ bmsm (bm 6= 0) (3.9)

reel katsay¬l¬polinomlar¬için

R(p1; p2) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

an an�1 an�2 � � � a0 0 0 0 � � � 0

0 an an�1 � � � a1 a0 0 0 � � � 0
...

. . .
...

0 � � � 0 an an�1 an�2 a2 a1 a0

bm bm�1 bm�2 � � � b1 b0 0 0 � � � 0

0 bm bm�1 � � � b2 b1 b0 0 � � � 0
...

. . .
...

0 � � � 0 bm bm�1 bm�2 � � � b2 b1 b0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
şeklinde tan¬mlanan (n + m) � (n + m) boyutlu matrise p1(s) ve p2(s) nin

Resultant matrisi denir.

Teorem 3.7 p1(s) (3:8) ve p2(s) (3:9) polinomlar¬n¬n ortak bir kökünün ol-

mas¬için gerek ve yeter koşul detR(p1; p2) = 0 olmas¬d¬r [2].

Teorem 3.8 Q � Rm yol ba¼glant¬l¬bir küme ve ai : Q! R sürekli fonksiyon

olmak üzere

P = fp(:;q) : p(s;q) = a0(q) + :::+ an�1(q)sn�1 + an(q)sn; q 2 Qg

de¼gişmez dereceli polinomlar ailesi verilsin. p(s;q0) polinomu P nin bir kararl¬

polinomu olsun. P ailesinin gürbüz kararl¬olmas¬için gerek ve yeter koşul

her q 2 Q için detHn(q) 6= 0 olmas¬d¬r [2].
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Kan¬t. ): P gürbüz kararl¬olsun. Her q 2 Q için p(s;q) polinomu kararl¬

oldu¼gundan Teorem 1:1 gere¼gi detHn(q) 6= 0 d¬r.

(: Her q 2 Q için detHn(q) 6= 0 olsun. P nin gürbüz kararl¬ olmad¬¼g¬n¬

varsayal¬m. Bu durumda Teorem 1.5�e göre 0 2 p(j!�; Q) olacak şekilde 0 � !�
reel say¬s¬vard¬r. Dolay¬s¬yla P polinomlar ailesinde s = j!� köküne sahip bir

p(j!�; q�) polinomu vard¬r.

Di¼ger taraftan

p(s;q) = a0(q) + a1(q)s+ � � �+ an(q)sn

polinomunda s = j! yerine yaz¬ld¬¼g¬nda

p(j!;q) = (a0(q)� a2(q)!2 + � � � ) + j!(a1(q)� a3(q)!2 + � � � )

h(�!2;q) = a0(q) + a2(q)(�!2) + a4(q)(�!2)2 + � � � ;

g(�!2;q) = a1(q) + a3(q)(�!2) + a5(q)(�!2)2 + � � �

olmak üzere

p(j!;q) = h(�!2;q) + j!g(�!2;q)

şeklinde ifade edilebilir.

p(j!;q) = 0, h(�!2;q) = 0 ve !g(�!2;q) = 0

d¬r. h(�!2;q) ile !g(�!2;q)�nin ortak köke sahip olmas¬için gerek ve yeter

koşul h(�!2;q) ile �!2g(�!2;q)�nin ortak köke sahip olmas¬d¬r. v = �!2

olsun. Bu yeni de¼gi̧skene göre

h(v;q) = a0(q) + a2(q)v + a4(q)v
2 + � � �

vg(v;q) = a1(q)v + a3(q)v
2 + a5(q)v

3 + � � �

şeklinde yaz¬labilir. h(v;q) ve vg(v;q) polinomlar¬n¬n ortak kökünün olmas¬

için gerek ve yeter koşul (Teorem 3:7 ye göre) detR(vg(v;q); h(v;q)) = 0

olmas¬d¬r. R(vg(v;q); h(v;q)) matrisi k¬saca R(q) ile gösterilsin.

32



E¼ger n çift ise (n� n) lik Resultant matrisi

R(q) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

an�1 an�3 an�4 � � � a1 0 0 0 � � � 0

0 an�1 an�3 � � � a3 a1 0 0 � � � 0
...

. . .
...

0 � � � 0 an�1 an�3 an�5 a3 a1 0

an an�2 an�4 � � � a2 a0 0 0 � � � 0

0 an an�2 � � � a4 a2 a0 0 � � � 0
...

. . .
...

0 � � � 0 an an�2 an�4 � � � a4 a2 a0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA
dir. R(q) matrisinin sat¬rlar¬düzenlendi¼ginde (n�nin tek veya çift olmas¬na

ba¼gl¬olmaks¬z¬n) (Hn(q); p(s;q)matrisine kaŗs¬l¬k gelen Hurwitz matrisi olmak

üzere)

detR(q) = � detHn(q)

dir. Her q 2Q için detHn(q) 6= 0 oldu¼gundan h(v;q); ve vg(v;q) polinom-

lar¬n¬n ortak kökü yoktur. Dolay¬s¬ ile p(j!;q) = 0 olacak şekilde ! 2 R

bulunamaz. Bu ise varsay¬m¬m¬zla çeli̧sir. P ailesi gürbüz kararl¬d¬r.

Bir p(s) polinomu verilsin. H(p) Hurwitz matrisinin n: sat¬r n: sütun ele-

man¬a0 oldu¼gundan, detHn = a0 detHn�1 dir. Teorem 3:8 aşa¼g¬daki gibi ifade

edilebilir.

Teorem 3.9 Teorem 3:8 deki koşullar alt¬nda P�nin gürbüz kararl¬olmas¬için

gerekli ve yeterli koşul her q 2 Q için a0(q) 6= 0 ve detHn�1(q) 6= 0 olmas¬d¬r

[2]:

Q kutusunun bir esas segmentinin köşe noktalar¬q1;q2 2 Q olsun. Bu esas

segment L ile gösterilirse

L = fq 2 Q : q = �q1 + (1� �)q2; � 2 [0; 1]g

şeklinde ifade edilebilir. Her q 2 L noktas¬na kaŗs¬l¬k gelen p(s;q) polinomlar¬

p(s;q) = p(s; �q1 + (1� �)q2)

= b0(�) + b1(�)s+ � � �+ bn(�)sn; � 2 [0; 1]
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oldu¼gundan sadece � parametresini bulundurur.

p(s; �) = b0(�) + b1(�)s+ � � �+ bn(�)sn; � 2 [0; 1] (3.10)

alal¬m. Burada bi(�) (i = 0; 1; :::; n) katsay¬lar¬� n¬n polinomlar¬d¬r. p(s; �)

polinomun Hurwitz matrisi de yine ��ya ba¼gl¬d¬r. Bu matris H(�) ile göster-

ilsin.

Denklem (3.5) ile verilen polinom ailesi de¼gi̧smez dereceli oldu¼gundan (3.10)

polinomlar ailesi de¼gi̧smez derecelidir. p(s;q1) ve p(s;q2) polinomlar¬n¬n kararl¬

olduklar¬kabul edilsin. Teorem 3:9 �e göre L esas segmentinin kararl¬olmas¬

için gerek ve yeter koşul her � 2 [0; 1] için b0(�) 6= 0 ve detHn�1(�) 6= 0

olmas¬d¬r. Ayr¬ca Q�nun esas kenarlar¬n¬n kararl¬l¬¼g¬da yine Teorem 3:9 ile

incelenebilir.

Sonuç olarak bir esas segmentin kararl¬l¬¼g¬ araşt¬r¬l¬rken, bu segmentin

köşelerine kaŗs¬l¬k gelen polinomlar¬n¬n kararl¬l¬¼g¬ve b0(�), detHn�1(�) poli-

nomlar¬n¬n [0; 1] aral¬¼g¬nda bir kökünün olup olmad¬¼g¬incelenmelidir.

Bir f(x) polinomun (a; b) aral¬¼g¬nda kaç tane farkl¬reel köke sahip oldu¼gunu

veren Sturm zinciri aşa¼g¬daki gibi tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.6 (Sturm Zinciri) f(x) polinomu verilsin. f0(x) = f(x) ve f1(x) =

f 0(x) diyelim. Öklid bölme algoritmas¬ile

f0(x) = q1f1(x)� f2(x); deg f2 < deg f1;

f1(x) = q2f2(x)� f3(x); deg f3 < deg f2;
...

...

fi�1(x) = qifi(x)� fi+1(x); deg fi+1 < deg fi;
...

...

fk�1(x) = qkfk(x)� fk+1(x); deg fk+1 < deg fk;

fk+1(x) = 0

şeklinde oluşturulan

f0(x); f1(x); f2(x); : : : ; fk(x)

dizisine Sturm zinciri denir [15]:
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Teorem 3.10 (Sturm Teoremi) f(x) reel katsay¬l¬ bir polinom ve bu poli-

nomun Sturm zinciri f0(x); f1(x); f2(x); : : : ; fk(x) olsun. [a; b] aral¬¼g¬ için

f(a) 6= 0 6= f(b) olsun. Bir x 2 [a; b] için Vx ile f0(x); f1(x); f2(x); : : : ; fk(x)

zincirinin işaret de¼giştirme say¬s¬ gösterilsin. f(x) polinomunun (a; b) aç¬k

aral¬¼g¬ndaki birbirinden farkl¬reel köklerinin say¬s¬Va � Vb dir [15]:

Örnek 3.9

fp(:;q) : p(s;q) = s3 + (1 + q1s)(1 + q2s) : q1 2 [2; 3]; q2 2 [1; 4]g (3.11)

multilineer polinomlar ailesi verilsin.

Q = [2; 3]� [1; 4] olmak üzere Q�nun tüm kenarlar¬esas kenard¬r. Q�nun esas

segmenti ise

L = f(�; �) : � 2 [2; 3]g

dir.

Q�nun q1 2 [2; 3]; q2 = 1 kenar¬n¬n kararl¬l¬¼g¬incelendi¼ginde,

q = �(2; 1) + (1� �)(3; 1); � 2 [0; 1]

noktalar¬na karş¬l¬k gelen polinom

p(s; �) = s3 + (3� �)s2 + (4� �)s+ 1; � 2 [0; 1]

dir.

p(s; 0) = s3 + 3s2 + 4s+ 1

polinomu kararl¬d¬r. p(s; �) polinomunun Hurwitz matrisi

H3(�) =

0BBB@
3� � 1 0

1 4� � 0

0 3� � 1

1CCCA
olur.

H2(�) =

0@ 3� � 1

1 4� �

1A
ve

detH2(�) = 11� 7�+ �2
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elde edilir. Bu parabolün [0; 1] aral¬¼g¬nda kökünün olup olmad¬¼g¬, Sturm teo-

reminin bir uygulamas¬n¬göstermek amac¬yla Teorem 3:10 kullan¬larak araşt¬r¬l¬rsa;

detH2(0) = 11 6= 0 ve detH2(1) = 5 6= 0 d¬r. Bu polinomun Sturm zinciri

f0(�) = �2 � 7�+ 11

f1(�) = 2�� 7

f0(�) = (
1

2
�� 7

4
)(2�� 7)� 5

4

f1(�) = (
8

5
�� 28

5
)
5

4

f2(�) =
5

4

olur.
f0(0) = 11 +;

f1(0) = �7 �;

f2(0) =
5
4

+;

f0(1) = 5 +

f1(1) = �5 �

f2(1) =
5
4

+

oldu¼gundan detH2(�) polinomunun [0; 1] aral¬¼g¬ndaki birbirinden farkl¬ kök-

lerinin say¬s¬

V0 � V1 = 2� 2 = 0

olarak bulunur. Di¼ger esas kenarlar¬n kararl¬ olduklar¬ benzer yolla göste-

rilebilir.

L esas segmentine karş¬l¬k gelen polinomlar ise

q =�(2; 2) + (1� �)(3; 3); � 2 [0; 1]

olaca¼g¬ndan

p(s; �) = 1 + (�2�+ 6)s+ (�2 � 6�+ 9)s2 + s3

dir. p(s; 0) = 1+6s+9s2+s3 polinomu kararl¬d¬r. p(s; �) n¬n Hurwitz matrisi

H3(�) =

0BBB@
�2 � 6�+ 9 1 0

1 �2�+ 6 0

0 �2 � 6�+ 9 1

1CCCA
ve

H2(�) =

0@ �2 � 6�+ 9 1

1 �2�+ 6

1A
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olur. Buradan

detH2(�) = 53� 54�+ 18�2 � 2�3

polinomunun [0; 1] aral¬¼g¬nda kökünü araşt¬r¬ld¬¼g¬nda,

detH2(0) = 53 6= 0 ve detH2(1) = 15 6= 0 d¬r. detH2(�) polinomun Sturm

zinciri

f0(�) = �2�3 + 18�2 � 54�+ 53

f1(�) = �6�2 + 36�� 54

f0(�) = (
1

3
�� 1)(�6�2 + 36�� 54)� 1

f1(�) = (�6�2 + 36�� 54):1

f2(�) = 1

dir. Bu zincir için

f0(0) = 53 +; f0(1) = 15 +

f1(0) = �54 �; f1(1) = �24 �

f2(0) = 1 +; f2(1) = 1 +

dir. Buna göre her � 2 [0; 1] için detH2(�) 6= 0 ve b0(�) 6= 0 oldu¼gundan bu

esas segment de kararl¬d¬r. Sonuç 3:1 �e göre bu multilineer polinomlar ailesi

gürbüz kararl¬d¬r.
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4. MULT·IL·INEERLEŞT·IRME

Bu bölümde polinom denklem sisteminin kutu üzerinde çözümünün olup

olmad¬¼g¬n¬test etmek için bir yöntemden bahsedilecektir.

Denklem (3.1) ile verilen, köşeleri fq1;q2; :::;q2mg olan Q � Rm kutusu

olmak üzere

P = fp(:;q) : p(s;q) = a0(q) + a1(q)s+ � � �+ an(q)sn; q 2Qg

multilineer polinomlar ailesi için p(s;q0) 2 P kararl¬polinom ve her 0 � !

için 0 =2 p(j!;Q) ise s¬f¬r¬içermeme prensibine göre P ailesi gürbüz kararl¬d¬r.

Burada P ailesi aral¬k polinomlar ailesine geni̧sletilir ve (1.9) denklemi kul-

lan¬l¬rsa ! için bir !c üst s¬n¬r¬bulunabilir. Buna göre her ! 2 [0; !c] için

0 =2 p(j!;Q) kontrol edilerek P ailesinin gürbüz kararl¬l¬¼g¬belirlenebilir.

s = j! olsun.

p(j!;q) = (a0(q)�a2(q)!2+a4(q)!4+� � � )+j!(a1(q)�a3(q)!2+a5(q)!4+� � � )

dir.

f1(!
2;q) = a0(q)� a2(q)!2 + a4(q)!4 + � � �

f2(!
2;q) = a1(q)� a3(q)!2 + a5(q)!4 + � � �

olmak üzere

p(j!;q) = f1(!
2;q) + j!f2(!

2;q)

olur. ! = 0 için

p(j0;q) = 0 , f1(!
2;q) = a0(q) = 0

denklemi sa¼glan¬yorsa de¼ger kümesi ! = 0 da s¬f¬r¬ içerir. Dolay¬s¬yla aile

gürbüz kararl¬de¼gildir.

Her q 2Q için a0(q) 6= 0 ise ! 2 [0; !c] için

p(j!;q) = 0 , f1(!
2;q) = 0 ve f2(!2;q) = 0

d¬r. t = !2 olsun. Öyle bir t 2 [0; !2c ] ve q 2Q için

f1(t;q) = 0 ve f2(t;q) = 0
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ise de¼ger kümesi s¬f¬r¬içerece¼ginden P ailesi gürbüz kararl¬de¼gildir.

Do¼grusal olmayan sistemler için bir varl¬k teoremi aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Teorem 4.1 (Miranda) X = [x
¯ 1
; �x1]� : : :� [x¯ m; �xm] kutusu verilsin. X

�
i =

fx 2X: xi = x
¯ i
g ve X+

i = fx 2X: xi = �xig kümeleri X�in i. koordinata

dik, paralel yüzlerini göstersin. F = (f1; f2; :::; fm)T , X üzerinde tan¬mlanm¬̧s

sürekli bir fonksiyon olmak üzere, e¼ger

her x 2X�
vi
, y 2X+

vi
için fi(x)fi(y) � 0 (i = 1; 2; :::;m)

olacak şekilde (1; 2; :::;m) nin bir (v1; v2; :::; vm) permütasyonu varsa bu du-

rumda F (x) = 0 denkleminin X üzerinde çözümü vard¬r [16]:

BuradaX = [0; !2c ]�[q�1 ; q+1 ]�:::�[q�m; q+m] olmak üzere x = (t; q1;:::; qm)2X

için f3(x) = 0; :::; fm+1(x) = 0 tan¬mlan¬rsa, Teorem 4.1�in koşullar¬ sa¼g-

land¬¼g¬nda 0 2 p(j
p
t; Q) oldu¼gu belirlenebilir.

Di¼ger taraftan, e¼ger her x 2X için

f1(x) 6= 0 veya f2(x) 6= 0

ise de¼ger kümesi s¬f¬r¬içermez.

Buna göre

mi = min
x2X

fi(x) ve Mi = max
x2X

fi(x) i = 1; 2

olmak üzere

m1 > 0; m2 > 0; M1 < 0; M2 < 0

eşitsizliklerinden en az birinin sa¼glan¬p sa¼glanmad¬¼g¬araşt¬r¬lmal¬d¬r. Bunun

kontrolü için fi(x) (i = 1; 2) çok de¼gi̧skenli polinomlar¬n¬nX kutusu üzerindeki

minimum ve maksimum de¼gerlerinin bulunmas¬ gerekmektedir. Multilineer

fonksiyonlar bir kutu üzerindeki maksimum ve minimum de¼gerlerini bu kutu-

nun köşelerinde al¬r (Teorem 1.7).

f1(t;q) = a0(q)� a2(q)t+ a4(q)t2 � a6(q)t3 + � � � � a2k(q)tk
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fonksiyonunu ele al¬ns¬n. t1 = t; t2 = t1; t3 = t2; :::; tk = tk�1 de¼gi̧skenleri

tan¬mlan¬rsa ~q = (t1; t2; :::; tk) olmak üzere

~f1(~q;q) = a0(q)� a2(q)t1 + a4(q)t1t2 � a6(q)t1t2t3 + � � � � a2k(q)t1t2:::tk

multilineer dönüşümü elde edilir.

~X = [0; !2c ]� :::� [0; !2c ]| {z }
k tane

� [q�1 ; q+1 ]� :::� [q�m; q+m]

olsun. Benzer şekilde f2 için ~f2 multilineer dönüşümü elde edilebilir.

~x 2 ~X olmak üzere

~f1(~x) = 0

~f2(~x) = 0

~x2 � ~x1 = 0

~x3 � ~x1 = 0 (4.1)
...

~xk � ~x1 = 0

denklem sistemi ele al¬ns¬n.

f1(t;q) = 0 (4.2)

f2(t;q) = 0

denklem sisteminin X de çözümü vard¬r , (4.1) denklem sisteminin ~X de

çözümü vard¬r.

g1(~x) = ~f1(~x);

g2(~x) = ~f2(~x);

g3(~x) = ~x2 � ~x1;
...

gk+1(~x) = ~xk � ~x1

olsun. gi (i = 1; 2; :::; k + 1) fonksiyonlar¬ multilineer olduklar¬ndan (k +

m)� boyutlu ~X kutusu üzerindeki minimum ve maksimum de¼gerlerini bu
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kutununun köşelerinde al¬r. l = 2k+m olmak üzere ~X kutusunun köşeleri

f~x1; ~x2; :::; ~xlg ile gösterilirse i = 1; 2; :::; k + 1 için

mi = min
~x2f~x1;~x2;:::;~xlg

gi(~x) ve Mi = max
~x2f~x1;~x2;:::;~xlg

gi(~x)

olarak belirlenir.

mi > 0; Mi < 0 (i = 1; :::; k + 1) (4.3)

eşitsizliklerinden en az biri sa¼glan¬yorsa (4.1) denklem sisteminin ~X de çözümü

yoktur. Dolay¬s¬yla (4.2) denklem sisteminin de X üzerinde çözümü yoktur.

�1 = 0; �1 = !
2
c ; :::; �k = 0; �k = !

2
c ; �k+1 = q

�
1 ; �k+1 = q

+
1 ; :::; �k+m = q

�
m;

�k+m = q
+
m al¬n¬rsa

~X = [�1; �1]� :::� [�k+m; �k+m]

şeklinde ifade edilebilir. �i � �i (i = 1; 2; :::; k +m) de¼gerini en büyük yapan

i indisi için r = i olsun. E¼ger bu maksimum birden fazla i indisi için elde

edilebiliyorsa r olarak en küçük i indisini al¬n¬r. Bu r indisini kullanarak

~X0 = ~X kutusunu

~X00 = [�1; �1]� :::� [�r;
�r + �r
2

]� :::� [�k+m; �k+m];

~X01 = [�1; �1]� :::� [
�r + �r
2

; �r]� :::� [�k+m; �k+m]

şeklinde iki parçaya bölünebilir.

~X00 alt kutusu ele al¬ns¬n. Bu altkutu için (4.3) eşitsizlikleri kontrol edilir.

Bu eşitsizliklerden en az biri sa¼glan¬yorsa ~X00 alt kutusu üzerinde (4.1) den-

klem sisteminin çözümü yoktur. Bu durumda ~X01 altkutusuna geçilerek benzer

inceleme yap¬l¬r.

E¼ger ~X00 alt kutusunda (4.1) denklem sisteminin çözümünün olmad¬¼g¬be-

lirlenemiyorsa bu alt kutu en uzun kenar¬na kaŗs¬l¬k gelen r indisi kullan¬larak

yukar¬daki gibi ~X000; ~X001 şeklinde iki eşit parçaya bölünür ve ayn¬ i̧slemler

tekrarlan¬r.

Bölme i̧slemi sonunda tüm altkutular üzerinde (4.1) denklem sisteminin

çözümünün olmad¬¼g¬belirlenebilirse, (4.2) denklem sistemininX üzerinde çözü-
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münün olmad¬¼g¬gösterilmi̧s olur. Sonuç olarak, de¼ger kümesi s¬f¬r¬içermeye-

ce¼ginden P ailesi gürbüz kararl¬d¬r.

E¼ger verilen P ailesi gürbüz kararl¬ysa, sonlu bölme i̧sleminden sonra P

nin de¼ger kümesinin s¬f¬r¬ içermedi¼gi belirlenebilir. Ancak P ailesi gürbüz

kararl¬de¼gilse bölme i̧slemi sonlu ad¬mda tamamlanamaz. Dolay¬s¬yla de¼ger

kümesinin s¬f¬r¬ içerip içermedi¼gi belirlenemez. Yine de ~X kutusunun baz¬

alt kutular¬nda de¼ger kümesinin s¬f¬r¬ içermedi¼gi belirlenebilece¼ginden, de¼ger

kümesinin s¬f¬r¬içerip içermedi¼gi problemi ~X kutusunun bir alt kümesine in-

dirgenmi̧s olur.

Örnek 3.6 da verilen multilineer polinomlar ailesinin kararl¬l¬¼g¬bu yöntemle

aşa¼g¬da araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Örnek 4.1 Q = f(q1; q2) : 1 � q1 � 1:5; 2 � q2 � 2:2g olmak üzere

p(s;q) = q1q2 � 1:9 + (q1q2 � 1)s+ (1 + q2)s2 + 3:5s3 + q1s4 + s5

multilineer ailesi için !c = 4:5 olarak bulunur. q 2Q için 0:1 � a0(q) � 1:4

dir.

f1(t;q) = (�1:9 + q1q2)� (1 + q2)t+ q1t2

f2(t;q) = �1 + q1q2 � 3:5t+ t2

oldu¼gundan bu fonksiyonlar¬n multilineerleştirilmiş hali

~X = [0; 20:25]� [0; 20:25]� [1; 1:5]� [2; 2:2]

için

~f1(~x) = (�1:9 + ~x3~x4)� (1 + ~x4)~x1 + ~x1~x2~x3 = 0

~f2(~x) = �1 + ~x3~x4 � 3:5~x1 + ~x1~x2 = 0 (4.4)

~x2 � ~x1 = 0

dir.

g1(~x) = (�1:9 + ~x3~x4)� (1 + ~x4)~x1 + ~x1~x2~x3

g2(~x) = �1 + ~x3~x4 � 3:5~x1 + ~x1~x2

g3(~x) = ~x2 � ~x1
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olsun.
m1 = �64:5 M1 = 555:44375

m2 = �69:875 M2 = 341:4875

m3 = �20:25 M3 = 20:25

oldu¼gundan ~X0 = ~X üzerinde (4:4) denklem sisteminin çözümünün olmad¬¼g¬

söylenemez. Buna göre ~X0 kutusu r = 1 al¬narak (en uzun kenara göre)

~X00 = [0; 10:125]� [0; 20:25]� [1; 1:5]� [2; 2:2]

~X01 = [10:125; 20:25]� [0; 20:25]� [1; 1:5]� [2; 2:2]

iki alt kutuya bölünür. ~X00 alt kutusu üzerinde gi (i = 1; 2; 3) fonksiyonlar¬n¬n

minimum ve maksimum de¼gerleri

m1 = �32:1 M1 = 278:271875

m2 = �34:4375 M2 = 171:89375

m3 = �10:125 M3 = 20:25

olarak bulunur. Minimumlardan en az biri pozitif veya maksimumlardan en az

biri negatif olmad¬¼g¬ndan bu alt kutu üzerinde (4:4) denkleminin çözümünün

olmad¬¼g¬belirlenemez.

T = f ~X00g

şeklinde bir liste tan¬mlans¬n.

~X01 için bu işlemi yap¬ld¬¼g¬nda

m1 = �64:5 M1 = 555:44375

m2 = �69:875 M2 = 341:4875

m3 = �20:25 M3 = 10:125

olarak bulunur. Bu alt kutu için de (4:4) denkleminin çözümünün olmad¬¼g¬

belirlenemedi¼ginden ~X01 alt kutusu T listesinin en soluna eklenir.

T = f ~X01;
~X00g

olur. T deki alt kutulardan en soldaki alt kutu listeden ç¬kart¬l¬r ve bu alt kutu

ikiye bölünerek ayn¬işlemler tekrarlan¬r.
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~X01 alt kutusu r = 2 al¬narak bölünürse

~X010 = [10:125; 20:25]� [0; 10:125]� [1; 1:5]� [2; 2:2];

~X011 = [10:125; 20:25]� [10:125; 20:25]� [1; 1:5]� [2; 2:2]

alt kutular¬bulunur. ~X010 alt kutusu için

m1 = �64:5 M1 = 247:896875

m2 = �69:875 M2 = 136:45625

m3 = �20:25 M3 = 0

oldu¼gundan bu alt kutu T listesinin en soluna eklenir.

T = f ~X010; ~X00g

olur. ~X011 alt kutusu için

m1 = 70:415625 M1 = 555:44375

oldu¼gundan bu alt kutu üzerinde (4:4) denkleminin çözümü yoktur. T listesinin

en soldaki eleman¬al¬narak bu işlemler tekrarlan¬r.

Bu işlemler bilgisayar yard¬m¬yla yap¬ld¬¼g¬nda, toplam 342 bölme işleminden

sonra T listesindeki alt kümelerin say¬s¬0 olur. Bu sonuç ise verilen polinomlar

ailesinin de¼ger kümesinin s¬f¬r¬ içermedi¼gini gösterir. Bu nedenle aile gürbüz

kararl¬d¬r.
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