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OZET
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MULTI-AFIN POLINOM AILELERININ HURWITZ
KARARLILIGI
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Damisman: Yard. Dog. Dr. Taner BUYUKKOROGLU
2007, 46 sayfa

Bu tez ¢aligmasinda multilineer polinomlar ailesinin giirbiiz kararlilig1 ele
alinmigtir. Aralik polinomlar ailesi ve polinomlar politopunun giirbiiz kararlilig
icin bilinen sonuglara deginilmis ve bu sonuglarin multilineer polinomlar ailesinde
gecerli olmadigr ile ilgili karsit ornekler verilmistir. Kenar teoremine gore, bir
polinomlar politopunda tiim kenarlar kararliysa polinomlar politopu da kararlidir.
Herhangi bir matrisler politopu i¢in kenar teoremi gegerli degildir. Kenar
teoreminin gecerli oldugu 6zel bir matrisler politopu incelenmistir. Multilineer
polinomlar ailesinin giirbliz kararlilig1 i¢in yeter kosul veren donilisiim teoremi
(Mapping Theorem) ele alinmig ve ailenin deger kiimesine gore doniisiim
teoreminin gerek ve yeter kosulu da verdigi 6zel bir durum incelenmistir. iki
parametreli multilineer polinomlar ailesinin kararliligi arastirilmistir. Belirsiz
parametre sayisinin diisiik oldugu multilineer polinomlar ailesinin kararlilik testi
icin verimli olabilecek bir yontemden bahsedilmistir. Bu yontemle polinom
denklem sistemlerinin kutu iizerinde ¢6ziimiiniin olup olmadigi incelenebilir. Ele
alman multilineer polinomlar ailesi giirbiiz kararli ise bu yontem sonlu adimda

sonug¢ vermektedir. Verilen teoremlerle ilgili 6rnekler incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Giirbiiz Kararlilik, Multilineer Polinomlar Ailesi, Matrisler

Politopu



ABSTRACT

Master of Science Thesis

THE HURWITZ STABILITY OF THE MULTI-AFFINE
POLYNOMIAL FAMILIES

Mediha AKCAY

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Program

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Taner BUYUKKOROGLU
2007, 46 pages

In this thesis, the robust stability of the multilineer polynomials family is
considered. The results which are known in the interval polynomials family and
polytope of polynomials are given. Counter examples are provided and it is
determined that this results do not valid in the multilineer polynomials family.
According to edge theorem; if all edges are stable in the polytope of polynomials,
polytope of polynomials is stable too. The edge theorem does not valid in the any
polytope of matrices. A particular polytope of matrices in which the Edge
Theorem is valid are investigated. The Mapping Theorem which leads to a
sufficient condition for robust stability of multilineer polynomial family is
considered. Also it is shown that the Mapping Theorem leads to a necessary and
sufficient condition for robust stability of particular case according to character of
value set. A method which can be efficiently for test of stability in the multilineer
polynomials family whose number of uncertain parameters is low is noticed. This
method can be use for control whether a system of polynomial equation has a
solution on a box or not. If the multilineer polynomials family is stable, the
method results in the finite step. The several examples related with theorems are

investigated.

Keywords: Robust Stable, Multilineer Polynomials Family, Polytope of Matrices
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1. GIRIS

Lineer sistemlerin kararliliginin incelendigi problemlerde, sistemin karakte-
ristik polinomunun veya matrisinin kararhiliginin incelenmesi stz konusu olur.
Bir polinomun (veya matrisin) kararlilig: ise koklerinin (6z degerlerinin) komp-

leks diizlemdeki yeri ile ilgilidir.
Tanim 1.1 D C C basit baglantily, a¢ik bir bolge ve
p(s) =ao+a1s+---+ays”, (a, #0) (1.1)

n. dereceden bir polinom olsun. p(s) polinomunun tim kokleri D bolgesinde

1se bu polinoma D—kararl polinom denir.

Eger D = {z € C: Rez < 0 } ise D—kararlilk yerine Hurwitz kararhlik
kullanilir. Tez boyunca Hurwitz kararlilik yerine kisaca kararlilik kullanilacak-
tir.

Bir n x n lik reel kare matrisin kararliligi, o matrisin karakteristik polino-
munun kararliligina denktir. A matrisi n x n lik bir reel matris ise, A matrisinin
kararh olmasi igin gerekli ve yeterli kosul p4(s) = det(sI — A) polinomunun

kararli olmasidir.

Bir polinomun kokleri niimerik yontemlerle yaklasik olarak hesaplanabilmek
tedir. Denklem (1.1) ile verilen polinomun kokleri olan sq, ss, ..., s, bulu-
narak her 1 = 1,2,...,n i¢in Res; < 0 kosulunu saglayip saglamadigi kontrol
edililebilir ve polinomun kararliligl belirlenebilir. Bu polinomun kararhligini

aragtirmada kullanilan bazi énemli 6zellikler ve teoremler asagida verilmistir.

Yardimci Teorem 1.1 p(s) (1.1) polinomu kararl ise tim katsaylar: aynu

isaretlidir.

Kamit. p(s) polinomunun kokleri s; (i = 1,2, ...,n) igin
p(s) = an [1(s — s:)
i=1

seklinde yazilabileceginden ve Res; < 0 (i = 1,2, ...,n) oldugundan tiim kat-

sayilar ayni isaretlidir. m



Tanim 1.2 p(s) (1.1) polinomu verilsin.

Gp—1 0p-3 Qp—5
Qn Ap—2 Qp—4
0 Qp—1 Ap-3 0ap—5

0 Qp, ap—2 Qp—4

0 0 tee asg Qo
nxn

matrisine p(s) polinomunun Hurwitz matrisi denir.

Teorem 1.1 p(s) (1.1) polinomunun kararl olmas igin gerekli ve yeterli kosul

H, = (anq)
H2 _ p—1 0Gp-—3
Gp, Ap—2
Qp—1 Qp—-3 Qp—5
H3 = G, Ap—2 Gp—4g
0 Qp—1 Gp-3
H, = H(p)
olmak tizere her 1 = 1,2,... n i¢in det H; > 0 olmasidur [1].

p(s) =ap+ais+---+a, 15"+ 5" (1.2)
monik polinomu kararli ise Yardimci Teorem 1.1°e gore ag,aq,...,a,—1 kat-
sayilar1 pozitiftir.

ag, a1, ..., a,_1 Katsayilarmin pozitif oldugunu varsayalim. Bu durumda

Teorem 1.1 kullanilarak agsagidaki sonuclar elde edilebilir.
i) n =1 veyan = 2 ise (1.2) polinomu kararhdir
ii) n = 3 ise (1.2) polinomu kararhidir < ag < ajas
iii) n =4 ise (1.2) polinomu kararhdir <

a? + a0a§ < a1a203 (1.3)



iv) n =5 ise (1.2) polinomu kararhdir <

ay < QagQy
2 2
ay +aray < Qapa4 + a20304

(Zg + alag + GJ%CLZ + a0a§a4 < o203 + 2a0a104 + a1a20304.

Bundan bagka, bir polinomun kararliligi kompleks diizlemde olusturulan
bir egri yardimiyla da belirlenebilir. w € R olmak iizere s = jw (1.1) polino-
munda yerine yazildiginda p(jw) kompleks sayisi elde edilir. p(jw)nin argii-

menti £p(jw) ile gosterilsin.

Teorem 1.2
p(s) =ag+a1s+---+a,s", (a, >0) (1.4)
polinomunun kararly olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul 0 < w i¢cin asagidak:

ifadelerin saglanmasidar.
i) p(j0) = ag > 0.

ii) £p(jw), w’nmn artan fonksiyonudur. w, 0 dan oo ’a degistirildiginde p(jw)
egrisi orjini saat yoninin tersi yoniinde ¢evreler. w — oo iken £p(jw) 'nin
toplam degisimi n% dir [2].

Kararhlik problemlerinde genellikle bir tek polinom veya matris sz konusu
olmamaktadir. Katsayilar (girdileri) sinirh araliklarda degisen parametrelerin
fonksiyonlarindan olugan polinomlar (matrisler) ortaya g¢ikar. Bu paramet-
relere belirsizlik parametreleri, parametrelerin bulundugu kiimeye ise belirsizlik
kiimesi denir. q ile belirsizlik parametresi, Q C R™ ile de berlisizlik kiimesi

gosterilsin. Bu durumda

a; : Q = R (i=0,1,...,n) olmak iizere
p(s,q) = ao(q) + ar(q)s + - - + an(q)s” (1.5)
polinomlarindan olusan
P={p(.q9): q€Q} (1.6)

kiimesine polinomlar ailesi denir. Her q € @ i¢in a,(q) # 0 ise P degismez

dereceli polinomlar ailesi olarak adlandirilir.

3



Tanim 1.3 P (1.6) polinomlar ailesindeki tim polinomlar kararl ise P ye

gtirbiiz kararldir denir.

Bir matris ailesindeki tiim matrisler kararl ise bu matris ailesi giirbiiz karar-
lidir.

P (1.6) polinomlar ailesinin giirbiiz kararhligin aragtirmada her q € @ igin
p(s,q) polinomunun kararlihigimin kontrol edilmesi genelde miimkiin degildir.
Baz1 polinom ailelerinde P’nin bir alt kiimesinin giirbiiz kararlhiligi, P’nin
giirbiiz kararliligini gerektirir. Bu alt kiimeler P’nin test kiimesi olarak ad-
landirilir.

Asgagida tammmlanan aralik polinomlar ailelesinin kararliligi, bu aileden secilmis
dort tane polinomdan olusan test kiimesi yardimiyla belirlenebilmektedir.

Her i = 0,1,...,n igin q; < ¢;" olacak sekilde ¢; ,¢;” € R verilsin.
Q={qeR"™": ¢y <q<q, i=01,..,n} (1.7)
kutusunu ele alalim. i = 0,1, ...,n i¢in a;(q) = ¢; olarak tanimlanmig ise

P={p(,a):p(s,q) = q+qns+-- +a¢.s",q€ Q} (1.8)

polinom ailesine aralik polinomlar ailesi denir. Aralik polinomlar ailesi (1.8)

verildiginde
Ki(s) = g+ s+as+a3s°+aqps*+q58° +qis®+---
Kys) = qf +qis+qps®+qzs° +qfs*+q7s" +q5s°+---
Ki(s) = g +qrs+a8+a3s°+afs* +q58 +q58° + -
Ki(s) = qo +qis+as+a8°+aqps*+q7s" +qis®+--

seklinde tanimlanan n. dereceden Ki(s), Ka(s), K3(s), K4(s) polinomlarina

Kharitonov polinomlar: denir.

Teorem 1.3 (Kharitonov) P (1.8) degismez dereceli aralik polinomlar ailesi
verilsin. P’nin girbiz kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Ki(s), Ka(s),

K3(s), K4(s) Kharitonov polinomlarinin kararly olmasidur [3].



Kharitonov teoreminin 0 € [q,, ¢] (¢, < ¢;) olmasi durumunda da gegerli
oldugu [4] galismasinda gosterilmistir.

P (1.8) aralik polinomlar ailesinin giirbiiz kararli olup olmadiginin K (s),
Ks(s), Ks(s), Ky4(s) polinomlar: ile belirlenebilmesi Kharitonov teoreminin
gliclinii gostermektedir.

Kharitonov teoreminin orjinal ispatindan farkli bir ispati1 Barmish [1] tarafin-
dan verilmistir. Bu yeni ispatta kullanilan ve diger polinom ailelerinin giir-
biiz kararliligi problemlerinde de oldukca ise yarayan bazi kavram ve ozellikler

asagida verilmigtir.
Tanim 1.4 P (1.6) polinomlar ailesi verilsin. w € R olmak tizere

p(jw, Q) = {p(jw,q) : q € Q}

kiimesine P ’'nin w € R deki deger kiimesi denir.
Burada

pjw.q) = (ao(q) — as(q)w? + ) + jw(ai(q) — as(q)w’ + - - )
= (ao(q) — az(q)w® + - -+ ) — jw(ar(q) — as(q)w® +---)
= p(—jw,q)

dir. Buna gore reel katsayili polinomlarin herhangi bir w € R deki deger

kiimesi, —w daki deger kiimesinin z—eksenine gore simetrigidir.

Teorem 1.4 (Q C R™ yol baglantily ve © = 0,1,....n i¢in a; : Q@ C R —
R siirekli olmak tzere P (1.6) degismez dereceli polinom ailesi verilsin. Bu
durumda oyle s; : Q@ — C (i = 1,2,...,n) strekli fonksiyonlar vardwr ki, her

q € Q i¢in p(s,q) polinomunun kikleri si(q), s2(q), ..., Sn(q) dir [5].

Teorem 1.5 (Sifir: Icermeme Prensibi) @ C R™ yol baglantilh ve i =
0,1,....,n i¢gin a; : Q C R™ — R siirekli olmak tizere P (1.6) degismez dereceli
polinomlar ailesi verilsin. P ’de en az bir kararl p(s, q°) polinomu bulunsun. P
polinomlar ailesinin giirbiiz kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 0 < w

icin 0 ¢ p(jw, Q) olmasidar [1].



P (1.8) aralik polinomlar ailesinin w € R deki deger kiimesi kompleks
diizlemde koseleri K (jw), Ka(jw), K3(jw), K4(jw) olan, eksenlere paralel bir
dikdortgendir.

Bir polinom ailesinin sifir1 igermeme prensibi yardimiyla giirbiiz kararhlig
aragtirilirken, tiim 0 < w i¢in deger kiimesinin incelenmesine gerek yoktur. P

aralik polinomlar ailesinde

max{qg,qy,....q 1}
+ =

olmak iizere w. den biiyiik w lardaki deger kiimeleri sifir1 igermez [5].

we=1 (1.9)

Bir diger 6nemli polinomlar ailesi ise polinomlar politopudur. ¢ =1,2,.... k

icin q; € R™ olmak {izere

k k
Q={q€eR": q=> aiqs, » ;=1 0;>0(=12..k} (110)
=1

i=1
kiimesini ele alalim. Bu kiimeye {qi, qs, ..., qx} kiimesinin konveks zarfi denir
ve () =conv{qi, Qs, ..., qx } ile gosterilir. Ayrica R™ ’deki sonlu sayida noktadan
olugan bir kiimenin konveks zarfina politop denir.

Bir politopun kogesi ve kenar1 gu sekilde tamimlanir. q € ) verilsin. q =
Ax + (1 — \)y olacak sekilde x,y € Q, x #y ve A € (0,1) bulunamiyor ise q
noktasina () politopunun kose noktasi denir. a ve b noktalar1 ) politopunun

birbirinden farkl iki kése noktasi olsun.
E={qe@: q=xa+(1—-X)b, A€ [0,1]}
olarak tanimlayalim. E dogru parcasina ait olmayan her x,y € () noktalari
icin
ENn{gqe@: q=Xx+(1-Ny, A€ [0,1]} =10

ise E dogru pargasina @) politopunun bir kenaridir denir. @ (1.7) kutusunun
kose noktalari; g = (qo, q1, -, qn)s ¢ = q; veya q; = ¢ (i = 0,1,...,n) for-
mundadir. Buna gore () kutusunun 2" tane kosesi vardir. Ayrica bu kutunun

herhangi bir kenar k£ € {0,1,...,n} olmak iizere

E={q€eQ: ¢ <q<gq,i#kicing =gq; veyag;=¢q; (i=0,1,....n)}

6



seklinde verilebileceginden, () nun (n + 1).2" tane kenar1 vardir. Ancak her-

hangi bir politopun koselerinin ve kenarlarinin belirlenmesi ayr1 bir problemdir.
p(s) (1.1) polinomuna (ag, a, ..., a,) € R™ vektorii kargilik getirilebilir.
p1(8), .., pr(s) polinomlar: n.dereceden olsun. Bu polinomlarin katsayilaria

karsilik gelen vektorler sirastyla qt, ¢, ..., q* € R"*ise Q =conv{q!,q?, ...,q"}

olmak iizere

P={p(,q): p(s,d) =q+qas+ - +aq.s", q€Q}

kiimesine polinomlar politopu denir. Bir P polinomlar politopunun kararlilig:

asaglda verilen Kenar teoremi [6] kullamlarak arastirilabilir.

Teorem 1.6 (Kenar Teoremi) P degigmez dereceli polinomlar politopu ve-
rilsin. P nin giirbiz kararl olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul () politopunun

her bir kenar: icin bu kenara karsiik gelen Q 'nun q'*, q*2 kdse noktalarinda
Piria(8,A) = Ap(s,¢") + (1= Mp(s,¢?), A €[0,1] (1.11)
polinomlarinin kararl olmasidir.

Denklem (1.11) ile verilen polinomlarin kiimesine polinom segmenti denir.
Bu segmentin kararliligi ise asagida verilen Yardimci Teorem 1.2 ile kontrol
edilir [7].

p1(s) ve pa(s) n. dereceden iki polinom olsun. w € R olmak iizere
{z€C: z=Ap1(jw) + (1 = A)p2(jw), A € [0,1]}
kiimesi kompleks diizlemde bir dogru pargasi belirtir.
p(jw) = (ag — agw® + -+ ) + j(aw — azw® + - - +)

olacagindan i = 1,2 i¢in p;(jw) nin reel kismi p§(w) ve imajiner kismi p?(w) ile

gosterilsin. Bu durumda p;(jw) = pf(w) 4 jp?(w) (i = 1,2) seklinde yazlabilir.

Yardimci: Teorem 1.2 (Segment Lemma) p;(s) ve pa(s) n. dereceden po-

zitif katsayly, kararl iki polinom olsun.

L={p(,,\) :p(s,\) = Ap1(s) + (1 — N)p2(s), A €[0,1]}

7



polinom segmentine ait bir polinomun s = jw (imajiner) koke sahip olmast

1¢in gerek ve yeter kosul

pi(jw)ps(jw) — pi(jw)ps(jw) = 0 (1.12)
Pijwps(jw) < 0 (1.13)
Pijw)ps(jw) < 0 (1.14)

saglanmasidar [7).

Aralik polinomlar ailesi ve polinomlar politopundan daha genis bir aile olan

multilineer (multi-afin) polinomlar ailesini tamimlayalim.

Tanim 1.5 f : Q C R™ — R fonksiyonu verilsin. [ fonksiyonu her i =
1,2,....,m i¢in q € Q’nun q; bileseni digindaki diger bilesenler sabit olmak

tlizere q; 'ye gore afin ise f fonksiyonuna multilineer fonksiyon denir.

ay : @@ — R fonksiyonlar: her £ = 0,1, ..., n i¢cin multilineer fonksiyonlar ise
P (1.6) polinomlar ailesine multilineer polinomlar ailesi denir.
Eger @ belirsizlik kiimesi bir kutu ise f : ) — R multilineer fonksiyonunun

maksimum ve minimum degerini veren 6nemli bir teorem asagida verilmistir.

Teorem 1.7 Q (1.7) kutusu verilsin. q' (1 = 1,2,3...,2") dle Q kutusunun

koseleri gosterilsin. [ : () — R multilineer bir fonksiyon ise

minf(q) = min f(q') ve maxf(q)= max f(q)

dir (Yani f, maksimum ve minimum degerlerini Q) 'nun kése noktalarinda alur)

1].

Bu ailenin giirbiiz kararhiliginin incelenmesi 3. ve 4. boliimlerde ayrintili
olarak ele alinacaktir.
Polinomlar ailesinde oldugu gibi bir matrisin girdileri de parametrelere baglh

olabilir. Ornegin, her i,j = 1,2,...,n icin q; < qg olacak sekilde g;;, q;; eR



verilsin. q eR™ ve ;; < qij < q;; olmak fizere

qin q12 --- Qin

G21 Qq22 ... (Qo2pn
Alq) = ,

dn1 49n2 .- Q4nn

matrislerinden olusan A kiimesi verilsin. A kiimesine aralik matrisler ailesi

denir.

2 x 2 lik

d11 q12 B o
Aq) = s <4 < qf (1,7 =1,2)
21 Q22

matris ailesi ele alindiginda, A(q)nun karakteristik polinomu p(s, q) = (q11q12—
921G22) — (qu1 + ¢22)s + 52 dir. Bu polinomun katsayilar1 multilineer fonksiyon-
lardir. p(s,q) polinomunun derecesi 2 ve bagkatsayisi pozitif oldugundan, A(q)
matris ailesinin giirbiiz kararli olmasi icin gerekli ve yeterli kosul tiim koge mat-
rislerinin (@Q’nun kogelerine kargilik gelen matrislerin) kararh olmasidir. [8] de
12 tane 6zel olarak belirlenmis kége matrisi icin ayni sonucun gecerli oldugu
gosterilmigtir.

n > 3 olmasi durumunda ise () nun kogelerine kargilik gelen matrislerin
kararliligi, n x n lik aralik matris ailelerinin giirbiiz kararliligi icin yeterli ol-

mamaktadir [1].
A = conv{A;, As, ..., A}

k k
= {A A:ZaiAia ZO&i:l, 04120(@:1,2,,]?)}
i=1 i=1

matrisler politopu verildiginde polinomlar politopunun giirbiiz kararhlhiginda

kullanilan Kenar teoremi bu matris ailesi i¢in gegerli degildir [9].



2. KENAR TEOREMININ GECERLI
OLDUGU BiR MATRISLER POLITOPU

Aq, As, ..., A, matrisleri n x n lik reel, kararli matrisler olsun.
A= COIlV{A.l7 Ag, . Ak}
k k
={A: A= A, Y ai=1,0;>0(i =12k}
i=1 i=1
matrisler politopunun giirbiiz kararliligi genel bir problemdir. Burada
Rank (4; —A;))=1(i,j=1,2,....,k ve i # j)

olan A matrisler politopunun kararli olmasi icin gerek ve yeter kogul verilecektir
[10]. Gerekli bazi tanim ve 6zellikler agagida verilmigtir.
A n x n lik reel matrisinin 6z degerleri A1, A, ...,\, ise bu matrisin deter-

minant1 6z degerlerinin ¢arpimina esittir. Yani
det A = )\1/\2)\71

dir. I, ile n x n lik birim matrisi gosterilsin. A € C, A matrisinin bir 6z degeri

olsun. Bu durumda Ax = Ax olacak sekilde x € C" vardir. Buna gore

(I, + A)x=x + Ax
=x+ \x

=(1+Nx
olacagindan (1 + \) kompleks sayis1 (I, + A) min 6z degeridir.

Teorem 2.1 m < n olmak tizere A, m x n lik ve B, n x m lik ki reel matris

olsun. Bu durumda ppa(s) = s""pap(s) dir [11].

Bu teoreme gore BA matrisinin n — m tane 0 6z degeri vardir ve m tane
ozdegeri ise AB matrisinin 6z degerleri ile aymidir. AB matrisinin 6z degerleri

V15 Yoy ooy Vm iS¢ BA matrisinin 6z degerleri vy, v, ....,77,, ve diger n —m tane
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ozdegeri v,,,; =0, ...;y,, = 0 dir.

det(I, + AB) = (1+7)...(1+7,,)

det(l, + BA) = (1+71)..(1+7,)(1+0)..(L+0)

-

Vv
n—m tane

det(I,, + AB) = det(I,, + BA)

oldugu gortiliir.
A({j},{i}') ile A matrisinin j. satir ve . siitununun silinmesiyle elde edilen

A nin alt matrisini gosterilsin.
bij = (=1)"™ det A({s}', {i}")

ile tanimlanan n x n lik B = (b;;) matrisinin transpozuna A nin adjointi denir

ve adjA ile gosterilir. A matrisi icin
(adjA)A = A(adjA) = (det A) I, (2.1)

dir [11]. Eger A matrisi terslenebilir bir matris ise (det A # 0), A matrisinin

tersi A=! icin
1
~ det A

oldugu (2.1) esitligi kullanilarak gosterilebilir.

adjA

Bir m x n lik A matrisinin ranki, bu matrisin lineer bagimsiz satir veya
stitun sayis1 olarak tanimlanabilir ve Rank(A) ile gosterilir. Eger Rank(A)= 1
ise A = x y! olacak sekilde x € R™, y € R" vardir (y! ile y nin transpozu
gosterilmektedir).

Bu tanim ve ozellikler kullanilarak asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2.2 Her i = 1,2,....k i¢in n x n lik reel Ay, As, ..., A matrisleri
Rank(A; — Aj) =1 (4,5 =1,2, ...,k ve i # j) olacak sekilde verilsin.

A =conv{Ay, As, ..., Ax} olmak iizere A’min girbiz kararl olmast i¢in gerek
ve yeter kogul i,j = 1,2,....k ve i # j i¢in A; ; =conv{A;, A;} alt ailelerinin

kararl olmasidir.
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Kanit. =: A giirbiiz kararli ise 7,7 = 1,2, ...,k ve i # j i¢in
A; j =conv{A;, A;} alt ailelerinin kararl olmas: aciktur.
«<: A € Aolsun. Budurumda A = a1 A1+ - -+, A, olacak sekilde i a; =1,
a; >0 (i =1,2,.., k) skalerleri vardir. -
Ap = A; olsun (As, ..., Ay matrislerinden herhangi biri alinabilir).

Rank(A; — A4;) =1 (4,7 =1,2,...,k ve i # j) oldugundan ¢ = 1,2, ..., k i¢in
Ay = Ag +bpl
olacak sekilde p, € R™ ve sabit bir b € R" vektorii vardir.

A = 051A1+*"+Oék14k

= ai(Ag+bpi) + -+ ay(do + bpy)
k
= Ao+b Z aip;
=1

seklinde ifade edilebilir. A matrisinin karakteristik polinomu
pa(s) = det(sl —A)

k
= det(sl — Ag — bZaipiT)

=1

= det [(s[ — Ay) (I — (s — AO)_leaip;fF>]

=1

= det(s[ — Ao)

=1

k
1-— Z aipl (sI — Ao)_lb]

k
= det(sI — Ag) — Z a;pladj(s] — Ag)b

i=1
olarak elde edilir. A, matrisinin karakteristik polinomu pg4,(s) ve p;i(s) =
pradj(sl — Ag)b (i = 1,2,..., k) polinomlar igin, A matrisinin karakteristik

polinomu
k
pa(s) = pay(s) — Z a; pi(s)
i=1
seklinde ifade edilebilir.
Bir A; (i = 1,2,..., k) matrisinin karakteristik polinomu
Pa;(8) = pay(s) — pils)

12



dir. Diger taraftan i, 7 = 1,2,....k ve i # j i¢in

Aij = conv{4;, A;}
— {A: A=A+ (1—NA;, Ae0,1]}

oldugundan A € A;; matrisinin karakteristik polinomu A € [0, 1] olmak {izere

pa = pay(s) = (Api(s) + (1 = A)p;(s))
= Apao(s) = pi(s)) + (1 = A)(pa, (s) — p;(s))
= Apa,(s) + (1= A)pa,(s)
oldugu goriiliir. Buna gore A =conv{Aj, A, ..., Ay} matrisler politopunun
giirbiiz kararlihigi
conv{pa, (s),0a,(5), ..., 04, (5)} (2.2)

polinomlar politopunun giirbiiz kararhligima denktir. conv{4;, A;} (i,j =
1,2,...,k ve i # j) kararh oldugundan Kenar teoremine gore (2.2) ailesi giirbiiz

kararlidir. Yani A matrisler politopu giirbiiz kararlidir. =

Ornek 2.1
—4 -6 -3 —4 -3 —4 -1 =5 1
Al=10 -3 1 ]|,4=]10 -3 1],43=]10 -3 1
-3 -1 —4 -3 —4 -3 -6 —2 -8

matrislert verilsin.

A =conv{ Ay, Ay, A3} matris politopu i¢in;

0o 3 -1

Rank (As — A1) = Rank |0 0 0 | =1
0 -3 1

1 4

Rank (A3 —A;) = Rank| 0 0 0 | =1
3 -1 —4
3 -2 5

Rank (A3 —As) = Rank| 0 0 0 | =1
-3 2 =5

13



dir.

—1
A, = A+ | o | (0 -3 1)
1
—1
A3 = A1+ 0 (—3 —1 4)
1

yazilabilir.

Ay, Ag, Az matrislerine karsilik gelen karakteristik polinomlar

pa,(s) = T+32s+11s* + s,
pa,(s) = T+25s5+10s% + 5%,

pas(s) = 14+43s+125° +8°

kararlidur.

A € conv{Ay, Ay} ise

—4 —3-3X —4+)
AN=10 -3 1 |, eloq
3 —4+3\ —3-)\

yazilabilir. A(X\) matrisine karsilik gelen karakteristik polinom
p(s,A) =7+ (25 + 7T\)s + (10 + \)s* + s
dir ve (1.8) sonucu kullanalirsa her X € [0,1] i¢in
0 < 243 4 95\ + 7\?

oldugundan conv{Ay, As} kararlidur.

Diger ikililere karsihik gelen karakteristik polinomlar

conv{ Ay, Az} igin p(s,\) = (14 —7TA\) + (43 — 11\)s + (12 — \)s* + §°
0 < 502 — 168X + 11\, X € [0,1]

14



conv{ Ay, Az} igin p(s,\) = (14 — 7TA) + (43 — 18\)s + (12 — 2)\)s? + 3
0 < 502 — 295\ + 36A%, A € [0, 1]

dir.
Teorem 2.2 ye gére P matris politopu giirbiiz kararldir (Sekil 2.1).

e

o
o8 sdoSiest %3&@%&

LR

E

%
ahe o0, &

POCCON
L

4,
i

G

%

o

A
%%&%35’%%0

Sekil 2.1: A matris ailesinin 6z degerleri.
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3. MULTILINEER POLINOM AILELERININ
KARARLILIGI

Q C R™ koseleri {q',q?,...,q*" } olan bir kutu ve i = 0,1, ..., n icin

a; : () — R multilineer fonksiyonlar olmak tizere

p(s,q) = ao(q) + a1(q)s + - - - + a,(q)s” (3.1)

P = {p(.,q) : q €Q} multilineer polinomlar ailesi verilsin. @ nun koselerine
karsilik gelen polinomlarin kararh olmasi P 'nin giirbiiz kararhihig: i¢in yeterli

olmadig1 gibi, Kenar teoremi de gegerli degildir [1].
Ornek 3.1 0 < g1 < 1,0 < qy <3 olmak tizere

p(s,q) = s*+ (@ + g2 +2.56)s° + (q1q2 + 2.06q; + 1.56¢, + 2.871)s?
1(1.06q1g5 + 4.841q; + 1.561¢> + 3.164)s

+(4.032¢1¢o + 3.773¢1 + 1.985¢, + 1.853)

4. dereceden multilineer polinomlar ailesinin tiim kose ve kenar polinomlar:
kararhdar.

Diger taraftan bu polinom ailesinin w = 1.33 deki deger kiimesinin sifiry icerdigi

gorilmektedir (Sekil 3.1).

0.5

|

D02 04 06 08 1
(&) I}

Sekil 3.1: @ nun kararsiz noktalari, w = 1.33 deki deger kiimesi.



Buna gére q = (0.5, 1) noktast alinarsa, karsilik gelen polinom

p(s) = s*+4.065° +5.961s + 7.6765 + 7.741
= (s +2.2389)(s + 1.8263)(s — 0.0026 + 51.376)

(s —0.0026 — j1.376)

dir ve bu polinom s = 0.0026 4+ 71.376 kdkiine sahip oldugu i¢in kararsizdar.

Dolaypsiyla aile glirbiiz kararl degildir.

Sekil 3.1 de goriildiigii gibi, multilineer polinomlar ailelerinin bir w € R’deki
deger kiimesinin bulunmasi aralik polinomlar ailesi ve polinomlar polito-puna
gore ¢cok daha zordur.

P (3.1) multilineer polinomlar ailesini kapsayan bir aralik polinomlar ailesi

bulunabilir. ¢ = 0,1, ...,n icin

- . ) _ . k
Bi = mina(q) = min ailq’),
+ , _ ok
B = maxa(q) = max a:(q")

olarak tamimlansin. P’ = {p(.,r) : Y rs’, ;7 < r; < B (i =0,1,..,n)}
i=0

olsun. P C P’ oldugundan P’ aralik polinomlar ailesi giirbiiz kararli ise P

multilineer polinomlar ailesi de giirbiiz kararhidir. P’ giirbiiz kararli degilse P

icin bir sey soylenemez.
Ornek 3.2 i = 1,2 icin |¢;| < 0.25 olsun.

p(s,q) = st + (0.2¢1g2 + 0.1q; — 0.1¢2 + 5)53 + (3q1G2 — 4q2 + 6)52

+ (6¢1 + 8¢2 + 6)s + (—3q1g2 + 0.5)
polinomunun katsayilarinin degigim araliklar: bulundugunda

p(s,q) = s*+[4.9475,5.0375]s + [4.8125,7.1875]s?

+[2.5,9.5]s + [0.3125,0.6875]
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aralik polinomlar ailesi elde edilir. Bu ailenin Kharitonov polinomlar:

= 0.3125 + 2.5s + 7.1875s + 5.0375s> + s*

K]_(S)

Ky(s) = 0.6875+ 9.5s + 4.81255% + 4.9475s° + s*
K3(s) = 0.6875+ 2.5s + 4.8125s° + 5.0375s” + s*
Ki(s) = 0.3125+9.55 + 7.18755% + 4.94755° + s*

kararlbdur. Aralik polinomlar ailesi giirbiiz kararl oldugundan multilineer poli-

nomlar ailesi de giirbiiz kararlidur.
Ornek 3.3 ¢, € [1,2], ¢, € [0,1] verilsin.
p(s,q) = @12 + (14 q1)s + s + 8°
polinomunun genisletilmesiyle elde edilen aralik polinomlar ailes:
p(s,q) =1[0,2] + [2,3]s + [1,2]s” + s°

dir ve bu polinomlar ailesi giirbiiz kararl degildir. p(s,q) nun katsayr fonksiy-
onlary ele alindigainda her g € [1,2] x [0, 1] i¢in 0 < (14q1)q1 — q1g2 oldugundan

bu multilineer polinomlar ailesi giirbiiz kararhdir.

Bir P (3.1) multilineer polinomlar ailesinin kararhliginin aragtirilmasinda

doniisiim teoremi 6nemli bir yer tutar.

Teorem 3.1 (Doniigiim Teoremi) Q C R™ kdseleri {q*,q?, ....,q>" } olan
bir kutu ve P = {p(.,q) : q €Q} degigmez dereceli multilineer polinomlar ailesi

verilsin. p(s,qo) kararl polinomu P ailesine ait olsun. Eger her w > 0 i¢in
0¢ conv{p(jw,q"): i=1,2,..,2™}
ise P multilineer polinomlar ailesi gtirbiiz kararldr [1].

Teorem 3.2 z kompleks saysi conv{p(jw,q’) : i = 1,2,...,2™} politopunun
kenarina ait bir nokta olsun. Eger z € p(jw, Q) ise p(jw,q) = z olacak sekilde

Q 'nun kenar tzerinde bir q €Q vardir [12].
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Teorem 3.1 multilineer ailenin giirbiiz kararlilig i¢in yeter kosul vermekte-

dir.

Ornek 3.4 —2.4780 < ¢; < —1.4471, —0.0518 < ¢» < —0.0194,
—0.0026 < g3 < —0.0012, 2 < g4 < 3.437 olmak tizere

p(s,d) = 2+ (@2 —q@—q)s* + (@g2 + q2q3 + 0.7115¢4 + q1q3)s
—q1q2q3 — 0.7115¢1q4

= (s—q)(s* = (g2 + q3)s + qags + 0.7115¢,)

polinomunun birinci carpany kararhder. Ikinci carpanin katsaylar: ise pozi-
tiftir. Buna gore p(s,q) kararlidar.
Bu aile i¢in donisim teoremi uygulanirsa, w = 1.3 deki p(1.35,Q) deger

kiimesinin konveks zarfi sifirt icerir (Sekil 3.2).

Sekil 3.2: conv p(1.37,Q)

Her w > 0 i¢in p(jw, @) konveks kiime ise bu teorem P (3.1) ailesinin

giirbiiz kararlihig1 icin gerek ve yeter kosul verir.
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3.1. iki Parametreli Multilineer Polinom Ailelerinin

Kararlilig:

Q={(g1,0): ¢ < <dq,¢ <q <g} olsun. Budurumda syle fo(s),

f1(8), f2(s), f3(s) polinomlar: vardir ki P (3.1) multilineer polinomlar ailesi

p(s,q) = fol(s) + a1 fi(s) + @2/2(s) + @142 f5(s) (3.2)

seklinde ifade edilebilir. () nun koselerinin kiimesini

I'={a'=(¢1,%).94"=(¢"¢),a* = (¢7,43). 9" = (¢, 43 )}

ile gosterilsin.
Belirlenmis bir w € R igin s = jw olsun. Her ¢ = 0,1, 2,3 olmak {izere

fi(jw) mn reel kismi g;(jw), imajiner kism h;(jw) ile gosterilirse

fijw) = gi(jw) + jhi(jw)
seklinde ifade edilebilir (g;(jw), h;(jw) kisaca g;, h; ile gosterilsin). Her q € @
i¢in p(jw, q) doniigiimiiniin J(q) Jacobi matrisinin determinant:

ORep(jw,a) 9Rep(jw,q)

det J(q) = det o oz
Olmp(jw,q) OImp(jw,q)
oq 0q2

= (g1h2 — g2h1) + q1(g1hs — g3h1) + q2(g3sha — gahs)

olur.

@ C R™ kutusuna ait ve eksenlerden birine paralel bir dogru parcasi ele
alinsin. Bu dogru parcasi iizerindeki noktalarin sadece bir bilegeni aralikta
degisir, diger bilegenleri ise sabittir. Boyle bir dogru pargasinin p(jw, q) multi-

lineer doniistimii altindaki goriintiisii kompleks diizlemde bir dogru pargasidir.

Yardimci Teorem 3.1 ) C R? kutusu verilsin. q €Q noktasindan gecen
ve q; eksenine paralel olan Q’ya ait bir dogru par¢asimin p(jw,q) déndgimi

altindaki gorintisinin egimi
01m p(jw,q)
9¢;

9Rep(jw,q)
Jq;

dir [13].
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Teorem 3.3 0 < w wve (3.2) polinomlar ailesi verilsin. p(jw,Q) dort koseli
konveks politoptur < i = 1,2,3,4 i¢in det J(q') sifirdan farkl, aym isaretli
saylardur [13].

Bir multilineer polinomlar ailesi verildiginde, her 0 < w i¢in p(jw, @)
deger kiimesinin konveks oldugu Teorem 3.3 kullanmlarak belirlenebiliyor ise

bu ailenin giirbiiz kararlilign Kenar teoremi kullanilarak incelenebilir.
Ornek 3.5 Q = {(q1,q2) : 1 < q1 < 1.5, 2 < gy < 2.2} verilsin.
p(5,q) = q1qa — 1.9+ (quqe — 1)s + (1 + q2)s* + 3.55° + q15* + s° (3.3)

multilineer polinomlar ailesinin kararlbiliginy arastiralim.

Katsayplarin degisim araliklar:

o = min —1.9)=0.1, B =ma —19 =14
B mip (162 ) B qeg(qqu )

T = min —-1)=1, T = max —1)=23
B miy (ig2 — 1) 1= mas (1g2 — 1)

5, = min(1l + =3, 5 = max(1 + =3.2
B qu( ) B ) ( )

- pr— 1 pu— 1 + —_— e 1.5
Py =ming = 1, By = maxq

olarak bulunur. Buna gore (3.3) multilineer ailesinin aralik polinomlar ailesine

genisletilmesi
p(s,q) =[0.1,1.4] + [1,2.3]s + [3,3.2]s* + 3.55" + [1, 1.5]s* + &
dir. Bu aralik polinomlar ailesinin Kharitonov polinomlarindan ti¢iinciisi
K3(s) = 1.4+ s+ 35> + 3.55% + 1.55* + &°

dir ve s = 0.1085 £ j0.685 kokiine sahiptir.

Diger taraftan w = 0 i¢in
p(0j,9) = q1g2 — 1.9

oldugundan 0 ¢ p(j0,q) = [0.1,3.3] dir. Ayrica
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= 0.1+5+3s2+35s+s*+5°

pi(s.qa’)

p2(s,q%) = 0.3+ 1.25+3.25* +3.55° + s* + 5°,
ps(s,q®) = 0.1+ s+ 3s%+3.55% + 1.55* + 57,
pa(s,q) = 1.1+ 5+35>4+3.55% 5! + 5

kése polinomlary kararhdir.

0 < w sayst igin p(jw, Q) deger kiimesini aragtiralim. s = jw olsun.

p(jw,q) = (=1.9+ q1q2) — (1 + 2)w® + qw* + jw(—1+ q1go — 3.5w” + w?)

ve buradan
ORep(jw,q) ORep(jw,q)
det J(q) = det on oaz
OImp(jw,q) OImp(jw,q)
g 9q2
4 2
w* + —w* +
= det o2 n
wq2 wqi
= W (Wa + ¢)
dir.

Her q € Q ve 0 < w igin 0 < w*(w?q + qo) dir. Teorem 3.3’e gére (3.3)

polinomlar ailesinin herhangi bir 0 < w daki deger kiimesi konvekstir.

p(jw, Q) = conv p(jw, Q) = conv p(jw,T’)

Dondigiim teoremi ve Teorem 3.2 kullanalarak, (3.3) multilineer ailesinin giirbiz
kararbihgr @ kutusunun kenarlarina karsihk gelen polinomlarin kararly olup ol-
madige incelenerek belirlenebilir. Q kutusunun kenarlarinin p(jw, q) dondgimi
altindaki gorintisi dogru parcast olacagindan Yardimer Teorem 1.2 ile bu ke-
narlarmn kararbihg: belirlenebilir.
q', q? kdselerinin belirledigi kenar incelendiginde,

( ) = 0.1—-3w?+uw'+j(w— 35w +wP)

( ) = 0.1-3w?+wh pi(jw,q') = (w— 3.5 + w°)
pe(jw,q®) = 1.1 —3w? + 1.5w* + j(2w — 3.50° + w?)

( ) = 1.1-3w?+1.50% ps(jw,q?) = 2w — 3.5w° + w®
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dir. Denklem (1.12)
P (jw, a")ps(jw, a®) — p{(jw. q")ps(jw,q*) = 0

seklinde olur. Bu denklemin reel kéklert wi = 0, wy = 0.9274 ve w3z = 1.7998
dir. w1 =0 da (3.3) ailesinin deger kiimesinin sifurr icermedigi gosterilmigtir.
wo = 0.9274 i¢in p¢(jwa, q')ps(jwe, q*) = 0.6451 > 0 ve

w3 = 1.7998 i¢in p$(jws, q')ps(jwa, q?) = 6.0439 > 0

oldugundan (1.13) esitsizligi saglanmaz. Dolaypswyla q*, q? kdselerinin be-
lirledigi kenar kararbidir. Diger ii¢ kenarin kararbihge da benzer sekilde in-
celendiginde, bu kenarlarn da kararly olduklar:, gorilir. Her 0 < w i¢in deger
kiimesi siirekli olarak degistiginden ve sinary sifiry bulundurmadigindan Teorem

1.5 e gore (3.8) multilineer ailesi giirbiiz kararlidar.

Bu 6rnekte de goriildiigii gibi, bir multilineer polinomlar ailesinin giirbiiz
kararlilig1 incelenirken deger kiimesinin sinirin1 veren q € () noktalarinin bu-
lunmasi gerekmektedir.

Bir wy € R igin det J(q) = 0 olacak sekilde q € ) var ise

(g1h2 — g2h1) + q1(g1hs — gsh1) 4 q2(gshe — g2hs) =0

dir ve bu bir dogru denklemidir.

Q=1{q€Q: (g1ha — g2M1) + q1(g1hs — gsh1) + qa(gsha — gohs) = 0}

olsun. (3.2) polinomlar ailesinin p(jwg, @) deger kiimesinin simr1 ) nun ke-

narlar1 ve () daki noktalarm goriintiileri ile belirlenir [2].
Ornek 3.6 Q={qeR:03<¢q <25, 0<q <17} ve
p(s,d) = (2.25 + 61 + 6g2 + 2q102) + (2 + a1 + ¢2)s + (2 + @1 + g2)s° + 57

verilsin. 0 < w olmak tizere

6—w?+2q 6—w?+2
det J(q) = 42 il
w w

= 2w(Q2 - Ch)
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dir. Buradan
2w(ge —q1) =0

denklemi elde edilir. Bu denklem qo = q1 i¢in saglanir ve ¢ozimii w’dan bagim-

sizdar (Sekil 3.3). Buna gére herhangi bir 0 < w da p(jw, Q) deger kiimesinin

Sekil 3.3: @ kutusu ile g2 = ¢; dogrusu.

stary (w dan bagumsiz olarak) @ nun dort kenar: ve (0.3,0.3) ile (1.7,1.7)
noktalarim birlestiren dogru parcast tizerindeki noktalarin gorintisi bulunarak

elde edilir (Sekil 3.4). @ kutusunun kenarlarimn kararlilge segment lemma

Sekil 3.4: p(2.27, Q) deger kiimesi.

ile aragtirilabilir. Ancak (0.3,0.3) ile (1.7,1.7) noktalariny birlestiren dogru
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parcast eksenlere paralel olmadigindan, bu dogru parcasinin kararlbihge i¢in seg-

ment lemma uygulanamaz. Bu durum ileride incelenilecektir.

Ornek 3.6 da det J(q) = 0 denkleminin ¢6ziimii w dan bagimsiz elde edilme-
sine ragmen genellikle bu denklemin ¢6ziimii w ya bagh olur. Ornek 3.1 de

verilen polinomlar ailesi i¢in

det J(q) = (ga+0.499 — q1)w® + (2.553141 — 3.93834¢, + 6.6894¢; )w®

+(—3.719732 + 4.189852¢, — 15.519532¢; )w

dir ve bu denklemin coziimii hem w’ya hem de q’ya baghdir. Denklem bu
tirli oldugunda deger kiimesinin sinirin1 veren noktalar w’ya gore degisecek-
tir. Dolayisiyla her w igin det J(q) = 0 denklemini saglayan q €Q nokta-
larinin belirlenmesi ve bu noktalara karsilik gelen polinomlarin kararhliklarinin
aragtirilmasi gerekecektir. Bu ise oldukca zor bir problemdir.

Denklem (3.1) multilineer polinomlar ailesi verilsin. Belli bir w € R i¢in

p(jw,q) : @ — C doniigiimiiniin Jacobi matrisi

ORep(jw,a) JRep(jw,q) ORep(jw,q)

J(q) = Oq1 Oq2 T Oqm
9Imp(jw,q) IImp(jw,q) 0Imp(jw,q)

oq 9q2 T Ogqm

dir. p(jw, @) deger kiimesinin simiri, () nun kenarlarmin ve Rank.J(q) < 2
esitsizligini saglayan q € () noktalarimin goriintiileri tarafindan kapsanir [2].
RankJ(q) < 2 egitsizligini saglayan noktalarin belirlenmesi kolay degildir. An-

cak baz1 6zel polinom ailelerinde bu yontem ise yarayabilir.

3.2. Kararhlik Icin Gerek ve Yeter Kosul Verilebilen

Ozel Bir Multilineer Polinomlar Ailesi

Bu boliimde deger kiimesinin sinirlarini veren noktalarin w € R den bagim-
siz oldugu ve bu noktalarin herhangi bir denklemin ¢6ziilmesine gerek kalmadan
belirlenebildigi bir multilineer polinomlar ailesi ele alinacaktir [14].

Parametreleri 2—boyutlu bir kutuda degisen multilineer polinomlar ailesinin

giirbiiz kararliliginin incelenmesinin dahi ¢ok kolay olmadig1 goriilmektedir.
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Q={qeR™:q <¢<gq',i=12..,m} (3.4)
kutusu olmak iizere P (3.1) multilineer polinomlar ailesi verilsin. Burada w €
R i¢in

p(jw. a) = (ao(q) — ax(q)w® + ) + jar(q)w — az(q)w’ + - -)

olmak tiizere f, : @ — C, f,(q) = p(jw,q) bir multilineer doéniigiimdiir.
Dolayisiyla i = 1,2, ..., m i¢in

folars s tim1, @i + 9, Giv1s Q) = Jol@u, o €1, G Gi1s Q) = B (a)

dir. G;(q) = %(q) (i=1,2,...,m) (kisaca G;) ile gosterilsin .

Sifirdan farkh z;, 2o € C kompleks sayilar igin, eger

22 .

Im— > O0ise z; < 2o,
21
zZ2 .

Im— > 0ise z; < 2o,
Z1
22 .

Im— = 0ise 2 < 2
21

olarak tanimlansin (Burada z; < 29 ile 0 < arg zp — argz; < 7 olmasi belir-
tilmistir).

q €Q olmak tizere

I = {ita=q'},
Im = ditg=q},
I° = {i:q <q<gq'}
seklinde indis kiimeleri tanimlansin.
Tanim 3.1 q €Q verilsin.
i) Herie€ I° i¢in G; < G
it) Heri € I, Gy £0 ve her k € I'T, Gy # 0 i¢in G; = G =2 Gy

olacak sekilde bir G # 0 kompleks sayist varsa q’ya f,, multilineer fonksiyo-

nunun esas noktast denir.
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f.(@) ile P (3.1) multilineer polinomlar ailesinin w € R deki deger kiimesi,

0f.,(Q) ile de bu deger kiimesinin simr1 gosterilsin.

Teorem 3.4 Eger z € 0f,(Q) ise z = f,(q) olacak sekildeki q €Q noktasu f,

multilineer fonksiyonunun esas noktasidir [14].

Bu teorem gosteriyor ki, esas noktalarin f,, altindaki goriintiilerinin kiimesi
0f.,(Q) kiimesini kapsar.
X

»(w) ile f,’nin esas noktalarinin kiimesi gosterilsin.

Tamim 3.2 P (3.1) multilineer polinomlar ailesi verilsin.
Xp= U Xp(w)
0<w

kiimesine P ailesinin esas noktalar: kiimesi denir.

Teorem 3.5 Her q €@ i¢in ap(q) # 0 ve a,(q) # 0 olsun. P (3.1) multilineer

polinomlar ailesinin giirbiiz kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

{r(.q): qeXp}

ailesinin giirbiiz kararl olmasidur [14].

Kanmit. =: Denklem (3.1) ile verilen multilineer ailesi giirbtiz kararh ise
ailedeki her polinom kararl oldugundan q €X,, olmak iizere p(s, q) polinomlar:
da kararhdir.
<: q €X,, olmak tizere p(s,q) polinomlar: kararh iken (3.1) multilineer poli-
nomlar ailesi kararli olmasin. Bu durumda sifir1 icermeme prensibine gére en
az bir w > 0 i¢in 0 € p(jw, Q) dir. Her q €Q i¢in ag(q) # 0 oldugundan 0 ¢
p(j0, Q) dir.

0 < w olsun. Deger kiimesi w ya gore siirekli degistiginden en az bir w* > 0 i¢in
sifir p(jw, Q) deger kiimesinin simirmdadir. Teorem 3.4 e gore s = jw*, en az
bir g*€ X, (w) noktasmma karsilik gelen p(s,q*) polinomunun kokiidiir. Bu ise
q €X, icin p(s, q) polinomlarmin kararli olmas: ile geligir. P (3.1) multilineer

polinomlar ailesi giirbiiz kararlidir. m
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Asagida verilen polinomlar ailesi i¢in X, esas noktalar kiimesi w’dan bagim-
sizdir [14].
po(s), p1(s) herhangi iki polinom ve q € @ (3.4)igin

m

p(s,a) = po(s) +pa(s) [ [ (1 + @is) (3.5)

=1

multilineer polinomlar ailesi verilsin. Derece diismesini engellemek amaciyla
0¢ g ,q] (i=1,2,...,m) ve her w € R igin p;(jw) # 0 olsun.

Denklem (3.5) ile verilen polinomlar ailesinin esas noktalarmin kiimesini
veren () nun 6zel iki alt kiimesi agagidaki gibi tanimlanabilir.

(@ kutusunun bir kenari

(qeQ: I°(q) = {k}, ke{1,2,...m}

ile ifade edilebilir. Eger q noktasi bu kenar tizerinde ise ¢ # k i¢in ¢; = ¢; veya
¢ =", ¢ < q.<q dir. Buna gore, Qnun ¢, < gx < ¢ olan kenarlarmn
sayis1 2"~ ! dir. P (3.5) ailesi i¢in X, kiimesini belirlerken m2™~! tane kenarin
tiimiine gerek olmayabilir. Asagidaki tanim yardimiyla bu say1 ) kutusuna

bagh olarak azaltilabilir.

Tanim 3.3 k€ {1,2,...,m},i=1,2,....,m ve i # k i¢in

g a7 1N g, 5] = 0 ise ya

|gi — ax| = max{|z —q| - = € [g;, ¢]} (3.6)
saglayan q; ler ya da

|¢i — qx| = min{lz — |+ € [g;, 4]}, (3.7)

saglayan q; ler alinarak,

g a7 1N (g, q] # 0 ise ¢; = q; veya q; = qf alinarak belirlenen Q 'nun

{qeQ:I°(q) = {k}, ke{l,2,...m}}

kenarina @ kutusunun esas kenary denir.
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Ornek 3.7 Q = [0,1] x [2,3] x [3,5] kutusu verilsin. k =1 igin
0,11 N [2,3] = 0 oldugundan

lgo — 1] = max{|z — q¢1| : = € [2,3], ¢1 € [0,1]}
esitligi o = q5 durumunda saglanar.

lg2 — 1| = min{|z — ¢1| : = €[2,3], ¢ €[0,1]}
1se g = q5 t¢in saglanar.

[0,1] N [3,5] = 0 oldugundan

lgs — q1| = max{|z — ¢1| : = € [3,5], ¢ €[0,1]}
esitligi g3 = q3 olmasina gerektirir.
lg3 — qi| = min{|z — ¢1| : z € [3,5], ¢ € [0,1]}

1se g3 = q5 t¢in saglamr. Buna gére

El_{qu (Q17 75)7 OSngl}a EQZ{qEQ:<q17273)> OSC]1§1}

olmak tizere E1 ve Ey kenarlar: Q nun iki esas kenaridir. k = 2 i¢in

2,3] N [0,1] = 0 dir. Denklem (3.6) dan q1 = q;, (3.7) den q1 = q; olarak
bulunur.

2,3] N [3,5] # 0 oldugundan qs = q5 veya g3 = q3 alnabilir. Oyle ise

E3 = {qEQ (O g2, )7 2§q2§3}7 E4:{q€Q:(07Q275>7 QSQ2§3}7

E5 - {qu:(laq%B)? 2§Q2§3}> E@Z{QEQZ(LC]Q,E)), 2§Q2§3}

esas kenarlar elde edilmis olur. k = 3 i¢cin ise benzer yontemle

E7 = {qEQ:(0727QB) 3<Q3<5} ES {qEQ (0,3#]3)7 3§Q3§5},

Ey = {qe€@Q:(1,2,q3), 3<q3 <5}, Eip={qeQ:(1,3,¢3), 3<q3 <5}

bulunur. ) nun toplam 12 kenarindan yukarida elde edilen 10 kenari esas

kenardur.
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Bu 6rnekten de goriildiigii gibi, eger () C R™ birbirini kesmeyen araliklarla

tanimlanmig ise @Q’'nun esas kenarlarinin sayisi 2m tane olacaktir.
Tanim 3.4 k > 2 olmak itizere {iy, s, ..., i} C {1,2,...,m} indis kiimesi igin

o € (q,q"), i € {i1,iz,..., 1} ve

o ¢ (¢ ,q), 1 ¢ {ir,i2,.... 0}

olacak sekilde o sayisinan varhge kabul edilsin. Bu durumda = (g1, ..., Gm) €

Q i¢cin
g y Z € {’il,ig, ,’lk}
%=1 q , ¢ {i1 2. i} veo <gq
q , i ¢ {ir, i, ..., ik} veo > g

kosulunu saglayan noktalarinin kiimesi bir dogru parcasi belirtir. Bu dogru

parcasina () ‘nun esas segmenti denir.

Ornek 3.8 Q = [2,3] x [1,4] x [0, 5] verilsin. Bu kutu i¢in

{(0,0,0) : o€[2,3]},
{(2,0,0) : o€][l,2]},

{(3,0,0) : o€[3,4]}
esas segmentleri elde edilir.

Esas kenar ve esas segment, tanimlarindan da goriildiigii gibi sadece @)

belirsizlik kiimesine baghdir.

Teorem 3.6 P (3.5) polinomlar ailesinin esas noktalar kiimesi X,, @ nun

esas kenar ve esas segmentlerinin birlegimidir [14].

Sonug 3.1 P (3.5) ile verilen multilineer ailesinin girbiz kararl olmasi igin

gerek ve yeter kosul esas kenarlarin ve esas segmentlerin kararl olmasidir [14].

30



Bir esas segment eksenlere paralel olmadigindan, multilineer doniigiim al-
tindaki goriintiisii kompleks diizlemde bir dogru parcasi degildir. Dolayisiyla
Yardimc1 Teorem 1.2 ile esas segmente karsilik gelen polinomlarin kararlilig:

incelenemez.
Tanim 3.5

pi(s) = ay+as+ -+ aps" (a, #0), (3.8)

pa(s) = bo+bis+ -+ bps™ (by, #0) (3.9)

reel katsayely polinomlar: i¢in

Ap  Qp_1 Qp_o - ag 0 o o0 --- 0

0 an  Qp_1 - ai aop o o0 --- 0

o .- 0 ap  Qp—1 Qp_2 as ai; ap
R(p1,p2) =

b bjp—1 b - b1 bo o 0 --- 0

0 b, bp_1 - ba by b 0 --- 0

o - 0 b b1 bm_2 -+ by by by

seklinde tanimlanan (n + m) x (n + m) boyutlu matrise p1(s) ve pa(s) nin

Resultant matrisi denir.

Teorem 3.7 pi(s) (3.8) ve pa(s) (3.9) polinomlariman ortak bir kékiniin ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul det R(py, p2) = 0 olmasidr [2].

Teorem 3.8 @Q C R™ yol baglantily bir kiime ve a; : Q — R siirekli fonksiyon

olmak tizere

P ={p(..q) : p(s,q) = ap(q) + ... + an_1(q)s" " + a,(q)s", q € Q}

degigmez dereceli polinomlar ailesi verilsin. p(s,qq) polinomu P nin bir kararl
polinomu olsun. P ailesinin giirbiiz kararl olmas: i¢in gerek ve yeter kosul

her q € Q i¢in det H,(q) # 0 olmasidar [2].
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Kamit. =-: P giirbiiz kararh olsun. Her q € @ igin p(s, q) polinomu kararh
oldugundan Teorem 1.1 geregi det H,,(q) # 0 dir.
<: Her q € @ igin det H,(q) # 0 olsun. P nin giirbiiz kararli olmadigim
varsayalim. Bu durumda Teorem 1.5%e gore 0 € p(jw,, Q) olacak sekilde 0 < w,
reel sayis1 vardir. Dolayisiyla P polinomlar ailesinde s = jw, kokiine sahip bir
p(jws, ¢«) polinomu vardir.

Diger taraftan

p(s,q) = ao(q) + ar(q)s + - - - + a,(q)s”

polinomunda s = jw yerine yazildiginda

p(jw, @) = (ao(a) — ax(q)w’ + ) + jw(ai(q) — as(q)w’ + )

h—w?.q) = ao(q) + ax(q)(—w?) + as(q)(—w?)? + -+,

,q) = ay(q) + as(q)(—w?) + as(q)(—w?)* + -

olmak iizere
p(jw,q) = h(—w*,q) + jwg(—w?, q)

seklinde ifade edilebilir.
p(jCU,q) =0« h(_w27q) =0ve wg<_w27q) =0

dir. h(—w?, q) ile wg(—w?, q)'nin ortak koke sahip olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul h(—w?, q) ile —w?g(—w? q)’nin ortak koke sahip olmasidir. v = —w?

olsun. Bu yeni degiskene gore

h(“a q) = aO(Q) + ag(q)’l} + a4(q)1]2 + ..

Ug(U, q) = a1 (q)v + ag(q)v2 + a5(q)'y3 + ...

seklinde yazilabilir. h(v,q) ve vg(v,q) polinomlarimin ortak kokiiniin olmasi
icin gerek ve yeter kogul (Teorem 3.7 ye gore) det R(vg(v,q),h(v,q)) = 0
olmasidir. R(vg(v,q), h(v,q)) matrisi kisaca R(q) ile gosterilsin.
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Eger n ¢ift ise (n x n) lik Resultant matrisi

Ap—1 GQp_3 Qp_4q *-° aq 0 o o0 --- 0

0 apn-1 Qp-3 --- as ai o o0 --- 0

R(q) o - 0 Gn1 a3 Gns a3 ar 0
q ey

Ap  Gp_9 Op_a *-* Qo aop o o0 --- 0

0 Ay Qp_g - ** Q4 a a 0 --- 0

0 e 0 Ap  Qp_g Gp_g -+ Qg Qo G

dir. R(q) matrisinin satirlar diizenlendiginde (n’nin tek veya ¢ift olmasina
baglh olmaksizin) (H,,(q), p(s, q) matrisine karsilik gelen Hurwitz matrisi olmak
iizere)

det R(q) = £det H,(q)

dir. Her q €Q igin det H,(q) # 0 oldugundan h(v,q), ve vg(v,q) polinom-
larmin ortak kokii yoktur. Dolayisi ile p(jw,q) = 0 olacak sekilde w € R
bulunamaz. Bu ise varsayimimizla celigir. P ailesi giirbiiz kararhdir. =

Bir p(s) polinomu verilsin. H(p) Hurwitz matrisinin n. satir n. siitun ele-
mani ag oldugundan, det H,, = agdet H,,_; dir. Teorem 3.8 agagidaki gibi ifade
edilebilir.

Teorem 3.9 Teorem 3.8 deki kosullar altinda P ‘nin giirbiiz kararl olmast i¢in

gerekli ve yeterli kogul her q € Q i¢in ag(q) # 0 ve det H,,_1(q) # 0 olmasidir

2].

(@ kutusunun bir esas segmentinin kose noktalar: qq, qo € @) olsun. Bu esas

segment L ile gosterilirse

L={qeQ: gq=Aq1 + (1 —X)qz, A€ [0,1]}

seklinde ifade edilebilir. Her q € L noktasima kargilik gelen p(s, q) polinomlar:

p(s,a) = p(s,Aqr + (1= A)qy)
= bo(A) + 01 (N)s+ -+ by(N)s", A€ [0,1]
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oldugundan sadece A parametresini bulundurur.
p(s,A) = bo(A) + by (N)s + -+ b,(N)s", A €[0,1] (3.10)

alalim. Burada b;(\) (i = 0,1,...,n) katsayilar1 A min polinomlaridir. p(s, \)
polinomun Hurwitz matrisi de yine \’ya baghdir. Bu matris H()\) ile goster-
ilsin.

Denklem (3.5) ile verilen polinom ailesi degismez dereceli oldugundan (3.10)
polinomlar ailesi degismez derecelidir. p(s, q1) ve p(s, qz) polinomlarimin kararh
olduklar1 kabul edilsin. Teorem 3.9 ’e gore L esas segmentinin kararli olmasi
icin gerek ve yeter kogul her A € [0,1] igin bo(A) # 0 ve det H,_1(\) # 0
olmasidir. Ayrica (Q’'nun esas kenarlarinin kararliligi da yine Teorem 3.9 ile
incelenebilir.

Sonug olarak bir esas segmentin kararliligi aragtirilirken, bu segmentin
koselerine kargilik gelen polinomlarimin kararhligi ve bo()), det H,,_1(\) poli-
nomlarmin [0, 1] araliginda bir kokiiniin olup olmadig: incelenmelidir.

Bir f(x) polinomun (a, b) araliginda kag tane farkli reel kike sahip oldugunu

veren Sturm zinciri agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 3.6 (Sturm Zinciri) f(x) polinomu verilsin. fo(z) = f(z) ve fi(z) =
f'(z) diyelim. OKklid bélme algoritmasu ile

a1 fi(z) — fa(z), deg f2 < deg f1,
fi(@) = qafo(z) — f3(x), deg f3 < deg fo,

fica(x) = qifi(x) — fiya(x), deg fiy1 < degf;

Ji—1(x) = @ fu(x) = fera(x), deg fir1 < deg fi,
frera(z) =0

seklinde olusturulan

folz), fi(z), fo(z),.... fu(z)
dizisine Sturm zinciri denir [15].
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Teorem 3.10 (Sturm Teoremi) f(x) reel katsayly bir polinom ve bu poli-
nomun Sturm zinciri fo(z), fi(z), fo(z),..., fe(x) olsun. [a,b] aralige i¢in

fla) #0# f(b) olsun. Bir x € [a,b] i¢in V, ile fo(z), fi(x), f2(2),..., fu(z)
zincirinin igaret degigtirme sayisy gosterilsin.  f(x) polinomunun (a,b) acik

aralygindaki birbirinden farkl reel koklerinin sayis V, — Vj, dir [15].

Ornek 3.9

(,q): ps,q) =5+ (1 +qs)(1+qs):q €[2,3],¢ € [1,4]}  (3.11)

multilineer polinomlar ailesi verilsin.
Q = [2,3] x [1,4] olmak tizere Q 'nun tim kenarlar esas kenardir. @ nun esas
segmenti ise

L={(o,0):0¢€[2,3]}

dir.

Q 'nun q1 € [2,3], go = 1 kenarimn kararlibg incelendiginde,
qa=A2,1)+(1—=X)(3,1), A€ [0,1]
noktalarina karsilik gelen polinom
p(s,\) =5+ (B -Ns*+(4—-Ns+1, A€[0,1]

dur.
p(5,0) = s* +3s% +4s+ 1

polinomu kararlidir. p(s, \) polinomunun Hurwitz matrisi

3—)\ 1 0
H3(X\) = 1 4-X0
0 3—X 1
olur.
3—A 1
H2()\):
1 4 — )\
ve

det Hy(\) = 11 — 7A 4 \?
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elde edilir. Bu paraboliin [0, 1] araliginda kékinin olup olmadigr, Sturm teo-
reminin bir uygulamasiny gostermek amaciyla Teorem 3.10 kullanilarak arastirilirsa;

det Hy(0) = 11 # 0 ve det Hy(1) =5 # 0 der. Bu polinomun Sturm zinciri

foN) = AN —7A411
filld) = 247

BO) = GA-DEA-T) -2
A = GA-2)7
RO = 5

olur.
fo(0)=11 +, fo(1)=5 +

[0)==T = A)=-5 -

£0)=5% + fO=3 +
oldugundan det Hy(\) polinomunun [0,1] arabgindaki birbirinden farkl kok-
lerinin sayst

Vo—-Vi=2-2=0

olarak bulunur. Diger esas kenarlarn kararl olduklar: benzer yolla gdste-
rilebilir.

L esas segmentine karsilik gelen polinomlar ise
qa=X2,2)+(1-X)(3,3), A€ [0,1]
olacagindan
p(5,A) =1+ (=22 +6)s + (\> — 6\ +9)s® + s°

dir. p(s,0) = 1+6s+9s2+ s polinomu kararldur. p(s, \) mn Hurwitz matrisi

A2 —6)A+9 1 0
Hi(\) = 1 —20A+6 0
0 M —6)1+9 1

ve
AN —6)A+9 1

1 -2\ +6
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olur. Buradan

det Hy(\) = 53 — 54\ 4+ 18)\% — 2)\°

polinomunun [0, 1] aralyinda kékini arastirildiginda,
det H2(0) = 53 # 0 wve det Hy(1) = 15 # 0 der. det Hy(\) polinomun Sturm

2Ineirt

fo(A) = —2X* +18)\* — 54\ +53

fi(\) = —6X*+ 36\ — 54

fo(A) = (%/\ — 1)(=6)\* + 36 — 54) — 1
fi(A)) = (—6X%+36)\ —54).1

f(A) =

dir. Bu zincir i¢in

dir. Buna gore her \ € [0,1] i¢in det Hy(A) # 0 ve bo(A) # 0 oldugundan bu
esas segment de kararldir. Sonug¢ 3.1 ‘e gore bu multilineer polinomlar ailes:

glirbiiz kararlidr.
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4. MULTILINEERLESTIRME

Bu boéltimde polinom denklem sisteminin kutu {izerinde ¢oziimiiniin olup
olmadigini test etmek icin bir yontemden bahsedilecektir.

Denklem (3.1) ile verilen, koseleri {q',q?, ...,q*"} olan Q C R™ kutusu
olmak tizere

P ={p(.,q) : p(s,q) = ao(q) + a1(q)s + - - - + an(q)s", q €Q}

multilineer polinomlar ailesi i¢in p(s,qg) € P kararl polinom ve her 0 < w
icin 0 ¢ p(jw, Q) ise sifir1 icermeme prensibine gore P ailesi giirbiiz kararhdir.
Burada P ailesi aralik polinomlar ailesine genisletilir ve (1.9) denklemi kul-
lanilirsa w igin bir w, {ist sinir1 bulunabilir. Buna gére her w € [0,w,| igin
0 ¢ p(jw, Q) kontrol edilerek P ailesinin giirbiiz kararliligi belirlenebilir.

5 = jw olsun.

p(jw,q) = (ao(q)—as(q)w*+as(q)uw+ - )+jw(ar(q) —az(q)w’+as(q)w+- - -)
dir.
AW a) = ao(q) — ax(q)w® + as(q)uw* + - -
fo(w? q) = ai(q) - az(@)w’ +as(q)w’ + -
olmak tizere
p(jw, @) = fiw? q) + jwf2(w?, q)
olur. w = 0 i¢in

p(j0,q) =0 & fi(w’,q) =ao(q) =0

denklemi saglaniyorsa deger kiimesi w = 0 da sifir1 igerir. Dolayisiyla aile
giirbiiz kararh degildir.
Her q €@ igin ap(q) # 0 ise w € [0, w,] i¢in

p(]W,Q) =0 & fl(WQaq) =0 ve f2(w27q> =0
dir. t = w? olsun. Oyle bir ¢ € [0,w?] ve q €Q igin

fi(t,q) =0 ve fo(t,q) =0
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ise deger kiimesi sifir1 icereceginden P ailesi giirbiiz kararh degildir.

Dogrusal olmayan sistemler i¢in bir varlik teoremi asagida verilmistir.

Teorem 4.1 (Miranda) X = [z1,71] X ... X [T, Tn] kutusu verilsin. X; =
{xeX: z; = x} ve X;" = {xeX: z; = z;} kiimeleri X ’in i. koordinata
dik, paralel yiizlerini gostersin. F = (f1, fa, ..., fm)T, X dizerinde tanmamlanmag

stireklt bir fonksiyon olmak tzere, eger

herx X,y €X igin fi(x)fi(y) <0 (i=1,2,..,m)

olacak sekilde (1,2,...,m) nin bir (v1,vs,...,vy) permiitasyonu varsa bu du-

rumda F(x) = 0 denkleminin X dzerinde ¢ozimi vardur [16).

Burada X = [0,w?|x[q7, ¢ ] X ... X[q,,, ¢;%,] olmak tizere x = (£, 1. ..., gm)EX
icin f3(x) = 0,..., fnr1(x) = 0 tammlanmirsa, Teorem 4.1’in kosullari sag-
landiginda 0 € p(jv/t, Q) oldugu belirlenebilir.

Diger taraftan, eger her x € X igin

fi(x) # 0 veya fo(x) #0

ise deger kiimesi sifir1 icermez.

Buna gore
m; = min fi(x) ve M; = I}Eleii}z(fi(x) i=1,2
olmak tizere
my >0, mg >0, M; <0, My <O

esitsizliklerinden en az birinin saglanip saglanmadigi arastirilmalidir. Bunun
kontrolii i¢in f;(x) (i = 1,2) ¢ok degigkenli polinomlarinin X kutusu iizerindeki
minimum ve maksimum degerlerinin bulunmasi gerekmektedir. Multilineer
fonksiyonlar bir kutu tizerindeki maksimum ve minimum degerlerini bu kutu-

nun koselerinde alir (Teorem 1.7).

fi(t,q) = ao(q) — az(qQ)t + as(q)t® — ag(q)t’ + - - - + age(q)t*
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fonksiyonunu ele alinsin. t; = t, to = tq, t3 = to,...,tx = t,_1 degiskenleri

tamimlanirsa q = (¢4, to, ..., ty) olmak iizere

f1(a@,q) = ao(q) — ax(q)ts + as(q)tits — ag(q)titats + - - - £ ag(Q)tats...tx
multilineer doniisiimii elde edilir.

X =[0,w?] x ... x [0,w?] x [q7,¢] X ... X [gm, )]

k tane

olsun. Benzer gekilde f5 igin f2 multilineer doniisiimii elde edilebilir.

% €X olmak iizere

i’k - 5]1 - 0
denklem sistemi ele alinsin.

filt,q) = 0 (4.2)
f2(t7q) =0

denklem sisteminin X de ¢oziimii vardir < (4.1) denklem sisteminin X de

¢oziimii vardir.

(51 (i) = fi (5&),

2X) = f(),

g3(X) = Tp— 1,
Ge1(X) = Tp—11

olsun. ¢; (i = 1,2,...,k + 1) fonksiyonlar1 multilineer olduklarindan (k +

m)— boyutlu X kutusu iizerindeki minimum ve maksimum degerlerini bu
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kutununun kogelerinde alr. [ = 28" olmak tizere X kutusunun kosgeleri

{x}, %2, ..., %'} ile gosterilirse i = 1,2, ...,k + 1 igin

m; = min  ¢;(X) ve M; = max  ¢;(X)
Re{%! %2, %} Re{%1 %2, %'}

olarak belirlenir.

m; >0, M; <0 (i=1,...,k+1) (4.3)
esitsizliklerinden en az biri saglaniyorsa (4.1) denklem sisteminin X de ¢oziimii
yoktur. Dolayisiyla (4.2) denklem sisteminin de X iizerinde ¢tziimii yoktur.

ap = 07 61 = Wa vy Q= Oa /Bk; = Wa g1 = ql_) /6]<;+1 = qi‘_a ooy Ofym = qr;n
Brsm = ¢, alimirsa

X = (a1, B1] X e X [Qhms Brgml

seklinde ifade edilebilir. 3, — «; (i = 1,2, ...,k + m) degerini en biiyiik yapan

¢ indisi i¢in » = ¢ olsun. Eger bu maksimum birden fazla ¢ indisi igin elde

edilebiliyorsa 7 olarak en kiiciik ¢ indisini alimir. Bu r indisini kullanarak

XO = X kutusunu

a, + 3,
2

a, + B3,
2

XOO = [041,61} X ... X [Oé,«, ] X ... X [ak—i—m?Bk—i-m]a

XOl = [0417/81} X ... X [ 767“] X ..o X [ak+m7/6k+m]

seklinde iki pargaya boliinebilir.

Xoo alt kutusu ele alinsin. Bu altkutu igin (4.3) esitsizlikleri kontrol edilir.
Bu egitsizliklerden en az biri saglaniyorsa Xgo alt kutusu iizerinde (4.1) den-
klem sisteminin ¢oziimii yoktur. Bu durumda Xy, altkutusuna gecilerek benzer
inceleme yapilir.

Eger Xy alt kutusunda (4.1) denklem sisteminin ¢oziimiiniin olmadig1 be-
lirlenemiyorsa bu alt kutu en uzun kenarina kargilik gelen r indisi kullanilarak
yukaridaki gibi Xog0, Xoo1 seklinde iki esit parcaya boliiniir ve aymi islemler
tekrarlanir.

Bolme iglemi sonunda tiim altkutular iizerinde (4.1) denklem sisteminin

¢Oziimiiniin olmadig1 belirlenebilirse, (4.2) denklem sisteminin X iizerinde ¢6zii-
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miiniin olmadigr gosterilmig olur. Sonug olarak, deger kiimesi sifir1 icermeye-
ceginden P ailesi giirbiiz kararlidir.

Eger verilen P ailesi giirbiiz kararliysa, sonlu bolme igleminden sonra P
nin deger kiimesinin sifir1 igermedigi belirlenebilir. Ancak P ailesi giirbiiz
kararli degilse bolme iglemi sonlu adimda tamamlanamaz. Dolayisiyla deger
kiimesinin sifir1 icerip icermedigi belirlenemez. Yine de X kutusunun baz
alt kutularinda deger kiimesinin sifir1 icermedigi belirlenebileceginden, deger
kiimesinin sifir1 icerip icermedigi problemi X kutusunun bir alt kiimesine in-
dirgenmis olur.

Ornek 3.6 da verilen multilineer polinomlar ailesinin kararliligi bu yontemle

agagida arastirilmigtir.
Ornek 4.1 Q = {(q1,q2) : 1 < q1 <1.5,2 < qy < 2.2} olmak tizere
p(s.q) = qge — 1.9+ (g — 1)s + (1 + q2)s” + 358" + q1s* + s°

multilineer ailesi i¢in w, = 4.5 olarak bulunur. q €Q i¢in 0.1 < ap(q) < 1.4
dir.

fitba) = (-1.9+qq) — (1 +q@)t + ¢t?

folt,d) = —1+4qge — 3.5t + 2

oldugundan bu fonksiyonlarin multilineerlestirilmis hali

X =[0,20.25] x [0,20.25] x [1,1.5] x [2,2.2]

¢cim
fiR) = (=1.94 Z3iy) — (1 4 )&y + 12085 =0
foX) = —1+4 F3iy — 3.5%1 4 155 = 0 (4.4)
i’z - ZZ‘l = 0
dir.
gl(i) = (—19 + fgi‘4) - (1 + f4)i’1 + fli'gf;g
gg(i) = -1 + {%35/’4 — 35[%1 + 531{%2
93(i> = To— I
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olsun.
m; = —64.5 M, = 555.44375

My = —69.875 M, = 341.4875
ms = —20.25 Mz = 20.25

oldugundan Xy = X iizerinde (4.4) denklem sisteminin ¢ozimiinin olmadig

soylenemez. Buna gore X, kutusu r =1 alnarak (en uzun kenara gore)

Xoo = [0,10.125] x [0,20.25] x [1,1.5] x [2,2.2]

Xor = [10.125,20.25] x [0,20.25] x [1,1.5] x [2,2.2]

iki alt kutuya béliintr. Xoo alt kutusu dizerinde g; (1 =1,2,3) fonksiyonlarinin

minimum ve maksimum degerler:

m; = —32.1 M, = 278.271875
me = —34.4375 M, = 171.89375
msg = —10.125 M3 = 20.25

olarak bulunur. Minimumlardan en az biri pozitif veya maksimumlardan en az
biri negatif olmadigindan bu alt kutu tzerinde (4.4) denkleminin ¢éziminin

olmadign belirlenemez.

T = {Xo}

seklinde bir liste tanimlansin.

Xo1 icin bu islemi yapildiganda

my = —64.5 M, = 555.44375
my = —69.875 My = 341.4875
ms = —20.25 M; = 10.125

olarak bulunur. Bu alt kutu i¢in de (4.4) denkleminin ¢ézimiinin olmadig

belirlenemediginden Xo1 alt kutusu T listesinin en soluna eklenir.
T = {X()l,XOO}

olur. T deki alt kutulardan en soldaki alt kutu listeden cikartilir ve bu alt kutu

tkiye boliinerek ayni iglemler tekrarlanar.

43



Xo1 alt kutusu r = 2 alinarak béliiniirse

Xowo = [10.125,20.25] x [0,10.125] x [1,1.5] x [2,2.2],

Xon = [10.125,20.25] x [10.125,20.25] x [1,1.5] x [2,2.2]

alt kutulary bulunur. Xmo alt kutusu i¢in

my = —64.5 M, = 247.896875
mo = —69.875 M,y = 136.45625
mg = —20.25 M3 =0

oldugundan bu aolt kutu T listesinin en soluna eklenir.
T = {X(no, Xoo}
olur. Xon alt kutusu i¢cin

my = 70.415625 M; = 555.44375

oldugundan bu alt kutu tizerinde (4.4) denkleminin ¢ézimi yoktur. T listesinin
en soldaki elemany alinarak bu islemler tekrarlanar.

Bu iglemler bilgisayar yardvmayla yapidiginda, toplam 342 bélme isleminden
sonra T listesindeki alt kiimelerin sayist 0 olur. Bu sonug ise verilen polinomlar
ailesinin deger kiimesinin sifiry icermedigini gosterir. Bu nedenle aile giirbiiz

kararlidur.
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