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Günümüz araşt¬rmac¬lar¬�zik, kimya gibi temel bilim ve endüstri,elektrik

gibi mühendislik alanlar¬n¬n herbirinde ortaya ç¬kan problemlere de¼gi̧sik çö-

zümler üretmek için türev�i bir araç olarak kullanmaktad¬rlar . Klasik türev

ve diferansiyel kavramlar¬ ile bu problemlerin ço¼gu çözülmesine kaŗs¬n, bu

kavramlar di¼ger bir ço¼gunun çözümünde yetersiz kalmaktad¬r.

Bu çal¬̧smada tek de¼gerli, sonlu boyutlu uzaylarda tan¬ml¬, sonlu de¼gerlere

sahip kapal¬konveks fonksiyonlar¬n subdiferansiyellerinin tan¬mlanmas¬için

gerekli ön bilgiler verilecek,subdiferansiyelleri tan¬mlanacak , kapal¬konveks

sonlu de¼gerli fonksiyonlar¬n subdiferansiyellerinin bir tak¬m özellikleri ince-

lenecek ve son olarak bilinen temel fonksiyonlar¬n subdiferansiyelleri hesap-

lanacakt¬r.

Anahtar Kelimeler : Subdiferansiyel, Subgradyant, Sublineer Fonksiyon, Kon-
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ABSTRACT

Master of Science Thesis
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AND FINITE CONVEX FUNCTIONS
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Graduate School of Sciences

Mathematics Program

Supervisor: Prof. Dr. Yalç¬n KÜÇÜK

2007, 145 pages

Today�s researchers use derivative as a tool to �nd di¤erent solutions

to problems that arise in the �elds of fundamental sciences like physics and

chemistry and in the �elds of engineering like electrical engineering. By using

the classical derivative and di¤erential concepts a number of these problems

can be solved. However these concepts are not su¢ cient to solve many others.

In this study the prior information for de�ning subdi¤erentials of single

and �nite valued closed convex functions that are de�ned in �nite dimesional

spaces are to be given, their subdi¤erentials are to be de�ned, a number of

properties about closed convex �nite valued functions are to be examined

and �nally subdi¤erentials of known basic functions are to be calculated.
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TEŞEKKÜR

Bu tezin haz¬rlanmas¬nda yard¬mlar¬n¬esirgemeyen de¼gerli hocalar¬m

Prof. Dr. Yalç¬n KÜÇÜK�e, Prof. Dr. Mahide KÜÇÜK�e , tezin yaz¬m¬nda

yard¬mc¬ olan Mustafa SOYERTEM�e, Aŗs. Gör. ·Ilknur ATASEVER�e,
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1 G·IR·IŞ

Günümüz araşt¬rmac¬lar¬�zik, kimya gibi temel bilim ve endüstri, elek-

trik gibi mühendislik alanlar¬n¬n herbirinde ortaya ç¬kan problemlerin hemen

hemen hepsine de¼gi̧sik çözümler üretmek için türev�i bir araç olarak kul-

lanmaktad¬rlar. Klasik türev ve diferansiyel kavramlar¬, günümüz bilim ve

teknolojisinin bir çok alanlar¬nda ortaya ç¬kan ço¼gu problemi çözmesine kaŗs¬n,

bu kavramlar bir ço¼gunun çözümünde de yetersiz kalmaktad¬r.

Problemlerin çözümsüz kalmas¬ ya incelenen fonksiyonlar¬n klasik an-

lamda türev ile diferansiyele sahip olmamas¬ndan veya incelenmesi gereken

fonksiyonlar¬n tek de¼gerli olmamas¬ndan kaynaklanmaktad¬r. Örne¼gin Opti-

mizasyon Teorisi, Kontrol Teori ve Oyun Teorisi gibi birçok alanda incelenen

fonksiyonlar¬n ço¼gu diferansiyellenebilir olmayan fonksiyonlard¬r (bkz. [1] -

[11]). Son y¬llarda, klasik anlamda genel olarak diferansiyellenebilir olmayan

fonksiyonlar, örne¼gin alttan veya üstten yar¬sürekli fonksiyonlar ve konveks

fonksiyonlar için farkl¬ subdiferansiyel ve superdiferansiyel kavramlar¬ ve-

rilmektedir (bkz. [2], [6], [7], [13], [18], [19]).

Tek de¼gerli olmayan fonksiyonlar için de çeşitli formlarda türev ve di-

feransiyel kavramlar¬tan¬mlanmaktad¬r (bkz. [1] - [4], [6], [8]).

Bu çal¬̧smada tek de¼gerli, sonlu boyutlu uzaylarda tan¬ml¬, sonlu de¼gerlere

sahip kapal¬konveks fonksiyonlar¬n subdiferansiyellerinin tan¬mlanmas¬için

gerekli ön bilgiler verilecek, subdiferansiyelleri tan¬mlanacak, kapal¬konveks

sonlu de¼gerli fonksiyonlar¬n subdiferansiyellerinin bir tak¬m özellikleri ince-

lenecek ve son olarak bilinen temel fonksiyonlar¬n subdiferansiyelleri hesap-

lanacakt¬r.

Üç bölümden oluşan bu çal¬̧sman¬n ilk bölümünde konveks kümeler ve

konveks fonksiyonlar tan¬mlanm¬̧s, baz¬örnekler verilmi̧stir. Konveks fonksi-

yonlar¬n birtak¬m önemli temel özellikleri gösterilmi̧stir.Bir konveks fonksi-

yonun süreklili¼gi ve yerel Lipschitz�li¼gi incelenmi̧s ve birinci ve ikinci mer-

tebeden diferansiyellenebilir fonksiyonlar¬n konvekslikleri incelenmi̧stir. Son
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olarak konveks fonksiyonlar¬n diferansiyellenebilirlikleri ile ilgili bir teorem

verilmi̧stir .

·Ikinci bölümde lineer dönüşümlerin bir genellemesi olan sublineer fonksi-

yonlar tan¬mlanm¬̧s, sublineer fonksiyon örnekleri verilmi̧stir. Özel olarak

sublineer fonksiyon örneklerinden olanMinkowski fonksiyoneli ve destek fonk-

siyonunun özellikleri detayl¬olarak incelenmi̧s. Son olarak da kapal¬konveks

kümelerle, sonlu de¼gerli kapal¬sublineer fonksiyonlar¬n bire-bir eşleşti¼gi gös-

terilmi̧stir.

Çal¬̧sman¬n son bölümünde, konveks fonksiyonlar¬n yönlü türevleri ve sub-

diferansiyelleri tan¬mlanm¬̧s, geometrik yorumlar¬ verilmi̧stir. Subdiferan-

siyelin yerel özellikleri incelenerek konveks bir fonksiyona bir nokta civar¬nda

birinci mertebeden sublineer fonksiyonlarla yaklaş¬labilece¼gi kan¬tlam¬̧st¬r ve

son olarak baz¬özel fonksiyonlar¬n subdiferansiyelleri hesaplanm¬̧st¬r.

2



2 KONVEKS FONKS·IYONLAR VE

KONVEKS KÜMELER

2.1 Konveks Kümeler

Tan¬m 2.1. C � Rn bir küme olsun. x; x0 2 C ve � 2 (0; 1) iken

�x+ (1� �)x0 2 C oluyorsa C konveks kümedir denir.

Geometrik olarak bu şu demektir: x; x0 2 C ise bu iki noktay¬uç noktas¬

kabul eden do¼gru parças¬da yani

[x; x0] := f�x+ (1� �)x0 : 0 � � � 1g C taraf¬ndan kapsan¬r.

Önerme 2.1. [12,13,16,17]Herhangi say¬da (sonlu, say¬labilir ya da say¬la-

maz) konveks kümenin kesişimi yine bir konveks kümedir.

Önerme 2.2. [12,13,16,17]C1; C2 � Rn iki konveks küme olsun. Bu du-

rumda

i) C1 + C2 := fx1 + x2 j x1 2 C1, x2 2 C2g � Rn konveks kümedir

ii)� 2 R için �C1konvekstir

iii)C1 � C2 konvekstir.

Tan¬m 2.2. A � Rn bir küme olsun. x; x0 2 A ve � 2 R iken �x+(1��)x0 2

A oluyorsa A a�n kümedir denir.

Tan¬m 2.3. i)K � Rn bir küme olsun. x 2 K; � > 0 iken �x 2 K oluyorsa

K konidir denir.

ii)K konveks bir koni olsun.

K � = fx 2 Rn : 8y 2 K için hx; yi � 0g

kümesine K konisinin.(negatif ) polar konisi denir.

Tan¬m 2.4. C bir küme ve x 2 C olsun.

xk ! x;
xk � x
kxk � xk

! y

kyk
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ve 8k için xk 6= x olacak şekilde 9(xk)k2N � C dizisi var ve ya y = 0 ise

y; C�nin x�deki bir te¼getidir denir. C kümesinin x�deki bütün te¼getlerinin

oluşturdu¼gu kümeye C�nin x�deki te¼get konisi denir. Bu küme TC(x) ile gös-

terilir.

Tan¬m 2.5. C bir küme ve x 2 @C (yani x; C�nin bir s¬n¬r noktas¬) olsun.

fy : 8c 2 C için hy; c� xi � 0g

kümesine C kümesinin x�deki normal konisi denir. Bu küme NC(x) ile gös-

terilir.

Tan¬m 2.6. C � Rn bir küme olsun.C kümesini kapsayan tüm konveks

kümelerin kesişimine C nin konveks zarf¬denir. Bu küme co(C) ile gösterilir.

Tan¬m 2.7. S � Rn bir küme olsun.S kümesini kapsayan tüm kapal¬konveks

kümelerin kesişimine C nin kapal¬ konveks zarf¬ denir. Bu küme co(C) ile

gösterilir.

Teorem 2.1. [14,16,17]S � Rn bir küme olsun. S nin kapal¬konveks zarf¬

S nin konveks zarf¬n¬n kapan¬̧s¬na eşittir.Yani coS = cl(co(S)) dir.

Uyar¬2.1. Bir kümenin konveks zarf¬n¬n kapan¬̧s¬, ayn¬kümenin kapan¬̧s¬n¬n

konveks zarf¬na genel olarak eşit de¼gildir. Yani cl(co(S)) 6= co(cl(S))

[coS 6= co(cl(S)) ] dir.

Tan¬m 2.8. A � Rn bir küme olsun.A kümesini kapsayan tüm a�n kümelerin

kesişimine C nin a�n zarf¬denir. Bu küme aff(A) ile gösterilir.

Tan¬m 2.9. C � Rn konveks kümesinin rölatif içi (göreceli içi) ri C; C nin

a�n zarf¬ndaki topolojiye göre C nin içidir.Yani x 2 ri C ancak ve ancak

x 2 aff C ve (aff C) \B(x; �) olacak şekilde � > 0 vard¬r.

Teorem 2.2. [11, 14, 16, 17]; 6= C � Rn konveks bir küme ise ri C 6= ; dir.

Önerme 2.3. [14, 17]cl A = cl B () ri A = ri B
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Önerme 2.4. [12,17][ x 2 cl C ve x0 2 ri C olsun. Bu durumda

(x; x0] = f�x+ (1� �)x0 : 0 � � < 1g � ri C

olur.

Önerme 2.5. [16,18] C1; C2 konveks küme olsun. ri C1 \ ri C2 6= ; ise

(a) cl (C1 \ C2) = cl C1 \ cl C2
(b) ri (C1 \ C2) = ri C1 \ ri C2
olur.

Tan¬m 2.10. A : Rn ! Rm fonksiyonu, 8x; x0 2 Rn ve � 2 R için

A(�x+ (1� �)x0) = �A(x) + (1� �)A(x0)

sa¼gl¬yorsa A�ya a�n fonksiyon denir.

x! A(x)�A(0) do¼grusald¬r. Dolay¬s¬yla a�n fonksiyonlar BirA0 do¼grusal

fonksiyonu ve y0 := A(0) 2 Rm için 8x 2 Rm için

"A(x) = A0(x) + y0"

şeklinde yaz¬labilir.

Önerme 2.6. [12,17]A : Rn ! Rm a�n fonksiyon ve C � Rn konveks

olsun.Bu durumda

ri [A (C)] = A(ri C)

olur. E¼ger D � Rm konveks ve A�1(ri D) 6= ; ise

ri [A�1(D)] = A�1(ri D)

olur.

2.2 Konveks Fonksiyonlar

Tan¬m 2.11. f : Rn ! R bir fonksiyon ve f 6� +1olsun.

a) 8(x; x0) 2 Rn � Rn ve 8� 2 (0; 1) için

f(�x+ (1� �)x0) � �f(x) + (1� �)f(x0)

5



eşitsizli¼gi varsa bu f fonksiyonuna konvekstir denir.

b)Ayn¬f fonksiyonu verilsin. 8(x; x0) 2 Rn � Rn ve � 2 (0; 1) ve x 6= x0

için

f(�x+ (1� �)x0) < �f(x) + (1� �)f(x0)

sa¼glan¬yorsa f ye kesin konvekstir denir.

Geometrik olarak konveks fonksiyonunun gra�¼ginde iki nokta ald¬¼g¬m¬zda

fonksiyon bu noktalar¬birleştiren kiri̧sin alt¬nda kal¬r.

Rn üzerindeki konveks fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬n¬Conv Rn ile gösterece¼giz.

Tan¬m 2.12. f 2Conv Rn olsun.

a) ; 6= domf := fx 2 Rn : f(x) < +1g kümesine f nin tan¬m kümesi

denir.

b)Ayn¬f fonksiyonu verilsin.

; 6= epi _f := f(x; r) 2 Rn � R : r � f(x)g (episf := f(x; r) 2 Rn � R : r >

f(x)g) ile tan¬mlanan kümeye f nin epigraf¬(kesin epigraf¬) denir.

c) Ayn¬ f fonksiyonu verilsin ve bir r 2 R verilsin. Sr(f) := fx 2 Rn :

f(x) � rg ile tan¬mlanan kümeye f nin bir alt düzey kümesi denir.

Şekil 2.1�de bir fonksiyonun epigraf¬ve kesin epigraf¬ve şekil 2.2�de bir

fonksiyonun alt düzey kümesi gösterilmektedir.

(x; r) 2 epi f () x 2 Sr(f) oldu¼gu aç¬kt¬r.

Şekil 2.1: Bir fonksiyonun epigraf¬ve kesin epigraf¬

6
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5­5

f(x)=x2

25

}25:{)( 2
25 ≤ℜ∈= xxfS

Şekil 2.2: f(x) = x2 fonksiyonunun S25(f) = fx 2 Rn : x2 � 25g alt düzey

kümesi

Önerme 2.7. [11,16] f : Rn �! R [ f+1g: Aşa¼g¬dakiler birbirine denktir.

i) f konvekstir.

ii) epi f , Rn � R de konvekstir.

iii) episf; Rn � R de konvekstir.

2.2.1 Do¼grusal ve a�n fonksiyonlar

g : Rn ! R do¼grusal bir fonksiyon olsun. s 2 Rn için g(x) = hs; xi

formunda yaz¬labilir. g ninepigraf¬

epi g = f(x; r) : x 2 Rn; r � hs; xig

şeklinde yaz¬labilir.

Benzer şekilde bir f :Rn ! R bir a�n fonksiyon ise f nin epigraf¬da

bir s 2 Rn ve bir x0 2 Rn için

epif = f(x; r) : r � f(x0) + hs; x� x0ig

= f(x; r) : hs; xi � r � hs; x0i � f(x0)g � Rn � R

7



şeklinde yaz¬labilir.

A�n fonksiyonlar¬n epigraf¬kapal¬yar¬uzaylard¬r ve (s;�1) 2 Rn � R

vektörü ile karakterize edilirler.

Önerme 2.8. [12,17] f 2 Conv Rn ise

ri (epi f) = f(x; r) : x 2 ri (dom f); r > f(x)g � Rn � R

dir.

Önerme 2.9. f 2 Conv Rn bir a�n fonksiyonla minorize edilebilir ve x0 2

ri dom f için aff dom f ye paralel V alt uzay¬nda her x 2 Rn için

f(x) > f(x0) + hs; x� x0i

olacak şekilde s 2 V vard¬r.

Kan¬t. aff epi f = (aff dom f) � R: V , aff dom f ye paralel lineer

alt uzay olmak üzere x0 2 dom f için

aff dom f = fx0g+ V

olaca¼g¬ndan

aff epi f = (fx0g+ V )� R

olur. x0 2 ri dom f al¬rsak (x0; f(x0)) 2 rbd epi f olur. Bu ise (x0; f(x0))

noktas¬nda epi f i destekleyen aşikar olmayan hiperdüzlemin varl¬¼g¬n¬verir.

8(x; r) 2 epi f için

h(s; �) ; (x; r)i � h(s; �) ; (x0; f (x0))i

hs; xi+ h�; ri � hs; x0i+ h�; f(x0)i

hs; xi+ �r � hs; x0i+ �f(x0) (2.1)

ikisi birden s¬f¬ra eşit olmamak kayd¬yla 9s 2 V; � 2 R vard¬r. r !

+1 giderken � � 0 olmal¬d¬r ki bu eşitsizlik sa¼glans¬n. s 2 V ve x0 2

8



ri (dom f) oldu¼gundan 9� > 0 için x0+ �s 2 dom f olur. 2.1 de (x; r) yerine

(x0 + �s; f(x0 + �s)) 2 epi f al¬n¬rsa

hs; x0 + �si+ �f(x0 + �s) � hs; x0i+ �f(x0)

hs; x0i+ � ksk2 + �f(x0 + �s) � hs; x0i+ �f(x0)

� ksk2 � �[f(x0)� f(x0 + �s)] < +1

� 6= 0 d¬r. Çünkü � n¬n 0 olmas¬s nin de 0 olmas¬n¬gerektirirdi. Bu yüzden

� < 0 d¬r. Genellik bozulmadan � = �1 seçilebilir. (x; r) 2 epi f için

hs; xi � r � hs; x0i � f(x0)

hs; xi � hs; x0i+ f(x0) � r

hs; x� x0i+ f(x0) � inffr : f(x) � rg = f(x)

Böylelikle istenilen a�n fonksiyon bulunmuş olur.

2.2.2 Kapal¬konveks fonksiyonlar

Tan¬m 2.13. f : Rn ! R [ f+1g; x0 2 Rn olsun. Verilen her " > 0

ve x 2 Bd(x0; �) için f(x0) � " < f(x) olacak şekilde x0�a ve "�a ba¼gl¬ bir

� = �(x0; ") > 0 varsa f�ye x0 2 R�de alttan yar¬süreklidir denir.

Tan¬m 2.14. f : Rn ! R ve x0 2 dom f olsun.

lim inf
x!x0

f(x) = sup
�>0

inf
x2Bd(x0;�)

f(x)

f�nin x0�daki alt limiti denir.

Teorem 2.3. [6,9,10]f : Rn ! R [ f+1g; x0 2 Rn olsun. Bu durumda

f , x0�da alttan yar¬süreklidir () lim inf
x!x0

f(x) � f(x0)

d¬r.

Tan¬m 2.15. f : Rn ! R [ f+1g bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun

epigraf¬kapal¬ise f�ye kapal¬d¬r denir.

9



Önerme 2.10. [16,17] f : Rn ! R[f+1g için aşa¼g¬daki üç özellik birbirine

denktir.

i) f , Rn�de alttan yar¬süreklidir.

ii) epi f; Rn � R�de kapal¬d¬r.

iii) 8r 2 R için Sr(f) alt düzey kümeleri kapal¬d¬r .

Tan¬m 2.16. f fonksiyonu verilsin.

8x 2 Rn için cl f(x) := lim inf
y!x

f(y)

ile tan¬ml¬cl f : Rn ! R [ f+1gfonksiyonuna f 0 nin kapan¬̧s (yada alttan

yar¬sürekli zarf ) fonksiyonu denir.

cl f için epi(cl f) := cl(epi f) oldu¼gu tan¬mdan aç¬kt¬r.

Önerme 2.11. [12,17]f 2 Conv Rn ve x0 2 ri dom f olsun. Bu durumda

8x 2 Rn için cl f(x) := lim
t!0+

f(x+ t(x0 � x))

olur.

Önerme 2.12. [12,16]f 2 Conv Rn ise

(i)cl f 2 Conv Rn;

(ii)8x 2 ri dom f için (cl f)(x) = f(x)

olur.

2.2.3 Bir konveks kümenin epigra�ksel zarf¬ve alt s¬n¬r

fonksiyonu

Bir C � Rn � R kümesi verilsin.

i)C kümesi düşey aşa¼g¬yönlü ¬̧s¬nlar¬içermesin yani

8x 2 Rn için �1 < inffr 2 R : (x; r) 2 Cg 2 R (2.2)

olsun.

ii)C, üstten s¬n¬rs¬z yani

(x; r) 2 C =) 8r0 > r için (x; r0) 2 C (2.3)

10



olsun ve son olarak

iii)

[ 8n 2 N için (x; rn) 2 C olan (rn) � R dizisi için rn # r] =) (x; r) 2 C

(2.4)

yani C�nin alt¬kapal¬olsun. Bu durumda C kümesi bir f : Rn ! R[f+1g

fonksiyonunun epigraf¬d¬r.

Yukar¬daki üç koşulu sa¼glayan C kümesi ayn¬zamanda konveks küme ise

bu kümeyi epigraf¬olarak kabul eden f fonksiyonu da konveks olur. Yukar¬-

daki ilk iki koşulu sa¼glayan C kümesi alt¬aç¬k küme ise yani

8(x; r) 2 C için (x; r � ") 2 C olan 9" = "(x; r) > 0 varsa

C bir f fonksiyonunun kesin epigraft¬r. K¬saca epigraf, yukar¬yönlü ¬̧s¬nlar¬n;

kesin epigraf ise yukar¬yönlü yar¬do¼grular¬n birleşimidir.

Tan¬m 2.17. C � Rn � R bir küme ve alttan s¬n¬rl¬ yani 8x 2 Rn için

�1 < inffr 2 R : (x; r) 2 Cg 2 R olsun. C�yi kapsayan en dar epigraf�a

C�nin epigra�ksel zarf¬denir.

Bu zarf¬oluşturmak için

(i) 2.3 koşulunu sa¼glamak için C�nin üzerindeki bütün noktalar kümeye dahil

edilmelidir yani (x; r) 2 C için r0 > r ise (x; r0)noktalar kümesi C 0 ye

eklenmelidir.

(ii) 2.4 koşulunu sa¼glamak için C�nin alt¬kapat¬lmal¬d¬r yani (x; r0) 2 C ve

r0 ! r iken (x; r) C�ye eklenmelidir.

Tan¬m 2.18. C � Rn � R bir küme ve alttan s¬n¬rl¬

(8x 2 Rn için �1 < inffr 2 R : (x; r) 2 Cg 2 R)

olsun.

`C(x) := inffr 2 R : (x; r) 2 Cg

ile tan¬mlanan `C : Rn ! R fonksiyonuna C kümesinin alt s¬n¬r fonksiyonu

denir.

11
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}0{

Cl Cepil )}0{( +×+ RCcl nR

Şekil 2.3: Alt s¬n¬r fonksiyonu örne¼gi 1

Şekil 2.3 ve şekil 2.4�de alt s¬n¬r fonksiyonu örnekleri gösterilmektedir.

Önerme 2.13. C � Rn �R bir küme ve alttan s¬n¬rl¬(8x 2 Rn için �1 <

inffr 2 R : (x; r) 2 Cg 2 R) olsun. Bu durumda C�nin epigra�ksel zarf¬

epi `C�ye eşit olur.

Kan¬t. C�nin epigra�ksel zarf¬\fepi f : f : Rn ! R [ f+1g bir

fonksiyon ve epi f � Cg olarak al¬ns¬n. Kan¬t için

\fepi f : epi f � Cg = epi `C

eşitli¼gi gösterilecektir. Öncelikle epi `C � C oldu¼gundan \fepi f : epi f �

Cg � epi `C olur.

Di¼ger kapsam¬göstermek için (x; r) 2 epi `C alal¬m. Bu durumda

inffr0 2 R : (x; r0) 2 Cg = `C(x) � r

olur. (x; r0) 2 C ise epi f � C için (x; r0) 2 epi f olur. Bir fonksiyonun

epigraf¬n¬n alt¬kapal¬olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

(x; inffr0 2 R : (x; r0) 2 Cg) = (x; `C(x)) 2 epi f

12
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)}0{( +×+⊂ RCclepi nRCl

Şekil 2.4: Alt s¬n¬r fonksiyonu örne¼gi 2

olur. Ayr¬ca epigra�ar düşey yukar¬yönlü ¬̧s¬nlardan oluştuklar¬ndan

`C(x) � r iken (x; r) 2 epi f

dolay¬s¬yla da

(x; r) 2 \fepi f : epi f � Cg

olur. ·Iki yön de gösterildi¼ginden kan¬t biter.

Ayr¬ca

epis`C � C + (f0Rng � R+) � epi `C � cl [C + (f0Rng � R+)]

kapsamlar¬sa¼glan¬r.

Teorem 2.4. ; 6= C � Rn � R bir küme ve 8x 2 C için fr 2 R : (x; r) 2

Cg alttan s¬n¬rl¬(yani C düşey aşa¼g¬yönlü ¬̧s¬nlar¬içermesin) olsun.

i) C konveks ise `C 2 Conv Rn olur,

ii) C kapal¬konveks ise `C 2 Conv Rn olur.

Kan¬t. i)C konveks ve x1; x2 2 dom `C olsun. Bu durumda x1 2 dom `C

oldu¼gundan

" > 0 için r1 � `C(x1) + "

olacak şekilde (x1; r1) 2 C vard¬r. Ayn¬şekilde x2 2 dom `C oldu¼gundan

" > 0 için r2 � `C(x2) + "

13



olacak şekilde (x2; r2) 2 C vard¬r.

C�nin konveksli¼ginden � 2 (0; 1) için (�x1 + (1� �)x2; �r1 + (1� �)r2) 2 C

olur. Dolay¬s¬yla

`C(�x1 + (1� �)x2) � �r1 + (1� �)r2)

olur. Di¼ger taraftan varsay¬mdan

�r1 + (1� �)r2 � `C(x1) + `C(x2) + "

oldu¼gundan

`C(�x1 + (1� �)x2) � `C(x1) + `C(x2) + "

olur. " key� seçildi¼ginden

`C(�x1 + (1� �)x2) � `C(x1) + `C(x2)

olur. Böylece `C�nin konveks oldu¼gu kan¬tlanm¬̧s olur.

ii) `C�nin konveksli¼gi i) de kan¬tland¬. Kapal¬l¬¼g¬için epi `C�nin kapal¬oldu¼gu

gösterilecektir. Bunun için ((xk; �k))k � epi `C bir dizi ve ((xk; �k))k !

(x; �) olsun. Bu durumda (x; �) 2 epi `C oldu¼gunu görmek yeterli olacakt¬r.

8k 2 N ve "k > 0 için

(xk; rk) 2 C ve `C(xk) � rk � `C(xk) + "k � �k + "k

olacak şekilde 9rk 2 R vard¬r. Bu rk�larla (rk)k dizisi oluşturulsun. "k key�

seçildi¼ginden (rk)k üstten s¬n¬rl¬d¬r (rk � �k). Ayr¬ca `C konveks oldu¼gundan

`C�yi minorize eden bir A a�n fonsiyonu vard¬r. Böylece (rk)k alttan da s¬n¬rl¬

olur.

(rk)k s¬n¬rl¬oldu¼gundan (rki)fkig�N ! r 2 R olacak şekilde (rki) alt dizisi

vard¬r. Bu dizi için

rki � �ki + "ki

lim
ki!1

rki � lim
ki!1

(�ki + "ki)

r � �
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olur. C kapal¬oldu¼gundan ((xk; rk))k � C ve ((xk; rk))k ! (x; r) iken (x; r) 2

C olur. Burdan `C(x) � r oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla `C(x) � r � � elde

edilir. Bu da (x; �) 2 epi `C�yi verir. Böylelikle epi `C kapal¬bundan dolay¬

da `C kapal¬olur.

Önerme 2.14. [12]f 2 Conv Rn ise

cl f(x) = sup
(s;b)2Rn�R

fhs; xi � b : 8y 2 Rn için hs; yi � b � f(y)g (2.5)

olur.

2.3 Fonksiyonlar¬n Kapal¬l¬¼g¬n¬ ve Konveksli¼gini Ko-

ruyan ·I̧slemler

2.3.1 Pozitif kombinasyon

Önerme 2.15. [9,16]f1; : : : ; fm 2 Conv Rn(2 Conv Rn) ve t1; : : : ; tm > 0

olsun ve fj�lerin hepsini sonlu yapan en az bir noktan¬n var oldu¼gu kabul

edilsin. Bu durumda f :=
m

�
j=1
tjfj 2 Conv Rn (2 Conv Rn) olur.

Örnek 2.1. f 2 Conv Rn ve C � Rn kapal¬ konveks bir küme olsun. Bu

durumda

dom f \ C 6= ; ise f + iC 2 Conv Rn

olur.

f =

8<: f(x); x 2 dom f

+1; x =2 dom f

9=; ve iC =

8<: 0; x 2 C

+1; x =2 C

9=;
d¬r.C kapal¬ konveks oldu¼gundan 8x 2 Rn için lim inf

y!x
iC(y) = iC(x) olur.

Bu sebeple iC 2 Conv Rn olur. Di¼ger taraftan dom f \ C 6= ; oldu¼gundan

9x 2 dom f \C vard¬r. Bu x için f(x) < +1 ve iC(x) = 0 < +1 olur.fx :

f(x) ve iC(x) sonludurg 6= ; ve f; iC 2 Conv Rn oldu¼gundan

f + iC =

8<: f(x); x 2 dom f \ C

+1; x =2 dom f \ C

9=;
ile tan¬mlanan (f + iC) 2 Conv Rn olur.
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2.3.2 Supremum

Önerme 2.16. [9,16]ffjgj2J konkevs fonksiyonlar¬n herhangi bir ailesi ol-

sun. f := supffj : j 2 Jg olarak tan¬ml¬ olsun. Bu durumda f�nin sonlu

oldu¼gu bir nokta var ise f 2 Conv Rn olur. Ayr¬ca ffjgj2J fonksiyonlar¬ayn¬

zamanda kapal¬ise f 2 Conv Rn olur.

Örnek 2.2. (Eşlenik fonksiyon) +1 6� f : Rn ! R [ f+1g bir fonksiyon

olsun ve bir a�n fonksiyon ile minorize edilsin (9(s0; b) 2 Rn �R için Rn�de

f � hs0; �i � b). Bu durumda f � : Rn ! R�ye

f �(s) := supfhs; xi � f(x) : x 2 dom fg

ile tan¬mlanan f � fonksiyonuna f�nin eşleni¼gi denir. x 2 dom f sabit iken

Fx(s) = hs; xi � f(x) fonksiyonu oluşturulsun. x de¼gişirken yukardaki öner-

medeki fj fonksiyonlar¬na karş¬l¬k gelen Fx fonksiyonlar¬oluşur. � 2 Rn için

Fx(�s1 + (1� �)s2) = h(�s1 + (1� �)s2); xi � f(x)

= � hs1; xi+ (1� �) hs2; xi � f(x)

= �(hs1; xi � f(x)) + (1� �)(hs2; xi � f(x))

= �Fx(s1) + (1� �)Fx(s2)

oldu¼gundan Fx a�n bir dönüşümdür. Fx, a�n dönüşüm oldu¼gundan konveks

ve kapal¬d¬r.

f �(s) = supfFx : x 2 dom fg

olarak ifade edilebilir. Ayr¬ca

8x 2 dom f için f(x) � hs0; xi � b =) hs0; xi � f(x) � b

=) supfhs0; xi � f(x) : x 2 dom fg � b

=) f �(s0) � b

olur, yani en az bir de¼ger için f � sonlu de¼ger al¬r. f � kapal¬konveks fonksi-

yonlar¬n supremumu oldu¼gundan ve sonlu oldu¼gu en az bir nokta bulundu¼gun-

dan yukardaki önermeden dolay¬ f � 2 Conv Rn olur. (x 2 dom f 6=
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; ve 8s 2 Rn için hs; xi � f(x) > �1 olur. Dolay¬s¬yla 8s 2 Rn için

supfhs; xi � f(x) : x 2 dom fg = f � > �1 olur.)

2.3.3 Bir konveks fonksiyonun bir a�n fonksiyonla sa¼gdan

bileşkesi

Önerme 2.17. f 2 Conv Rn, A : Rm ! Rn bir a�n fonksiyon ve ImA \

dom f 6= ; olsun. Bu durumda f �A 2 Conv Rm olur. E¼ger f 2 Conv Rn ise

f � A 2 Conv Rm olur.

Kan¬t. f 2 Conv Rn, A : Rm ! Rn bir a�n fonksiyon ve ImA \

dom f 6= ; olsun. 8x 2 Rm için (f � A)(x) > �1 oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca

ImA \ dom f 6= ; oldu¼gundan f(y) < +1 olan 9y = A(x) 2 Rn vard¬r. Bu

yüzden (f � A)(x) < +1 olan 9x 2 Rn vard¬r.

x1; x2 2 dom (f � A) ve � 2 (0; 1) olsun. Bu durumda

(f � A) (�x1 + (1� �)x2) = f(�A(x1) + (1� �)A(x2))

� �f(A(x1)) + (1� �)f(A(x2))

= �(f � A)(x1) + (1� �)(f � A)(x2)

olur. Böylelikle f � A 2 Conv Rn olur.

f 2 Conv Rn ise f � A 2 Conv Rn oldu¼gu gösterilecektir. Konvekslik gös-

terildi¼ginden sadece kapal¬l¬¼ga bakmak yeterli olacakt¬r. Bunun için B :

(x; �) 7! (A(x); �) a�n dönüşümü al¬ns¬n. B a�n fonksiyon oldu¼gundan

süreklidir.

B�1(epi f) = B�1f(x; r) : r � f(x)g = f(A�1(x); r) : r � f(x)g

olur A�1(x) = y 2 Rn denirse

B�1(epi f) = f(y; r) : r � f(A(y)) = (f � A)(y)g = epi (f � A)

olur. f kapal¬oldu¼gundan epi f kapal¬bir küme olur. B sürekli ve sürekli

fonksiyonlar alt¬nda kapal¬kümelerin ters görüntüsü kapal¬oldu¼gundan
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B�1(epi f) = epi (f �A) kapal¬olur. Epigraf¬kapal¬oldu¼gundan f �A kapal¬

olur.

2.3.4 Bir konveks fonksiyonun artan bir konveks fonksiyonla

soldan bileşkesi

Önerme 2.18. f 2 Conv Rn[Conv Rn] ve g 2 Conv Rn[Conv Rn] ve

g artan olsun. f(x0) 2 domg olacak şekilde 9x0 2 Rn oldu¼gunu varsa-

yal¬m ve g(+1) := +1 olarak tan¬mlayal¬m. Bu durumda g � f : x 7!

g(f(x)); Conv Rn nin eleman¬d¬r.

Kan¬t. x1; x2 2 dom(g � f) olsun. � 2 (0; 1) olsun. g artan fonksiyon

oldu¼gundan

a � b iken g(a) � g(b)

dir.

f(�x1 + (1� �)x2) � �f(x1) + (1� �)f(x2)

oldu¼gundan

g(f(�x1 + (1� �)x2)) � g(�f(x1) + (1� �)f(x2))

olur. Yani

(g � f)(�x1 + (1� �)x2) � �(g � f)(x1) + (1� �)(g � f)(x2)

olur. Böylece (g � f) fonksiyonun konveksli¼gi kan¬tlan¬r. Kapal¬l¬¼ga gelirsek;

g kapal¬konveks, f (kapal¬) konveks olsun. dom(g � f) � (xn)! x dizisini

alal¬m.

8k � m için f(x) � lim inf f(xn)n2N � f(xk) (2.6)

olacak şekilde 9m 2 N vard¬r.g artan oldu¼gundan 2.6 deki ifadede her taraf¬n

g ye göre görüntüsü al¬n¬rsa eşitsizlik korunur.

(g � f)(x) � (g � f)(xk)
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olur.

lim inf
k!1

(g � f)(x) � lim inf
k!1

(g � f)(xk)) (g � f)(x) � lim inf
k!1

(g � f)(xk)

oldu¼gundan (g � f) kapal¬fonksiyon olur.

g(t) = et konveks artan (kapal¬) bir fonksiyondur. f konveks ise ef(x)

konvekstir. (kapal¬konvekstir.)

2.4 Bir Lineer Dönüşüm Alt¬nda Görüntü Fonksiyonu

inf
u2U
f'(u) : c(u) � xg (2.7)

şeklinde ifade edilen optimizasyon de¼gi̧skeni u olan ve x; X s¬ral¬kümesin-

den al¬nan bir parametre olan optimizasyon problemini düşünelim. Optimal

de¼ger, x e ba¼gl¬bu fonksiyondur ve (u; '; c) ile bu fonksiyon karakterize

edilebilir ve fonksiyon de¼gerlerini R [ �f1g dan al¬r.

Üstte 2.7 ile verilen fonksiyon için birkaç varyasyon vard¬r. Eşitlik k¬s¬tlar¬

veya birkaç k¬s¬t¬n hedef fonksiyonda gösterge fonksiyonu olarak yer almas¬.

Tan¬m 2.19 (Görüntü Fonksiyonu). A : Rm ! Rn lineer operatör ve g :

Rm ! R[f+1g olsun. g nin A alt¬ndaki görüntüsü Ag : Rn ! R[f�1g

(Ag) (x) := inffg(y) : Ay = xg (2.8)

ile tan¬mlan¬r.

Tan¬mdaki fonksiyonun ismi g := ic özel durumundan esinlenerek ve-

rilmi̧stir .Çünkü ; 6= C � Rm kümesi için

Ag(x) =

8<: 0; x = Ay 9y 2 C

+1; di¼ger durumlarda

9=; =

8<: 0; x 2 A(C)

+1 x =2 A(C)

Yani Ag = iA(C) C nin A alt¬ndaki görüntüsünün gösterge fonksiyonudur.

(C konveks ise A(C) de konvekstir.)
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Optimizasyon problemi 2.7�de X = Rn; U = Rm�n; y = (u; x) 2 U�X =

Rm ve Ay := x ve g(y) := '(u)+ iC(y) ile C := fy = (u; x) 2 Rm : c(u) � xg

için 2.7, 2.8 formuna çevrilir.

inf
u2U
f'(u) : c(u) � xg = inf

u2U
f'(u) + iC(y) : Ay = xg = inffg(y) : Ay = xg

= (Ag)(x)

2.8 de benzer bir yöntemle 2.7 e çevrilebilir.

E¼ger A n¬n ters fonksiyonu varsa (non-singular); Ag = g � A�1 dir.

Gerçekten;

(Ag)(x) = inffg(y) : Ay = xg

y = A�1x oldu¼gundan

(Ag)(x) = inffg(A�1(x)| {z }
tek eleman

)g

Ag(x) = (g � A�1)(x)

olur.

Teorem 2.5. g(x) = inf
u2U
f'(u) : c(u) � xg ve g 2 ConvRn olsun. Ayr¬ca

8x 2 Rn için g, A�1(x) kümesinde s¬n¬rl¬olsun. Bu durumda Ag 2 ConvRn

dir.

Kan¬t. 8x 2 Rn için Ag(x) > �1 dur.

Ag(x) = inffg(y) : Ay = xg; y = A�1x > �1) g(y) > �1

oldu¼gundan Ag(x) > �1 dur.

A
0
(y; r) := (Ay; r) 2 Rn � R

A
0
: Rm � R operatörünü düşünelim. A

0
(epi g) := C dersek; A

0
lineer,

epi g konveks oldu¼gundan C konvekstir. Bu kümenin alt s¬n¬r fonksiyonunu

hesaplarsak: x 2 Rn verildi¼ginde

inf
r
fr : (x; r) 2 Cg = inf

y;r
fr : Ay = x ve g(y) � rg = inf

y
fg(y) : Ay = xg

= (Ag)(x)

olur. Konveks bir kümenin alt s¬n¬r fonksiyonu konveks oldu¼gundan (Ag) =

`C konvekstir.
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Tan¬m 2.20 (Marjinal Fonksiyon). g 2 Conv(Rn � Rm) olsun.


 : Rn ! R


(x) = inffg(x; y) : y 2 Rmg

ile tan¬ml¬
 fonksiyonuna g nin marjinal fonksiyonu denir.

Örnek 2.3. g 2 Conv(R� R); g(x1; x2) = 1
2
x1 + x22;


 : R! R; 
(x1) = inffg(x1; x2) : x2 2 Rg


(0) = inf
x22R

�
1

2
� 0 + x22

�
= 0


(2) = inf
x22R

�
1

2
� 2 + x22

�
= 1

Şekil 2.5�de g fonksiyonu gösterilmektedir. g�nin marjinal fonksiyonu 
(x1) =
1
2
x1 dir.

2x

1x

R

2

1

Şekil 2.5: Marjinal fonksiyon

Önerme 2.19. g 2 Conv(Rn�Rm) ve g; 8x 2 Rn için fxg�Rm de s¬n¬rl¬

olsun. Bu durumda g nin marjinal fonksiyonu 
 2 ConvRn dir.

Kan¬t.


(x) = inffg(x; y) : y 2 Rmg

= inffg(x; y) : A(x; y) = xg

= (Ag)(x)
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 fonksiyonunu görüntü fonksiyonu olarak yazd¬k ve g 2 Conv(Rn � Rm)

oldu¼gundan 
 2 ConvRn olur.

Geometrik olarak konveksli¼gin korundu¼gunu görelim. epis 
; epis g nin

Rn � R ye iz düşümüdür. Bundan dolay¬epis 
 bir lineer operatör alt¬nda

konveks bir kümenin görüntüsüdür.

2.5 Bir Fonksiyonun Konveks Zarf¬ve Kapal¬Konveks

Zarf¬

Bir g fonksiyonu (konveks olmayan) verildi¼ginde bu fonksiyonun epigraf¬n¬n

konveks zarf¬n¬ almay¬ düşünmek do¼gald¬r. Bu bize bir küme verir. Bu

küme epigraf de¼gilse alt s¬n¬r fonksiyonunu kullanarak alt¬kapat¬larak epi-

graf yap¬l¬r.

Tan¬m 2.21. g : Rn ! R [ f+1g; g 6� +1 ve 9(s; b) 2 Rn � R için

g(x) �< s; x > �b; 8x 2 Rn

olsun. Bu durumda

(co(g))(x) := supfh(x) : h 2 ConvRn; h � gg

ile tan¬mlanan fonksiyona g�nin konveks zarf¬denir.

Şekil 2.6�da bir fonksiyonun konveks zarf¬n¬n geometrik olarak nas¬l bu-

lundu¼gu gösterilmi̧stir.

Önerme 2.20. [12]g : Rn ! R [ f+1g; g 6� +1 ve 9(s; b) 2 Rn � R için

g(x) �< s; x > �b; 8x 2 Rn (2.9)

olsun. Bu durumda alttaki f1; f2; f3 konvekstir ve Rn de çak¬̧s¬rlar.

f1(x) : = inffr : (x; r) 2 coepi gg

f2(x) : = supfh(x) : h 2 ConvRn; h � gg (2.10)

f3(x) : = inff
kX
j=1

�jg(xj) : k = 1; 2; � � � ; � 2 �k; xj 2 domg; x =
kX
j=1

�jxjg
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f fco fco

g g gco

h hco

Şekil 2.6: Bir fonksiyonun konveks zarf¬

Önerme 2.21. [12,17]g; önerme 2.20 deki koşullar¬sa¼glas¬n. Bu durumda

aşa¼g¬dakiler

f1(x) = inffr : (x; r) 2 coepi gg

f2(x) = supfh(x) : h 2 ConvRn; h � gg

f3(x) = supf< s; x > �b :< s; y > �b � g(y);8y 2 Rg

kapal¬, konvekstirler ve Rn de co g nin kapan¬̧s¬ile çak¬̧s¬rlar.

Önerme 2.22. g1; g2; � � � ; gm 2 ConvRn ve hepsi ayn¬a�n fonksiyonla mi-

norize edilsin. Bu durumda in�mumlar¬n¬n konveks zarf¬aşa¼g¬daki fonksiyon-

dur.

Rn 3 x 7! [co (min
j
gj)](x)

= inf f
mX
j=1

�jgj(xj) : � 2 �m; xj 2 domgj;
mX
j=1

�jxj = xg

Kan¬t. fgjgj2J ayn¬a�n fonksiyon ile minorize edildi¼ginden infj gj =

23



[
j2J
epi gj dir. Ayr¬ca Ci kümeleri konveks ve S = C1 [ C2 [ � � � [ Cm ise

coS = f
mX
j=1

�j:xj : � 2 �m; xi 2 Ci; i = 1; 2; � � � ;mg

oldu¼gundan
mP
j=1

�j:g(xj) konveks kombinasyonlar¬al¬n¬rken xj lerin her biri

farkl¬ domgj lerden al¬nabilir. Böylece

[co (min
j
gj)](x) = inf f

mX
j=1

�j:g(xj) : � 2 �m; xj 2 domgj;
mX
j=1

�j:xj = xg

(2.11)

olur.

Sonsuz say¬da gj fonksiyonlar¬içinde x in sonlu xj 2 domgj lerin konveks

kombinasyonlar¬n¬düşünmek yeterlidir.

Key� bir g : Rn ! R [ f+1g fonksiyonu konveks fonksiyonlar¬n¬n in�-

mumu olarak düşünülebilir.

g(x) = inffg(xj) + ifxjg : xj 2 domgjg

g(xj) ler sonlu sabit fonksiyon.

2.6 Bir Konveks Fonksiyonun Yerel ve Global Davran¬̧s¬

Konveks fonksiyonlar ridom da (tan¬m kümelerinin rölatif içlerinde) yerel

Lipschitzdir. Fakat tan¬m kümesinin göreceli s¬n¬r¬nda bütün süreklilikler

kaybolabilir.

Yard¬mc¬ Teorem 2.1. [6,18,19]f 2 ConvRn ve 9x0; �;m;M 3 8x 2

B(x0; 2�) iken m � f(x) � M olsun. Bu durumda f; B(x0; 2�) da Lip-

schtizdir Aç¬k olarak söylersek

8y; y0 2 B(x0; �) için jf(y)� f(y
0
)j < M �m

�
jjy � y0jj

dir.

Teorem 2.6. f 2 ConvRn; S � ri domf konveks, kompakt olsun. Bu

durumda 8x; x0 2 S için

jf(x)� f(x0)j � Ljjx� x0jj
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olacak şekilde L = L(S) � 0 vard¬r.

Kan¬t. Rn yerine domf ile ayn¬boyutlu Rd al¬rsak, uygun düzeltmelerle

ridomf = intdomf olarak düşünülebilir. x0 2

S olsun. Öncelikle bir önceki Lemman¬n sa¼gland¬¼g¬¬kan¬tlayaca¼g¬z. Bunun

için y; y
0 2 B(x0; �), jf(y) � f(y

0
)j � Ljjy � y

0jj ve B(x0; �) � intdomf

olacak şekilde � = �(x0) > 0 ve L = L(x0; �) varl¬¼g¬n¬ gösterelim. x0 ¬n

komşulu¼gunda f nin s¬n¬rl¬ oldu¼gunu göstermeliyiz. Uzayla domf i ayn¬

boyuta getirdi¼gimiz için 9� = cofv0; v1; � � � ; vng � domf 3 x0 2 int�

ve (9� > 0 3 B(x0; 2�)) � � d¬r. Bu durumda y 2 B(x0; 2�); � 2 �n+1 için

y =
nP
i=0

�i:vi şeklinde yaz¬labilir.Böylece

f(y) �
nX
i=0

�i:f(vi) � maxff(v0); f(v1); � � � ; f(vn)g :=M

Ayr¬ca f konveks oldu¼gundan alttan bir a�n fonksiyonla s¬n¬rl¬d¬r. B(x0; 2�)

da f alttan M ile alttan s¬n¬rl¬olsun. Böylece �(x0) > 0 için m � f(y) �

M; 8y 2 B(x0; 2�) y¬oluşturduk. Yani f x0 da yerel Lipschitz oldu.

jf(y)� f(y0)j � Ljjy � y0jj; 8y; y0 2 B(x0; �(x0)) (2.12)

S nin kompaktl¬¼g¬n¬ kullanarak bunun tüm tan¬m kümesinde sa¼gland¬¼g¬n¬

görelim. x0 key� seçildi¼ginden 8x0 2 S 2.12 i sa¼glayan bir �(x0) > 0 vard¬r.

Böylelikle bu x0 ve �(x0)�lar kullan¬larak oluşturulan fB(x0; �(x0)) : x0 2 Sg

kümesi, S nin aç¬k bir örtüsüdür. S kompakt oldu¼gundan bu aç¬k örtünün

A = fB(xj; �j) : xj 2 S; j = 1; ::; kg sonlu alt örtüsü vard¬r.

Bu durumda [x; x
0
] � [

i2f1;::kg
B(xi; �i) olur. y0 := x ve y` := x0 olsun.

x; x0 2 ridom f oldu¼gundan [x; x
0
] do¼gru parças¬n¬sonlu say¬da [yi�1; yi] �

B(xj(i); �j(i))

(i = 1; ::; ` ve ` � k) do¼gru parças¬na ay¬rabiliriz. (Genelli¼gi bozmadan

j(i) = i al¬nabilir. Buradan yi�1; yi 2 B(xi; �i); (8i = 1; 2; � � � `): Şekil 2.7)

Böylelikle [yi�1; yi] de f Lipschitz olur. Ayr¬ca

jf(yi)� f(yi)j � Lijjyi�1 � yijj

� maxfLigjjyi�1 � yijj
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oldu¼gundan f [yi�1; yi] de L = fLig ortak katsay¬s¬na göre Lipschitzdir.

jf(x)� f(x0)j = jf(y0)� f(y1) + f(y1)� � � � � f(y`)j

� jf(y0)� f(y1)j+ jf(y1)� f(y2)j+ � � �+ jf(y`�1)� f(y`)j

� Ljjy0 � y1jj+ Ljjy1 � y2jj+ � � �+ Ljjy`�1 � y`jj

= Ljjy0 � y`jj

olur. Böylece kan¬t biter.

0yx = 3y 1−ly 'xy =l

S
3x

1x

1y 2x
2y

lx

Şekil 2.7: Alt örtü kullan¬larak bir do¼gru parças¬n¬küçük do¼gru parçalar¬na

bölme

2.7 Konveks Fonksiyonlar¬n Birinci ve ·Ikinci

Mertebeden Türevleri

C � Rn boştan farkl¬ ve konveks verilsin. Bu kesimde C kümesinde

tan¬ml¬ f fonksiyonu (f(x) < +1; x 2 C) verildi¼ginde bu kümede f�nin

konveksli¼gi türevlenebilirli¼gi aras¬ndaki ili̧skiler incelenecektir.

2.7.1 Diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar

f nin C de diferansiyellenebilir oldu¼gu kabul edilecektir.

x0 2 C verildi¼ginde "f , x0 da diferansiyellenebilirdir" ifadesinin anlaml¬

olmas¬için f nin x0 ¬n bir komşulu¼gunda tan¬ml¬olmas¬gerekir. Bu yüzden
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C; f�nin diferansiyellenebilir oldu¼gu 
 aç¬k kümesinin alt kümesi oldu¼gunu

kabul etmek do¼gru olacakt¬r.

Teorem 2.7. f;
 � Rn aç¬k kümesinde tan¬ml¬ diferansiyellenebilir bir

fonksiyon olsun. C � 
 konveks olsun. Bu durumda

(i) f; C de konvekstir ancak ve ancak 8(x0; x) 2 C � C için

f(x) � f(x0) + hrf(x0); x� x0i (2.13)

(ii)

f; C de konvekstir ancak ve ancak x 6= x0 için (4.1.1) deki eşitsizlik sa¼glan¬r.

Kan¬t.

(i) f; C de konveks olsun. (x0; x) 2 C�C ve � 2 (0; 1) key�olarak alal¬m.

Konvekslikten

f (�x+ (1� �)x0) � �f(x) + (1� �)f(x0)

) f (�x+ (1� �)x0)� f(x0) � � [f(x)� f(x0)]

) f (�x+ (1� �)x0)� f(x0)
�

� � [f(x)� f(x0)]
�

) f (�x+ (1� �)x0)� f(x0)
�

� f(x)� f(x0)

) lim
�!0+

f (�x+ (1� �)x0)� f(x0)
�

� f(x)� f(x0)

) < rf(x0); x� x0 >� f(x)� f(x0)

) f(x) � f(x0)+ < rf(x0); x� x0 >

Tersine x1; x2 2 C; � 2 (0; 1) alal¬m; x0 := �x1 + (1� �)x2 olsun. Hipoteze

göre

f(x1) � f(x0)+ < rf(x0); x1 � x0 >

f(x2) � f(x0)+ < rf(x0); x2 � x0 > (2.14)

Buradan

�f(x1) � �f(x0)+ < rf(x0); � (x1 � x0) >

(1� �)f(x2) � (1� �)f(x0)+ < rf(x0); (1� �) (x2 � x0) >
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taraf tarafa toplama yaparsak

�f(x1) + (1� �)f(x2) � f(x0)+ < rf(x0); �x1 + (1� �)x2 � x0 >

Bu eşitsizlikte �x1 + (1� �)x2 = x0 de¼gi̧sikli¼gi yaparsak

(�x1 + (1� �)x2)� x0 = x0 � x0 = 0

olacakt¬r. Devam¬nda

�f(x1) + (1� �)f(x2) � f(x0)+ < rf(x0); 0 >

) f(x0) � �f(x1) + (1� �)f(x2)

�x1 + (1� �)x2 = x0 oldu¼gundan

f(�x1 + (1� �)x2) � �f(x1) + (1� �)f(x2)

elde edilir.

(ii) f kesin konveks olsun. x0; x 2 C, x0 6= x ve � 2 (0; 1) olsun. Bu

durumda kesin konvekslikten

f (x0 + �(x� x0))� f(x0) � � [f(x)� f(x0)]

yaz¬l¬r. Ayr¬ca f özel olarak konveks de oldu¼gundan

< rf(x0); x0 + �(x� x0)� x0 >� f(x0 + �(x� x0))� f(x0)

) < rf(x0); �(x� x0) >� f(x0 + �(x� x0))� f(x0)

Böylelikle

hrf(x0); �(x� x0)i < � [f(x)� f(x0)]

·Iki taraf � > 0 e bölünürse

hrf(x0); (x� x0)i < f(x)� f(x0)

) f(x) > f(x0) + hrf(x0); (x� x0)i

Di¼ger yönden 2.14 de kesin eşitsizlikten başland¬¼g¬nda (i) deki yol izlenerek

f nin kesin konveks oldu¼gu görülür.
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Uyar¬2.2. Eşitsizlik 2.13 oldukça önemlidir. Bu eşitsizli¼gi eşitlik formuna

dönüştürürken

f(x) = f(x0) + hrf(x0); x� x0i+ r(x0; x)

r(x0; �) fonksiyonunun negatif olmamas¬ve konveks olmas¬gerekti¼gine dikkat

edilmelidir .

"Tek de¼gi̧skenli diferansiyellenebilen bir fonksiyonun konveks olmas¬için

gerekli ve yeterli koşul bu fonksiyonun türevinin monoton artan olmas¬d¬r."

oldu¼gu biliniyor. Bunun benzeri bir özelli¼gi Monoton artanl¬¼g¬çok boyutlu

duruma genelleştirerek verelim.

Tan¬m 2.22. C � Rn konveks olsun. F : C ! Rn gönderimi (mapping)

8x; x0 2 C içinD
F (x)� F (x0); x� x0

E
� 0 (

D
F (x)� F (x0); x� x0

E
> 0)

oluyorsa F ye monoton, (kesin monoton ) denir.

Teorem 2.8. [1,2,7]f 
 � Rn aç¬k kümesinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve C � 
 olsun. Bu durumda f C de konvekstir [kesin konvekstir]

ancak ve ancak gradyant¬rf C de monotondur. [kesin monotondur]

Kan¬t. Önce kesin konveks kesin monoton durumunu görelim. f kesin

konveks ise x 6= x0 için

f(x) > f(x0) + hrf(x0); x� x0i

f(x0) > f(x) + hrf(x); x0 � xi

Bu eşitsizlikler taraf tarafa toplan¬rsa

f(x) + f(x0) > f(x0) + f(x) + hrf(x)�rf(x0); x0 � xi

) hrf(x)�rf(x0); x0 � xi > 0

bulunur. Yani rf kesin monoton olur.

Tersine (x0; x1) 2 C � C, rf kesin monoton ve t 2 (0; 1), t ! '(t) =

29



f(xt) = f(x0 + t(x1 � x0) olsun. ' iyi tan¬ml¬ve diferansiyellenebilirdir ve

'0(t) = hrf(xt); x1 � x0i oldu¼gundan

'
0
(t)� '0

(0) = hrf(xt)�rf(x0); x1 � x0i

=
1

t
hrf(xt)�rf(x0); xt� x0i > 0

) '
0
(t)� '0

(0) > 0

·Iki taraf¬n t = 0 dan t = 1 e integrali al¬n¬rsa

1Z
t=0

h
'
0
(t)� '0

(0)
i
dt >

1Z
t=0

0dt

) '(1)� '(0)� '0
(0) > 0

) f(x1) � f(x0) + hrf(x0); x1 � x0i

olur. Yani f kesin konveks olur.

Örnek 2.4. f(x) :=
1

2
hAx; xi + hb; xi kuadratik konveks bir fonksiyon ol-

sun: A simetriktir, �n � 0 en küçük öz de¼ger diyelim. rf(x) = Ax + b

dir.Gerçekten

1

2
hAx; xi =

1

2

nX
i=1

Aii(xi)
2 +

X
i; j 2 f1; 2; ::; ng

j > i

Aij(xi)(xj)

r1
2
hAx; xi = 2 � 1

2

nX
i=1

Aiixi +
X

i; j 2 f1; 2; ::; ng

i 6= j

Aij(xi + xj)

= Ax

oldu¼gundan rf(x) = Ax+ b olur.
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f(x)� f(x0)� hrf(x); x� x0i

=
1

2
hAx; xi � 1

2
hAx0; x0i � hAx0; x� x0i

=
1

2
hAx; x� x0 + x0i+

1

2
hAx0;�x0 + x� xi � hAx0; x� x0i =

=
1

2
hAx; x� x0i+

1

2
hAx; x0i+

1

2
hAx0; x� x0i

�1
2
hAx0; xi �

1

2
h2Ax0; x� x0i

=
1

2
hAx+ Ax0 � 2Ax0; x� x0i+

1

2
hAx; x0i �

1

2
hAx; x0i

=
1

2
hA(x� x0); x� x0i

� 1

2
�n kx� x0k2 � 0

oldu¼gundan

f(x) � f(x0) + hrf(x); x� x0i

elde edilir. Böylelikle f konveks olur. Buradan da rf nin monoton oldu¼gu

ç¬kar.

2.7.2 Diferansiyellenemeyen konveks fonksiyonlar

Önerme 2.23. f 2 Conv Rn ve x 2 int domf için aşa¼g¬daki ifadeler

denktir:

(i) Rn 3 d 7! lim
t#0

f(x+ td)� f(x)
t

fonksiyonu (d ye göre ) lineerdir.

(ii) x = (x1; x2; � � � ; xn) olan Rn nin bir taban¬nda i = 1; 2; � � �n için
@f

@xi
(x)

k¬smi türevleri vard¬r.

(iii) f; x de diferansiyellenebilirdir.

Kan¬t. ' : t 7! f(x + td) bir boyutlu fonksiyonun 0 da yar¬türevleri

vard¬r: (i) deki limitler her d için vard¬r. (ii) deki taban fb1; b2; � � � ; bng olsun.

x =
nP
i=1

bixi olur.

[(i)) (ii)]

`(d) := lim
t!0+

f(x+ td)� f(x)
t
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do¼grusal olsun. d = �bi için

`(�bi) = lim
t!0+

f(x� tbi)� f(x)
t

= lim
t!0�

f(x+ tbi)� f(x)
�t

= � lim
t!0�

f(x+ tbi)� f(x)
t

` lineer oldu¼gundan

`(�bi) = �`(bi) = � lim
t!0+

f(x+ tbi)� f(x)
t

Böylelikle

lim
t!0�

f(x+ tbi)� f(x)
t

= lim
t!0+

f(x+ tbi)� f(x)
t

olur. Bu da ' nin iki yar¬türevinin t = 0 da eşit oldu¼gu demektir. f nin x

te bi yönündeki k¬smi türevleri vard¬r.

[(iii)) (i)]f x te diferansiyellenebilir olsun.

lim
t!0+

f(x+ td)� f(x)
t

= hrf(x); di

Bu da bu limit fonksiyonun d ye göre lineer oldu¼gunu verir.

[(ii)) (i)]Not: ( Önerme 3.4 : � olsun. j = 1; 2; � � � ;m için �(xj)+�(�xj) =

0 olacak şekilde x1; x2; � � � ; xm 2 dom� olsun. Bu durumda �; x1; x2; � � � ; xm
nin gerdi¼gi alt uzayda lineerdir.)

fb1; b2; � � � ; bngtaban¬için x te k¬smi türevleri olsun.

lim
t!0

f(x+ tbi)� f(x)
t

= f
0
(x)(bi)

f
0
(x) yönlü türev sublineerdir ve b1; � � � ; bn de lineer oldu¼gundan. fb1; � � � ; bng

tabanl¬uzayda f
0
(x) lineer olur.

[(i)) (iii)] f nin x te diferansiyellenebilmesinin bir tan¬m¬

lim
t!0+ d0!d

f(x+ td
0
)� f(x)
t

(d ye göre) lineer olmas¬d¬r. f yerel Lipschitz oldu¼gundan���f(x+ td
0
)� f(x+ td)

��� � L
���t(d0 � d)���
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lim
d0!d

���f(x+ td
0
)� f(x+ td)

��� � lim
d0!d

L
���t(d0 � d)��� = 0

d
0 ! d iken f(x+ td

0
)! f(x+ td)

olur.

lim
t!0+ d0!d

f(x+ td
0
)� f(x)
t

= lim
t!0+

f(x+ td)� f(x)
t

olur. f nin yönlü türevi lineer oldu¼gu verildi¼ginden soldaki limit fonksiyon

da lineer olur. Böylelikle f x te diferansiyellenebilirdir.

Uyar¬2.3. Yukar¬daki sonuç konveks fonksiyonlarla ilgili üç ilginç özellik

sunar:

i) f nin x + Rd do¼grusuna k¬s¬tlan¬̧s¬'d(t) := f(x + td) düşünüldü¼günde;

d1; d2; � � � ; dn şeklinde n ba¼g¬ms¬z yön oldu¼gundan her bir 'di t = 0 da

türevlenebilirse bütün di¼ger yönlerde de (d 2 R) 'd(t) türevlenebilir.

ii) Bu radial diferansiyellenebilme özelli¼gi f nin x te global (yani Fréchet)

diferansiyellenebilmesini garanti eder. Bu da temel olarak f nin Lipschitz

özelli¼ginden gelir.

iii) f , x in bir komşulu¼gnda konveks ve diferansiyellenebilirse bu durumda

rf x te süreklidir. Böylelikle e¼ger 
 aç¬k konveks küme ise aşa¼g¬daki denklik

konveks f için sa¼glan¬r.

f 
 da diferansiyellenebilir , f 2 C !(
)

Bir fonksiyonun diferansiyellenebilece¼gi en geni̧s küme, tan¬m kümesinin

içindedir. Asl¬nda H.Rademacher�a (1919) dayanan bir sonuç
 aç¬k kümesinde

yerel Lipschitz bir fonksiyonun 
 n¬n hemen hemen her yerinde diferansiyel-

lenebildi¼gini söyler. Konveks fonksiyonlar da yerel Lipschitz oldu¼gundan

aşa¼g¬daki sonuç yaz¬l¬r.

Teorem 2.9. [10,12] f 2 Conv Rn olsun. int domf in f nin diferansiyel-

lenemedi¼gi noktalardan oluşan alt kümesinin (Lebesgue) ölçümü 0�d¬r.
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2.7.3 ·Ikinci mertebeden diferansiyellenebilme

Bir konveks fonksiyonun tan¬man¬n en kullan¬̧sl¬kriteri, ikinci türevleri

kullan¬r. Bir fonksiyon konvekstir ancak ancak [x; x
0
] do¼gru parçalar¬na k¬s¬t-

lan¬̧slar¬konveks ise. Böylelikle durumu bir boyutta incelemek yeterlidir. Bu

do¼gru parçalar¬, x merkezli ve d yönünde parametrize edilirse: f nin konveks-

li¼gi t 7! f(x + td) nin konveksli¼gine dönüşür. Bu durumda son fonksiyonda

ikinci türev almak yeterli olacakt¬r.

Teorem 2.10. f 
 � Rn aç¬k konveks kümesinde iki kere diferansiyel-

lenebilir olsun. Bu durumda

(i) f 
 da konvekstir ancak ve ancak her x0 2 
 için r2f(x0) pozitif yar¬

tan¬ml¬d¬r.

(ii) Her x0 2 
 için r2f(x0) pozitif tan¬ml¬ise f; 
 da kesin konvekstir.

Kan¬t. x0 2 
 , d 2 Rn ve x0 + td 2 
 olacak şekilde t 2 R verildi¼ginde

xt := x0 + td ve '(t) := f(xt) = f(x+ td)

al¬nacakt¬r.Böylece

'00(t) =


r2f(xt)d; d

�
olur.

(i) f 
 da konveks kabul edilsin; d 6= 0 için (x0; d) 2 
 � R olsun.

Bu durumda '; I = ft 2 R : x0 + td 2 
g aç¬k aral¬¼g¬nda konvekstir. Her

t 2 I 3 0 için 0 � '00(t) =


r2f(xt)d; d

�
ve r2f(x0) pozitif tan¬ml¬olur.

Di¼ger taraftan [x0; x1] � 
 al¬n¬rsa d := x1 � x0 ve r2f(xt) pozitif yar¬

tan¬ml¬(yani t 2 [0; 1] için '00(t) � 0) olsun. Bu durumda '; [0; 1] de kon-

vekstir (yani f [x0; x1] aral¬¼g¬nda konvekstir). x0; x1 2 
 key� seçildi¼ginden

kan¬t biter

(ii) f nin 
 da kesin konveksli¼gini göstermek içinrf nin 
 da kesin monoton

oldu¼gunu kan¬tlamak yeterlidir. x1 6= x0 için [x0; x1] � 
 ve d := x1 � x0
olsun. Ortalama De¼ger Teoremi '0 ye uygulan¬rsa '0; [0; 1] de diferansiyel-

lenebilir oldu¼gundan

'0(1)� '0(0) = '
00
(�) =



r2f(x� )d; d

�
> 0

oldu¼gundan rf kesin monoton olur; f 
 da kesin konveks olur.

34



3 SUBL·INEER FONKS·IYONLAR

3.1 Giri̧s

Klasik gerçel analizde en basit fonksiyonlar lineer olanlard¬r. Konveks

analizde lineer fonksiyonlardan sonra gelen basit konveks fonksiyon türü (a�n

fonksiyonlar d¬̧s¬nda) sublineer fonksiyonlar olacakt¬r.sublineer fonksiyonlar¬n

incelenmesinin gereklili¼gini ortaya koyan üç temel ifade verelim.

1- Lineerli¼gin Bir Genellemesi Olarak Sublineer Fonksiyonlar:

` : Rn ! R fonksiyonu 8 (x1; x2) 2 Rn � Rn ve (t1; t2) 2 R� R için

` (t1x1 + t2x2) = t1` (x1) + t2` (x2) (3.1)

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa ` fonksiyonuna bir lineer fonsiyon veya Rn üzerinde bir

lineer form denir.

Benzer şekilde sublineer fonksiyonun tan¬m¬şöyle verilebilir.

� : Rn ! R fonksiyonu 8 (x1; x2) 2 Rn � Rn ve (t1; t2) 2 R+ � R+ için

� (t1x1 + t2x2) � t1� (x1) + t2� (x2) (3.2)

oluyorsa � fonksiyonuna sublineer fonksiyon denir.

·Ilk olarak 3.2�deki "küçük-eşit"likteki eşitsizlik sublineerlik kavram¬n¬boz-

madan ��nun sonsuz de¼gerini alabilmesine izin verir. 3.2�nin, 3.1�den daha

zay¬f bir koşul oldu¼gu aç¬kt¬r. 3.2�deki eşitsizlik t1 + t2 = 1 durumunda da

sa¼gland¬¼g¬ndan lineer fonksiyonlar¬n genelleştirilmesi olan sublineer fonksiy-

onlar ayn¬zamanda konveks fonksiyon da olurlar.

Uyar¬3.1. 1) Her lineer fonksiyon ayn¬zamanda sublineerdir. Çünkü (t1; t2) 2

R2 yerine (t1; t2) 2 (R+)2 al¬n¬rsa bu görülür.

2)Tan¬mdaki "sub" tak¬s¬" � " işaretinden gelir.

3) Sublineer fonksiyonlar, en basit aşikar olmayan konveks fonksiyonlard¬r.
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Bunun neden böyle oldu¼gunu birazdan aç¬klayaca¼g¬z. Bunlar¬n epigra�ar¬

konveks konilerdir.

2-Sublineer Fonksiyonlarla Konveks Fonksiyonlara Te¼getsel Yaklaş¬m:

Bir f : Rn ! R fonksiyonun bir x 2 Rnde diferansiyellenebilmesi demek

f (x+ h) � f (x) fark¬na 1. mertebeden yaklaşan `x lineer fonksiyonun var

olmas¬demektir, yani

f (x+ h)� f (x) = `x (h) + o (khk) (3.3)

olan bir `xdo¼grusal dönüşümü var demektir.

Bu x bir d yönünde de¼gi̧sirken

f(x+ td)� f(x) = `x(td) + o(ktdk)

= t`x(d) + to (ktdk)

olur. Buradan t! 0 için " (t)! 0 olmak üzere her t 6= 0 için

f (x+ td)� f (x)
t

= `x (d) + " (t)

elde edilir.

Geometrik olarak graf (f)�nin (x; f (x)) 2 Rn�R�de te¼get hiper düzlemi

vard¬r ve bu hiperdüzlem h! f (x) + `x (h) a�n fonksiyonunun gra�¼gidir.

f sadece konveks ise gra�¼gin te¼get hiperdüzlemi verilen (x; f (x))�de ol-

mayabilir. Fakat uygun kabuller alt¬nda f (x+ h) � f (x)�e bir sublineer

fonksiyonla 1. mertebeden yaklaş¬labilir: Yani

f (x+ h)� f (x) = �x (h) + o (khk)

h! �x (h) sublineer fonksiyonu vard¬r.

Geometrik olarak gr (�x) art¬k bir hiperdüzlem de¼gil bir konidir ve gr (f)�

e te¼gettir. Buradaki te¼get de¼gimi: konilerin te¼get olmas¬anlam¬nda anlaş¬la-

cakt¬r.

Bir fonksiyon diferansiyellenebilirse bir lineer te¼gete sahiptir ve fonksiyon

konveks ise bir sublineer te¼gete sahiptir diyebiliriz. Şekil 3.1 de diferansiyel-

lenebilen ve konveks fonksiyonlar¬n gra�¼gi vard¬r `x�in gra�¼gine x�de çizilen
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te¼get L do¼grusu iken �x�in gra�¼gine x�de çizilen te¼get ise S1, S2 ¬̧s¬nlar¬ndan

oluşmuştur.

Şekil 3.1: ·Iki te¼get kavram¬

3-Kapal¬ Sublineer Fonksiyonlarla, Kapal¬Konveks Kümelerin Bire-bir

Kaŗs¬l¬k Getirilmesi:

(Rn; h�; �i), Öklid uzay¬nda bir ` lineer formu bir s 2 Rn vektörüyle temsil

edilebilir. Yani 8x 2 Rn için

` (x) = hs; xi (3.4)

olan 9s 2 Rn vard¬r. Lineer fonksiyonla ilgili bu eşitlik 3.1 deki eşitlikten

daha geometrik ve ayn¬oranda kesindir.

Öncelikle ; 6= S � Rn bir küme olsun. �S : Rn ! R [ f+1g

�S (x) := sup fhs; xi : s 2 Sg (3.5)

olarak tan¬mlanan fonksiyon sublineerdir. Bu fonksiyona S�nin destek fonksi-

yonu denir. S s¬n¬rl¬oldu¼gunda onun destek fonksiyonu da her yerde son-

ludur. S s¬n¬rs¬z ise �S; +1 de¼gerini alabilir. �S alttan yar¬ sürekli bir

fonksiyondur. Ayr¬ca �S�in S�nin kapan¬̧s¬n¬n ve S�nin kapal¬konveks zarf¬n¬n

destek fonksiyonu oldu¼gu da kolayca görülebilir. Bundan dolay¬sadece boş

olmayan kapal¬konveks kümelerin destek fonksiyonlar¬n¬incelemek yeterlidir.

Burada ana sonuç, S �! �S eşlemesi 1-1 ve örten olmas¬d¬r. Bir alttan

yar¬sürekli (yani kapal¬) sublineer fonksiyon boş olmayan kapal¬konveks bir

kümeyle tek olarak belirlenen bir destek fonksiyonudur. Böylece bir ` lineer

fonksiyonu nas¬l kiRn de bir s vektörü ile 8x 2 Rn için `(x) = hs; xi biçiminde
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tek olarak belirlenebiliyorsa bir alttan yar¬sürekli � sublineer fonksiyonu da

Rnnin kapal¬konveks bir ; 6= S � Rn kümesiyle 8x 2 Rn için

�(x) = �S(x) = supfhs; xi : s 2 Sg

biçiminde tek olarak belirlenebilir. Özel olarak � sublineer fonksiyonu lineer

ise S�yi lineer fonksiyonu belirleyen s 2 Rn olmak üzere; S = fsg tek nokta

kümesi olarak al¬nabilir.

Rnnin boş olmayan kapal¬konveks alt kümeleriyle, kapal¬sublineer fonksi-

yonlar¬n bu eşlemesi, bu tür fonksiyonlar¬n çal¬̧s¬lmas¬nda geometrik yorum-

lar aç¬s¬ndan çok yarar sa¼glayacakt¬r. Özel olarak kapal¬konveks kümeler

üzerindeki kesi̧sim birleşim vs. i̧slemleri uygulayarak elde edilen yeni kon-

veks kümelere kaŗs¬gelen yeni destek fonksiyonlar¬n¬n nas¬l elde edilece¼gini

de görece¼giz. Bu yap¬lara göre

S �! �S

bir izomor�zma olacakt¬r.

Bu bölümde bu üç ifadenin do¼grulu¼gunu gösterece¼giz.

3.2 Tan¬m ve Özellikler

Tan¬m 3.1. � : Rn ! R [ f+1g bir fonksiyon olsun. E¼ger � konveks ve
pozitif homojen (1. mertebeden) yani � 2 convRn ve 8x 2 Rn ve t > 0 için

� (tx) = t� (x) (3.6)

ise ��ya sublineer fonksiyon denir.

Uyar¬3.2. Denklem 3.6�deki eşitlik yerine eşitsizlik al¬nmas¬pozitif homo-

jenlik için yeterli olacakt¬r: Bir � fonksiyonu homojendir ancak ve ancak

8x 2 Rn ve t > 0 için

� (tx) � t� (x) (3.7)

dir.

38



Asl¬nda 3.7 varsa (tx 2 Rn; t�1 > 0)

� (x) = �
�
t�1tx

�
� t�1� (tx)

=) t� (x) � � (tx)

olur.3.7 ile üstteki eşitsizlik ise t� (x) = � (tx) oldu¼gunu yani ��nun pozitif

homojen oldu¼gunu gösterir.

3.6�den � (0) = t� (0) oldu¼gunu ç¬karabiliriz. Bu ise � (0) için iki olas¬l¬k

b¬rak¬r � (0) = 0 veya � (0) = +1 d¬r. Fakat, kaŗs¬laşaca¼g¬m¬z ço¼gu sub-

lineer fonksiyonlar için � (0) = 0 olacakt¬r. Konveks fonksiyon tan¬m¬ndan

��nun en az bir noktada sonlu olmas¬ gerekir (Yoksa dom� = ; olur). x

bu noktalardan biri ise � (x) < +1 iken t > 0 için t� (x) = � (tx) < +1

olur. Yani x 2 dom� için tx 2 dom� olur. Böylece dom�, bir konidir.

Ayr¬ca � konveks oldu¼gu için dom� konveks olmal¬d¬r. K¬saca dom� konveks

bir konidir. � konveks oldu¼gundan ��nun ridom��ya göre sürekli oldu¼guna

dikkat edilmelidir. dom��nun s¬n¬r ¬̧s¬nlar¬nda (0�¬da kapsayan) süreksizlik

görülebilir.

Bir sonraki sonuç sublineer fonksiyonlar¬n bir geometrik karakterizas-

yonudur.

Önerme 3.1. � : Rn ! R [ f+1g fonksiyonu verilsin.

� sublineerdir () epi(�) � Rn � R konveks konidir.

Kan¬t. ())� sublineer olsun. � konvekstir dolay¬s¬yla epi(�) konvekstir.

Şimdi epi(�)�n¬n koni oldu¼gunu gösterelim. t 2 R+ ve (x; r) 2 epi(�) olsun

�(x) � r dir. Her iki taraf t ile çarp¬l¬rsa

t�(x) = �(tx) � tr

olur ki bu

t(x; r) = (tx; tr) 2 epi(�)
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demektir. Yani epi(�) konidir. Böylece epi(�) konveks konidir.

(()epi(�) � Rn � R konveks koni olsun. Öncelikle � konvekstir ve 8t > 0

için

(x; �(x)) 2 epi(�)) (tx; t�(x)) 2 epi(�)

olaca¼g¬ndan �(tx) � t�(x) elde edilir ki bu ��n¬n pozitif homojen olmas¬n¬

verir. Böylece � sublineerdir.

Analizde bir di¼ger önemli kavram alt toplamsall¬kt¬r (subadditivity): �

fonksiyonu için

� (x1 + x2) � � (x1) + � (x2) 8 (x1; x2) 2 Rn � Rn (3.8)

varsa ��ya alttoplamsald¬r denir.bu eşitsizli¼gin 3.2�den farkl¬l¬¼g¬na dikkat

edin. Burada da eşitsizlik R[f+1g için anlaş¬lmal¬d¬r. Pozitif homojenlikle

beraber üstteki önerme sublineer fonksiyonlar¬n bir di¼ger karakterizasyonunu

(analitik) verir.

Önerme 3.2. [8,16]� : Rn ! R [ f+1g, � özdeş olarak +1 olmas¬n. �

n¬n sublineer olmas¬için gerek ve yeterli koşul

� (t1x1 + t2x2) � t1� (x1) + t2� (x2) 8x1; x2 2 Rn ve t1; t2 > 0

veya ��n¬n pozitif homojen ve alttoplamsal olmas¬d¬r.

Önerme 3.3. [12,16]E¼ger � sublineer ise

� (x) + � (�x) � 0 8x 2 Rn (3.9)

Sublineer olmak için pozitif homojen bir fonksiyon ayn¬zamanda alttop-

lamsal da olmak zorundad¬r. (Tan¬m 3.1�de konvekslik yerine) Sonras¬nda za-

ten konveksli¼gi sa¼glam¬̧s olur. Şekil 3.2 şimdiye kadar gördü¼gümüz fonksiyon

s¬n¬�ar¬aras¬ndaki ili̧skileri özetler. Konveks ve alttoplamsal bir fonksiyon

sublineer olmak zorunda de¼gildir: f (x) � 1 �i düşünün.

Benzer şekilde sublineer fonksiyon ne zaman lineer oldu¼gu da sorulabilir.

Eşitsizlik 3.9 lineer fonksiyonda eşitlik olarak sa¼glan¬r ve sonraki sonuç bunun

tam olarak lineerlikle sublineerlik aras¬ndaki fark oldu¼gunu göstermelidir.
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Şekil 3.2: Fonksiyon s¬n¬�ar¬

Önerme 3.4. [12,16]� sublineer olsun ve x1; :::; xm 2 dom� için

� (xj) + � (�xj) = 0; j = 1; :::;m (3.10)

sa¼glans¬n. Bu durumda �, fx1; :::; xmg taraf¬ndan gerilen altuzayda lineerdir.

Bu sonuç sayesinde şöyle bir altuzay tan¬mlanabilir:

U := fx 2 Rn : � (x) + � (�x) = 0g (3.11)

Bu altuzayda � lineerdir. U�ya bazen � do¼grusall¬k (linearity) uzay¬denir.

U 6= ; ) � (0) = 0 d¬r. (U = f0g olsa bile)

(x 2 U ) 0 = � (x) + � (�x) � � (0) � 0 oldu¼gundan

U = f0g ) 0 = � (0) + � (�0) � � (0) � 0 ) � (0) = 0)

Bu kavramda ilginç olan geometrik yorumudur. E¼ger U \ V = f0g olan

bir V alt uzay¬varsa, tan¬mdan � (x) + � (�x) > 0 8 (0 6=)x 2 V . Bu ise

e¼ger 0 6= d 2 V ise � d vektörü do¼grultusundan V -̧seklindedir: t > 0 için,

� (td) = �t ve � (�td) = �t olacak şekilde �; � 2 R [ f+1g vard¬r ve

� + � > 0 d¬r. � + � = 0 ancak d 2 U olur ise gerçekleşir. (Şekil 3.3�e

bak¬n). d�nin normu 1 ise �+ � ya d do¼grultusunda ��nun do¼grusall¬k eksi¼gi

diyebiliriz: d do¼grusuna k¬s¬tland¬¼g¬nda ��nun gra�¼gi bir aç¬yapar; sonlu ise

�+ � say¬s¬bu aç¬n¬n ne kadar geni̧s oldu¼gunu ölçer.
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Şekil 3.3: Bir sublineer fonksiyonun do¼grusall¬k alt uzay¬

Şekil 3.3�de gr��nun sadece U�da de¼gil U�nun ötelemelerinde de hiper-

düzlem oldu¼gu görülüyor: ��nun fyg+U�ya k¬s¬tlanm¬̧s hali y sabitken a�ndir.

Bu bir sonraki sonuçtan gelir.

Önerme 3.5. � sublineer olsun. E¼ger x 2 U ise yani

� (x) + � (�x) = 0 (3.12)

bu durumdan

� (x+ y) = � (x) + � (y) 8y 2 Rn (3.13)

olur.

Kan¬t. � (x+ y) � � (x) + � (y) (alttoplamsall¬ktan) y = x + y � x

oldu¼gundan

� (y) � � (x+ y) + � (�x) = � (x+ y)� � (x)

) � (x+ y) � � (x) + � (y)

olur. Böylece kan¬t biter.

3.3 Sublineer Fonksiyon Örnekleri

Örnek 3.1. ; 6= K konveks koni ise gösterge fonksiyonu

iK (x) :=

8<: 0 ;x 2 K

+1 ;x =2 K
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.K konveks ise iK�n¬n konveks oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬ca her x 2 K ve

t > 0 için iK (x) = iK (tx) = 0 ) iK (tx) = tiK (x) oldu¼gundan iK pozitif

homojendir. Bu durumda iK sublineerdir.

Örnek 3.2. ; 6= K konveks koni olsun.Bu durumda

dK (x) = inf fjky � xkj : y 2 Kg

ile tan¬ml¬x�in K konisine uzakl¬k fonksiyonu da sublineerdir.Gerçekten: K

konveks oldu¼gundan dK konvekstir. Ayr¬ca t > 0 için

dK (tx) = inf fjky � txkj : y 2 Kg

= inf fjkty � txkj : ty 2 Kg

= t inf fjky � xkj : ty 2 Kg

= t inf fjky � xkj : y 2 Kg

= tdK (x)

olur böylece dK pozitif homojendir.

Örnek 3.3.

� (x) = � (�; n) :=

8<: �2
p
�n ; �; n � 0

+1 ; di¼ger durumlarda

ile tan¬ml¬� : R2 ! R [ f+1g fonksiyonu sublineerdir. t > 0için

� (tx) = � (t�; tn) :=

8<: �2t
p
�n ; �; n � 0

+1 ; di¼ger durumlarda
= t� (x)

oldu¼gundan pozitif homojendir.Ayr¬ca

x1 = (�1; n1) , x2 = (�2; n2) 2 R2,olsun. �1; n1; �2 veya n2 den biri negatif

ise � (x1 + x2) � � (x1) + � (x2) = +1 sa¼glan¬r. Hepsi pozitif ise�p
�1n2 �

p
�2n1

�2 � 0
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) �1n2 + �2n1 � 2
p
�1�2n1n2

) �1n1 + �1n2 + �2n1 + �2n2 � �1n1 + 2
p
�1�2n1n2 + �2n2

) (�1 + �2) (n1 + n2) �
�p

�1n1 +
p
�2n2

�2
)

p
(�1 + �2) (n1 + n2) �

p
�1n1 +

p
�2n2

) �2
p
(�1 + �2) (n1 + n2) � �2

p
�1n1 � 2

p
�2n2

) � (�1 + �2; n1 + n2) � � (�1; n1) + � (�2; n2)

) � (x1 + x2) � � (x1) + � (x2)

olur. Yani � alttoplamsal olur. Böylece � sublineerdir.

Örnek 3.4. Rn üzerinde bir jk�kj normu aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan

Rn0den [0;+1) �a bir fonksiyondur.

i) jkxkj = 0 ancak ve ancak x = 0;

ii) jktxkj = jtj jkxkj 8x 2 Rn ve t 2 R

iii) jkx1 + x2kj � jkx1kj+ jkx2kj 8 (x1; x2) 2 Rn �Rn

jk�kj (0 d¬̧s¬nda) pozitif ve sonlu sublineer bir fonksiyondur. 8x için jk�xkj =

jkxkj oldu¼gundan simetriktir. Hiçbir do¼gru üzerinde do¼grusal de¼gildir: 3.11�

deki U altuzay¬sadece f0g�dan oluşur.

Örnek 3.5 (KUADRAT·IK SEM·I-NORMLAR ). Q : Rn ! Rn; Q bir

simetrik pozitif yar¬ tan¬ml¬ operatör ve f : Rn ! R; f (x) :=
p
hQx; xi

olsun. f�nin konveksli¼gini do¼grudan göstermek b¬kt¬r¬c¬bir iştir. Bu iş için

alttoplamsall¬k ve Cauchy Schwarz eşitsizli¼gi kullan¬labilir.)

EQ = fx 2 Rn : hQx; xi � 1g kümesini kullanarak f aşa¼g¬daki gibi elde

edilebilir.

f(x) = inff� > 0 : hQx; xi � �2g = inff� > 0 :
D
Q
x

�
;
x

�

E
� 1g

= inff� > 0 : x
�
2 EQg = inff� > 0 : x 2 �EQg

buradan f�nin konvesli¼gi dolay¬s¬yla sublineerli¼gi gösterilebilir.EQ, f ve f 2 =

hQ(�); �i�nin bir alt seviye kümesidir. Rn, Rn = kerQ � ImQ biçiminde
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ayr¬̧st¬r¬l¬rsa EQile ImQ�n¬n kesişimi merkezi orijin olan
~

EQeliptik küme-

sidir. EQ, asimtotik konisi kerQ alt uzay¬olan
~

EQ + kerQ silindiridir.

Q pozitif tan¬ml¬d¬r () kerQ = f0g () EQ kompaktt¬r.

Di¼ger taraftan f sonlu, negatif olmayan, simetriktir, çünkü EQ; orijin merke-

zlidir ve f; EQ�nun kerQ asimtotik konisi üzerinde s¬f¬rd¬r. Q pozitif tan¬ml¬

ise f normdur.

EQ ! f dönüşümü sublineer fonksiyonlar¬n içinde önemlidir.

� g(x; y) =
p
(x+ y)2 =

p
x2 + 2xy + y2 verilsin. Q =

241 1

1 1

35 için
g2(x; y) = hQ(x; y); (x; y)i

h
x y

i241 1

1 1

3524x
y

35
kerQ = f(x; y) : y = �xg dir.

ImQ = fQ

24x
y

35 : (x; y) 2 R2g = f
24x+ y

x+ y

35 : (x; y) 2 R2g
oldu¼gundan ImQ = f(x + y; x + y) : y = xg = f(�; �) : � 2 Rg =

f(x; y) : x = yg olur.

EQ = f(x; y) : (x+ y)2 � 1g

= f(x; y) : jx+ yj � 1g

= f(x; y) : �1 � x+ y � 1g

= f(x; y) : �x� 1 � y � �x+ 1g

olarak bulunur buradan

eEQ = EQ\ ImQ

= f(�; �) : � 2 Rg \ f(x; y) : jx+ yj � 1g

= f(�; �) : j�+ �j � 1g = f(�; �) : j�j � 1
2
g

= f(�; �) : � 2 [�1
2
;
1

2
]g

elde edilir. Bunlar şekil 3.4�de görülmektedir.
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Şekil 3.4: Kuadratik semi norm

3.4 Minkowski Fonksiyoneli

Tan¬m 3.2. S � Rn; kapal¬konveks ve � 2 int(S) olsun.


S : Rn ! R; 
S(x) = inff� > 0 : x 2 �Sg

fonksiyonuna Minkowski (Gauge-Ayar) fonksiyoneli denir.x 2 �C olan hiçbir

� > 0 yoksa 
C(x) = +1 olur.

Bu fonksiyon ilk olarak 1911�de Minkowski taraf¬ndan tan¬mland¬. S

kümesi baz¬ durumlarda sadece konveks baz¬ durumlarda da kompakt ve

konveks al¬nmas¬na kaŗs¬n burada S kapal¬konveks olarak al¬nacakt¬r.Ayn¬

zamanda S kompakt ise bu fonksiyonel sonlu ya da sonsuz boyutlu lineer

uzaylarda norm elde etmeye olanak sa¼glar ve bu durumda n boyutlu uzayda


S�i gözümüzde şöyle canland¬rabiliriz: x 6= � bir nokta olsun. ��¬x�e bir-

leştiren R�x ¬̧s¬n¬S�nin s¬n¬r¬n¬bir x0 noktas¬nda keser. Bu durumda şekil

3.5�de görülece¼gi üzere x = 
S(x)x0 ve 
S(x) =
kxk
kx0k olur. Böylece 
S�yi

S�nin uzakl¬k fonksiyonu olarak düşünebiliriz. Çünkü ��¬n x0�a olan Euclid

uzakl¬¼g¬n¬��¬x�e birleştiren R�x ¬̧s¬n¬boyunca "S�ye göre 1 birim" al¬n¬rsa,

S�ye göre temel birim uzakl¬k do¼grultuya göre de¼gi̧secektir.
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xRθ

Şekil 3.5: Minkowski fonksiyonelini bir kümeden oluşturma

Genel durumda ise geometrik olarak epi(
S) aşa¼g¬daki biçimde elde edilir.

S � Rnyi Rn � f0g da S � f0g kümesi olarak düşünüp, 1 birim yukar¬

Rn � f1g hiperdüzlemine taş¬yal¬m.Oluşan S � f1g kümesiyle üretilen koni


S�nin epigraf¬d¬r. 
S�de bu koninin alts¬n¬r fonksiyonudur. Bu şekil 3.6�da

gösterilmektedir.

}1{×S

θ

R )( Sepi γ

nR

Şekil 3.6: Minkowski fonksiyonelinin epigraf¬

Teorem 3.1. S � Rn konveks ve 0 2 int(S) olsun. Bu durumda S kümesi

için tan¬mlanan Minkowski fonksiyoneli 8x; y 2 Rn için aşa¼g¬daki özellikleri
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sa¼glar.

a) 
(x) � 0

b) 8� � 0 için 
(�x) = �
(x)

c) 
(x+ y) � 
(x) + 
(y)

d)


(x) < 1 () � 2 int(S)


(x) = 1 () � 2 @(S)


(x) > 1 () � 2 RnnS

Kan¬t. a) 
 fonksiyonunun tan¬mlan¬̧s¬ndan aç¬kt¬r.

b)� = 0 ise eşitlik sa¼glan¬r. � 6= 0 olsun.


(�x) = inffa > 0 : �x 2 aSg = inffa > 0 : x 2 a

�
Sg

eşitli¼ginde a
�
yerine a0 al¬n¬rsa (a; � > 0 oldu¼gundan a0 = a

�
> 0 d¬r.)


(�x) = inff�a0 : x 2 a

�
Sg = � inffa0 > 0 : x 2 a0Sg

= �
(x)

elde edilir.

d) x 2 int(S) olsun. Bu durumda x + U � S olacak şekilde 9U 2 N(0)

vard¬r. "x 2 U olacak şekilde 9" > 0 vard¬r. Buradan

(1 + ")x = x+ "x 2 x+ U � S

dolay¬s¬yla


((1 + ")x) � 1

olur.(b) ş¬kk¬kullan¬larak


(x) � 1

1 + "
< 1

elde edilir.
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Tersine 
(x) < 1 olsun. Bu durumda 
 fonksiyonunun tan¬mlan¬̧s¬ndan x
a
2 S

olacak şekilde 9a 2 (0; 1) vard¬r. 0 2 int(S) 6= ; oldu¼gundan ri S = int S ve

Önerme 2.4�den

x = (1� a)0 + a(x
a
) 2 int(S)

olur. Böylece int(S) = fx : 
(x) < 1g olur.

x 2 @S olsun. 0 2 int(S) oldu¼gundan önerme 2.4 gere¼gi 8� 2 [0; 1) için

�x+ (1� �)0 = �x 2 int(S)

olur. O halde 
(�x) = �
(x) � 1 oldu¼gundan 
(x) � 1 elde edilir. x 2 @S

oldu¼gundan x =2 int(S) olur. O halde 
(x) � 1 dir. Dolay¬s¬yla 
(x) = 1

elde edilir.

Di¼ger taraftan 
(x) = 1 olsun.x 2 RnnS oldu¼gu kabul edilsin. Bu durumda

B(x; ") � RnnS olacak şekilde " > 0 vard¬r. x(1 � "
2
) 2 RnnS oldu¼gundan

x(1� "
2
) =2 S olur. Dolay¬s¬yla 
(x(1� "

2
)) � 1 olur. Bu ise


(x) � 1

1� "
2

> 1

çeli̧skisini verir; x =2 RnnS dir. 
(x) 6= 1 oldu¼gundan x =2 int(S) dir.x 2 @S

elde edilmi̧s olur. Buradan @S = fx : 
(x) = 1g olur.

Bu iki çift gerektirme beraber ele al¬n¬rsa8<: 
(x) < 1 () � 2 int(S)


(x) = 1 () � 2 @(S)

9=; =)


(x) � 1 () x 2 S

verir. Buradan


(x) > 1 () � 2 RnnS

olur

c) " > 0 ve x; y 2 Rn verilsin.


(x) < rx < 
(x) + "
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ve


(y) < ry < 
(y) + "

olacak şekilde rx; ry say¬lar¬seçilsin. Bu durumda


(
x

rx
) < 1

dolay¬s¬yla x
rx
2 S olur. Ayn¬şekilde


(
y

ry
) < 1

oldu¼gundan y
ry
2 S olur. r = rx + ry olsun. S konveks ve rx

r
+ ry

r
= 1

oldu¼gundan
x+ y

r
=
rx
r

x

rx
+
ry
r

y

ry
2 S

olur. O halde 
(x+y
r
) � 1 dolay¬s¬yla (b) ş¬kk¬ndan 
(x + y) � r = rx + ry

olur. rx ve ry elemanlar¬n¬n seçili̧sinden


(x+ y) � rx + ry

� 
(x) + "+ 
(y) + "

= 
(x) + 
(y) + 2"

olur. " > 0; x; y key� seçildi¼ginden 8x; y 2 Rn için


(x+ y) � 
(x) + 
(y)

elde edilir.

Teorem 3.2. S orijini içeren kapal¬konveks bir küme olsun. Bu durumda

i)
S fonksiyonu negatif olmayan kapal¬sublineer bir fonksiyondur.

ii) S�nin asimtotik konisi S1 olmak üzere

8r 2 R+ için fx 2 Rn : 
S(x) � rg = rS ve fx 2 Rn : 
S(x) = 0g = S1

iii)
S her yerde sonludur ancak ve ancak �; S�nin iç noktas¬d¬r.

Kan¬t. i)
S�nin negatif olmad¬¼g¬n¬üstteki teoremin (a) ş¬kk¬ndan bil-

inmektedir. Ayn¬ zamanda 
S�nin bu teoremin (b) ş¬kk¬ndan pozitif ho-

mojen (c) ş¬kk¬ndan dolay¬ da alt toplamsal oldu¼gu için sublineer oldu¼gu
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aç¬kt¬r.Kapal¬l¬¼g¬na ilerde dönülecektir.

ii)� 2 intS olsun. 8x 6= 0 için x" :=
"x
kxk 2 C olacak şekilde " > 0

vard¬r.Teorem 3.1 (d) ş¬kk¬ndan 
S(x") � 1 olur.


S(x) = 
S

�
kxk
"
x"

�
=
kxk
"

S (x") �

kxk
"

ve 
S(0) = 0 oldu¼gundan 8x 2 Rn için 0 � 
S(x) �
kxk
"
olacak şekilde " > 0

vard¬r. Dolay¬s¬yla 
S sonlu bir fonksiyondur.

Di¼ger taraftan 
S her yerde sonlu oldu¼gunu kabul edelim. Süreklilikten dolay¬


S�nin birim yuvardaki görüntülerinin bir üst s¬n¬r¬L > 0 olsun.

kxk � 1) 
S(x) � L) 
S(
x

L
) � 1) x

L
2 S

ve


 x
L
� 0


 = kxk

L
� 1

L
oldu¼gundan B(0; 1L) � C olur.Bu sebeple � 2 int(S)

olur.

iii)S kapal¬oldu¼gundan ve teorem 3.1�in (d) ş¬kk¬ndan fx 2 Rn : 
S(x) �

1g = S = S olur. r > 0 için pozitif homojenlikten

fx 2 Rn : 
S(x) � rg = fx 2 Rn : 
S(xr ) � 1g = frx 2 Rn : 
S(x) � 1g

= rfx 2 Rn : 
S(x) � 1g = rS

eşitli¼gi ç¬kar. r key� seçildi¼ginden 8r > 0 için

fx 2 Rn : 
S(x) � rg = rS

kan¬tlanm¬̧s olur.

x 2 S için S1 = \
t>0

S�x
t
dir. 0 2 S oldu¼gundan S1 = \

t>0

S�0
t
= \

t>0

S
t
olur.

t > 0 için r = 1
t
de¼gi̧sikli¼gini yaparsak S1 = \

r>0
rS olur. rS yerine eşiti olan

fx 2 Rn : 
S(x) � rg yazarsak

S1 = \
r>0
fx 2 Rn : 
S(x) � rg

= fx 2 Rn : 
S(x) � 0g

olur. Di¼ger taraftan 8x 2 Rn için 
S(x) � 0 oldu¼gundan

S1 = fx 2 Rn : 
S(x) = 0g

51



eşitli¼gi elde edilir.

i)[kapal¬l¬k] Şimdi 
S�nin kapal¬oldu¼gu gösterilecektir.

S1(
S) = fx 2 Rn : 
S � 1g = S

alt düzey kümesi kapal¬oldu¼gundan 8r > 0 için

Sr(
S) = fx 2 Rn : 
S � rg = rS

alt düzey kümeleri de kapal¬olur. Ayr¬ca r = 0 için rS = f0g tek nokta

kümesi kapal¬d¬r. r < 0 için ise alt düzey kümeleri boştur dolay¬s¬yla ka-

pal¬d¬r. Tüm alt düzey kümeleri kapal¬oldu¼gundan 
S kapal¬bir fonksiyon

olur.

"S kompaktt¬r () S1 = f0g d¬r" oldu¼gunu biliyoruz. Üstteki teo-

remde (iii)�nin bir sonucunu verelim.

Sonuç 3.1. S kompaktt¬r () 8x 6= 0 için 
S(x) > 0 d¬r

Kan¬t. Üstteki teoremin (iii) ş¬kk¬ndan S1 = fx 2 Rn : 
S(x) = 0gdir.

S kompaktt¬r () S1 = fx 2 Rn : 
S(x) = 0g = f0g

() 8x 6= 0 için 
S(x) 6= 0


S negatif olmayan bir fonksiyon oldu¼gundan bu da "8x 6= 0 için 
S(x) > 0"

ifadesine denktir.

Örnek 3.6. Q pozitif yar¬tan¬ml¬olmak üzere f : Rn ! R; f(x) =
p
hQx; xi

fonksiyonuna quadratik semi-norm demiştik. Bunu genelleştirebiliriz. g 2

ConvRn; g negatif de¼ger almayan ve 2. mertebeden pozitif homojen bir

fonksiyon olmak üzere f(x) =
p
g(x) konveks fonksiyondur.

Gerçekten S1(g) = fx 2 Rn : g(x) � 1g = C olmak üzere

f(x) =
p
g(x) = inff� > 0 :

p
g(x) � �g = inff� > 0 : g(x) � �2g

= inff� > 0 : x
�
2 S1(g)g = inff� > 0 :

x

�
2 Cg

= 
C(x)

f; C kapal¬konveks ve orijini bulunduran kümenin ayar fonksiyonudur.
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Minkowski fonksiyonelleri, kapal¬sublineer fonksiyon örnekleridir. Subli-

neer fonksiyonlar kapal¬olmak zorunda de¼gildir. Örnek olarak

h : R2 ! R; h(x; y) =

8>>><>>>:
0

jxj

+1

y > 0

y = 0

y < 0

alal¬m. h sublineerdir fakat kapal¬de¼gildir. h�¬kapal¬yapmak için 8x 2 R

için h(x; 0) = 0 tan¬m¬n¬yapal¬y¬z.

Bir � sublineer fonksiyonunun kapan¬̧s¬n¬ya da denk olarak alttan yar¬

sürekli zarf¬n¬al¬rsak

cl�(x) := lim
x0!x

�(x0) (3.14)

ile tan¬ml¬yeni bir fonksiyon elde ederiz. Bu fonksiyon kuruluşundan ka-

pal¬d¬r, konvekstir (önerme 2.12) ve pozitif homojendir (3.14).

Sublineer fonksiyonu kapal¬yaparsak, şüphesiz kapal¬d¬r ve sublineerli¼gini

korur.

Kapal¬sublineer fonksiyonlar¬n s¬n¬f¬, sublineer fonksiyonlar s¬n¬f¬içinde

oldukça öneme sahip bir s¬n¬ft¬r. Asl¬nda çal¬̧smalar¬m¬z¬ kapal¬ sublineer

fonksiyonlar s¬n¬f¬na k¬s¬tlayaca¼g¬z. Bunun nedeni: � kapal¬ sublineer bir

fonksiyonsa 8x 2 dom� için

�(0) � lim
t!0+

�(tx) = 0

dolay¬s¬yla �(0) = 0 d¬r ve dom� 6= ; olur. Di¼ger bir gözlemimizde � kapal¬

sublineer fonksiyonu �01 asimtotik fonksiyonu ile çak¬̧s¬r. Yani � kapal¬ve

sublineer ise � = �01 dir. Gerçekten kapal¬ sublineer fonksiyonlar¬n asim-

totik fonksiyonu kendisidir. Özel olarak � her yerde sonlu de¼ger al¬yorsa �

Lipschitz dir ve en iyi lipschitz sabiti

L = supf�(d) : kdk = 1g

dir.
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3.4.1 Minkowski fonksiyoneli örnekleri

Örnek 3.7. Köşeleri (1;�1) ve (�1;�1) olan S karesinin Minkowski fonksiy-

onelini bulal¬m:

Şekil 3.7�de S kümesi dörde bölünmüştür. (x; y) 2 I = f(x; y) : x > 0 ve

�x < y < xg ise R�;(x;y) ¬̧s¬n¬karenin sa¼g dik kenar¬n¬(1; y0) da keser.S�yi x

ile genişletirsek (x; y) noktas¬xS�ye ait olaca¼g¬ndan


S(x; y) = inff� : (x; y) 2 �Sg = x

olur.

θ1−

1−

1

1
I

II

III

IV

S ( )00 , yx

( )yx,

Sx ⋅

x

Şekil 3.7: Bir karenin Minkowski fonksiyoneli alt¬nda (x,y) 2 I noktas¬n¬n

de¼geri

(x; y) 2 II = f(x; y) : y > 0 ve � y � x � yg ise


S(x; y) = inff� : (x; y) 2 �Sg

= inff� : (x; y) 2 �S = ySg = y

olur.

(x; y) 2 III = f(x; y) : x < 0 ve � x < y < xg ise


S(x; y) = inff� : (x; y) 2 �Sg

= inff� : (x; y) 2 �S = �xSg = �x
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olur.

(x; y) 2 IV = f(x; y) : y < 0 ve � y � x � yg ise


S(x; y) = inff� : (x; y) 2 �Sg

= inff� : (x; y) 2 �S = �ySg = �y

olur. Böylece R�;(x;y) ¬̧s¬n¬S�nin dikey kenarlar¬ndan birini kesiyorsa


S(x; y) = jxj ve R�;(x;y) ¬̧s¬n¬ S�nin yatay kenarlar¬ndan birini kesiyorsa


S(x; y) = jyj olur.Yani S kümesini jxj (veya jyj) kadar genişletti¼gimizde

(x; y) 2 jxjS (veya (x; y) 2 jyjS) olur. Sonuçta


S(x; y) = maksfjxj ; jyjg = k(x; y)k1

olur.

Uyar¬3.3. 
S(x; y) =
k(x;y)k�o
k(x0;y0)k�o

=

p
x2+y2p
x20+y

2
0

burada (x0; y0); R�;(x;y) ¬̧s¬n¬n¬n

S�yi kesti¼gi noktan¬n koordinatlar¬d¬r.

Örnek 3.8. B(�; 1) = f(a; b) : a2 + b2 � 1g�in Minkowski fonksiyonelini

bulal¬m. (x; y) 2 R2 verilsin.

(x; y) 2 �B(�; 1) () (x;y)
�
=
�
x
�
; y
�

�
2 B(�; 1) () x2

�2
+ y2

�2
� 1

() x2 + y2 � �2 ()
p
x2 + y2 � �

() k(x; y)k � �

ve 
B(�;1)(x; y) = inff� > 0 : (x; y) 2 �B(�; 1)g olarak tan¬mland¬¼g¬ndan


B(�;1)(x; y) = inff� > 0 : k(x; y)k � �g = k(x; y)k

olarak elde edilir.

Örnek 3.9. B = [�1; 2] olmak üzere B�nin Minkowski fonksiyonelini bu-

lal¬m. x 2 R verilsin. � > 0 oldu¼gundan

x 2 �[�1; 2] () x

�
2 [�1; 2] =) �1 � x

�
� 2

=) �1 � x

�
ve

x

2
� � =) � � �x ve � � x

2
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olur. Buradan 8<: x � 0 için � � x
2
� �x

x < 0 için � � �x � x
2

elde edilir. Böylece


[�1;2](x) = inff� > 0 : x 2 �[�1; 2]g

=

8<: x
2

�x

x � 0

x < 0

olur.

3.5 Destek Fonksiyonu

Tan¬m 3.3. S � Rn; S 6= 0 olsun.

�S : Rn ! R; �S(d) = supfhd; xi : x 2 Sg

fonksiyonuna S�nin destek fonksiyonu denir.

Destek fonksiyonu geometrik olarak şöyle belirlenebilir. Öncelikle �S�nin

tan¬m kümesi 9r 2 R+ için �S(d) = r olan d 2 Rn lerden oluşur ve �S�nin

tan¬m kümesi bir konveks koni olur (aç¬k ya da kapal¬). ·Ikinci olarak bir d 2

Rn için �S(d) = r0 ise. �S(d) = supfhd; xi : x 2 Sg oldu¼gundan 8x 2 S için

hd; xi � r0 olur. r0 � r al¬rsak 8x 2 S için hd; xi � r olaca¼g¬ndan S � H�
d;r =

fx 2 Rn : hd; xi � rg olur. Bu ise S�ninH�
d;ryar¬uzay¬taraf¬ndan kapsanmas¬

demektir. Bir di¼ger deyi̧sle de S; şekil 3.8�de görülece¼gi gibiHd;r = fx 2 Rn :

hd; xi = rg hiper düzleminin belirledi¼gi kapal¬yar¬uzaylardan biri taraf¬ndan

kapsanmaktad¬r.

Bir d 2 Rn için �S(d)�nin de¼geri ise geometrik olarak şöyle belirlenir:

Bu S � Rn ve d 6= 0 için r 2 R; S � H�
d;r = fz 2 Rn : hz; di � rg olacak

şekilde şeçilsin �S(d) bu şekildeki r�lerin en küçü¼güdür. r, Hd;r = fz 2 Rn :

hz; di = rg hiper düzlemi S�ye te¼get olacak şekilde küçültülürse en küçük r�ye

ulaş¬lm¬̧s olur. S s¬n¬rs¬z ise bu mümkün olmaz. Bu durumda �S(d) = +1

olur.
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)(
d
d

Sσ

x
xdrH dd S

,)(, ==σ
rdH ,

S d

Şekil 3.8: Destek fonksiyonu ve destek hiperdüzlemleri

Örnek 3.10. S = R � f0g � R2 olsun. d = (1; 1) yönü verildi¼ginde hiçbir

r 2 R için H�
d;r yar¬uzay¬S�yi kapsamaz. Ancak �S(d) = �S(1; 1) = +1

olur. Şekil 3.9�da bu görülmektedir.

r ! 1
d=(1,1)

2}0{ RRS ⊂×=

Hd,r

Şekil 3.9: S¬n¬rs¬z kümenin destek fonksiyonu

Şimdi de Rn+1 = Rn�R de konveks konik zarf kullanarak �S�yi belirleye-

lim.

S � Rn kümesini Rn�R uzay¬nda düşünelim. Yani diyelim ki S�f0g �

Rn�f0g olsun. S�yi Rn�f�1g�e kayd¬ral¬m. KS; S�nin kayd¬r¬lm¬̧s kopyas¬
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olan S�f�1g�in konveks konik zarf¬olsun. KS�nin (KS)
� polar konisi �S�nin

epigraf¬oldu¼gu şekil 3.10�da görülmektedir.

Gerçekten

KS = R+co(S � f�1g) = co(R+(S � f�1g) = cof(ts;�t) : s 2 S; t > 0g

Buradan

(KS)
� = f(d; r) 2 Rn � R : 8s 2 S ve t > 0 için h(ts;�t); (d; r)i � 0g

= f(d; r) 2 Rn � R : 8s 2 S ve t > 0 için hts; di � ht; ri � 0g

= f(d; r) 2 Rn � R : 8s 2 S için hs; di � rg

= f(d; r) 2 Rn � R : sup
s2S
hs; di � rg = epi(�S)

0
Rn

Sx{­1}

Rnx{­1}

Sepiσ

Şekil 3.10: Bir destek fonksiyonun epigraf¬

S kompakt küme ise iç çarp¬m fonksiyonu sürekli oldu¼gundan maksi-

mum de¼gerini S�de al¬r. d ne seçilirse seçilsin �S(d) = sup
x2S
hd; xi var ve

sonludur. Bunun anlam¬her bir d için H�
d;�S(d)

yar¬ uzay¬S�yi kapsar ve

�S(d) = hsd; di = rd eşitli¼gini sa¼glayan bir sd 2 S ve bir rd 2 R vard¬r.

Burada sd; S�nin bir yüzünde bulunur.(S�yi konveks kabul edebiliriz.)

�S = �coS dir. Gerçekten destek hiper düzlem Hd;�S(d)�nin 0�a uzakl¬¼g¬����S( d
kdk)
��� dir. Bu ise 0�¬n bir hiper düzleme dik izdüşümüdür. Bu durumda
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�!
d nin bir kat¬olan 9t� 2 R; t��!d vektörü vard¬r ki �S(d) = hd; t�di = kt�dk

olur.

Tan¬m 3.4. (Bir Kümenin Genişli¼gi) S 6= ; bir küme olsun. S�nin d yönün-

deki genişli¼gi (breadth)

�S(d) + �S(�d) = sup
s2S
hs; di � inf

s2S
hs; di

olarak tan¬mlan¬r.

Bu say¬[0;+1] aral¬¼g¬ndad¬r. E¼ger S; d�ye dik bir hiperdüzlem içindeyse

S�nin geni̧sli¼gi 0�d¬r. Böyle bir hiperdüzlemi

H = fx 2 Rn : hx; di = �S(d)g

şeklinde yazabiliriz. Bu hiperdüzlemler S�yi bulundurur.Tüm bu hiperdüz-

lemlerin arakesitleri aff (S)�yi verir.

S�nin geni̧sli¼gi, x do¼grultusunda S�nin ne kadar kal¬nl¬kta oldu¼gunu ölçer. Bu

say¬x�e dik ve S�yi s¬kan paralel iki hiperdüzlem aras¬ndaki mesafeyi verir.

Önerme 3.6. S 6= ; bir küme ve �S; S�nin destek fonksiyonu olsun.Bu

durumda

�S sonludur () S s¬n¬rl¬d¬r.

Kan¬t. ()) �S sonlu olsun. 8(s; d) 2 S�B(0; 1) için hs; di � �S(d) � L

olan 9L > 0 vard¬r. s 6= 0 için d = s
ksk dersek

hs; di =
�
s;

s

ksk

�
=

1

ksk hs; si = ksk � L

olur. Buradan 8s 2 S için ksk � L olur ki bu S � B(0; L) demektir. S

s¬n¬rl¬d¬r.

(()S s¬n¬rl¬olsun. 9L > 0 için S � B(0; L) dir. Di¼ger taraftan iç çarp¬m

lineer dönüşüm oldu¼gundan süreklidir (sonlu boyutlu uzaylarda tan¬ml¬lineer

uzaylar süreklidir).8d 2 Rn için

hs; di � ksk kdk � L kdk =) sup
s2S
hs; di = �S(d) � L kdk =) �S(

d

kdk) � L

oldu¼gundan �S; B(0; 1) de s¬n¬rl¬d¬r. Bundan dolay¬da �S sonludur.
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Önerme 3.7. S 6= ; bir küme olsun. �S kapal¬ve sublineerdir.

Kan¬t. Önce �S�nin tan¬m kümesinin bir koni oldu¼gunu gösterelim. x 2

dom(�S) ve � � 0 olsun. �S(x) � +1 olur.

�S(�x) = sup
s2S
hs; �xi = �sup

s2S
hs; xi = ��S(x) < +1

oldu¼gundan �x 2 dom(�S) olur. Dolay¬s¬yla dom(�S) konidir.

Ayr¬ca �S(�x) = ��S(x) oldu¼gundan �S pozitif homojendir.

Son olarak dom(�S) ve �S�nin konveks olduklar¬n¬gösterelim. x; y 2 dom(�S)

ve � 2 (0; 1) alal¬m.

�S(�x+ (1� �)y) = sup
s2S
h�x+ (1� �)y; si = sup

s2S
[� hx; si+ (1� �) hy; si]

� sup
s2S

� hx; si+ sup
s2S
(1� �) hy; si

= �sup
s2S
hx; si+ (1� �)sup

s2S
hy; si

= ��S(x) + (1� �)�S(y) < +1

elde edilir. Böylece �x + (1 � �)y 2 dom(�S) olur . Bu dom(�S) konveks

oluşunu verir. x; y 2 dom(�S) ve � 2 (0; 1) için

�S(�x+ (1� �)y) � ��S(x) + (1� �)�S(y)

oluşundan da �S �in konveksli¼gi ç¬kar.

Önerme 3.8. S1; S2 iki küme ve S1 � S2 olsun. Bu durumda �S1 � �S2

olur.

Kan¬t. S1 � S2 olsun.s1 2 S1 key� al¬ns¬n.s1 2 S2 olaca¼g¬ndan 8d 2 Rn

için

hs1; di � �S2(d)

olur. s1 key� al¬nd¬¼g¬ndan 8s1 2 S1 ve 8d 2 Rn için

sup
s12S1

hs1; di � �S2(d)

�S1(d) � �S2(d)

olur. Böylelikle �S1 � �S2 elde edilir.
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Önerme 3.9. S � Rn boş olmayan bir küme olsun. �S = �cl(S) = �co(S) =

�coS dir.

Kan¬t. S � cl(S) oldu¼gundan �S � �cl(S) olur.

Tersine d 2 Rn ve s 2 cl(S) olsun. Bu durumda 9(sn) � S vard¬r öyle

ki sn ! s dir. hd; :i iç çarp¬m¬ sürekli oldu¼gundan hd; sni ! hd; si olur.

Buradan

hd; si =
D
d; lim
n!1

sn

E
= lim

n!1
hd; sni � lim

n!1
�S(d) = �S(d)

olur. d ve s key� seçildi¼ginden 8d 2 Rn ve 8s 2 cl(S) için

hd; si � �S(d)

sup
s2cl(S)

hd; si � �S(d)

�cl(S)(d) � �S(d)

olur. Böylelikle �S = �cl(S) elde edilir.

Şimdi �S = �co(S) oldu¼gu kan¬tlanacakt¬r.

S � co(S) =) �S � �co(S)

olur.

Tersine s� 2 co(S) alal¬m. 9s1; s2; :::; sk 2 S ve 9�1; �2; :::�k 2 [0; 1] öyle ki
kP
i=1

�i = 1 ve
kP
i=1

�isi

olur. 8d 2 Rn için

hs�; di =

�
kP
i=1

�isi; d

�
h�;di lineer
=

kP
i=1

�i hsi; di

�
kP
i=1

�i�S(d) = �S(d)
kP
i=1

�i|{z} = �S(d)

= 1

oluşundan 8d 2 Rn ve 8s� 2 co(S) için hs�; di � �S(d) elde edilir. Sol taraf¬n

s� 2 co(S) için supremumu al¬n¬rsa �co(S) � �S olur. Böylelikle �S = �co(S)

kan¬tlanm¬̧s olur.coS = cl(co(S)) oldu¼gundan

�S = �cl(S) = �co(S) = �cl(co(S)) = �coS
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yaz¬l¬r kan¬t biter.

Bu önermenin bir sonucu olarak şunu söyleyebiliriz: Bir S kümesi ve

S�nin kapal¬konveks zarf¬n¬n destek fonksiyonlar¬ayn¬d¬r.

Teorem 3.3. S boş olmayan kapal¬ve konveks bir küme, �S, ; 6= dom(�S)

tan¬m kümesine sahip S�nin destek foksiyonu olsun. Bu durumda S kümesini

S = fx 2 Rn : 8d 2 dom(�S) için hx; di � �S(d)g

veya denk olarak

S = \
d2dom(�S)

fx 2 Rn : hx; di � �S(d)g

biçiminde yazabiliriz.

Kan¬t. Her bir d 2 dom(�S) için

H�
d;�S(d)

= fx 2 Rn : hx; di � �S(d)g

dersek S � H�
d;�S(d)

olur. Buradan S � \
d2dom(�S)

H�
d;�S(d)

olur. Tersine x0 =2 S

ise S kapal¬konveks oldu¼gundan x0 ile S�yi kesin ay¬ran bir Hx0 hiperdüzlemi

vard¬r. 9(0 6=)d0 2 Rn ve 9r 2 R öyle ki

Hd0;r = fx 2 Rn : hx; d0i = rg

olur. Genelli¼gi bozmadan 8s 2 S için hs; d0i < r yazabiliriz. Bu durumda

hx0; d0i > r olacakt¬r. Böylece

�S(d0) = sup
s2S
hs; d0i � r < +1

olaca¼g¬ndan d0 2 dom(�S) olacakt¬r. Ayr¬ca x0 =2 H�
d0;�S(d0)

oldu¼gundan

x0 =2 \
d2dom(�S)

H�
d;�S(d)

dir. Buradan \
d2dom(�S)

H�
d;�S(d)

� S olur.

) S = \
d2dom(�S)

H�
d;�S(d)

olur.

Teorem 3.4. ; 6= S � Rn bir küme ve �S; S�nin destek fonkiyonu olsun. Bu

durumda

s 2 coS () 8d 2 X (= Rn_B(0; 1)_@B(0; 1)) için hs; di � �S(d) (3.15)

dir.
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Kan¬t. ()) s 2 coS olsun.Önerme 3.9den

8d 2 X için hs; di � �coS(d) = �S(d)

olur.

(()8d 2 X için hs; di � �S(d) olsun. Kabul edelim ki s =2 coS olsun. fsg

noktas¬n¬ve coS kapal¬kümesini ay¬ran bir hiperdüzlem vard¬r yani

9d0 2 Rn vard¬r öyle ki hs; d0i > supfhs0; d0i : s0 2 coSg = �coS(d0) = �S(d0)

olur ki bu kabulümüzle çeli̧sir.Böylece s 2 coS olmak zorundad¬r.

Sonuç olarak kapal¬konveks bir küme destek fonksiyonuyla belirlenebilir.

Yani kapal¬konveks kümeler ile bu kümelerin destek fonksiyonlar¬aras¬nda

şekil 3.11�de görülece¼gi gibi iki yönlü bir ili̧ski vard¬r.

<s,d>        (d)
olan d'leri seç

<s,  > nin supremumunu al
(C üzerinde)

σ≤

Şekil 3.11: Kapal¬konveks küme-destek fonksiyonu ili̧skisi

S kapal¬konveks kümesi ve bir s 2 R eleman¬verildi¼ginde s�nin S�ye ait

olup olmad¬¼g¬

s 2 coS () 8d 2 X (= Rn _B(0; 1) _ @B(0; 1)) için hs; di � �S(d)

ile test edilebilir. Bu duruma �S destek fonksiyonu kapal¬konveks kümelerin

içini rölatif içini ve a�n zarf¬n¬seçer (süzer) denir.

Teorem 3.5. [12]S � Rn; S 6= ; ve kapal¬konveks bir küme olsun.

i) s 2 aff(S) () �S(d) + �S(�d) = 0 olan her d için hs; di = �S(d) dir.

ii) s 2 ri S () �S(d) + �S(�d) > 0 olan her d için hs; di < �S(d) dir.

iii) s 2 int S () 8d 6= 0 için hs; di < �S(d) dir
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Tan¬m 3.5. (Asimtotik Koni)C � Rn kapal¬ konveks bir küme ve x 2 C

olmak üzere

C1(x) = fd 2 Rn : x+ td 2 C; 8t > 0g

(x�den başlayan ve küme içinden sonsuza giden ¬̧s¬nlar¬n başlang¬c¬orijinde

olan paralellerinden oluşan kümeye) veya

C1(x) = \
t>0

C � x
t

şeklinde tan¬mlanan kümeye C�nin asimtotik konisi denir.

Uyar¬3.4. C kapal¬konveks al¬nd¬¼g¬ndan C1(x) asimtotik konisi x�in seçi-

lişine ba¼gl¬de¼gildir. Bu yüzden bu küme C1 ile gösterilecektir.

Önerme 3.10. S; Rn nin boş olmayan kapal¬konveks bir alt kümesi olsun.

Bu durumda

cl(dom(�S)) = (S1)
�

dir.

Kan¬t. p 2 S1 olsun. s0 2 S olmak üzere S1 = \
t>0
t(S�s0) oldu¼gundan

9st 2 S vard¬r öyle ki p = t(st � s0) olur. 8q 2 dom(�S) için

hp; qi = t hst � s0; qi � t[�S(q)� hs0; qi] < +1

t ! 0+ iken hp; qi � 0 olur ve q 2 (S1)� olur. Böylece dom(�S) � (S1)�

olur. (S1)
� kapal¬oldu¼gundan cl(dom(�S)) � (S1)� d¬r.

Tersine q 2 (dom(�S))� alal¬m. (dom(�S))� koni oldu¼gundan 8t > 0 için

tq 2 (dom(�S))� olur. s0 2 S key� bir nokta olmak üzere 8p 2 dom(�S) için

hq; pi � 0 oldu¼gundan

hs0 + tq; pi = hs0; pi+ t hq; pi � hs0; pi � �S(p)

olur. Buradan s0 + tq 2 cl(co(S)) = S olur. Bu ise 8t > 0 için q 2 S�s0
t
ya

da q 2 S1 demektir. Böylelikle (dom(�S))� � S1 olur. Bundan dolay¬da

(S1)
� � [(dom (�S))�]� = dom (�S) oldu¼gu görülür.

(S1)
� � dom(�S) � cl(dom(�S)) � (S1)�
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oldu¼gundan (S1)
� = cl(dom(�S)) olur.

3.5.1 Destek fonksiyonu örnekleri

Örnek 3.11. S = f(x1; x2) : (x1 < 0; x2 + y2 � 1) _ (x1 � 0;�1 � x2 � 1)g

kümesinin destek fonksiyonunu bulal¬m.

�S : R2 ! R

d 7! �S(d) = sup fhd; xi : x 2 Sg

idi.

Önce bir
�!
d = (d1; d2) yönü verilir. Varsa S yi kapsayan bir hiperdüzlem

çizilir. Bu hiperdüzlem S ye do¼gru kayd¬r¬l¬r. Hiperdüzlemlerden S ye te¼get

olan hiperdüzlemin (varsa) de¼gme noktas¬(x) bulunur. hd; xi istenen supre-

mumu verir.

d1 < 0 olan bir d = (d1; d2) verilsin. x =
�!
d

k�!d k al¬n¬rsa x istenen te¼getin

de¼gme noktas¬olur ve �S(d) = hd; xi olur.d1 < 0 için

�S(d) = hd; xi =
�!
d �

�!
d


�!d 


 =




�!d 


2


�!d 


 =



�!d 




olur.

Şimdi d1 = 0 ve d2 > 0 olan bir d = (d1; d2) = (0; d2) verilsin. Bu durumda

şekil 3.12�de görüldü¼gü üzere S kümesine te¼get olan do¼gru (hiperdüzlem) y =

1 do¼grusudur ve d = (0; d2) yönündeki de¼gme noktas¬ x = (0; 1)dir. d =

(0; d2) ve d2 > 0 için

�!
d = (0; d2) ve d2 > 0 için �S(

�!
d ) = h(0; d2); (0; 1)i = d2

olur. Benzer şekilde d1 = 0 ve d2 < 0 olan bir d = (d1; d2) = (0; d2) verilsin.

Bu durumda S kümesine te¼get olan do¼gru (hiperdüzlem) y = �1 do¼grusudur

ve d = (0; d2) yönündeki de¼gme noktas¬x = (0;�1)dir. d = (0; d2) ve d2 < 0

için

d = (0; d2) ve d2 < 0 için �S(
�!
d ) = h(0; d2); (0;�1)i = �d2

olur.
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d
dx = 1

­1

d

S

0),,0(),( 2221 >== ddddd

0),,0(),( 2221 <== ddddd

)1,0(=x

)1,0( −=x

S

Şekil 3.12: S = f(x1; x2) : (x1 < 0; x2 + y2 � 1) _ (x1 � 0;�1 � x2 � 1)g

kümesinin destek fonksiyonu

Son olarak d = (d1; d2) d1 > 0 ise d2 ne olursa olsun d2 ne olursa olsun d�nin

belirtti¼gi hiçbir H�
d;r = fx 2 R2 : hd; xi � rgkapal¬yar¬uzay S�nin tamam¬n¬

kapsamaz. O halde �S(d) = +1 olur.

Böylece S�nin destek fonksiyonu

�S(d1; d2) =

8<: kdk+1 d1 � 0

d1 > 0

dur.

Örnek 3.12. S = B(�; 1) � R2 birim yuvar¬n¬n destek fonksiyonunu bulal¬m.

8d 6= 0 için

�S(d) = sup
s2B(�;1)

hs; di

s = d
kdk 2 B(�; 1) oldu¼gundan

�S(d) �
* �!

d


�!d 


 ;�!d
+
=



�!d 




olur.

Di¼ger taraftan 8s 2 B(�; 1) ve 8d 6= 0 için Cauchy-Schwarz eşitsizli¼ginden

hs; di � ksk � kdk � 1 � kdk

� kdk
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oldu¼gundan 8d 6= 0 için

�B(�;1)(d) = sup
s2B(�;1)

hs; di � kdk

olur.Böylelikle �S(d) = kdk dir. Ayr¬ca �S(�) = 0 oldu¼gundan �S birim çem-

ber üzerinde bir normdur.

S1 = (B(�; 1))1 = f0g oldu¼gundan f0g� = dom(�S(�)) = Rn olur. Yâni

�S(�) nin sonlu de¼ger ald¬¼g¬ d�lerin kümesi Rn dir. Şimdi verilen bir d

yönünde Hd;�S(d) yi belirleyen sd 2 B(�; 1) leri bulal¬m. Özel olarak d = (1; 2)

için �S(1; 2) = k(1; 2)k =
p
5 dir. Buradan

Hd;�S(d) = f(x; y) : 1 � x+ 2 � y = �S(1; 2) =
p
5g

= f(x; y) : 1p
5
x+

2p
5
y = 1g

Hd;�S(d) nin S = B(�; 1)�e de¼gme noktas¬ sd =
�
1p
5
; 2p

5

�
2 @B(�; 1) = @S

olur.

Şimdi genel bir d 6= 0 do¼grultusu alal¬m. d = (a; b) 6= 0 olsun. Bu

durumda �B(�;1)(d) = kdk =
p
a2 + b2 oldu¼gundan

Hd;�S(d) = f(x; y) : ax+ by = �S(d)g

= f(x; y) : ax+ by =
p
a2 + b2g

= f(x; y) : ap
a2 + b2

x+
bp

a2 + b2
y = 1g

te¼get hiperdüzleminin S = B(�; 1) birim yuvar¬na de¼gme noktas¬

sd = (
ap

a2 + b2
;

bp
a2 + b2

)

dir. Bu şekil 3.13�de görülmektedir.

Örnek 3.13. K; Rnde kapal¬ konveks bir koni olsun. Önce �K n¬n tan¬m

kümesini belirleyelim. K�n¬n asimtotik konisinin polar¬n¬ bulal¬m. Şekil

3.14�de görüldü¼gü üzere

K1 = K ve (K1)
� = K� = cl(dom(�K))
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.
2 2 2 2

,a b
a b a b

 
 

+ + 

( , )d a b=

2 2 2 2
: 1d

a bH x
a b a b

+ =
+ +

=sd

Şekil 3.13: R2 de birim yuvar¬n destek fonksiyonu

olur.Böylece d 2 K� ise yani 8s 2 K için hs; di � 0 ve 0 2 K için h0; di =

0 oldu¼gundan

�K(
�!
d ) =

8<: 0

+1

hs; di � 0;8s 2 K ise

di¼ger durumlarda

=

8<: 0

+1

�!
d 2 K� := K�n¬n pozitif polar konisi ise

di¼ger durumlarda

= iK�(
�!
d )

olur. Böylece K kapal¬konveks koni ise destek fonksiyonu K�n¬n gösterge

fonksiyonu olur.

� 2 K oldu¼gundan, d 2 K� ise d�ye dik olan ve K�y¬destekleyen hiperdüzlem

Hd;�K(d) = fx 2 Rn : hd; xi = �K(d) = 0g

��dan geçer.

R2 de düşünüldü¼günde destek hiperdüzlemleri, ��dan geçen ve (a; b) = d 2 K�

ye dik

Hd;�K(d) = f(x; y) : h(a; b) ; (x; y)i = �K(d) = 0g

= f(x; y) : ax+ by = 0g

do¼grulard¬r.

68



),( bad =
r

))(( KdomclK σο =

K
0: =+ byaxH

Şekil 3.14: Bir koninin destek fonksiyonu

Örnek 3.14. S = f(x; y) : y � x2g kümesinin destek fonksiyonunu bulal¬m.

S�nin asimtotlar¬ olmad¬¼g¬ndan dom(�S) kapal¬ de¼gildir(Şekil 3.15).Verilen

S

))(()( SdomclS σ=Ο
∞

∞S

)( Sdom σ

∞S

Şekil 3.15: S = f(x; y) : y � x2g kümesinin destek fonksiyonunun tan¬m

kümesi

bir d için sd yi belirleyelim ve �S(d) yi bulal¬m.

sd = (x0; y0) 2 @S = f(x; y) : y = x2g

=) y0 = x20 ve sd 2 Hd;�S(d) =) ax0 + by0 = �S(d)
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olur. Buradan

ax0 + bx20 = �S(d) =) bx20 + ax0 � �S(d) = 0

elde edilir. Bu ikinci mertebe denklemin diskriminant¬0 olursa, bu iki e¼gri

te¼get olaca¼g¬ndan

� = a2 + 4b�S(d) = 0

�S(d) = �a
2

4b

olur.

Özel olarak

d1 = (�1;�1) ise �S(�1;�1) = � (�1)2
4(�1) =

1
4

) Hd;�S(d) : �x� y = 1
4

d2 = (1;�1) ise �S(1;�1) = � (1)2

4(�1) =
1
4

) Hd;�S(d) : x� y = 1
4

d2 = (�1
2
;�2) ise �S(�1

2
;�2) = � (� 1

2
)2

4(�2) =
1
32
) Hd;�S(d) : �1

2
x� 2y = 1

32

olur(Şekil 3.16�ya bak¬n¬z).

. .
. .. 1/4­1/4

­1/4

1ds
2ds

2dH
1dH

)1,1(1 −=d
)1,1(2 −−=d

Şekil 3.16: S = f(x; y) : y � x2g kümesinin destek hiperdüzlemleri ve bunlara

ait destek noktalar¬

Uyar¬3.5. d1 = (�1; 0) ve d2 = (1; 0) ise d1; d2 2 @dom(�S) = f(x; y) : y =

0g dir.

�S(d1) = �S(d2) = +1

oldu¼gundan d1; d2 =2 dom(�S) olur. Bir di¼ger de¼gişle dom(�S) kapal¬de¼gildir.
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3.6 Kapal¬Konveks Kümeler ve Kapal¬Sublineer

Fonksiyonlar Aras¬ndaki ·Izomor�zm

Önerme 3.7�de destek fonksiyonunun kapal¬ve sublineer oldu¼gunu gördük.

Tersi için ne söylenebilir?

Rn�de hiç bir kümenin destek fonksiyonu olmayan bir kapal¬ sublineer

fonksiyon var m¬d¬r? Bu sorunun cevab¬"hay¬r"d¬r. Yani herhangi bir ka-

pal¬sublineer fonksiyona bir destek fonksiyonuymuş gibi bak¬labilir. Bunun

s¬rr¬bir konveks fonksiyonun onu alttan destekleyen a�n fonksiyonlarla ifade

edilebilece¼ginde yatar. f kapal¬sublineer bir fonksiyon ise onu alttan destak-

layen a�n fonksiyon yerine bir lineer fonksiyon al¬nabilir. Şimdi bunu teorem

olarak ifade edelim.

Teorem 3.6. � bir kapal¬sublineer fonksiyon olsun ��yi alttan destekleyen

bir do¼grusal dönüşüm vard¬r. Hatta � kendini alttan destekleyen lineer fonksi-

yonlar¬n supremumudur. Di¼ger bir deyişle �

S� = fs 2 Rn : 8d 2 Rn için hs; di � � (d)g (3.16)

kümesinin destek fonksiyonudur.

Kan¬t. Bir konveks fonksiyonun bir a�n fonksiyonla alttan desteklendi¼gini

biliyoruz. (önerme 2.9) O halde 8d 2 Rn için 9 (s; r) 2 Rn�R 3 hs; di� r �

� (d) olur. � (0) = 0 ve buradan �r � � (0) = 0 oldu¼gundan r � 0 olmal¬d¬r.

Pozitif homojenlikten 8t > 0 ve 8d 2 Rn için

hs; tdi � r � � (td) =) t hs; di � r � t� (d)

yaz¬labilir. Her iki taraf t�ye bölünürse

hs; di � r

t
� � (d)

olur. t!1 yap¬l¬rsa

hs; di � � (d)

71



olur ki bu � kapal¬ sublineer fonksiyonunun bir lineer fonksiyonla alttan

desteklendi¼gini gösterir. Bu durumda 8d 2 Rn için

� (d) = sup fhs; di : hs; di , ��yi alttan desteklerg

= sup fhs; di : s 2 S�g

yaz¬labilir. Bu fonksiyonun indeks kümesi S��d¬r.

Uyar¬3.6. Bu önermenin en önemli noktas¬ 3.16.�deki S� kümesinin boş

olmamas¬d¬r. Bu da Hahn-Banach teoreminin analitik formudur.

Yani bir � kapal¬sublineer fonksiyonunu alttan destekleyen bir lineer dönüşüm

vard¬r.

� Bu önemli teoremin ana sonucu bir kapal¬ sublineer fonksiyona bir

kümeyi kaŗs¬l¬k getirmektir. "sublineer fonksiyon ile ilgili özellikler"de

bu kaŗs¬l¬k getirme daha önce kurulmuştu teorem 3.6 ile bu kaŗs¬l¬k

getirmenin örtenli¼gi garantilendi.

� Şekil 3.17�deki eşlemeyle, destek fonksiyonu ile kapal¬sublineer deyim-

lerinden biri di¼gerinin yerine kullan¬labilir.

<s,d>        (d)
olan d'leri seç

<s,  > nin supremumunu al
(C üzerinde)

σ≤

kapalı
sublineer

fonksiyonu

Şekil 3.17: Kapal¬ konveks küme ile kapal¬ sublineer fonksiyon aras¬ndaki

ili̧ski

Sonuç 3.2. [12]Boş olmayan kapal¬konveks S kümeleri ve kapal¬sublineer

� fonksiyonu için aşa¼g¬dakiler denktirler.

1)�, S�nin destek fonksiyonudur.

2)S = fs : 8d 2 X için hs; di � � (d)g

Burada X = Rn _ X = �B (0; 1) _ X = @ �B (0; 1) = S (0; 1) veya X = dom�

al¬nabilir.
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Teorem3.6�da, X = Rn için do¼grulu¼gu veriliyor. 8d 2 Rn için d
kdk 2

�B (0; 1) ve � pozitif homojendir.

Geometrik olarak kapal¬konveks S kümesi yar¬uzaylar¬n kesi̧simi olarak ifade

edilebiliyordu. S kümesi S kümesinin destek fonksiyonu ile de karakterize

edilebilir. Gerçekten herbir (d; r) 2 Rn � R için (d 6= 0) H�
d;r yar¬uzay¬n¬

düşünelim. Bu yar¬uzay S�yi kapsar () � (d) � r dir.yaz¬labilir. Sonuç

3.2den

S = fs : 8d 2 Rn için hs; di � � (d) � rg

Burada (d; r) iklileri indeks rolü oynarlar ve (d; r)�ler epi� � Rn � R�de

de¼gi̧sir. Şüphesiz bu indeks kümeleri Rn�yi k¬s¬tlar ve yukar¬daki yaz¬m¬

S = fs : 8d 2 X için hs; di � � (d)g

biçimine dönüştürür.

S kümesinin aç¬¼ga ç¬km¬̧s yüzü (exposed face�i) bir lineer dönüşümü mak-

simize eden S�nin noktalar¬ndan oluşur. bu kapsamda S�nin destek fonksi-

yonu devreye girer.

Tan¬m 3.6. C boş olmayan konveks bir küme ve � bunun destek fonksiyonu

olsun. d 6= 0 için C konveks kümesinin d taraf¬ndan ortaya ç¬kar¬lm¬̧s yüzü

(exposed face)

FC (d) = fs 2 C : hs; di = � (d)g

dir.

Özel olarak FC (0) = fs 2 C : hs; 0i = � (0) = 0g = C�dir. C�nin kendisi

0�¬n ortaya ç¬kard¬¼g¬yüzüne eşit olur. C d yönünde s¬n¬rs¬z ise C�nin ortaya

ç¬km¬̧s yüzü olmad¬¼g¬ndan FC(d) = ; dir.S kümesinin exposed face�i S�nin

bir lineer dönüşümü maksimize eden noktalar¬ndan oluşur. Bu kapsamda

destek fonksiyonlar¬devreye girer.

Tan¬m 3.6�e simetrik olarak şu soru sorulabilir. x 2 C verildi¼ginde

hx; di�yi maksimum yapan d 2 Rn ler nelerdir? Bunun cevab¬: "C�ye x�de

normal olan NC (x) normal konisi" olacakt¬r.
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Önerme 3.11. [5,12]x, C kapal¬konveks kümesi içinde bir nokta olsun.

x 2 FC (d)() d 2 NC (x) :

d�ler normal yönü gösterirken d�nin ortaya ç¬kard¬¼g¬yüzler C�nin s¬n¬r¬n¬

oluştururlar. Bunu bir önerme ile verelim.

Önerme 3.12. C kapal¬konveks kümesi için

bd (C) = [fFC (d) : d 2 Xg

olur. Burada X = Rnn f0g _X = �B (0; 1) n f0g veya X = dom�n f0g d¬r.

Kan¬t. Tan¬m 3.6 den C�nin d 6= 0 yönünde ortaya ç¬kan yüzü kdk�ye

ba¼gl¬de¼gildir. Bu X�in ilk iki seçiminin denkli¼gini verir. Üçüncü seçim ise

d =2 dom�C iken FC (d) = ; oluşundan gelir.

x 2 icC = Co ise 9" > 0 için x + "d 2 C olacakt¬r ki bu durumda x, h�; di

lineer dönüşümünün bir maksimumu olamaz. Buradan x =2 FC (d) dir.

Tersine x C�nin s¬n¬r¬nda bir nokta ise Nc (x) en az bir d 2 Rnn f0g vektörü

bulundurur. Önerme 3.11�den x 2 FC (d) olur.

Örnek 3.15 (Normlar ve Dualleri). k�k, Rn üzerinde key� bir norm olsun.

Bu norm (0 hariç) pozitif kapal¬sublineer bir fonksiyondur ve bunun

B = fx 2 Rn : kxk � 1g

alt düzey kümesi özellikle ilginçtir. B;bu normla ilgili, simetrik konveks 0�¬

iç nokta kabul eden kompakt birim yuvard¬r.

k�k normu ise B�nin Minkowski fonksiyonelidir. Yani k�k = 
B dir.

Di¼ger taraftan destek fonksiyonu k�k normu olan

B� := fs 2 Rn : 8x 2 Rn için hs; xi � kxkg

kümesi oluşturulabilir. Aç¬kt¬r ki B� �da simetrik, konveks kompakt ve (0�¬)

orijini iç nokta olarak bulundurur. ( Teorem 3.5(iii)) Şu ana kadar iki kapal¬

konveks B ve B� kümeleri bulduk. bu kümeleri kullanarak iki tane daha kapal¬

sublineer fonksiyonu tan¬mlanabilir . Bunlar B�nin �B destek fonksiyonunu

ve B��¬n 
B� Minkowski fonksiyoneli olan sublineer fonksiyonlar¬d¬r.
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Önerme 3.13. k�k, Rn üzerinde bir norm olmak üzere B ve B� yukar¬da

tan¬mlanan kümeler olsunlar. Bu durumla B�nin destek fonksiyonu ile B��¬n

Minkowski fonsiyoneli

ksk� = maks fhs; xi : kxk � 1g (3.17)

ile tan¬ml¬ ayn¬ fonksiyonlard¬r.ksk� ile gösterilir. Yani k�k� = 
B� = �B

dur.Ayr¬ca k�k� Rn üzerinde bir normdur. k�k��un birim yuvar¬B��d¬r. Bu

durumda B��¬n destek fonksiyonu ve B�nin Minkowski fonsiyoneli ayn¬ k�k

fonksiyonudur ve


B (x) = �B� = kxk = maks fhs; xi : ksk� � 1g (3.18)

olur. Böylece k�k = 
B = �B� ve k�k� = 
B� = �B normu olurki k�k�

normuna, k�k normunun duali denir.

Kan¬t. 3.18ve aşa¼g¬da verilecek olan 3.19�in özel durumu olarak elde

edilir.

(s; x) 2 Rn � Rn alal¬m. (s; x
kxk) 2 R

n �B(0; 1) olur.

ksk� = maksfhs; xi : kxk � 1g

den �
s;

x

kxk

�
� ksk� ) hs; xi � ksk� kxk (3.19)

Cauchy Scwartz eşitsizli¼gi elde edilir. Bu eşitsizlik (Rn; k�k) ve (Rn; k�k�)

Banach uzaylar¬aras¬nda bir DUALL·IK ba¼g¬nt¬s¬verir.

Ek olarak s 6= 0 ve x 6= 0 oldu¼gu durumda önerme 3.1.4�den

s

ksk 2 FB
� (x)() x

kxk 2 FB (s)

oluyorsa

hs; xi = ksk� kxk

eşitli¼gi gerçeklenir. Buradan bir norm otomatik olarak (duali) olan başka bir

norm üretir. Bu operasyon simetriktir, yani dualin duali yine kendisine eşit
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Şekil 3.18: Bir norm ile duali ve birim yuvarlar¬aras¬ndaki ili̧skiler

olur.

ksk� = maks fhs; xi : kxk � 1g ve

kxk = maks fhs; xi : ksk� � 1g

dönüşümleri kapal¬sublineer fonksiyonlar ailesi içindeki kapal¬sublineer sonlu

de¼ger alan, simetrik ve (0) orijin hariç pozitif olan fonksiyonlar¬n ailesi içinde

(k¬saca Normlar ailesi içinde) bir duallik ba¼g¬nt¬s¬(eşlemesi) kurar.

Bu analitik operasyonlar¬n Geometrik dünyada bir kaŗs¬l¬¼g¬vard¬r. Kapal¬

konveks, s¬n¬rl¬, simetrik ve 0�¬iç nokta olarak bulunduran B kümesi ,k¬saca

B birim yuvar¬,yard¬m¬yla önce 
B Minkowski fonksiyoneli kurulur ki bu k�k

normudur. Bu norm kapal¬sublineer oldu¼gundan birB� kümesini destekleyen

fonksiyondur yani 
B = �B� dir. Bu B� kümesi B�nin polar¬d¬r. Bu B�  !

B kaŗs¬l¬k getirme i̧slemine polarl¬k denir. B�nin Polar Kümesi

B� = fs : hs; xi � kxkg =
�
s :

�
s;

x

kxk

�
� 1
�
,
x

kxk 2 @B oldu¼gundan

B� = fs : 8x 2 B için hs; xi � 1g h�; �i �nin pozitif homojenli¼ginden

B�� = fs 2 Rn : 8s 2 B� için hs; xi � 1g

= cl (B) = B (B Kapal¬oldu¼gundan)

Şekil 3:18 dual normlar ve polar kümelerin nas¬l oluştu¼gunu verir.
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Örnek 3.16. k(x1; x2)k1 = jx1j+ jx2j normu verilsin

B =
�
(x1; x2) 2 R2 : k(x1; x2)k1 � 1

	
=

�
(x1; x2) 2 R2 : jx1j+ jx2j � 1

	
birim yuvar¬n¬ve bunun destek fonksiyonunu oluştural¬m.B�nin extreme nok-

B

Şekil 3.19: B = f(x1; x2) 2 R2 : jx1j+ jx2j � 1g kümesi

talar¬(0;�1) ; (�1; 0) oldu¼gundan (s1; s2) 2 R2 için

�B (s1; s2) = sup fh(s1; s2) ; (x1; x2)i : (x1; x2) 2 Bg

= sup

8<: h(s1; s2) ; (1; 0)i ; h(s1; s2) ; (0; 1)i ;

h(s1; s2) ; (�1; 0)i ; h(s1; s2) ; (0;�1)i

9=;
= sup fs1;�s1; s2;�s2g

= maks fjs1j ; js2jg

= k(s1; s2)k�1

= k(s1; s2)k1

olur.(şekil 3.19) Şimdi de B� ¬ve onun destek fonksiyonunu oluştural¬m.B��nin
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Şekil 3.20: B kümesinin polar¬

extreme noktalar¬(�1;�1) oldu¼gundan

B� = f(s1; s2) : k(s1; s2)k1 � 1g

= f(s1; s2) : maks fjs1j ; js2jg � 1g

= f(s1; s2) : js1j � 1 _ js2j � 1g

= [�1; 1]� [�1; 1]

olur(şekil 3.20) ve

�B� (x1; x2) = sup fh(x1; x2) ; (s1; s2)i : (s1; s2) 2 B�g

= maks

8<: h(x1; x2) ; (1; 1)i ; h(x1; x2) ; (�1; 1)i ;

h(x1; x2) ; (1;�1)i ; h(x1; x2) ; (�1;�1)i

9=;
= maks fx1 + x2; x1 � x2;�x1 + x2;�x1 � x2g

= jx1j+ jx2j

= k(x1; x2)k�1

= k(x1; x2)k1

elde edilir.

Örnek 3.17 (Kuadratik norm). Di¼ger bir önemli norm tipi, Q simetrik po-

zitif tan¬ml¬bir lineer operatör olmak üzere

kxkQ :=
p
hQx; xi
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ile tan¬ml¬Quadratik normdur. Bu normlar Rn�de

hx; yiQ := hQx; yi

biçiminde tan¬ml¬iç çarp¬mdan türemiştir. Q simetrik matrisi pozitif tan¬ml¬

oldu¼gundan 1- seviye kümesi

EQ = fs 2 Rn : hQs; si � 1g

eliptik kümesidir. Bunun destek fonksiyonu 8d 2 Rn için

�EQ (d) := maks fhs; di : hQs; si � 1g

dir. Q�nun karekökü Q
1
2 olmak üzere; P = Q

1
2 s de¼gişken de¼gişimi yap¬l¬rsa

�EQ (d) = maks fhs; di : hQs; si � 1g

= maks
nD

P;Q�
1
2d
E
: kPk2 � 1

o
d 6= 0 için sa¼g yan¬n tek çözümü (Cauchy Schwarz�dan) P = Q�

1
2 d


Q� 1
2 d



 dir ve

sonuç olarak

�EQ (d) =



Q� 1

2d



 =phd;Q�1di

Burada EQ�nun Minkowski fonksiyoneli olan x !
p
hQx; xi ile EQ�nun

destek fonksiyonu olan �EQ (d) =
p
hd;Q�1di�nin birbirinin duali oldu¼gu

gözlenir. Q�nun sadece simetrik pozitif tan¬ml¬ oldu¼gu durumda EQ eliptik

silindirinin asimtotik konisi KerQ dur. Bu durumda destek fonksiyonunun

tan¬m kümesinin kapan¬̧s¬KerQ�nun polar¬d¬r. Yani

cldom�EQ = (kerQ)
o = (kerQ)? = ImQ

d 2 ImQ ise �EQ (d) =
p
hd;Q�1di sonludur ve Q�1d, Qp = d olan p 2 Rn

ile belirlenir. Böylece kxkQ =
p
hQx; xi normunun duali�

kskQ
��
=
p
hs;Q�1si = kskQ�1

Q = In ise h�; �i
1
2 Euclid normuna döneriz. Böylece k�k� = k�k olurki Euclid
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normunun duali kendisi olur. Bilinen iç çarp¬mla bu özelli¼ge sahip tek norm-

dur.

Polarl¬k, simetri, s¬n¬rl¬l¬k veya 0�¬n kümenin iç noktas¬ olmas¬na ba¼gl¬ bir

kavram olmamas¬na karş¬n B kümesi 0�¬ bulunduran kapal¬ ve konveks bir

küme olarak al¬nacakt¬r.Bu durumda

B� = fs : 8x 2 B için hs; xi � 1g

ve

B = (B�)� = fx : 8s 2 B� için hs; xi � 1g

yi sa¼glar.

Önerme 3.14. [12,17]C, 0�¬ bulunduran kapal¬ konveks bir küme olsun.

C�nin Minkowski fonksiyoneli 
C, kapal¬konveks ve 0�¬bulunduran

Co := fs 2 Rn : 8d 2 C için hs; di � 1g

kümesinin (support) destek fonksiyonudur.(Burada Co, C�nin polar kümesini

gösteriyor).

Kan¬t. 
C Minkowski fonksiyoneli kapal¬, sublineer ve negatif olmayan

bir fonksiyon oldu¼gndan kapal¬konveks ve 0�¬bulunduran bir D kümesinin

destek fonksiyonudur. (� bir sublineer fonksiyon ise �,

S� = fs 2 Rn : 8d 2 C için hs; di � � (d)g kümesinin destek fonksiyonudur.)

D = fs 2 Rn : 8 (d; r) 2 epi
C için hs; di � rg

epi
C , C � f1g kümesinin kapal¬konveks zarf�¬oldu¼gundan pozitif homo-

jenli¼gi kullanarak

D = fs 2 Rn : 
C (d) � 1 olan d�ler için hs; di � rg

oldu¼gunu yazabiliriz 
C (d) � 1 olan d�lerin kümesi tan¬m olarak C kümesini

oluşturaca¼g¬ndan D�nin indeks kümesi C�dir. Yani

D = fs 2 Rn : 8d 2 C için hs; di � 1g = Co
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olur. Kan¬t biter.

epi
C�nin polar konisi olan (epi
C)
o�nin (�1)�deki kesiti (Co)o�yi vere-

cektir. Fakat kapal¬konveks kümelerin polar¬n¬n polar¬kendisi oldu¼gundan

((epi
C)
o)o orjinal epi
C�yi verir. Di¼ger bir deyi̧sle C

oo = C olur.

Önerme 3.14 aşa¼g¬daki dual versiyonuna sahiptir.

Sonuç 3.3. [4,12]C 0�¬bulunduran kapal¬konveks küme olsun.Bu durumda

�C = 
Co dir.

Uyar¬3.7. Co = fs 2 Rn : d 2 C için hs; di � 1g den esinlenerek polarl¬¼g¬

kuran s ! H (s) := Hs;1 = fy 2 Rn : hs; yi = 1g elemanter dönüşümü s¬f¬r-

dan farkl¬s vektörlerine, 0�¬bulundurmayan a�n hiperdüzlemleri 1-1 olarak

karş¬getiren bir dönüşümdür.

Örnek 3.18. H� := fy = (�; �) 2 R2 : � � 2g yar¬uzay¬n¬n polar¬

(H�)
o
= f(�; u) : 8 (�; �) 2 H� için h(�; �) ; (�; u)i � 1g dir.

h(�; �) ; (�; u)i � 1 =) �� + �u � 1

� s¬n¬rland¬r¬lmad¬¼g¬ndan u > 0 (u < 0) için � ! 1 (� ! �1) iken �u !

1 olur.Bu sebeple u = 0 d¬r. Böylelikle �� + �u � 1 eşitsizli¼gi �� � 1 haline

gelir. � < 0 için � ! �1 iken �� ! 1 olur. Bu yüzden � � 0 olmal¬d¬r.

� � 2 eşitsizli¼ginin � kat¬n¬alal¬m.

(�� � 2� ve �� � 1) =) 2� � 1 =) � � 1
2

olur. Böylece �
H��o = �(�; 0) : 0 � � � 1

2

�
olarak bulunur.

3.7 Destek Fonksiyonlar¬n¬n Özellikleri

Rndeki kümeler ailesi üzerinde var olan hesaplamalara benzer biçimde

sublineer fonksiyonlar ailesi de hesap yap¬lmaya elveri̧sli bir yap¬ya sahiptir.
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Şu soruyu sormak do¼gald¬r. Kümeler ailesi üzerindeki operasyonlarla des-

tek fonksiyonlar ailesi üzerindeki hangi operasyonlar¬ne ölçüde ili̧skilendire-

biliriz.

Teorem 3.7. i)�S1 ; �S2 boş olmayan kapal¬konveks S1; S2 kümelerinin destek

fonksiyonlar¬olsunlar. t1; t2 2 R+ (pozitif gerçel say¬lar) iseler t1�S1 + t2�S2
fonksiyonuda cl(t1�S1 + t2�S2) kümesinin destek fonksiyonu olur.

ii) f�Sjgj2J boş olmayan kapal¬konveks fSjgj2J kümelerinin destek fonksi-

yonlar¬ise sup
j2J

�Sj fonksiyonu cl(co( [
j2J
Sj)) kümesinin destek fonksiyonudur.

iii) ii)�deki hipotezlere ek olarak S 0 := \
j2J
Sj 6= ; ise

�S0 = cl(cofinf
j2J
�Sjg)

olur.

Kan¬t. i) S = cl(t1S1+t2S2) diyelim. Tan¬mdan bunun destek fonksiyonu

8d 2 Rn için

�S(d) = supfht1s1 + t2s2; di : s1 2 S1; s2 2 S2g

dir. s1 ve s2 noktalar¬, indeks kümeleri olan S1; S2 kümelerini birbirinden

ba¼g¬ms¬z bir şekilde tarayacaklar¬ndan ve t1; t2 pozitif gerçel say¬lar olduk-

lar¬ndan 8d 2 Rn için

�S(d) = t1 sup
s12S1

hs1; di+ t2 sup
s22S2

hs2; di = t1�S1(d) + t2�S2(d)

olur. Böylelikle �S = t1�1 + t2�2 elde edilir.

ii) S := [
j2J
Sj diyelim. 8d 2 Rn için

�S(d) = sup
s2S
hs; di = sup

j2J
( sup
sj2Sj

hsj; di) = sup
j2J

�Sj(d)

ve �S = �coS oldu¼gundan �coS = sup
j2J

�Sj eşitli¼gine ulaş¬l¬r.

iii) S 0 := \
j2J
Sj 6= ; olsun. �S0 vard¬r.

s 2 S 0 () 8j 2 J için s 2 Sj () 8j 2 J için hs; �i � �Sj(:)

() hs; �i � inf
j2J
�Sj(:) () hs; �i � cl(co(inf

j2J
�Sj (�))

son ifade bir fonksiyonun kapal¬konveks zarf¬n¬n tan¬m¬ndan ç¬kar. Sonuç

3.2 cl(co(inf �S)) fonksiyonunun S�nin destek fonksiyonu oldu¼gunu verir.
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Uyar¬3.8. i)�de S2 s¬n¬rl¬ise t1S1 + t2S2 otomatik olarak kapal¬d¬r.

(Kompakt bir küme ile kapal¬bir kümenin toplam¬kapal¬küme olaca¼g¬ndan)

Teorem 3.7�de i) koşulundan t > 0 ve 8d 2 Rn için

�tS(d) = sup
ts2tS
hd; tsi = sup

s2S
htd; si = �S(td)

eşitli¼ginden �tS(d) = �S(td) oldu¼gu görülür. Bu eşitlik t < 0 ise de geçerlidir.

Daha genel olarak

Önerme 3.15. A : Rn ! Rm (Rm üzerindeki bir hh�; �ii iç çarp¬m¬na

göre) A� adjointine sahip bir do¼grusal dönüşüm olsun. ; 6= S � Rn kümesi

için 8y 2 Rm için

�cl(A(S))(y) = �S(A
�y)

dir.

Kan¬t.

�A(S) (y) = sup
s2S
hhAs; yii = sup

s2S
hhs; A�yii = �S(A

�y)

ve �A(S) (y) = �cl(A(S)) (y) oldu¼gundan sonuç elde edilir.

Önerme 3.16. A : Rm ! Rn bir lineer dönüşüm, A�; A�n¬n (Rm üzerindeki

bir hh�; �ii iç çarp¬m¬na göre) adjointi ve �S boş olmayan kapal¬konveks S �

Rn kümesinin destek fonksiyonu olsun. 8d 2 Rn için �S; A
�1(d) = fp 2

Rm : Ap = dg üzerinde alttan s¬n¬rl¬ise (A�)�1(S) kümesinin destek fonksi-

yonu A alt¬nda �S�nin görüntü fonksiyonu A�S�nin kapan¬̧s fonksiyonudur.

(A�S(x) := inff�S(y) : Ay = xg = inff�S(y) : y 2 A�1(x)g)

Kan¬t. Teorem 2.5�den A�S 2 ConvRn dir. A�S�nin pozitif homojenli¼gi

aç¬kt¬r gerçekten: 8d 2 Rn ve t > 0 için

(A�S)(td) = inf
Ap=td

�S(p) = inf
A( p

t
)=d
t�S(

p

t
) = t inf

A(q)=d
�S(q) = t(A�S)d
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cl(A�S) kapal¬sublineer fonksiyon oldu¼gundan bir S 0 kümesinin destek fonksi-

yonudur. Bu S 0 kümesinin ne oldu¼gunu da biliyoruz.

s 2 S 0 () 8d 2 Rn için hs; di � A�S(d)

() 8d 2 Rn için hs; di � inff�S(p) : Ap = d

bunun anlam¬8p 2 Rn için

hs; Api � �S(p)

hs; Api = hhA�s; pii oldu¼gundan A�s 2 S olur. Buradan s 2 (A�)�1(S) olur.

(A�)�1(S) kümesi kapal¬d¬r. Çünkü S kapal¬kümesinin A� sürekli fonksiyon

alt¬ndaki ters resmidir.

S s¬n¬rl¬ ise �S her yerde sonlu ve A örten olaca¼g¬ndan A�S her yerde

sonlu olur. Bu (A�)�1(S)�nin kompakt olmas¬demektir.

Uyar¬3.9. Önerme 3.16�ün hipotezindeki koşulun tam anlam¬A�S�nin hiç

bir yerde �1 de¼gerini almamas¬d¬r. Di¼ger bir de¼gişle A�S�nin kapan¬̧s¬

cl(A�S) fonksiyonunun (A�)�1(S) 6= ; kümesinin destek fonksiyonu olmas¬d¬r.

(A�)�1(S) 6= ; koşulu

S \ ImA� 6= ; veya� 2 Sn ImA� = S + (kerA)?

koşullar¬ndan biri ile de verilebilir.

Görüntü fonksiyonunun al¬nmas¬n¬n önemli bir operasyon oldu¼gundan daha

önce söz edilmişti. Bundan birçok de¼gişik yap¬larak kurulabilir. Bunlar görüntü

fonksiyonunun işlendi¼gi bölümde yap¬ld¬. Şimdi bu yap¬lardan etkilenerek

oluşturaca¼g¬m¬z bir örnek verece¼giz

�S boş olmayan kapal¬konveks S � Rn�Rp kümesinin destek fonksiyonu ve

A(x; y) := x olsun. �S�nin A alt¬ndaki görüntü fonksiyonu

A�S : Rn ! R

x ! (A�S) (x) = inff�S(x; y) : y 2 Rpg

ile tan¬mlan¬r. A n¬n adjointi A� ise

A�S : Rn ! Rn � Rp

x ! (A�)(x) = (x; 0)
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olur. cl(A�S) fonksiyonu, S 0 = fx 2 Rn : (x; �) 2 Sg kesit kümesinin

�S0 destek fonksiyonudur. S
0 kümesi,S�nin Rn�ye izdüşümü ile kar¬̧st¬r¬lma-

mal¬d¬r. Önerme 3.15�e göre bu destek fonksiyonu

x! �S(x; �)

d¬r.
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4 SONLU KONVEKS FONKS·IYONLARIN

SUBD·IFERANS·IYELLER·I

4.1 Giri̧s

3. Bölümde konveks fonksiyonlara bir nokta civar¬nda sublineer fonksi-

yonlarla birinci mertebeden yaklaş¬labilece¼ginden bahsedilmi̧sti. Bu bölümde

öncelikle f : Rn ! R konveks ve x 2 Rn sabit ise

d 7! f 0(x; d) := lim
t!0+

f(x+ td)� f(x)
t

ile tan¬ml¬f 0 fonksiyonunun varl¬¼g¬kapal¬, sonlu ve sublineer oldu¼gu göster-

ilecektir. Ayr¬ca f 0 nün

f(x+ h) = f(x) + f 0(x; h) + o(khk) (4.1)

anlam¬nda f �ye x civar¬ndaki yaklaş¬m¬oldu¼gu gösterilecektir. Sublineer

fonksiyonlar ve kompakt konveks kümelerin aras¬ndaki ili̧ski düşünüldü¼günde,

f 0(x; �) her d 2 Rn için ve boştan farkl¬kompakt konveks en az bir S kümesi

için

f 0(x; d) = �S(d) = maksfhs; di : s 2 Sg

şeklinde ifade edilebilir. Bu S kümesine f nin x deki subdiferansiyeli denir ve

@f(x) ile gösterilir. f , x de rf(x) gradyant¬ile diferansiyellenebiliyorsa, 4.1

f 0(x; �) in lineer oldu¼gunu ve S nin sadece rf(x) i bulundurdu¼gunu gösterir.

Bundan dolay¬sublineerlik lineerli¼gin genellemesi oldu¼gu gibi subdiferansiyel

kavram¬da gradyant¬n genellemesidir.

Subdiferansiyel alma s¬radan diferansiyel alman¬n genellemesi olmas¬bek-

lenir. Bu yüzden diferansiyel analizde kaŗs¬laş¬lan sonuçlar¬n ço¼gunu burda

da görmek mümkündür:1. mertebeden Taylor aç¬l¬mlar¬, ortalama-de¼ger teo-

remleri, hesaplama kurallar¬ vb.Bu hesaplama kurallar¬n¬n önemi konveks

analizde bir kat daha artmaktad¬r.Çünkü konveks fonksiyonlar üzerindeki

baz¬i̧slemler diferansiyellenebilmeyi yok etmekte fakat konveksli¼gi korumak-

tad¬r. Önemli bir örnek maks-i̧slemidir. maks-fonksiyonlar¬n¬n subdiferan-

siyelleriyle ilgili kurallar detayl¬bir şekilde i̧slenecektir.
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Aksi söylenmedikçe bundan sonra

f : Rn ! R konvekstir.

Bu f nin süreklili¼gini ve yerel Lipschitz süreklili¼gini gerektirecektir.

4.2 Subdiferansiyel: Tan¬mlar ve Yorumlar

Şimdi bir f : Rn ! R sonlu konveks fonksiyonu için üç de¼gi̧sik yoldan

subdiferansiyelini tan¬mlayal¬m.

4.2.1 Yönlü türevler kullan¬larak subdiferansiyelin tan¬m¬

Yard¬mc¬Teorem 4.1. x ve d; Rn de sabit f : Rn ! R konveks bir

fonksiyon olsun. f nin x de d yönündeki fark bölümü q : R+nf0g ! R

q(t) :=
f(x+ td)� f(x)

t
; t > 0 (4.2)

al¬ns¬n. Bu durumda q(t) fonksiyonu monoton artand¬r (yani 0 < s � t ise

q(s) � q(t) dir):

Kan¬t. f nin konveksli¼ginden 0 < s � t için

f(x+ sd)� f(x) = f(
s

t
(x+ td) +

t� s
t

x)� f(x)

� s

t
f(x+ td) +

t� s
t

f(x)� f(x)

=
s

t
[f(x+ td)� f(x)]

olur. Buradan ise

f(x+ sd)� f(x)
s

� f(x+ td)� f(x)
t

yani q(s) � q(t) elde edilir.

Teorem 4.1. f : Rn ! R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda 8d 2 Rn

yönü ve 8x 2 Rn için t; 0�a sa¼gdan yaklaş¬rken q(t) nin limiti yani

lim
t!0+

f(x+ td)� f(x)
t

vard¬r.
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Kan¬t. x; d 2 Rn key� olarak seçip sabitliyelim. f nin konveksli¼ginden

8t > 0 için

f(x) = f(
1

1 + t
(x+ td) +

t

1 + t
(x� d))

� 1

1 + t
f(x+ td) +

t

1 + t
f(x� d)

olaca¼g¬ndan

(1 + t)f(x) � f(x+ td) + tf(x� d)

elde edilir. Bu ise

f(x)� f(x� d) � 1
t
[f(x+ td)� f(x)] = q(t)

eşitsizli¼gini verir. Buradan q fark bölümü fonksiyonunun alttan s¬n¬rl¬oldu¼gu

ç¬kar. Ayr¬ca q yard¬mc¬teorem 4:1den monoton artan oldu¼gu için

lim
t!0+

f(x+ td)� f(x)
t

vard¬r.

Tan¬m 4.1. f nin x de d yönündeki yönlü türevi

f 0(x; d) := lim
t!0+

q(t) = inffq(t) : t > 0g (4.3)

olara tan¬mlan¬r.

'(t) := f(x+ td) bir boyutlu fonksiyonu için

f 0(x; d) = D+'(0) (4.4)

' ¬n 0 daki sa¼g türevidir. 4.2 de d yi �d ile de¼gi̧stirirsek

f 0(x;�d) = lim
t!0+

f(x� td)� f(x)
t

= lim
�!0�

f(x+ �d)� f(x)
��

olur. Bu ise ' ¬n 0 daki sol türevinin ters i̧saretlisidir.

f 0(x;�d) = �D�'(0) (4.5)
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Önerme 4.1. Sabit bir x için f 0(x; �) fonksiyonu sonlu sublineerdir.

Kan¬t. d1; d2 2 Rn; �1; �2 > 0 ve �1 + �2 = 1 olsun. f nin konveks-

li¼ginden her t 2 R için

f(x+ t(�1d1 + �2d2))� f(x)

= f(�1(x+ td1) + �2(x+ td2))� �1f(x)� �2f(x)

� �1f(x+ td1) + �2f(x+ td2)� �1f(x)� �2f(x)

= �1 [f(x+ td1)� f(x)] + �2 [f(x+ td2)� f(x)]

Her iki taraf¬t > 0 ye bölüp t! 0+ yaklaşt¬r¬l¬rsa

f 0(x; �1d1 + �2d2) � �1f
0(x; d1) + �2f

0(x; d2)

elde edilir. Böylece d de¼gişkenine ba¼gl¬f 0 yönlü türevinin konveksli¼gi kan¬t-

lan¬r.

Pozitif homojenlik aşikard¬r: � > 0 için

f 0(x; �d) = lim
t!0+

�
f(x+ �td)� f(x)

�t
= � lim

�!0+
f(x+ �d)� f(x)

�
= �f 0(x; d)

Son olarak kdk = 1 olsun. f sonlu konveks oldu¼gundan x etraf¬nda Lipschitz

süreklidir.

jf(x+ td)� f(x)j � Lt (0 � t � " için)

olacak şekilde " > 0 ve L > 0 vard¬r. Bu yüzden

lim
t!0+
jf(x+ td)� f(x)j

t
� L (0 < t � " için)

yani jf 0(x; d)j � L olur. d 2 Rn ise pozitif homojenlikten

f 0(x; d) = f 0(x;
d

kdk � kdk) = f 0(x;
d

kdk) � kdk

yaz¬labilir. d
kdk ise normu 1 oldu¼gundan yönlü türev L ile s¬n¬rl¬d¬r yani

üstteki ifade
��� f 0(x; d

kdk) kdk
��� � L kdk olur. Bu ise 8d 2 Rn için

jf 0(x; d)j � L kdk (4.6)

verir. Böylece f 0(x; �) sonludur.

89



Uyar¬4.1. Üstteki kan¬t¬n sonuna göre f nin x etraf¬ndaki yerel Lipschitz

sabiti olan L, f 0(x; �)�nün de Lipschitz sabitidir. f 0(x; �) kapal¬ sublineer

ve sonlu oldu¼gundan en iyi Lipschitz sabiti L = supff 0(x; d) : kdk = 1g

olacakt¬r. Bu L f 0(y; �) için ayn¬zamanda mutlak Lipschitz sabitidir.Do¼gal

olarak bu sabit f 0(y; �) için y; x�in B(x; �) �-komşulu¼gunda oldu¼gunda da

geçerlidir.Bu

ky � xk < � ) 8d1; d2 2 Rn için jf 0(y; d1)� f 0(y; d2)j � L kd1 � d2k

olan L bir Lipschitz sabiti ve bir � n¬n var olmas¬demektir.

Önerme 4.1 nin bir sonucu olarak f 0(x; �) bir destek fonksiyonudur. Bu

nedenle aşa¼g¬daki tan¬m geçerlidir.

Tan¬m 4.2. Destek fonksiyonu f 0(x; �) olan Rn in boştan farkl¬kompakt kon-

veks @f(x) kümesine, f�nin x deki subdiferansiyeli denir; yani f nin x deki

subdiferansiyeli

@f(x) := fs 2 Rn : 8d 2 Rn için hs; di � f 0(x; d)g (4.7)

kümesidir. Bir s 2 @f(x) vektörüne f nin x deki bir subgradyant¬denir.

·Ilk gözlem olarak subdiferansiyel kavram¬n¬n bir iç çarp¬mla ili̧skilendiril-

di¼gi söylenebilir. Bu iç çarp¬m de¼gi̧sirse @f in de¼gi̧sece¼gi de aç¬kt¬r.

Kompakt konveks kümeler ile sonlu sublineer fonksiyonlar aras¬ndaki ili̧s-

kiye ba¼gl¬tüm özellikler @f(x) ile f 0(x; �) için yeniden düzenlenebilir. Örnek

olarak d yönündeki @f(x) in geni̧sli¼gi (breadth)

f 0(x; d) + f 0(x;�d) = D+'(0)�D�'(0) � 0

d¬r. Bu toplam(ve ya fark) ' fonksiyonunun "diferansiyellenebilme eksi¼gi"ni

verir.

Uyar¬4.2. Özel olarak f 0(x; �) sublineer fonksiyonunun U do¼grusall¬k altuza-

y¬ndaki d yönü için '; 0�da diferansiyellenebilirdir. f 0(x; �) sublineer fonksi-

yonunun U ya k¬s¬tlanm¬̧s¬lineerdir ve s; @f(x) den key� olarak seçilen bir

90



vektör olmak üzere hs; �i ye eşittir . K¬saca U; h 7�! f(x+h) h = 0 da dife-

ransiyellenebilen bir fonksiyon gibi davranmas¬n¬sa¼glayan h �lardan oluşan

bir kümedir. Şekil 4.1 e bak¬n¬z: @f(x) U ya dik bir hiperdüzlemin içinde

bulunmaktad¬r. Başka türlü söylersek U @f(x) in 0 genişli¼ge sahip oldu¼gu

tüm yönlerin kümesidir.

Tan¬m 3.4 den hat¬rlanaca¼g¬gibi

8(s; d) 2 @f(x)� Rn için � f 0(x;�d) � hs; di � f 0(x; d)

dir.

U

V

U

V

( )xf∂

Şekil 4.1: Yönlü türevin lineerlik uzay¬

Tan¬m 4.2 di¼ger taraftan ele al¬n¬rsa; f 0(x; d) = supfhs; di : s 2 @f(x)g

olur. @f(x) kompakt oldu¼gundan, bu supremuma bir s de var¬l¬r ve s; d ye

ba¼gl¬d¬r. Di¼ger bir deyi̧sle, herhangi bir d 2 Rn al¬nd¬¼g¬nda t � 0 için

f(x+ td) = f(x) + t hsd; di+ "d(t) (4.8)

olacak şekilde sd 2 @f(x) vard¬r. Burada t ! 0+ için "d (t) ! 0 ve "d

nin d den ba¼g¬ms¬z yap¬labilece¼gi ilerde görülecektir. sd; t den ba¼g¬ms¬z bir

subgradyantt¬r ve en büyük hs; di de¼gerini verir. Subdiferansiyel oluşturu-

luşundan f nin birinci mertebeden tan¬mlan¬̧s¬yla ilgili bilgilere sahiptir.

Sonlu konveks bir fonksiyon olarak d 7! f 0(x; d) nin kendisi de yönlü

türev ve subdiferansiyellere sahiptir. d = 0 için bunlar aşa¼g¬daki önermede

görülecektir.
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Önerme 4.2. f : Rn ! R sonlu konveks fonksiyon ise �(d) : = f 0(x; d) ile

tan¬mlanan � : Rn ! R sonlu sublineer fonksiyonu aşa¼g¬dakileri sa¼glar

�0(0; �) = f 0(x; �) 8� 2 Rn; (4.9)

�(�) = �(0) + �0 (0; �) = �0 (0; �) 8� 2 Rn; (4.10)

@�(0) = @f(x) (4.11)

Kan¬t. � pozitif homojen ve � (0) = 0 oldu¼gundan

8t > 0 için �(t�)� � (0)
t

=
t�(�)� 0

t
= � (�) = f 0(x; �)

ve �0(0; �) = lim
t!0+

�(0 + t�)� �(0)
t

= lim
t!0+

f 0(x; �) = f 0(x; �)

olur. Böylece 4.9 kan¬tlan¬r. f 0(x; �) = �(�) oldu¼gundan �(�) = �0(0; �) =

�(0)+�0(0; �) olur. Bu da (4.10) kan¬tlar. 8� 2 Rn için �0(0; �) = f 0(x; �) oldu-

¼gu için �0(0; �); f 0(x; �) kapal¬ sublineer fonksiyonlar¬ ayn¬d¬r. Dolay¬syla

ayn¬kapal¬kompakt konveks kümeyi desteklerler, yani @�(0) = @f(x) olur.

4.9 a şaş¬rmamak gerekir: te¼get olma kendini üreten bir i̧slemdir. f 0(x; �) in

gra�¼gi gr f e (x; f (x)) de te¼get olan do¼grularla (¬̧s¬nlarla) oluşturuldu¼gundan,

ayn¬küme gr f 0(x; �) ne te¼get do¼grular (¬̧s¬nlar) al¬n¬rken de oluşmal¬d¬r.4.10

ise sublineer bir fonksiyonu 0 da birinci mertebeden yaklaş¬m¬n¬oluştururken,

do¼grusallaşt¬rma hatas¬ olmad¬¼g¬n¬ belirtir yani (4.8) f(x + td) = f(x) +

t hsd; di+ "d(t) eşitli¼gi "d � 0 için sa¼glan¬r.

4.2.2 A�n fonksiyonla alttan yaklaşarak subdiferansiyelin

tan¬m¬

Subdiferansiyelin önceki tan¬m¬4.1 iki aşamal¬yd¬:

·Ilk olarak yönlü türevi hesaplama ve sonra bu fonksiyonun destekledi¼gi kümeyi

belirleme.Subdiferansiyel için türev almadan do¼grudan bir tan¬m verilebilir.

Tan¬m 4.3 (Subdiferansiyel II). 8y 2 Rn için

f(y) � f(x) + hs; y � xi (4.12)
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sa¼glayan s 2 Rn vektörlerinin kümesine ; f nin x deki subdiferansiyeli denir

ve bu küme @f(x) ile gösterilir.

Önceki tan¬mla (Tan¬m 4.2) bu tan¬m¬n çak¬̧st¬¼g¬ gösterilecektir. Baz¬

farkl¬l¬klar ise şöyle s¬ralanabilir:

-Son tan¬m tek tara�¬d¬r: 4.12 deki eşitsizli¼gin sa¼glanmas¬ için y 7!

f(x) + hs; y � xi a�n fonksiyonunun f yi minorize etmesi ve y = x için

f ile çak¬̧smas¬gerekir.

-Son tan¬m ; 4.12 deki eşitsizli¼gin bütün y 2 Rn ler için sa¼glanmas¬gerek-

ti¼gini söyler.

-Bu iki gözlem tan¬m 4.3�ün türevleme kavram¬ndan ayr¬ld¬¼g¬n¬göster-

mektedir, şöyle ki:

(i) Bu tan¬mda kalan terim yoktur;

(ii) x e yak¬n de¼gil bütün y ler i̧sin içindedir.

Aşa¼g¬daki teorem asl¬nda

(i�) fazladan o(ky � xk) i 4.12 e eklemenin bir şeyi de¼gi̧stirmeyece¼gini veya

(ii�) Eşitsizlik 4.12 nin x e yak¬n y ler içinde sa¼glanmas¬gerekti¼gini göstere-

cektir.

Tabii ki, bu iki özellik (i�) ve (ii�) f nin konveksli¼gine dayan¬r; daha aç¬k

olarak fark bölümünün (di¤erence quotient) monotonlu¼guna dayan¬r.

- 4.3 de bütün subgradyantlar ayn¬zamanda belirlenmi̧stir. Her bir d

için yönlü türev ile subdiferansiyel kümesinin bir düzlemsel yüzeyi ortaya

ç¬kar¬lmakta ve bu yüzeylere uygulanan konveks bileşimlerle subdiferansiyel

kümesi elde edilmektedir.

Teorem 4.2. Subdiferansiyel için verilen iki tan¬m denktir.

@f(x) = fs 2 Rn : 8d 2 Rn için hs; di � f 0(x; d)g

= fs 2 Rn : f(y) � f(x) + hs; y � xi 8y 2 Rng
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Kan¬t. s 2 ft 2 Rn : 8d 2 Rn için ht; di � f 0(x; d)g olsun. Yani

8d 2 Rn için hs; di � f 0(x; d) (4.13)

ve

f 0(x; d) = infff(x+ td)� f(x)
t

: t > 0g

oldu¼gundan buna denk olarak

8d 2 Rn ve 8t > 0 için hs; di � f(x+ td)� f(x)
t

(4.14)

yaz¬labilir. d; Rn yi; t; R+� ¬ tararken, y : = x + td Rn nin tamam¬n¬

taramaktad¬r. Bu sayede

hs; di � f(y)� f(x)
t

() hs; tdi � f(y)� f(x)

olur. td yerine eşiti olan y � x yaz¬ld¬¼g¬nda bunun da

f(y) � f(x) + hs; y � xi

oldu¼gu görülürki bu s 2 fs 2 Rn : f(y) � f(x) + hs; y � xi 8y 2 Rng

demektir.Buradan

fs 2 Rn : 8d 2 Rniçin hs; di � f 0(x; d)g

� fs 2 Rn : f(y) � f(x) + hs; y � xi 8y 2 Rng

kapsam¬elde edilir.Ayn¬düşünceyle ters yönde gidilirse eşitlik elde edilir.

Üstteki kan¬t y ler x in bir komşulu¼guna k¬s¬tland¬¼g¬nda da geçerlidir.

Gerçekten d 2 B(0; 1) için hs; di � f 0(x; d) varsa yönlü türev pozitif homojen

oldu¼gundan � > 0 için � hs; di = hs; �di � f 0(x; �d) = �f 0(x; d) olacakt¬r.

� de¼gi̧stikçe �B(0; 1) tüm uzay¬kapsayacak, böylelikle 8d 2 Rn için hs; di �

f 0(x; d) eşitsizli¼gi sa¼glanacakt¬r. Di¼ger taraftan

t 2 (0; "] için hs; di � f(x+ td)� f(x)
t

varsa fark bölümü artan bir fonksiyon oldu¼gu için

hs; di � inf
t2(0;"]

f(x+ td)� f(x)
t

� inf
t2R+�

f(x+ td)� f(x)
t

= f 0(x; d)

94



olacakt¬r. Bu sayede 4.14 deki eşitsizlik 8(d; t) 2 B(0; 1) � (0; "] için sa¼g-

land¬¼g¬nda 8(d; t) 2 Rn � R+� için de sa¼glan¬r.

f nin birinci mertebeden yaklaş¬m¬aç¬s¬ndan 4.12, 4.8 e yeni bilgiler ek-

lemektedir: "d(t) hiç bir t � 0 için negatif de¼gildir. Di¼ger taraftan 4.8, belirli

bir s (y de¼gi̧skenine ba¼gl¬) ve x� e çok yak¬n y ler için 4.12 nerdeyse bir

eşitlikmi̧s gibi sa¼glan¬r.

Şimdi yönlü türev�subdiferansiyel ili̧skisi tersten oluşturulabilir: 4.12 de

tan¬mlanan küme,

� @f(x) kümesi boştan farkl¬d¬r çünkü bir konveks fonksiyonu x 2 ridomf

te minorize eden en az bir a�n fonksiyon vard¬r.

� @f(x) kümesi kapal¬ve konvekstir.Gerçekten: s1; s2 2 @f(x) ve � 2

(0; 1) ise

f(x) + h�s1 + (1� �)s2; y � xi =

= f(x) + � hs1; y � xi+ (1� �) hs2; y � xi

= �(f(x) + hs1; y � xi) + (1� �)(f(x) + hs2; y � xi)

� �f(y) + (1� �)f(y) = f(y)

) f(y) � f(x) + h�s1 + (1� �)s2; y � xi

�s1 + (1� �)s2 2 @f(x) olur ki @f(x) kümesi konvekstir.

Şimdi @f(x) kümesinin kapal¬oldu¼gunu görelim.s 2 cl(@f(x)) alal¬m.Bu

durumda sk ! s olanen az bir (sk)k2N � @f(x) dizisi vard¬r. Bu durumda

8k 2 N için f(y) � f(x) + hsk; y � xi olur. ·Iki taraftan limit al¬n¬r ve iç

çarp¬m¬n süreklili¼gi kullan¬l¬rsa

lim
k!1

f(y) � lim
k!1

(f(x) + hsk; y � xi )

f(y) � f(x) + hs; y � xi

s 2 @f(x) olur ki bu cl(@f(x)) � @f(x) kapsam¬n¬verir.Ters kapsam her

zaman do¼grudur. Böylece cl(@f(x)) = @f(x) eşitli¼gi elde edilir.@f(x) kümesi

kapal¬d¬r.
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� @f(x) kümesi s¬n¬rl¬d¬r.Gerçekten:

Her 0 6= s 2 @f(x) için f(y) � f(x) + hs; y � xi tir. Key� � > 0 için

y = x+ � s
ksk al¬n¬rsa y � x = � s

ksk olur.

f(y) � f(x) + hs; y � xi = f(x) +

�
s; �

s

ksk

�
= f(x) +

�

ksk hs; si

= f(x) +
�

ksk ksk
2 = f(x) + � ksk

olur. Ayr¬ca f konveks oldu¼gundanB(x; �) kompakt konveks kümesinde

Lipschitzdir. L bu kümedeki Lipschitz sabiti ise

y = x+ �
s

ksk 2 B(x; �)) jf(y)� f(x)j � L ky � xk

) f(y)� f(x) � L





� s

ksk





 = L� ) f(y) � f(x) + L�

olur. Buradan f(x) + � ksk � f(y) � f(x) + L� veya ksk � L elde

edilir.Her s 2 @f(x) için ksk � L olaca¼g¬ndan @f(x) kümesi s¬n¬rl¬d¬r.

@f(x) = fs 2 Rn : f(y) � f(x) + hs; y � xi 8y 2 Rng

kümesi boştan farkl¬kapal¬ve konveks oldu¼gundan destek fonksiyona

sahiptir. Ayr¬ca s¬n¬rl¬oldu¼gundan destek fonksiyonu sonlu de¼gerlidir.

Teorem 4.2 den bu destek fonksiyonunun 4.3 deki f 0(x; �) yönlü türevi

oldu¼gu görülebilir.

Uyar¬4.3. Bir �(sonlu) sublineer fonksiyonunun bir konveks fonksiyon gibi

subdiferansiyeli vard¬r. � n¬n 0 daki subdiferansiyeli

@�(0) = fs : 8d 2 Rn için hs; di � �(d)g

olarak tan¬mlan¬r.�0(0; d) = �(d) oldu¼gu için bu tan¬m do¼grudur. Bu tan¬m

destek fonksiyonundan bir kümeyi oluşturmak için (3.15) den daha derli toplu

bir yol sunar: Bir �(sonlu) sublineer fonksiyonu 0 daki subdiferansiyelinin

destek fonksiyonudur.

�(d) = supfhs; di : s 2 @�(0)g

Şekil 3.11 deki "hs; di � �(d) olan d�leri seç" ifadesi yerine art¬k "� n¬n 0

daki subdiferansiyelini al" ifadesi konabilir.
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4.2.3 Normal koniler kullan¬larak subdiferansiyelin tan¬m¬

Tan¬m 4.3�de @f(x) in elemanlar¬olan subgradyantlar epi f�yi (x; f (x))�de

destekleyen hiperdüzlemlerin e¼gimleridir .Bu te¼get ve normal koniler cinsin-

den aşa¼g¬daki sonuçla ifade edilecektir. Bu ifade ise subdiferansiyel ve yönlü

türevin üçüncü tan¬m¬olarak düşünülebilir.

Önerme 4.3. (i) Bir s 2 Rn vektörünün f nin x deki subgradyant¬olmas¬

için gerek ve yeter koşul (s;�1) 2 Rn � R in epi f�ye (x; f (x))�de normal

olmas¬d¬r.

Di¼ger bir deyişle:

Nepi f (x; f (x)) = f(�s;��) : s 2 @f (x) ; � � 0g dir:

(ii) epi f kümesinin (x; f (x))�deki te¼get konisi, d 7�! f 0(x; d) yönlü türev

fonksiyonunun epigraf¬d¬r:

Tepi f (x; f (x)) = f(d; r) : r � f 0(x; d)g:

Kan¬t.

(i) (s;�1) 2 Nepi f (x; f(x)) olmas¬için gerek ve yeter koşul 8(y; r) 2 epi f

için h(s;�1); (y; r)� (x; f (x))i � 0 olmas¬d¬r.

h(s;�1); (y; r)� (x; f (x))i � 0 () hs; y � xi+ (�1) [r � f (x)] � 0

() hs; y � xi+ f(x) � r

buna denk biçimde (8(y; r) 2 epi f için f(y) � r ) ve özel olarak 8(y; f(y)) 2

epi f oldu¼gundan 8y 2 Rn için f(y) � f(x) + hs; y � xi yaz¬labilir. Bu

da s, f�nin x�deki bir subgradyant¬ demektir. dom f = Rn oldu¼gundan

x 2 ridom f �tir. Bu sayede (s;�1)� leri bu konveks koninin taban¬olarak

düşünebiliriz. Böylece

Nepi f (x; f(x)) = f�(s;�1) : s 2 @f(x); � � 0g

Nepi f (x; f(x)) = f(�s;��) : s 2 @f (x) ; � � 0g
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bulunur.

(ii) epi f�nin te¼get konisi üstteki normal koninin polar¬d¬r, yani

8s 2 @f(x) ve � � 0 için h�s; di+ (��)r � 0

sa¼glayan (d; r) 2 Rn � R�lerin kümesidir. � = 0 için eşitlik sa¼glan¬r. � 6= 0

için her iki taraf¬� > 0 a bölersek 8s 2 @f(x) için r � hs; di ;burdan da

r � maxfhs; di : s 2 @f(x)g = f 0(x; d)

bulunur.

Şekil 4.2 bu sonucu göstermektedir. Sa¼g taraftaki çizim epi f�nin (x; f (x))

deki N normal konisini ve T te¼get konisini göstermektedir. N�nin Rn �

f�1g ile kesi̧simi @f(x) � f�1g�dir. Sol taraftaki çizimde orijin T konisi

(x; f(x))�e kayd¬r¬lm¬̧st¬r ve bu kayd¬r¬lm¬̧s koni epi f �ye te¼gettir. T +

(x; f(x))�in s¬n¬r¬(konveks olmayan) bir konidir ve f�nin gra�¼gine te¼gettir.

Ayr¬ca T + (x; f(x)), f 0(x; �)�nun gra�¼ginin (x; f(x))�e kayd¬r¬lm¬̧s halidir.

epi f

x
(x,f(x))+T

­1

T

0

N

( )xf∂

{ }1−×nR

Şekil 4.2: Epigrafa çizilen te¼get ve normal koniler

x�in dahil oldu¼gu altdüzey kümesi

Sf(x) : = Sf(x)(f) = fy 2 Rn : f(y) � f(x)g (4.15)

incelemek gerekir. Bu küme @f(x) ile yak¬ndan ili̧skilidir.
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Yard¬mc¬Teorem 4.2. f : Rn ! R konveks fonksiyonu ve Sf(x) altdüzey

kümesi için

TSf(x)(x) � fd : f 0(x; d) � 0g (4.16)

sa¼glan¬r.

Kan¬t. Key� olarak y 2 Sf(x) ve t > 0 alal¬m ve d := t(y � x) olsun.

Bu durumda d 2 R+[Sf(x)� x] olur ve

0 � t[f(y)� f(x)] =
f(x+ d

t
)� f (x)
1
t

� f 0(x; d)

olur. Böylece d 2 fd : f 0(x; d) � 0g olur ve

R+[Sf(x)� x] � fd : f 0(x; d) � 0g (4.17)

oldu¼gu kan¬tlanm¬̧s olur.(Burada d = 0 da dahil edilmiştir; çünkü 0 2 Sf(x)�

x tir.)

f 0(x; �) kapal¬sublineer fonksiyon oldu¼gundan, 4.17 ün sa¼g taraf¬ndaki küme

kapal¬d¬r. TSf(x)(x) de 4.17 ün sol taraf¬ndaki kümenin kapan¬̧s¬oldu¼gundan

iki taraf¬n kapan¬̧s¬al¬n¬rsa kan¬t biter.

cl (R+[Sf(x)� x]) � clfd : f 0(x; d) � 0g

TSf(x)(x) � fd : f 0(x; d) � 0g

4.16 ters kapsam sa¼glanmak zorunda de¼gildir. Örne¼gin f(x) = 1
2
kxk2 buna

ters örnektir.Gerçekten Sf(0) alt düzey kümesi f0g tek nokta kümesidir ve

8d 2 Rn için f 0(0; d) = 0 oldu¼gundan fd : f 0(x; d) � 0g = Rn d¬r. Bu

durumdafd : f 0(x; d) � 0g = Rn * f0g = TSf(0)(0) olur. Ters yönün sa¼glan-

mas¬için ek bir varsay¬ma ihtiyaç vard¬r.

Önerme 4.4. g : Rn ! R konveks fonksiyon ve g(x0) < 0 olacak şekilde bir

x0 2 Rn olsun. Bu durumda

cl fz : g(z) < 0g = fz : g(z) � 0g; (4.18)

fz : g(z) < 0g = int fz : g(z) � 0g: (4.19)
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Buradan da

bd fz : g(z) � 0g = fz : g(z) = 0g (4.20)

olur.

Kan¬t. g sürekli ve (�1; 0] kapal¬küme oldu¼gundan fz : g(z) � 0g =

g�1((�1; 0]) ters görüntü kümesi kapal¬d¬r. Ayr¬ca cl fz : g(z) < 0g �

cl = fz : g(z) � 0g oldu¼gundan

cl fz : g(z) < 0g � fz : g(z) � 0g

olur.

Di¼ger taraftan �z 2 fz : g(z) � 0g alal¬m g(�z) � 0 olur. Hipotezden g(x0) <

0 idi her k 2 N için zk := 1
k
x0 + (1� 1

k
)�z olsun. g nin konveksli¼ginden

g(zk) = g(
1

k
x0 + (1�

1

k
)�z) � 1

k
g(x0) + (1�

1

k
)g(�z) < 0

her eşitsizli¼gin her iki yan¬ndan k ! +1 giderken limitini al¬rsak

lim
k!1

g(zk) � lim
k!1

[
1

k
g(x0) + (1�

1

k
)g(�z)]

lim
k!1

g(zk) � 0 + g(�z) = g(�z)

olur. zk 2 fz : g(z) < 0g ve zk ! �z oldu¼gundan �z 2 cl fz : g(z) < 0g

bulunur ki bu

fz : g(z) � 0g � cl fz : g(z) < 0g

demektir. Böylece cl fz : g(z) < 0g = fz : g(z) � 0g olur.

g sürekli , (�1; 0) aç¬k küme ve g�1((�1; 0)) = fz : g(z) < 0g aç¬k ve

konveks bir kümedir.konveks fz : g(z) < 0g kümesi için int (clfz : g(z) <

0g) = int fz : g(z) < 0g olaca¼g¬ndan

int (clfz : g(z) < 0g) = int fz : g(z) � 0g

fz : g(z) < 0g = int fz : g(z) � 0g

olur.

Buradan önermedeki koşulu sa¼glayan bir x0 varsa alt düzey kümelerinin

kapan¬̧s, iç ve s¬n¬r¬n¬almak için tan¬mlar¬na s¬ras¬yla �; <; ve = i̧saretlerini
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koymak yeterli olacakt¬r. Burada g�nin konveksli¼gi gerekli bir koşuldur.

Konveksli¼gin olmad¬¼g¬ durumlarda bu sa¼glanmayabilir. Ters örnek olarak

g(z) := minf0; jzj � 1g e bakmak yeterlidir.

Şimdi alt düzey kümesinin te¼getsel elemanlar¬n¬karakterize edebiliriz.

Teorem 4.3. f : Rn ! R konveks ve 0 =2 @f(x) olsun. Bu durumda Sf(x)

alt düzey kümesi için

TSf(x)(x) = fd 2 Rn : f 0(x; d) � 0g (4.21)

int [TSf(x)(x)] = fd 2 Rn : f 0(x; d) < 0g (4.22)

Kan¬t. @f(x) = fs 2 Rn : 8d 2 Rn için hs; di � f 0(x; d)g tan¬m¬na

göre 0 =2 @f(x) ise f 0(x; d) < 0 olacak şekilde d 2 Rn vard¬r. 0 > f 0(x; d) =

lim
t!0+

f(x+td)�f(x)
t

oldu¼gundan t > 0 yeterince küçük ise f(x+td) < f(x) sa¼glan¬r;

x+ td 2 Sf(x) ve d = 1
t
((x+ td)� x) 2 R+[Sf(x)� x] olur. Böylece

fd : f 0(x; d) < 0g � R+[Sf(x)� x] � TSf(x)(x) (4.23)

olur. f 0(x; d) < 0 sa¼glayan d 2 Rn var ve f 0(x; d) konveks oldu¼gundan önerme

4.4 den fd : f 0(x; d) < 0g � R+[Sf(x) � x] kapsam¬nda her iki taraf¬n

kapan¬̧s¬al¬n¬rsa

cl fd : f 0(x; d) < 0g � R+[Sf(x)� x]) fd : f 0(x; d) � 0g � TSf(x)(x)

olur. Yard¬mc¬teorem 4.2 den TSf(x)(x) � fd : f 0(x; d) � 0g bilindi¼ginden

TSf(x)(x) = fd : f 0(x; d) � 0g

kan¬tlan¬r. Önerme 4.4 den iki taraf¬n içi al¬nd¬¼g¬nda

int TSf(x)(x) = int fd : f 0(x; d) � 0g

) int TSf(x)(x) = fd : f 0(x; d) < 0g

bulunur.

Üstteki sonuç normal konilerle formüle edilebilir.
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Teorem 4.4. f : Rn ! R konveks ve 0 =2 @f(x) olsun. Bu durumda

d (yön) vektörünün Sf(x) e x�de normaldir ancak ve ancak d = ts olacak

şekilde 9t � 0 ve 9s 2 @f (x) vard¬r:

NSf(x)(x) = R+@f(x):

Kan¬t. TSf(x)(x) = fd 2 Rn : f 0(x; d) � 0g = fd 2 Rn : hs; di � 0;

8s 2 @f(x)g oldu¼gundan hs; di � 0 yerine (8� � 0 için h�s; di = � hs; di � 0

yaz¬labilece¼ginden

TSf(x)(x) = fd 2 Rn : 8� � 0 için h�s; di � 0 ve s 2 @f(x)g

= [R+@f(x)]�

olur. @f(x) boştan farkl¬konveks ve kompakt bir küme ayr¬ca 0 =2 co[@f(x)] =

@f(x) oldu¼gundan cone(@f(x)) = R+co[@f(x)] = R+@f(x) olur.YaniR+@f(x)

kapal¬bir konidir.Şimdi üstteki eşitlikte iki taraf¬n da polar konisi al¬n¬rsa

NSf(x)(x) = cl[R+@f(x)] = R+@f(x)

elde edilir.

Uyar¬4.4. 0 =2 @f(x); üstteki iki sonuç için gerekli olan bu varsay¬m bir kaç

de¼gişik yolla formüle edilebilir:

-Tan¬m 4.2 aç¬s¬ndan, f 0(x; d0) < 0 olacak şekilde en az bir d0 vard¬r.26664
8d 2 Rn için hs; di � f 0(x; d) dir ancak ve ancak s 2 @f(x)�dir.

8d 2 Rn için 0 = h0; di � f 0(x; d) olsayd¬0 2 @f(x) olurdu.

Bu sebeple 9d0 2 Rn için f 0(x; d) < 0 olmal¬d¬r.

37775
-Tan¬m 4.3�den, f(x0) < f(x) olacak şekilde 9x0 vard¬r.26664
s 2 @f(x)�dir ancak ve ancak 8y 2 Rn için f(y) � f(x) + hs; y � xi�dir.

0 =2 @f(x) ise f(x0) < f(x) + h0; x0 � xi = f(x)

olacak şekilde 9x0 2 Rn vard¬r.

37775
-Üstteki varsay¬m f(�) = f(x) düzey kümesinin her noktas¬nda geçerlidir (f(x0) <

f(x) ise y 2 fy : f(y) = f(x)g için f(x0) < f(y) dir).
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Bunun bir sonucu olarak 0 =2 @f(x) olacak şekilde bir x noktas¬n¬n varl¬¼g¬,

Sf(x) alt düzey kümelerine her noktalar¬ndaki te¼get ve normal konilerinin

hesaplanmas¬n¬sa¼glar: alt düzey kümesinin içinde (aşikar durum) oldu¼gu gibi

s¬n¬r¬nda da (4.20�dan f(�) = f(x) düzey kümesinde de) bu koniler hesaplan¬r.

Şekil 4.3 bu sonuçlar¬resmetmektedir. Şekil 4.2�in benzeridir, fakat Rnde

çizilmi̧stir. Sol taraf şekil 4.2�in f(x) düzeyindeki yatay kesitini göstermek-

tedir. Gerçekten 0 =2 @f(x) ise

Tepi f (x; f(x)) \ (Rn � f0g) = f(d; r) : r � f 0(x; d)g \ (Rn � f0g)

= f(d; 0) : f 0(x; d) � 0g = fd : f 0(x; d) � 0g � f0g

= TSf(x)(x)� f0g

oldu¼gundan bu kesit TSf(x)(x)�f0g dir. Bu kümeRn de düşünülürse TSf(x)(x)

olur. Yani Sf(x)�in x�deki te¼get konisi olur. Sa¼g tarafta ise subdiferansiyel

çizilmi̧stir, şekil 4.2�deki düşey bileşenler at¬lm¬̧st¬r.

( )xf∂
( )( )xT xSf

0

( )( )xN xSf

( )( )xTx xSf+

( )xSf

x

Şekil 4.3: (0 =2 @f(x) iken) Sf(x) alt düzey kümesinin te¼get ve normal

konileri

0 =2 @f(x) içinNSf(x)(x) = R+@f(x) oldu¼gundan @f(x)�in tamam¬NSf(x)(x)�e

dahildir. Ayr¬caNSf(x)(x)�inNepi f (x; f(x))�in bir izdüşümü oldu¼gu görülmek-

tedir:

Nepi f (x; f(x)) = f�(s;�1) : s 2 @f(x); � � 0g
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kümesinin Rn � f0g�a izdüşümü

f�s : s 2 @f(x); � � 0g � f0g = R+fs : s 2 @f(x)g � f0g

= R+@f(x)� f0g = NSf(x)(x)� f0g

olur. Rnde düşünülürse bu küme NSf(x)(x)dir.

Bütün bunlar subdiferansiyelin gradyant¬nas¬l genelleştirildi¼gini gösterir:

E¼ger @f(x) = frf(x)g tek noktadan ibaret ise f(�) = f(x) düzey kümesinin

(x; f(x))�de te¼get hiperdüzlemi vard¬r; TSf(x)(x) konisi rf(x)�in ters yönün-

deki yar¬ uzayd¬r; NSf(x)(x) konisi R+rf(x) ¬̧s¬n¬d¬r. @f(x) geni̧sledikçe,

Sf(x)�de x etraf¬nda daralacakt¬r.

Bir alt düzey kümesine normal koni çizerek,yani subgradyant¬n negatif ol-

mayan katlar¬n¬düşünerek x etraf¬nda yerel olarak alt düzey kümeleri tan¬m-

layabiliriz. Fakat bu ayn¬zamanda gradyantlar¬n büyüklü¼gü hakk¬ndaki bil-

giyi yok eder. Tabii ki yönlü türevlerin büyüklüklerini de; şekil 4.4 bundan

Rn de bile nas¬l kurtulaca¼g¬m¬z¬göstermektedir. Şekil 4.3�e benzeyen çizimi

şekil 3.8 ile kaŗs¬laşt¬r¬rsak destek hiperdüzlemi

H := fs 2 Rn : hd; s� xi = f
0
(x; d)g

d�ye diktir. kdk = 1 ise H�nin x�e (cebirsel) uzakl¬¼g¬�f 0(x; d) dir. t � 0 için

t 7! f(x + td) a�n bir fonksiyonsa x + R+d ¬̧s¬n¬nda kdk birim d yönünde

ilerlersek fonksiyonumuzdaki de¼gi̧sim f 0(x; d) kadar olacakt¬r.

. ( )xfx ∂+

() ( )xff =⋅

() ( ) ( )dxfxff ,′+=⋅

dx +

x
l

H

( )dxfd ,1 ′−=⇒= l

Şekil 4.4: Bir yöndeki azal¬̧s miktar¬
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4.3 Subdiferansiyelin Yerel Özellikleri

Bu bölümde gradyant kavram¬n¬n genellemesi olarak kabul edilen @f(x)

in verilen bir noktada baz¬özellikleri incelenecektir.

4.3.1 Birinci mertebeden yaklaş¬m

Bir sonlu konveks fonksiyonun yönlü birinci mertebeden yaklaş¬m¬n¬n var

oldu¼gu söylendi 4.8; önemli bir sonuç da 4.8 deki bu yak¬nsakl¬¼g¬n s¬n¬rl¬

bir kümede d ye göre düzgün oldu¼gudur; "d, normu 1 olan d vektöründen

ba¼g¬ms¬z olarak al¬nabilir.

Yard¬mc¬Teorem 4.3. f : Rn ! R konveks ve x 2 Rn olsun. 8" > 0 için

khk � � )
���f(x+ h)� f(x)� f 0(x; h)

��� � " khk (4.24)

olacak şekilde en az bir � > 0 vard¬r.

Kan¬t. Kabul edelim ki bu gerektirme sa¼glanmas¬n. Bu durumda bir

"0 > 0 ve her � > 0 için kh�k � � en az bir h� 2 Rn vard¬r öyleki���f(x+ h�)� f(x)� f
0
(x; h�)

��� > "0 kh�k

olur.Özel olarak 8k 2 N için � = 1

k
seçilirse 8k 2 N için khkk := tk �

1

k
ve���f(x+ hk)� f(x)� f

0
(x; hk)

��� > "0tk

olan bir (hk)k2N dizisi vard¬r.(hk) n¬n
hk
tk
! d ve kdk = 1 olacak şekilde

(hk)k2K�N alt dizisi vard¬r. f nin x�teki yerel Lipschitz oldu¼gundan yerel

Lipschitz sabitlerinden biri L olsun.

"0tk <
��f(x+ hk)� f(x)� f

0
(x; hk)

��
� jf(x+ hk)� f(x+ tkd)j+

���f(x+ tkd)� f(x)� f
0
(x; tkd)

���
+
���f 0(x; tkd)� f 0(x; hk)���

� L khk � tkdk+
���f(x+ tkd)� f(x)� f

0
(x; tkd)

���+ L ktkd� hkk

� 2L khk � tkdk+
���f(x+ tkd)� f(x)� f

0
(x; tkd)

���
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Uyar¬4.1 ten f
0
nün ve f nin Lipschitz katsay¬s¬ayn¬L oldu¼gundan yukar¬-

daki 3 .sat¬rda bu kullan¬ld¬. Ç¬kan eşitsizli¼gin her taraf¬tk > 0 e bölünüp

limit al¬n¬rsa

lim
tk#0

"0tk
tk

< lim
tk#0
2L





hktk � tkd

tk





+ ����limtk#0f(x+ tkd)� f(x)
tk

� lim
tk#0

f
0
(x; tkd)

tk

����
"0 � 2L kd� dk+

���f 0(x; d)� f 0(x; d)���
"0 � 0

çeli̧skisine ulaş¬l¬r ki bu varsay¬m¬m¬z¬n yanl¬̧s onermenin do¼gru oldu¼gunu

söyler.

Denklem 4.24 in bir di¼ger yaz¬l¬̧s¬

f(x+ h) = f(x) + f
0
(x; h) + o(khk) (4.25)

birinci mertebeden aç¬l¬m¬d¬r. Bir di¼geri de

lim
t!0+ d0!d

f(x+ td
0
)� f(x)
t

= f
0
(x; d)

biçimindedir. Gerçekten
��f(x+ h)� f(x)� f 0(x; h)

�� � " khk (4.24) ; '(h) :=

f(x+h)�f(x)�f 0(x; h) dersek k'(h)k � " khk olur. Yani f(x+h)�f(x)�

f
0
(x; h) = o(khk) Buradan f(x + h) = f(x) + f

0
(x; h) + o(khk) elde edilir.

(Burada 8" > 0;9� > 0 3 khk < � ) k'(h)k � " khk ise '(h) fonksiy-

onu o(khk) ile gösterilir.) f 0(x; �) sublineer oldu¼gundan süreklili¼gi kullanarak

lim
t!0+ d0!d

f(x+ td
0
)� f(x)
t

= lim
t!0+ d0!d

f(x) + f
0
(x; td

0
) + o(



td0

)� f(x)
t

= lim
t!0+ d0!d

tf
0
(x; d

0
) + o

�

td0

�
t

= lim
t!0+ d

0!d
f
0
(x; d

0
) = f

0
(x; d) eşitli¼gi

yaz¬l¬r.

Uyar¬4.5. Yard¬mc¬teorem 4.3 deki konvekslik yönlü türevin varl¬¼g¬nda kul-

lan¬lm¬̧st¬r. Bunun d¬̧s¬nda tek şey f nin ve f
0
(x; �) in Lipschitz özelli¼gidir. f :

Rn ! R fonksiyonuna ba¼gl¬olarak x 2 Rn de D : Rn ! R türevini tan¬m-

larken, h! 0 için
f(x+ h)� f(x)�D(h)

h
! 0 (4.26)

özelli¼gini kullan¬r¬z. Klasik analizde D lineer iken, burada D(�) = f
0
(x; �)

sublineerdir. Asl¬nda D nin ba¼gl¬oldu¼gu fonksiyonlar s¬n¬f¬n¬belirtmeden de
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h yle ilgili yak¬nsakl¬¼g¬n türüne ba¼gl¬olarak çeşitli türevler tan¬mlanabilir.

(i) Gâteaux: Her bir d 2 R sabiti, R de t! 0 ve h = td için 4.26 geçerli

lim
t!0

f(x+ td)� f(x)�D(td)
ktdk =

1

kdk limt!0
f(x+ td)� f(x)�D(td)

t
! 0

(ii) Fréchet: h! 0 için 4.26 geçerli

lim
h!0

f(x+ h)� f(x)�D(h)
khk ! 0

(iii) Yönlü Türev: (i) deki gibi fakat t > 0 için

lim
t!0

f(x+ td)� f(x)�D(td)
ktdk =

1

kdk limt#0
f(x+ td)� f(x)�D(td)

t
! 0

(iv) Dini�nin Yönlü Türevi: t # 0 ve Rn de d0 ! d iken h = td
0
için

lim
tk#0 d0!d

f(x+ td
0
)� f(x)�D(td0)
ktd0k =

1

kdk limt#0
f(x+ td

0
)� f(x)�D(td0)

t
! 0

Üstteki yard¬mc¬teoremden görülece¼gi gibi e¼ger yaklaş¬m fonksiyonu D

nin lineerli¼gi veya sublineerli¼gi belirtilmi̧sse bu dört çeşit yak¬nsakl¬k f x te

yerel Lipschitz iken denktir.

4.25 yi 4.8 ile kaŗs¬laşt¬ral¬m: t > 0 için h yerine td , f
0
(x; h) yerine (@f(x)

kümesindeki en az bir sd için) t hsd; di vard¬r. sd ; hs; di yi maksimize eden

subgradyantlardan herhangi biridir. Böyle bir sd ise @f(x) in d ile belirlenen

yüzündedir (Tan¬m 3.6). Denk olarak, d; @f(x) in sd deki normal konisinin

eleman¬d¬r; sd; sd+d nin @f(x) üzerine bir izdüşümüdür. Böylelikle yard¬mc¬

teorem 4.3 bir başka şekilde şöyle ifade edebiliriz:

Önerme 4.5. [12] f : Rn ! R konveks olsun. Herhangi bir x için

s 2 F@f(x)(h), h 2 N@f(x)(s), s = P@f(x)(s+ h)

denk koşullar¬sa¼glad¬¼g¬nda

f(x+ h) = f(x) + hs; hi+ o(khk)

olur.
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h; @f(x) in sabit bir normal konisinde de¼gi̧sirken, f diferansiyellenebilir

gibi gözükür; bu normal koniye kaŗs¬l¬k gelen ortaya konmuş yüzdeki (exposed

face) herhangi bir subgradyant¬n¬bir "yerel gradyant"¬olarak düşünülebilir.

Bu yerel gradyant sadece belirtilen konide aktiftir. h başka bir normal koniye

geçti¼ginde, bir başka yerel gradyant aktif olur (̧sekil 4.5).

(1)

(1')

( )( )2)2( sN xf∂=

( )( )1sN xf∂
( )xf∂

1s

2s

(2)

(1)

(1')

( )( )1sNh xf∂∈ için
( ) ( ) hsxfhxf ,1≅−+

Şekil 4.5: Normal koniler ile diferansiyel hesaplama

@f(x) kompakt oldu¼gu için, herhangi boştan farkl¬ h 2 Rn, boştan farkl¬

bir yüz ortaya koyar. h;Rn nf0g da de¼gi̧sirken ortaya konan yüzler @f(x) in

s¬n¬r¬n¬kaplar: Bu, Önerme 3.12 (@f(x) boştan farkl¬kapal¬konveks küme

oldu¼gundan bd @f(x) = [fF@f(x)(h) : h 2 Rn n f0gg) ten dolay¬söylenebilir.

Özel durumlardan biri @f(x) in ortaya konan sadece bir yüzü olmas¬yani

@f(x) in sadece bir elemandan oluşmas¬d¬r. Bu durumda 8d 2 Rn için

lim
t!0+

f(x+ td)� f(x)
t

= hs; di

olacak şekilde sabit bir s 2 Rn vard¬r. Bu ise f nin x te yönlü türevlenebilir

oldu¼gunun ifadesidir. d ve t yi s¬ras¬yla �d ve �t ile de¼gi̧stirildi¼ginde f nin

x Gâteaux türevlenebilir oldu¼gu görülür:

lim
�!0�

f(x+ �d)� f(x)
�

= lim
t!0+

f(x� td)� f(x)
t

= � lim
t!0+

f(x+ t(�d))� f(x)
t

= �hs;�di

= hs; di

) lim
t!0+

f(x� td)� f(x)
t

= lim
t!0�

f(x� td)� f(x)
t

= hs; di
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) f Gâteaux türevlenebilirdir.

@f(x) tek eleman¬na s dersek yani @f(x) =fsg ise 8h 2 Rn için

h 2 N@f(x)(s) =
�
h
0
:


h
0
; s� s0

�
� 0;8s0 2 @f(x)

	
=
�
h
0
:


h
0
; 0
�
� 0
	

= Rn

olur. Önerme 4.5 ten f(x + h) = f(x) + f
0
(x; h) + o(khk);8h 2 Rn yaz¬l¬r.

D(h) = hs; hi dersek lim
h!0

f(x+ h)� f(x)�D(h)
khk = 0 olur. Yani f x te

Frechet türevlenebilirdir. K¬saca f ye x te türevlenebilir diyece¼giz. Yukar¬dan

görülece¼gi gibi bu şüphe götürmeyen bir terminoloji olacakt¬r.

Bulunanlar özetlenirse

Sonuç 4.4. f konveks fonksiyonu x te (Gâteaux) türevlenebilirse, x teki tek

subgradyant¬onun gradyant¬olan rf(x) tir. Tersine e¼ger @f(x) in sadece

bir eleman¬varsa yani @f(x) = fsg ise f; x te Fréchet türevlenebilirdir ve

rf(x) = s dir.

Kan¬t. f Gâteaux türevlenebilirse 8d 2 Rn için

lim
t!0

f(x+ td)� f(x)
t

var olmal¬d¬r ve ayr¬ca

G(d) = lim
t!0

f(x+ td)� f(x)
t

sürekli ve lineer bir fonksiyon olmal¬d¬r. Bu yüzden

lim
t!0

f(x+ td)� f(x)
t

= hs; di

olacak şekilde s 2 Rn vard¬r. 8d 2 Rn için

lim
t!0+

f(x+ td)� f(x)
t

= hs; di

olaca¼g¬ndan

@f(x) = fs0 :
D
s
0
; d
E
� f

0
(x; d);8d 2 Rng = fsg

olur. Yani subdiferansiyel tek elemanl¬d¬r bu da rf(x) tir. Tersi yukar¬da

aç¬klanm¬̧st¬r.
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Önerme3.4�ün bir sonucu; e¼ger fd1; d2; � � � dkg vektör kümesi tüm uzay¬

üretiyorsa ve e¼ger i = 1; 2; � � � ; k için f
0
(x; di) := �f

0
(x;�di) ise f , x

te türevlenebilirdir. Özel olarak (fdig = feig yani Rn nin standart taban¬

al¬n¬rsa) yaln¬zca i = 1; 2; � � � ; n için @f

@xi
(x) = f

0
(x; ei) = �f

0
(x;�ei) k¬smi

türevlerinin varl¬¼g¬konveks f nin x = (x1; x2; � � � ; xn) de türevlenebilirli¼gini

garanti eder.

@f(x) in bir noktadan oluşmad¬¼g¬genel durum için, ortaya konan yüzleri

tan¬mlamak için başka bir yol vard¬r: f
0
(x; �) konveks oldu¼gundan kendi-

sine ait subdiferansiyelleri vard¬r. Bu subdiferansiyeller tam olarak @f(x) in

ortaya koymuş oldu¼gu yüzlerdir.

Önerme 4.6. f : Rn ! R konveks olsun. Her x; d 2 Rn için F@f(x)(d) =

@[f
0
(x; �)](d) dir.

Kan¬t. s 2 F@f(x)(d) olsun. Tan¬m¬ndan hs; di = f
0
(x; d) olur. Ayr¬ca

s 2 @f(x) olaca¼g¬ndan 8d0 2 Rn için


s; d

0� � f
0
(x; d

0
) olur. Bu eşitsizlik

f
0
(x; d) -hs; di = 0 ile taraf tarafa toplan¬rsa 8d0 2 Rn için

f
0
(x; d

0
) � f

0
(x; d) +

D
s; d

0
E
� hs; di

) f
0
(x; d

0
) � f

0
(x; d) +

D
s; d

0 � d
E

(4.27)

olur.Bu ise s 2 @[f 0(x; �)](d) yi verir.

Tersine s 2 @[f 0(x; �)](d) ise 8d0 2 Rn için

f
0
(x; d

0
) � f

0
(x; d) +

D
s; d

0 � d
E

Ayr¬ca d
00
= d

0 � d dersek f 0(x; �) in sublineer oldu¼gu için alt toplamsall¬ktan

f
0
(x; d

0
) = f

0
(x; (d

0 � d) + d) � f
0
(x; d

0 � d) + f
0
(x; d) = f

0
(x; d

00
) + f

0
(x; d)

olur. Bu iki eşitsizli¼gi yan yana getirirsek

f
0
(x; d

00
) + f

0
(x; d) � f

0
(x; d

0
) � f

0
(x; d) +

D
s; d

00
E

) 8d00 2 Rn için f 0(x; d00) �
D
s; d

00
E
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bulunur. Bu ise s 2 @f(x) demektir. 4.27 te d0 = 0 al¬rsak

f
0
(x; 0) � f

0
(x; d) + hs;�di

0 � f
0
(x; d)� hs; di

hs; di � f
0
(x; d)

Böylece özel olarak d için f
0
(x; d) = hs; di vard¬r. Yani s 2 F@f(x)(d) olur.

Bu sonuç şekil 4.6da resmedilmi̧stir. f
0
(x; �) in "td" noktas¬ndaki subd-

iferansiyeli t > 0 a ba¼gl¬de¼gildir; fakat t 0�a ulaşt¬¼g¬nda subdiferansiyel @f(x)

in tamam¬olur.

( )⋅′ ,xfepi
( )( )dxfd ,, ′

( )( ) ( )( )dxfddF xf ,,}]0{[ ′+×∂

( )( ) ( )( )dxfdtdF xf ,,}]0{[ ′+×∂

( )( )tdxftd ,, ′

1−
( ) }1{−×∂ xf ( ) }1{)( −×∂ dF xf

( )( )0,0,⋅′ xfepiN

Şekil 4.6: Subdiferansiyelin yüzleri

Tan¬m 4.4. @f(x) in birden fazla eleman¬oldu¼gu -yani f nin türevlenemedi¼gi-

x noktas¬na f nin köşe noktas¬(kinki) denir.

f konveks fonksiyonu hemen hemen her yerde türevlenebilir oldu¼gundan

köşe noktalar¬n¬n kümesinin ölçümü 0�d¬r. Pratikte ço¼gu örnekte, bu küme

Rn de sonlu say¬da cebirsel yüzeyin birleşimidir.
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4.3.2 Minimallik durumlar¬

Subdiferansiyelin tan¬m¬ndan aşa¼g¬daki temel sonuç verilebilir.

Teorem 4.5. f : Rn ! R konveks fonksiyonu için aşa¼g¬daki üç özellik denk-

tir

(i) x f nin Rn üzerinde minimal noktas¬d¬r, yani

8y 2 Rn için f(y) � f(x)

p(ii) 0 2 @f(x)

(iii) 8d 2 Rn için f 0(x; d) � 0

Kan¬t.

[(i), (ii)]

8y 2 Rn için f(y) � f(x), f(y) � f(x) + h0; y � xi , 0 2 @f(x)

[(ii), (iii)]

0 2 @f(x), 8d 2 Rn için f 0(x; d) � h0; di = 0

0 2 @f(x) ise x �dura¼gan�(stationary) veya kritik olarak adland¬r¬labilir.

(i), (iii) denkli¼gi; f nin x de minimal olmas¬için gerek ve yeter koşul f 0(x; �)

te¼getsel yaklaş¬m¬n¬n 0 da minimal (f 0(x; 0) = inf f 0(x; d) ve f 0(x; d) �

0 oldu¼gundan f 0(x; �) 0 da minimaldir.) olmas¬d¬r, demektir. Burada iki

noktay¬vurgulamak gerekir.

� x f de yerel minimum (yani x in bir komşulu¼gundaki her y için f(x) � f(y))

ise f 0(x; �) 0 da minimaldir. Bu ise f nin x te minimal olmas¬n¬verir. Yani

konvekslik yerel minimumun otomatik olarak global minumum olmas¬n¬verir.

� Düzgün durumda f(�)�f(x) in yerel te¼getsel yaklaş¬m¬hrf(x); �i lineerdir

ve 0 a eşittir. Fakat fonksiyon düzgün de¼gilse f 0(x; �) te¼getsel yaklaş¬m¬n¬n 0

a eşit olmas¬gerekmez. Bunun yerine f(�)� f(x) i minorize eden bir ` = 0

lineer fonksiyonu vard¬r. Bu lineer fonksiyonun te¼get olmas¬gerekmez.
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Uyar¬4.6. 0 2 @f(x) özelli¼gi düzgün durumda daha önce bilinen "rf(x) =

0" şart¬n¬n genelleştirilmesidir. Hemen hemen her yerde x in gradyant¬

olsa bile bir konveks fonksiyonun minumum noktas¬nda gradyant¬ olmaya-

bilir.Ancak varsa 0 d¬r.

4.3.3 Ortalama de¼ger teoremleri

Farkl¬ iki x; y noktas¬ verilsin.Bu kesimde iki sorunun yan¬t¬n¬ araya-

ca¼g¬z.Bu sorulardan birincisi, "Subdiferansiyellenebilen bir f fonksiyonu için

[x; y] do¼gru parças¬ üzerinde f �nin f(y) � f(x) fark¬ subdiferansiyel kul-

lan¬larak hesaplanabilir mi?". ·Ikincisi ise, "f(y) � f(x) fark¬bir integralle

ifade edilebilir mi?"dir.

Bu problemleri [x; y] do¼gru parças¬üzerinde f �yi bir boyutlu bir konveks

fonksiyona indirgeyerek çözece¼giz. Bunun için

8t 2 [0; 1] için '(t) := f (ty + (1� t)x) (4.28)

olarak tan¬mlayal¬m

f(y)� f(x) = '(1)� '(0)

olur. Önce ' nin t deki subdiferansiyelinin f nin ty+(1�t)x deki subdiferan-

siyeli cinsinden nas¬l hesaplanaca¼g¬n¬görelim.

x; y 2 Rn de seçildikten sonra sabit noktalar olmak üzere 8t 2 [0; 1] için

xt := ty + (1� t)x

gösterimi kullan¬lacakt¬r.

Yard¬mc¬Teorem 4.4. ' ¬n subdiferansiyeli

@'(t) := fhs; y � xi : s 2 @f(xt)g

veya daha sembolik olarak

@'(t) := h@f(xt); y � xi

dir.
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Kan¬t. Sol ve sa¼g türevleri al¬rsak

D+'(t) = lim
�!0+

f(xt + �(y � x))� f(xt)
�

= f 0(xt; y � x);

D�'(t) = lim
�!0�

f(xt + �(y � x))� f(xt)
�

= �f 0(xt;� (y � x));

di¼ger taraftan

f 0(xt; y � x) = max
s2@f(xt)

hs; y � xi ;

�f 0(xt;� (y � x)) = min
s2@f(xt)

hs; y � xi ;

oldu¼gundan

@'(t) := [D�'(t); D+'(t)] = fhs; y � xi : s 2 @f(xt)g

elde edilir.

Uyar¬4.7. Say¬labilir bir küme d¬̧s¬nda ' ,R üzerinde türevlenebilirdir. Bu f

�nin (x; y) aral¬¼g¬nda say¬labilir nokta d¬̧s¬nda türevlenebilir oldu¼gu anlam¬na

gelmez. Örne¼gin f(�; �) := j�j, x := (0; 0); y := (0; 1) için f ; (x; y) �nin

hiçbir noktas¬nda türevlenemez. Önermenin garanti etti¼gi şudur; @f(xt)

y � x yönünde hemen hemen her t için 0-genişli¼ge sahiptir: f 0(xt; y � x) +

f 0(xt; x� y) = 0

Teorem 4.6. f : Rn ! R konveks fonksiyon olsun. Sabit iki farkl¬ nokta

x; y 2 Rn de seçilsin. Bu durumda

f(y)� f(x) = hs; y � xi (4.29)

di¼ger bir deyişle

f(y)� f(x) 2 [
t2(0;1)

fh@f(xt); y � xig

olacak şekilde t 2 (0; 1) ve s 2 @f(xt) vard¬r.

Kan¬t. 4.28 de tan¬mlanan ' fonksiyonunu kullanarak

 (t) := '(t)� '(0)� t ['(1)� '(0)]
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yard¬mc¬fonksiyonunu oluştural¬m. �'(0)�t ['(1)� '(0)] a�n bir fonksiyon-

dur yani konvekstir.  (t) iki konveks fonksiyonun toplam¬oldu¼gundan kon-

vekstir

Yönlü türevleri hesaplarsak

@ (t) = @'(t)� ['(1)� '(0)]

elde edilir.  konveks oldu¼gu için [0; 1] aral¬¼g¬nda süreklidir ve  (0) =  (1) =

0 d¬r. Bu yüzden 9t 2 (0; 1) de minimaldir. Teorem 4.5 e göre bu t de¼gerinde

0 2 @ (t) dir. @ (t) = @'(t)� ['(1)� '(0)] a eşit oldu¼gundan

0 2 @'(t)� ['(1)� '(0)]

olur. Yard¬mc¬teorem 4.4 den

0 2 fhs; y � xi : s 2 @f(xt)g � ['(1)� '(0)]

9s 2 @f(xt) için 0 = hs; y � xi � ['(1)� '(0)]

olur. Bu ise 9s 2 @f(xt) için

hs; y � xi = '(1)� '(0) = f(y)� f(x)

oldu¼gunu verir.

Ortalama de¼ger teoremi integral formunda da verilebilir.

Teorem 4.7. f : Rn ! R konveks fonksiyon olsun. x; y 2 Rn için

f(y)� f(x) =
1Z
0

h@f(xt); y � xi dt (4.30)

Kan¬t. f(y) � f(x) = '(1) � '(0) d¬r. ', (0; 1) aral¬¼g¬nda hemen

hemen her yerde türevlenebilir oldu¼gundan (Teorem 2.9)

1Z
0

@'(t)dt = '(1)� '(0)

d¬r. '(t) yerine de h@f(xt); y � xi yaz¬l¬rsa

f(y)� f(x) =
1Z
0

h@f(xt); y � xi dt

bulunur.
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Denklem 4.30 ün anlam¬şudur: E¼ger fst : t 2 (0; 1)g f nin [x; y] do¼gru

parças¬ndaki subgradyantlar¬n¬n herhangi bir seçimi ise (bir di¼ger deyi̧sle 8t 2

[0; 1] için st 2 @f(xt) ise)
1R
0

hst; y � xi dt bu seçimden ba¼g¬ms¬zd¬r ve f(y)�

f(x) de¼gerine eşittir.

Ortalama De¼ger Teoremleri türevlenemeyen fonksiyonlara (genel) difer-

ansiyel analizde uyguland¬¼g¬gibi uygulanabilir.

Örnek 4.1. f; g iki konveks fonksiyon ve f(x) = g(x) ve x in bir komşu-

lu¼gundaki her y için f(y) � g(y) ise @f(x) � @g(x) olur. Gerçekten:

s 2 @f(x) olsun subdiferansiyelin tan¬m¬ndan 8y 2 Rn için f(y) � f(x) +

hs; y � xi olur. Hipotezden f(x) = g(x) ve x in bir komşulu¼gundaki her y

için f(y) � g(y) oldu¼gundan x in bir komşulu¼gundaki her y için g(y) �

f(y) � g(x) + hs; y � xi olur.Subdiferansiyel konusunun sonundaki aç¬kla-

madan 8y 2 Rn için g(y) � g(x) + hs; y � xi olurki bu @f(x) � @g(x)

demektir.

Tersine her x 2 Rn için @f(x) � @g(x) oldu¼gunda yada daha genel olarak

her x 2 Rn için @f(x) \ @g(x) 6= ; oldu¼gunda f ile g karş¬laşt¬r¬labilir mi?

Bu sorunun yan¬t¬ Ortalama De¼ger teoremlerinde yat¬yor @f(x)\@g(x) 6= ;

olsun. Bu durumda f � g sabit bir fonksiyondur. Gerçekten bir t 2 (0; 1)

için st 2 @f(x) \ @g(x) seçersek

f(y)� f(x) =
1Z
0

hst; y � xi dt = g(y)� g(x)

olur. Böylece f(y)� g(y) = f(x)� g(x) elde edilir. Yani f � g fonksiyonu

sabit fonksiyondur.

Özel olarak f ve g nin sonlu sublineer iseler. Bu durumda bir sublineer

fonksiyon 0 daki subdiferansiyelinin destek fonksiyonu olaca¼g¬ndan " f � g

olmas¬için gerek ve yeterli koşul @f(0) � @g(0) dir."(şekil 4.7)
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( )0f∂

( )0g∂

f,g sonlu sublineer

f

gh h
h

x∀ için
f,g konveks

f
g

( ) ( )002 xgxfs ∂∂∈ I

( )002 , xfxys +−

( )01 xgs ∂∈

( )001, xfxys +−

0x

( ) ( ) Ø≠∂∂ xgxf I

(f,g konveks                          ve                     için                    ise( ) ( )00 xgxf = ( )ε,0xBy ∈ ( ) ( )ygyf ≤ ( ) ( )00 xgxf ∂⊂∂ )

Şekil 4.7: f ve g sonlu sublineer fonksiyonlar iken f � g olmas¬için gerek ve

yeterli koşul @f(0) � @g(0) dir

4.4 Örnekler

Bu kesimde iyi bilinen baz¬fonksiyonlar¬n subdiferansiyellerini bulaca¼g¬z.

Örnek 4.2. (Destek Fonksiyonlar¬)

C boştan farkl¬konveks kompakt küme ve �C bu kümenin destek fonksiyonu

olsun. �C nin orijindeki 1.mertebeden diferansiyel elemanlar¬için sublineer

bir fonksiyonun 0 daki subdiferansiyeli ve yönlü türev tan¬mlar¬n¬kullan¬rsak

Uyar¬4.3 den

@�C(0) = fs : hs; di � �(d) 8d 2 Cg = C

ve

(�C)
0
(0; �) = �@[�C(0)]

yada

"@�C(0) = C" ve (�C)
0
(0; �) = �@�C(0) = �C

oldu¼gu görülür. Önerme 4.2den @�C(0) = @f(x) = C vard¬r. Bu nedenle

herhangi konveks kompakt C kümesi,sonlu konveks bir f fonksiyonun x teki
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subdiferansiyeli olarak düşünülebilir.

Di¼ger taraftan x 6= 0 ise C = @f(x) için Önerme 4.6 ten FC(d) = @ [f 0(x; �)] (d)

vard¬r. f 0(x; �) yerine �@f(x) yazarsak FC(d) = @
�
�@f(x)

�
(d) = @�C(d) olur.

Böylelikle

@�C(x) = FC(x)

olur. (�C)
0
(x; �) = �@[�C(x)] ve @�C(x) = FC(x) yada @�C(x) = FC(x)

olur.Buradan

(�C)
0
(x; �) = �FC(x)

olur.

Böylece (�C)
0
(x; d) ifadesi

�FC(x)(d) = max
s2FC(x)

hd; si ve FC (d) = fs 2 C : hs; xi = �C (x)g

olaca¼g¬ndan aşa¼g¬daki optimizasyon probleminin optimal de¼geridir. (s de¼gi̧sken,

x ve d sabit, amaç fonksiyonu do¼grusal, C yi tan¬mlayanlar¬n d¬̧s¬nda ek bir

do¼grusal k¬s¬t vard¬r):

max hd; si ; s 2 C;

hs; xi = �C(x)

Örnek 4.3. Bir önceki örne¼gin bir özel durumu olarak, bir k�k normunu

alal¬m.

B = fx 2 Rn : kxk � 1g ve B� = fs : hs; xi � 1; 8s 2 Bg

olmak üzere kxk = 
B(x) = �B�(x) oldu¼gunu biliyoruz. Bir önceki örnekten

@ k�k (0) = @�B�(0) = B� =

�
s 2 Rn : max

kdk�1
hs; di � 1

�
dir. Genel olarak bir x 2 Rn için

@ k�k (x) = @�B�(x) = FB�(x) = fs 2 B� : hs; xi = �B�(x) = kxkg (4.31)

olur.Ayr¬ca @ k�k (x) =
�
s 2 B� :

�
s;

x

kxk

�
= max

u2B�

�
u;

x

kxk

�
= 1

�
dolay¬s¬yla
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bir s 2 @ k�k (x) için ksk� = max
kdk=1

hs; di = 1 oldu¼gundan @ k�k (x) i oluşturan

elemanlar¬n dual normlar¬1 dir ve ayr¬ca bu elemanlar B� ¬n x taraf¬ndan

belirlenen yüzünü oluştururlar.

Örnek 4.4. (Minkowski Fonksiyoneli)

C kapal¬ konveks bir küme ve orijin bu kümenin bir iç noktas¬ olsun. Bu

durumda 
C konveks sonlu bir fonksiyondur. (Teorem 3.2). C nin

C� := fx : 8s 2 C için, hs; xi � 1g

polar kümesi kullan¬larak

@
C(0) = @�C�(0) = C� ve (
C)
0 (0; �) = (�C�)0 (0; �) = �C� = 
C

yada

@
C(0) = C�; (
C)
0 (0; �) = 
C

oldu¼gunu söyleyebiliriz.Ayr¬ca x 6= 0 için Önerme 4.6 uygulan¬rsa

@
C(x) = @�C�(x) = FC�(x) ve (
C)
0 (x; �) = (�C�)0 (x; �) = �FC� (x)

olur.

Elliptik kümelerin Minkowski fonksiyonellerine ve destek fonksiyonlar¬na

özel olarak bakmak gerekir.

Simetrik, yar¬pozitif tan¬ml¬Q operatörü verilsin. Rn 3 x 7�! f(x) :=p
hQx; xi fonksiyonu fx : f(x) � 1g alt düzey kümesinin Minkowski fonksi-

yonelidir. x =2 çekQ için

r
p
hQx; xi = 2Qx1

2
hQx; xi�

1
2 =

Qx

f(x)

oldu¼gundan x =2 çekQ için

@f(x) = frf(x)g =
�
Qx

f(x)

�
x 2 çekQ için s2 @f(x) ancak ve ancak her y 2 Rn için

hs; y � xi �
p
hQy; yi �

p
hQx; xi| {z }
0

=
p
hQy; yi
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(Di¼ger taraftan hQ(y � x); y � xi = hQy; yi+ hQx; xi+ 2 hQx; yi,

(x 2 çekQ) ) hQ(y � x); y � xi = hQy; yi )

hs; y � xi �
p
hQ(y � x); y � xi =

rD
Q

1
2 (y � x); Q 1

2 (y � x)
E

=



Q 1

2 (y � x)





) hs; y � xi �



Q 1

2 (y � x)





·Iki taraf¬da ky � xk e bölersek�
s;

y � x
ky � xk

�
�




Q 1

2
y � x
ky � xk






kdk = 1 için

hs; di �



Q 1

2d





b 2 B(0; 1) içinD
Q

1
2 b; d

E
=
D
Q

1
2d; b

E
�



Q 1

2d



 kbk � 


Q 1

2d





oldu¼gundan @f(x) = Q
1
2B(0; 1) dir.

Örnek 4.5. (Uzakl¬k Fonksiyonlar¬)

C kapal¬ve konveks bir küme olsun. dC(x) := min fky � xk : y 2 Cg uzakl¬k

fonksiyonu sonlu ve konvekstir. dC(x); x için minimum de¼gerini x in C ye

izdüşümünde al¬r yani PC(x) de al¬r.

@dC(x) =

8><>:
NC(x) \B(0; 1); x 2 C ise�
x� PC(x)
kx� PC(x)k

�
; x =2 C ise

9>=>;
Şimdi bunu kan¬tlayal¬m. ·Ilk olarak x =2 C olsun. dC(x) > 0 olur.

rdC(x) = r
q
d2C(x) =

rd2C(x)
2dC(x)

oldu¼gu analizden aç¬kt¬r. rd2C(x) = 2 [x� PC(x)] oldu¼gu gösterilirse x =2 C

k¬sm¬kan¬tlanm¬̧s olacakt¬r. A := d2C(x+ h)� d2C(x) olsun.

d2C(x) = (min fky � xk : y 2 Cg)
2 � kx� PC(x+ h)k2
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oldu¼gundan

A = kx� PC(x+ h)k2 � kx� PC(x)k2

= hh+ x� PC(x+ h); h+ x� PC(x+ h)i � kx� PC(x)k2

= khk2 + 2 hh; x� PC(x+ h)i+ kx� PC(x)k2 � kx� PC(x)k2

= khk2 + 2 hh; x� PC(x+ h)i

= khk2 + 2 hh; x� PC(x) + PC(x)� PC(x+ h)i

= khk2 + 2 hh; x� PC(x)i+ 2 hh; PC(x)� PC(x+ h)i

(jhh; PC(x)� PC(x+ h)ij � khk kPC(x)� PC(x+ h)k

� khk kx� (x+ h)k = khk khk = khk2 ) �khk2 � hh; PC(x)� PC(x+ h)i �

khk2)

A � khk2 + 2 hh; x� PC(x)i � 2 khk2

� 2 hh; x� PC(x)i � khk2

olur. x ve x+ h nin yerleri de¼giştirilirse

A = kx+ h� PC(x+ h)k2 � kx� PC(x)k2

� kx+ h� PC(x)k2 � kx� PC(x)k2

= khk2 + 2 hh; x� PC(x)i+ kx� PC(x)k2 � kx� PC(x)k2

) A � khk2 + 2 hh; x� PC(x)i

olur. Bu iki eşitsizlik beraber al¬n¬rsa

2 hh; x� PC(x)i � khk2 � A � khk2 + 2 hh; x� PC(x)i

=) �khk2 � A� 2 hh; x� PC(x)i � khk2

=) jA� 2 hh; x� PC(x)ij � khk2

khk < " için jA� 2 hh; x� PC(x)ij � khk2 < " khk oldu¼gundan

A� 2 hh; x� PC(x)i = o(khk)

yada

A = 2 hh; x� PC(x)i+ o(khk)
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olur. A = d2C(x+ h)� d2C(x) oldu¼gundan

d2C(x+ h) = d2C(x) + h2 [x� PC(x)] ; hi+ o(khk)

.elde edilir.Böylece

rd2C(x) = 2 [x� PC(x)]

oldu¼gu kan¬tlanm¬̧s olur.

Şimdi de ikinci duruma bakal¬m x 2 C ve s 2 @dC(x) olsun, yani 8y 2 Rn

için dC(x) = 0 oldu¼gundan

dC(y) � dC(x) + hs; y � xi ) dC(y) � hs; y � xi

olsun, 8y 2 C için

hs; y � xi � dC(y) = 0

olur ve s 2 NC(x) tir. Ayr¬ca y = x+ s al¬rsak

dC(x+ s) � hs; x+ s� xi = hs; si = ksk2

olur. x 2 C oldu¼gundan dC(x + s) � kx+ s� xk = ksk olur. Böylelikle

ksk2 � dC(x + s) � ksk ) ksk2 � ksk olur. Bu ise s 2 B(0; 1) olmas¬

demektir ki buradan s 2 NC(x) \B(0; 1) olur. Böylece

@dC(x) � NC(x) \B(0; 1)

dir.

Tersine s 2 NC(x) \B(0; 1) ise 8y 2 Rn için

hs; y � xi = hs; y � PC(y) + PC(y)� xi = hs; y � PC(y)i+ hs; PC(y)� xi

dir. s 2 NC(x) oldu¼gundan hs; PC(y)� xi � 0 olur. ksk � 1 oldu¼gundan

hs; y � PC(y)i � ksk ky � PC(y)k � ky � PC(y)k = dC(y)

olur ki buradan

dC(y) � hs; y � PC(y)i � hs; y � xi

122



elde edilir,bu ise s 2 @dC(x) olmas¬demektir. Böylece

@dC(x) � NC(x) \B(0; 1)

olur. Sonuç olarak

@dC(x) = NC(x) \B(0; 1)

elde edilmiş olur.

@dC(x) =

8><>:
NC(x) \B(0; 1); x 2 C ise�
x� PC(x)
kx� PC(x)k

�
; x =2 C ise

9>=>;
dir.

Ek olarak x 2 intC için 9� > 0 3 dC (B(0; 1)) = 0 olaca¼g¬ndan B(x; �) da

rdC(x) = 0 olacakt¬r. C nin s¬n¬r¬nda (x 2 @C için) NC(x) 6= 0 olaca¼g¬ndan

NC(x) en az bir ¬̧s¬n¬kapsayacak dolay¬s¬yla @dC(x) = NC(x)\B(0; 1) birden

fazla eleman¬kapsayaca¼g¬ndan x bir köşe noktas¬olacakt¬r. Böylece dC nin

köşe noktalar¬C nin s¬n¬r¬d¬r.

K := NC(x) kapal¬konveks konisi içinK� = TC(x) dir. C.3.3.2 den �K\B(0;1) =

dK� ve dC0 (x; �) = �@dC(x) oldu¼gundan 8x 2 C için

dC0(x; �) = dTC(x)

olur.

Örnek 4.6. (Parçal¬A�n Fonksiyonlar)

j = 1; � � � ;m için fj(x) := rj + hsj; xi ; f : Rn ! R ye a�n fonksiyonlar

olsunlar. f(x) := max ffj(x) : j = 1; � � � ;mg fonksiyonunu düşünelim.

j = 1; � � � ;m için ej := f(x) � rj � hsj; xi = f(x) � fj(x) � 0 olarak

tan¬mlarsak

f(y) = max ffj(x) + hsj; y � xi : j = 1; � � � ;mg

= max ff(x)� [f(x)� fj(x)] + hsj; y � xi : j = 1; � � � ;mg

= f(x) + max f�ej + hsj; y � xi : j = 1; � � � ;mg

elde edilir.

x etraf¬ndaki uzay¬nda f(x + td) düşünüldü¼günde yeterince küçük t > 0 için
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ej > 0 yapan j leri hesaba katmaya gerek yoktur.

J(x) := fj : ej = 0g = fj : fj(x) = f(x)g

kümesi al¬n¬rsa t > 0 yeterince küçük iken

fj(x+ td) = fj(x) + t fhsj; di : j 2 J(x)g

ve

f(x+ td) = f(x) + tmax fhsj; di : j 2 J(x)g

dir. Bundan dolay¬da

f 0j(x; d) = hsj; di

ve

f 0(x; d) = max fhsj; di : j 2 J(x)g

olur. 8j 2 J(x) için hsj; di ; @fj(x) = fsjg nin destek fonksiyonudur. Teo-

rem 3.7 (ii) den

sup
j2J

f 0j(x; d) = max
j2J
hsj; di = �cof[@fj(x):j2J(x)g

@fj(x) = sj ) [
j2J
@fj(x) = fsj : j 2 J(x)g kümesi sonlu say¬da noktadan

oluştu¼gu için kapal¬d¬r. Dolay¬s¬yla

co f[@fj(x) : j 2 J(x)g = cocl fsj : j 2 J(x)g = co fsj : j 2 J(x)g

Böylelikle

f 0(x; d) = �cofsj :j2J(x)g

olur. f 0(x; d); @f(x) in destek fonksiyonu oldu¼gundan

@f(x) = fsj : j 2 J(x)g (4.32)

bulunur.
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Konveks Fonksiyonlar Konveksliği Koruyan
İşlemler

Subdiferansiyeller Kapalı Konveks Kümeler
Üzerinde İşlemler

Yeni Bir Konveks
Fonksiyon

Yeni Bir Subdiferansiyel

Şekil 4.8: Subdiferansiyel hesaplar

4.5 Subdiferansiyelle ·Ilgili Hesap Kurallar¬

Konveks fonksiyonlar¬n subdiferansiyelleriyle ilgili hesaplar adi diferan-

siyel analizde oldu¼gu gibi önemlidir. f , fj konveks fonksiyonlar¬n oluştu-

ruldu¼gunda ise problem @f yi @fj lerin cinsinden hesaplamakt¬r (Bak¬n¬z

şekil.4.8)

4.5.1 Fonksiyonlar¬n pozitif kombinasyonlar¬

Teorem 4.8. f1; f2 Rnden R ye iki konveks fonksiyon ve t1; t2 > 0 olsun. Bu

durumda 8x 2 Rn için

@ (t1f1 + t2f2) = t1@f1 (x) + t2@f2 (x) (4.33)

olur.

Kan¬t. @ (f1) ; @ (f2) kompakt konveks küme olduklar¬ndan t1; t2 > 0 için

t1@ (f1) + t2@ (f2) kompakt konveks küme olur. Bu küme kompakt oldu¼gun-

dan kapan¬̧s¬kendisine eşittir. Teorem 3.7 (i) yi uygularsak

cl (t1@ (f1) + t2@ (f2)) = t1@f1 (x) + t2@f2 (x)

in destek fonksiyonu

t1f
0
1(x; �) + t2f

0
2(x; �) (4.34)

olur.

Di¼ger taraftan @ (t1f1 + t2f2) in destek fonksiyonu (t1f1 + t2f2)
0 (x; �) dir.

(t1f1 + t2f2)
0 (x; �) = t1f

0
1(x; �) + t2f

0
2(x; �)
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oldu¼gundan @ (t1f1 + t2f2) ve t1@f1 (x) + t2@f2 (x) kapal¬kümelerinin destek

fonksiyonlar¬ayn¬oldu¼gundan kendileri de ayn¬olmal¬d¬r.

Uyar¬4.8. t1; t2 nin 4.33 de pozitif al¬nmas¬yeni oluşan fonksiyonun kon-

veksli¼gini garanti eder. As¬l önemli sebep ise pozitif al¬nmad¬¼g¬nda ise or-

taya ç¬kabilecek sorunlard¬r: f1(x) = f2(x) = kxk ; t1 = �t2 = 1 alal¬m.

t1f1 + t2f2 = f1 � f2 = 0 olur. t1@f1 (0) + t2@f2 (0) = B(0; 2) iken as¬l subd-

iferansiyel @ (t1f1 + t2f2) (0) = f0g d¬r. Bu da çok büyük bir hata olacakt¬r.

Bu kurala örnek vermek gerekirse; f1 : Rp �! R ye f2 : Rq �! Rq ye iki

konveks fonksiyon olsunlar. f : Rp � Rq �! R

f(x1; x2) = f1(x1) + f2(x2)

olarak tan¬mlans¬n. ef1 : Rp � Rq �! R ye fonksiyonu

ef1(x1; x2) = f1(x1)

f1 in Rp �Rq ya geni̧slemesi olsun. @ ef1(x1; x2) = @f1(x1)� f0g d¬r. Çünkü

d = (d1; d2) ve d1 2 Rp; d2 2 Rq için

ef 01 ((x1; x2); d) = lim
ktk!0+

ef1(x1 + t1d1; x2 + t2d2)� ef1(x1; x2)
ktk

= lim
t1!0+

f1(x1 + td1)� f1(x1)
t1

= f 01(x1; d1)

dir.

@ ef1(x1; x2) = ns 2 Rp � Rq : hs; di � ef 01 ((x1; x2); d) ;8d 2 Rp � Rqo
= f(s1; s2) 2 Rp � Rq : h(s1; s2); (d1; d2)i � f 01(x1; d1);8d = (d1; d2) 2 Rp � Rqg

= f(s1; s2) 2 Rp � Rq : hs1; d1i+ hs2; d2i � f 01(x1; d1);8d = (d1; d2) 2 Rp � Rqg

Her d için bu eşitsizli¼gin geçerli olmas¬için s2 = 0 olmal¬d¬r. Bu durumda

@ ef1(x1; x2) = f(s1; 0) : hs1; d1i � f 01(x1; d1); d1 2 Rpg

= @f1(x1)� f0gRq

olur. Benzer şekilde ef2(x1; x2) = f2(x2) olarak tan¬mlarsak ef2; f2 nin Rp�Rq
ya geni̧slemesi olur. Ayr¬ca @ ef2(x1; x2) = f0gRp � @f2(x2) olacakt¬r. Böylece
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f(x1; x2) = ef1(x1; x2)+ ef2(x1; x2) oldu¼gu için @f(x1; x2) yukar¬daki kuraldan
@f(x1; x2) = @ ef1(x1; x2) + @ ef2(x1; x2)

= @f1(x1)� f0gRq + f0gRp � @f2(x2)

= @f1(x1) + @f2(x2)

olur.

@f(x1; x2) = @f1(x1) + @f2(x2) (4.35)

Uyar¬ 4.9. f : Rn �! R konveks fonksiyonu verildi¼ginde,bir alt düzey

kümesi f�nin epigraf¬na eşit olan Rn� R den R ye bir konveks fonksiyonu

g(x; r) := f(x)� r

olarak tan¬mlayabiliriz.Gerçekten g�nin 0� alt düzey kümesi epi f olur.

Ayr¬ca 8 (d; �) 2 Rn� R için

g0(x; f(x); d; �) = lim
t!0+

g (x+ td; f(x) + t�)� g (x; f(x))
t

= lim
t!0+

f(x+ td)� f(x)� t�� [f(x)� f(x)]
t

= f 0(x; d)� �

oldu¼gundan g�nin subdiferansiyeli f1(x) = f(x) ve f2(r) = �r denirse bunlar

konveks ve g(x; r) = f1(x) + f2(r) oldu¼gundan.4.35 kullan¬l¬rsa 8(x; r) için

@g(x; r) = @f1(x) + @f2(r)

= @f(x)� f�1g

olur. Özel olarak r = f(x) al¬n¬rsa 8x 2 Rn için

@g(x; f(x)) = @f(x)� f�1g ve 0 =2 @g(x; f(x))

olur. Teorem 4.3 uygulan¬rsa

TS0(g)(x; f(x)) = f(d; �) : g0(x; f(x); d; �) � 0g

Tepif (x; f(x)) = f(d; �) : f 0(x; d)� � � 0g

Tepif (x; f(x)) = f(d; �) : f 0(x; d) � �g
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elde edilir. Benzer şekilde

int
�
TS0(g)(x; f(x))

�
= f(d; �) : g0(x; f(x); d; �) < 0g

int [Tepif (x; f(x))] = f(d; �) : f 0(x; d) < �g

olur. 0 =2 @g(x) oldu¼gundan Teorem 4.4 uygulan¬rsa

NS0g(x; f(x)) = R+@g(x)

Nepif (x; f(x)) = R+ [@f(x)� f�1g]

elde edilir. Böylelikle önerme 4.3 deki ifadeler bir di¼ger şekliyle elde edilmiş

oldu.

4.5.2 Bir a�n fonksiyonla sa¼gdan bileşke

Teorem 4.9. A : Rn ! Rm bir a�n fonksiyon olsun. (A0 do¼grusal ve b 2 Rm

için Ax = A0x+ b) ve g Rm de sonlu konveks fonksiyon olsun. Bu durumda

8x 2 Rn için

@ (g � A) (x) = A�0@g(Ax) (4.36)

olur.

Kan¬t. x; d 2 Rn için

(g � A)0(x; d) = lim
t!0+

(g � A)(x+ td)� (g � A)(x)
t

dir. A(x+ td) = A0(x+ td) + b = A0x+ b+ tA0d = Ax+ tA0d oldu¼gundan

yukar¬daki limit aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilir

lim
t!0+

g (Ax+ tA0d)� g(A(x)
t

Bu limit ise g0(Ax;A0d) yönlü türevidir. Yani

(g � A)0(x; d) = g0(Ax;A0d)

olur. g0(Ax;A0d) = �@g(Ax)(A0d) oldu¼gu görülür.

@ (g � A) (x) 6= ; ve (A�0)
� = A0 oldu¼gundan

�@(g�A)(x)(A0d) = sup
s2@(g�A)(x)

hs; A0di

= sup
s2@(g�A)(x)

hhA�0s; dii

= sup
t2A�0@(g�A)(x)

hht; dii = �A�0@(g�A)(x)(d)
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olur. �@(g�A)(x)(d) = (g � A)0 (x; d) = g0(Ax;A0d) = �A�0@(g�A)(x)(d) eşitli¼gin-

den @ (g � A) = A�0@g(Ax) bulunur.

Bu sonuç yard¬mc¬ teorem 4.4 de görülebilir: x; y 2 Rn de sabit iken

A : R ! Rn; At := x + t(y � x) fonksiyonunu düşünelim. Bu durumda

A0t = t(y � x) ve s 2 Rn için hA0t; si = ht(y � x); si = t h(y � x); si =

tA�0(s) olaca¼g¬ndan A
�
0(s) = hy � x; si olur. Teorem 4.9 deki (n,m,x,g) yerine

(1,n,t,f) al¬nd¬¼g¬nda

@ (f � A) (t) = A�0@f(At) = hy � x; @f(At)i = h@f(At); y � xi

olur ve xt := x+ t(y � x) = At için bu aşa¼g¬dakine eşittir:

@ (f � A) (t) = h@f(xt); y � xi

Verilebilecek bir di¼ger örnek: f : Rp � Rq �! R konveks fonksiyonu

al¬ns¬n ve A : Rp ! Rp � Rq

Ax1 = (x1; x2)

a�n bir fonksiyon olsun. Ax1 = (0; x2) + (x1; 0) olarak yaz¬ld¬¼g¬nda A n¬n

do¼grusal k¬sm¬A0x1 = (x1; 0) olur. s 2 Rp � Rq için

hA0x1; si = h(x1; 0) ; (s1; s2)i = hx1; s1i+ h0; s2i = hx1; s1i

olur. Bu ise hx1; A�0si eşit oldu¼gundan

A�0s = A�0(s1; s2) = s1

bulunur. (f � A) (x1) = f (x1; x2) =: f
(1)
x2 (x1) fonksiyonunu düşünürsek Teo-

rem 4.9 uyguland¬¼g¬nda

@ (f � A) (x1) = @f (1)x2 (x1) = A�0@f(Ax1) = A�0@f (x1; x2)

olur. Böylece

@f (1)x2 (x1) = fs1 2 R
p : 9s2 2 Rq 3 (s1; s2) 2 @f (x1; x2)g
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oldu¼gu görülür. Bu ise @f (x1; x2) nin Rp ye izdüşümüdür. Ayn¬ şekilde

f
(2)
x1 (x2) tan¬mlan¬rsa bu @f (x1; x2) nin Rq ya izdüşümüdür. Böylece

@f (x1; x2) � f (1)x2 (x1)� f
(2)
x1
(x2) (4.37)

oldu¼gu görülür.

Uyar¬4.10. 4.35 te ve bu izdüşümlerden biri tek noktadan oluştu¼gu durumda

(yani f (1)x2 veya f (2)x1 diferansiyellenebildi¼ginde) 4.37 eşitlik olarak sa¼glan¬r.

Bir ters örnek vermek gerekirse p = q = 1 als¬n ve

f (x1; x2) = jx1 � x2j+
1

2
(x1 + 1)

2 +
1

2
(x2 + 1)

2

olsun.

f
(1)
x2=0

(x1) = jx1 � 0j+
1

2
(x1 + 1)

2 +
1

2
(0 + 1)2

= jx1j+
1

2
(x1 + 1)

2 +
1

2

f
(1)
x2=0

(0) = @ (j�j) (0) + @
�
1

2
(x1 + 1)

2

�
(0) + @

�
1

2

�
(0)

= [�1; 1] + f1g+ f0g

= [0; 2]

f
(2)
x1=0

(x2) = j0� x2j+
1

2
(0 + 1)2 +

1

2
(x2 + 1)

2

= j�x2j+
1

2
+
1

2
(x2 + 1)

2

f
(2)
x1=0

(0) = @ (j� (�)j) (0) + @
�
1

2

�
(0) + @

�
1

2
(x2 + 1)

2

�
(0)

= [�1; 1] + f1g+ f0g

= [0; 2]

Böylece @f (1)x2=0(0)� @f
(2)
x1=0

(0) = [0; 2]� [0; 2] oldu¼gu görülür. Di¼ger taraftan
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@f(0; 0) ¬bulmak için öncelikle f 0 ((0; 0); (d1; d2)) hesap edilecektir.

f 0 ((0; 0); (d1; d2)) = lim
t!0+

f [(0; 0) + t(d1; d2)]� f(0; 0)
t

= lim
t!0+

t jd1 � d2j+
1

2
(td1 + 1)

2 +
1

2
(td2 + 1)

2 � 1
t

= lim
t!0+

t jd1 � d2j+
t2

2
d21 + td1 +

t2

2
d22 + td2

t

= jd1 � d2j+ d1 + d2

olur.

@f(0; 0) = f(s1; s2) : h(s1; s2); (d1; d2)i � jd1 � d2j+ d1 + d2g

yaz¬l¬r

d1 � d2 ise

h(s1; s2); (d1; d2)i � jd1 � d2j+ d1 + d2

s1d1 + s2d2 � 2d1

(2� s1) d1 � s2d2

8d1; d2 2 R ve d1 � d2 için (2� s1) d1 � s2d2 olmas¬gerekti¼ginden d1 � d2

eşitsizli¼ginin iki taraftan ayn¬pozitif kat¬al¬n¬rsa ancak eşitsizlik bozulmaz.

Bu yüzden 2 � s1 = s2 � 0 olur. Böylelikle d1 � d2 için s2 � 0, s1 � 2 ve

s1 + s2 = 2 olmal¬d¬r.

d1 < d2 ise

h(s1; s2); (d1; d2)i � jd1 � d2j+ d1 + d2

s1d1 + s2d2 � 2d2

Yukar¬daki ad¬mlar ayn¬şekilde uyguland¬¼g¬nda s2 � 2 ; s1 � 0 ve s1+s2 = 2

olmas¬gerekti¼gi bulunur.

Subdiferansiyel kümesi oluşturulurken 8d1; d2 2 R için verilen eşitsizliklerin

sa¼glanmas¬gerekir. d1 � d2 ve d1 < d2 durumlar¬n¬n ortak çözümleri al¬n-

mal¬d¬r. Yani

0 � s1 � 2; 0 � s2 � 2 ve s1 + s2 = 2
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Böylelikle @f(0; 0) = f(t; 2� t) : t 2 [0; 2]g olarak elde edilir.

f (x1; x2) fonksiyonu için

(0; 0) =2 @f(0; 0) = f(t; 2� t) : t 2 [0; 2]g

iken

(0; 0) 2 @f (1)x2=0(0)� @f
(2)
x1=0

(0) = [0; 2]� [0; 2]

dir. Böylece

@f (x1; x2) 6= f (1)x2 (x1)� f
(2)
x1
(x2)

oldu¼gu gösterilmiş olur.

4.5.3 Çok de¼gi̧skenli ve artan bir konveks fonksiyonla soldan

bileşke

f1; f2; � � � ; fm Rm den R ye konveks fonksiyonlar olsun. F : Rn ! Rm yi

F (x) := (f1(x); f2(x); � � � ; fm(x))

olarak tan¬mlayal¬m ve g : Rm ! R ye konveks ve bileşenlerine ba¼gl¬olarak

artansa; yani y = (y1; y2; � � � ; ym) ; z = (z1; z2; � � � ; zm) 2 Rm için i =

1; 2; � � � ;m için yi � zi ise g(y) � g(z) dir. Rn den R ye tan¬ml¬(g � F ) (x)

fonksiyonunun konveks oldu¼gu bir kaç ad¬mda görülebilir.

x; x0 2 dom g � F için x� := �x + (1 � �)x0 olarak tan¬mlans¬n. 8i 2

f1; 2; � � � ;mg için f(x�) � �f(x)+(1��)f(x0) olaca¼g¬ndan g nin artanl¬¼g¬n-

dan

(g � F ) (x�) = g (f1(x�); f2(x�); � � � ; fm(x�))

� g (�f1(x) + (1� �)f1(x0); � � � ; �fm(x) + (1� �)fm(x0))

= g (�F (x) + (1� �)F (x0))

olur ve g nin konveksli¼gi kullan¬larak

(g � F ) (x�) � �g (F (x))+(1��)g (F (x0)) = � (g � F ) (x)+(1��) (g � F ) (x)

elde edilir.
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Belirtilmesi gereken bir di¼ger nokta da g artan olu¼gundan herhangi bir

noktadaki subgradyant¬n¬n bileşenlerinin hiçbiri negatif de¼gildir. Gerçekten

fe1; e2; � � � ; emg Rm de kanonik bir taban ve (�1; �2; � � � ; �m) 2 @g(y) olsun.

Bu durumda

g(y) � g(y � ej) � g(y) + h(�1; �2; � � � ; �m) ; (�ej)i

= g(y)� �j

olur. Bu yüzden 8j 2 f1; 2; � � � ;mg için �j � 0 d¬r.

Teorem 4.10. f1; f2; � � � ; fm Rm den R ye konveks fonksiyonlar olsun. F :

Rn ! Rm yi

F (x) := (f1(x); f2(x); � � � ; fm(x))

olarak tan¬mlayal¬m ve g : Rm ! R ye konveks ve bileşenlerine ba¼gl¬olarak

artan olsun. Bu durumda. 8x 2 Rn için

@ (g � F ) (x) =�
mP
i=1

�isi : (�1; �2; � � � ; �m) 2 @gF (x); i = 1; 2; � � � ;m için si 2 @fi(x)
�
(4.38)

d¬r.

Kan¬t. Sa¼gdaki kümeye S densin. S nin kompakt ve konveks bir küme

oldu¼gu ve bu kümenin destek foksiyonunun (g � F )0 (x; �) oldu¼gu gösterilirse

kan¬t biter.

Öncelikle S, @g ve @fi ler kapal¬ve s¬n¬rl¬oldu¼gundan kapal¬ve s¬n¬rl¬d¬r yani

kompaktt¬r.

S s¬n¬rl¬d¬r: a 2 S ise a =
mP
i=1

�isi olacak şekilde (�1; �2; � � � ; �m) 2 @g(F (x))

ve (s1; s2; � � � ; sm) 2 @F (x) vard¬r.

kak =







mX
i=1

�isi







= h(�1; �2; � � � ; �m) ; (s1; s2; � � � ; sm)i

� k(�1; �2; � � � ; �m)k k(s1; s2; � � � ; sm)k

@g(F (x)) ve @F (x) kompakt olduklar¬ndan s¬n¬rl¬d¬r. Dolay¬s¬yla da kak <

1 olur. S s¬n¬rl¬d¬r.
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S kapal¬d¬r:(an) � S ve (an) ! a olsun. j = 1; ::;m için aj =
mP
i=1

�i(j)si(j)

olacak şekilde (�1(j); � � � ; �m(j)) 2 @g(F (x)) ve (s1(j); � � � ; sm(j)) 2 @F (x)

vard¬r.

a = lim
n!1

an = lim
n!1

mX
i=1

�i(n)si(n)

= lim
n!1

h(�1(n); :::�m(n)); (s1(n); :::sm(n))i

olur. Di¼ger taraftan @g(F (x)) ve @F (x) kompakt oldu¼gundan

lim
n!1

(�1(n); :::�m(n)) ile lim
n!1

(s1(n); :::sm(n))

limitleri vard¬r ve

(�1; � � � ; �m) = lim
n!1

(�1(n); :::�m(n)) 2 @g(F (x))

(s1; :::sm) = lim
n!1

(s1(n); :::sm(n)) 2 @F (x)

olur. Böylece

a = lim
n!1

an =
D
lim
n!1

(�1(n); :::�m(n)); lim
n!1

(s1(n); :::sm(n))
E

= h(�1; � � � ; �m) ; (s1; :::sm)i =
mX
i=1

�isi

olur. Yani lim
n!1

an = a 2 S olur

S kümesinin konveks oldu¼gunu göstermek için
mP
i=1

�isi;
mP
i=1

�0is
0
i 2 S nin konveks

bileşimlerine bak¬lacakt¬r . � 2 (0; 1) olsun.

s = �

mX
i=1

�isi + (1� �)
mX
i=1

�0is
0
i =

mX
i=1

[��isi + (1� �) �0is0i]

��i := ��i + (1� �) �0i olarak tan¬mlan¬rsa konveks bileşim

s =
mX
i=1

�
��i

�
��i
��i

si +
(1� �) �0i

�i
s0i

��
şeklinde yaz¬labilir. (�1; �2; � � � ; �m) ; (�01; �02; � � � ; �0m) 2 @gF (x) konveks

oldu¼gundan

(��1 ; �
�
2 ; � � � ; ��0 ) 2 @gF (x)
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olur.
��i
��i

+
(1� �) �0i

�i
= 1 ve si; s0i 2 @fi(x) konveks oldu¼gundan

��i
��i

si +
(1� �) �0i

�i
s0i 2 @fi(x)

olur. Böylelikle s 2 S elde edildi¼ginden S konvekstir.

Şimdi @ (g � F ) ile S nin destek fonksiyonlar¬n¬n ayn¬oldu¼gu kan¬tlanacakt¬r.

@ (g � F ) nin destek fonksiyonu

(g � F )0 (x; d) = lim
t!0+

(g � F ) (x+ td)� (g � F ) (x)
t

dir. t > 0 için F (x + td) = F (x) + tF 0(x; d) + o(t) şeklinde aç¬labilir.

[F (x+ td)� (F (x) + tF 0(x; d))] = o(t) ve g yerel Lipschitz oldu¼gundan

kg (F (x+ td))� (g (F (x) + tF 0(x; d)))k = o(t)

olur. Böylelikle

(g � F ) (x+ td) = (g (F (x) + tF 0(x; d))) + o(t)

olur ve

(g (F (x) + tF 0(x; d))) = g(F (x) + tg0(F (x); F 0(x; d))) + o(t)

şeklinde aç¬l¬rsa

(g � F ) (x+ td) = g(F (x) + tg0(F (x); F 0(x; d))) + o(t)

olarak elde edilir. Şimdi bu (g � F )0 (x; d) de yerine yaz¬l¬rsa

(g � F )0 (x; d) = lim
t!0+

g(F (x) + tg0(F (x); F 0(x; d))) + o(t)� g (F (x))
t

= g0(F (x); F 0(x; d))

olarak hesaplan¬r. Bu fonksiyon S nin de deste¼gidir. Şöyle ki s =
mP
i=1

�isi

al¬ns¬n.

hs; di =

*
mX
i=1

�isi; d

+
�

mX
i=1

�i hsi; di �
mX
i=1

�if
0
i(x; d)

= h(�1; �2; � � � ; �m) ; (f 01(x; d); f 02(x; d); � � � ; f 0m(x; d))i

= h(�1; �2; � � � ; �m) ; F 0(x; d)i
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(�1; �2; � � � ; �m) 2 @gF (x) oldu¼gundan

h(�1; �2; � � � ; �m) ; F 0(x; d)i � g0(F (x); F 0(x; d))

olur. Bu sayede

hs; di � g0(F (x); F 0(x; d)) (4.39)

elde edilir.

Di¼ger taraftan @g(F (x)) kapal¬oldu¼gundan

g0(F (x); F 0(x; d)) = h(�1; �2; � � � ; �m) ; F 0(x; d)i

olacak şekilde 9 (�1; �2; � � � ; �m) 2 @gF (x) vard¬r. Öte yandan @fi(x) ler de

kapal¬oldu¼gundan 8i 2 f1; 2; � � � ;mg için

hsi; di = f 0i(x; d)

olacak şekilde 9si vard¬r. Böylelikle s =
mP
i=1

�isi 2 S için

hs; di = g0(F (x); F 0(x; d))

bulunur. Bu da g0(F (x); F 0(x; �)) fonksiyonun S nin deste¼gi oldu¼gunu kan¬t-

lar.

@ (g � F ) (x) ve S kompakt konveks kümeleri ayn¬destek fonksiyonuna sahip

olduklar¬ndan

@ (g � F ) (x) = S

=

�
mP
i=1

�isi : (�1; �2; � � � ; �m) 2 @gF (x); i = 1; 2; � � � ;m için si 2 @fi(x)
�

eşitli¼gi elde edilir.

i)g (y1; y2; � � � ; ym) F (x) te diferansiyellenebilirse

@ (g � F ) (x) =
mX
i=1

@g

@yi
(F (x)) @fi(x)

tir. Özel olarak g (y1; y2; � � � ; ym) =
1

2

mP
i=1

(y+i )
2 al¬n¬rsa

@

"
1

2

mX
i=1

(f+i )
2

#
=

mX
i=1

f+i @fi
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olur. Gerçekten F = (f1; f2; � � � ; fm) için

@g

@yi
=

8<: 0; yi < 0

yi; yi � 0

9=; = y+i

oldu¼gundan

@g

@yi
(F ) =

@g

@yi
(f1; f2; � � � ; fm) =

8<: 0; fi < 0

fi; fi � 0

9=; = f+i

elde edilir. Böylece eşitlik sa¼glan¬r.

ii)g (y1; y2; � � � ; ym) =
mP
i=1

(y+i ) al¬ns¬n.

I0(x) = fi : fi(x) = 0g ; I+(x) = fi : fi(x) > 0g I�(x) = fi : fi(x) < 0g

indeks kümeleri tan¬mlans¬n. Bu durumda F = (f1; f2; � � � ; fm) için

@ (g � F ) (x) = @

 
mX
i=1

f+i

!
(x) =

mX
i=1

@g

@yi
(F (x)) @fi(x)

hesaplamak gerekecektir.

mX
i=1

@g

@yi
F (x) =

8>>><>>>:
0; fi(x) < 0

[0; 1]; fi(x) = 0

1; fi(x) > 0

9>>>=>>>; =

8>>><>>>:
0; i 2 I�(x)

[0; 1]; i 2 I0(x)

1; i 2 I+(x)

9>>>=>>>;
oldu¼gundan

mX
i=1

@g

@yi
(F (x)) @fi(x) =

X
i2I�(x)

0:@fi(x) +
X
i2I0(x)

[0; 1]:@fi(x) +
X

i2I+(x)

1:@fi(x)

=
X

i2I+(x)

1:@fi(x) +
X
i2I0(x)

[0; 1]:@fi(x)

elde edilir. Bu da yerine yaz¬l¬rsa

@

 
mX
i=1

max f0; fig
!
(x) =

X
i2I+(x)

1:@fi(x) +
X
i2I0(x)

[0; 1]:@fi(x)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r.

Sonuç 4.5. [12,16]f1; f2; � � � ; fm Rm den R ye konveks fonksiyonlar olsun

ve

f := max ff1; f2; � � � ; fmg
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olarak tan¬mlans¬n.

I(x) = fi : fi(x) = f(x)g

aktif indeks kümeleri tan¬mlans¬n. Bu durumda

@f(x) = co fs 2 [@fi(x) : i 2 I(x)g (4.40)

dir.

Kan¬t. y = (y1; y2; � � � ; ym) için g(y) = max fy1; y2; � � � ; ymg olarak

tan¬mlans¬n. F (x) := (f1(x); f2(x); � � � ; fm(x)) şeklinde tan¬mlan¬rsa

f = g � F = max ff1; f2; � � � ; fmg

olur. Öncelikle @g(y) bulunacakt¬r. i = 1; 2; � � � ;m için hi(y) = hei; yi = yi

denirse

g(y) = max fhi(y) : i 2 f1; 2; � � � ;mgg

= max fhei; yi : i 2 f1; 2; � � � ;mgg

olur. Aktif indeks kümesi J(y) = fi : hi(y) = g(y)g olarak al¬n¬rsa Örnek 4.6

ten

@g(y) = co fei : i 2 J(y)g

şeklinde elde edilir. Bu da aç¬k yaz¬l¬rsa

@g(y) =

8<:(y1; y2; � � � ; ym) : i =2 J(y) için yi = 0i 2 J(y) için yi � 0
;

mX
i=1

yi = 1

9=;
olur.

Şimdi y = F (x) olsun. Bu durumda

J(y) = J (F (x))

= fi : hi(F (x)) = g(F (x))g

= fi : fi(x) = (g � F ) (x) = f(x)g

= I(x)
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olur. Dolay¬s¬yla

@g(F (x)) =

8<:(�1; �2; � � � ; �m) : i =2 I(x) için �i = 0i 2 I(x) için �i = 0
;
mX
i=1

�i = 1

9=;
olur. 4.38 i kullanarak

@ (g � F ) (x) =

8<:X
i2I(x)

�isi : i 2 I(x) için �i � 0; si 2 @fi(x) ve
X
i2I(x)

�i = 1

9=;
yaz¬l¬r. Sa¼gdaki küme fs 2 [@fi(x) : i 2 I(x)g kümesinin konveks zarf¬oldu¼gun-

dan

@ (g � F ) (x) = co fs 2 [@fi(x) : i 2 I(x)g

oldu¼gu kan¬tlan¬r.

4.5.4 Konveks fonksiyonlar¬n supremumu

Bu k¬s¬mdamax fonksiyonu için sonuç 4.5 de kan¬tlanan supremum fonksiyo-

nuna genelleştirilecektir.

Yard¬mc¬Teorem 4.5. j 2 J için fj : Rn ! R ye konveks fonksiyonlar

olsun. f(x) := sup ffj(x) : j 2 Jg ve

J(x) = fj 2 J : fj(x) = f(x)g (4.41)

olarak tan¬mlans¬n ve 8x 2 Rniçin f(x) <1 kabul edilsin. Bu durumda

@f(x) � co

�
[
j2J
@fj(x)

�
Kan¬t. j 2 J ve s 2 @fj(x) olsun. Subdiferansiyel tan¬m¬ndan 8y 2

Rniçin

f(y) = sup
j2J

fj(y) � fj(y) � fj(x) + hs; y � xi

olur. Sa¼g taraf¬n supremumu al¬n¬rsa

f(y) � sup
j2J

fj(y) + hs; y � xi = f(x) + hs; y � xi

elde edilir. Yani s 2 @fj(x) ise s 2 @f(x) tir. Dolay¬s¬yla

@f(x) � [
j2J
@fj(x)
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tir. @f(x) kapal¬ ve konveks bir küme oldu¼gundan sa¼g taraftaki kümenin

kapal¬konveks zarf¬n¬içerir. Böylelikle

@f(x) � co

�
[
j2J
@fj(x)

�
oldu¼gu kan¬tlan¬r.

Teorem 4.11. [12,19]J kompakt bir küme (bir metrik uzayda), fj ler, f

ve J(x) yukar¬daki yard¬mc¬teoremde oldu¼gu gibi tan¬mlans¬n. Her bir x 2

Rniçin f(�)(x) : J ! R fonksiyonlar¬üstten yar¬sürekli olsun. Bu durumda

@f(x) = co

�
[
j2J
@fj(x)

�
(4.42)

tir.

4.5.5 Lineer fonksiyon alt¬nda bir fonksiyonun görüntüsü

g : Rm ! R konveks bir fonksiyon olsun ve A : Rm ! R lineer bir

fonksiyon olsun. Her x için g; A�1(x) kümesi üzerinde alttan yar¬sürekli

oldu¼gundan Ag : Rn ! R

(Ag)(x) : = inffg(y) : A(y) = xg (4.43)

fonksiyonu konvekstir. Ayr¬ca A örten ise Ag her yerde sonludur. 4.41�deki

indeks kümesine benzer şekilde

Y (x) : = fy 2 Rm : A(y) = x; g(y) = (Ag)(x)g (4.44)

ile 4.43�deki kümeyi minimize eden noktalar¬n kümesi gösterilecektir.

Teorem 4.12. 4.43, 4.44 ve A� n¬n örten oldu¼gu kabul edilsin. Y (x)�in

boştan farkl¬oldu¼gu en az bir x olsun. Bu durumda key� bir y 2 Y (x) için

@(Ag)(x) = fs 2 Rn : A�s 2 @g(y)g = (A�)�1[@g(y)] (4.45)

olur. (Bu küme y�nin seçilişinden ba¼g¬ms¬zd¬r.)
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Kan¬t. Tan¬mdan dolay¬s 2 @(Ag)(x) dir ancak ve ancak 8x0 2 Rn için

(Ag)(x0) � (Ag)(x) + hs; x0 � xi

dir. y 2 Y (x); yani g(y) = (Ag)(x) ve A(y) = x oldu¼gundan buna denk

olarak 8x0 2 Rn için

(Ag)(x0) � g(y) + hs; x0 � A(y)i

yaz¬labilir. Di¼ger taraftan A örten oldu¼gundan 8x0 2 Rn için A(y0) = x0

olacak şekilde 9y0 2 Rm vard¬r. Ayr¬ca A(y0) = x0 için (Ag)(x0) = inffg(y0) :

A(y0) = x0g � g(y0) oldu¼gundan üstteki eşitsizli¼ge denk olarak 8y0 2 Rm için

g(y0) � g(y) + hs; A(y0)� A(y)i

= g(y) + hs; A(y0 � y)i

= g(y) + hA�s; y0 � yi

olur. Bu da A�s 2 @g(y) demektir. Kan¬t biter.

Sonuç 4.6. Teorem 4.12 in varsay¬mlar¬ kabul edilsin. g bir y 2 Y (x)�de

diferansiyellenebilir ise Ag; x�de diferansiyellenebilirdir.

Kan¬t. g, diferansiyellenebilir oldu¼gundan @g(y) = rg(y) dir. A örten

oldu¼gundan A�(s) = rg(y) olacak şekilde 9s 2 Rn vard¬r. s1; s2 2 Rn için

A�(s1) = A�(s2) = rg(y) oldu¼gu kabul edilsin. A bir fonksiyon oldu¼gundan

her noktan¬n tek bir görüntüsü olmal¬d¬r. Dolay¬s¬yla A(rg(y)) = s1 = s2

olur. Bu yüzden fs 2 Rn : A�(s) = rg(y)g kümesi tek nokta kümesidir. Bu

sebeple @(Ag)(x) = r(Ag)(x) olur. Yani Ag; x�de diferansiyellenebilirdir.

Görüntü fonksiyonuna bir örnek: A; bir çarp¬m uzay¬nda bir k¬s¬tlan¬̧s ve

g; Rn � Rm üzerinde bir konveks fonksiyon olsun. g�nin k¬smî minimizasy-

onuyla oluşturulan marjinal fonksiyon düşünülsün: x 2 Rn için

f(x) := inffg(x; y) : y 2 Rmg (4.46)

olarak tan¬mlanan f fonksiyonu asl¬nda bir görüntü fonksiyonudur. A : Rn�

Rm ! Rn fonksiyonunu A(x; y) := x olarak al¬n¬rsa f = Ag olur.
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Sonuç 4.7. Denklem4.46�daki g�nin subdiferansiyeliyle ilişkili iç çarp¬m¬n

hh:; :ii çarp¬m uzay¬n yap¬s¬n¬korudu¼gu kabul edilsin: x; x0 2 Rn ve y; y0 2 Rm

için

hh(x; y); (x0; y0)ii = hx; x0in + hy; y0im

olsun. Verilen x 2 Rn için 4.46�ü çözen y key� olarak al¬ns¬n. Bu durumda

@f(x) = fs 2 Rn : (s; 0) 2 @(x;y)g(x; y)g

olur.

Kan¬t. A(x; y) = x fonksiyonu için

hA(x; y); x0in = hh(x; y); A�(x0)iin�m

olur. Bu eşitlikte sol tarafta A(x; y) = x yerine yaz¬l¬r ve sa¼g tarafta A�(x0) =

(x�; y�) denirse

hx; x0in = hh(x; y); (x�; y�)iin�m

hx; x0in = hx; x�in + hy; y�im

olur. Eşitli¼gin sa¼glanmas¬için y� = 0 ve x� = x0 olmal¬d¬r. Böylelikle 8s 2 Rn

için A�(s) = (s; 0) olur. Şimdi de teorem 4.12 uygulan¬rsa

@f(x) = fs 2 Rn : A�(s) 2 @(x;y)g(x; y)g

@f(x) = fs 2 Rn : (s; 0) 2 @(x;y)g(x; y)g

elde edilir.

E¼ger g; Rn � Rm diferansiyellenebilir ve "sonlu bir uzakl¬kta" 4.46�deki

minimum de¼gerini als¬n. Bu durumda f sonuç 4.6�ye göre diferansiyellenebilir-

dir. Asl¬nda r(x;y)g(x; y) = (rxg(x; y);ryg(x; y)) 2 Rn � Rm ve verilen x

için g�nin minimum de¼gerini ald¬¼g¬y�de ryg(x; y) = 0 oldu¼gundan bu y�ler

için rf(x) = rxg(x; y) olur.

Uyar¬4.11. Marjinal fonksiyonu minimum yapan y�nin varl¬¼g¬n¬n gereklili-

¼gini aşa¼g¬daki örnek göstermektedir:

g(x; y) :=
p
x2 + e2y
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g : R2 ! R konveks fonksiyonu düzgündür (perfectly smooth), fakat minimum

de¼gerini ald¬¼g¬bir nokta yoktur (her x için (x;�1) da minimaldir). Marjinal

fonksiyon f(x) = jxj ise düzgün fonksiyon de¼gildir.

@f(0) = [�1; 1] iken rxg(0; y) =
0p

02 + e2y
= 0

d¬r. Yani

[�1; 1] = @f(0) 6= fs 2 Rn : (s; 0) 2 @(x;y)g(0; y)g = f0g

d¬r.

Uyar¬4.12. §4.4�deki max işleminin diferansiyellenebilmesi için argmax�¬n

tekli¼gi yeterlidir. Fakat §4.5�deki min fonksiyonunun diferansiyellenebilmesi

argmin ile ilgili de¼gil teorem 4.12�de ve 4.7�deki temel fonksiyon g�nin konvek-

sli¼gine ba¼gl¬d¬r(Çünkü ancak g konveks ise bu min fonksiyonu da konvekstir).
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