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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi
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g fonksiyonunun A lineer operatorii altindaki
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A kiimesinin sinir noktalar1 kiimesi

A kiimesinin i¢ noktalar1 kiimesi

A kiimesinin kapanig noktalar1 kiimesi

A kiimesinin rolatif i¢ noktalar: kiimesi

2 noktasinin C' kiimesi iizerine izdiigiimii
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C kiimesinin x noktasindaki normal konisi
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K konisinin polar konisi

f fonksiyonunun z de d yoniindeki yonlii tiirevi
f fonksiyonunun z deki sag tiirevi
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1 GIRIS

Giintimiiz arastirmacilar fizik, kimya gibi temel bilim ve endiistri, elek-
trik gibi miihendislik alanlarinin herbirinde ortaya ¢ikan problemlerin hemen
hemen hepsine degisik ¢oziimler iiretmek icin tiirev’i bir arac olarak kul-
lanmaktadirlar. Klasik tiirev ve diferansiyel kavramlari, giiniimiiz bilim ve
teknolojisinin bir ¢ok alanlarinda ortaya ¢ikan cogu problemi ¢ozmesine karsin,
bu kavramlar bir ¢ogunun ¢oziimiinde de yetersiz kalmaktadir.

Problemlerin ¢oziimsiiz kalmasi ya incelenen fonksiyonlarin klasik an-
lamda tiirev ile diferansiyele sahip olmamasindan veya incelenmesi gereken
fonksiyonlarin tek degerli olmamasindan kaynaklanmaktadir. Ornegin Opti-
mizasyon Teorisi, Kontrol Teori ve Oyun Teorisi gibi bir¢cok alanda incelenen
fonksiyonlarin ¢ogu diferansiyellenebilir olmayan fonksiyonlardir (bkz. [1] -
[11]). Son yillarda, klasik anlamda genel olarak diferansiyellenebilir olmayan
fonksiyonlar, 6rnegin alttan veya iistten yarisiirekli fonksiyonlar ve konveks
fonksiyonlar icin farkli subdiferansiyel ve superdiferansiyel kavramlari ve-
rilmektedir (bkz. [2], [6], [7], [13], [18], [19]).

Tek degerli olmayan fonksiyonlar i¢in de gesitli formlarda tiirev ve di-
feransiyel kavramlar1 tanimlanmaktadir (bkz. [1] - [4], [6], [8]).

Bu calismada tek degerli, sonlu boyutlu uzaylarda tanimli, sonlu degerlere
sahip kapali konveks fonksiyonlarin subdiferansiyellerinin tanimlanmasi i¢in
gerekli 6n bilgiler verilecek, subdiferansiyelleri tanimlanacak, kapali konveks
sonlu degerli fonksiyonlarin subdiferansiyellerinin bir takim 6zellikleri ince-
lenecek ve son olarak bilinen temel fonksiyonlarin subdiferansiyelleri hesap-
lanacaktir.

Uc boliimden olusan bu calismanin ilk boliimiinde konveks kiimeler ve
konveks fonksiyonlar tanimlanmis, bazi1 érnekler verilmistir. Konveks fonksi-
yonlarin birtakim onemli temel ozellikleri gosterilmigtir.Bir konveks fonksi-
yonun siirekliligi ve yerel Lipschitz’ligi incelenmis ve birinci ve ikinci mer-

tebeden diferansiyellenebilir fonksiyonlarin konvekslikleri incelenmigtir. Son



olarak konveks fonksiyonlarin diferansiyellenebilirlikleri ile ilgili bir teorem
verilmistir .

Ikinci béliimde lineer doniisiimlerin bir genellemesi olan sublineer fonksi-
yonlar tanimlanmis, sublineer fonksiyon érnekleri verilmistir. Ozel olarak
sublineer fonksiyon ¢rneklerinden olan Minkowski fonksiyoneli ve destek fonk-
siyonunun 6zellikleri detayli olarak incelenmis. Son olarak da kapali konveks
kiimelerle, sonlu degerli kapali sublineer fonksiyonlarin bire-bir eslestigi gos-
terilmistir.

(Calismanin son boliimiinde, konveks fonksiyonlarin yonlii tiirevleri ve sub-
diferansiyelleri tanimlanmig, geometrik yorumlar1 verilmistir. Subdiferan-
siyelin yerel 6zellikleri incelenerek konveks bir fonksiyona bir nokta civarinda
birinci mertebeden sublineer fonksiyonlarla yaklagilabilecegi kanitlamistir ve

son olarak bazi 6zel fonksiyonlarin subdiferansiyelleri hesaplanmigtir.



2 KONVEKS FONKSIYONLAR VE
KONVEKS KUMELER

2.1 Konveks Kiimeler

Tamim 2.1. C C R” bir kiime olsun. z,x’ € C ve a € (0,1) iken

axr + (1 —a)z’ € C oluyorsa C' konveks kiimedir denir.

Geometrik olarak bu su demektir: z, 2" € C ise bu iki noktay1 ug noktasi
kabul eden dogru parcas1 da yani

[z, 2] :={ax+(1—a)r’ : 0<a<1} C tarafindan kapsanr.

Onerme 2.1. [12,183,16,17]Herhangi sayida (sonlu, saplabilir ya da saila-

maz) konveks kiimenin kesigimi yine bir konveks kiimedir.

Onerme 2.2. [12,13,16,17]Cy, Cy C R" iki konveks kiime olsun. Bu du-
rumda

i) Ch+ Cy:={x1 + a9 | 1y € Ch, 29 € Co} CR™ konveks kiimedir

i)\ € R igin ACykonvekstir

ii1)Cy — Cy konvekstir.

Tanim 2.2. A C R” bir kiime olsun. x,2" € A ve A € R tken Az +(1—\)2’ €

A oluyorsa A afin kiimedir denir.

Tamim 2.3. 7)K C R" bir kiime olsun. x € K, A > 0 tken Az € K oluyorsa
K konidir denir.

1)K konveks bir koni olsun.
K°={zxeR":Vye K i¢in (z,y) <0}
kiimesine K konisinin. (negatif ) polar konisi denir.

Tanim 2.4. C bir kiime ve x € C' olsun.

Tk — T Y

T — T, —
lz = [l [yl



ve Vk igin z, # x olacak sekilde I(xy)ren C C dizisi var ve ya y = 0 ise
y, C'nin x’deki bir tegetidir denir. C' kiimesinin x’deki bitin tegetlerinin
olusturdugu kiimeye C’nin x’deki teget konisi denir. Bu kiime Tc(z) ile gds-

terilir.

Tanim 2.5. C bir kiime ve x € 0C (yani x, C nin bir sinar noktasi) olsun.
{y:Vee C igin (y,c—x) <0}

kiimesine C' kiimesinin x’deki normal konisi denir. Bu kiime N¢(x) ile gds-

terilir.

Tanim 2.6. C C R" bir kiime olsun.C' kiimesini kapsayan tim konveks

kiimelerin kesigimine C' nin konveks zarfi denir. Bu kiime co(C') ile gosterilir.

Tanim 2.7. S C R"” bir kiime olsun.S kiimesini kapsayan tim kapalr konveks
kiimelerin kesigimine C' nin kapalr konveks zarfi denir. Bu kiime co(C) ile

gosterilir.

Teorem 2.1. [14,16,17]S C R" bir kiime olsun. S nin kapali konveks zarf

S nin konveks zarfinan kapanisina esittir. Yani oS = cl(co(S)) dir.

Uyar1 2.1. Bir kiimenin konveks zarfinin kapanisi, ayni kiimenin kapaniginin
konveks zarfina genel olarak esit degildir. Yani cl(co(S)) # co(cl(S))
[0S # co(cl(9)) | dir.

Tanim 2.8. A C R"” bir kiime olsun.A kiimesini kapsayan tiim afin kiimelerin

kesigimine C' nin afin zarfi denir. Bu kiime af f(A) ile gosterilir.

Tanim 2.9. C' C R™ konveks kiimesinin rolatif ici (goreceli i¢i) ri C, C nin

afin zarfindaki topolojiye gore C' nin i¢idir. Yani x € ri C ancak ve ancak

xe€aff Cuvel(aff C)NB(x,0) olacak sekilde 5 > 0 vardar.
Teorem 2.2. [11, 14, 16, 17]) # C C R"™ konveks bir kiime ise ri C # () dir.

Onerme 2.3. [14, 17jcl A=cl B <= ri A=ri B



Onerme 2.4. [12,17][ z € cl C ve 2’ € ri C olsun. Bu durumda
(r, 2] ={ar+(1—a)r’:0<a<l}CriC
olur.

Onerme 2.5. [16,18] C1,Cy  konveks kiime olsun. ri Cy N ri Cy # ) ise
(a) cl (C1NCy) =cl CrNecl Cy
(b) r1 (Cl ﬂC’g) =1 Cl Nre Cg

olur.

Tanim 2.10. A : R" — R™ fonksiyonu, Vr,z' € R" ve a € R i¢in
Alaz + (1 — a)r') = aA(z) + (1 — a)A(z)

saglyorsa A’ya afin fonksiyon denir.

x — A(x)—A(0) dogrusaldir. Dolayisiyla afin fonksiyonlar Bir Ay dogrusal
fonksiyonu ve 1o := A(0) € R™ i¢in Vx € R™ i¢in

"A(x) = Ao(x) +yo"
seklinde yazilabilir.

Onerme 2.6. [12,17]A : R* — R™ afin fonksiyon ve C C R" konveks
olsun. Bu durumda

ri [A(C)] = A(ri C)
olur. Eger D C R™ konveks ve A~ (ri D) # () ise
ri [ATY(D)] = A~ (ri D)

olur.

2.2 Konveks Fonksiyonlar

Tanim 2.11. f: R" — R bir fonksiyon ve f % +ooolsun.
a) V(z,z') € R" x R" ve Va € (0,1) igin

flaz+ (1 —a)2') < af(zx) + (1 —a)f(2))

5



esitsizligi varsa bu f fonksiyonuna konvekstir denir.
b)Ayni f fonksiyonu verilsin. V(z,2') € R" x R" ve a € (0,1) wve x # 2
1¢in

flaz+ (1 —a)r) < af(z)+ (1 —a)f(z)

saglanwyorsa f ye kesin konvekstir denir.

Geometrik olarak konveks fonksiyonunun grafiginde iki nokta aldigimizda
fonksiyon bu noktalar1 birlegtiren kirigin altinda kalir.

R" tizerindeki konveks fonksiyonlarin sinifin1 Conv R” ile gosterecegiz.

Tanim 2.12. f € Conv R™ olsun.

a) ) #dom f = {x € R": f(z) < 400} kiimesine f nin tanim kiimesi
denir.

b)Ayn f fonksiyonu verilsin.

O #epif:= {(z,7) eR" xR :r > f(z)} (episf = {(z,7) ER* xR : 1 >
f(x)}) ile tanmamlanan kimeye f nin epigrafi(kesin epigrafi) denir.

c) Aymi f fonksiyonu verilsin ve bir r € R wverilsin. S,.(f) = {x € R™ :

f(x) < r} ile tanvmlanan kimeye f nin bir olt dizey kiimesi denir.

Sekil 2.1’de bir fonksiyonun epigrafi ve kesin epigrafi ve sekil 2.2’de bir
fonksiyonun alt diizey kiimesi gosterilmektedir.

(x,r) €epi f <= x € S,(f) oldugu agiktir.

k.
Y-ekseni
Y-ekseni

X-ekseni X-ekseni X-ekseni

Sekil 2.1: Bir fonksiyonun epigrafi ve kesin epigrafi



f(x)=x2

B st —e s —— s —
h— —_ —_— =

S,(f)={xl A:x*£25

Sekil 2.2: f(z) = 2? fonksiyonunun Sps(f) = {z € R" : z* < 25} alt diizey

kiimesi

Onerme 2.7. [11,16] f : R" — R U {+oo}. Asagudakiler birbirine denktir.
i) f konvekstir.

ii) epi f, R™ x R de konvekstir.

ii1) episf, R" x R de konvekstir.

2.2.1 Dogrusal ve afin fonksiyonlar

g : R" — R dogrusal bir fonksiyon olsun. s € R" i¢in g(z) = (s,x)

formunda yazilabilir. ¢ ninepigrafi
epi g ={(z,r):x € R",r > (s,2)}

seklinde yazilabilir.
Benzer sekilde bir f :R"™ — R bir afin fonksiyon ise f nin epigrafi da

bir s € R" ve bir zg € R" i¢in

epzf - {(CL’,’I”) 3T2f($0)+<3,33—$0>}

= {(I‘,T’) : <S,I’> —r < <37370> — f(l’o)} CR"xR



seklinde yazilabilir.
Afin fonksiyonlarin epigrafi kapal yari uzaylardir ve (s,—1) € R" x R

vektorii ile karakterize edilirler.

Onerme 2.8. [12,17] f € Conv R" ise
ri (epi ) ={(x,r):x €ri(dom f), r> f(z)} CR" xR
dir.

Onerme 2.9. f € Conv R" bir afin fonksiyonla minorize edilebilir ve xo €

ri dom f i¢in af f dom f ye paralel V' alt uzayinda her x € R™ i¢in

f(x) = f(xo) + (s,2 — o)
olacak sekilde s € V' wvardar.

Kamt. aff epi f = (aff dom f) xR. V, aff dom f ye paralel lineer

alt uzay olmak iizere xg € dom f igin
aff dom f={xo}+V

olacagindan
affepi f={x}+V)xR

olur. zg € ri dom f alwrsak (o, f(xg)) € rbd epi f olur. Bu ise (z¢, f(x0))
noktasinda epi f i destekleyen agikar olmayan hiperdiizlemin varligini verir.

V(z,r) € epi f igin

<(S,Oé),(:)3,7”)> <(S7a)’('r07f(x0>)>
(s,2) +(a,r) < (s,20) + (e, f(20))

(s,xy +ar < (s,xo)+ af(xg) (2.1)

IN

ikisi birden sifira egit olmamak kaydiyla 3s € V, a € R vardir. r —

+oo giderken o < 0 olmahdir ki bu esitsizlik saglansmm. s € V ve zy €



ri (dom f) oldugundan 36 > 0 igin xg+ s € dom f olur. 2.1 de (z,r) yerine
(xo + s, f(zo + Js)) € epi [ alinirsa

(s,x0+ ds) + af(xg+ ds)

IN

(s,m0) + af (o)
(s,z0) + 0 ||s||2 +af(zog+9ds) < (s,mo) + af(zo)

SlsI* < alf(zo) — f(zo + s)] < +00

a # 0 dir. Ciinkii @ nin 0 olmasi s nin de 0 olmasini gerektirirdi. Bu yiizden

a < 0 dir. Genellik bozulmadan o = —1 segilebilir. (z,r) € epi f igin

IN

(s, w0) — [ (o)

r

(s,x) —r
<S,ZE> - <S7$0> + f(lfo)
(s,2 —x0) + f(xo) < inf{r: f(z) <r}=f(z)

IN

Boylelikle istenilen afin fonksiyon bulunmus olur. m

2.2.2 Kapali konveks fonksiyonlar

Tanim 2.13. f : R" — RU {+o0}, zy € R" olsun. Verilen her ¢ > 0
ve © € By(xg,0) igin f(xg) —e < f(z) olacak sekilde xo’a ve ’a bagl bir

d = §(zo,€) > 0 varsa fye o € R'de alttan yary sireklidir denir.

Tanim 2.14. f: R" — R ve x¢g € dom f olsun.

liminff(z) =sup inf f(x)

T—T0 >0 IEEBd({L’OJg)

f'nin xq’daki alt limiti denir.
Teorem 2.3. [6,9,10[f : R" — RU {+o0}, zo € R" olsun. Bu durumda

f, xo’da alttan yar streklidir <= liminff(x) > f(zo)

T—xo

dar.

Tanim 2.15. f : R" — R U {400} bir fonksiyon olsun. [ fonksiyonunun

epigrafi kapaly ise f’ ye kapalidir denir.



Onerme 2.10. [16,17] f : R® — RU{+o0} icin asajdaki ii¢ 6zellik birbirine
denktir.

i) f, R"de alttan yari sireklidir.

it) epi f, R™ x R’de kapalidar.

iii) Vr € R igin S,.(f) alt diizey kiimeleri kapalidar .

Tanim 2.16. f fonksiyonu verilsin.

Vo € R" d¢in cl f(z) := liminf f(y)

Yy—x

ile tamamly cl f : R™ — R U {+o0}fonksiyonuna f' nin kapanis (yada alttan

yary sirekli zarf ) fonksiyonu denir.
cl f igin epi(cl f) := cl(epi f) oldugu tamimdan agiktir.
Onerme 2.11. [12,17]f € Conv R™ ve 2’ € ri dom f olsun. Bu durumda

Vo € R" ig¢in cl f(z) := lim f(x+t(a’ — x))

t—0t+

olur.

Onerme 2.12. [12,16/f € Conv R" ise
(i)cl f € Conv R™,
(iiNz € ri dom f igin (cl f)(x) = f(x)

olur.

2.2.3 Bir konveks kiimenin epigrafiksel zarfi ve alt sinir

fonksiyonu

Bir ¢ ¢ R™ x R kiimesi verilsin.

i)C' kiimesi diisey agag1 yonlii 1ginlar1 igermesin yani
Vr e R" igin —oo <inf{r e R: (z,7r) € C} € R (2.2)

olsun.

ii)C, tistten sinirsiz yani
(z,7r) € C = Vr' >r igin (z,7) € C (2.3)
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olsun ve son olarak

iii)

[Vn € Nigin (z,r,) € C olan (r,) C R dizisi iginr,, | r] = (z,7) € C
(2.4)
yani C'nin alt1 kapali olsun. Bu durumda C' kiimesi bir f : R" — RU{+o0}
fonksiyonunun epigrafidir.
Yukaridaki ii¢ kosulu saglayan C' kiimesi ayn1 zamanda konveks kiime ise
bu kiimeyi epigrafi olarak kabul eden f fonksiyonu da konveks olur. Yukari-

daki ilk iki kogulu saglayan C' kiimesi alt1 acik kiime ise yani
V(z,r) € C igin (x,r —e) € C olan Je = g(x,r) > 0 varsa

C bir f fonksiyonunun kesin epigraftir. Kisaca epigraf, yukar:1 yonlii iginlarin;

kesin epigraf ise yukar: yonlii yar1 dogrularin birlegimidir.

Tanim 2.17. C C R" x R bir kiime ve alttan simrly yani Vo € R™ i¢in
—oo < inf{r € R: (z,r) € C} € R olsun. C’yi kapsayan en dar epigraf’a
C'nin epigrafiksel zarfi denir.
Bu zarfi olugturmak icin

(i) 2.3 kogulunu saglamak igin C’nin iizerindeki biitiin noktalar kiimeye dahil
edilmelidir yani (z,7) € C i¢in 7 > r ise (x,r")noktalar kiimesi C’ ye
eklenmelidir.

(i) 2.4 kogulunu saglamak i¢in C’nin alt1 kapatilmalidir yani (z,7") € C ve

r" — riken (z,7) C’ye eklenmelidir.
Tanim 2.18. C C R" x R bir kiime ve alttan sinarh
(Vo € R" igin — oo < inf{r e R: (z,7) € C'} € R)

olsun.

lo(z) :=inf{r e R: (z,7) € C}

ile tanimlanan lc : R" — R fonksiyonuna C' kiimesinin alt sinwr fonksiyonu

denir.

11



episéc C+{0Rn}, R+

\/
\/

L epilc cd(C+{0,}" R)

>

\
\/

Sekil 2.3: Alt sinir fonksiyonu 6rnegi 1

Sekil 2.3 ve gekil 2.4’de alt sinir fonksiyonu 6rnekleri gosterilmektedir.

Onerme 2.13. C C R™ x R bir kiime ve alttan suarl (Vo € R™ i¢in —oo <
inf{r € R : (z,7) € C} € R) olsun. Bu durumda C’nin epigrafiksel zarfi

epi Lo’ ye egit olur.

Kamit. C’nin epigrafiksel zarfi N{epi f : f : R" — R U {400} bir

fonksiyon ve epi f O C'} olarak almsin. Kant igin
Nepi f:epi f DO C}=epilc

esitligi gosterilecektir. Oncelikle epi £ D C oldugundan N{epi f : epi f D
C} Cepi bg olur.

Diger kapsami gostermek i¢in (z,7) € epi {¢ alahm. Bu durumda
inf{r' e R: (z,7") € C} =Lc(x) <7

olur. (z,7") € Cise epi f D C igin (x,r") € epi f olur. Bir fonksiyonun

epigrafinin alt1 kapali olmalidir. Dolayisiyla

(z,inf{r' e R: (z,7") € C}) = (x,lc(x)) € epi f

12



C epi . d(C+{0_} R)

» »
Ll Ll

\/

~

epi/. | cl(C +{OR“} R)
Sekil 2.4: Alt sinir fonksiyonu 6rnegi 2

olur. Ayrica epigraflar diisey yukar: yonlii isinlardan olustuklarindan
lo(z) < riken (z,7) € epi f
dolayisiyla da

(x,r) € {epi f:epi f DC}

olur. Iki yon de gosterildiginden kanit biter. m

Ayrica
episle C O+ ({Ogn} X RT) Cepi bo C el [C+ ({Opn} x RT)]
kapsamlar: saglanir.

Teorem 2.4. () # C C R™ x R bir kiime ve Vax € C i¢in {r € R : (x,r) €
C} alttan simarly (yani C disey asage yonli wginlary icermesin) olsun.
i) C konveks ise {c € Conv R™ olur,

ii) C kapali konveks ise {c € Conv R™ olur.

Kanit. i)C konveks ve x1, 22 € dom (¢ olsun. Bu durumda z; € dom (¢
oldugundan

e>0icinr < /lo(xry) +¢€

olacak sekilde (zq,7r1) € C vardir. Ayn sekilde 25 € dom {¢ oldugundan

e>0i¢in ry < lo(x2) + ¢

13



olacak sekilde (z2,72) € C' vardir.
C’nin konveksliginden « € (0, 1) i¢in (az; + (1 — a)xe,ar + (1 —a)re) € C

olur. Dolayisiyla

lo(axy + (1 — a)ze) < arp+ (1 —a)rs)
olur. Diger taraftan varsayimdan

ary + (1 — a)ry < lo(z1) + lo(x2) + €

oldugundan

lolazy + (1 — a)xg) < lo(xy) +lo(xa) + €

olur. ¢ keyfi secildiginden
lo(axy + (1 — a)xg) < Lo(x1) + lo(xs)

olur. Boylece /-’'nin konveks oldugu kanitlanmig olur.

ii) {c’'nin konveksligi i) de kanitlandi. Kapaliligi i¢in epi £¢’'nin kapali oldugu
gosterilecektir. Bunun igin ((xg, pi))r C epi o bir dizi ve ((xg, pp))r —
(x, p) olsun. Bu durumda (z, p) € epi ¢ oldugunu goérmek yeterli olacaktir.

Vk € N ve g, > 0 i¢in
(Ik,Tk) S C ve £C<Ik) S Tk S g@(l‘k) + €k S Pk + &k

olacak gekilde Jry € R vardir. Bu ry’larla (ry ), dizisi olugturulsun. ¢, keyfi
secildiginden (7), iistten siirhdir (rp < p,). Ayrica {¢ konveks oldugundan
{¢’yi minorize eden bir A afin fonsiyonu vardir. Boylece (1) alttan da smirh
olur.

(7%)r smirh oldugundan (74, )iy — 7 € R olacak sekilde (ry,) alt dizisi

vardir. Bu dizi i¢in

A

Tk, = pk¢+€ki

IN

lim 7y, lim (py, + €,)

k;—o0 k;—o0

ﬂ
IN
=

14



olur. C kapali oldugundan ((zg, 7%))r C C ve ((zg, %))k — (z,7) iken (z,7) €
C olur. Burdan /¢(z) < r oldugu agiktir. Dolayisiyla {o(z) < r < p elde
edilir. Bu da (x, p) € epi {c’yi verir. Boylelikle epi £ kapali bundan dolay1

da /¢ kapali olur. m

Onerme 2.14. [12]f € Conv R™ ise

c flx)y=sup {(s,z) —b:Vy e R" i¢in (s,y) —b < f(y)} (2.5)

(s,b)ER™ xR

olur.

2.3 Fonksiyonlarin Kapalihigim1 ve Konveksligini Ko-

ruyan Iglemler

2.3.1 Pozitif kombinasyon

Onerme 2.15. [9,16]f1,..., fm € Conv R*(€ Conwv R*) ve ty,...,ty > 0
olsun ve f;’lerin hepsini sonlu yapan en az bir noktanin var oldugu kabul

edilsin. Bu durumda f = gltj fj € Conv R" (€ Conv R™) olur.
]:

Ornek 2.1. f € Conv R™ ve C C R™ kapalr konveks bir kiime olsun. Bu

durumda
dom fNC #0ise f+ic € Conv R”
olur.
f(z), z € dom f . 0, zeC
= Ve g =
+oo, x ¢ dom f +o00, xz¢C

dir.C' kapaly konveks oldugundan Y € R™ i¢in liminfic(y) = ic(z) olur.
y—z

Bu sebeple ic € Conv R™ olur. Diger taraftan dom f N C # 0 oldugundan

Jdx € dom fNC vardwr. Bu z igin f(x) < +00 veic(z) =0 < 400 olurz :

f(x) veic(z) sonludur} #0 wve f,ic € Conv R™ oldugundan

f(z), xedom fNC
+oo, x¢dom fNC

f+ic=

ile tanvmlanan (f +ic) € Conv R" olur.
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2.3.2 Supremum

Onerme 2.16. [9,16/{f;};c; konkevs fonksiyonlarn herhangi bir ailesi ol-
sun. f = sup{f; : j € J} olarak tanwml olsun. Bu durumda f’nin sonlu
oldugu bir nokta var ise f € Conv R™ olur. Ayrica {f;};ecs fonksiyonlar, ayn

zamanda kapali ise f € Conv R™ olur.

Ornek 2.2. (Eslenik fonksiyon) +00 # f : R* — R U {400} bir fonksiyon
olsun ve bir afin fonksiyon ile minorize edilsin (3(so,b) € R™ x R i¢in R" 'de

f > (so0,:) = b). Bu durumda f*:R"™ — R’ye

f*(s) :=sup{(s,z) — f(z) : x € dom f}

ile tanamlanan f* fonksiyonuna f nin eglenigi denir. x € dom f sabit iken
F.(s) = (s,z) — f(x) fonksiyonu olusturulsun. x degigirken yukardaki éner-

medekt f; fonksiyonlarina karsilik gelen F, fonksiyonlar: olusur. o € R™ igin

Fplasi + (1 =a)sy) = ((asi+ (1 - a)sg), z) = f(2)
= a(s;,z)+ (1 —a)(sy,z) — f(2)
= a({s1,2) = f(2)) + (1 = @) ((s2, ) — [())
= aFy(s1) + (1 - a)Fu(ss)

oldugundan F, afin bir donisimdir. F,, afin donisim oldugundan konveks

ve kapalidar.

f*(s) =sup{F, : x € dom f}
olarak ifade edilebilir. Ayrica
Vo € dom figin f(z) > (s0,2) —b = {s0,2) — f(z) <b
—  sup{(so,x) — f(z) :x €dom f} <D

— f*(So) S b

olur, yani en az bir deger i¢in f* sonlu deger alir. f* kapali konveks fonksi-
yonlarin supremumu oldugundan ve sonlu oldugu en az bir nokta bulundugun-

dan yukardaki onermeden dolayr f* € Conv R"™ olur. (x € dom f #

16



0 ve Vs € R™ igin (s,z) — f(x) > —oo olur. Dolaysiyla Vs € R"™ igin
sup{(s,x) — f(z) : & € dom f} = f* > —o0 olur.)

2.3.3 Bir konveks fonksiyonun bir afin fonksiyonla sagdan

bilegkesi

Onerme 2.17. f € Conv R", A : R™ — R"™ bir afin fonksiyon ve Im A N
dom f # 0 olsun. Bu durumda foA € Conv R™ olur. Eger f € Conv R" ise
foAe Conv R™ olur.

Kamt. f € Conv R", A : R™ — R" bir afin fonksiyon ve Im A N
dom f # () olsun. Vax € R™ i¢in (f o A)(x) > —oo oldugu agiktir. Ayrica
Im ANdom f # 0 oldugundan f(y) < o0 olan Jy = A(z) € R™ vardir. Bu
yiizden (f o A)(x) < +o0 olan Jx € R" vardir.

x1,22 € dom (f o A) ve a € (0,1) olsun. Bu durumda

(foA)(ar1+ (1 —a)zy) = flaA(zr)+ (1 — a)A(xg))
af(A(z1)) + (1 — ) f(A(z2))
= a(fod)(z1)+ (1 —a)(foA)(xs)

IN

olur. Boylelikle f o A € Conv R™ olur.

f € Conv R" ise fo A€ Conv R" oldugu gosterilecektir. Konvekslik gos-
terildiginden sadece kapaliliga bakmak yeterli olacaktir. Bunun icin B :
(x,pn) — (A(x),pn) afin doniigiimii alinsim. B afin fonksiyon oldugundan

siireklidir.

B~ (epi f) = B~ {(z,r) : 7 > fa)} = {(A7 (), r) : 7 > f(2)}

olur A7!(z) = y € R" denirse

B epi f)={(y.r) :7 > f(A@®)) = (fo A)(y)} = epi (f o A)

olur. f kapali oldugundan epi f kapali bir kiime olur. B siirekli ve siirekli

fonksiyonlar altinda kapali kiimelerin ters goriintiisii kapali oldugundan
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B~ Y(epi f) = epi (foA) kapah olur. Epigrafi kapali oldugundan fo A kapali

olur. m

2.3.4 Bir konveks fonksiyonun artan bir konveks fonksiyonla

soldan bileskesi

Onerme 2.18. f € Conv R*[Conv R"] ve g € Conv R*[Conv R"] wve
g artan olsun.  f(xg) € domg olacak sekilde Ixy € R™ oldugunu varsa-
yalim ve g(4+00) := 400 olarak tamwmlayalim. Bu durumda go f : x —

g(f(z)),Conv R™ nin elemanadar.

Kamt. x1,29 € dom(go f) olsun. a € (0,1) olsun. ¢ artan fonksiyon

oldugundan
a < b iken g(a) < g(b)
dir.
flazy + (1 — @)2) < af(z1) + (1 — a) f(z2)
oldugundan

g(flazr + (1 = a)zs)) < g(af(z1) + (1 — ) f(z2))

olur. Yani

(g0 ey + (1= a)ws) <algo f)(z1) + (1 —a)(go f)(x2)

olur. Boylece (g o f) fonksiyonun konveksligi kanitlanmir. Kapalihga gelirsek;
g kapali konveks, f (kapal) konveks olsun. dom(go f) D (z,) — « dizisini

alalim.

olacak gekilde 3m € N vardir.g artan oldugundan 2.6 deki ifadede her tarafin

g ye gore goriintiisii alinirsa egitsizlik korunur.

(go f)(x) <(gof)(wr)
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olur.

lim inf (g f)(x) < lim inf (g f)(ax) = (g0 f)(x) < lim inf (g0 f)()

oldugundan (go f) kapal fonksiyon olur. m
g(t) = e' konveks artan (kapali) bir fonksiyondur. f konveks ise e/

konvekstir. (kapali konvekstir.)

2.4 Bir Lineer Doniisiim Altinda Goriintii Fonksiyonu

inf {p(u) : c(u) <z} (2.7)

uel
seklinde ifade edilen optimizasyon degiskeni v olan ve xz, X sirali kiimesin-
den alinan bir parametre olan optimizasyon problemini diigiinelim. Optimal
deger, x e bagh bu fonksiyondur ve (u,¢,c) ile bu fonksiyon karakterize
edilebilir ve fonksiyon degerlerini R U F{oo} dan alir.
Ustte 2.7 ile verilen fonksiyon i¢in birkac varyasyon vardir. Esitlik kisitlar:

veya birkac kisitin hedef fonksiyonda gosterge fonksiyonu olarak yer almasi.

Tanim 2.19 (Goriintii Fonksiyonu). A : R™ — R" lineer operator ve g :

R™ — RU{+o0} olsun. g nin A altindaki gorintisi Ag : R" — RU{Foo}

(Ag) (z) := inf{g(y) : Ay =z} (2.8)
ile tanemlanar.

Tanimdaki fonksiyonun ismi g := 4, 6zel durumundan esinlenerek ve-

rilmistir .Ciinkii () # C' € R™ kiimesi i¢in

Ag(n) 0, r=Ay Jyel 0, ze€AC)
g(x) = =
+o0, diger durumlarda +oo x ¢ A(C)

Yani Ag = ia) C nin A altindaki goriintiisiiniin gosterge fonksiyonudur.

(C konveks ise A(C') de konvekstir.)
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Optimizasyon problemi 2.7’de X = R", U =R" " y = (u,z) e Ux X =
R™ ve Ay := x ve g(y) := o(u) +ic(y) ile C :={y = (u,z) € R™: ¢(u) < z}

igin 2.7, 2.8 formuna cevrilir.

inf{p(u) : c(u) s 2} = inf{p(u) +icly) : Ay =2} =int{g(y) : Ay = o}
= (4g)(z)
2.8 de benzer bir yontemle 2.7 e gevrilebilir.

Eger A nin ters fonksiyonu varsa (non-singular); Ag = g o A™! dir.

Gergekten;
(Ag)(z) = inf{g(y) : Ay = x}

y = A~lz oldugundan

(Ag)(z) = inf{g( A~ (=) )}

Ag(x) = (9o A™)(2)

olur.

Teorem 2.5. g(x) = uellf]{go(u) cc(u) <z} ve g € ConvR™ olsun. Ayrica
Vz € R" igin g, A~Y(z) kiimesinde simrl olsun. Bu durumda Ag € ConvR™
dar.

Kanit. Vo € R” i¢in Ag(z) > —oo dur.
Ag(z) = inf{g(y) : Ay =z}; y= A2 > —00=g(y) > —
oldugundan Ag(z) > —oo dur.
A(y,r) = (Ay,r) e R"" xR

A" : R™ x R operatoriinii diigtinelim. A’ (epi g) := C dersek; A’ lineer,
epi g konveks oldugundan C' konvekstir. Bu kiimenin alt sinir fonksiyonunu
hesaplarsak: x € R" verildiginde

irgf{r (z,r) € C} = i;lrf{r Ay =z ve g(y) <r}= irylf{g(y) : Ay = x}

= (Ag)(x)
olur. Konveks bir kiimenin alt sinir fonksiyonu konveks oldugundan (Ag) =

{c konvekstir. m
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Tanim 2.20 (Marjinal Fonksiyon). ¢ € Conv(R™ x R™) olsun.
v : R"—R

V() = inf{g(z,y) : y € R™}
ile tanamly v fonksiyonuna g nin marjinal fonksiyonu denir.

Ornek 2.3. g € Conv(R x R), g(21,7) = La1 + 23,
v:R =R, y(x1) = inf{g(x1, z2) : z5 € R}

r2€R

1
7(0) = inf <§-o+x§) =0

r2€R

1
v(2) = inf (5-2+x§) =1

Sekil 2.5°de g fonksiyonu gosterilmektedir. g 'nin marjinal fonksiyonu y(x1) =

1

51 dir.

Sekil 2.5: Marjinal fonksiyon

Onerme 2.19. g € Conv(R™ x R™) we g, Vo € R™ igin {x} x R™ de sinurh

olsun. Bu durumda g nin marjinal fonksiyonu v € ConvR™ dir.
Kanait.
v(z) = inf{g(z,y):y € R™}
= inf{g(z,y) : A(z,y) = =}
= (Ag)(z)
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7 fonksiyonunu goériintii fonksiyonu olarak yazdik ve g € Conv(R™ x R™)
oldugundan v € ConvR" olur. m

Geometrik olarak konveksligin korundugunu gorelim. epis v, epis g nin
R"™ x R ye iz diigiimiidiir. Bundan dolay1 epis 7y bir lineer operator altinda

konveks bir kiimenin goriintiisiidiir.

2.5 Bir Fonksiyonun Konveks Zarfi ve Kapali Konveks

Zarfi

Bir g fonksiyonu (konveks olmayan) verildiginde bu fonksiyonun epigrafinin
konveks zarfin1 almay1 diisinmek dogaldir. Bu bize bir kiime verir. Bu
kiime epigraf degilse alt sinir fonksiyonunu kullanarak alti1 kapatilarak epi-

graf yapilir.
Tanim 2.21. g: R" - RU{+0o0}, g # +00 ve I(s,b) € R" x R i¢in
g(x) >< s,x > —b,Vr € R"
olsun. Bu durumda
(co(g))(x) :=sup{h(z) : h € ConvR",h < g}
ile tanmimlanan fonksiyona g ’'nin konveks zarfi denir.

Sekil 2.6’da bir fonksiyonun konveks zarfinin geometrik olarak nasil bu-

lundugu gosterilmistir.
Onerme 2.20. [12)g: R® — RU {+00}, g # +oc ve 3(s,b) € R" x R i¢in
g(x) >< s,x > —b,Vr € R" (2.9)

olsun. Bu durumda alttake f1, fo, f3 konvekstir ve R™ de ¢cakisirlar.

fi(z) + =inf{r: (z,r) € coepi g}
fo(z) : =sup{h(z):h e ConvR" h < g} (2.10)
k z
fa(z) : = inf{Zajg(xj) tk=1,2,--- ;o € Ay, xj € domg, x = Zajxj}
j=1 j=1
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Sekil 2.6: Bir fonksiyonun konveks zarfi

Onerme 2.21. [12,17]g, énerme 2.20 deki kosullar saglasin. Bu durumda
asagqidakiler
fi(x) =inf{r : (z,7) € coepi g}
fo(z) = sup{h(x) : h € ConvR", h < g}
fa(x) =sup{< s,z > —b:< s,y > —b < g(y),Vy € R}
kapali, konvekstirler ve R™ de co g nin kapanisi ile ¢akisirlar.
Onerme 2.22. ¢1, ¢, , gm € ConvR™ ve hepsi ayne afin fonksiyonla mi-

norize edilsin. Bu durumda infimumlarimn konveks zarfi asagdaki fonksiyon-

dur.
R 5w feo (ming;))(2)

= inf { ZO&ij(.Tj) e Amyxj € domgj? Z&jmj = £L’}

Jj=1 Jj=1

Kanit. {g;}jc; aym afin fonksiyon ile minorize edildiginden inf; g; =

23



UJepi g; dir. Ayrica C; kiimeleri konveks ve S = C; UCy U --- U (), ise
VIS

coS ={ Zaj.xj:ozeAm,xi €Cii=1,2,---,m}

=1

oldugundan ) a;.g(x;) konveks kombinasyonlar1 alinirken z; lerin her biri
j=1
farkli domg; lerden aliabilir. Boylece

[co (mjlng])](x) =inf { Zaj.g(xj) ta € Ay, x; € domy;, Zaj.:vj =z}
"~ " (2.11)
olur. m
Sonsuz saylda g; fonksiyonlar1 icinde x in sonlu z; € domg; lerin konveks
kombinasyonlarini diisiinmek yeterlidir.

Keyfi bir g : R" — R U {400} fonksiyonu konveks fonksiyonlarinin infi-

mumu olarak diisiiniilebilir.
g(x) = inf{g(x;) +ife;) - ; € domg;}

g(z;) ler sonlu sabit fonksiyon.

2.6 Bir Konveks Fonksiyonun Yerel ve Global Davranisi

Konveks fonksiyonlar ridom da (tanim kiimelerinin rélatif i¢lerinde) yerel
Lipschitzdir. Fakat tanim kiimesinin goreceli sinirinda biitiin siireklilikler

kaybolabilir.

Yardimc: Teorem 2.1. [6,18,19/f € ConvR™ wve Jxy,6,m, M > Vx €
B(xg,20) tken m < f(z) < M olsun. Bu durumda f, B(xo,2d) da Lip-
schtizdir Ak olarak soylersek

’ M—m

Vy,y € B(wo,0) icin | f(y) — f(y)] < 5 ly =l

dir.

Teorem 2.6. f € ConvR" S C ri domf konveks, kompakt olsun. Bu

durumda Yz, x € S icin

|[f(@) = f(a)] < Lljz — ||
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olacak sekilde L = L(S) > 0 vardar.

Kanat. R" yerine domf ile ayni boyutlu R? alirsak, uygun diizeltmelerle
ridomf = intdom f olarak disiinilebilir.
S olsun. Oncelikle bir onceki Lemmanin saglandigu kanatlayacagz. Bunun
icin y,y € B(x0,9), |f(y) — f(y)| < Llly = y'|| ve B(xo,6) C intdomf
olacak gekilde § = 0(xg) > 0 ve L = L(xg,0) varhgini gosterelim. xq in
komsulugunda [ min simarl oldugunu géstermeliyiz.  Uzayla domf i ayna
boyuta getirdigimiz i¢in 3A = co{vg,v1, - ,v,} C domf > xzp € intA
ve (30 > 0 > B(x,26)) C A dwr. Bu durumda y € B(xg,26),a € Ay 11 igin
Yy = zn%ai.vi seklinde yazilabilir. Boylece

fly) < Zai.fm) < max{f(vo), f(v1), -+, fva)} == M

Ayrica f konveks oldugundan alttan bir afin fonksiyonla sinvrlidir. B(xg, 20)
da f alttan M ile alttan simirle olsun. Bdéylece 0(xg) > 0 igin m < f(y) <
M, Yy € B(xg,20) y olusturduk. Yani f xo da yerel Lipschitz oldu.

1) — fFWI < Llly—vyll, Yy.y € B(zo,d(z0)) (2.12)

S nin kompakthginy kullanarak bunun tim tanwm kiimesinde saglandigina
gorelim. xq keyfi se¢ildiginden Vxo € S 2.12 i saglayan bir §(xo) > 0 varder.
Boylelikle bu zo ve 0(xg) lar kullanilarak olusturulan {B(zo, d(zo)) : o € S}
kiimesi, S nin ac¢ik bir ortisidir. S kompakt oldugundan bu ac¢ik ortinin
A={B(z;,6;):x; € S, j=1,..,k} sonlu alt ortisi vardur.

Bu durumda [x,2'] C ie{%l“k}B(xi,(Si) olur. yo = x ve y;, = ' olsun.
z, 7" € ridom f oldugundan [z, z'] dogru par¢asini sonlu sapda [yi_1,y;) C
B(w), 950))

(1 = 1,.,0 ve £ < k) dogru parcasina ayirabiliriz. (Genelligi bozmadan
j(i) =i albmabilir. Buradan y;—1,y; € B(x;,0;), (Vi = 1,2,---0). Sekil 2.7)
Boylelikle [y;—1,vy;| de f Lipschitz olur. Ayrica

|f(yi) = fw)l < Lillyioa — uill
< max{L}||yi1 — yill
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oldugundan f [y;_1,yi| de L = {L;} ortak katsayisina gére Lipschitzdir.

1f(@) = f(x)] = |f(yo) = fly) + flyr) — - — fye)]
|f(wo) = fly)| + [ f () = fFly) |+ + 1 f (ye—1) — f (o)

< Lllyo — nll + Lllyr — vol| + - - + Ll|ye—1 — vel|

IN

L||y0 —yzH

olur. Bdéylece kanat biter. m

Sekil 2.7: Alt ortii kullanilarak bir dogru parcasin kiigiik dogru parcalarina

bolme

2.7 Konveks Fonksiyonlarin Birinci ve Ikinci

Mertebeden Tiirevleri

C C R" bostan farkli ve konveks verilsin. Bu kesimde C' kiimesinde
tammh f fonksiyonu (f(x) < 400,22 € () verildiginde bu kiimede f’nin

konveksligi tiirevlenebilirligi arasindaki iligkiler incelenecektir.
2.7.1 Diferansiyellenebilir konveks fonksiyonlar

f nin C de diferansiyellenebilir oldugu kabul edilecektir.
xo € C verildiginde "f , x( da diferansiyellenebilirdir" ifadesinin anlaml

olmasii¢in f nin zy 1n bir komsulugunda taniml olmasi gerekir. Bu yiizden
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C, f’nin diferansiyellenebilir oldugu 2 acik kiimesinin alt kiimesi oldugunu

kabul etmek dogru olacaktir.

Teorem 2.7. f,Q2 C R" agik kiimesinde tanwymly diferansiyellenebilir bir
fonksiyon olsun. C C ) konveks olsun. Bu durumda

(i) f,C de konvekstir ancak ve ancak ¥(xg,2z) € C x C ig¢in

f(@) = f(wo) + (V[ (o),  — o) (2.13)

f,C de konvekstir ancak ve ancak x # xq i¢in (4.1.1) deki egitsizlik saglanar.

Kanit.
(i) f,C de konveks olsun. (zg,z) € CxC vea € (0,1) keyfi olarak alalim.
Konvekslikten

_, flaz+( —aa)xo) — [ (o) < [f(x); f(zo)]
— f (Oz:L‘ + (1 _s)x(]) - f(l'o) < f(l’) _ f(l'O)
. O}L%Lf (CY.T + (1 _;‘)xﬂ) — f(-TO) < f(ZL’) _ f($0)

4

< Vf(xo),x —x0 >< f(z) — f(xg
= f(z) = f(2o)+ < V[(20),2 =m0 >

~—

Tersine x1,22 € C,a € (0,1) alalim; xy := axy + (1 — @)z olsun. Hipoteze

gore
flz1) > f(zo)+ < Vf(zo),z1 — 20 >
flz2) > f(zo)+ < Vf(zo),z2 — 20 > (2.14)
Buradan
af(xr) = af(@e)+ < Vf(xo),a(rr —z) >

(I—a)f(z2) = (1—a)f(zo)+ < Vf(zo), (1 - ) (w2 —20) >
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taraf tarafa toplama yaparsak
af(z) + (1 —a)f(re) = f(zo)+ < Vf(zo), 0wy + (1 — @)y — 20 >

Bu esitsizlikte azy + (1 — a)zg = xo degisikligi yaparsak

(ry + (1 — a)xg) —x9g =29 — 29 =0
olacaktir. Devaminda

af(zy) + (1 = a)f(w2) = fxo)+ < Vf(10),0 >
= f(zo) < af(z1) + (1 — ) f(z2)
az; + (1 — a)zy = xp oldugundan
flazy + (1 — a)z) < af(x1) + (1 — a) f(22)

elde edilir.
(ii) f kesin konveks olsun. zg,xz € C, xy # = ve @ € (0,1) olsun. Bu

durumda kesin konvekslikten

[ (@0 + a(r —x0)) — f(20) < a[f(2) — f(20)]

yazilir. Ayrica f 6zel olarak konveks de oldugundan

< Vf(xo), o+ alz — x9) — 20 >< f(20 + a(x — 0)) — f(0)

= < Vf(xo),alr —x0) >< f(xo + a(x — 20)) — f(0)

Boylelikle
(Vf(x0), alz — x0)) < a[f(x) = f(0)]

ki taraf & > 0 e boliiniirse
(Vf(x0), (x —x0)) < f(z) — f(70)

= f(z) > f(wo) + (Vf(20), (¥ — 70))

Diger yonden 2.14 de kesin esitsizlikten baglandiginda (i) deki yol izlenerek

f nin kesin konveks oldugu goriiliir. m
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Uyar:1 2.2. FEsitsizlik 2.13 olduk¢a dnemlidir. Bu esitsizligi esitlik formuna

dondistiiriirken

f(x) = f(zo) +(Vf(w0), 2 — x0) + 7(20, 7)

(o, +) fonksiyonunun negatif olmamast ve konveks olmasu gerektigine dikkat

edilmelidir .

"Tek degiskenli diferansiyellenebilen bir fonksiyonun konveks olmasi icin
gerekli ve yeterli kogul bu fonksiyonun tiirevinin monoton artan olmasidir."
oldugu biliniyor. Bunun benzeri bir 6zelligi Monoton artanligi cok boyutlu

duruma genellegtirerek verelim.

Tamim 2.22. C C R™ konveks olsun. F : C — R™ génderimi (mapping)
Vo, 2 € C igin
<F(x) ~F(a),z— a:> >0 (<F(x) ~F(a),z— x> > 0)

oluyorsa F' ye monoton, (kesin monoton ) denir.

Teorem 2.8. [1,2,7]f Q C R™ agk kiimesinde diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve C' C Q olsun. Bu durumda f C' de konvekstir [kesin konvekstir/

ancak ve ancak gradyants Vf C de monotondur. [kesin monotondur]
Kanat. Once kesin konveks kesin monoton durumunu gérelim. f kesin

konveks ise x # xq i¢in

f(x) > flzo) +(Vf(20), 2 — 20)
f(xo) > f(z) +(Vf(x),20 — 7)

Bu egitsizlikler taraf tarafa toplanirsa

f(x) + f(zo) > f(xo) + f(z) + (Vf(x) = Vf(20), 20 — 2)
= (Vf(x) =V f(xg),z0—x) >0

bulunur. Yani V f kesin monoton olur.

Tersine (xg,x1) € C x C, Vf kesin monoton ve t € (0,1), t — p(t) =
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f(zy) = f(xo+ t(z1 — o) olsun. ¢ iyi tanwml ve diferansiyellenebilirdir ve

O'(t) = (Vf(zy), x1 — x) oldugundan

)= 0) = (Vf(x) = Vf(xo), 21— 20)
= %(Vf(xt) — V f(xg),xt —x9) >0

!

=9 (t)—¢(0)>0

Iki tarafin t =0 dan t = 1 e integrali alimirsa

1 1

/ [gp’(t) —¢’(0)] dt > / 0dt
= (1) — p(0) — ¢ (0) >0
= f(z1) > f(zo) + (Vf(20), 21 — T0)

olur. Yani f kesin konveks olur. m

. 1
Ornek 2.4. f(z) := 5 (Az,z) + (b,x) kuadratik konveks bir fonksiyon ol-
sun: A simetriktir, A\, > 0 en kii¢iik 6z deger diyelim. Vf(x) = Ax +b

dir. Gergekten

% (Az,z) = %ZAM'(%)? + > Aij(i) ()
= i,j€{1,2,...,n}

j >
1 1
V§ (Az,z) = 2- §;An$z + Z Aij(zi + x5)
i,j €{1,2,..,n}
L F ]

= Az

oldugundan V f(x) = Ax + b olur.
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f(@) = f(wo) = (Vf(2), x — x0)

= 1 (Az,x) — % (Axg, xg) — (Axg, T — 0)

2
1 1

= §<A£L’,$—$Q+l’0> +§(Ax0,—xg+x—x> — (Azg, . — xg) =
1 1 1

= 5 (Az,x — x0) + 5 (A, xo) + 5 (Ao, x — x0)

1 1

~5 (Azg, x) — 5 (2Axg, x — x0)
1 1 1

=3 (Az + Azg — 2Az0, 2 — x0) + 5 (Az, xg) — 5 (Az, x0)
1

=5 (A(z — xg),x — x0)
1

> Sallz = zol* > 0

oldugundan

f(@) = f(xo) + (V[ (2),2 = x0)

elde edilir. Béylelikle f konveks olur. Buradan da V f nin monoton oldugu

crkar.

2.7.2 Diferansiyellenemeyen konveks fonksiyonlar

Onerme 2.23. f € Conv R” ve & € int domf igin asajidaki ifadeler

denktir:
td) —
(1) R">dw— ltif(r)lf(x + t) 1) fonksiyonu (d ye gore ) lineerdir.
(17) x = (1,29, ,x,) olan R™ nin bir tabaninda i = 1,2, --n i¢in SS{ (x)

kismz tirevleri vardar.

(1i1) f, x de diferansiyellenebilirdir.

Kanit. ¢ : ¢t — f(z + td) bir boyutlu fonksiyonun 0 da yar tiirevleri
vardir: (i) deki limitler her d i¢in vardir. (ii) deki taban {by, ba, - - - , b, } olsun.
x =Y bjz; olur.

=1

(@) = (id)]

Ud) = tim L@ H 1) = J (@)

t—0t t
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dogrusal olsun. d = —b; icin

U(=b;) = lm

t—0+t t
g S50
_ lim flz+tb) — f(x)
t—0— t

¢ lineer oldugundan

Boylelikle

lim f(x+th;) — f(x) — im

t—0~ t t—0+ t

olur. Bu da ¢ nin iki yar1 tiirevinin ¢ = 0 da esit oldugu demektir. f nin x

te b; yoniindeki kismi tiirevleri vardir.
[(#17) = (i)]f = te diferansiyellenebilir olsun.

o F@ 1) — f(@)

t—0t t

= (Vf(z),d)

Bu da bu limit fonksiyonun d ye gore lineer oldugunu verir.

[(ii) = (i)|Not: ( Onerme 3.4: 0 olsun. j =1,2,--- ,migin o(x;)+0o(—z;) =

0 olacak sekilde x1, z9, - - , x,, € domo olsun. Bu durumda o, 1, x9, - - -

nin gerdigi alt uzayda lineerdir.)

{b1, ba,---, b,}taban i¢in z te kismi tiirevleri olsun.
t—0 t
f' () yonlii tiirev sublineerdir ve by, - - - , b, de lineer oldugundan. {by, - - -

tabanli uzayda f (z) lineer olur.
[(4) = (¢ii)] f nin  te diferansiyellenebilmesinin bir tanimi

o fatd) - f@)

t—0+ d'—d t

(d ye gore) lineer olmasidir. f  yerel Lipschitz oldugundan
ﬂx+md—ﬂx+wﬂgLﬁw—dw
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lim |f(z+td) — f(:c+td)‘ < nmL(t(d’ —d)( —0

d' —d d' —d
|
d — diken f(z +td) — f(z+td)
olur.
i e ttd) = f@) . flettd) - fz)
t—0+ d' —d t t—0+ t

olur. f nin yonlii tiirevi lineer oldugu verildiginden soldaki limit fonksiyon

da lineer olur. Boylelikle f x te diferansiyellenebilirdir.

Uyar1 2.3. Yukaridaki sonug¢ konveks fonksiyonlarla ilgili ti¢ ilging ozellik
sunar:

i) f nin z 4+ Rd dogrusuna kisitlanisi ,4(t) = f(z + td) disindildiginde;
dy,da, -+ ,d, seklinde n bagimsiz yon oldugundan her bir ¢, t = 0 da
tiirevlenebilirse biitin diger yonlerde de (d € R) 4(t) tirevienebilir.

it) Bu radial diferansiyellenebilme ozelligi f nin x te global (yani Fréchet)
diferansiyellenebilmesini garanti eder. Bu da temel olarak f nin Lipschitz
ozelliginden gelir.

iit) f, x in bir komsulugnda konveks ve diferansiyellenebilirse bu durumda
V[ x testreklidir. Boylelikle eger €2 agik konveks kiime ise asagidaki denklik

konveks f i¢in saglanar.
f Q da diferansiyellenebilir < f € C'(Q)

Bir fonksiyonun diferansiyellenebilecegi en genis kiime, tanim kiimesinin
icindedir. Aslinda H.Rademacher’a (1919) dayanan bir sonug €2 agik kiimesinde
yerel Lipschitz bir fonksiyonun 2 nin hemen hemen her yerinde diferansiyel-
lenebildigini soyler. Konveks fonksiyonlar da yerel Lipschitz oldugundan

asagidaki sonug yazilir.

Teorem 2.9. [10,12] f € Conv R™ olsun. int domf in f nin diferansiyel-

lenemedigi noktalardan olusan alt kiimesinin (Lebesque) él¢iimi 0 dar.
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2.7.3 Ikinci mertebeden diferansiyellenebilme

Bir konveks fonksiyonun tanimanin en kullanigh kriteri, ikinci tiirevleri
kullanir. Bir fonksiyon konvekstir ancak ancak [z, '] dogru parcalarina kisit-
laniglar1 konveks ise. Boylelikle durumu bir boyutta incelemek yeterlidir. Bu
dogru parcalari, x merkezli ve d yoniinde parametrize edilirse: f nin konveks-
ligi t — f(z + td) nin konveksligine doniigiir. Bu durumda son fonksiyonda

ikinci tiirev almak yeterli olacaktir.

Teorem 2.10. f Q C R" agik konveks kiimesinde iki kere diferansiyel-
lenebilir olsun. Bu durumda

(i) f Q da konvekstir ancak ve ancak her xo € Q icin V2 f(xq) pozitif yary
tanimlidar.

(i3) Her mo € Q igin V2 f(xo) pozitif tamvmh ise f, Q da kesin konvekstir.

Kanit. o € Q , d € R" ve zy + td € Q olacak sekilde ¢t € R verildiginde
xy = xg +td ve ¢(t) := f(x) = f(z +td)

alimacaktir.Boylece
¢"(t) = (V?f(z;)d, d) olur.

() f  § da konveks kabul edilsin; d # 0 i¢in (z9,d) € ©Q x R olsun.
Bu durumda ¢, I = {t € R: 2z +td € Q} agik araliginda konvekstir. Her
tel>0ic¢in0 < ¢"(t) = (V:f(z)d,d) ve V*f(zo) pozitif tammh olur.
Diger taraftan [zg,z;] C Q almirsa d := x; — x ve V2f(x,) pozitif yar
tamumh (yani ¢ € [0, 1] i¢in ¢”(¢) > 0) olsun. Bu durumda ¢, [0, 1] de kon-
vekstir (yani f [xg, 2] arahginda konvekstir). zg, 7 € Q keyfi segildiginden
kanit biter

(77) f nin € da kesin konveksligini gostermek i¢in V f nin 2 da kesin monoton
oldugunu kanitlamak yeterlidir. z; # x¢ i¢in [xg,z1] C Q ve d =z —
olsun. Ortalama Deger Teoremi ¢’ ye uygulanirsa ¢’, [0, 1] de diferansiyel-

lenebilir oldugundan

1"

¢'(1) = ¢(0) = ¢ (1) = (V*f(z)d,d) > 0
oldugundan V f kesin monoton olur; f €2 da kesin konveks olur. m
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3 SUBLINEER FONKSIYONLAR

3.1 Giris

Klasik gercel analizde en basit fonksiyonlar lineer olanlardir. Konveks
analizde lineer fonksiyonlardan sonra gelen basit konveks fonksiyon tiirii (afin
fonksiyonlar diginda) sublineer fonksiyonlar olacaktir.sublineer fonksiyonlarin
incelenmesinin gerekliligini ortaya koyan ii¢ temel ifade verelim.

1- Lineerligin Bir Genellemesi Olarak Sublineer Fonksiyonlar:

¢ : R™ — R fonksiyonu V (z1,22) € R" x R" ve (t1,%3) € R x R igin

¢ (tlllfl -+ t2$2) = tlg (x1> + t2€ (IQ) (31)

esitligini sagliyorsa ¢ fonksiyonuna bir lineer fonsiyon veya R" iizerinde bir
lineer form denir.
Benzer gekilde sublineer fonksiyonun tanimi soyle verilebilir.

o : R" — R fonksiyonu V (z1, z3) € R” x R™ ve (t1,13) € RT x RT i¢in

g (tll'l + tgxg) S th' (%1) + t20- (332) (32)

oluyorsa ¢ fonksiyonuna sublineer fonksiyon denir.

Ik olarak 3.2’deki "kiiciik-esit "likteki esitsizlik sublineerlik kavramini boz-
madan o’nun sonsuz degerini alabilmesine izin verir. 3.2'nin, 3.1’den daha
zayif bir kogul oldugu agiktir. 3.2’deki esitsizlik t; + to = 1 durumunda da
saglandigindan lineer fonksiyonlarin genellestirilmesi olan sublineer fonksiy-

onlar ayn1 zamanda konveks fonksiyon da olurlar.

Uyar1 3.1. 1) Her lineer fonksiyon ayni zamanda sublineerdir. Ciinki (t1,t3) €
R? yerine (t1,t5) € (RT)? alimarsa bu goriilir.
2) Tanymdaki "sub" takise ” <7 isaretinden gelir.

3) Sublineer fonksiyonlar, en basit agikar olmayan konveks fonksiyonlardar.
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Bunun neden boyle oldugunu birazdan ag¢iklayacagiz. Bunlarin epigraflar:

konveks konilerdir.

2-Sublineer Fonksiyonlarla Konveks Fonksiyonlara Tegetsel Yaklagim:
Bir f : R" — R fonksiyonun bir z € R"de diferansiyellenebilmesi demek
f(z+h)— f(z) farkina 1. mertebeden yaklagan ¢, lineer fonksiyonun var

olmas! demektir, yani

fx+h)—=f(z)="L:(h)+o([|A]]) (3.3)
olan bir /,dogrusal doniisiimii var demektir.

Bu x bir d yoniinde degisirken

fle+td) = f(x) = Lo(td) + o([[td]])
= tx(d) + to([[td]])

olur. Buradan ¢t — 0 i¢in ¢ () — 0 olmak {izere her ¢ # 0 i¢in

fz+td) — [ (x)
t

=L, (d)+e(t)
elde edilir.
Geometrik olarak graf (f)'nin (x, f (z)) € R" x R’de teget hiper diizlemi
vardir ve bu hiperdiizlem h — f () + ¢, (h) afin fonksiyonunun grafigidir.
f sadece konveks ise grafigin teget hiperdiizlemi verilen (z, f (x))’de ol-
mayabilir. Fakat uygun kabuller altinda f(x + h) — f (z)’e bir sublineer

fonksiyonla 1. mertebeden yaklagilabilir: Yani

fe+h) = f(x) =0 (h)+o(lhl])

h — o, (h) sublineer fonksiyonu vardir.

Geometrik olarak gr (o) artik bir hiperdiizlem degil bir konidir ve gr (f)’
e tegettir. Buradaki teget degimi: konilerin teget olmasi anlaminda anlagila-
caktir.

Bir fonksiyon diferansiyellenebilirse bir lineer tegete sahiptir ve fonksiyon
konveks ise bir sublineer tegete sahiptir diyebiliriz. Sekil 3.1 de diferansiyel-

lenebilen ve konveks fonksiyonlarin grafigi vardir £,’in grafigine z’de ¢izilen

36



teget L dogrusu iken o,’in grafigine z’de ¢izilen teget ise Si, S 1smlarindan

1 5

olugmustur.

| with x R | w+h x
Tefetsal linearik Tefetsel sublineerik

Sekil 3.1: Iki teget kavram

3-Kapali Sublineer Fonksiyonlarla, Kapali Konveks Kiimelerin Bire-bir
Karsilik Getirilmesi:

(R", (-, -)), Oklid uzaymda bir ¢ lineer formu bir s € R" vektoriiyle temsil
edilebilir. Yani Vx € R" igin

l(z) = (s,x) (3.4)

olan ds € R™ vardir. Lineer fonksiyonla ilgili bu esitlik 3.1 deki egitlikten
daha geometrik ve ayni oranda kesindir.

Oncelikle () # S C R™ bir kiime olsun. g : R* — R U {400}

os (z) :==sup{(s,x) : s € S} (3.5)

olarak tanimlanan fonksiyon sublineerdir. Bu fonksiyona S’nin destek fonksi-
yonu denir. S smirli oldugunda onun destek fonksiyonu da her yerde son-
ludur. S smirsiz ise og, +00 degerini alabilir. g alttan yar1 siirekli bir
fonksiyondur. Ayrica og’in S’nin kapaniginin ve S’nin kapali konveks zarfinin
destek fonksiyonu oldugu da kolayca goriilebilir. Bundan dolay1 sadece bog
olmayan kapali konveks kiimelerin destek fonksiyonlarini incelemek yeterlidir.

Burada ana sonug, S — o eslemesi 1-1 ve 6rten olmasidir. Bir alttan
yart siirekli (yani kapali) sublineer fonksiyon bog olmayan kapali konveks bir
kiimeyle tek olarak belirlenen bir destek fonksiyonudur. Boylece bir ¢ lineer

fonksiyonu nasil ki R" de bir s vektorii ile Vo € R™ igin ¢(z) = (s, z) bi¢iminde
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tek olarak belirlenebiliyorsa bir alttan yar: siirekli o sublineer fonksiyonu da

R"nin kapal konveks bir () # S C R" kiimesiyle Vo € R" i¢in
o(r) = og(x) =sup{(s,z) : s € S}

biciminde tek olarak belirlenebilir. Ozel olarak ¢ sublineer fonksiyonu lineer
ise S’yi lineer fonksiyonu belirleyen s € R"™ olmak iizere; S = {s} tek nokta
kiimesi olarak alinabilir.

R"nin bog olmayan kapali konveks alt kiimeleriyle, kapali sublineer fonksi-
yonlarin bu eglemesi, bu tiir fonksiyonlarin ¢alisilmasinda geometrik yorum-
lar acisindan cok yarar saglayacaktir. Ozel olarak kapali konveks kiimeler
tizerindeki kesisim birlesim vs. iglemleri uygulayarak elde edilen yeni kon-
veks kiimelere kargi gelen yeni destek fonksiyonlarinin nasil elde edilecegini

de gorecegiz. Bu yapilara gore
S — oy

bir izomorfizma olacaktir.

Bu boéliimde bu ii¢ ifadenin dogrulugunu gosterecegiz.

3.2 Tamm ve Ozellikler

Tanim 3.1. 0 : R" — RU {400} bir fonksiyon olsun. Eger o konveks ve

pozitif homojen (1. mertebeden) yani o € convR"™ ve Vo € R™ ve t > 0 i¢in
o (tz) =to (x) (3.6)
ise o 'ya sublineer fonksiyon denir.

Uyar1 3.2. Denklem 3.6°deki esitlik yerine egitsizlik alinmasi pozitif homo-
jenlik i¢cin yeterli olacaktir: Bir o fonksiyonu homojendir ancak ve ancak

Ve e R" vet >0 i¢cin

o (tx) <to(x) (3.7)
dar.
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Aslinda 3.7 varsa (tx € R",t~! > 0)

o(x) = ot z) <t 'o(tz)

= to(z) <o(tz)

olur.3.7 ile iistteki esitsizlik ise to (z) = o (tz) oldugunu yani o’nun pozitif
homojen oldugunu gosterir.

3.6’den o (0) = to (0) oldugunu gikarabiliriz. Bu ise o (0) igin iki olasilik
birakir o (0) = 0 veya 0 (0) = +oo dir. Fakat, kargilagacagimiz ¢ogu sub-
lineer fonksiyonlar i¢in o (0) = 0 olacaktir. Konveks fonksiyon tanimidan
o’nun en az bir noktada sonlu olmasi gerekir (Yoksa domo = () olur). =z
bu noktalardan biri ise o () < +o0 iken ¢ > 0 i¢in to (z) = o (tz) < 400
olur. Yani x € domo icin tx € domo olur. Boylece domo, bir konidir.
Ayrica o konveks oldugu i¢in domo konveks olmalidir. Kisaca domo konveks
bir konidir. ¢ konveks oldugundan o’nun ridomo’ya gore siirekli olduguna
dikkat edilmelidir. dome’nun smir 1ginlarinda (0’1 da kapsayan) siireksizlik
goriilebilir.

Bir sonraki sonug¢ sublineer fonksiyonlarin bir geometrik karakterizas-

yonudur.

Onerme 3.1. 0 : R" — RU {400} fonksiyonu verilsin.
o sublineerdir <= epi(c) C R" x R konveks konidir.

Kanit. (=)o sublineer olsun. o konvekstir dolayisiyla epi(o) konvekstir.
Simdi epi(o)’nin koni oldugunu gosterelim. ¢t € R* ve (z,7) € epi(co) olsun

o(x) < r dir. Her iki taraf ¢ ile garpilirsa
to(z) = o(tz) < tr

olur ki bu

t(z,r) = (tx,tr) € epi(o)
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demektir. Yani epi(o) konidir. Boylece epi(o) konveks konidir.
(«<)epi(o) C R™ x R konveks koni olsun. Oncelikle o konvekstir ve V¢ > 0
icin
(z,0(x)) € epi(o) = (tz,to(x)) € epi(o)
olacagindan o(tx) < to(x) elde edilir ki bu ¢’nin pozitif homojen olmasini
verir. Boylece o sublineerdir. m
Analizde bir diger énemli kavram alt toplamsalliktir (subadditivity): o

fonksiyonu igin

o(x1 4+ x2) <o (1) +0(22) V(21,79) € R" x R” (3.8)

varsa o’ya alttoplamsaldir denir.bu esgitsizligin 3.2’den farkhihgina dikkat
edin. Burada da esitsizlik RU{+o00} i¢in anlagilmahdir. Pozitif homojenlikle
beraber iistteki onerme sublineer fonksiyonlarin bir diger karakterizasyonunu

(analitik) verir.

Onerme 3.2. [8,16jc : R" — RU {+oc}, 0 dzdes olarak +oo olmasin. o

nin sublineer olmasi i¢in gerek ve yeterli kosul
[ (tll’l + tQCL’Q) S t10' (C(]l) + tQO' ([Eg) Vl’l,l‘g € R"™ ve t17t2 >0
veya o 'mn pozitif homojen ve alttoplamsal olmasidar.

Onerme 3.3. [12,16/Eger o sublineer ise
o(x)+o(—z)>0VzreR" (3.9)

Sublineer olmak i¢in pozitif homojen bir fonksiyon ayni zamanda alttop-
lamsal da olmak zorundadir. (Tanim 3.1’de konvekslik yerine) Sonrasinda za-
ten konveksligi saglamig olur. Sekil 3.2 simdiye kadar gordiigiimiiz fonksiyon
siniflar1 arasindaki iligkileri 6zetler. Konveks ve alttoplamsal bir fonksiyon

sublineer olmak zorunda degildir: f (z) =1 ’i diigiiniin.

Benzer sekilde sublineer fonksiyon ne zaman lineer oldugu da sorulabilir.
Esitsizlik 3.9 lineer fonksiyonda esitlik olarak saglanir ve sonraki sonu¢ bunun

tam olarak lineerlikle sublineerlik arasindaki fark oldugunu gostermelidir.
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Pozitif

Homojen
=
I @ |Sublineer| £ |
. = <
| — = |
. o . o
V8 | I |
\ - I
T D SR

Sekil 3.2: Fonksiyon simiflar1

Onerme 3.4. [12,16]0 sublineer olsun ve 1, ..., T,, € domo igin
o(x))+o(—z;)=0, j=1,..m (3.10)
saglansin. Bu durumda o, {x1, ..., 2} tarafindan gerilen altuzayda lineerdir.

Bu sonug sayesinde soyle bir altuzay tanimlanabilir:
U={x€eR":0(x)+0(—x)=0} (3.11)
Bu altuzayda o lineerdir. U’ya bazen o dogrusallik (linearity) uzay: denir.

U # 0 = 0(0)=0dwr. (U={0} olsa bile)
(x € U= 0=0(x)+o0(—z)>0c(0) >0 oldugundan

U = {0} = 0=0(0)+0(-0)>0(0)>0 = o(0)=0)

Bu kavramda ilging olan geometrik yorumudur. Eger U NV = {0} olan
bir V' alt uzay1 varsa, tammmdan o (z) + o (—z) > 0 V(0 #)z € V. Bu ise
eger 0 # d € V ise o d vektorii dogrultusundan V-geklindedir: ¢ > 0 igin,
o(td) = at ve o(—td) = Pt olacak sekilde o, € R U {+o0} vardir ve
a+f >0dr. a+ [ =0 ancak d € U olur ise gergeklegir. (Sekil 3.3’
bakin). d’nin normu 1 ise o+ 5 ya d dogrultusunda ¢’nun dogrusallik eksigi
diyebiliriz: d dogrusuna kisitlandiginda o’nun grafigi bir a¢1 yapar; sonlu ise

a + 3 sayist bu aginin ne kadar genig oldugunu olger.
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Rl’l

Sekil 3.3: Bir sublineer fonksiyonun dogrusallik alt uzayi

Sekil 3.3’de gro’nun sadece U’da degil U'nun 6telemelerinde de hiper-
diizlem oldugu goriilityor: o’'nun {y}+U ya kisitlanmus hali y sabitken afindir.

Bu bir sonraki sonugtan gelir.

Onerme 3.5. o sublineer olsun. Eger x € U ise yani
o(x)+o(—z)=0 (3.12)

bu durumdan

o(z+y)=0c(x)+o(y) Yye R" (3.13)

olur.

Kamt. o(x+vy) < o(x) + o(y) (alttoplamsalliktan) y = z +y — x

oldugundan

olur. Boylece kanmit biter. m

3.3 Sublineer Fonksiyon Ornekleri
Ornek 3.1. 0 # K konveks koni ise gisterge fonksiyonu

. 0 s;zekK
ig (x):=
+oo jx ¢ K
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K konveks ise ix 'min konveks oldugunu biliyoruz. Ayrica her x € K wve
t >0 dginig(z) =ik (tr) =0 = ik (tr) = tix () oldugundan iy pozitif

homojendir. Bu durumda ix sublineerdir.

Ornek 3.2. 0 # K konveks koni olsun.Bu durumda
dg (x) = inf {|ly — zf|[ - y € K7}

ile tanwmly x’in K konisine uzaklhk fonksiyonu da sublineerdir. Gercekten: K

konveks oldugundan dy konvekstir. Ayrica t > 0 i¢in

di (tr) = inf{[[ly —tz||]: y € K}
= inf {|[lty — tzfl] : ty € K7}
= tinf{|lly — x| : ty € K}
= tinf{[|ly — (]| : y € K}
= tdg (2)

olur boylece dg pozitif homojendir.

Ornek 3.3.

—2v/&n 6, >0

+o00 ; diger durumlarda

o(z)=0(&n) =

ile tamaml o : R*> — RU {400} fonksiyonu sublineerdir. t > Oigin

o (tx) = o (t&, tn) == —2VEn & 20 = to (v)

+00 i diger durumlarda

oldugundan pozitif homojendir. Ayrica
1 = (§,m1) , 19 = (&5,m9) € R%0lsun. &;,n1,&, veya ny den biri negatif
ise o (x1 + x9) < o (x1) + 0 (x2) = 400 saglanwr. Hepsi pozitif ise

(VEmns — &m) >0
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Eng + Eny > 24/&Em e

Ein1 + E4ma + Ena + Ena > Ena + 2/ Emang + Eona
(&, +&) (ny+ng) > < Eny + §2n2)

V(& + &) (n+n2) > VEng + /Ema

—2/(& + &) (m +n2) < =2¢/Emy — 2¢/Eomy

o (& +&,m1 +n2) <o (§,m1) + 0 (&y,n2)

o(z1+x3) < o(x1) + 0 (x2)

A R

olur. Yani o alttoplamsal olur. Béylece o sublineerdir.

Ornek 3.4. R" iizerinde bir |||-||| normu  asaindaki kosullar saglayan
R™den [0, +00) ’a bir fonksiyondur.

i) lllz||| = 0 ancak ve ancak x = 0

i) |[tzll] = [¢] [[|z]|] Vo € B" vet € R

iit) [[|lzy + wol[| < [llzalll + [lz2ll] V (21, 22) € R* x R"

Il (0 disinda) pozitif ve sonlu sublineer bir fonksiyondur. Yz igin ||—z||| =
|||z]|| oldugundan simetriktir. Hicbir dogru tzerinde dogrusal degildir: 3.11°

deki U altuzayr sadece {0} ’dan olugur.

Ornek 3.5 (KUADRATIK SEMI-NORMLAR ). Q : R* — R" Q bir
simetrik pozitif yar: tanwml operator ve f : R" — R, f(x) = 1/(Qx, )
olsun. f’nin konveksligini dogrudan géstermek biktiricy bir istir. Bu is i¢in
alttoplamsallik ve Cauchy Schwarz esitsizligi kullanilabilir.)

Eq = {z € R" : (Qz,z) < 1} kiimesini kullanarak f asagudaki gibi elde
edilebilir.

f(z) = inf{A>0:(Qu,z) <2} =inf{\ > 0: <Q§, §> <1}

= inf{/\>0:%EEQ}:in{)\>O:x€/\EQ}

buradan f nin konvesligi dolayiswyla sublineerligi gosterilebilir.Eq, f ve f? =

(Q(+), ) 'nin bir alt seviye kimesidir. R", R" = ker@ & ImQ bigiminde

44



ayristiriirsa Eqile Im Q) 'nan kesisimi merkezi origin olan Eqeliptik kiime-

sidir. Eq, asimtotik konisi ker Q) alt uzay: olan Eq + ker Q) silindiridir.
Q pozitif tanmamhdir <= ker Q = {0} <= Eq kompakttur.

Diger taraftan f sonlu, negatif olmayan, simetriktir, ¢iinki Eq, orijin merke-
2lidir ve f, Eq 'nun ker Q asimtotik konisi tizerinde sifirdur. Q) pozitif tanimb
ise f normdur.

Eq — f doniisiimii sublineer fonksiyonlarin i¢inde énemlidir.

o g(z,y) = /(z +y)2 = /22 + 2zy + 3?2 verilsin. Q = icin
11

11 —x

¢ (@.5) = Q). (.9)) [a o]
1 1] |y

ker@ = {(z,y) : y = —x} dir. )

mQ={Q || sy e®r=(|" Y| @y e
y o+

oldugundan Im@Q = {(z +y,z +y) : y = 2} = {(\,A) : A € R} =

{(z,y) : = = y} olur.

Eq = {(z,y): (x+y)* <1}
= {(z,y) :lz+y[ <1}
= {(z,y): -1<z+y<1}
= {(z,y):—v-1<y< —a+1}

olarak bulunur buradan

Eq = EQﬂImQ
= {AN:AeRin{(z,y) - [z +y| <1}

= (AN RN ST = (AN A < 5)

= (AN Ae 5D

elde edilir. Bunlar gekil 3.4’de goriilmektedir.
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g(x y) =4/(x+y)*

Sekil 3.4: Kuadratik semi norm

3.4 Minkowski Fonksiyoneli

Tanim 3.2. S C R", kapalv konveks ve 0 € int(S) olsun.
7s: R" = R, v4(x) =inf{A > 0: 2z € \S}

fonksiyonuna Minkowski (Gauge-Ayar) fonksiyoneli denir.x € A\C' olan hi¢bir
A > 0 yoksa v (x) = +o0 olur.

Bu fonksiyon ilk olarak 1911’de Minkowski tarafindan tanimlandi. S
kiimesi bazi durumlarda sadece konveks bazi durumlarda da kompakt ve
konveks alinmasina kargin burada S kapali konveks olarak alinacaktir.Ayni
zamanda S kompakt ise bu fonksiyonel sonlu ya da sonsuz boyutlu lineer
uzaylarda norm elde etmeye olanak saglar ve bu durumda n boyutlu uzayda
74’1l gozlimiizde s6yle canlandirabiliriz: = # 6 bir nokta olsun. 6’1 x’e bir-
lestiren Ry, 1511 S’nin sinirini bir zy noktasinda keser. Bu durumda sekil
3.5'de goriilecegi iizere x = yg(z)xo Ve yg(z) = % olur. Boylece v4'yi
S’nin uzaklik fonksiyonu olarak diigiinebiliriz. Ciinkii 6’1n xy’a olan Euclid

uzakligim 6’1 x’e birlestiren Ry, 1511 boyunca "S’ye gore 1 birim" alinirsa,

S’ye gore temel birim uzaklik dogrultuya gore degisecektir.

46



R, X
X= gS(X)XXO

%o

©

Sekil 3.5: Minkowski fonksiyonelini bir kiimeden olusturma

Genel durumda ise geometrik olarak epi(yg) asagidaki bigimde elde edilir.
S C R"yi R" x {0} da S x {0} kiimesi olarak diigiiniip, 1 birim yukar
R™ x {1} hiperdiizlemine tagiyalim.Olusan S x {1} kiimesiyle iiretilen koni
v¢'nin epigrafidir. y¢’de bu koninin altsinir fonksiyonudur. Bu sekil 3.6’da

gosterilmektedir.

Sekil 3.6: Minkowski fonksiyonelinin epigrafi

Teorem 3.1. S C R™ konveks ve 0 € int(S) olsun. Bu durumda S kiimesi

i¢in tanmamlanan Minkowski fonksiyoneli Vx,y € R™ i¢in asagidaki ozellikleri
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saglar.

a) y(x) =0
b) Vo > 0 igin y(ax) = ay(zx)

c)v(x+y) < v(w) +(y)

d)

v(z) < 1 <= x €int(S)
v(z) = 1 <= x €09(9)

y(r) > 1 <= x € R"\S

Kanit. a) v fonksiyonunun tanimlamsindan agiktir.

b)a = 0 ise esitlik saglanir. « # 0 olsun.
Y(ax) =inf{a > 0:ax € aS} =inf{la >0:z € gS}
esitliginde ¢ yerine o’ alinirsa (a, @ > 0 oldugundan @’ = £ > 0 dur.)
y(ar) = inf{ad :x € gS} =ainf{a' >0:2 € dS}
= ay(x)

elde edilir.
d) =z € int(S) olsun. Bu durumda x + U C S olacak gekilde 3U € N(0)

vardir. ex € U olacak sekilde e > 0 vardir. Buradan

(l+e)r=x+execx+UCS

dolayisiyla
Y(1+e)z) <1

olur.(b) gikki kullamlarak

elde edilir.
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Tersine y(x) < 1 olsun. Bu durumda v fonksiyonunun tanimlamsmdan £ €
olacak gekilde Ja € (0,1) vardir. 0 € int(S) # 0 oldugundan ri S = int S ve
Onerme 2.4’den

z=(1-a)+ a(g) € int(S)

olur. Boylece int(S) = {z : v(z) < 1} olur.
x € 95 olsun. 0 € int(S) oldugundan énerme 2.4 geregi Vo € [0, 1) igin

ar+ (1 —a)0 = azx € int(9)

olur. O halde vy(azx) = ay(z) < 1 oldugundan v(z) < 1 elde edilir. = € 9S
oldugundan = ¢ int(S) olur. O halde y(z) > 1 dir. Dolayisiyla vy(z) = 1
elde edilir.

Diger taraftan y(x) = 1 olsun.x € R™\S oldugu kabul edilsin. Bu durumda
B(z,e) C R"\S olacak sekilde ¢ > 0 vardir. z(1 — £) € R"\S oldugundan
z(1—5) ¢ S olur. Dolaysiyla y(x(1 — 5)) > 1 olur. Bu ise

> 1

>
(@) 2 — £
celigkisini verir; x ¢ R™\S dir. y(x) # 1 oldugundan = ¢ int(S) dir.z € 99
elde edilmis olur. Buradan 0S = {z : y(z) = 1} olur.

Bu iki ¢ift gerektirme beraber ele alinirsa

v(z) <1 <= x € int(9)
_
v(z) =1 <= x € 9(95)

Yz) < 1 & z2€8

verir. Buradan

Y(z) >1 < x e R"\S

olur

c) e >0vex,y e R" verilsin.

v(z) <71p <y(x) +€
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ve
Y(y) <ry <v(y) +e

olacak sekilde r,, r, sayilar secilsin. Bu durumda

’Y(a) <1

dolayisiyla -= € S olur. Aym sekilde

W(E) <1
oldugundan % € Solur. r =r, +r, olsun. S konveks ve = + £ = ]
oldugundan
THY T Y g
r (A A

olur. O halde v(*) < 1 dolaywsiyla (b) sikkindan y(z +y) < r =7, + 1,

olur. r, ve r, elemanlarinin secilisinden

IN

v(z +y) Ty 4Ty

IN

() +e+(y) +e

= (@) +(y) + 2

olur. € > 0, z,y keyfi secildiginden Vz,y € R" igin

Y@ +y) <v(z)+(y)
elde edilir. =

Teorem 3.2. S orijini iceren kapali konveks bir kiime olsun. Bu durumda
i)yg fonksiyonu negatif olmayan kapalr sublineer bir fonksiyondur.

ii) S'nin asimtotik konisi Sy olmak tzere
Vr € RY igin {z € R" : yg(x) <1} =71S ve {x € R" : y4(z) = 0} = S
iii)yg her yerde sonludur ancak ve ancak 6, S nin i¢ noktasidur.

Kanit. i)y¢'nin negatif olmadigini tistteki teoremin (a) sikkindan bil-
inmektedir. Ayni zamanda 7y¢'nin bu teoremin (b) sikkindan pozitif ho-

mojen (c) gikkindan dolay1 da alt toplamsal oldugu igin sublineer oldugu
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aciktir.Kapaliligina ilerde doniilecektir.

ii)f € intS olsun. Vz # 0 igin z. = = € C olacak gekilde ¢ > 0

[l

vardir.Teorem 3.1 (d) stkkindan yg(z.) < 1 olur.

] kdl ]

o) = v (1) = ol oy < 12

9

z||

)

ve 75(0) = 0 oldugundan Vo € R™ i¢in 0 < yg(z) < olacak sekilde ¢ > 0
vardir. Dolayisiyla ¢ sonlu bir fonksiyondur.
Diger taraftan -y ¢ her yerde sonlu oldugunu kabul edelim. Siireklilikten dolay1

~¢'nin birim yuvardaki goriintiilerinin bir iist simir1 L > 0 olsun.

sl S1=7s5(@) S L=ys(7) 1= T €S
ve H% - ” = @ < % oldugundan B(0, %) C C olur.Bu sebeple 0 € int(.S)
olur.

iii)S kapali oldugundan ve teorem 3.1’in (d) sikkindan {z € R" : y4(z) <
1} = S = S olur. r > 0 i¢in pozitif homojenlikten

{reR":y5(z) <r} = {2eR":94(7) <1} = {rz eR":74(x) <1}
= r{z e R":v4(x) <1} = rS

esitligi ¢ikar. r keyfi secildiginden Vr > 0 igin
{r eR":y4(z) <r}=1rS

kanitlanmig olur.

r € S icin Sy = N 2=2dir. 0 € S oldugundan S, N9 = N2 olur.
t>0 *t >0t

t>0 U

t>0icinr = % degisikligini yaparsak S, = ﬁo rS olur. rS yerine egiti olan
r>

{r € R": y4(z) < r} yazarsak

Seo = Qo{x eR":v4(x) <7}

= {z eR":v4(z) <0}
olur. Diger taraftan Vo € R" igin v¢(z) > 0 oldugundan
Seo = {z €R" : y4(x) = 0}
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esitligi elde edilir.
i)[kapahlik] Simdi ¢'nin kapal oldugu gosterilecektir.

Si(ys) ={z€R":yg<1} =5
alt diizey kiimesi kapali oldugundan Vr > 0 i¢in
Sr(ys) ={z €R":yg<r}=rS

alt diizey kiimeleri de kapali olur. Ayrica r = 0 i¢in 7S = {0} tek nokta
kiimesi kapahdir. r < 0 icin ise alt diizey kiimeleri bostur dolayisiyla ka-
palidir. Tiim alt diizey kiimeleri kapali oldugundan ¢ kapali bir fonksiyon
olur. m

"S kompakttir <= S, = {0} dir" oldugunu biliyoruz. Ustteki teo-

remde (iii)’nin bir sonucunu verelim.
Sonug 3.1. S kompakttir <= Yz # 0 i¢in yg(x) > 0 dor
Kanit. Ustteki teoremin (iii) stkkindan S, = {z € R" : y4(z) = 0}dir.
S kompakttir <= S, ={zr € R":v4(x) =0} = {0}
< Vo #0igin v4(z) #0

¢ negatif olmayan bir fonksiyon oldugundan bu da "Vz # 0 i¢in y¢(z) > 0"

ifadesine denktir. =

Ornek 3.6. Q pozitif yar, tanaml olmak iizere f : R® — R, f(2) = 1/{Qx, x)
fonksiyonuna quadratik semi-norm demistik. Bunu genellestirebiliriz. g €
ConvR"™, g negatif deger almayan ve 2. mertebeden pozitif homojen bir
fonksiyon olmak tizere f(x) = \/m konveks fonksiyondur.

Gergekten S1(g) = {z € R" : g(x) < 1} = C olmak dzere

fl@) = V() =inf{A >0:/g(x) <A} =inf{\ > 0: g(z) < A2}
- inf{>\>0:%eSl(g)}:inf{)\>0:§€C}
= Yc(z)
f, C Ekapalr konveks ve oryjini bulunduran kiimenin ayar fonksiyonudur.
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Minkowski fonksiyonelleri, kapali sublineer fonksiyon ¢rnekleridir. Subli-

neer fonksiyonlar kapali olmak zorunda degildir. Ornek olarak

0 y>0
h:R?* =R, h(z,y) = x| y=0
+oo Yy <0

alalm. h sublineerdir fakat kapali degildir. h’1 kapali yapmak icin Vx € R
i¢in h(z,0) = 0 tanimini yapaliy1z.

Bir ¢ sublineer fonksiyonunun kapanigini ya da denk olarak alttan yar:
stirekli zarfin1 alirsak

clo(x) := limo(x) (3.14)

ile tanimli yeni bir fonksiyon elde ederiz. Bu fonksiyon kurulugundan ka-
palidir, konvekstir (6nerme 2.12) ve pozitif homojendir (3.14).

Sublineer fonksiyonu kapali yaparsak, siiphesiz kapalidir ve sublineerligini
korur.

Kapali sublineer fonksiyonlarin sinifi, sublineer fonksiyonlar sinifi i¢inde
oldukc¢a 6neme sahip bir simiftir. Aslinda c¢alismalarimizi kapali sublineer
fonksiyonlar simifina kisitlayacagiz. Bunun nedeni: o kapali sublineer bir
fonksiyonsa Vz € domo igin

0(0) < limo(tx) =0

t—0t

dolaysiyla o(0) = 0 dir ve domo # () olur. Diger bir gozlemimizde o kapali
sublineer fonksiyonu o’ asimtotik fonksiyonu ile ¢akigir. Yani o kapali ve
sublineer ise 0 = o/ dir. Gergekten kapali sublineer fonksiyonlarin asim-
totik fonksiyonu kendisidir. Ozel olarak ¢ her yerde sonlu deger aliyorsa o

Lipschitz dir ve en iyi lipschitz sabiti
L =sup{o(d) : ||d|| = 1}

dir.
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3.4.1 Minkowski fonksiyoneli 6rnekleri

Ornek 3.7. Koseleri (1,41) ve (—1,%1) olan S karesinin Minkowski fonksiy-
onelini bulalvm:

Sekil 8.7’de S kiimesi dorde bolinmigtir. (x,y) € I = {(x,y) : © > 0 ve
—x <y <} ise Ry, 15 karenin sag dik kenarma (1,v0) da keser.S’yi x

ile genigletirsek (x,y) noktast xS ye ait olacagindan

vs(x,y) =inf{\: (z,y) € AS} ==z

olur.
Nl A
N 1 e )
m[\S 4y
£ ‘07yo)
-1 1 X
g\
7N
)
/
s WV AR
.......................... X. .g..‘......

Sekil 3.7: Bir karenin Minkowski fonksiyoneli altinda (x,y) € I noktasinin

degeri
(z,y) € II ={(z,y):y>0ve —y <z <y} ise
vs(@,y) = nf{A: (z,y) € AS}
= inf{\: (z,y) e \S=yS} =y
olur.

(x,y) € IIl ={(z,y):x<0ve —x<y<uzx} ise

vs(z,y) = inf{\: (z,y) € A\S}
= inf{\: (z,y) € \S = —aS} = -z
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olur.

(z,y) € IV ={(z,9):y<0ve —y <<y} ise

vs(x,y) = inf{\: (z,y) € \S}
= inf{\: (z,y) € \S = —yS} = —y

olur. Béylece Ry (y,) 1511 S 'nin dikey kenarlarindan birini kesiyorsa
vs(x,y) = |x| ve Ry ny) s S'nin yatay kenarlarimdan biring kesiyorsa
vs(z,y) = |y| olur.Yani S kiimesini |x| (veya |y|) kadar genislettigimizde
(x,y) € |x| S (veya (z,y) € |y|S) olur. Sonucta

vs(®,y) = maks{lz], |y} = [|(z,9)ll

olur.

[l _ Vz2+y?

(3707:’/0)”6 - \/x%+y3
S yi kestigi noktanin koordinatlaridur.

Uyar 3.3. v5(z,y) = 7 burada (xo,%y0), Ro,zy) 1500100

Ornek 3.8. B(A,1) = {(a,b) : a® + b* < 1}’in Minkowski fonksiyonelini

bulalvm. (z,y) € R? verilsin.

(r,9) €AB(0,1) = &= (2 1) ¢ Bh,1)

e
— 2?4+ y? <\ = 22 4+2 <\

ve Yp(p,1)(T,y) = nf{\ > 0: (z,y) € AB(0,1)} olarak tanimlandigindan

73(9,1)(x>y) = lnf{)‘ >0: H($7y>H < )‘} = H(xay)l‘
olarak elde edilir.

Ornek 3.9. B = [—1,2]| olmak iizere B'nin Minkowski fonksiyonelini bu-

lalim. © € R verilsin. X > 0 oldugundan

€ A[—1,2]<:>§e[—1,2]:>—1g§§2
x xXr x
1<Zpei< > _ > L

— _)\%2_)\:>)\_ xve)\_2

95



olur. Buradan

elde edilir. Boylece

Y1g(x) = inf{A>0:zeA[-1,2]}
5 12>0

—x <0

olur.

3.5 Destek Fonksiyonu

Tanim 3.3. S C R", S # 0 olsun.
o5 :R" =R, og(d) =sup{{(d,z) : x € S}
fonksiyonuna S 'nin destek fonksiyonu denir.

Destek fonksiyonu geometrik olarak soyle belirlenebilir. Oncelikle og’nin
tanim kiimesi 3r € RT i¢in og(d) = r olan d € R" lerden olugur ve og'nin
tanim kiimesi bir konveks koni olur (agik ya da kapal1). Ikinci olarak bir d €
R" igin og(d) = 19 ise. og(d) = sup{(d,z) : x € S} oldugundan Vz € S igin
(d,z) < rgolur. ro < ralirsak Vr € Sigin (d, z) < r olacagmmdan S C H, =
{z € R": (d,x) <r} olur. Buise S’nin H, yar1 uzayi tarafindan kapsanmasi
demektir. Bir diger deyisle de S, sekil 3.8’de goriilecegi gibiH,, = {xr € R™:
(d, x) = r} hiper diizleminin belirledigi kapali yar1 uzaylardan biri tarafindan

kapsanmaktadir.

Bir d € R" i¢in og(d)’nin degeri ise geometrik olarak soyle belirlenir:
BuS CR"ved#0icinr € R, S C Hy, = {2z € R": (z,d) <r} olacak
sekilde secilsin og(d) bu sekildeki r’lerin en kii¢iigiidiir. r, Hy, = {z € R" :
(z,d) = r} hiper diizlemi S’ye teget olacak sekilde kiigiiltiiliirse en kiigiik r’ye
ulagilmig olur. S smirsiz ise bu miimkiin olmaz. Bu durumda og(d) = +o0

olur.
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Sekil 3.8: Destek fonksiyonu ve destek hiperdiizlemleri

Ornek 3.10. S = R x {0} C R? olsun. d = (1,1) yonii verildiginde hicbir

r € Rigin Hy, yar uzayr S’yi kapsamaz. Ancak os(d) = 05(1,1) = +oo

olur. Sekil 3.9°da bu gorilmektedir.

\
N
\
RN
AN
AN
. ’\
. '\
.\ '\
: . \
. .\. RN N
NN \
< NN F—oo
. \ \ \
(L, ™ N N .
NN \. S=R{0}i R?
\ N \‘ >
- .
.\ \. \. \.
NN \
\-\ NN \
D \ N
N N
AN
AN
\
AN

Sekil 3.9: Smirsiz kiimenin destek fonksiyonu

Simdi de R"*! = R" x R de konveks konik zarf kullanarak o g’yi belirleye-

S C R™ kiimesini R™ x R uzayinda diigiinelim. Yani diyelim ki S x {0} C

R™ x {0} olsun. S’yi R"™ x {—1}’e kaydiralim. Kg, S’nin kaydirilmig kopyasi
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olan S x {—1}"in konveks konik zarfi olsun. Kg'nin (Kg)° polar konisi o5’ nin
epigrafi oldugu sekil 3.10’da goriilmektedir.
Gercekten

Kg=R*%co(S x {—1}) = co(RT(S x {—1}) = co{(ts,—t) : s € S, t > 0}

Buradan
(Kg)” = {(d,7r) eR"xR:Vse Svet>0ign ((ts,—t),(d,r)) <0}
= {(d,r) eR"xR:Vse Svet>0icn (ts,d) — (t,r) <0}
= {(d,r) eR"xR:Vs e Sigin (s,d) <r}
= {(d,r) e R" x R:sup(s,d) <r}=epi(os)

SES

Rn

R"x{-1}

Sekil 3.10: Bir destek fonksiyonun epigrafi

S kompakt kiime ise i¢ carpim fonksiyonu siirekli oldugundan maksi-

mum degerini S’de alir. d ne segilirse segilsin og(d) = sup (d,z) var ve
z€eS
sonludur. Bunun anlami her bir d igin Hd_as( ) yari uzayl S’yi kapsar ve

os(d) = (sq,d) = rq esitligini saglayan bir s4 € S ve bir r4 € R vardir.
Burada sg4, S’nin bir yiiziinde bulunur.(S’yi konveks kabul edebiliriz.)
05 = 0z dir. Gergekten destek hiper diizlem Hg, ) 'nin 0’a uzakhg

‘03(‘%“)‘ dir. Bu ise 0'mn bir hiper diizleme dik izdiistimiidiir. Bu durumda
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'd nin bir kat1 olan 3t* € R, t°d vektorit vardir ki os(d) = (d,t*d) = ||t*d||

olur.

Tamm 3.4. (Bir Kiimenin Genisligi) S # 0 bir kiime olsun. S nin d yoniin-
deki genisligi (breadth)
os(d) + o5(—d) = sup (s,d) — inf (s,d)
sesS seS

olarak tanimlanar.

Bu say1 [0, +o0] araligindadir. Eger S, d’ye dik bir hiperdiizlem i¢indeyse
S’nin genigligi 0’dir. Boyle bir hiperdiizlemi

H={zeR":(z,d) =05(d)}

seklinde yazabiliriz. Bu hiperdiizlemler S’yi bulundurur.Tiim bu hiperdiiz-
lemlerin arakesitleri af f (S)’yi verir.
S’nin genigligi, x dogrultusunda S’nin ne kadar kalinlikta oldugunu 6lger. Bu

say1 x’e dik ve S’yi sikan paralel iki hiperdiizlem arasindaki mesafeyi verir.

Onerme 3.6. S # (0 bir kiime ve og, S’nin destek fonksiyonu olsun.Bu
durumda

og sonludur <= S swrhdr.

Kanit. (=) og sonlu olsun. V(s,d) € S x B(0,1) igin (s,d) < og(d) < L
olan 4L > 0 vardir. s # 0 i¢in d = H‘;—H dersek

S 1

(o) = (5. 757 ) = 1o (s = sl < £

st/ llsll

olur. Buradan Vs € S igin ||s|| < L olur ki bu S C B(0,L) demektir. S
sinirhdir.

(«<)S smurh olsun. 3L > 0i¢in S C B(0, L) dir. Diger taraftan i¢ carpim
lineer doniigiim oldugundan siireklidir (sonlu boyutlu uzaylarda tanimli lineer
uzaylar siireklidir).Vd € R" igin
(s:d) < lsllfidll < Lldll = sup (s, d) = o5(d) < L]ld|| = Us(ﬁ) <L

oldugundan og, B(0,1) de simirhdir. Bundan dolay: da og sonludur. =

29



Onerme 3.7. S # () bir kiime olsun. og kapal ve sublineerdir.

Kanit. Once og’nin tanim kiimesinin bir koni oldugunu gosterelim. z €
dom(og) ve A > 0 olsun. og(z) < +oo olur.
os(Ax) = sup (s, \x) = Asup (s,z) = Aog(x) < +00
s€S ses
oldugundan Az € dom(og) olur. Dolayisiyla dom(og) konidir.
Ayrica og(Az) = Aog(x) oldugundan og pozitif homojendir.
Son olarak dom(og) ve og’nin konveks olduklarim gosterelim. x,y € dom(oy)

ve a € (0,1) alalim.

os(ax + (1 —a)y) = sup(ax+ (1 —a)y,s) =supla(z,s)+ (1 —a)(y,s)]

seS seS
< supa (z,s) + sup(1 — a) (y, )
SES seS
= asup <fL’, S> + (1 - a)sup <y7 S>
seS sES

= aos(x) + (1 —a)os(y) < +o0

elde edilir. Boylece ax + (1 — a)y € dom(og) olur . Bu dom(og) konveks

olugunu verir. z,y € dom(og) ve a € (0,1) igin
os(az + (1 —a)y) < acs(z) + (1 — a)os(y)
olusundan da og ’in konveksligi ¢cikar. m

Onerme 3.8. Sy, Sy ki kiime ve S; C Sy olsun. Bu durumda og, < 0g,

olur.

Kamt. S; C 95 olsun.s; € 5; keyfi alinsin.s; € S, olacagindan Vd € R”
icin
<Sla d> < 08, (d)

olur. s; keyfi alindigindan Vs; € S; ve Vd € R" igin

IN

sup (s1,d) 0s,(d)
s1€51

05 (d) < Os, (d)
olur. Boylelikle 0g, < 0g, elde edilir. m
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Onerme 3.9. S ¢ R bos olmayan bir kiime olsun. os = 04(s) = Oco(s) =

Oess dir.

Kanit. S C cl(S) oldugundan og < 0g) olur.
Tersine d € R" ve 5 € cl(S) olsun. Bu durumda 3(s,) C S vardir dyle
ki s, — 5 dir. (d,.) i¢ ¢arpim siirekli oldugundan (d,s,) — (d,s) olur.

Buradan

(d,3) = <d, lim sn> — lim (d, s,) < lim os(d) = o5(d)

n—oo n—oo n—oo

olur. d ve 3 keyfi secildiginden Vd € R™ ve Vs € ¢l(S) igin

(d,5) < og(d)
sup (d,3) < og(d)
secl(S)

oas)(d) < og(d)

olur. Boylelikle o5 = o) elde edilir.

Simdi o5 = 0c0(s) oldugu kanitlanacaktir.
S C CO(S) = 05 < Oco(9)

olur.

Tersine s* € co(S) alalim. 3sq, s9, ..., $p € S ve Jaq, ag, ...y € [0, 1] dyle ki

k k
Sap=1 ve d ;s
i=1 i=1

olur. Vd € R" i¢in

) = (Sawmd) I S tsa

=1

< Suos(d) = os(d) Yoar =os(@
= -
=1

olugundan Vd € R™ ve Vs* € co(S) i¢in (s*,d) < o5(d) elde edilir. Sol tarafin
s* € co(S) icin supremumu alimirsa o.,g) < og olur. Boylelikle o5 = 0c4(s)
kanmitlanmg olur.coS = cl(co(S)) oldugundan

05 = 0c(S) = Tco(S) = Ocl(co(S)) — OcaS
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yazilir kanit biter. m
Bu o6nermenin bir sonucu olarak sunu soyleyebiliriz: Bir S kiimesi ve

S’nin kapali konveks zarfinin destek fonksiyonlar: aynidir.

Teorem 3.3. S bos olmayan kapalr ve konveks bir kiime, og, ) # dom(os)

tanwm kiimesine sahip S ’nin destek foksiyonu olsun. Bu durumda S kiimesini
S ={xeR":Vd € dom(og) i¢in (r,d) < og(d)}
veya denk olarak

S= N {zeR":(r,d) <osd)}

dedom(og)

biciminde yazabiliriz.
Kanit. Her bir d € dom(og) igin

Hyyow ={z €R": {z,d) < os(d)}

dersek S C H, __, olur. Buradan S C n  H;
05(d) dedom(og) 05 (

ise S kapali konveks oldugundan z ile S’yi kesin ayiran bir H,, hiperdiizlemi

vardir. 3(0 #)dy € R™ ve Ir € R oyle ki

4 olur. Tersine zo ¢ S

Hyyr ={z € R": (x,dy) =1}

olur. Genelligi bozmadan Vs € S i¢in (s,dy) < r yazabiliriz. Bu durumda
(x0,dy) > r olacaktir. Boylece
os(dy) =sup (s,dp) <7 < +00
s€S

olacagindan dy € dom(og) olacaktir. Ayrica xy ¢ H

0,05 (do) oldugundan

To & dedoQ(JS)H‘;vgs(d) dir. Buradan dedoQ(US)H;’US(d) c S olur.
= dEdOQ(US)Hd’US(d) olur. m
Teorem 3.4. () # S C R bir kiime ve o5, S nin destek fonkiyonu olsun. Bu

durumda
se€cS <= VYde X (=R"vB(0,1)VOB(0,1)) i¢in (s,d) < og(d) (3.15)
dir.
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Kanit. (=) s € 20S olsun.Onerme 3.9den
Vd € X igin (s,d) < og5(d) = os(d)

olur.
(<)Vd € X igin (s,d) < og(d) olsun. Kabul edelim ki s ¢ ¢oS olsun. {s}

noktasini ve coS kapali kiimesini ayiran bir hiperdiizlem vardir yani
Jdy € R™ vardir dyle ki (s,dy) > sup{(s’,dp) : 8 € c0S} = 0zs(dy) = o5(dp)

olur ki bu kabuliimiizle ¢eligir.Boylece s € ¢oS olmak zorundadir. m

Sonug olarak kapali konveks bir kiime destek fonksiyonuyla belirlenebilir.
Yani kapali konveks kiimeler ile bu kiimelerin destek fonksiyonlar: arasinda
sekil 3.11’de goriilecegi gibi iki yonlii bir iligki vardir.

<s, +> nin supremumunu al
(C tzerinde)

C kapali 0 destek
k?nvek.s fonksiyonu
kiimesi <s,d>£S (d)

olan d'leri se¢

Sekil 3.11: Kapali konveks kiime-destek fonksiyonu iligkisi

S kapali konveks kiimesi ve bir s € R eleman verildiginde s’nin S’ye ait

olup olmadig:
s€cS < Vde X (=R"V B(0,1) VOB(0,1)) i¢in (s,d) < og(d)

ile test edilebilir. Bu duruma og destek fonksiyonu kapali konveks kiimelerin

i¢ini rolatif i¢ini ve afin zarfini seger (siizer) denir.

Teorem 3.5. [12]S C R™, S # 0 ve kapals konveks bir kiime olsun.

i) seaff(S) <= os(d)+os(—d) =0 olan her d i¢in (s,d) = os(d) dir.
ii) seriS <= og(d)+os(—d) >0 olan her d i¢in (s,d) < os(d) dir.
iii) s €int S <= Yd # 0 i¢in (s,d) < og(d) dir
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Tamim 3.5. (Asimtotik Koni)C' C R™ kapalr konveks bir kime ve x € C
olmak tizere

Cx(x)={deR":x+tde C, Vt >0}

(x’den baslayan ve kiime i¢inden sonsuza giden iginlarin baslangict orijinde

olan paralellerinden olusan kiimeye) veya

geklinde tanamlanan kiimeye C 'nin asimtotik konisi denir.

Uyar 3.4. C kapali konveks alindigindan Cy(x) asimtotik konisi x’in segi-

ligine bagl degildir. Bu yiizden bu kiime Cy, ile gosterilecektir.

Onerme 3.10. S, R™ nin bos olmayan kapal konveks bir alt kiimesi olsun.

Bu durumda

cl(dom(os)) = (Sxo)’
dar.

Kamt. p € S, olsun. sy € S olmak tizere S, = tﬂot(S —5p) oldugundan
>

ds, € S vardir 6yle ki p = t(s; — sp) olur. Vq € dom(og) igin

(p,q) =t (st — s0,q) < tlos(q) — (s0,q)] < 400

t — 0" iken (p,q) < 0 olur ve ¢ € (S )° olur. Boylece dom(os) C (Sx)°
olur. (S )° kapal oldugundan cl(dom(og)) C (Ss)° dir.

[e)

Tersine g € (dom(og))° alalim. (dom(og))° koni oldugundan V¢ > 0 igin
tq € (dom(og))° olur. sy € S keyfi bir nokta olmak iizere Vp € dom(og) igin

(g, p) <0 oldugundan

(s0 +1tq,p) = (s0,p) +t(q,p) < (s0,p) < 05(p)

olur. Buradan sg + tg € cl(co(S)) = S olur. Bu ise V¢ > 0 i¢in ¢ € 25 ya

da ¢ € Sy demektir. Boylelikle (dom(og))° C Sy olur. Bundan dolay1 da

(Sx0)” C [(dom (05))°]° = dom (og) oldugu goriiliir.
(Seo)” C dom(os) C cl(dom(og)) C (Sso)’
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oldugundan (S4,)° = cl(dom(cg)) olur. =
3.5.1 Destek fonksiyonu 6rnekleri

Ornek 3.11. S = {(x1,29) : (11 < 0,22+ 2 < 1) V(21 >0,—-1 <25 < 1)}

kiimesinin destek fonksiyonunu bulalim.

og : R - R
d +— og(d) =sup{{d,x):z€S}

idi.

Once bir d = (dq,dy) yoni verilir. Varsa S yi kapsayan bir hiperdizlem
cizilir. Bu hiperdiizlem S ye dogru kaydvrilir. Hiperdiizlemlerden S ye teget
olan hiperdiizlemin (varsa) degme noktasi (T) bulunur. (d,T) istenen supre-
MUmu Verir.

dy < 0 olan bir d = (dy,dy) verilsin. T = %ﬂ alimarsa T istenen tegetin

degme noktasi olur ve og(d) = (d,T) olur.dy <0 i¢in

7 4
— d —
os(d) = (d,7) = d - 2 =1 :HdH
[l 1]

olur.

Simdi dy = 0 ve dy > 0 olan bir d = (dy,dy) = (0,dy) verilsin. Bu durumda
gekil 3.12°de gorildigi tzere S kiimesine teget olan dogru (hiperdiizlem) y =
1 dogrusudur ve d = (0,ds) yoniindeki degme noktast T = (0,1)dir. d =
(0,ds) ve dy > 0 igin

d = (0,dy) veds >0 icin  os(d)={((0,ds), (0,1)) = do

olur. Benzer sekilde di = 0 ve dy < 0 olan bir d = (dy,ds) = (0,dy) verilsin.
Bu durumda S kiimesine teget olan dogru (hiperdizlem) y = —1 dogrusudur
ve d = (0, ds) yoniindeki degme noktast T = (0, —1)dir. d = (0,ds) ve dy <0
$¢cm

d = (0,dy) ve ds < 0 igin og(d) = ((0,ds), (0, 1)) = —ds

olur.
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A

40=(d,4,)=(0.d), d,>0

X= X= (0,1)

N
X =(0,- 1)

Y d=(d,d;)=(0,d;), d,<0

Sekil 3.12: S = {(z1,22) : (11 < 0,22 + 9> < 1)V (23 > 0,—1 < 29 < 1)}

kiimesinin destek fonksiyonu

Son olarak d = (dy,dy) di > 0 ise ds ne olursa olsun dy ne olursa olsun d nin
belirttigi hi¢bir Hy, = {x € R*: (d,z) < r}kapal yari uzay S nin tamamem
kapsamaz. O halde o5(d) = 400 olur.

Boylece S 'nin destek fonksiyonu

ldl| di <0
US(dIJdQ) =
400 di >0

dur.

Ornek 3.12. S =B (0,1) C R? birim yuvarimn destek fonksiyonunu bulalim.
Vd # 0 i¢in

os(d) = sup (s,d)
s€B(0,1)

s = ﬁ € B(0,1) oldugundan

olur.

Diger taraftan ¥s € B(0,1) ve ¥Yd # 0 i¢in Cauchy-Schwarz esitsizliginden

(s,d)

IN

[l - fldl] < 1-{|]

IN

I
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oldugundan Yd # 0 i¢in

oB(0.1)(d) = S (s,d) < ||d]|
olur. Boylelikle os(d) = ||d|| dir. Ayrica o5(0) = 0 oldugundan og birim ¢em-
ber tizerinde bir normdur.
Seo = (B(0,1))s = {0} oldugundan {0}° = dom(og(-)) = R™ olur. Yani
os(+) nin sonlu deger aldige d’lerin kiimesi R™ dir. Simdi verilen bir d
yoniinde Hy g (q) yi belirleyen sq € B(0,1) leri bulalim. Ozel olarak d = (1,2)
i¢in 05(1,2) = ||(1,2)|| = V/5 dir. Buradan

Hipgy = {(z,y):1-2+2-y=05(1,2) =5}
1 2
= {(%y)iﬁlﬁL%y:l}

Hyog@ nin S = B(0,1) e degme noktasy sq = (\/Lg, \%) € 0B(0,1) = 0S

olur.

Simdi genel bir d # 0 dogrultusu alahm. d = (a,b) # 0 olsun. Bu
durumda o (g1)(d) = ||d|| = Va? + b* oldugundan

Hioowy = {(z,y):ax+by=o0g(d)}
= {(z,y) :ax +by = Va® +b?}
= {(=9)

a b
: T+ =
VZt 2 Nt

teget hiperdiizleminin S = B(#,1) birim yuvarina degme noktasi

1)

a b
Va? +b2" a? + b2

dir. Bu sekil 3.13’de goriilmektedir.

sd = ( )

Ornek 3.13. K, R"de kapalr konveks bir koni olsun. Once ox mn tanum
kiimesini belirleyelim. K ’nin asimtotik konisinin polariny bulalim. Sekil

3.14 de gorildigii tizere
Ko = K ve (Ky)® = K° = cl(dom(ok))
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Sekil 3.13: R? de birim yuvarin destek fonksiyonu

olur.Béylece d € K° ise yani Vs € K ig¢in (s,d) < 0 ve 0 € K i¢in (0,d) =

0 oldugundan

(7) 0 (s,d) <0,Vse K ise
OK =
400 diger durumlarda

H
0 d € K° := K’ mn pozitif polar konisi ise
+00 diger durumlarda

= ixe(d)

olur. Boylece K kapalr konveks koni ise destek fonksiyonu K°mn gésterge
fonksiyonu olur.

0 € K oldugundan, d € K° ise d’ye dik olan ve K "y destekleyen hiperdiizlem
Hygp@ = {r € R": (d,x) = 0x(d) = 0}

0’dan gecer.
R? de diigiiniildigiinde destek hiperdiizlemleri, 6 dan gegen ve (a,b) = d € K°
ye dik

Hd,UK(d) = {(-%Z/) : <((I, b) ) (x,y)) = OK(d) = 0}

= {(z,y) : az + by = 0}
dogrulardar.
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H:ax+by=0 '

Sekil 3.14: Bir koninin destek fonksiyonu

Ornek 3.14. S = {(z,y) : y > 22} kiimesinin destek fonksiyonunu bulalum.
S'nin asimtotlar: olmadigindan dom(os) kapale degildir(§ekil 3.15). Verilen

Sekil 3.15: S = {(z,y) : y > x?} kiimesinin destek fonksiyonunun tamm

kiimesi

bir d igin sq yi belirleyelim ve og(d) yi bulalim.

sa = (z0,y0) €05 ={(x,y):y=2"}

= Yo = JTS ve Sq € Hd,as(d) = axg+ byp = 0'5<d)
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olur. Buradan
axrg + bx(z) = Os(d) - b%‘g + axg — Us(d) =0

elde edilir. Bu tkinci mertebe denklemin diskriminant: O olursa, bu ki egri

teget olacagindan

olur.

Ozel olarak

. _1)2
di =(—1,-1) ise og(—1,-1) = _EL(E)l) =1 =S Hieeay:—r—y=1
. 2
dy = (1,-1) ise os(l,—1) = —4((131) =1 = Hyog@): T — Y =1
1,\2
dy=(—%.-2) ise o5(-1,-2)=-2h =4 = Hypum:—tr-2=1%

olur(Sekil 3.16ya bakiniz).

e

Sdl Sdz -
-1/4 4 "
d, =(@-1)
d, =(-1-1) p= D
H d, H d

1

Sekil 3.16: S = {(x,y) : y > x?} kiimesinin destek hiperdiizlemleri ve bunlara

ait destek noktalar:

Uyar: 3.5. d; = (—1,0) ve dy = (1,0) ise dy,dy € ddom(os) = {(z,y) : y =
0} dir.
os(dy) = o5(dy) = +00

oldugundan dy,dy ¢ dom(og) olur. Bir diger degisle dom(os) kapal degildir.
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3.6 Kapali Konveks Kiimeler ve Kapali Sublineer

Fonksiyonlar Arasindaki Izomorfizm

Onerme 3.7’de destek fonksiyonunun kapali ve sublineer oldugunu gordiik.
Tersi igin ne soylenebilir?

R™de hig bir kiimenin destek fonksiyonu olmayan bir kapali sublineer
fonksiyon var midir? Bu sorunun cevabi "hayir"dir. Yani herhangi bir ka-
pali sublineer fonksiyona bir destek fonksiyonuymus gibi bakilabilir. Bunun
sirr1 bir konveks fonksiyonun onu alttan destekleyen afin fonksiyonlarla ifade
edilebileceginde yatar. f kapali sublineer bir fonksiyon ise onu alttan destak-
layen afin fonksiyon yerine bir lineer fonksiyon alinabilir. Simdi bunu teorem

olarak ifade edelim.

Teorem 3.6. o bir kapalr sublineer fonksiyon olsun o’yi alttan destekleyen
bir dogrusal déniigiim vardir. Hatta o kendini alttan destekleyen lineer fonksi-

yonlarin supremumudur. Diger bir deyisle o
Sy ={s € R":¥d € R" igin (s,d) <o (d)} (3.16)
kiimesinin destek fonksiyonudur.

Kanit. Bir konveks fonksiyonun bir afin fonksiyonla alttan desteklendigini
biliyoruz. (6nerme 2.9) O halde Vd € R" i¢in 3 (s,7) € R" X R > (s,d) —r <
o (d) olur. ¢ (0) = 0 ve buradan —r < ¢ (0) = 0 oldugundan r > 0 olmahdur.

Pozitif homojenlikten V¢ > 0 ve Vd € R" igin
(s,td)y —r < o (td) =t (s,d) —r < to (d)
yazilabilir. Her iki taraf ¢’ye boliiniirse
r
(5.d) — < o (0

olur. t — oo yapilirsa

(s,d) <o(d)
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olur ki bu ¢ kapali sublineer fonksiyonunun bir lineer fonksiyonla alttan

desteklendigini gosterir. Bu durumda Vd € R" i¢in

o(d) = sup{(s,d): (s,d), o’yi alttan destekler}

= sup{(s,d):s€S,}
yazilabilir. Bu fonksiyonun indeks kiimesi S,’dir. =

Uyar1 3.6. Bu énermenin en onemli noktasy 3.16.°deki S, kiimesinin bos
olmamasidir. Bu da Hahn-Banach teoreminin analitik formudur.
Yani bir o kapaly sublineer fonksiyonunu alttan destekleyen bir lineer doniisim

vardar.

e Bu 6nemli teoremin ana sonucu bir kapali sublineer fonksiyona bir
kiimeyi karsilik getirmektir. "sublineer fonksiyon ile ilgili 6zellikler"de
bu karsilik getirme daha 6nce kurulmustu teorem 3.6 ile bu karsilik

getirmenin ortenligi garantilendi.

e Sekil 3.17°deki eglemeyle, destek fonksiyonu ile kapali sublineer deyim-

lerinden biri digerinin yerine kullanilabilir.

<s, *> nin supremumunu al

(C uzerinde)
C kapali g kapal
k?nvek_s sublineer
kiimesi <s,d>£5s (d) fonksiyonu
olan d'leri se¢

Sekil 3.17: Kapali konveks kiime ile kapali sublineer fonksiyon arasindaki

iligki

Sonug 3.2. [12/Bos olmayan kapale konveks S kiimeleri ve kapaly sublineer
o fonksiyonu i¢in asagidakiler denktirler.

1)o, S’nin destek fonksiyonudur.

2)S ={s:Vd e X i¢in (s,d) <o (d)}

Burada X =R"V X = B(0,1) V X =0B(0,1) = 5(0,1) veya X = domo

alinabilir.
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Teorem3.6’da, X = R" i¢in dogrulugu veriliyor. Vd € R" igin ﬁ €

B (0,1) ve o pozitif homojendir.
Geometrik olarak kapali konveks S kiimesi yariuzaylarin kesigimi olarak ifade
edilebiliyordu. S kiimesi S kiimesinin destek fonksiyonu ile de karakterize
edilebilir. Gergekten herbir (d,7) € R" x R i¢in (d # 0) H,, yar uzaym
diigtinelim. Bu yar1 uzay S’yi kapsar <= o (d) < r dir.yazilabilir. Sonug
3.2den

S={s:Vde R"igin (s,d) <o (d) <r}

Burada (d,r) iklileri indeks rolii oynarlar ve (d,r)’ler epic C R™ x R’de

degisir. Siiphesiz bu indeks kiimeleri R™’yi kisitlar ve yukaridaki yazimi
S={s:Vde X igin (s,d) <o (d)}

bi¢imine doniistiiriir.
S kiimesinin agiga ¢ikmig yiizii (exposed face’i) bir lineer doniigiimii mak-
simize eden S’nin noktalarindan olusur. bu kapsamda S’nin destek fonksi-

yonu devreye girer.

Tanim 3.6. C' bos olmayan konveks bir kiime ve o bunun destek fonksiyonu
olsun. d # 0 i¢in C konveks kiimesinin d tarafindan ortaya ¢ikaridmas yiizi
(exposed face)

Fo(d)={seC: (s,d) =0 (d)}

dir.

Ozel olarak F (0) = {s € C': (5,0) = ¢ (0) = 0} = C’dir. C’nin kendisi
0’in ortaya gikardig: yiiziine esit olur. C' d yoniinde sinirsiz ise C’nin ortaya
gikmug yiizii olmadigimdan Fo(d) = () dir.S kiimesinin exposed face’i S’nin
bir lineer doéniisiimii maksimize eden noktalarindan olusur. Bu kapsamda
destek fonksiyonlar1 devreye girer.

Tanim 3.6’e simetrik olarak su soru sorulabilir. z € C verildiginde
(x,d)’yi maksimum yapan d € R" ler nelerdir? Bunun cevabi: "C’ye z’de

normal olan N¢ (x) normal konisi" olacaktir.
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Onerme 3.11. [5,12)z, C kapals konveks kiimesi i¢inde bir nokta olsun.
LEEFc(d)<:>d€N0($)

d’ler normal yonii gosterirken d’nin ortaya gikardig: yiizler C'nin siirini

olugtururlar. Bunu bir énerme ile verelim.

Onerme 3.12. C kapals konveks kiimesi icin
bd (C) =U{Fc(d) :d e X}
olur. Burada X = R™\ {0}V X = B(0,1)\ {0} veya X = domo\ {0} dur.

Kanit. Tamim 3.6 den C'’nin d # 0 yoniinde ortaya ¢ikan yiizii ||d||’ye
bagh degildir. Bu X’in ilk iki seciminin denkligini verir. Uciincii secim ise
d ¢ domoc iken F¢ (d) = () olugundan gelir.

x € icC = C°ise Je > 0 i¢in « + ed € C olacaktir ki bu durumda z, (-, d)
lineer doniigiimiiniin bir maksimumu olamaz. Buradan = ¢ Fi (d) dir.
Tersine x C’nin simirinda bir nokta ise N, (z) en az bir d € R™\ {0} vektorii

bulundurur. Onerme 3.11’den x € Fy (d) olur. m

Ornek 3.15 (Normlar ve Dualleri). |-||, R dizerinde keyfi bir norm olsun.

Bu norm (0 harig) pozitif kapaly sublineer bir fonksiyondur ve bunun
B={zeR": || <1}

alt diizey kiimesi ozellikle ilgingtir. B,bu normla ilgili, simetrik konveks 0
i¢ nokta kabul eden kompakt birim yuvardur.
Il normu ise B nin Minkowski fonksiyonelidir. Yani ||| = vg dir.

Diger taraftan destek fonksiyonu ||-|| normu olan
B*:={seR":Vz € R" i¢cin (s,z) < ||z||}

kiimesi olugturulabilir. A¢iktir ki B* ’da simetrik, konveks kompakt ve (0")
orijing i¢ nokta olarak bulundurur. ( Teorem 3.5(iii)) Su ana kadar iki kapaly
konveks B ve B* kiimelert bulduk. bu kiimeleri kullanarak iki tane daha kapali
sublineer fonksiyonu tanimlanabilir . Bunlar B’nin op destek fonksiyonunu

ve B*in vz Minkowski fonksiyoneli olan sublineer fonksiyonlaridar.
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Onerme 3.13. |-||, R" dizerinde bir norm olmak iizere B ve B* yukarda
tanimlanan kiimeler olsunlar. Bu durumla B nin destek fonksiyonu ile B* in

Minkowski fonsiyoneli
Is[I" = maks {(s, z) : lz]| < 1} (3.17)

ile tamamly ayma fonksiyonlardur.||s||” ile gosterilir. Yani ||||" = v« = 0B
dur.Ayrica ||-||* R™ dizerinde bir normdur. ||-||" 'un birim yuvar: B* ’dir. Bu
durumda B* in destek fonksiyonu ve B’nin Minkowski fonsiyoneli ayna ||-||

fonksiyonudur ve

vp (1) = 0+ = ||zl = maks {(s,z) : ||s||" < 1} (3.18)
olur. Boylece ||| = vg = o ve ||-|" = v5. = op normu olurki ||-||*
normuna, ||-|| normunun duali denir.

Kanit. 3.18ve agagida verilecek olan 3.19’in 6zel durumu olarak elde
edilir. m

(s,z) € R" x R™ alahm. (s, %) € R" x B(0,1) olur.

[l

IslI” = maks{(s,z) : ||l=]| <1}

den
T

<s,—> < sl = {s,2) < sl Jlz] (3.19)

]
Cauchy Scwartz esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik (R™, ||-|]) ve (R™||-||)
Banach uzaylar1 arasinda bir DUALLIK bagmtis: verir.
Ek olarak s # 0 ve x # 0 oldugu durumda 6nerme 3.1.4’den

Ze Fp« (z) <=

s € (s)

]

oluyorsa

(s,z) = IIs]I" [l

esitligi gergeklenir. Buradan bir norm otomatik olarak (duali) olan bagka bir

norm iiretir. Bu operasyon simetriktir, yani dualin duali yine kendisine esit
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Norm: B birim yuvari:

. 1- Alt iye kii i al .
kapali, sublineer ve Sevye wmes 0'l i¢ nokta olarak

non-negatif fonksiyon bulunduran kapali
olsun konveks kiime
Destek Polarlik Destek
fonksiyonu fonksiyonu
kur kur
B* birim yuvari: Dual Norm:
0'l ic nokta olarak 1- Alt seviye kimesini al kapall, sublineer ve
- . .
bulunduran kapal non-negatif fonksiyon
konveks kiime olsun

Sekil 3.18: Bir norm ile duali ve birim yuvarlar1 arasindaki iligkiler

olur.

Isl” = maks{(s,z):||z|| <1} ve

lzll = maks{{s,z): [|s||" <1}

doniigiimleri kapali sublineer fonksiyonlar ailesi i¢indeki kapali sublineer sonlu
deger alan, simetrik ve (0) orijin hari¢ pozitif olan fonksiyonlarin ailesi i¢inde
(kisaca Normlar ailesi iginde) bir duallik bagintisi (eglemesi) kurar.

Bu analitik operasyonlarin Geometrik diinyada bir kargiligi vardir. Kapali
konveks, sinirli , simetrik ve 0’1 i¢ nokta olarak bulunduran B kiimesi ,kisaca
B birim yuvari,yardimiyla énce vz Minkowski fonksiyoneli kurulur ki bu ||-||
normudur. Bu norm kapali sublineer oldugundan bir B* kiimesini destekleyen
fonksiyondur yani vz = o+ dir. Bu B* kiimesi B'nin polaridir. Bu B* «—

B karsilik getirme islemine polarlik denir. B’nin Polar Kiimesi

B* = {s:(s,z) <|z||} = {s : <s, Hx—“> < 1} ,ﬁ € 0B oldugundan
x x

B* = {s:Vzx € Bigin (s,z) <1} (-,+) ’nin pozitif homojenliginden

B™ = {seR":Vse B"igin (s,z) <1}

= ¢l (B) = B (B Kapali oldugundan)

Sekil 3.18 dual normlar ve polar kiimelerin nasil olugtugunu verir.
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Ornek 3.16. ||(x1,22)||, = |21 + |z2| normu verilsin

B = {(x1,22) € R?:[|(a1,29) ]|, <1}
= {(xl,xg) € R2 : |.§C1| + |332| < 1}

birim yuvarine ve bunun destek fonksiyonunu olusturalim.B 'nin extreme nok-

Sekil 3.19: B = {(x1,13) € R%: |21 + |zo| < 1} kiimesi

talar (0,£1), (£1,0) oldugundan (sy,s2) € R? i¢in

op (s1,52) = sup {{(s1, s2), (z1,22)) : (x1,22) € B}

<(517 82) ) (17 O)> ) <(51> 82) ’ (0> 1)) )
<(Sl7 82) ) (_17 O)> ) <(817 52) ) (07 _1)>

= sup {817 —S1, S2, _52}

= sup

maks {|s1],[s2|}
= ||(31a32)||>f

= ||(81’S2)||oo

olur. (sekil 3.19) Simdi de B* 1 ve onun destek fonksiyonunu olugturalim.B* nin
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(-1.1) (1,1)

(-1,-1) (1.-1)

Sekil 3.20: B kiimesinin polar

extreme noktalart (1, £1) oldugundan

B* = {(s1,52) : [[(s1,52)[c <1}
= {(s1,52) : maks{|s1], |s2|} < 1}
= {(s1,82) :|s1] <1V |so| <1}
= [-1,1] x [-1,1]
olur(sekil 3.20) ve
ops (x1,22) = sup{{(z1,22),(s1,82)) : (s1,82) € B*}

(.
<(ZE1,I‘2) ) (17 1)> ) <($17 x2) ’ (_17 1)> )
<(£1v :Uz) ) (17 _1)> ) <($1, :B2) ) (_17 _1)>

= maks{r) + 23,01 — To, —T1 + To, —T1 — Ta}

= maks

= |@g| + |22
= ||(5017I2)||;
= H(331a$2)|’1

elde edilir.

Ornek 3.17 (Kuadratik norm). Diger bir énemli norm tipi, QQ simetrik po-

zitif tanwmly bir lineer operator olmak tizere

lzllg = v(Qx, )
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ile tanamly Quadratik normdur. Bu normlar R"’de

(,9)g = (Qz,y)

biciminde tanymli i¢ carpimdan tiiremastir. Q) simetrik matrisi pozitif tanamb

oldugundan 1- seviye kiimesi
Eq={seR": (Qs,s) < 1}
eliptik kiimesidir. Bunun destek fonksiyonu Vd € R" i¢in
0p, (d) :=maks {(s,d) : (Qs,s) <1}
dir. Q) 'nun karekokii Q% olmak tizere; P = Q%s degisken degisimi yapilirsa

0p, (d) = maks{(s,d):(Qs,s) <1}
— maks {<P, Q*%d> PP < 1}

d # 0 i¢in sag yamn tek ¢ozimi (Cauchy Schwarz’dan) P
sonu¢ olarak

o1, (d) = ||Q 2d| = Vid.Qd)
Burada Egqnun Minkowsk: fonksiyoneli olan x — \/m ile Eg 'nun
destek fonksiyonu olan og, (d) = V(d, Q71d) 'nin birbirinin duali oldugu

gozlenir. @ ’nun sadece simetrik pozitif tanvml oldugu durumda Eq eliptik

silindirinin asimtotik konisi Ker@ dur. Bu durumda destek fonksiyonunun

tanim kiimesinin kapanist Ker@ nun polaridir. Yani
cldomog, = (ker Q)° = (ker Q) =ImQ

d € ImQ ise o, (d) = \/(d,Q~'d) sonludur ve Q~'d, Qp = d olan p € R"
ile belirlenir. Boylece ||z||, = \/(Qz, ) normunun duali

(I1s) " = V5, @775) = lsllg -+

Q =1, ise (-, ->% Fuclid normuna doneriz. Béoylece ||-||* = ||| olurki Euclid
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normunun dualt kendisi olur. Bilinen i¢ ¢arpimla bu ézellige sahip tek norm-
dur.

Polarhk, simetri, sinirliik veya 0n kiimenin i¢ noktast olmasina bagl bir
kavram olmamasina karsin B kiimesi 01 bulunduran kapali ve konveks bir

kiime olarak alinacaktir. Bu durumda
B* ={s:Vx € Bigin (s,z) <1}

ve

B=(B*)" ={x:Vs€ B i¢in (s,x) <1}
yi saglar.

Onerme 3.14. [12,17]C, 0 bulunduran kapaly konveks bir kiime olsun.

C'nin Minkowskr fonksiyoneli v, kapali konveks ve 0% bulunduran
C?:={seR":VdeC igin (s,d) <1}

kiimesinin (support) destek fonksiyonudur.(Burada C°, C’nin polar kiimesini

gosteriyor).

Kanit. - Minkowski fonksiyoneli kapali, sublineer ve negatif olmayan
bir fonksiyon oldugndan kapali konveks ve 0’1 bulunduran bir D kiimesinin
destek fonksiyonudur. (o bir sublineer fonksiyon ise o,

Sy ={s€ R":Vd e C igin (s,d) < o(d)} kiimesinin destek fonksiyonudur.)
D={seR":V(d,r) € epivycicin (s,d) <r}

epiye , C' x {1} kiimesinin kapal konveks zarf1 oldugundan pozitif homo-

jenligi kullanarak
D={seR":v,(d) <1olan d'ler i¢in (s,d) <r}

oldugunu yazabiliriz v (d) < 1 olan d’lerin kiimesi tanim olarak C' kiimesini

olusturacagindan D’nin indeks kiimesi C’dir. Yani
D={seR":VdeCign (s,d) <1} =C"
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olur. Kanit biter. m

epiy 'nin polar konisi olan (epiy,)”nin (—1)’deki kesiti (C°)*’yi vere-
cektir. Fakat kapali konveks kiimelerin polarinin polar1 kendisi oldugundan
((epiye)°)? orjinal epivy'yi verir. Diger bir deyigle C°° = C olur.

Onerme 3.14 asagidaki dual versiyonuna sahiptir.

Sonug 3.3. [4,12]C' 0" bulunduran kapali konveks kiime olsun.Bu durumda

oc = Yoo dir.

Uyar1 3.7. C° = {s€ R":d € C igin (s,d) <1} den esinlenerek polarlg
kuran s — H (s) == Hs3 = {y € R": (s,y) = 1} elemanter doniigimi sifor-
dan farkl s vektorlerine, 0”1 bulundurmayan afin hiperdiizlemler: 1-1 olarak

karsy getiren bir doniistimdiir.

Ornek 3.18. H™ := {y = (£,n) € R?: ¢ < 2} yart uzaywman polar
(H7)*={(6,w) : ¥V(&n) € H™ igin ((§,m),(0,u)) < 1} dir.

n starlandirilmadigindan w > 0 (u < 0) i¢in n — oo (n — —o0) iken nu —
00 olur.Bu sebeple u = 0 dir. Boylelikle £6 + nu < 1 esitsizligi £0 < 1 haline
gelir. 6 < 0 i¢in & — —o0 tken £ — oo olur. Bu ylizden 6 > 0 olmalidar.

€ < 2 egitsizliginin 6 katine alalim.

(0 <20ve&d<1) = 260<1 = 0 <

N | —

olur. Boylece
0 1
(H7)" = {(5,0) 1 0<6< 5}

olarak bulunur.

3.7 Destek Fonksiyonlarinin Ozellikleri

R™deki kiimeler ailesi iizerinde var olan hesaplamalara benzer bicimde

sublineer fonksiyonlar ailesi de hesap yapilmaya elverigli bir yapiya sahiptir.
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Su soruyu sormak dogaldir. Kiimeler ailesi iizerindeki operasyonlarla des-
tek fonksiyonlar ailesi iizerindeki hangi operasyonlari ne o¢lgiide iligkilendire-
biliriz.

Teorem 3.7. i)og,,0s, bos olmayan kapali konveks Sy, Sy kiimelerinin destek
fonksiyonlary olsunlar. ti,ty € Ry (pozitif gercel sayilar) iseler t10s, + ta0s,
fonksiyonuda cl(tios, + taos,) kiimesinin destek fonksiyonu olur.

ii) {0s,}jes bosg olmayan kapal konveks {S;};c; kiimelerinin destek fonksi-
yonlar ise supog, fonksiyonu cl(co(jLGJJSj)) kiimesinin destek fonksiyonudur.

jeJ
ii1) 11) deki hipotezlere ek olarak S’ := 'QJS]‘ # () ise
j

o5 = cl(coiinfos, })
olur.

Kamnit. i) S = cl(t151+t2S52) diyelim. Tanimdan bunun destek fonksiyonu
Vd € R" igin

0'5<d) = Sup{<t1$1 + t282,d> 181 € Sl, Sy € SQ}

dir. s; ve sy noktalari, indeks kiimeleri olan 57, .55 kiimelerini birbirinden
bagimsiz bir sekilde tarayacaklarindan ve tq,ty pozitif gercel sayilar olduk-

larindan Vd € R” i¢in

os(d) =ty sup (s1,d) + ta sup (s2,d) = t10g,(d) + t20s,(d)

51€51 82€852
olur. Boylelikle og = t101 + ty05 elde edilir.
i) S:= 'UJSj diyelim. Vd € R" icin
je
os(d) = sup (s, d) = sup(sup (s, d)) = supos, (d)
ses jeJ s;€S; jeJ
Ve 05 = 0gg oldugundan oz = supog; esitligine ulagihir.
jeJ
ii) S := 'ﬂJSj # () olsun. og vardir.
je
seS <<= VjelJignseS; <= Vje Jicn (s,-) <og(.)

— (s,) < ;relﬁasj(.) — (s,-) < cl(co(}gﬁosj ()

son ifade bir fonksiyonun kapali konveks zarfinin tanimindan ¢ikar. Sonug

3.2 cl(co(inf og)) fonksiyonunun S’nin destek fonksiyonu oldugunu verir. m
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Uyar: 3.8. i)’de Sy sinurly ise 151 + t2S2 otomatik olarak kapalidur.
(Kompakt bir kiime ile kapaly bir kiimenin toplamu kapali kiime olacagindan)
Teorem 3.7’de i) kogulundan ¢ > 0 ve Vd € R" igin

ois(d) = tsg)s (d,ts) = 81615 (td, s) = og(td)

esitliginden o,5(d) = og(td) oldugu goriiliir. Bu esitlik ¢ < 0 ise de gegerlidir.

Daha genel olarak

Onerme 3.15. A : R* — R™ (R™ dizerindeki bir ((-,-)) i¢ carpimina
gore) A* adjointine sahip bir dogrusal donigim olsun. ) # S C R™ kiimesi
tein Yy € R™ i¢in

Ucz(A(S))(?/> = 05(A"y)

dir.
Kanait.

oas) (y) = Sup ((As,y)) = Sup ((s, A™y)) = 05(A"y)

ve 0a(s) (¥) = oaasy (v) oldugundan sonug elde edilir. m

Onerme 3.16. A : R™ — R™ bir lineer doniigiim, A*, A’nin (R™ dizerindeki
bir ((-,-)) i¢ carpumna gore) adjointi ve og bog olmayan kapalr konveks S C
R" kiimesinin destek fonksiyonu olsun. Vd € R™ i¢in o5, A7 (d) = {p €
R™ : Ap = d} dizerinde alttan sinarl ise (A*)71(S) kiimesinin destek fonksi-

yonu A altinda og’'nin gorinti fonksiyonu Aog’nin kapams fonksiyonudur.

(Aos(z) := inf{os(y) : Ay = 2} = inf{os(y) : y € A" (2)})

Kanit. Teorem 2.5’den Aog € ConvR"™ dir. Aog’nin pozitif homojenligi

aciktir gercekten: Vd € R" ve t > 0 igin

(Aog)(td) = inf og(p) = inf tas(]—g) =t inf og(q) =t(Aos)d

Ap=td A(L)=d t A(g)=d
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cl(Aog) kapali sublineer fonksiyon oldugundan bir S’ kiimesinin destek fonksi-

yonudur. Bu S’ kiimesinin ne oldugunu da biliyoruz.

sefS <= Vd € R" igin (s,d) < Aog(d)
< VdeR"igin (s,d) <inf{og(p): Ap=4d

bunun anlami Vp € R” icin

(s, Ap) < o5(p)

(s, Ap) = ((A*s, p)) oldugundan A*s € S olur. Buradan s € (A*)71(S) olur.
(A*)71(S) kiimesi kapahdir. Ciinkii S kapal kiimesinin A* siirekli fonksiyon
altindaki ters resmidir. m

S sinirh ise og her yerde sonlu ve A 6rten olacagindan Acg her yerde

sonlu olur. Bu (A4*)7!(S) 'nin kompakt olmasi demektir.

Uyar1 3.9. Onerme 3.16%in hipotezindeki kosulun tam anlami Acg’nin hic
bir yerde —oo degerini almamasidir. Diger bir degisle Aogs’nin kapanis
cl(Acs) fonksiyonunun (A*)~1(S) # 0 kiimesinin destek fonksiyonu olmasidar.

(A)"HS) £ 0 kosulu
SNImA* # () veyad € S\Im A* = S + (ker A)*

kosullarimdan biri ile de verilebilir.

Goriinti fonksiyonunun alimmasiman onemli bir operasyon oldugundan daha
once soz edilmisti. Bundan bir¢ok degisgik yapilarak kurulabilir. Bunlar gorinti
fonksiyonunun islendigi boliimde yapildi. Simdi bu yapilardan etkilenerek
olusturacagimaz bir érnek verecegiz

os bos olmayan kapalr konveks S C R"™ x RP kiimesinin destek fonksiyonu ve

A(z,y) := x olsun. og’nin A altindaki gorinti fonksiyonu
Aog: R* — R
r — (Aog) (z)=inf{og(z,y):y € RP}
ile tanmamlanar. A man adjointi A* ise
Acg: R" — R" xRP
r — (A)(z) =(z,0)
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olur. cl(Aog) fonksiyonu, S" = {x € R" : (x,0) € S} kesit kiimesinin
oy destek fonksiyonudur. S’ kiimesi,S 'nin R" 'ye izdisimii ile karistirilma-

malidur. Onerme 3.15%¢ gore bu destek fonksiyonu
x — og(x,0)

dar.
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4 SONLU KONVEKS FONKSIiYONLARIN
SUBDIFERANSIYELLERI

4.1 Girig

3. Boliimde konveks fonksiyonlara bir nokta civarinda sublineer fonksi-
yonlarla birinci mertebeden yaklasilabileceginden bahsedilmisti. Bu boéliimde
oncelikle f : R" — R konveks ve x € R" sabit ise

d— f'(z,d) := lim flottd) - ()

t—0t t

ile tamimli f” fonksiyonunun varligi kapali, sonlu ve sublineer oldugu goster-

ilecektir. Ayrica f’ niin

f@+h) = f(z)+ f'(z,h) + o(||h]]) (4.1)
anlaminda f ’ye x civarindaki yaklasimi oldugu gosterilecektir. Sublineer
fonksiyonlar ve kompakt konveks kiimelerin arasindaki iligki diisiiniildiigiinde,
f'(x,) her d € R™ igin ve bogtan farkli kompakt konveks en az bir S kiimesi
icin

f(x,d) = os(d) = maks{(s,d) : s € S}
seklinde ifade edilebilir. Bu S kiimesine f nin x deki subdiferansiyeli denir ve
Of (z) ile gosterilir. f, x de V f(z) gradyant1 ile diferansiyellenebiliyorsa, 4.1
f'(x,) in lineer oldugunu ve S nin sadece V f(x) i bulundurdugunu gosterir.
Bundan dolay1 sublineerlik lineerligin genellemesi oldugu gibi subdiferansiyel
kavrami da gradyantin genellemesidir.

Subdiferansiyel alma siradan diferansiyel almanin genellemesi olmasi bek-
lenir. Bu yiizden diferansiyel analizde kargilagilan sonuclarin ¢ogunu burda
da gormek miimkiindiir:1. mertebeden Taylor agilimlari, ortalama-deger teo-
remleri, hesaplama kurallar1 vb.Bu hesaplama kurallarinin énemi konveks
analizde bir kat daha artmaktadir.Ciinkii konveks fonksiyonlar iizerindeki
bazi iglemler diferansiyellenebilmeyi yok etmekte fakat konveksligi korumak-
tadir. Onemli bir 6rnek maks-islemidir. maks-fonksiyonlarmm subdiferan-

siyelleriyle ilgili kurallar detayli bir sekilde islenecektir.
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Aksi soylenmedikce bundan sonra
f :R"™ — R konvekstir.

Bu f nin siirekliligini ve yerel Lipschitz siirekliligini gerektirecektir.

4.2 Subdiferansiyel: Tanimlar ve Yorumlar

Simdi bir f : R® — R sonlu konveks fonksiyonu i¢in ii¢ degisik yoldan

subdiferansiyelini tanimlayalim.

4.2.1 Yonlii tiirevler kullanilarak subdiferansiyelin tanimi

Yardimci Teorem 4.1. z ve d, R" de sabit f : R® — R konveks bir
fonksiyon olsun. f nin x de d yonindeki fark bolimi q : R, \{0} — R

o) = L tdt) =@y (4.2)

alinsin. Bu durumda q(t) fonksiyonu monoton artandur (yani 0 < s <t ise

q(s) < q(t) dir).

Kanit. f nin konveksliginden 0 < s < ¢ igin

[lo+sd) = [(x) = fG@+td)+——2) - f(2)
< 2fltd) + @) - )
= LU+ td) — J(@)]

olur. Buradan ise

flx+sd) — f(z) _ flz+td) — f(z)
S - t

yani q(s) < q(t) elde edilir. m

Teorem 4.1. f : R" — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumdaVd € R"

yonii ve Vo € R™ i¢in t, 07 a sagdan yaklasirken q(t) nin limiti yani

o FE ) — f(@)

t—0t t

vardar.
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Kanit. z,d € R” keyfi olarak segip sabitliyelim. f nin konveksliginden

vVt > 0 igin
[@) = f(attd) + —— (2 — d))
1+t 1+t
< %Hf(ertd)JrlLHf(:c—d)
olacagindan

(1+t)f(x) < f(z+td) +tf(z—d)

elde edilir. Bu ise

SN

f(@) = flo—d) < —[f(z +td) — f(2)] = q(t)

esitsizligini verir. Buradan ¢ fark boliimii fonksiyonunun alttan siirh oldugu
gikar. Ayrica ¢ yardimcer teorem 4.1den monoton artan oldugu icin

o F@ ) — f(@)

t—0t t

vardir. ®m

Tanim 4.1. f nin x de d yoniindek: yonli tirevi

f'(z,d) := lim q(t) = inf{q(t) : t > 0} (4.3)

t—0t

olara tanymlanar.

©o(t) := f(x + td) bir boyutlu fonksiyonu igin

f'(@,d) = Dip(0) (4.4)
¢ 1n 0 daki sag tiirevidir. 4.2 de d yi —d ile degistirirsek

o) -t LE D @) St rd) — ()

t—0t t T—0~ —T

olur. Bu ise ¢ 1 0 daki sol tiirevinin ters igaretlisidir.

f'(w, —d) = =D_(0) (4.5)
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Onerme 4.1. Sabit bir x igin f'(z,-) fonksiyonu sonlu sublineerdir.
Kanat. dy,dy € R", oy, >0 wve a; + as =1 olsun. f nin konveks-

liginden her t € R i¢cin

f(x +tlondy + aady)) — f(2)
= flaa(z +tdy) + aa(z + tdy)) — an f(x) — aaf(x)
< aif(z+tdy) + asf(r +tds) — ar f(z) — as f(x)
= o [f(z +tdy) — f(x)] 4+ o2 [f(z +tdy) — ()]

Her iki tarafi t > 0 ye béliip t — 01 yaklastirilirsa
[z, o0ndy 4+ aody) < ay f'(z,dy) + o f'(x, dy)

elde edilir. Boylece d degiskenine bagl f' yonli tirevinin konveksligi kanat-
lanar.
Pozitif homojenlik asikardir: X > 0 i¢in

t—0+ At r—0+ T

= \f'(z,d)

Son olarak ||d|| =1 olsun. f sonlu konveks oldugundan x etrafinda Lipschitz
stirekludir.

|f(z+td) — f(x)| < Lt (0 <t <e igin)
olacak sekilde € > 0 ve L > 0 vardwr. Bu ylizden

i L@ 1) = F@]

t—0t+ t

(0<t<e igin)
yani | f'(z,d)| < L olur. d € R™ ise pozitif homojenlikten

f'(w,d) = f'(x, ||d|| Iy = f(=, ||dH) el

yazlabilir. % ise normu 1 oldujundan yonli tirev L ile simrldur yani

ldll
iistteki ifade | f'(z, %) ||d||| < L||d| olur. Bu ise Vd € R™ icin

> Tl
| (2, d)] < L |d] (4.6)

verir. Boylece f'(x,-) sonludur. =
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Uyar1 4.1. Ustteki kamtin sonuna gore f nin x etrafindaki yerel Lipschitz
sabiti olan L, f'(z,-)’nin de Lipschitz sabitidir. f'(x,-) kapaly sublineer
ve sonlu oldugundan en iyi Lipschitz sabiti L = sup{f'(z,d) : ||d|| = 1}
olacaktwr. Bu L f'(y,-) i¢in aynt zamanda mutlak Lipschitz sabitidir. Dogal
olarak bu sabit f'(y,-) icin y, xin B(z,8) d-komsulugunda oldugunda da
gecerlidir. Bu

Hy - .TH <0 = le,dg e R" ’LQZTL ‘f/<y,d1> - f/(y,dg)’ <L Hdl - d2H
olan L bir Lipschitz sabiti ve bir 6 nin var olmast demektir.

Onerme 4.1 nin bir sonucu olarak f’(x,-) bir destek fonksiyonudur. Bu

nedenle agagidaki tanim gecerlidir.

Tanim 4.2. Destek fonksiyonu f'(x,-) olan R™ in bostan farkls kompakt kon-
veks Of (x) kimesine, f’nin x deki subdiferansiyeli denir, yani f nin x deki

subdiferansiyeli
If (x) :={s € R": Vd € R" i¢in (s,d) < f'(z,d)} (4.7)
kiimesidir. Bir s € 0f(x) vektorine f nin x deki bir subgradyant, denir.

Ik gozlem olarak subdiferansiyel kavraminin bir i¢ carpimla iliskilendiril-
digi soylenebilir. Bu i¢ ¢arpim degisirse df in degisecegi de aciktir.

Kompakt konveks kiimeler ile sonlu sublineer fonksiyonlar arasindaki ilig-
kiye bagh tiim ozellikler Of(z) ile f'(z,-) icin yeniden diizenlenebilir. Ornek
olarak d yoniindeki df(x) in genigligi (breadth)

fl(x7 d) + f/(iC, _d) = D+§0(0) — D7g0(0) >0

dir. Bu toplam(ve ya fark) ¢ fonksiyonunun "diferansiyellenebilme eksigi"ni

verir.

Uyarn 4.2. Ozel olarak f'(z,-) sublineer fonksiyonunun U dogrusallik altuza-
yindaki d yonii i¢in ¢, 0°da diferansiyellenebilirdir. f'(x,-) sublineer fonksi-

yonunun U ya kisitlanmage lineerdir ve s, 0f(x) den keyfi olarak segilen bir
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vektor olmak tizere (s, -) ye egittir . Kisaca U, h—— f(z+h) h =0 da dife-
ransiyellenebilen bir fonksiyon gibi davranmasini saglayan h ’lardan olusan
bir kimedir. Sekil 4.1 e bakimiz: Of(x) U ya dik bir hiperdizlemin iginde
bulunmaktadir. Baska tirli soylersek U — Of(z) in 0 genislige sahip oldugu
tim yonlerin kiimesidir.

Tanwm 3.4 den hatirlanacage gibi
W(s,d) € 0f(z) x R" igin  — f'(w,~d) < {s,d) < f'(w,d)

dir.

T
/ U

| \Y,
v Tt (x)

Sekil 4.1: Yonlii tiirevin lineerlik uzay1

Tamm 4.2 diger taraftan ele alimirsa; f'(x,d) = sup{(s,d) : s € df(z)}
olur. df(x) kompakt oldugundan, bu supremuma bir s de varilir ve s, d ye

baghdir. Diger bir deyisle, herhangi bir d € R" alindiginda ¢ > 0 i¢in
flx+td) = f(x) +t(sa,d) + eaqt) (4.8)

olacak sekilde s; € Of(x) vardir. Burada t — 07 igin ¢4 (t) — 0 ve g4
nin d den bagimsiz yapilabilecegi ilerde goriilecektir. sy, ¢t den bagimsiz bir
subgradyanttir ve en biiyiik (s,d) degerini verir. Subdiferansiyel olusturu-
lusundan f nin birinci mertebeden tanmimlanigiyla ilgili bilgilere sahiptir.
Sonlu konveks bir fonksiyon olarak d — f’(z,d) nin kendisi de yonlii
tiirev ve subdiferansiyellere sahiptir. d = 0 i¢in bunlar agagidaki énermede

goriilecektir.
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Onerme 4.2. f : R" — R sonlu konveks fonksiyon ise o(d): = f'(x,d) ile

tanimlanan o : R™ — R sonlu sublineer fonksiyonu asagidakileri saglar

0'(0,0) = f'(x,0) V6 € R™; (4.9)
o(8) = o(0) + 0’ (0,5) = 0’ (0,6) V5 € R™; (4.10)
9o (0) = df (x) (4.11)

Kanat. o pozitif homojen ve o (0) = 0 oldugundan

o (t0) - o(0) _ w((? —0 5 (0) = f(a, 6)

ve 0'(0,0) = lim (0 +1) = o(0) = lim f'(x,0) = f'(z,9)

t—0t t t—0t

vVt > 0 i¢cin

olur. Boylece 4.9 kamitlanar. f'(z,d) = o(d) oldugundan o(0) = ¢'(0,0) =
a(0)+0'(0,8) olur. Bu da (4.10) kanitlar. V6 € R™ i¢in o’ (0,0) = f'(x,9) oldu-
gu igin o'(0,-), f'(x,) kapaly sublineer fonksiyonlar: aymidur. Dolayisyla
ayne kapaly kompakt konveks kiimeyi desteklerler, yani 0o(0) = 0f(x) olur.

4.9 a sagirmamak gerekir: teget olma kendini iireten bir iglemdir. f'(x,-) in
grafigi gr f e (z, f (x)) de teget olan dogrularla (1ginlarla) olugturuldugundan,
ayn1 kiime gr f'(x,-) ne teget dogrular (1ginlar) alinirken de olugmalhidir.4.10
ise sublineer bir fonksiyonu 0 da birinci mertebeden yaklagiminiolugtururken,
dogrusallagtirma hatas1 olmadigimi belirtir yani (4.8) f(x + td) = f(z) +

t (sq,d) + e4(t) esitligi e4 = 0 i¢in saglanir.

4.2.2 Afin fonksiyonla alttan yaklasarak subdiferansiyelin

tanimi

Subdiferansiyelin 6énceki tanimi 4.1 iki agamaliydi:
Ilk olarak yonlii tiirevi hesaplama ve sonra bu fonksiyonun destekledigi kiimeyi

belirleme.Subdiferansiyel igin tiirev almadan dogrudan bir tanim verilebilir.
Tanmim 4.3 (Subdiferansiyel II). Vy € R™ i¢in

fly) > f(x) + (s,y — x) (4.12)
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saglayan s € R™ vektorlerinin kiimesine , f nin x deki subdiferansiyeli denir

ve bu kiime Of (x) ile gosterilir.

Onceki tammla (Tamim 4.2) bu tanmmin cakistigi gosterilecektir. Baz
farklhiliklar ise soyle siralanabilir:

-Son tanmim tek taraflidir: 4.12 deki esitsizligin saglanmasi icin y +—
f(z) + (s,y — x) afin fonksiyonunun f yi minorize etmesi ve y = x igin
f ile cakismas1 gerekir.

-Son tanim ; 4.12 deki egitsizligin biitiin y € R” ler icin saglanmasi gerek-
tigini soyler.

-Bu iki gozlem tanim 4.3’tin tiirevleme kavramindan ayrildigini goster-

mektedir, soyle ki:
(i) Bu tanimda kalan terim yoktur;
(ii) x e yakin degil biitiin y ler isin igindedir.
Asagidaki teorem aslinda
(i’) fazladan o(||y — z||) 1 4.12 e eklemenin bir seyi degigtirmeyecegini veya

(ii’) Esitsizlik 4.12 nin x e yakin y ler iginde saglanmas: gerektigini gostere-

cektir.

Tabii ki, bu iki 6zellik (i’) ve (ii’) f nin konveksligine dayanir; daha agik
olarak fark boliimiiniin (difference quotient) monotonluguna dayanir.

- 4.3 de biitiin subgradyantlar ayni zamanda belirlenmistir. Her bir d
igin yonlii tiirev ile subdiferansiyel kiimesinin bir diizlemsel yiizeyi ortaya
¢ikarilmakta ve bu yiizeylere uygulanan konveks bilesimlerle subdiferansiyel

kiimesi elde edilmektedir.

Teorem 4.2. Subdiferansiyel i¢in verilen iki tanim denktir.

If(x) = {seR":VdeR" igin (s,d) < f'(z,d)}

= {seR": f(y) > f(x) +(s,y —x) Vy e R"}
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Kanat. s € {t e R":¥d € R" i¢in (t,d) < f'(x,d)} olsun. Yani
Vd € R" igin (s,d) < f'(z,d) (4.13)
ve

x +td) — f(z)
t

f(x,d) = inf{f( :t> 0}

oldugundan buna denk olarak

f(x +td) — f(x)

Vd € R" ve ¥t > 0 i¢in  (s,d) < ;

(4.14)

yazilabilir. d, R™ yi; t, RS 4 tararken, y: = x +td R"™ nin tamamim

taramaktadir. Bu sayede

fly) — f(z)

(s,d) < ;

= (s,td) < f(y) — f(=)

olur. td yerine egiti olan y — x yazildiginda bunun da

fly) = f(@) + (8,9 — x)

oldugu gorilirki bu s € {s € R" : f(y) > f(x) + (s,y —z) Yy € R"}

demektir. Buradan

{s € R":VdeR"¢in (s,d) < f'(z,d)}

C {seR":f(y) = f(z)+ (s,y —x)Vy € R"}
kapsama elde edilir. Ayna diisiinceyle ters yonde gidilirse egitlik elde edilir. m

Ustteki kanit y ler  in bir komsuluguna kisitlandiginda da gecerlidir.
Gergekten d € B(0,1) igin (s,d) < f'(z, d) varsa yonlii tiirev pozitif homojen
oldugundan A > 0 igin A (s,d) = (s,Ad) < f'(z,Ad) = \f'(z,d) olacaktir.
A degistikce AB(0, 1) tiim uzay1 kapsayacak, boylelikle Vd € R™ igin (s, d) <

f'(x,d) esitsizligi saglanacaktir. Diger taraftan

[z +td) — f(z)
t

t € (0,e] igin (s,d) <

varsa fark boliimii artan bir fonksiyon oldugu igin

(s.dy < it LEHID @) o flettd) - f(o)
LT e t T teRS t

= f’(l’, d)
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olacaktir. Bu sayede 4.14 deki esitsizlik V(d,t) € B(0,1) x (0,¢] igin sag-
landiginda V(d, t) € R™ x R} i¢in de saglanir.

f nin birinci mertebeden yaklagimi agisindan 4.12, 4.8 e yeni bilgiler ek-
lemektedir: £4(t) hig bir ¢ > 0 i¢in negatif degildir. Diger taraftan 4.8, belirli
bir s (y degiskenine bagh) ve =’ e ¢ok yakin y ler igin 4.12 nerdeyse bir
esitlikmig gibi saglanir.

Simdi yonlii tiirev—subdiferansiyel iligkisi tersten olugturulabilir: 4.12 de

tanimlanan kiime,

e Jf(x) kiimesi bogtan farklidir ¢iinkii bir konveks fonksiyonu x € ridom f

te minorize eden en az bir afin fonksiyon vardir.

e Of(x) kiimesi kapali ve konvekstir.Gergekten: si,s, € J0f(z) ve a €
(0,1) ise

f@) +{asi+ (1 —a)ss,y — x) =
f@)+a(siy—z) +(1—a)(sy—x)
a(f(@) + (s1,y —2)) + (1 — a)(f(2) + (s2,y — 3))
af(y)+ (1 —a)f(y) = f(y)

= f(y) = f(z) + (asi + (1 — a)s2,y — )

IN

as; + (1 —a)sy € Of(x) olur ki Of (x) kiimesi konvekstir.

Simdi df(x) kiimesinin kapali oldugunu gorelim.s € ¢l(0f(z)) alalim.Bu
durumda s; — s olanen az bir (si)reny C Of(x) dizisi vardir. Bu durumda
Vk € Nigin f(y) > f(x) + (sg,y — o) olur. Iki taraftan limit almir ve ig

carpimin siirekliligi kullanilirsa

lim f(y) > lim (f(2) + (s, = 2) )

k—oo k—oo

fly) = f(2) + (s,y — x)

s € Of(x) olur ki bu cl(0f(z)) C 0f(x) kapsamim verir.Ters kapsam her
zaman dogrudur. Boylece cl(0f(x)) = 0f(x) esitligi elde edilir.0 f(z) kiimesi
kapalidir.
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e Jf(x) kiimesi simirhdir.Gergekten:
Her 0 # s € 0f(z) i¢in f(y) > f(z) + (s,y — z) tir. Keyfi § > 0 igin

y=x+ (5H I alinirsa y — x = 6\\5\\ olur.
F) 2 o) + <s,y —a) = )+ (.07 = o)+ 1o ()

= fz)+ || I* = f(z) + 3]sl

olur. Ayrica f konveks oldugundan B(z, §) kompakt konveks kiimesinde
Lipschitzdir. L bu kiimedeki Lipschitz sabiti ise

y=a+0—r€B(x,0) = |f(y) - [@)| < Ly — 2]

I8l <
= f(y)

= Lo = f(y) < f(x) + Lo

olur. Buradan f(x)+d||s|| < f(y) < f(z) + Lo veya |s|| < L elde

edilir.Her s € df(x) igin ||s|| < L olacagindan Jf(z) kiimesi sinrhdir.
Of (x) ={s e R": f(y) = f(x) + (s,y —x) Vy € R"}

kiimesi bogtan farkli kapali ve konveks oldugundan destek fonksiyona
sahiptir. Ayrica sinirli oldugundan destek fonksiyonu sonlu degerlidir.
Teorem 4.2 den bu destek fonksiyonunun 4.3 deki f/(x,-) yonlii tiirevi
oldugu goriilebilir.

Uyar: 4.3. Bir o (sonlu) sublineer fonksiyonunun bir konveks fonksiyon gibi

subdiferansiyeli vardir. o mn 0 daki subdiferansiyeli
0o (0) = {s:¥d € R" i¢in (s,d) < o(d)}

olarak tamimlanir.o’(0,d) = o(d) oldugu i¢in bu tanam dogrudur. Bu tanim
destek fonksiyonundan bir kimeyi olugturmak i¢in (3.15) den daha derli toplu
bir yol sunar: Bir o(sonlu) sublineer fonksiyonu 0 daki subdiferansiyelinin

destek fonksiyonudur.

o(d) = sup{(s,d) : s € do(0)}

Sekil 3.11 deki "(s,d) < o(d) olan d’leri se¢" ifadesi yerine artik "o nin 0

daki subdiferansiyeling al” ifadesi konabilir.
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4.2.3 Normal koniler kullanilarak subdiferansiyelin tanimai

Tamm 4.3’de 0 f(x) in elemanlar: olan subgradyantlar epi f’yi (z, f (x))’de
destekleyen hiperdiizlemlerin egimleridir .Bu teget ve normal koniler cinsin-
den agagidaki sonugla ifade edilecektir. Bu ifade ise subdiferansiyel ve yonlii

tiirevin ti¢iincii tanimi olarak diisiiniilebilir.

Onerme 4.3. (i) Bir s € R" vektorimiin f nin x deki subgradyant: olmas:
icin gerek ve yeter kosul (s,—1) € R" x R in epi f’ye (z, f (x)) ’de normal
olmasidar.

Diger bir deyisle:
Nopi (2, £ () = {(As, =) : s € Of (x) , A > 0} dir:

(i) epi f kimesinin (z, f (z)) deki teget konisi, d — f'(x,d) yonli tirev

fonksiyonunun epigrafidur:

Tepi f(:B?f ([L’)) = {(d7 T) L2 f’(:L‘,d)}

Kanat.
(i) (s,—1) € Ny (x, f(x)) olmasi igin gerek ve yeter kogul V(y,r) € epi f
icin ((s,—1), (y,r) — (z, f (x))) <0 olmasidar.

((s,=1), (y,r) = (&, [ (2))) 0 = (s,y —2) + (1) [r = [ (2)] <0

— (s,y—x)+ f(x) <r

buna denk bigimde (V(y,r) € epi f igin f(y) <1 ) ve dzel olarak ¥ (y, f(y)) €
epi [ oldugundan Yy € R"™ icin f(y) > f(z) + (s,y — x) yazlabilir. Bu
da s, f'nin x’deki bir subgradyant: demektir. dom f = R" oldugundan
x € ridom f ’tir. Bu sayede (s,—1)" leri bu konveks koninin tabani olarak

diistinebiliriz. Boylece

Nepi f(x, f(2)) = {A(s,—1) : s € Df (x), A > 0}
Nepi (@, f(2)) = {(As, =A) : s € Of (2) , A = O}
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bulunur.

(ii) epi f nin teget konisi tustteki normal koninin polaridir, yani
Vs € 0f(x) ve A >0 igin (As,d) + (=\)r <0

saglayan (d,r) € R™ x R’lerin kiimesidir. A\ = 0 i¢in egitlik saglanir. X # 0
igin her iki tarafi A > 0 a bolersek Vs € Of(x) i¢in r > (s,d) ;burdan da

r > max{{s,d) : s € 9 (2)} = f(x,d)
bulunur. m

Sekil 4.2 bu sonucu gostermektedir. Sag taraftaki ¢izim epi f'nin (z, f (x))
deki N normal konisini ve T teget konisini gostermektedir. N’nin R™ x
{—1} ile kesigimi Of(x) x {—1}'dir. Sol taraftaki ¢izimde orijin 7" konisi
(x, f(x))e kaydirilmistir ve bu kaydirllmig koni epi f ’ye tegettir. T +
(x, f(z))’in st (konveks olmayan) bir konidir ve f’nin grafigine tegettir.

Ayrica T + (z, f(x)), f'(x,-)'nun grafiginin (z, f(z))’e kaydirilmig halidir.

yd
A

f(x)+T

Sekil 4.2: Epigrafa cizilen teget ve normal koniler

2’in dahil oldugu altdiizey kiimesi

Sf(x): = Spa(f) ={y € R": fy) < f(2)} (4.15)

incelemek gerekir. Bu kiime Jf(z) ile yakindan iligkilidir.
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Yardimci: Teorem 4.2. f : R" — R konveks fonksiyonu ve Sf(x) altdiizey
kiimesi i¢cin
Tsp@)(z) C{d: f'(z,d) <0} (4.16)
saglanar.
Kanit. Keyfi olarak y € Sf(x) vet > 0 alalvm ve d := t(y — x) olsun.
Bu durumda d € R[S f(x) — x] olur ve

r+ 9~ f(z
0> /() - ) = LEEDTTE S )
olur. Boylece d € {d : f'(x,d) < 0} olur ve
RY[Sf(x) —x] Cc{d: f'(x,d) <0} (4.17)

oldugu kanitlanmas olur.(Burada d = 0 da dahil edilmistir; ¢inki 0 € Sf(x)—
x tir.)

f(x,-) kapaly sublineer fonksiyon oldugundan, 4.17 in sag tarafindaki kiime
kapaldur. Tspy(x) de 4.17 din sol tarafindaki kiimenin kapanis oldugundan

ki tarafin kapanist alinirsa kanat biter.

cl (RY[Sf(z) —z]) Ccf{d: f'(x,d) <0}

Tty (x) C{d: f'(z,d) <0}

4.16 ters kapsam saglanmak zorunda degildir. Ornegin f(z) = L ||lz||* buna

)
ters ornektir.Gergekten Sf(0) alt diizey kiimesi {0} tek nokta kiimesidir ve
Vd € R” i¢gin f'(0,d) = 0 oldugundan {d : f'(z,d) < 0} = R" dir. Bu
durumda{d : f'(z,d) < 0} = R" € {0} = Ts4(0)(0) olur. Ters yoniin saglan-

masi i¢in ek bir varsayima ihtiyac vardir.

Onerme 4.4. g:R" — R konveks fonksiyon ve g(zo) < 0 olacak sekilde bir

zo € R™ olsun. Bu durumda

c {z:9(z) <0} ={z:9(z2) <0}, (4.18)
{z:9(2) <0} =int {z:9g(z) <0}. (4.19)
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Buradan da
b {2 g(2) < 0} = {=: g(2) = 0} (4.20)
olur.
Kanat. g siirekli ve (—o0,0] kapal kiime oldugundan {z : g(z) < 0} =
g ((—00,0)) ters goriinti kiimesi kapahdir. Ayrica cl {z : g(z) < 0} C
cd ={z:9(2) <0} oldugundan

c {z:9(z) <0} C{z:9(2) <0}

olur.
Diger taraftan zZ € {z : g(z) < 0} alalim g(z) < 0 olur. Hipotezden g(xy) <
0 idi her k € N igin z, := tx0 + (1 — 1)Z olsun. g nin konveksliginden

1 1 1

o) = g0+ (1= 1)2) < 7o) + (1 - D)g(2) < 0

her egitsizligin her iki yanmindan k — 400 giderken limitini alirsak

]Cli)rilog(zk) < ]}LIEO[%Q(%) +(1— %)9(2)]

lim g(z) < 0+ g(2) = g(2)

k=00
olur. zp € {z:g(2) < 0} ve zx — Z oldugundan z € cl {z : g(z) < 0}
bulunur ki bu
{2:9(:) <0} C el {z:9(2) < 0}
demektir. Boylece cl {z: g(z) <0} = {z:g(z) <0} olur.
g sirekli , (—00,0) agik kiime ve g~ ((—00,0)) = {z : g(2) < 0} agk ve
konveks bir kiimedir.konveks {z : g(z) < 0} kiimesi i¢in int (cl{z : g(z) <

0}) =int {z: g(z) < 0} olacagindan
int (cl{z:g(z) <0}) =int {z:g(z) <0}
{z:9(2) <0} =int {z:9(z2) <0}
olur. m

Buradan 6nermedeki kosulu saglayan bir xy varsa alt diizey kiimelerinin

kapanis, i¢ ve sinirin1 almak icin tanimlarina sirasiyla <, <, ve = isaretlerini
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koymak yeterli olacaktir. Burada g¢g’nin konveksligi gerekli bir kosuldur.
Konveksligin olmadigi durumlarda bu saglanmayabilir. Ters érnek olarak
g(z) :== min{0, |z| — 1} e bakmak yeterlidir.

Simdi alt diizey kiimesinin tegetsel elemanlarini karakterize edebiliriz.

Teorem 4.3. f: R" — R konveks ve 0 ¢ 0f(z) olsun. Bu durumda S f(x)

alt diizey kiimesi i¢in

Tsf)(z) ={d € R": f'(z,d) < 0} (4.21)
int [Tspwy(x)] ={deR": f(z,d) <0} (4.22)

Kanit. 0f(z) = {s € R" : Vd € R" i¢in (s,d) < f'(z,d)} tanymina

gore 0 ¢ Of(x) ise f'(x,d) < 0 olacak sekilde d € R™ vardwr. 0 > f'(x,d) =

lim f(z+td)—f(z)
t—0+ t

z+td e Sf(x) ved=1((x +td) — x) € RY[Sf(x) — x| olur. Boylece

oldugundant > 0 yeterince kii¢iik ise f(x+td) < f(x) saglanr;

{d: f(2,d) < 0} € R¥[Sf(2) - a] C Tyo(a) (4.23)

olur. f'(z,d) < 0 saglayan d € R™ var ve f'(x,d) konveks oldugundan énerme
4.4 den {d : f'(z,d) < 0} C RY[Sf(x) — x] kapsaminda her iki tarafin

kapanige alinirsa
cd {d: f'(x,d) <0} CRT[Sf(z) —z] = {d: f'(x,d) <0} C Tsp(x)
olur. Yardvmcsy teorem 4.2 den Tsp)(x) C {d: f'(x,d) < 0} bilindiginden
Ty (@) ={d: f'(z,d) < 0}
kanutlanar. Onerme 4.4 den iki tarafin ici alindijinda

int Tspy(z) =int {d: f'(x,d) <0}
= int Tspy(z) ={d: f'(z,d) < 0}

bulunur. m

Ustteki sonu¢ normal konilerle formiile edilebilir.
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Teorem 4.4. f : R" — R konveks ve 0 ¢ O0f(x) olsun. Bu durumda
d (yon) vektorinin Sf(x) e x’de normaldir ancak ve ancak d = ts olacak

sekilde 3t > 0 ve Is € Of (x) vardur:
Ngf(x) (J]) = R+af($>

Kamit. Ty (x) = {d € R" : f'(z,d) <0} = {d € R": (s,d) <0,
Vs € df(z)} oldugundan (s,d) < 0 yerine (YA > 0 icin (As,d) = A (s,d) <0

yazilabileceginden
Tspay(z) ={d € R" : YA >01igin (As,d) <0vesedf(zx)}
= [R0f(x))°
olur. df(z) bogtan farkli konveks ve kompakt bir kiime ayrica 0 ¢ co[0f(z)] =

Jf(x) oldugundan cone(df(x)) = Rt co[df ()] = RTOf(x) olur.Yani RTO f(z)

kapali bir konidir.Simdi tistteki esitlikte iki tarafin da polar konisi alinirsa
Nst(@)(x) = c[RTOf ()] = RTOf (x)
elde edilir. m

Uyar: 4.4. 0 ¢ Of (x); dstteki iki sonug i¢in gerekli olan bu varsayim bir kag
degisik yolla formiile edilebilir:

-Tamm 4.2 agsindan, f'(x,dy) < 0 olacak sekilde en az bir dy vardur.

Vd € R™ i¢in (s,d) < f'(x,d) dir ancak ve ancak s € Of(z) dir.
Vd € R" i¢in 0 = (0,d) < f'(x,d) olsaydi 0 € Of(z) olurdu.
Bu sebeple 3dy € R™ i¢in f'(x,d) < 0 olmalidur.

-Tanum 4.3°den, f(xo) < f(x) olacak sekilde Jxo vardur.

s € Of (x) dir ancak ve ancak Yy € R™ i¢in f(y) > f(x) + (s,y — x) "dir.

0¢ 0f(x) ise f(xo) < f(x) + (0,20 — x) = f(2)
olacak sekilde dxy € R™ vardar.

- Ustteki varsaym f(-) = f(x) diizey kiimesinin her noktasinda gegerlidir (f(xq) <

f(z)isey € {y: f(y) = f(x)} icin f(zo) < f(y) dir).
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Bunun bir sonucu olarak 0 ¢ Jf(x) olacak sekilde bir 2 noktasinin varhg,
Sf(x) alt diizey kiimelerine her noktalarindaki teget ve normal konilerinin
hesaplanmasini saglar: alt diizey kiimesinin i¢inde (agikar durum) oldugu gibi
smirinda da (4.20’dan f(-) = f(x) diizey kiimesinde de) bu koniler hesaplanur.

Sekil 4.3 bu sonuglar: resmetmektedir. Sekil 4.2’in benzeridir, fakat R"de
¢gizilmigtir. Sol taraf sekil 4.2’in f(x) diizeyindeki yatay kesitini gostermek-
tedir. Gergekten 0 ¢ Of(z) ise

Topi 1z, f(2)) N (R™ x {0}) = {(d, r) : v = f'(2,d)} N (R" x {0})
={(d,0): f'(z,d) <0} ={d: f'(z,d) <0} x {0}
= Tsy@)(x) x {0}

oldugundan bu kesit Tsf(;)(x) x{0} dir. Bu kiime R" de diistiniiliirse T's s, ()

olur. Yani Sf(z)’in x’deki teget konisi olur. Sag tarafta ise subdiferansiyel

cizilmigtir, sekil 4.2’deki diigsey bilegenler atilmigtir.

\

|

Iﬂf(X)‘/}
]

7/ \Ns‘(x)(x)

Sekil 4.3: (0 ¢ Of(z) iken) Sf(x) alt diizey kiimesinin teget ve normal

konileri

0 ¢ Of(x)icin Ngg)(z) = RTOf(z) oldugundan 0 f(z)’in tamam N, (x)’e
dahildir. Ayrica Ngf()(2)'in Nepi ¢(, f(x))’in bir izdiigiimii oldugu goriilmek-
tedir:

Nepi j(, f(2)) = {A(s, =1) : s € 9f (x), A > 0}
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kiimesinin R" x {0}’a izdiigiimii

{As : s€If(x),A>0} x{0} =R"{s:s€df(x)} x {0}

= RTOf(x) x {0} = Ngf@)(z) x {0}

olur. R"de diisiiniiliirse bu kiime Ngj(,)(x)dir.

Biitiin bunlar subdiferansiyelin gradyanti nasil genellestirildigini gosterir:
Eger 0f(x) = {V f(x)} tek noktadan ibaret ise f(-) = f(x) diizey kiimesinin
(z, f(x))’de teget hiperdiizlemi vardir; Ty (x) konisi V f(x)’in ters yoniin-
deki yar1 uzaydir; Ngge(x) konisi R*V f(z) wgmmdir. 9f(z) genisledikge,
Sf(xz)de x etrafinda daralacaktir.

Bir alt diizey kiimesine normal koni ¢izerek,yani subgradyantin negatif ol-
mayan katlarini diigiinerek x etrafinda yerel olarak alt diizey kiimeleri tanim-
layabiliriz. Fakat bu ayni zamanda gradyantlarin biiyiikliigii hakkindaki bil-
giyi yok eder. Tabii ki yonlii tiirevlerin biiyiikliiklerini de; sekil 4.4 bundan
R"™ de bile nasil kurtulacagimizi gostermektedir. Sekil 4.3’e benzeyen ¢izimi

sekil 3.8 ile karsilagtirirsak destek hiperdiizlemi
H:={seR":(ds—z)=f(x,d)}

d’ye diktir. ||d|| = 1 ise H’nin x’e (cebirsel) uzakhgr — f'(z, d) dir. ¢ > 0 igin
t — f(z + td) afin bir fonksiyonsa = + R, d 1sminda ||d|| birim d yoniinde

ilerlersek fonksiyonumuzdaki degisim f’(z,d) kadar olacaktir.

fO=1K)

fQ=f(x)+ fdx,.d)

\
';) ld|=1p ¢=- fdxd)

Sekil 4.4: Bir yondeki azalis miktar
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4.3 Subdiferansiyelin Yerel Ozellikleri

Bu boliimde gradyant kavraminin genellemesi olarak kabul edilen 0f ()

in verilen bir noktada bazi 6zellikleri incelenecektir.
4.3.1 Birinci mertebeden yaklagim

Bir sonlu konveks fonksiyonun yonlii birinci mertebeden yaklagiminin var
oldugu soylendi 4.8; 6nemli bir sonu¢ da 4.8 deki bu yakinsakhigin siirh
bir kiimede d ye gore diizgiin oldugudur; &4, normu 1 olan d vektoriinden

bagimsiz olarak alinabilir.

Yardimci Teorem 4.3. f:R" — R konveks ve x € R" olsun. Ve > 0 i¢in
Il <6 = |flz+h) = f(z) = f(x,h)] <e|h] (4.24)
olacak sekilde en az bir 6 > 0 vardar.

Kanit. Kabul edelim ki bu gerektirme saglanmasin. Bu durumda bir

g0 > 0 ve her 6 > 0 icin ||hs|| < d en az bir hy € R™ vardir 6yleki

F(a+hs) = £(&) = f (,hs)| > <o ]

. 1 1
olur.Ozel olarak Vk € N igin § = % secilirse VE € N icin ||hy|| :=t < 7 ve

o) = f@) = f (2 he)| > ot

olan bir (hy),cy dizisi vardir.(hy) nin t_k — d ve ||d|| = 1 olacak sekilde
k
(i) geen alt dizisi vardir. f nin z’teki yerel Lipschitz oldugundan yerel

Lipschitz sabitlerinden biri L olsun.

eotr < | f(z +hi) — fx) — [ (x, hw)|

< Uf(e+ ) = flo )| + | £+ ) = f(@) = F (2, t3d)
| f ) = f (2, )

< Ll =l + |f (@ + tad) = f(2) = £ (@ tad)| + L |txd — I

< 2Ly — td] + | (@ + ted) = J (@) = (2, 14|
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Uyar1 4.1 ten f niin ve f nin Lipschitz katsayist aym L oldugundan yukari-
daki 3 .satirda bu kullanildi. Cikan esitsizligin her tarafi ¢, > 0 e boliiniip
limit alinirsa

hi  tid

23 tr

¢
Hm =% limQL'
10 tk tr 10

co < 2L|d—d|[+|f (@,d) - [ (w,d)

TG R {CORNY WA

+
tr 10 tk tr 10 tk

€0§0

celigkisine ulagilir ki bu varsayimimizin yanlis onermenin dogru oldugunu
soyler. m

Denklem 4.24 in bir diger yazilisi
flz+h) = f(z) + [ (2,h) + o) (4.25)

birinci mertebeden acilhimidir. Bir digeri de

o S td) - f@)

t—0+ d' —d 13
bi¢imindedir. Gergekten |f(z +h) — f(z) — f'(z,h)| < e|lh|| (4.24) ; (h) :=
f(x+h)— f(z)— f'(x,h) dersek ||p(h)|| < e ||h|| olur. Yani f(z+h)— f(z)—
f'(x,h) = o(||h|]) Buradan f(x 4+ h) = f(x) + f (x,h) + o(||h||) elde edilir.
(Burada Ve > 0,36 > 0 > ||h| < d = |le(h)|| < e]h| ise p(h) fonksiy-

= f,(£’d)

onu o(||h|)) ile gosterilir.) f'(z,-) sublineer oldugundan siirekliligi kullanarak

[l +td) — f() f@) + [ (@,td) +o(|[td'[|) — f(x)

lim = lim
t—0+ d' —d t t—0+ d —d t
tf (z,d) + o (||td Ly ,
= lim f(e,d) () = lim f(x,d) = f(x,d) esitligi
t—0t d' —d t t—0t d' —d
yazilir.

Uyar1 4.5. Yardimci teorem 4.8 deki konvekslik yonli tirevin varbiginda kul-
lamlmaster. Bunun disinda tek sey f nin ve f (x,-) in Lipschitz 6zelligidir. f
R" — R fonksiyonuna baglh olarak x € R" de D : R" — R tirevini tanim-

larken, h — 0 i¢cin
flx+h) = f(z) — D(h)
h

ozelligini kullamrz.  Klasik analizde D lineer iken, burada D(-) = f'(x,-)

—0 (4.26)

sublineerdir. Ashinda D nin bagl oldugu fonksiyonlar sinifine belirtmeden de
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h yle ilgili yakinsakligin tirine bagh olarak cegitli tirevler tanimlanabilir.
(1) Gateaux: Her bir d € R sabiti, R det — 0 ve h = td i¢in 4.26 gegerli

o f@ttd) — fl@) = D(td) _ 1 f(x+td) — f(z) — D(td)

— 0
0 [td] ld][ =0 ‘ -~

(13) Fréchet: h — 0 i¢in 4.26 gegerli

flz+h) — f(z) = D(h)

lim — 0
h—0 il
(13i) Yonli Tirev: (i) deki gibi fakat t > 0 igin
limf(x +td) — f(z) — D(td) 1 y flz+td) — f(x) — D(td) 0

= 1m
o Jed] ] +h t

(v) Dini’nin Yonli Tirevi: t | 0 ve R® de d — d iken h = td i¢in

- fla+td) - f/(x) ~D(td) _ 1 imf(xﬂd’) — f(z) — D(td)
10 d' —d ¢ ]| ¢io t

— 0

Ustteki yardimc1 teoremden goriilecegi gibi eger yaklagim fonksiyonu D
nin lineerligi veya sublineerligi belirtilmigse bu dort gesit yakinsaklik f x te
yerel Lipschitz iken denktir.

4.25 yi 4.8 ile kargilastiralim: ¢ > 0 igin h yerine td , f (x, h) yerine (Of (z)
kiimesindeki en az bir s, i¢in) t (s4,d) vardir. s4 , (s,d) yi maksimize eden
subgradyantlardan herhangi biridir. Boyle bir s, ise 0f(x) in d ile belirlenen
yiiziindedir (Tanim 3.6). Denk olarak, d, df(x) in sy deki normal konisinin
elemamdir; sg4, 4+ d nin 0f (x) tizerine bir izdiigiimiidiir. Boylelikle yardimci

teorem 4.3 bir bagka sekilde soyle ifade edebiliriz:

Onerme 4.5. [12] f : R® — R konveks olsun. Herhangi bir x igin
§ € Fopa)(h) & h € Noj)(s) & s = Poja(s +h)
denk kosullar: sagladiginda
f(x+h) = f(z) + (s, h) + of[|A]])

olur.
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h,0f(x) in sabit bir normal konisinde degisirken, f diferansiyellenebilir
gibi goziikiir; bu normal koniye kargilik gelen ortaya konmus yiizdeki (exposed
face) herhangi bir subgradyantini bir "yerel gradyant"1 olarak diigiiniilebilir.
Bu yerel gradyant sadece belirtilen konide aktiftir. i bagka bir normal koniye
gectiginde, bir bagka yerel gradyant aktif olur (sekil 4.5).
2 (2= Ny ()
)

hT Ny y(s) icin

Flcrh)- 1 () @ls,h) <

1)

Sekil 4.5: Normal koniler ile diferansiyel hesaplama

Jf (z) kompakt oldugu i¢in, herhangi bostan farkli h € R", bogtan farkh
bir yiiz ortaya koyar. h,R"\ {0} da degisirken ortaya konan yiizler Jf(z) in
stirti kaplar: Bu, Onerme 3.12 (9f(z) bostan farkli kapal konveks kiime
oldugundan bd Of (x) = U{Fysum)(h) : h € R™\ {0}}) ten dolay1 soylenebilir.
Ozel durumlardan biri 9f(x) in ortaya konan sadece bir yiizii olmas1 yani

Jf () in sadece bir elemandan olugmasidir. Bu durumda Vd € R™ i¢in

o fattd) — f(@)

t—0t t

= <S7d>

olacak gekilde sabit bir s € R" vardir. Bu ise f nin z te yonlii tiirevlenebilir
oldugunun ifadesidir. d ve t yi sirasiyla —d ve —t ile degistirildiginde f nin
x Gateaux tiirevlenebilir oldugu goriiliir:

[z +7d) - f(x)

lim = lim
T—0~ T t—0t t
S td) — @
t—0+ t
= _<Sa_d>
= (s,d)
o et =) e = )
t—0+ t t—0— t



. f Gateaux tiirevlenebilirdir.

Jf(x) tek elemanina s dersek yani 0f(z) ={s} ise Yh € R" igin

h € Nopy(s) ={h" : (K,s—5)>0,Vs € df ()} = {n : (h',0) >0}
=R"

olur. Onerme 4.5 ten f(z + h) = f(z) + f (z,h) + o(||h]]), Vh € R" yazilr.
(h)

h h
DMJZ(&Mdegg%ﬂ$+)|dﬁ)

Frechet tiirevlenebilirdir. Kisaca f ye x te tiirevlenebilir diyecegiz. Yukaridan

= 0 olur. Yani f x te

goriilecegi gibi bu siiphe gotiirmeyen bir terminoloji olacaktir.

Bulunanlar 6zetlenirse

Sonug 4.4. f konveks fonksiyonu x te (Gateauz) tirevienebilirse, x teki tek
subgradyanty onun gradyanty olan V f(x) tir. Tersine eger Of(x) in sadece

bir elemant varsa yani Of(x) = {s} ise f,x te Fréchet tirevlenebilirdir ve

Vf(x)=s dir.

Kamt. f Géateaux tiirevlenebilirse Vd € R" igin

[z +td) — f(z)

lim
t—0 t
var olmalidir ve ayrica

siirekli ve lineer bir fonksiyon olmalidir. Bu yiizden

o S+ td) — f(@)

t—0 t - <S7 d>
olacak sekilde s € R" vardir. Vd € R" icin
t—0t t

olacagindan

df (z) = {s : <s/,d> < f'(z,d),Vd € R"} = {s}

olur. Yani subdiferansiyel tek elemanhdir bu da V f(x) tir. Tersi yukarida

aciklanmigtir. m
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Onerme3.4’iin bir sonucu; eger {dy,dy,---dy} vektor kiimesi tiim uzay
iiretiyorsa ve eger i = 1,2,--- k icin f'(2,d;) := —f (z,—d;) ise f, «
te tiirevlenebilirdir. Ozel olarak ({d;} = {e;} yani R® nin standart taban

0 / , .

alinirsa) yalmzea ¢ = 1,2,--- ,n igin @f (x) = f(z,e;) = —f (v, —e;) kismi
X

tiirevlerinin varligi konveks f nin x = (21,2, -+ ,z,) de tiirevlenebilirligini

garanti eder.

Jf(z) in bir noktadan olugsmadigi genel durum i¢in, ortaya konan yiizleri
tammlamak icin baska bir yol vardir:  f'(z,-) konveks oldugundan kendi-
sine ait subdiferansiyelleri vardir. Bu subdiferansiyeller tam olarak 0f(x) in

ortaya koymus oldugu yiizlerdir.

Onerme 4.6. f :R" — R konveks olsun. Her xz,d € R" i¢in Fypa)(d) =
Ol (w, )](d) dir.

Kanit. s € Fyp()(d) olsun. Tammindan (s,d) = f'(z,d) olur. Ayrica
s € 0f(z) olacagindan Yd' € R" igin <s,dl> < f'(z,d) olur. Bu esitsizlik
f'(z,d) -(s,d) = 0 ile taraf tarafa toplanirsa Vd € R" icin

Fla,d)> f(x,d)+ <s,d’> —(s,d)

= f(e,d)> [ (x,d) + <s,d’ - d> (4.27)

olur.Bu ise s € I[f (z,-)](d) yi verir.
Tersine s € O[f (z,-)](d) ise ¥d € R" igin

[(@d) = [ @d)+ (s.d - d)

Ayrica d’ = d —d dersek f'(z,-) in sublineer oldugu icin alt toplamsalliktan
fad)=f(a,(d —d)+d) < f(e,d —d)+ [ (z,d) = f(x,d") + [ (z,d)

olur. Bu iki esitsizligi yan yana getirirsek

flad)+ £ @d) = f (0,d) = f (0,d) + (s.d")

—~Vd' € R"icin f (z,d") > <s,d”>
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bulunur. Bu ise s € df(r) demektir. 4.27 te d = 0 alirsak

f/(xvd)+<87_d>
fl(xvd)_<57d>
(s,d) > f'(x,d)

f(x,0)
0

v

v

Boylece 6zel olarak d igin f'(x,d) = (s,d) vardir. Yani s € Fys(;(d) olur. m
Bu sonug sekil 4.6da resmedilmistir. f'(z,-) in "td" noktasindaki subd-
iferansiyeli ¢t > 0 a bagh degildir; fakat ¢ 0’a ulagtiginda subdiferansiyel 0 f ()

in tamam olur.

@ fdx.d))

Py @) 01+, )

R o) {01 +1(d, T €x.d))

(td, f €x,td))

Sekil 4.6: Subdiferansiyelin yiizleri

Tanmim 4.4. 0f(z) in birden fazla elemans oldugu -yani f nin tirevlienemedigi-

x noktasina f nin kége noktasu (kinki) denir.

f konveks fonksiyonu hemen hemen her yerde tiirevlenebilir oldugundan
koge noktalarimin kiimesinin olgtimii 0’dir. Pratikte cogu ¢rnekte, bu kiime

R™ de sonlu sayida cebirsel yiizeyin birlegsimidir.
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4.3.2 Minimallik durumlari

Subdiferansiyelin tanimindan asagidaki temel sonug verilebilir.

Teorem 4.5. f : R” — R konveks fonksiyonu i¢in asagidaki ii¢ ozellik denk-
tir

(i) x [ nin R"™ dzerinde minimal noktasidir, yani
Yy € R" dgin f(y) > f(z)

p(ii)  0€df(x)
(iii)  Vd € R" igin f'(z,d) >0

Kanait.

(i) < (i1)]
Yy € R" igin f(y) > f(z) & f(y) > f(z) + 0,y —2) < 0 € If(x)
(1) <= (411)]

0€df(r) e VdeR" igin f'(z,d)>(0,d)=0

0 € 9f(x) ise x "duragan” (stationary) veya kritik olarak adlandirilabilir.
(1) < (7i7) denkligi; f nin 2 de minimal olmas: i¢in gerek ve yeter kogul f'(z, -)
tegetsel yaklagiminin 0 da minimal (f'(x,0) = inf f'(z,d) ve f'(z,d) >
0 oldugundan f’(z,-) 0 da minimaldir.) olmasidir, demektir. Burada iki
noktay1 vurgulamak gerekir.
e 2 f de yerel minimum (yani x in bir komgulugundaki her y i¢in f(z) < f(y))
ise f’(x,-) 0 da minimaldir. Bu ise f nin x te minimal olmasini verir. Yani
konvekslik yerel minimumun otomatik olarak global minumum olmasini verir.
e Diizgiin durumda f(-) — f(x) in yerel tegetsel yaklagimi (V f(z), -) lineerdir
ve 0 a esittir. Fakat fonksiyon diizgiin degilse f'(z, -) tegetsel yaklagiminin 0
a egit olmasi gerekmez. Bunun yerine f(-) — f(z) i minorize eden bir ¢ = 0

lineer fonksiyonu vardir. Bu lineer fonksiyonun teget olmasi gerekmez.
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Uyar1 4.6. 0 € 0f(x) ozelligi dizgiin durumda daha énce bilinen "V f(x) =
07 sartinin genellegtirilmesidir. Hemen hemen her yerde x in gradyant:
olsa bile bir konveks fonksiyonun minumum noktasinda gradyant: olmaya-

bilir. Ancak varsa 0 dar.

4.3.3 Ortalama deger teoremleri

Farkl iki z,y noktasi verilsin.Bu kesimde iki sorunun yanitimi araya-
cagiz.Bu sorulardan birincisi, "Subdiferansiyellenebilen bir f fonksiyonu i¢in
[z,y] dogru pargas: iizerinde f ’'nin f(y) — f(z) farki subdiferansiyel kul-
lanilarak hesaplanabilir mi?". Ikincisi ise, "f(y) — f(x) fark: bir integralle
ifade edilebilir mi?"dir.

Bu problemleri [z, y] dogru pargasi iizerinde f ’yi bir boyutlu bir konveks

fonksiyona indirgeyerek cozecegiz. Bunun i¢in
Vi € [0,1] icin ¢(t) := f (ty + (1 — t)z) (4.28)

olarak tanimlayalim

olur. Once ¢ nin ¢ deki subdiferansiyelinin f nin ty+(1—t)z deki subdiferan-
siyeli cinsinden nasil hesaplanacagini gorelim.

x,y € R™ de secildikten sonra sabit noktalar olmak iizere V¢ € [0, 1] igin
=ty + (1 —t)x
gosterimi kullanilacaktir.
Yardimci Teorem 4.4. ¢ wn subdiferansiyeli
Op(t) :={(s,y —x) : s € Of (1)}
veya daha sembolik olarak
Op(t) == (0f (20),y — @)
dir.
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Kanit. Sol ve sag tiirevleri alirsak

flre+7(y — ) — f(x)

J— 1 — / .
‘D-‘rgp(t) - Tli%lJr = _f<xt7y .T),
. o +7(y—x)) — fw
Do) = tim TOFTWZDZIE) gy,
diger taraftan
’ _ _ _
[,y — ) [ ax (s, — ),
— ! — —_ —= 1 I
(@, — (y — 7)) Jnin | (s,y — ),

oldugundan

elde edilir. =

Uyar1 4.7. Saylabilir bir kiime diginda ¢ ,R dizerinde tirevlenebilirdir. Bu f

‘nin (z,y) arabginda saylabilir nokta diginda tirevlenebilir oldugu anlamina
gelmez. Ornegin f(€,1) == |¢], © := (0,0),y := (0,1) i¢in f ,(2,y) 'nin
hicbir noktasinda tirevienemez. Onermenin garanti ettigi sudur; Of (z¢)
y — x yoninde hemen hemen her t igin 0-genislige sahiptir: f'(xy,y — x) +

[,z —y)=0

Teorem 4.6. f : R® — R konveks fonksiyon olsun. Sabit iki farkl nokta

x,y € R" de secilsin. Bu durumda

fly) = f(z) = (s,y — ) (4.29)

diger bir deyisle

fly) = flx) e U {(0f(z),y — )}

te(0,1)

olacak sekilde t € (0,1) ve s € Of () vardar.

Kanat. 4.28 de tanymlanan ¢ fonksiyonunu kullanarak
P(t) = o(t) — 9(0) — t[p(1) — @ (0)]
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yardvmer fonksiyonunu olugturalim. —p(0)—t [p(1) — ©(0)] afin bir fonksiyon-
dur yani konvekstir. ¥ (t) iki konveks fonksiyonun toplamu oldugundan kon-
vekstir

Yonli tirevler: hesaplarsak

F(t) = 0p(t) — [p(1) — ¢ (0)]

elde edilir. 1 konveks oldugu i¢in [0, 1] araliginda sireklidir ve 1)(0) = (1) =
0 dur. Buyiizden 3t € (0,1) de minimaldir. Teorem 4.5 e gore bu t degerinde
0 € OY(t) dir. 0Y(t) = dp(t) — [p(1) — v(0)] a esit oldugundan

0 € dp(t) — [p(1) — ©(0)]

olur. Yardimci teorem 4.4 den
0€{(s,y—a):s€df(x)}—[w(1) —»(0)]

ds € Of (1) igin 0= (s,y —x) — [p(1) — ¢(0)]

olur. Bu ise 3s € Of(x) igin

(s,y —z) = o(1) = (0) = fy) = f(2)
oldugunu verir. m
Ortalama deger teoremi integral formunda da verilebilir.

Teorem 4.7. f: R" — R konveks fonksiyon olsun. x,y € R" i¢in
1

16) = £(a) = [ (@1(w).y~ a) (4.30)
Kanat.  f(y) — f(z) = p(1) — ¢(0) dir. ¢, (0,1) arahginda hemen

hemen her yerde tirevlenebilir oldugundan (Teorem 2.9)

dir. ¢(t) yerine de (Of(x;),y — x) yazilirsa

1

f(y) — flx) = / Of (20),y — o) dt
bulunur. m
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Denklem 4.30 {in anlamm sudur: Eger {s,: ¢t € (0,1)} f nin [z,y] dogru
pargasindaki subgradyantlariin herhangi bir se¢imi ise (bir diger deyisle V¢ €
0,1] igin s; € Of (x¢) ise) } (st,y — x) dt bu se¢imden bagimsizdir ve f(y) —
f(z) degerine esittir. ’

Ortalama Deger Teoremleri tiirevlenemeyen fonksiyonlara (genel) difer-

ansiyel analizde uygulandigi gibi uygulanabilir.

Ornek 4.1. f, g iki konveks fonksiyon ve f(z) = g(z) ve x in bir komsu-
lugundaki her y i¢in f(y) < g(y) ise Of(x) C Og(x) olur. Gergekten:
s € Of(x) olsun subdiferansiyelin tanimindan Yy € R™ i¢in f(y) > f(x) +
(s,y — x) olur. Hipotezden f(x) = g(x) ve x in bir komsulugundaki her y
icin f(y) < g(y) oldugundan = in bir komsulugundaki her y i¢in g(y) >
fly) > g(z) + (s,y — ) olur.Subdiferansiyel konusunun sonundaki a¢ikla-
madan Yy € R" id¢in g(y) > g(x) + (s,y —x) olurki bu Of(x) C Odg(x)
demektir.

Tersine her x € R™ i¢in 0f(z) C dg(x) oldugunda yada daha genel olarak
her x € R™ d¢in 0 f (x) N dg(x) # O oldugunda [ ile g karsilagtirilabilir mi?
Bu sorunun yanit  Ortalama Deger teoremlerinde yatiyor O f (x)Ndg(x) # 0
olsun. Bu durumda f — g sabit bir fonksiyondur. Gergekten birt € (0,1)

icin s; € Of (x) N dg(x) segersek

f(y) — fla) = / 50,y — ) dt = 9(y) — ()

olur. Boylece f(y)—g(y) = f(x) —g(x) elde edilir. Yani f—g fonksiyonu
sabit fonksiyondur.

Ozel olarak f ve g nin sonlu sublineer iseler. Bu durumda bir sublineer
fonksiyon 0 daki subdiferansiyelinin destek fonksiyonu olacagindan " f < g

olmas i¢in gerek ve yeterli kosul Of(0) C 0g(0) dir."(sekil 4.7)
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—
mey

" xigin
19(0) f,g konveks Tf (x)NTg(x)* @
f,g sonlu sublineer

ST n1at)

(Y- %)+ (%)

sT Tol) o
(s.y- %)+ f%) T Lt

(f.gkonveks f(x)=glx) ve Yyl B(x,.e)icin f(y)£ g(y) ise T ()1 Tolk))

Sekil 4.7: f ve g sonlu sublineer fonksiyonlar iken f < g olmasi igin gerek ve

yeterli kogul 0f(0) C dg(0) dir

4.4 Ornekler

Bu kesimde iyi bilinen bazi fonksiyonlarin subdiferansiyellerini bulacagiz.

Ornek 4.2. (Destek Fonksiyonlar:)
C bostan farkl konveks kompakt kiime ve oc bu kiimenin destek fonksiyonu
olsun. oc min orijindeki 1.mertebeden diferansiyel elemanlary i¢in sublineer

bir fonksiyonun 0 dak:i subdiferansiyeli ve yonlii tirev tanamlarine kullanirsak

Uyary 4.3 den
0oc(0) ={s:(s,d) <o(d) Yde C} =C

ve

(oc) (0,°) = oa15c(0))
yada
"90c(0) = C" ve (0¢) (0,7) = Tase) = 0

oldugu gorilir. Onerme 4.2den 0oc(0) = Of(x) = C vardw. Bu nedenle

herhangi konveks kompakt C' kiimesi,sonlu konveks bir f fonksiyonun x teki
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subdiferansiyeli olarak diigiintilebilir.
Diger taraftan x # 0 ise C = 0f (x) igin Onerme 4.6 ten Fo(d) = 0 [f '(x,-)] (d)
vardur. f'(x,-) yerine oo yazarsak Fo(d) = 0 (0o (d) = doc(d) olur.
Boylelikle

doc(x) = Fo(x)
olur. (Uc)l (,7) = Oapo@) ve Ooc(x) = Fo(x) yada Joc(x) = Fo(x)
olur.Buradan

(0¢) (7,7) = Ora()
olur.
Boylece (o¢) (z,d) ifadesi
OFo()(d) = mex (d;s)ve Fo(d) ={s € C: (s,z) =oc (2)}
setco(x
olacagindan agagidaki optimizasyon probleminin optimal degeridir. (s degisken,
x ve d sabit, amag fonksiyonu dogrusal, C' yi tanimlayanlarin diginda ek bir

dogrusal kisit vardir):
max (d,s),s € C,
(s,7) = oc(x)

Ornek 4.3. Bir onceki ornegin bir ézel durumu olarak, bir ||-|| normunu

alalim.
B={zeR":|z|]| <1} ve B*={s:(s,x) <1, Vse B}
olmak tzere ||z|| = v5(x) = op«(x) oldugunu biliyoruz. Bir onceki ornekten
| (0) = dop«(0) = B* = {s eR™: ﬁg”a;i (s,d) < 1}

dir. Genel olarak bir x € R™ i¢in

||| () = 0o p«(x) = Fp«(x) ={s € B* : (s,x) = op(x) = ||z]|} (4.31)

olur.Ayrica 0 ||| (x) = {s € B*: <3, i> = max <u, i> = 1} dolayisiyla
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bir s € 9 ||| (x) igin ||s||” :||dI||n—%X (s,d) =1 oldugundan O ||-|| (z) i olusturan

elemanlarin dual normlary 1 dir ve ayrica bu elemanlar B* wn x tarafindan

belirlenen yiiziini olustururlar.

Ornek 4.4. (Minkowski Fonksiyoneli)
C kapaly konveks bir kiime ve orijin bu kiimenin bir i¢ noktasy olsun. Bu

durumda v konveks sonlu bir fonksiyondur. (Teorem 3.2). C' nin
C°:={x:VseC iin, (s,x) <1}
polar kiimesi kullanilarak
07¢(0) = doc=(0) = C° wve (70) (0,:) = (0¢2)' (0,7) = 0ce =70

yada
e (0) = C°, (’Yc)/ 0,-) =7¢

oldugunu soyleyebiliriz. Ayrica x # 0 i¢in Onerme 4.6 uwygulanirsa
Oe(w) = doce(2) = Feolx) wve (yc) (2,7) = (0co) (2,7) = Oreow)
olur.

Elliptik kiimelerin Minkowski fonksiyonellerine ve destek fonksiyonlarina
ozel olarak bakmak gerekir.

Simetrik, yar1 pozitif tamimh @) operatorii verilsin. R" 3 z — f(x) :=
V/(Qz, ) fonksiyonu {z : f(x) < 1} alt diizey kiimesinin Minkowski fonksi-
yonelidir. = ¢ ¢ek@ igin

VV{(Qz,z) = 2Qx% <Qx,x>_%

oldugundan x ¢ ¢ek@ igin

or) = (v 1) = { 7=}

x € ¢ek@ icin s€ Jf(x) ancak ve ancak her y € R™ i¢in

/()

Qx
x

<87y - I) < ¢<any> - \/<QI7I> = \/<Qy7y>

0
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(Diger taraftan (Q(y — z),y — x) = (Qy,y) + (Qz, z) + 2 (Qx, y),
(z € cekQ) = (Qy —2),y — x) = (QY,y) )

N
N

sy-2 < V@1 = {@ky - 0.0k - 0)
= [t -
= (s,y —x) < HQ%(?J—@H

I tarafi da [y — 2| e bolersek

Yy 1
<|w ﬂ& HQuy—m

Jdll = 1 igin

be B(0,1) icin

(@)= (aha)

oldugundan 0f (z) = Q2 B(0,1) dir.

Ornek 4.5. (Uzakhk Fonksiyonlari)
C' kapalr ve konveks bir kiime olsun. dc(x) := min{|ly — z|| : y € C} uzaklik
fonksiyonu sonlu ve konvekstir. do(x), x igin minimum degerini x in C ye
izdiigtimiinde alir yani Po(x) de alr.

Ne(z) N B(0,1), z e C ise

ddc(z) = x — Po(x) ,
ﬁu—aﬁm&’x¢0“6

Simdi bunu kanmtlayalom. Ik olarak x ¢ C olsun. dc(x) > 0 olur.

V¢ (x)
Qdc(l’)

Vdo(z) = Vy/di(z) =

oldugu analizden agiktir. Vd%(z) = 2 [z — Pco(x)] oldugu gosterilirse x ¢ C
kusma kamitlanmas olacaktir. A = d%(x + h) — d%(x) olsun.

dg(x) = (min{|ly —z[| : y € C})* < |lo — Pe(z +n)||”
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oldugundan
A = o= Po(z+n)|* - [lz — Po(x)|
= (h4+x—Po(x+h),h+x— Po(z+h))—||x— Pc(x)H2
= [|hl* +2(h,x = Po(z + h)) + |z — Po(2)||* = |lz — Po(2)||?
= ||AI? + 2 (h,2 — Po(z + b))
= [|hl* +2(h,x — Po(z) + Po(x) — Po(z + h))
= [|hl* +2(h,x — Po(x)) + 2 (h, Po(x) — Po(x + h))
(I(h, Po(x) — Pe(z + h))| < |[h]l [[Pe(x) — FPo(z + h)||
< Bl |z = (& + )L = IRl IR = [|8* = = [|B]* < (h, Po(x) = Po(z + h)) <
1h]*)
A > |h*+2(h,z — Po(x)) —2]||A]

> 2(h,z — Po(x)) — |h]|*
olur. x ve x + h nin yerleri degistirilirse

A = |e+h—Pele+h)|* —|lz — Po(2)|”
< lz+h = Po(@)|* — |z = Po()|’

= |Ih* +2(h,z — Po(2)) + ||z — Pe(a)||* — |lz — Pe(a)|”
= A< |[h]* +2(h,x — Po(x))
olur. Bu ki egitsizlik beraber alinirsa
2 (h,x — Po()) = [Ih]* < A < |B|* + 2 {h,x — Po(x))
— —|[B* < A= 2(h,x - Po(x)) < [|h]*
= |A—2(h,z — Po(x))| < |||
|h|| < e igin |A—2(h,x — Po(z))| < ||h|]* < e||h| oldugundan
A=2(h,x = Pc(z)) = o(|[h]])

yada
A =2(h,x — Pc(x)) + o(||]])
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olur. A= d%(z + h) — d%(z) oldugundan
d¢(x + h) = dg.(z) + (2 [v — Po(x)], h) + o(||R]])

.elde edilir. Béylece
Vdi(z) = 2[z — Pe()]

oldugu kanatlanmag olur.
imdi de ikinci duruma bakalim x € C ve s € Odc(z) olsun, yani Vy € R”

icin do(z) = 0 oldugundan
do(y) 2 do(r) +(s,y — ) = do(y) 2 (5,9 — )

olsun, Yy € C' i¢in
(s,y —x) <dc(y) =0

olur ve s € Ng(x) tir. Ayricay = x + s alrsak
do(z+5) > (s, +s—x) = (s,8) = ||s||”

olur. © € C oldugundan do(x + s) < ||z +s—z| = ||s|| olur. Bdylelikle
s> < de(z +5) < ||s|| = |Is|* < ||s|| olur. Bu ise s € B(0,1) olmas:

demektir ki buradan s € No(x) N B(0,1) olur. Boylece
dde(z) € Ne(z) N B(0,1)

dir.
Tersine s € No(z) N B(0,1) ise Yy € R" i¢in

<S,’y-£lf> = <Say_PC(y)+PC(y) _$> = <S7y_PC'(y)> + <8aPC(y) _$>
dir. s € No(x) oldugundan (s, Po(y) — x) < 0 olur. ||s|| <1 oldugundan

(s,y = Foy)) < llsllly = Pe)ll < lly = Pe(y)ll = de(y)

olur ki buradan

de(y) = (s,y — Pc(y)) > (s,y — )
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elde edilir,bu ise s € Odc(x) olmasy demektir. Béylece
adc(l’) 2 Nc<£L’) N B(O, 1)

olur. Sonug¢ olarak

adc(.it) = Nc((l?) N B(O, 1)
elde edilmis olur.

Ne(z)N B(0,1), z € C ise
ddc(x) = x — Po(x) ,
\ref =#o e

dar.

Ek olarak x € intC' igin 30 > 0 > de (B(0,1)) = 0 olacagindan B(x,6) da
Vde(x) = 0 olacaktir. C nin sinwrinda (x € OC igin) No(x) # 0 olacagindan
Nc(z) en az bir isin kapsayacak dolayisiyla Ode(x) = Ne(x)NB(0, 1) birden
fazla elemany kapsayacagndan x bir kdse noktasi olacaktir. Boylece do min

kése noktalar: C' nin sinwridar.
K := N¢(x) kapali konveks konisi i¢in K° = T (x) dir. C.3.3.2 den 0 gnp(o,1) =

dgo ve der (2,+) = 0pay(w) oldugundan Vr € C igin
dC' ('r7 ) = ch($)
olur.

Ornek 4.6. (Parcale Afin Fonksiyonlar)

Jg=1,- mign fj(x) = r;+ (sj,z), f : R" — R ye afin fonksiyonlar
olsunlar. f(x):=max{f;j(x):j=1,---,m} fonksiyonunu disinelim.

jg =1 mign e = f(x) —r; — (sj,z) = f(z) — fj(x) > 0 olarak

tanwmlarsak
fly) = max{fj(z)+ (s;,y—a):j=1--- ,m}
= max{f(x) - [f(ZE) —f](ZL‘)] +<Sjay_m> j = 17 am}
= f(x)+max{—e;+ (sj,y—x):j=1,--- ,m}

elde edilir.

x etrafindaki uzayinda f(x + td) disindldiginde yeterince kigik t > 0 igin
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e; > 0 yapan j leri hesaba katmaya gerek yoktur.

J(@):={je; =0y ={j: fi(x) = f(x)}

kiimest alimirsa t > 0 yeterince kii¢iik iken

filw +td) = fi(x) +t{(s;,d) : j € J(z)}
ve
f(z +td) = f(x) +tmax{(s;,d) : j € J(x)}
dir. Bundan, dolay: da
fi(w,d) = (s;,d)
ve
[, d) = max {(s;,d) : j € J(x)}

olur. Vj € J(x) igin (s;,d), 8f,(x)={s;} nin destek fonksiyonudur. Teo-

rem 8.7 (ii) den

/ — . — S L
ile]‘?fg (ZL’, d) - I?Ga}( <S_]7 d) Uco{uafj (z):jeJ(z)}

ofi(x) = s; = gj@fj(x) = {s;:j € J(x)} kimesi sonlu sayida noktadan
j

olustugu i¢in kapalidir. Dolayisiyla
co{Uofj(x):je J(x)} =cocl{s;:je J(x)} =co{s;:je J(z)}

Boylelikle
f/(xv d) = Oco{sj:jeJ(x)}

olur. f'(z,d), 0f(x) in destek fonksiyonu oldugundan

0f(a) = {s;:J € J(x)) (4.32)

bulunur.
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Konveksligi Koruyan Yeni Bir Klonveks
islemler Fonksiyon

Konveks Fonksiyonlar

Kapali Konveks Kiimeler
Uzerinde islemler

Subdiferansiyeller Yeni Bir Subdiferansiyel

Sekil 4.8: Subdiferansiyel hesaplar

4.5 Subdiferansiyelle Ilgili Hesap Kurallar

Konveks fonksiyonlarin subdiferansiyelleriyle ilgili hesaplar adi diferan-
siyel analizde oldugu gibi 6nemlidir. f, f; konveks fonksiyonlarin olugtu-
ruldugunda ise problem Jf yi Jf; lerin cinsinden hesaplamaktir (Bakiniz

sekil.4.8)
4.5.1 Fonksiyonlarin pozitif kombinasyonlari

Teorem 4.8. f1, fo R"den R ye iki konveks fonksiyon ve ty,t5 > 0 olsun. Bu

durumda Vo € R" i¢in
O (trfi +taf2) = t10f1 (z) + 2012 () (4.33)
olur.

Kanit. 0 (f1),0 (f2) kompakt konveks kiime olduklaridan ¢, t; > 0 i¢in
t10 (f1) + t20 (f2) kompakt konveks kiime olur. Bu kiime kompakt oldugun-

dan kapanigi kendisine egittir. Teorem 3.7 (i) yi uygularsak

cl (810 (f1) + 120 (f2)) = ti0f1 (7) + 1201 ()

in destek fonksiyonu
tifi(z, ) +t2 f3(z, ) (4.34)

olur.

Diger taraftan O (t,f1 + t2f2) in destek fonksiyonu (t,f1 + tafa)’ (,-) dir.

(tLfi+tafo) (w,) = tufi(z, ) + 2 f3(, )
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oldugundan 0 (t1 f1 + ta f2) ve t10f1 () + t20 f2 (x) kapal kiimelerinin destek

fonksiyonlar1 ayni oldugundan kendileri de ayni olmahdir. m

Uyar1 4.8. t1,ts nin 4.33 de pozitif alinmasi yeni olugan fonksiyonun kon-
veksligini garanti eder. Asil o6nemli sebep ise pozitif alinmadiginda ise or-
taya ¢ikabilecek sorunlardir: fi(z) = folz) = ||z||,t1 = —t2 = 1 alalim.
tifi +tafo = f1 — fo =0 olur. t;0f; (0) + t20f5 (0) = B(0,2) iken asil subd-
iferansiyel O (t1f1 + taf2) (0) = {0} duwr. Bu da ¢ok biiyik bir hata olacaktur.

Bu kurala 6rnek vermek gerekirse; f; : R? — R ye fo : R? — RY ye iki

konveks fonksiyon olsunlar. f: RP x R? — R

(w1, 22) = fi(@r) + fao(z2)

olarak tanimlansin. ]71 :RP x R? — R ye fonksiyonu

ﬁ(wl,:@) = fi(=z1)

f1 in R? x R? ya, genislemesi olsun. 0 ﬁ(ml,xz) = 0f1(x1) x {0} dir. Ciinkii
d = (dy,dy) ve dy € RP dy € R? igin

fl(xl + tidy, xo + tads) — :fvl(%, Tg)

1 ((x ,T9),d) = lim
fl (( 1 2) ) |0+ ||t||
_ g @ tdy) — iz
t1—0* tl
= fi(z1,dy)

dir.

Of (z1, 22) = {s ERP X R : (s,d) < J] ((z1,25),d),Vd € R x Rq}

= {(81782> € RP x RY: <(81,52), (dl,d2)> S f{(l’l,dl),Vd = (dl,dg) € RP x Rq}
= {(81, 82) € RP x RY: <51,d1> + <82,d2> < f{(l’l,dl),Vd = (dl,dg) € RP x Rq}

Her d igin bu esitsizligin gecerli olmasi igin s = 0 olmalidir. Bu durumda
0fi(w1,m2) = {(51,0): (s1,d) < fi(w1,da), dy € R}
= Ofi(x1) x {O}Rq

olur. Benzer gekilde :]Fg(ajl, x9) = fa(x) olarak tanmimlarsak fg, f2 nin RP x RY

ya genisglemesi olur. Ayrica 6?2(951, T9) = {O}Rp X 0 fo(x2) olacaktir. Boylece
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Fla1,m2) = fi(xy, 2) + fo(a1, 22) oldugu i¢in 8 f (21, 12) yukandaki kuraldan

of (x1,22) = aﬁ(l‘b Ta) + 3?2(1'1, T3)
= 0fi(z1) x {0}y, +{0}g x Of2(2)
= 0fi(z1) + 0f2(w2)

olur.

8f(l‘1, l’g) = 8f1(fL‘1) + afg(l'g) (435)

Uyar:1 4.9. f : R — R konveks fonksiyonu verildiginde,bir aolt diizey

kiimesi f 'nin epigrafina egit olan R"x R den R ye bir konveks fonksiyonu

g(x,r) = f(z) —r
olarak tamimlayabiliriz. Gercekten  g’nin 0— alt diizey kiimesi epi f olur.
Ayrica ¥ (d, p) € R"x R igin

(o f(2):d.p) = i 4@ +td, f(x) +tp) — g (@, f(2))

t—0t t
o S i) — (@)~ tp = [f(2) — ()]
t—0+ t
= f/(l’, d) —p
oldugundan g nin subdiferansiyeli fi(x) = f(x) ve fo(r) = —r denirse bunlar

konveks ve g(xz,r) = fi(x) + fa(r) oldugundan.4.35 kullamlirsa ¥(x, 1) igin
dg(x,r) = 0fi(x)+ dfa(r)
= Of(x) x{-1}

olur. Ozel olarak r = f(x) almirsa Vo € R™ igin

dg(x, f(x)) = 0f (x) x {=1} ve 0 & Dg(x, f(x))
olur. Teorem 4.3 uygulanirsa
Tsoo) (@, f(x)) = {(d.p): ¢'(z, f();d, p) < 0}
Tepis(x, f(2)) = {(d,p): f'(z,d) — p <0}
Topis(z, f(x)) = {(d,p): f'(x,d) < p}
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elde edilir. Benzer sekilde

int [Tsy(q) (2, f(2))] = {(d,p): g'(w, f(2);d, p) < 0}
int [Tepig (@, f(2))] = {(d,p): f'(z,d) < p}
olur. 0 ¢ dg(x) oldujundan Teorem 4.4 wygqulanirsa
Nsog(z, f(z)) = RT0g(z)
Neig(@, f(2)) = RT[0f(z) x {-1}]

elde edilir. Béylelikle onerme 4.3 deki ifadeler bir diger sekliyle elde edilmig
oldu.

4.5.2 Bir afin fonksiyonla sagdan bilegke

Teorem 4.9. A : R" — R™ bir afin fonksiyon olsun. (Ao dogrusal ve b € R™
icin Axr = Apgz +b) ve g R™ de sonlu konveks fonksiyon olsun. Bu durumda
Vo € R" i¢in

d(goA)(z) = Aj0g(Ax) (4.36)
olur.

Kamt. z,d € R” i¢in

(g0 A (z,d) = tim I2AEFtD) = (go A)()

t—0t t
dir. A(x +td) = Ag(x +td) + b= Agz + b+ tAegd = Ax + tApd oldugundan
yukaridaki limit agsagidaki sekilde yazilabilir
lim 9 (Az + tAod) — g(A(z)

t—0t t

Bu limit ise ¢’'(Ax, Apd) yonlii tiirevidir. Yani
(90 A) (z,d) = ¢'(Az, Aod)

olur. ¢'(Az, Aod) = 09¢(az)(Aod) oldugu goriiliir.
d(go A)(x) # 0 ve (AF)" = Ap oldugundan

Oagor)x)(Aod) = sup (s, Aod)
s€d(goA)(z)

= sup ((Afs,d))
sed(goA) (@)

= sup (£, d)) = 0az0(g04)() ()
teALB(goA) (z)
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olur. oy (gon)(@)(d) = (go A) (z,d) = g'(Az, Ayd) = 0 azo(goa))(d) esitligin-
den 0 (go A) = Aj0g(Az) bulunur. m

Bu sonu¢ yardimci teorem 4.4 de goriilebilir: z,y € R"™ de sabit iken
A: R — R" At := x + t(y — z) fonksiyonunu diigiinelim. Bu durumda
Agt = t(y — x) ve s € R" igin (Aot,s) = (t(y —x),s) = t{(y —x),s) =
tA§(s) olacagindan Aj(s) = (y — z, s) olur. Teorem 4.9 deki (n,m,x,g) yerine

(1,n,t,f) alndiginda
O(foA)(t) = AJ0f(At) = (y — x,0f(At)) = (0f(At),y — x)
olur ve z, := x + t(y — x) = At i¢in bu agagidakine esittir:
O(foA)(t) =(0f(x),y — x)

Verilebilecek bir diger ornek: f : R? x RY — R konveks fonksiyonu

alinsin ve A : RP — RP x R¢
Az = (11, x2)

afin bir fonksiyon olsun. Az; = (0,22) + (21,0) olarak yazildiginda A nin

dogrusal kism1 Agz; = (x1,0) olur. s € RP x R? igin
(Aoz1,5) = ((21,0), (s1,52)) = (@1, 51) + (0, 52) = (w1, 51)
olur. Bu ise (z1, Ajs) esit oldugundan
Ajs = Ag(s1,52) = 51

bulunur. (fo A)(z1) = f (21, 29) =: g)(xl) fonksiyonunu diisiiniirsek Teo-

rem 4.9 uygulandiginda
O(f o A)(11) = Of)(21) = A30f (A1) = AGDf (w1,2)
olur. Boylece

8‘](.95;)(.731) = {81 < RP : E'SQ < R¢ > (Sl,Sz) < af (561,.732)}
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oldugu goriiliir. Bu ise df (x1,22) nin R? ye izdiigiimiidiir. Aym sekilde

f;g?(l'g) tanimlanirsa bu 0f (x1, z9) nin R? ya izdiigtimiidiir. Boylece
Of (w1, 22) C [P (1) x [ (x2) (4.37)
oldugu goriiliir.

Uyar: 4.10. 4.35 te ve bu izdiisiimlerden biri tek noktadan olustugu durumda
(yani fg(;;) veya fg) diferansiyellenebildiginde) 4.37 esitlik olarak saglanar.

Bir ters ornek vermek gerekirse p = q =1 alsin ve

1 1
[y, @) = |1 — 2| + = (21 + 1)° + = (22 + 1)°

2 2
olsun.

Fa(@) = =0l o (o + 1P 5 0+ 12
_ |m1\+%($1+1)2+%

FL0) = 0010 +0 |5 +17] 0+ () 0)
= -1+ {1} + {0}
= [072]

FO (@) = |0 — x| + % 0+1)°+ % (9 + 1)
= |-z +%—|—%(1’2—|— 1)?

FEL0) = 0= (DO +2(5) O+ |5+ 12| ©)
— LA+ {1} + {0)
= [072]

Boylece afg)zo(O) X Qfg)zo(O) = [0,2] x [0,2] oldugu gorilir. Diger taraftan
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df(0,0) 2 bulmak igin oncelikle f'((0,0), (d1,dz2)) hesap edilecektir.

F0.0), (dy,dy)) = i 210 )] = /(0,0)

t—0t t
1 1
tldy —do| + = (tdy +1)* 4+ = (tdy +1)* — 1
= lim 2 2
t—0t t

t2 t2
ﬂm—w+§ﬁ+%+§£+%

= lim
t—0+ t

— |d1—d2|+d1+d2
olur.
8f(0,0) = {(81782) : <(51, 82), (dl,d2)> S |d1 — dg‘ + dl + dg}

yazilr

dl Z dg 1se

((s1,52), (d1,ds)) < |dy —do| +dy + da
Sld1+82d2 < 2d1

(2—81)d1 S Sgdg

Vdy,dy € R ve dy > dy igin (2 — s1) dy < sads olmasi gerektiginden dy > dy
esitsizliginin iki taraftan ayme pozitif katr alimirsa ancak esitsizlik bozulmaz.
Bu yiizden 2 — s1 = so > 0 olur. Béylelikle di > dsy i¢in sy > 0, s1 < 2 ve
1+ S9 = 2 olmalider.

dy < dgy ise

((s1,82), (d1,d2)) < |dy —do|+dy +dy

81d1+82d2 < 2d2

Yukaridaki adimlar aym sekilde uygulandiginda so < 2, 51 > 0 ve $1+ 59 = 2
olmast gerektigi bulunur.

Subdiferansiyel kiimesi olusturulurken Vdy,ds € R igin verilen esitsizliklerin
saglanmasy gerekir. dy > do ve dy < dy durumlarinin ortak ¢éziimleri alin-
malider. Yani

0<5<20<59<2 vesy+8 =2
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Boylelikle 0f(0,0) = {(t,2 —t) : t € [0,2]} olarak elde edilir.

f (z1,22) fonksiyonu igin

(0,0) ¢ 0f(0,0) = {(t,2—t) : t € [0,2]}
1ken
(0,0) € Df(0) x OF2(0) = [0,2] x [0,2]

dir. Boylece
Of (w1,22) # f1,) (1) x [P (@5)

oldugu gosterilmis olur.

4.5.3 Cok degiskenli ve artan bir konveks fonksiyonla soldan
bileske

fi, fos -+, fn R™ den R ye konveks fonksiyonlar olsun. F': R” — R™ yi

F(ZL‘) = (f1($)7f2(x)7 afm(x))

olarak tamimlayalim ve g : R™ — R ye konveks ve bilegenlerine bagh olarak
artansa; yani y = (y1,¥2," " »Ym),2 = (21,29, ,2m) € R™ igin i =
1,2,--+ ,micin y; > z; ise g(y) > g(z) dir. R den R ye tamimh (g o F) (x)
fonksiyonunun konveks oldugu bir kag adimda goriilebilir.

z,x' € dom go F igin z, := ax + (1 — a)a’ olarak tammlansin. Vi €
{1,2,--- ,m}igin f(z,) < af(z)+(1—a)f(2') olacagindan g nin artanhigin-

dan

(o F)(za) = g(fi(wa), fo(Ta), - s fm(a))
< glafi(@)+ A =a)fi(@), - afm(z) + (1 = ) fm(2))
= g(@F (z)+ (1 —-a)F ()

olur ve g nin konveksligi kullanilarak
(g0 F)(za) < ag (F (2))+(1—a)g (F (2')) = a(go F) (z)+(1-a) (g0 F) (z)
elde edilir.
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Belirtilmesi gereken bir diger nokta da ¢ artan olugundan herhangi bir
noktadaki subgradyantinin bilegenlerinin hi¢biri negatif degildir. Gergekten
{e1,€2, -+ ,en} R™ de kanonik bir taban ve (py, py, -, pn) € 9g(y) olsun.

Bu durumda

v

9(y) 9y —e;5) = g(y) + ((p1, P2+ 5 Pm) » (—€5))

= 9 —p;
olur. Bu yiizden Vj € {1,2,--- ,m} igin p; = 0 dir.

Teorem 4.10. fi, fo, -, frn R™ den R ye konveks fonksiyonlar olsun. F :
R" — R™ yi

F(z) = (fix), f2(x), -+, fn(2))
olarak tanimlayalim ve g : R™ — R ye konveks ve bilesenlerine bagly olarak

artan olsun. Bu durumda. Vx € R" i¢cin

d(goF)(x) =
{ipisi :(p1y Py s Pm) € OgF ()i = 1,2, m igin s; € Ofi(x) }
- (4.38)
dar.

Kamt. Sagdaki kiimeye S densin. S nin kompakt ve konveks bir kiime
oldugu ve bu kiimenin destek foksiyonunun (g o F')’ (x,-) oldugu gosterilirse
kanit biter.

Oncelikle S, g ve Of; ler kapali ve sinirli oldugundan kapali ve smirhdir yani
kompakttir.
S smurhdir: a € S ise a = f:lpisi olacak sekilde (py, pg, -+, o) € 0g(F(x))

1=

ve (S1,82,-+ , Sm) € OF (v) vardur.

m
E Pisi
i=1

= <(p17p27"' 7pm)7<31752a"' >Sm)>

lall =

< ||(:0171027"' 7pm>|| ||(317827"' ’Sm)H

Jg(F(x)) ve OF (z) kompakt olduklarindan smirlidir. Dolayisiyla da |la|| <

oo olur. S smirhdir.
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S kapahdir:(a,) C S ve (a,) — a olsun. j = 1,..,m icin a; = ipi(j)si(j)
i=1
olacak sekilde (p1(j), -+, ppn(4)) € 9g(F(x)) ve (s1(j), -+, sm(j)) € OF (z)

vardir.

a = lima, = lim Zpl(n)sz(n)
i=1

= lim ((py(n), ...0;m(n)), (51(n), ...5m(n)))

n—oo

olur. Diger taraftan dg(F'(z)) ve OF (z) kompakt oldugundan

lim (py(n),...p,,(n)) ile lim (s1(n),...s,(n))

n—oo n—oo

limitleri vardir ve

01y pm) = 1im (py(n),..pp (1)) € Og(F ()
(S1,.--8m) = Jirgo(sl(n), .5m(n)) € OF(x)

olur. Boylece

a = lima, = <T}LT£IO(P1(”)a P (), 7}2&3(51(”)7 Sm(n))>

n—oo

= <(p17 T 7pm> s (Slv ~-'5m)> = Zpisi

olur. Yani lim a,, = a € S olur

n—oo

S kiimesinin konveks oldugunu gostermek igin Y p,s;, Y pls, € S nin konveks
s R |

bilesimlerine bakilacaktir . a € (0,1) olsun.
[

5 = azm:,oisi +(1-a) Zpgs; =
i—1 i—1

= =1

ap;si+ (1 —a) ps;]

ps = ap; + (1 — ) p} olarak tanimlanirsa konveks bilesim

m . 1— !
S:Z |:plo¢ (&p28i+ ( Oé)pZS;>:|
=1

P Pi

seklinde yazilabilir.  (py, P9, Pm) s (P1s Pas -+ s Ph) € OgF(x) konveks

oldugundan

(p?upg7 e 7/)8) S 3gF(:l:)
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ap; 1—a)yp
§Z+( ) P
Pi Pi

olur. =1 ve s;,s, € 0f;(z) konveks oldugundan

) 1— !
aglsi + (—O‘)pzs; € df;(x)

olur. Boylelikle s € S elde edildiginden S konvekstir.
Simdi 0 (g o F') ile S nin destek fonksiyonlarimin ayni oldugu kantlanacaktir.

0 (g o F) nin destek fonksiyonu

(g0 FY (.d) = lim o) @+t = (g0 F) (z)

t—0+t t
dir. ¢ > 0icin F(x +td) = F(z) + tF'(x,d) + o(t) seklinde acilabilir.
[F(x +td) — (F(z) + tF"(x,d))] = o(t) ve g yerel Lipschitz oldugundan

lg (F(z + td)) = (g (F(2) + tF'(2,d)))|| = o(t)
olur. Boylelikle
(9o F)(z+td) = (g (F(x) +tF' (z,d))) + oft)
olur ve
(9 (F(z) + tF"(z,d))) = g(F(x) + tg'(F(x), F'(x, d))) + o(t)
seklinde agilirsa
(9o F)(z+td) = g(F(z) + tg'(F(x), F'(z,d))) + o(t)

olarak elde edilir. Simdi bu (go F) (z,d) de yerine yazihirsa

(o (o) =t QPO TG, P ) o) = (Flr)

= g,(F(:E),F,<$,d))

olarak hesaplanir. Bu fonksiyon S nin de destegidir. Soyle ki s = > p;s;
i=1

alinsin.

<87d> - <sz‘8i7d> < Zpi <Si7d> < szfz/(l’,d)
(p17p27"' ,pm),(f{(m,d),fé(m,d),--- ,f:n(x,d)»

{
<<p171027 T me) ) Fl(‘T?d»
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(P1, Po, 7pm) € agF('r) Oldugundan

<<:017p27 T ,pm) ,F/(ZE, d)> < g,<F(I)7 F/(*T’ d))
olur. Bu sayede
(s.d) < ¢'(F(x), F'(x,d)) (4.39)
elde edilir.
Diger taraftan dg(F(z)) kapal oldugundan
g/(F<x)> F/(ZE, d)) = <(P_1, Pay 7%) ) F,(JZ, d)>
olacak sekilde 3 (o7, 7, - , py) € OgF(x) vardir. Ote yandan 0f;(z) ler de
kapali oldugundan Vi € {1,2,--- /m} i¢in
(si,d) = fi(z,d)
olacak sekilde Js; vardir. Boylelikle s = ) "p5; € S igin
i=1
(5,d) = g'(F(z), F'(x,d))

bulunur. Bu da ¢'(F(z), F'(z,-)) fonksiyonun S nin destegi oldugunu kanit-
lar.
J(go F)(x) ve S kompakt konveks kiimeleri ayn1 destek fonksiyonuna sahip

olduklarindan
d(go F)(z) = S
= {szsl : (p17:027 e 7pm) € 8gF(a;),z = 1727 e, M 19111 S; € afz(x)}
=1

esitligi elde edilir. m
1)g (y1,Y2,"+* ,Ym) F(x) te diferansiyellenebilirse

m ag
VgoF)(x) =) 7 - (F(x))0filx)
i=1 7
tir. Ozel olarak ¢ (y1, vy, ,Ym) = §i(y;“)2 alinirsa
i=1

0 EZWY] =3 srof,
i=1 i=1
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olur. Gergekten F' = (fi, fo, -+, fn) i¢in

39 . 07 yz<0 _y+

oldugundan
L) = 22 (fu for e o fon) = = f

elde edilir. Boylece esitlik saglanir.
i)g (Y1, Y2, Ym) = >_(y;") alnsin.

=1

Io(w) = {i s filw) = 0}, [o(x) = {i: filx) > 0} [(a) = {i : filw) < 0}

indeks kiimeleri tanimlansin. Bu durumda F' = (fi, fo, -, fin) igin

0(goF) () =0 (fo) (@) = 352 (Fla)) Of(o)

=1

hesaplamak gerekecektir.

- 0, fi(z)<0 0, i€l (x)
0
Zale( ) =94 0,1, fi(z)=0 p =19 [0,1], i€ l(x)
L fi(z) >0 1, el ()
oldugundan
S W p)osa) = 3 005+ X 010w+ Y 10w
i=1 7t iel_(z) ielp(x) iely (x)

= Y Lofilx)+ > [0,1].0fi(x)

1€l () 1€lp(x)
elde edilir. Bu da yerine yazilirsa

<Zmax{0 fi > Z 1.0f;(x Z [0,1].0f;(x)

1€l () 1€lp(x)

esitligine ulagilir.

Sonug 4.5. [12,16/f1, fo, -, fmm R™ den R ye konveks fonksiyonlar olsun

ve

fr=max{fi, fo, - [}
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olarak tanimlansin.
I(z) ={i: fi(z) = f(2)}
aktif indeks kiimeleri tanimlansin. Bu durumda
Of(z) =co{s € Udfi(x):i € I(x)} (4.40)
dir.

Kamt. y = (y1,¥2," * ,¥m) i¢in g(y) = max{yi,y2, -+ ,Ym} olarak

tamimlansin. F'(z) := (fi(z), fa(x), -+, fm(2)) seklinde tanimlanirsa

f:gOFImaX{fl,f27"‘ ;fm}

olur. Oncelikle dg(y) bulunacaktir. i = 1,2,--- ,m igin hi(y) = (e, y) = v;

denirse
g(y) = max{h;(y):1€{1,2,--- ,m}}
= max{(e;,y):1€{1,2,--- ,m}}

olur. Aktif indeks kiimesi J(y) = {i : h;(y) = g(y)} olarak alimirsa Ornek 4.6

ten
dg(y) = cofe; 1i € J(y)}

seklinde elde edilir. Bu da agik yazilirsa

dg(y) = {(yl,ym"' s Ym) - i ¢ ) igny: =0 ,Zyi: 1}

i€ J(y)iginy; >0 =

olur.

Simdi y = F(x) olsun. Bu durumda

Jy) = J(F(x))
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olur. Dolayisiyla

i¢I(z)iginp, =0 &

9g(F(x)) = q (P1, P2+ Pm) : D> =1
i€ l(x)iginp, =0 4

olur. 4.38 i kullanarak
J(go F)(x)= Zpls,.zel icin p, > 0,s; € 0f;(x) ve sz—l
i€l (x) i€l (x)

yazilir. Sagdaki kiime {s € Udf;(x) : i € I(x)} kiimesinin konveks zarfi oldugun-

dan
0(go F)(x) =co{s € Udf(x):icl(zx)}

oldugu kanitlanir. m
4.5.4 Konveks fonksiyonlarin supremumu

Bu kisimda max fonksiyonu i¢in sonug 4.5 de kanitlanan supremum fonksiyo-

nuna genellestirilecektir.

Yardimci1 Teorem 4.5. j € J i¢in f; : R" — R ye konveks fonksiyonlar
olsun. f(x):=sup{f;(x):j e J} ve

J(x)={jeJ: [fi(x) = flz)} (4.41)

olarak tanimlansin ve Yx € R™igin f(x) < oo kabul edilsin. Bu durumda

or0) > ( s

Kamit. j € J ve s € 0f;(z) olsun. Subdiferansiyel tanimindan Vy €
R"™i¢in
fly) =supfi(y) = f;(y) = fi(x) + (s,y — @)

jeJ

olur. Sag tarafin supremumu alinirsa

fly) = supfi(y) +(s,y —x) = f(z) + (s,y — x)

jeJ
elde edilir. Yani s € 0f;(x) ise s € df(x) tir. Dolayisiyla

0(x) > Udfi(a)
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tir. df(x) kapali ve konveks bir kiime oldugundan sag taraftaki kiimenin

kapali konveks zarfini icerir. Boylelikle

of0) e ( Lor)

oldugu kanitlanir. m

Teorem 4.11. [12,19]] kompakt bir kiime (bir metrik uzayda), f; ler, f
ve J(x) yukaridaki yardimer teoremde oldugu gibi tanamlansin. Her bir x €

R"i¢in fy(x) : J — R fonksiyonlar: istten yary sirekli olsun. Bu durumda

af(z) = co ( ud fj(x)> (4.42)

=
tir.
4.5.5 Lineer fonksiyon altinda bir fonksiyonun goriintiisii

g : R™ — R konveks bir fonksiyon olsun ve A : R™ — R lineer bir
fonksiyon olsun. Her x igin g, A~!(x) kiimesi iizerinde alttan yar siirekli

oldugundan Ag : R" — R

(Ag)(z): =inf{g(y): Aly) ==} (4.43)

fonksiyonu konvekstir. Ayrica A orten ise Ag her yerde sonludur. 4.41’deki

indeks kiimesine benzer gekilde

Viz): ={y eR™: A(y) =z, g(y) = (Ag)(x)} (4.44)
ile 4.43’deki kiimeyi minimize eden noktalarin kiimesi gosterilecektir.

Teorem 4.12. /.43, .44 ve A’ mn érten oldugu kabul edilsin. Y (x)’in

bogtan farkl oldugu en az bir x olsun. Bu durumda keyfi bir y € Y (z) i¢in
0(Ag)(x) = {s € R" : A"s € dg(y)} = (A7) '[9g(y)] (4.45)

olur. (Bu kiime y’nin segiliginden bagimsizdar.)
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Kanmit. Tanmimdan dolay1 s € 0(Ag)(x) dir ancak ve ancak Vz' € R" igin
(Ag)(z') = (Ag)(x) + (s,2" — x)

dir. y € Y(x), yani g(y) = (Ag)(z) ve A(y) = = oldugundan buna denk

olarak Vz' € R" igin

(Ag)(z") > g(y) + (s,2" — A(y))

yazilabilir. Diger taraftan A orten oldugundan Va' € R" i¢in A(y') = 2/
olacak gekilde 3y’ € R™ vardir. Ayrica A(y') = 2’ i¢in (Ag)(z’) = inf{g(v’) :

A(y') = 2"} < g(y') oldugundan tistteki esitsizlige denk olarak Yy’ € R™ igin

Vv

g(y) + (s, Aly') — A(y))
= g9(y) + (s, Ay —y))

= g(y) + (A%, ¥ —y)

9)

olur. Bu da A*s € 0g(y) demektir. Kanit biter. m

Sonug 4.6. Teorem 4.12 in varsayimlar: kabul edilsin. g bir y € Y (x)’de

diferansiyellenebilir ise Ag, x’de diferansiyellenebilirdir.

Kamt. ¢, diferansiyellenebilir oldugundan dg(y) = Vg(y) dir. A 6rten
oldugundan A*(s) = Vg(y) olacak sekilde 3s € R™ vardir. s1,s, € R" igin
A*(s1) = A*(s2) = Vg(y) oldugu kabul edilsin. A bir fonksiyon oldugundan
her noktanin tek bir goriintiisii olmalidir. Dolayisiyla A(Vg(y)) = s1 = s9
olur. Bu yiizden {s € R" : A*(s) = Vg(y)} kiimesi tek nokta kiimesidir. Bu
sebeple 0(Ag)(x) = V(Ag)(x) olur. Yani Ag, x’de diferansiyellenebilirdir.
[

Goriintii fonksiyonuna bir érnek: A, bir carpim uzayinda bir kisitlanig ve
g, R" x R™ iizerinde bir konveks fonksiyon olsun. ¢’nin kismi minimizasy-

onuyla olusturulan marjinal fonksiyon diisiiniilsiin: z € R" icin

f(z) :=1inf{g(z,y) : y € R™} (4.46)

olarak tanimlanan f fonksiyonu aslinda bir goriintii fonksiyonudur. A : R™ x

R™ — R™ fonksiyonunu A(z,y) := z olarak alimirsa f = Ag olur.
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Sonug 4.7. Denklem/.46’daki g 'nin subdiferansiyeliyle iliskili i¢ carpimin
((.,.)) carprm uzayn yapisim korudugu kabul edilsin: x,z" € R" vey,y’ € R™
1¢in

(=), (@', ) = (=, 2"), + (W, ¥ )

olsun. Verilen x € R™ i¢in 4.467i ¢ozen y keyfi olarak alinsin. Bu durumda

Of(z) ={s € R": (5,0) € Oz y)9(z,y)}
olur.

Kanit. A(z,y) = x fonksiyonu igin

(Alz,y), 2), = ((2,9), A(2))) s

olur. Bu egitlikte sol tarafta A(z,y) = x yerine yazilir ve sag tarafta A*(z') =

(x*,y*) denirse

<{L‘,l',>n - <<($ay)>($*7y*)>>nxm
(z,2'), = (z, 2%, + U, y),.

olur. Esitligin saglanmasi i¢in y* = 0 ve 2* = 2’ olmahdir. Boylelikle Vs € R™

icin A*(s) = (s,0) olur. Simdi de teorem 4.12 uygulanirsa

Of(x) = {seR": A%(s) € Ouyy(z,y)}
Of(x) = {s €R":(s,0) € Ouyg(z,y)}
elde edilir. m
Eger g, R" x R™ diferansiyellenebilir ve "sonlu bir uzaklikta" 4.46’deki
minimum degerini alsin. Bu durumda f sonug 4.6’ye gore diferansiyellenebilir-
dir. Ashnda V. 9(2,y) = (Vag(z,y), Vyg(z,y)) € R* x R™ ve verilen x
icin ¢’nin minimum degerini aldig1 y’de V,g(x,y) = 0 oldugundan bu y’ler

icin Vf(z) = V,g(z,y) olur.

Uyar1 4.11. Marjinal fonksiyonu minimum yapan y nin varligimn gereklili-

gint asagrdakt ornek gostermektedir:

g9(x,y) = Va2 + e
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g : R? — R konveks fonksiyonu diizgiindiir (perfectly smooth), fakat minimum
degerini aldigr bir nokta yoktur (her z i¢in (r,—o0) da minimaldir). Marjinal

fonksiyon f(x) = |z| ise dizgiin fonksiyon degildir.

DF(0) = [~1,1] iken V,g(0,y) ﬁ — 0
dir. Yani
[—1,1] = 0f(0) # {s € R" : (5,0) € 0(z4)9(0,y)} = {0}
dar.

Uyar: 4.12. §/4.4 deki max isleminin diferansiyellenebilmesi i¢in arg max mn
tekligi yeterlidir. Fokat §4.5°deki min fonksiyonunun diferansiyellenebilmesi
arg min ile ilgili degil teorem 4.12°de ve 4.7 deki temel fonksiyon g nin konvek-

sligine baghdur(Clinki ancak g konveks ise bu min fonksiyonu da konvekstir).
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