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Bu ¢alisgmada yap1 grubu G, olan 7-boyutlu Riemannian Manifoldlar ince-
lenmistir. Bu amacla bes boliimden olusan bu caligmanin ilk boliimiinde, Go
grubu tanitilarak, sagladigi temel o6zellikler sunulmustur.

Tkinci boliimde genel olarak vektor uzaylar: tizerinde 2-kath vektor carpimi
tammlanmig ve ozellikleri incelenmistir. Uclineii boliimde Gy grubunun bazi
diigik boyutlu indirgenemez temsilleri verilmigtir. Dordiincii boliimde temel
3-formun kovaryant tiirevlerinin uzay1 ¢aligilmigtir.

Son boliimde ise G2 grubunun 1,7,14 ve 27 boyutlu indirgenemez temsilleri
ve manifold tizerindeki kovaryant tiirev kullanilarak yapi grubu G, olan 7-
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In this thesis 7-dimensional Riemannian manifolds with structure group
G5 are studied. The thesis consists of five chapters. In first chapter, the
exceptional Lie group G5 together with the properties it satisfies is introduced.

In second chapter 2-fold vector cross product is defined and its properties
are studied. In third chapter some low dimensional irreducible representations
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1 NORMLU CEBIRLER VE G, GRUBU

Bu bolimde G5 grubunun tanimlanmasinda kullanilacak olan normlu ce-
birler izerinde durulmusg, G5 grubu tanimlanmig ve sagladigi ozellikler ifade

edilmigtir.

1.1 Normlu Cebirler

V' sonlu boyutlu bir vektor uzayi, (.,.)’da V iizerinde non-dejenere bir ig
carpim olsun. V' vektoér uzaymnda bir v € V' vektoriiniin kare normu; ||v|| :=

(v, v) seklinde alinsin.

Tanim 1.1.1. V', reel saylar cismi uzerinde sonlu boyutlu, birimli bir cebir ve
(.,.), V dizerinde bir i¢ ¢arpim olsun. Bu i¢ ¢arpima karsilik gelen kare norm,
Vr,y € V igin,

-yl = Nzl llyll (1.1)

sartiny saglhyorsa, V- cebrine normlu cebir denir.
z,y,z € V olmak tizere, ||z|| = (z, z) normunda, z yerine = + y alinirsa;

lz+yl = (x+y,z+y)
= (z,2) +{(z,y) + (y,2) + (¥, )
= 2|l +2(z,y) + [yl

olur. Buradan,
1
(o, y) = 5z +yll = [l = llyll)
bulunur.

Yardimci Teorem 1.1.2. Asagqidaki ifadeler birbirine denktir:

eyl =Nzl lyl
(zw,yw) = (z,y) [lv| (1.2)
(wr,wy) = [Jw] (z,y) (1.3)
(xz,yw) + (yz,zw) = 2(z,y) (z,w) (1.4)



Kanit. ((1.1) = (1.2))

(1.1) esitliginde x yerine x + y, y yerine w yazlirsa,

(2 +y).w|

(@ +y)w, (z+y)w)

(zw + yw, zw + yw)

(xw, zw) + 2 (zw, yw) + (yw, yw)
[zw]| + 2 (zw, yw) + [lyw||
[z][[[wll + 2 (zw, yw) + [[y[[|w]|
(zw, yw)

olur.
((1.2) = (1.1))

Iz + yl|[|w]

(z+y,z+y) v

= ((z,2) +2(2,9) + (y,9)) [w]]
(2]l + 2 (z, y) + llyl)[[w]

][ [[wll + 2 (z, y) [[w]] + [ly]llw]
7] [|lw]l + 2 (2, y) [Jwll + [Jy[l[|w
(z,9) [[w]|

(1.2) esitliginde y yerine x alinirsa,

(xw, zw)

[[zw]|

oldugu i¢in, (1.1) esitligine ulagilir.

((1.1) = (1.3))

(x,z)w

][]

(1.1) esitliginde x yerine w, y yerine x + y alindiginda,

Jw.(z + y)|

(w(z +y),w(z+y))

(wzr + wy, wr + wy)

(wz, wr) + 2 (wz, wy) + (wy, wy)
lwz|| + 2 (wz, wy) + [lwy|
wll[[z] + 2 (wz, wy) + [Jw||[ly]]
(wz, wy)

oldugundan, (1.3) esitligi bulunur.

((1.3) = (1.1))

[wll-lz + yll

lwll (2, 2) +2{z, 9) + (4, )
[wl([l]l + 2 (2, ) + [lyl])
[wllflzll + 2 (2, y) l[w]] + [lwll{lyl]
[wllflzll + 2 (2, y) l[w]] + [lwll{ly]
[wllflzll + 2 (2, y) l[w]] + [lwl{ly]
(z,y) [lwl]

(1.3) esitliginde y yerine z yazildiginda,

(wz, wx)

[wz]]

lwll ()

[wllfl]

olur. Dolayisiyla, (1.1) ve (1.3) esitlikleri de esdegerdir.

((1.2) = (1.4))



(1.2) esitliginde w yerine z + w yazilirsa,

(z(z +w),y(z +w)) (z,y) ||z + wl|

(rz +aw,yz+yw) = (2,y) (|2 +2(z,0) + [|w])

(v2,y2) + (xz,yw) + (2w, y2z) + (zw,yw) = (z,y) (|z[| + 2 (z, w) + [Jw]])

(z,9) ||zl + {zz, yw) + (zw,yz) + (z,9) lwl]| = (z,9) (|2]] + 2 (z,w) + [Jw]])
(zz,yw) + (yz,2w) = 2(z,y) (z,w)

oldugundan, (1.4) esitligine ulagilir.

((1.4) = (1.2))

(1.4) esitliginde de z yerine w alimrsa,

(rw, yw) + (yw, 2w) = 2(z,y) (w, w)
2(ew,yw) = 2{z,y) |lw]
(zw,yw) = (z,y) [lw]
oldugundan, (1.2)) ve (1.4) esitliklerinin de 6zdes oldugu goriiliir. O

Bir V cebri iizerinde, w € V olmak tizere, w elemani ile sagdan ve soldan
carpma R, ve L,, doniigimleri
R, :' V—oV L, :' V—V
vi— Ry (v) == vaw v — Ly(v) == w.w
seklindedir. R, ve L,, dontstimlerinin iyi tanimlh ve lineer olduklar1 kolayca
goriilebilir. Ayrica; bu doniisiimler w’ye gore de R-lineerdirler.

V normlu bir cebir olmak iizere; 1y birim elemaninin iirettigi alt uzay Rel
ile gosterilsin. Yani; ReV = span{ly} = {a.ly|a € R} olsun. Vz € V
icin ||z]| = [|z.1v] = ||z|||[1v | olacagi i¢gin; V'nin birim elemaninin normu 0
olamaz.

ImV ile ReV'nin dik tiimleyeni olan uzay gosterilsin. Bu durumda; V' ’'nin
her elemani tek tiirli belirli bir ayrisima sahiptir. Yani; Vo € V i¢in, z; € ReV
ve o € ImV olmak lizere; x = x1+x, olacak sekilde tek tiirlii belirli z1, 2, € V
vardir. Vo € V ic¢in; Rex = x1 ve Imx = x5 dir.

r1 € ReV ve x9 € ImV olmak lizere; x = x; + 22 € V icin, 2’in eglenigi

T = x1 — X9 olarak tamimhdir. Buradan;



esitliklerine ulasilir.
R, ve L, lineer doniigimlerinin adjoint dontigiimlerinin sirasiyla, Ry ve
L oldugu da kolayca gortilebilir.

Yardimci Teorem 1.1.3. V' normlu bir cebir olmak tzere, Vx,y € V icin,

asagqidaki egitlikler dogrudur.

r =z (1.5)

(r.9) = (2,9) (1.6)

(r,y) = Rexy = Rexy (1.7)

Ty = Ty (1.8)

xr = Tz = |z (1.9)

Kanat. 1. 1 € ReV ve z9 € ImV olmak tzere x = z1 + x4 olsun. = =

1 — x9 oldugundan, T = x; + x5 = x olur.

2. x1,y1 € ReV ve xo,y, € ImV olmak tlizere, x = x1 + x5 ve y = y1 + o

olsun. Bu durumda; & = 21 — x5 ve § = y; — yo olur.

(T,9) = (o1 — 22,91 — y2)
(T1,91) — (21, 92) — (T2, 41) + (T2, 42)
= (21,y1) + (22,92)

Diger taraftan;
(Z,y) = (T1+ 22,91+ ¥2)

(1, 11) + (z1,y2) + (T2, 11) + (22, Y2)
= (z1,91) + (v2,92)

oldugundan, (1.6) esitligi elde edilir.
3. Vx,y € Vicin, x = lyx ve y = 1yy’dir. O halde;

y,x) = (lvy, x)

R,1y,x) = (1y, Ryx) = (1y, xy)
ly, Rexy + Imxy)

ly, Rexy) + (1y, Imaxy)

= Rexy

(r,y) =

(
{
=
{



Diger taraftan;

(z,y) (z,9) = (5,7) = (lvy, )
(Rylv, ) = (lv, RyT) = (lv, Ty)
= (ly Rexy+[m:1:y>
(lv, Rezy) + (ly, ImZy)

= Rexy
olur. Buradan; (x,y) = Rexy = Rexy esitligi goriliir.

4. Vz € V igin;

(@9.2) = (T9,2) = (2y, 2)
= (Loy, 2) = (y, LaZ) = (y, 22)
= (y, R=7) = (R.y, 7) = (y2,7)
= (Lyz, 1) = (2, LyT) = (2,971)
= (yT,2)
esitliginden ve i¢ carpim non-dejenere oldugu icin, Ty = xy esitligi

gorilir.

5. x1 € ReV ve x9 € ImV olmak lizere, © = x1 + x5 olsun. z’in eglenigi,

T = x1 — x5 oldugundan,
= _ _ .2 2
2T = (11 4 x2) (21 — T2) = 121 — XXy + ToX] — ToXy = X7 — X5
= _ _ .2 2
Tx = (x1 — x2)(x1 + T2) = 21271 + 172 — Toky — ToXe = T] — T
esitliklerinden, xz = zx bulunur.
Rexx = 5(:1:93 +17) = §(m +xx) = 2T

oldugundan, Rexz = xz bulunur. Ayrica; (x,y) = Rexy = Rezy
esitliginden (z,x) = Rexz = x& gelir. (x,x) = ||z|| normundan; ||z|| =

xZ olur. % = Tx = ||z| esitligine ulagilir.

m
Tanim 1.1.4. V' bir normlu cebir olmak tzere, Vx,y,z € V i¢in,
[,y, 2] := (zy)z — 2(yz)

olarak tanimlu islem, V 'nin assossiyetiry olarak adlandurilor.



Yardimci Teorem 1.1.5. V normlu cebir olmak ‘izere x,y, z elemanlarindan

herhangi ikisi esit ise, [v,y, z] = 0 dur.

Kanit. Eger assossiyetirin degigskenlerinden birisi ReV 'nin elemani assossiyetir

ise sifirlanir. Gercekten; x € ReV olsun. xy € R olmak tizere x = lyxg

oldugundan,
[z,y,2] = (zy)z —2(yz)
= ((Lvao)y)z — (Lyzo)(yz)
= xo(lyy)z — xoly(yz)
= @o(yz) — 2o(yz) =0
olur.

Degiskenlerden ikisi birbirine esit ve I'mV ’nin elemani ise assossiyetir sifir-
lanir. w € ImV vey = z = w olsun. [z, v, 2] = 0 oldugu gosterilsin. Oncelikle,
Vz € V icin,

((zw)w,z) = (Ryrw,z) = (zw, Rgz)
= (2w, zw) = — (2w, zw)
= —lwll(z, 2) = (~llwllz, 2)
oldugundan ve i¢ ¢arpim non-dejenere oldugu i¢in, (zw)w + [|w|z = 0 elde

edilir. Dolayisiyla;

[z,y,2] = [z,w,w] = (zw)w — x(ww)
= (zw)w + z(ww)

= (zw)w + ||w||z=0

olur.
Son olarak, x,y,z € V igin, y = z iken [z,y,z] = 0 oldugu gosterilsin.
r1,y1 € ReV ve x9,y9 € ImV olmak tlizere, v = 21 + 22 vey = 2 = y1 + o

olsun.

[z,y,2] = [2,9,9]

= [z1 + 22,91 + Yo, y1 + o)

= ((z1 +22)(y1 + 12)) (11 + ¥2)
—(z1 + 22)((y1 + y2) (Y1 + ¥2))

= (z1(y1 +y2) + 22(y1 + ¥2)) (Y1 + v2)
—z1((y1 + y2) (Y1 + y2)) — 22((Y1 + y2) (Y1 + 12))

= (@1(y1 +y2) (1 +y2) — 21 ((y1 + v2) (Y1 + v2))
+(z2(y1 +y2)) (U1 + y2) — 22((Y1 + y2)(y1 + v2))

= [z, y + v,y +y2] + (@2(yr +12)) (y1 + y2)
—2o((y1 + y2) (1 + 42))

= (@2(y1 +y2)) (1 + v2) — 22((y1 + ¥2) (Y1 + v2))
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= (zay1 + T2y2) (1 + ¥2)
_372(’9191 + 1Yy2 + Yoy + y2y2)
= (ay1)y1 + (T2y1)y2 + (2292)y1 + (292) Y2
—Za(t191) — T2(Y1y2) — 2(y2y1) — T2(Yoy2)
= [22, Y1, 01] + [T, Y1, Yo] + T2, Y2, y1] + [22, Y2, Y2
= 0

oldugundan, [z,y,y] = 0 esitligine ulagihir.
Benzer gekilde; [z, x, z] = 0 ve [z,y, x] = 0 oldugu kolayca goriilebilir. [

[z, y, z]'nin alterne oldugu su sekilde goriiliir: Bunun igin; [x,y, 2] = —[y, z, 2],
[z,y,2] = =[x, 2,y] ve [z,y,2] = —[z,y,2] oldugu goriilmelidir. Bir 6nceki

yardimer teorem’den dolayi; Vo, y, 2z € V igin, [z +y,z + y, z] = 0’dur.

0 = [z+y,z+y,2]
= ((e+y)(x+y))z—(r+y)((z+y)?)
= (zw)z —x(r2) + (2y)2 — 2(y2) + (yr)2z — y(22) + (Yy)2 — Y(Y2)

v, w2+ [y, 2l + [y, 2, 2] + [y, y, 2]

[ +
[gj?y?Z] + [y7x72]

esitliginden [z,y,z] = —[y,x,z] oldugu goriliir. Diger iki esitlikte benzer
sekilde kolayca goriilebilir.

Tanim 1.1.6. Assossiyetir: alterne olan bir cebir alternatif cebir olarak

adlandurilur.

Sonug 1.1.7. Normlu cebirler alternatiftir.

1.2 Cayley-Dickson Metodu

Yardimci Teorem 1.2.1. V normlu bir cebir iken, Vx,y,w € V i¢cin, asaqidak:

esitlikler dogrudur.

r(yw) +y(zw) = 2(x,y)w (1.10)
(wy)x + (wT)y = 2(x,y)w (1.11)

Kanit. Vz € V icin; (z(yw) + y(Zw), z) = (2 (z,y) w, z) oldugu gosterilirse i¢

carpimin non-dejenere olmasindan (1.10) esitligi elde edilir.



esitliginden ve
2y wz) = 2(xy) (zw)
oldugu i¢in,
(z(yw) + y(Tw), 2) = (2 (x, y) w, 2)

esitligi elde edilir.

Vz € V icin; ((wy)z + (w2)y, z) = (2(x,y)w, z) oldugu benzer sekilde
gosterilir:

(wg)r + (wr)y,z) =

I
TEE
“EQI\.Q%\.QI

N
&g’t’ !
\(\Z/\/

oldugundan ve

esitliginden
(wyz + (wr)y, 2) = 2(z,y) w, 2)

sonucuna ulagilir. i(; carpimin non-dejenere olmasindan, (1.11) esitligi elde
edilir. O

Sonug 1.2.2. V' normlu bir cebir olmak tzere, x,y,w € V i¢in xLly ise,

asaqidaki esitlikler gerceklenir.

ry = —yI (1.12)
r(yw) = —y(rTw) (1.13)
(g = —(a)y (114)



Kanat. x,y € V igin, x Ly olsun. Bu durumda; (z,y) = 0’dir. (1.10) esitliginde,
w yerine 1y almirsa, z(yly) + y(z1ly) = 0 olur ki; buradan, xy + yz = 0 bu-
lunur.

(z,y) = 0 oldugundan, (1.10) ve (1.11) esitliklerinde bu ifade kullanilirsa,
z(yw)+y(Tw) = 0 ve (wy)x+ (wx)y = 0 olacag i¢in; (1.13) ve (1.14) esitlikleri
elde edilir. O

Yardimci Teorem 1.2.3. B, birimi 1g olan normlu bir cebir, A, B’ nin bir
alt cebiri ve 15 € A olsun. €, A’ya dik bir birim vektor, yani, € € A+ olarak

alinsin. Bu durumda; asagqidaki ifadeler gerceklenir.
1. Ae, A’ya diktir.
2. € =F1 <= |¢| = +1
3. Va,b,c,d € A igin, ||e|| = +1 iken —db, ||e|| = —1 iken +db olmak izere,
(a+be)(c+de) = (actdb) + (da + bé)e (1.15)
olur.

Kanit. Oncelikle, z € A <= & € A ifadesi ispatlanmahdir: z; € ReA ve
29 € ImA olmak tizere, x = x1 + 2o € A'dir. Rex = %(:1: + Z) oldugundan,
T = 2Rex — x olur. Rex € ReB oldugundan, Rex = lgx, olacak sekilde
o € R vardir. 1 € A, 29 € R ve A alt cebir oldugu igin; 1gzy € A’dir.
Dolayisiyla, Rex € A'dir. z € A oldugu igin, 2Rex — x = T € A olur. Diger
taraftan, T € A ise T € A ve T = x oldugundan x € A olur. Simdi sirasiyla,

diger ifadeler ispatlanacaktir.
1. Ya,b € A igin, (a, be) = 0 oldugu gorilmelidir:
(a,be) = (a, Lye) = (Lza,e) = (ba,€)

b € A oldugundan b € A’dir ve A alt cebir oldugu icin ba € A olur.
e € At oldugu icin, (ba,e) = 0, dolayisiyla (a,be) = 0 yada AelA

sonucuna ulagilir.

2. e € At ve lp € Aoldugundan e L1p ve € € (ReB)* = ImB’dir. Bundan

dolay1, € = —€’dir. ||¢|| = €€ oldugundan ||¢|| = —e? sonucuna ulagilir.
3. (1.15) esitliginin sol tarafindaki ¢arpim yapilirsa,

(a+be)(c+de) = ac+ a(de) + (be)c + (be)(de)
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oldugundan toplamdaki terimlere karsilik gelen ifadeler hesaplanirsa;

a(de) = a(d:) = a(&d) = a(dei)
= —a(dé) = —a(c%é) = a il
= —€(ad) = e€(ad) = e€(da
= —(da)é = (da)e
(be)e = —(bc)e = (bc)e

(b)(de) = ~d(F)e) = —d((@)e) = d(~()e)

= d(_(EE)b) = d((—e€)b) = —d((e€)d)
= —d([lellb) = —[lelldb

esitliklerinden, ||¢|| = +1 oldugundan,
a(de) = (da)e,  (be)e = (bo)e,  (be)(de) = —|le]|db = +db
bulunur. Bu esitlikler yerine yazildiginda,
(a + be)(c + de) = ac + (da)e + (bé)e+db = (actdb) + (da + bc)e
ifadesine ulagilir.
O

Teorem 1.2.4. (Cayley-Dickson) A normlu bir cebir olsun. Bir dnceki teo-
remdeki yontem kullamlarak, A(+) ve A(—) cebirleri asagidaki sekilde tanim-
lanar:

Vektor uzayr olarak her ikiside A(+) = A® A olsun. (a,b),(c,d) € A® A

olmak izere, A(+) tzerindeki ¢carpma,

(a,b)(c,d) = (ac — db, da + bc)
olarak, A(—) tzerindeki ¢arpma,

(a,b)(c,d) = (ac + db, da + bc)
olarak tanimlansin.

o A(+) uzaylarinda, tanamlanan bu ¢carpma islemlerine gore, birimleri (1,0)
olan cebirler oldugu ve A cebirinin bu cebirlerin alt cebirt oldugu kolayca

gorulebilir.
o A alt cebirindeki bir a elemani A(+) cebirlerinde (a,0) olarak alinabilir.
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e = (0,1) olsun. Bu durumda, A(+) i¢in €2 = —1 ve A(—) igin € = 1
olarak alinirsa, ¥(a,b) € A(+) igin,

(a,b) = a+ be
olarak yazilabilir.
o Vr =a+be,y =c+de € A(+) igin, i¢ carpim
(z,y) = {a,¢) + (b, d)
seklindedir.

o A(+4) cebirlerinin dizerinde dogal olarak tanwvmly bir kare norm vardir. Bu
norm, ¥(a,b) = a + be € A(+) igin,

(@, 0)[ = llall ol

olarak tanvmlanir. Ayrica, A(+) icin ||e|| = 1 ve A(—) igin ||| = —1

olur.

o Vo = a+tbe € A(+) i¢in x elemaninin eslenigi, asagidaki sekilde tanimlanar:

(a,b) = (a,—b)

veya
a+ be =a — be

Yardimci Teorem 1.2.5. A bir normlu cebir ve A(+) Cayley-Dickson Metodu
ile yukarida tamamlanan cebirler olsunlar. Yor = a + ae,y = b+ [,

z=c+ve € A(+) olmak tizere, asaqidaki egitlikler gerceklenir.

Ty = yI (1.16)

T =zTr = |z (1.17)
Syt yE) = Rerj={r.y) (118)
%[x, y| = %[a, bl+Imap + (BIma — almb)e (1.19)

Ayrica, A birlesmeli bir cebir ise,
[z,y, 2] = +la,78]£[b, ay]£le, Ba] + alb, cle + Bla, cJe + yla, blet(aBy — vfa)
[z, 2,y] = +]a, B, 0] + [a,b,ale
iyl = llzyll = 2+ (e, [8, o, b])

esitliklert de saglanar.
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Cayley-Dickson Metodu ile tanimlanan cebirler agagida verilmistir:

C = R(+) Karmagik Sayilar
H = C(+) Quaterniyonlar
O = H(+) Oktonyonlar
L = R(—) Lorentz Sayilar
My(R) = C(—) 2 x 2lik Reel Matrisler
QO = H(-) Split Oktonyonlar

Teorem 1.2.6. (Hurwitz) Reel sayilar cebri izerinde tanimlanan normlu ce-
birler sunlardur [19]:

R, C, L, H, MR , O, O

1.3 Oktonyonlarda 2-Katli Vektor Carpim

Tanim 1.3.1. Vz,y € O ig¢in,

TXyYy = %(ya: —zy) = Im(yz) (1.20)

1slemi x ve y oktonyonlarinin 2-katly vektor carpima olarak adlandurilir.
Yardimci Teorem 1.3.2. Vx,y € O i¢in,
1. zXxy=—-yXxux,
2.l x yll = llz Ayl
Kanat. 1. Oncelikle, Vz,y € O icin,
TXYy=—yxr<=rxxr=_0

oldugu gosterilmelidir. z X y = —y X x olsun. Bu esitlikte, y yerine x
alimirsa, © X x = —x X x olur. Dolayisiyla, £ x £ = 0 bulunur. Diger

taraftan; x X x = 0 olsun. Bu esitlikte, x yerine x + y alinirsa,

0 (z+y) x(z+y)
= (@+yE+y) —(@+y)(z+y))
= ;@ +9(+y) - 3@ +H)(z+y)
= $(zx+ 2y + g +gy) — 5(Tr + Ty + §r + Gy)
= Szl + lyl) = 5zl + llyl) + 5@y — ) + 5(7z — Ty)
= 5@y —yz) + 5 (g — Ty)

X x) + (z x y)

|
—~
<

12



olur. Buradan, z x y = —y X x esitligine ulagilir.

Ve,y € Qigin, x X y = —y X x <= = X x = 0 oldugundan ve z x x =
+(zz — zx) = 0 esitliginden, 2 x y = —y x x elde edilir.

[z Ayl = (xAy,zAy)
= (z,2) (v, y) — (z,9) (v, 2)
= |lzllllyll = (5(27 + y7).(yT + 27))
= lzllllyll = zzlllyll + (=7)(z9) + (y7)(yz) + [|=]]y]])
= slzlllyll = 3((z9)* + (y2)?)

Diger taraftan,

e xyl| = (zxy,zxy)
= (3(z — 2y ,g(yx —1y))
= i (gz,92) — 1 (7, xy> — 1 (g, 2y) + § (Ty, TY)
= gllyzl + 4I|wy|| — 5 {7z, 7Y)
= sllellyll = 337 )( y) + (zy)(yz))
= slzllilyll = +((m2)* + (2y)°)
oldugundan, son iki esitlikten, ||z X y|| = ||z A y|| oldugu goriliir.

Ayrica, Vo, y € O i¢in, Re(z x y) = 0’dir:

Re(x xy) = Re(5(gz —zy))

Yardimci Teorem 1.3.3. Vx,y € ImQ icin, [z,y] = xy — yx olarak tanvml
olmak uzere asaqdaki esitlik dogrudur.

1
rxy = gleyl=zy+{oy) (1.21)
Kanat. . ) .
zxy=5(gr—1zy) = S(-ya +ay) = lz,y]
ve
Hoyl = oy —yz) =y — Joy — yz
= zy — 5(zy +yz) = vy + 5 (27 + yT)

= 2y + (z,y)
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oldugundan,

1
rxy==lzy =zy+(r,y)

51
esitligi gergeklenir. O
Yardimci Teorem 1.3.4. Vz,y € ImQ i¢in, x x y € ImQ elemam, x ve

y ‘nin urettigi alt vzaya diktir ve
rx(zxy) = —lzly+(z,y = (1.22)
esitligi saglanar.

Kanat. x X y'nin x ve y’ye dik oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

<{L‘Xy,ZL‘> = <%[l’,y],$>:%<l’y—yl‘,l’>

= 3 <$y> >_ % (yx,x>

= el 1) — 34y, ) ]

|
o

oldugundan, (zxy)_Lz’dir. Benzer sekilde, (zxy)_Ly oldugu kolayca goriilebilir.

X (rxy) = xx(xy+ (x,y))
s (@y + (@, 9)z — 2y + (2,9)))
5 (W2 + (z, 9)x + x(zy + (z,y)))
= o)z + (v,y) x + 2(zy) + (z,y) 2)
= $((yx)z + z(xy) + 2 (x, y) )
= s(y)z + sa(zy) + (2, 9) 2

(1.10) ve (1.11) esitliklerinde y yerine &, w yerine y yazilirsa,

w(zy) + 2(Ty) =2(z,7)y Ve (yz)z + (y2)T = 2(2,Z) y

egitlikleri elde edilir. Buradan, = —x ve § = —y oldugundan z(zy) = —||z||y
ve (yx)xr = —||z|ly olur. Bu egitliklerden
zx(@xy) = s(=lzly) +3(=lzly) + (z.y) 2
= —lllly + (z,y)
bulunur. O

Tanim 1.3.5. Vx,y, 2z € O i¢in, x,y, z 'min tgli ¢carpima

TXYXz = %[a:(gjz) — 2(yx)] (1.23)

olarak tanimbdur.
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Yardimci Teorem 1.3.6. Vz,y, z € O i¢in,

1. xxyxz ¢carpiminda herhangi iki elemanin yeri degistirildiginde ¢arpiman

1sareti degigir.

2. lx Ay Az|| =l xy x 2| dir.

Kanat. 1. Oncelikle asagidaki ifadeler ispatlanacaktir:
TXYXz=—yxrXxXz<=rxrxz=0
TXYXz=—xXzXy<s=rxyxy=_0
TXYXz=—zxXyxr<=rxyxr=>0

rXyxz = —yxxxzolsun. Buifadede y yerine x ahmirsa, 2(xxzxz) =0

olur. Buradan, x X x x z = 0 olur. Diger taraftan, x x z X z = 0 oldugu
kabul edilsin. Bu esitlikte, x yerine x4y alirsak, (x+y) x (x+y)x 2z =0

elde edilir.

(w+y) x(@+y)xz = 3llz+y)(@Fy)2) —2(@Fy)(z+y))

= 5l(@2) +2(y2) + y(72) + y(72)
—2(zx) — 2(zy) — 2(yz) — 2(7y)]

= 5lo(z2) — 2(z2) + 2(y2) — 2(yx)
+y(7z) — 2(zy) + y(¥2) — 2(7y)]

= (exzrx2)+(xxyxz)+(yxazxz)
(yxyxz)

= (zxyxz)+(yxazxz)

oldugundan, x X y X z = —y X x X z elde edilir. Diger iki ifade de benzer

sekilde gosterilebilir.

Bu esitliklerden dolayi, x x y X z’nin alterne oldugunu gostermek icin,

rxaxxz=0,xrxyxy=0vexxyxaz=0 oldugunun gosterilmesi

yetecektir.

T XX XZ

slz(@2) — 2(z2)]

[2(72) — z|[]

(1.10) esitliginde, y yerine x, w yerine z yazilirsa,;
x(zz) + x(Zz) = 2 (x,x) z yani, 2(Zz) = ||z||z olur. Bu durumda,

T XX XZ
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elde edilir.
rxyxy = 3lzyy) —y(yo)]
[Z|lyll — y(y)]

(1.10) esitliginde, x yerine y, w yerine x yazlirsa;

1
2
1
2

y(gx) + y(gx) = 2 (y,y) « yani, y(gz) = ||y||z elde edilir. Buradan,

vxyxy = glalyll—lyla] = 0

olur. Son olarak tanimdan,

exyxz = jla(gr) —x(gr)] = 0

esitligi elde edilir.

leny Azl = llzllllyllll=l + 2 (2, 9) (v, 2) (2, 2)
=llzll {y.2)* = lyll{z, 2)° — l|=l{z, )"

olur. Diger taraftan,

lexyxz|]| = (zxyxzxXxyxz)

il(@(y2), z(92)) — (z(92), 2(yz))
— (2(gz), x(y2)) + (2(yz), 2(yz))]

illz@2)[l = 2(x(g2), 2(g2)) + [|2(g2)]]
szl ylllzll = 2 ¢z (g2), 2(g2)) + z(l{yll]]=]]
3l

0

zlllylll=ll = 5 (2(52), 2(yz))

olur. Simdi, (z(yz), z(yx)) ifadesinin egiti bulunmalidir. (1.10) esitliginde,
w yerine z alimirsa, x(yz) +y(Zz) = 2 (x,y) 2 esitligi, x yerine z, w yerine
x alinirsa z(yz) + y(zZz) = 2 (2, y) = elde edilir. Buradan,
2(y2) = 2(z,y) 2 — y(T2) ve 2(yr) = 2(z,y) = — y(zx)
esitlikleri elde edilir. O halde,
<LU(’yZ), Z(’yl’» = <2 <'T7 y> Z = y<jz)7 2 <Z, y> T — y(gl’»

= 4 <{L‘,y> <y,Z> <CL’,Z> —2 <$,y> <g27 ECL’>
—2(y, 2) (2, yz) + (y(z2), y(z7))

olur. (1.4) esitliginde, x yerine y, y yerine Z ve w yerine x alnirsa,

(yz, zx) + (Zz,yz) = 2(y, z) (2, x) esitligi, x yerine Z, y yerine §y ve w
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yerine z almirsa, (Zz,yx) + (yz,Zx) = 2(Z,7) (z, ) esitligi elde edilir.

Buradan,
(92, 2z) = 2{y,2)(x,2) — ||z| Reyx
(tz,5z) = 2(z,y)(z,2) — ||z Reyz
olur. ReZy = Rexy = (x,y) oldugundan,

(g2,20) = 2(y,2) (x,2) = [|z[| {z,9)

<£Z‘Z,gl‘> = 2 <ZL‘,y> <ZE,Z> - ||I|| <y7Z>

elde edilir. Ayrica, (1.3) esitliginden,

(y(z2),y(zx)) = |yl (Z2, zz)
Iyll(2(z, z)* = [|z[l]|=]))

2
= 2llylicz, 2)" = llzlllyllll=]

olur. Bu durumda;

(#(y2), 2(yz)) = 4(z,9)(y,2) (2,2)
—2(x,y) 2y, 2) (z, 2) — ||l (z,9))
—2(y,2) 2(z,y) (z,2) = [lz]| (¥, 2))

2
+2lyll(z, 2)" = [l [l{lyl[]=]

= —lzllliyllizll — 4z, y) (y, 2) (z, 2) + 2l|zl{y, 2)°

+2[lyll(z, 2)* + 2| 2[l(z, )*
olur. O halde;

lzxy x 2l = sllliylll=ll + slzlllyllll=ll + 2z, y) (y, 2) (2, 2)

—llzll{y, 2)° = llyll(z, 2)° = ll=ll{z, y)*
= llllylilizll +2 (=, ) {y, 2) {z, 2)

=llzli{y, 2)* = lyllde, 2)° = ll=ll{x, 9)*

olarak bulunur. Dolayisiyla;
le Ay Azl = [l xy x 2

olur.

1.4 & Temel 3- Formu

Tanim 1.4.1. ® : (ImQ)3 — R fonksiyonu Vz,y, z € ImQ igin,

O(z,y,2) = (r,92)
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®’ye girilen herhengi iki deger esitse, ® temel 3-formu sifirlanir. Yani,

Va,y,z € ImQO igin, ®(z,z,2) =0,P(z,y,y) =0, P(z,y,x) =0 dir.

O(x,z,2) = (v,22) = (2(TZ) +

O(z,y.y) = (w,yy) = 3(x(@) + (yy)7)
= 3(x(@y) + (yy)7) = 3(2(yy) — (yy)z)
(1.10) ve (1.11) esitliklerinde, y yerine g, w yerine y yazilirsa,

r(yy) +y(ry) = 2(v,9)y
(yy)r + (wz)y = 2(x,9)y

esitlikleri elde edilir. Bu egitliklerden,

w(yy) +y(zy) = —2(z,9)y

(yy)r + (yz)y= = —2(z,y)y
oldugu icin,

r(yy) = —2(z,y)y —y(zy)

(yy)z = —2(z,y)y — (yz)y

esitliklerine ulagilir. Buradan,

(z.y,y) = 5(@(yy) — (yy)z)
= 3(=2(z,y)y —y(zy) +2(z,y) y + (y2)y)
5((yr)y —y(xy)) = 5y, 7,9/ =0
bulunur.
O(r,y,7) = (v,y7) = 5(2(77) + (y2)7)

= 3(@(@y) + (y2)7) = 3(2(vy) — (y2)v)
(1.10) ve (1.11) esitliklerinde, y yerine Z, w yerine y yazilirsa,

w(zy) +2(zy) = 2(z,7)y

(yx)z + (y2)z = 2(z,3)y
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esitlikleri elde edilir. Buradan,

z(zy) = —llzly
(yr)r = —[llly
esitliklerine ulagilir. Bu durumda,

1
O(z,y,2) = 5(=lllly + llz]ly) = 0

bulunur.

® 3-formunun alterne oldugu, yani; Vx,y, z € ImQ i¢in,

O(z,y,2) = —P(y,x,2)
b(x,y,2z) = —P(z,2,9)
O(z,y,2) = —D(z,9,7)

oldugu gosterilmelidir.

®(z, x,z) = 0 oldugundan; bu esitlikte = yerine = + y yazlirsa,

0=Q(z+y,z+y,2) = (+y,(r+y)2) =(r+yr2+yz)
= (z,22) +(z,92) + (y,22) + (y,y2)
Oz, x,2) + ®(,y,2) + Py, 2, 2) + By, v, 2)
O(z,y,2) + @y, , 2)
oldugu i¢in; ®(x,y, z) = —P(y, x, z) olur.
®(x,y,y) = 0 oldugu i¢in; bu esitlikte y yerine y + z yazilirsa,

0=(z,y+2zy+2) = (&E+2)(y+2)=_{ryy+yz+zy+2z2)
(,yy) + (2, y2) + (z, 2y) + (z, 22)
= O(z,y,y) + P(z,y,2) + (z, 2,y) + O(z, 2, 2)
= O(z,y,2) + D(x, 2,v)
oldugundan; ®(z,y, z) = —®(z, z,y) olur.
®(z,y, ) = 0 oldugundan; bu esitlikte = yerine = + z yazlirsa,

0=2(x+z,y,2+2) = (x+zyl@+2)=(+zyr+yz)

{
(@, yz) + (z,y2) + (2,y2) + (2,92)
= O(z,y,x) + D(x,y,2) + (2,9, z) + P(2,y, 2)

= ®(z,y,2) + P(2,y,7)
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oldugu i¢in; ®(x,y, 2) (=,

y, x) olur.

Dolayisiyla; ® alterne oldugu icin; ® € A*(ImQ)*’dur.

Yardimci Teorem 1.4.2. Vz,

y,z € ImQ i¢in, asagqidaki esitlikler dogrudur.

1. Re(x xyx z) =®(x Ay A=2)

2. Im(z xyxz)= %[:U,y,z]

Kanat. Oncelikle, esitlik (1.23)

'ten ve x,y, z € ImQO oldugundan,

v Xy x 2 = 3 (a(yr) — a(y2)

olur.

1. Esitlik (1.7)’den ve ®’nin tanimimdan dolayi,

Re(z(yx))

olur. Diger taraftan,

Re(x(yz))

(2,57) = (2,79) = (2, 2y)
PzAzANy)=—-D(xAzAYy)
Oz Ay A=2)

(2, 92) = (2, 2y) = (z, 2y)
Pz NzAy)=—DP(xAyAz)

bulunur. Elde edilen esitlikler kullanildiginda,

Re(x X y X z)

olur.

Im(z x y x

L Re(a(yr) — 2(y2))
L Re(:(u)) — S Re(a(y2)
SOz AYyANz)+ 3Pz Ay Az)

Sz ANy Az)

. V& € O i¢in, Imz = §(z — ) oldugundan,

)= (e xyx 2) ~ FFFX)

olur. = x y x z = £(z(yx) — z(yz)) oldugundan,

TXYXz

3 (2(yx) — 2(y2)) = 5(z(yz) — 2(y2)
3((y2)z = (y2)7) = 5((79)z — (zy)z
3((zy)z — (wy)2)



olur. Buradan,

Im(z xyxz) = L(5(2(yx) —x(yz)) — 5((zy)x — (xy)z))
= 1(z(yz) — 2(yz) — (z)z + (2y)2)
= 1(2(yzx) = (zy)z) + ;((2y)z — 2(y2))
= —H(zy)z — 2(y)) + H(zy)z — x(y2))
= —1z 2]+ Yy, 2]
= Yz,y, 2+ [z,y,2])
= 5lz,y, 2]

elde edilir.

1.5 G5 Lie Grubu

Tanim 1.5.1. G5 olarak adlandirilan grup, oktonyonlarin otomorfizmlerinin

grubudur. Yani;
{Ae GL(O) |Vz,y € O d¢in A(zy) = A(x)A(y)}
olur.
Yardimci Teorem 1.5.2. A normlu bir cebir ve ImA nin ortogonal grubu

O(ImA) ise,
Aut(A) C O(ImA)

olur.
Kamit. g € Aut(A) olsun.

1. 14, A'nin garpmaya gore birim elemani olmak tizere, g(14) = 14’dur:
Va € A igin, a.ly = a oldugundan ve g(a) = g(la.a) = g(1a)g(a)
oldugundan, ¢g(14) A'nin birim elemanidir. Birim eleman tek oldugu
icin; g(14) = 14’dir.

2. g otomorfizmi ReA’daki bir eleman1 ReA’daki bir elemana, I'mA’daki
bir eleman1 ImA’daki bir elemana gotiiriir:
a € ReA ise ag € R olmak tizere, a = ag.14 olarak yazilir. Bu durumda,
g(a) = glag.14) = ag.g(14) = ag.14 = a olur. O halde; g(a) € ReA’dur.
a € ImA olsun. Eger g(a) € ReA olsaydi 6yle bir a* € R bulunabilirdi
ki g(a) = a*.14 olurdu. g~"de otomorfizma oldugundan;

a=a*".g '(1a) =a*.1,4
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olacagindan a € ReA olurdu. Bu a € ImA olmasiyla celisir. Dolayisiyla;
g(a) € ImA’dr.

. x € Alicin; "2% € ReA <= x € ReA veya x € ImA” ifadesi dogrudur:
Oncelikle; = € A i¢in; x = Rex + I'mx oldugundan,

2 = (Rex)? + (Imx)? + 2(Rex).(Imx)

dir. Ayrica;
|Imz| = Imz.Imx = Imz.(—Imx) = —Imx.Imz = —(Imx)?dir.
Dolayisiyla, (Imz)? € ReAdr.

r? € ReA olsun. 2% = (Rex)? + (Imz)? + 2(Rex).(Imz) oldugundan,
2Rex.Imx € ReA’dir. Bu durumda; 2Rex.Imz = 0’dir. Buradan;
Rex = 0 veya Imx = 0’dir. Yani; x € ReA veya z € ImA olur.

Tersine, x € ReA ise Imz = 0 yani, 2> = (Rex)?dir. Dolaysiyla,
1? € ReA olur. Eger, z € ImA ise Rex = 0 yani, z*> = (Imx)?dir.
(Imz)? = —||Imz|| oldugundan; (Imx)? € ReA’dir. Buradan; 2*> € ReA

olur.

. g € GL(ImA) dir: Bunun igin; z € ImA iken g(z) € ImA oldugu
gosterilmelidir. x € ImA ise (g(x))? = g(x).g(x) = g(z?) olur. 2% € ReA
oldugundan g(z?) € ReA, dolayisiyla (g(x))? € ReA’dir. 3. adimdan,
g(x) € ReA veya g(x) € ImA’dir. x € ImA oldugundan g(z) € ImA
olur. Yani; g : ImA — ImA olur. Buradan, g € GL(ImA) sonucuna
ulagilir. Bu durumda, Aut(A) C GL(ImA) dir.

. x € ImA igin; g(z) = g(z)'dir: Gergekten,

() = —g(x) = g(—1a.7) = g(—2) = 9(T)

<

olur.
. g € O(ImA)dir: Oncelikle;

lg(@)ll = g(z).9(x) = g(x).9(z)
= g(z.7) = g(||=[])
= |lz|l.g(1a) = ||z] .14
[z

oldugundan, ||g(x)|| = ||z|| olur.

Ikinci olarak, Vo € ImA icin,
"lg(@)ll = llz]] <= {g(x), 9(y)) = (z, )"
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ifadesi dogrudur:
llg(x)|| = ||=| esitliginde z yerine x + y yazilirsa, ||g(x + y)|| = ||z + y||

olur.

lg(z + )|

Diger taraftan;

lz+yll = (x+y,z+y)
(z,2) +2(x,y) + (¥,9)
= x|l +2(z,y) + ||yl

oldugundan,
(9(x),9(y)) = (z,)

olur.

Tersine; (g(x), g(y)) = (x,y) esitliginde y yerine x alirsak;

(g(2), 9(x)) = (z,x)
lg@)ll = ll=|

olur. Bu durumda; Vz,y € ImA igin, (g(x),g(y)) = (z,y) oldugundan,
g € O(ImA) olur ve
Aut(A) C O(ImA)

sonucuna ulagilir.

]

Yardimci Teorem 1.5.3. g € Aut(Q) ise g, O dzerinde tanimlanmas olan ®

temel 3-formu korur.

Kanat. ® temel 3—formu; Vz,y,z € ImQ igin, ®(z,y,2) = (x,yz) olarak
tanimlandigindan herhangi bir g € Aut(Q) C O(ImQ) igin,

(g(z),9(y),9(2)) = (9(x),9(v)9(2)) = (9(x), 9(yz))
= (z,yz) = ®(z,y,2)

bulunur. n
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® temel 3—formunun (/m@)* i¢in segilen bir taban icin, bu taban eleman-

lar1 cinsinden ifadesi de elde edilebilir: O = HE H oldugundan; ImQ igin,
er = (4,0), ex=(4,0), e3=(k,0), es=(0,7), es=(0,7),
es = (0,k), e;=(0,1)
tabani secilsin. Burada,
i.j ==k, j.k=1, k.i=j, ji=—k,
kj=—i, ik=—j, i*?=j2=k=-1
dir. V k,m € {1,2,...,7} icin, eg.e,, yani, taban elemanlarimin birbirleriyle

carpimlar: agagidaki tablado verilmistir.

€1 €9 €3 €4 €5 €6 €7
€1 —1 €3 —€9 | —€7 | —€4 €5 €4
ey | —es | =1 | e eg | —er | —eq | —e5
es| es | —e1 | =1 | —es | es | —e7 | €5
ea | es | —e7r | eg —1 | —e3 | ey | —e€;
€5 (& €4 —€;5 €3 -1 —€1 | —€9
€6 | —€¢ €5 €4 —€9 €1 -1 —E€3
€7 | —€5 | —€g | —€7 €1 €9 €3 —1

Tablo 1.1: Cayley-Dickson metoduna gore taban elemanlarinin ¢arpim

tablosu

Simdi; (/mQ)*mn taban elemanlari, e}

: ImO — R, ef(e;) = §;; ol-
mak tzere, {e},e5,...,es} olsun. O halde, ® temel 3— formunun bu taban
elemanlar1 cinsinden tek tiirlii belirli bir yazihigi vardir. Kisalik agisindan,
Vi, j, k icin ef A e A ey = e, gosterimi kullanldiginda, ® = 37, ., airejeje;,
olarak ifade edilip, a;;, katsayilar1 bulunursa, ® belirlenmig olur. Bunun igin,
ImQ’nun taban elemanlar1 ®’ye girilirse, ®(e;, e;,ex) = a;jx oldugu goriiliir.
Diger taraftan, ®(e;, e;,ex) = (e, eje) oldugu i¢in, a;j, = (e;, ejex) olur ve
a;jr katsayis1 hesaplanir. Son durumda, ® temel 3—formu, €], €3, ..., €5 taban

elemanlar: cinsinden asagidaki gibi ifade edilir.
o * * * * * * *
Q= ey — €lur — €56 T Ca6 — €57 — E3a5 — €367 (1.25)
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(9" ®)(2,y, 2) == ®(g(x),9(y),9())

olmak ftizere, g € (G5 icin, bir onceki yardimc: teoremden; g*® = ¢ olur. Bu
ifadenin tersi de dogrudur. Yani, ¢g*® = & ise ¢ € G5’dir. Bu nedenle, Go
grubu asagidaki teoremdeki gibi de karakterize edilebilir.

Teorem 1.5.4. (Bryant)
Gy = {9g€GL(ImQO)| g® = ¢} (1.26)
Kanit. A= {9 € GL(ImQO)| g*® = ®} olsun. Bir an igin;
7g € GL(ImQ) eleman1 ¢*® = & ozelligini sagliyorsa g € O(ImQ)”
oldugu varsayilsin ve
B ={g € GL(ImQ)|Vz,y, € ImO i¢in g(x x y) = g(z) X g(y)}
olsun. g € A ise Vz,y, z € ImQ igin,

(9(2), gy x 2)) = (2,yx2)=(x,Im(y.2))
= (r,y2) =P(x Ay Az)
= gP(xAYyANz)
= P(g(z) Ag(y) Ag(2))
(9(), g(y) x g(2))

elde edilir. Buradan, i¢ carpim non-dejenere oldugu igin,
Vy,z € ImO i¢in g(y x z) = g(y) x g(2)

olur. Bu durumda, g € B ve A C B olur.
Ayrica,

Gy = {9 € GL(O)|Vz,y € O i¢in g(z.y) = g(x).9(y) }

olarak tanimliydi. Bu adimda, B = (G5 oldugu gosterilecektir. g € B olsun.
g : ImO — ImQ oldugundan g'nin, g : @ — O olarak tanimli olmasi i¢in, g
ReQ’yu da ReQ’ya gotiirecek gekilde genigletilsin. Yani; g(1) = 1 olsun. Simdi;
g:0—0, g(1) =1veVr,y € ImO igin g(x x y) = g(x) x g(y) sartlarim
saglayan bir doniigiim olarak alinabilir. Vz,y € O icin g(z.y) = g(z).9(y)
oldugunu gorelim. z,y € O ise x1,y; € ReQ ve z5,y2 € ImO olmak {izere,
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T = x1+x9 Ve y = y1 + yo olarak ifade edilebilir. Ayrica; x1,1y; € ReQ oldugu

icin, 1 = x¢.1 ve y; = yp.1 olacak sekilde g, yp € R vardir.

g((z1 + m2).(y1 + ¥2))

9(z.y) (

9(z1y1 + 212 + T2y + T2Y2)
(
(

g(w1y1) + g(z132) + g(@2y1) + g(2232)
9((x01)(yo1)) + g((zo1)y2) + g(72(y01)) + g(x2y2)
9((zoyo)1) + g(wo(1y2)) + g((z21)yo) + g(w2y2)
Toyog(1) + 20g(1y2)) + yog(x21) + g(z2y2)

ToYo + T0g(Y2) + Yog(72) + g(T2y2)

g(x1 + 22).9(y1 + o)
(9(z1) + g(z2))-(9(v1) + 9(y2))

= g(x)g9(y1) + g(x1)g(y2) + g(z2)g9(y1) + g(x2)g(y2)

= g(wol)g(yol) + g(wo1)g(y2) + g(w2)g(vol) + g(w2)g(y2)
= 209(1)yog(1) + 20g(1)g(y2) + g(2)yog(1) + g(w2)g(y2)
= ool + wolg(y2) + yog(x2)l + g(22)g(y2)

= oY + 20g(Y2) + Yog(z2) + g(22)g(y2)

Bu durumda,

g(x.y) = zoyo + Tog(y2) + vog(x2) + g(212)

9().9(y) = woyo + x0g(y2) + yog(w2) + g(w2)g(y2)
egitliklerine ulagihir. Son iki egitlikten goriliiyor ki, g(xayz) = g(x2)g(y2)
oldugu gosterilirse, g(x.y) = g(z).g(y) esitligi ispatlanmig olur. V a,b € ImQO
icin, g(a x b) = g(a) x g(b) oldugundan, g(zs X y2) = g(x2) X g(y2)’dir.
Ty X Yo = TaYz + (T2, y2) oldugu icin,
9(x2 X y2) = g(T2y2 + (T2, ¥2))
9(x2) X g(y2) = g(22)g(y2) + (9(x2), 9(y2))
esitliklerine ulagilir. I¢ carpim non-dejenere oldugundan, ¥V z € ImQ icin,
(g(22 X 12), 2) = {g(22) X g(12), 2)

dir. Son egitlik kullanilirsa,

(9(w2ys + (2,52)),2) = (9(72)9(y2) + (9(22), 9(32)) , 2)
(9(22y2) + 9((2,92)),2) = (9(22)9(y2) + (9(22), 9(y2)) , 2)
(9(22y2), 2) + (9({x2,92)), 2) = (9(22)g(v2), 2) + ((g(22), 9(32)) , 2)
(9(v2y2), 2) + ((x2,92) 9(1),2) = (9(22)g9(y2), 2) + ((9(x2), 9(y2)) , 2)
(9(w2y2), 2) + (22,92) (9(1), 2) = (9(22)g(y2), 2) + (9(2), 9(y2)) (1. 2)

9(T2y2), 2) + (T2, 42) (1,2) = (9(22)9(y2), 2) + (9(x2), 9(y2)) (1, 2)



z € ImQ oldugu igin, (1, z) = 0 olur. Dolayisiyla,

(9(z232), 2) = (9(22)9(2), 2)

esitligine ulagilir. V z € ImQ igin, (g(x2y2), 2) = (g(z2)g(y2), z) oldugundan,

g(x2ys) = g(w2)g(y2) olur. Sonug olarak, Vz,y € O i¢in g(z.y) = g(x).9(y)
oldugundan, g € G5’dir. O halde,

B C Gy (1.27)

olur. Simdi, g € G5 olsun. Vz,y, z € ImQ icin,

(9(x xy),2z) = (g(z.y+(z,y)),2)
= (9(z.y) + g({z,9)), 2)
= (9(z.y),2) + (9((z.¥)), 2)
= (9(z.y),2) + ((z,9) 9(1), 2)
= (g(z.y), 2) + (2, y) (9(1), 2)
= (9(z.y),z) + (2, y) (1, 2)
= (9(z.y), 2)
olur. Diger taraftan,
(9(x) x g(y),2) (9(x).9(y) + {9(x), 9(v)) , 2)
= (9(2).9(y),2) + ({9(2), 9(y)) , 2)
= (9(x).9(y), ) + (9(z), g(y)) (1, 2)
(9(x).9(y), 2)

oldugu i¢in,

esitliklerine ulagilir. g(z.y) = g(z).¢(y) oldugundan ve i¢ garpimin non-dejenere

olmasindan,
9(z x y) = g(z) x g(y)
olur. Yani, g € B’dir. O halde,

Gy C B (1.28)

elde edilir. (1.27) ve (1.28)’dan G5 = B’dir. Daha 6nce, A C B oldugunu
gosterilmigti. Bu durumda,

A C Gy (1.29)
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olur. G5 C A ifadesinin de dogru oldugu bilindigine gore,
Gy, = A (1.30)

sonucuna ulagilir.

Basglangigta varsayilan;
7g € GL(ImQ) eleman g*® = & 6zelligini saghyorsa g € O(ImQ)’dir.”

ifadesi ispatlanisa teoremin ispati tamamlanmig olur. Oncelikle ispat iginde
kullanilacak olan;

() A (20B) AD = 6|z||\ (1.31)

esitligi ispatlanacaktir. Burada, A = ej AejA....AeX, ImQ icin standart hacim
elemanidir.

{e1, €3, ...,e7}, ImQ igin standart taban olmak iizere, x € ImQ i¢in, z =
ZZ=1 x;.e; olacak sekilde z; € R sayilar1 vardir. Bu durumda, kontraksiyon
déniigiimii, o lineer oldugundan; z2® = (3.7, 2;.¢;)0® = 321 ;.(e;0®) dir.

1 bir p—form ve 71 bir g—form olmak tizere,

b A= (=) Ay

oldugundan ve Vi € {1,2,...,7} i¢in, e;a®’ler 2—form oldugundan, i # j igin,
(@) A (ej2®) = (,0P) A (eju®) olur. (z1®) A (z2®)’yi hesaplanirken bu
ifade kullanilirsa,

(x2D) A (z2P) = 23:1 x?.(ei_lq)) A (e;u®)
1237 ar.wi(eo®) A (e;0)
12377 L wp.2i(e90P) A (e;0D)
+2 22.7:4 x3.2;(e30P) A (e;4P)
F23°7 apwi(es0®) A (e;0®)
F23°7 x5.2i(e50P) A (e;0®)
+2x6.27(eP) A (e72P)

olur. {e}, €3, ..., ex} tabani kullanildiginda ve gerekli hesaplamalar yapildiginda,
(xa®) A (z2®P) 4—formunun standart taban elemanlar: tiiriinden yazihsi, a-
sagidaki gibidir: 4,7, k,1 € {1,2,...,7} i¢in €] Aej Aej ANef = e;;i olarak
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gosterilirse,

(22®) A (22®) = 27(—2€5347 — 263356 + 2€5567)
+23(— 265346 + 2€3357 + 2€5567
+a3(—2€]945 — 261067 + 2€4567

+

2(=
3(
+15(—2e7567 + 261357 — 2€5356
5 (
o

)
)
)
5 (—2€7567 — 2€7346 — 2€3347)
)
)

+

* *
Tg(—2€]945 + 2€7357 — 2€3347

+23(—2€]245 — 261346 — 265356
+21129(€3346 — 3357 + €137 + €1356)
+22123(—€5345 — 3367 — €1247 — €l256)
+22174(€1937 — 3467 + €3457 — €1567)

To36 T €167 — €3567 T E3as6)
—€la35 — €457 — €456 — €3567)
—€la34 — €457 — €3467 T €1a56)
+22973(€1345 + €1367 + €1246 — €la57)
—€l36 T €147 — €356 — Co567)
+22975(€1937 + 5467 + 1567 T €3a57)

*

1

* * *
034 T €156 T €3467 — €5457)

(

(

(

(

(

(

(

(

(

+22977(—€l935 + 5456 + €157 — E3567)

+22374(€1935 — 1457 + €3456 — E3567)

(—€l934 — €156 — €ha57 T €3a67)

+21326(€T937 — 3457 + €ls67 — Cha67)

(—€l236 + 3456 T €1467 T E3567)

(—€l347 + €3346 + €1356 T €5357)

+22476(€1947 — €1256 T €3357 — €5345)
(—€l2s57 — €l367 — €lass + €1345)
(1246 — €l3e7 + €la57 T+ €1345)
(—€las6 + €l247 — 3367 T €5345)

+2677(—€1356 + 3346 + €1347 T €5357)

olur. ®’nin taban elemanlar1 tiirtinden yaziligi kullanilirsa,
(z2P) A (z2®) AP = (627 + 623 + 623 + 6275 + 622 + 623 + 622)€]934567
6(x7 + o3 + 23 + o + a2 + 1§ + 27)elaza567

= 6||7||elo34567
= 6|lz[[A

bulunur. Bu esitlikte, x yerine x + y yazilirsa,

(x4 y)2®) A ((z + 1) 2®) A D = 6]jz + y|| A
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olur. Esitligin sol tarafi,

((22®) + (yoP)) A ((x2®) + (yaP)) AP = (22P) A ((z2P) + (yaP) A D)

+(ya®) A ((z2P) + (yaP) A D)

= ((z2®) A (z2P) A D)
+((22P) A (ya®) A D)
+((y2®) A (zaP) A D)
+((y2®) A (y2®) A D)

= 6|lz||A+ ((x2P) A (y2P) A D)
+((y2®) A (z2P) A D) + 6]|y||A

olur. Esitligin sag tarafi ise,
6((z, ) +2(2,y) + (¥, 9))A

6]l + 2 (z,y) + llyl)A
= 6llzfA+ 12 (z,y) A+ 6[ly[[A

6(z+y,z+y) A

oldugundan,
((z2®@) A (y2P) A P) + ((yo®) A (z2P) ADP) =12 (z,y) A

esitligine ulagilir. x.® ve y.P 2—formlar olduklarindan,
(ya®@) A (229P) = (22P) A (yoP)’dir. Bu esitlik kullanilirsa,

(x2P) A (yoP) AP = 6(x,y) A (1.32)
elde edilir.
g € GL(ImQ) ve g*® = & olsun. g* egitlik (1.32)’e uygulanirsa,
g (x2®) A (ya®) A D) = g*(6(z,y) N
g (@a®) A g (ya®) Ag*® = 6(z,y)g"(N)
olur. g*(z1®) = g ! (z)® ve g*(\) = detg.\ esitlikleri yerine konuldugunda,
(g7 (2)2®) A (g7 (y)2®) A ® = 6 (z,y) detg.\
bulunur. Ayrica, (z2®) A (ya®) A ® = 6 (z,y) A esitliginde x yerine g7 (), y

yerine g~ !(y) yazilirsa,
(97 (@)2@) A (g (¥)a) A @ =6 (g (), 9 " (y)) A
esitligi elde edilir. Son iki egitligin sol taraflarinin egitliginden dolay,

(v,y)detg X = (g7 (2),97 " (y)) A
((z,y) detg — (g7 ' (x), g (y))A = 0O
(,y) detg — (g7 (x),97'(y)) = 0
(v,y)detg = (g7'(x),97(y))
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olur. Bu egitlikte, x yerine g(z), y yerine g(y) yazlirsa,

(9(z), g(y)) detg = (97" (9(x)), 97" (9(v)))

olur ki, buradan,
(9(2),9(y)) detg = (x,y)

(9(x), 9(y)) = d—ltg

esitligi elde edilir. detg = 1 oldugu gosterilirse g € O(ImQ) oldugu ispatlanmig

(z,y)

olur. A =ef Aej A .... Aes olmak tlizere, Vry, xg, ..., 27 € ImQO i¢in,

M@y, 29, ..., 27))? = det((xl-,:vﬁ)z’j:l

dir. Yukaridaki esitlikte, Vi igin x; yerine g~ !(e;) yazilirsa,

(Mg (er), 97 (e2), - g7 (e2))? = det((g~ (), g ()] ju

olur. (z,y) .detg = (g~ (x),97*(y)) ve
)\(g_l(el)> 9_1(62)7 33 9_1(67)) = detg_l')\(eb €2, ..y 67) Oldugundana

(detg™" Aer, ez, ..., €7))* = det(detg.({e;, ;)] i)

olur. Xey, ey, ...,e7) = 1 ve ({e;, €;))] ;—; 7 x T'lik bir matris oldugundan,

(detg™")? = (detg).det({e, e;))!

ij=1
bulunur. detg~" = (detg)~" ve ({e;, ;)] ;—; birim matris oldugundan,

((detg) )2 = (detg)".1

(
(detg)™ = (detg)
(detg)® = 1

detg = 1

sonucuna ulagilir. Bu durumda, g € SO(ImQ) dolayisiyla, g € O(ImQ)
olur. O

® temel 3—formu kullanilarak asagidaki doniigiim tanimlansin.

d: End(ImQ) — A*(ImQ)*
A — d(A) = A"
Burada, A*®, (vy,v9,v3) € (ImQ)? igin A*®(vy,ve,v3) 1= P(Avy, Avy, Avs)

olarak tammmhdir. Bu déniigiim lineer degildir. Bu déntigiimii, I € End(ImQ)

31



noktasinda lineerlegtirmek icin I noktasinda A yontindeki yonli tiirevi gozo-

niine alinsin. Bu dontisiimiin tiirev fonksiyonu,
D: Ty(End(ImQ)) — Ts(A\’(ImQ)*)
A — D(A) = %([—FtA)*q)’t:o

seklindedir. Burada, T7(End(ImQ)) = End(ImQ) ve
To(A°(ImQ)*) = A*(ImQ)*dir. O halde; D, End(ImQ)’'dan A\*(ImQ)*a
lineer bir fonksiyondur.

Simdi; Vz,y, z € ImQ igin,

DA (zANyNz) =

—~
&lg_‘

~—~~ I~ I~ /&

(I +tA)*®li—)(x Ay A 2)
(I +tA)*®)(x Ay A 2)|i=o
O((I 4+ tA)x A (I +tA)y A (I +1A)z))|i=0
O((z + tAz) A (y + tAy) A (2 + tA2)))|i=o

Sl &l &l &l

O((x+tAx) A (y +tAy) A 2)

_|_

O((x+tAx) A (y + tAy) ANtA2)) =0

&l

P
P
(P(xAyAz)+P(tAx Ay Az)+ Pz AtAy A 2)

+

x+tAT) Ny ANtAz)

(
(

+

(
(
(
(
(P((x+tAzx) Ny A z)+ P((x + tAx) NtAY A 2)
(
(x + tAz) NtAy ANtA2))|i=o
(

&=

+P(tAx NtAYy A z) + P(x Ay ANtAz) + P(tAx Ay AN tAz)
+P(x ANtAy ANtAz) + O(tAx AN tAy AN EAZ))|i—o

= LDz Aynz)+tP(Az Ay Az) +tD(x A Ay A 2)
+2P(Ax N Ay A z) +tP(x Ay A Az)
+2®(Az Ay A Az) + 20(x A Ay A Az)
+3®(Az A Ay A Az))|i=0

= 0+ (2(Az Ay A 2))li=o + (D(x A Ay A 2))|i=0
+(2tQ(Ax AN Ay A 2))|imo + (P(z Ay A A2))|i=o
+(2tP(Ar Ay A Az))|i=o + (2tP(x A Ay A Az))i=0
+(3t2®(Ax A Ay A Az))]i=o
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= 0+P(AxAyAz)+P(xNAy A z)
+0+ Pz Ay A Az)
= Q(AxANyNz)+P(xNAyNz)+P(z Ay A Az)
esitligine ulagihir. D fonksiyonunun lineerligi, tiirev fonksiyonunun lineer ol-
masindan yararlanarak elde edilen yukaridaki esitlik, A carpimi ve ® temel
3-formunun lineerliginden kolayca goriiliir.

Yardimei Teorem 1.5.5. D : End(ImQ) — A*(ImQ)* lineer doniisiimii

cekirdek uzayr 14— boyutlu, orten bir donustimdir.

Kanat. boyg(End(ImQ)) = 49, boy(\*(ImQ)*) = 35, Boyut teoreminden, boy
(CekD)+boy (GorD)=boy(End(ImQ)) ve
boy(GorD)<boy(N\*(ImD)*) oldugundan,

boy(CekD) > 14 (1.33)

tiir. D doniigimiiniin 6rten oldugunu gérmek igin, boy(Cek D)= 14 oldugunun

gosterilmesi yeterlidir. Bunun icin,
boy(CekD) < 14 (1.34)

ifadesi ispatlanmalidir.
Ilk olarak, D(A) igin basgka bir a¢ihm yazilabilir.
End(ImQ) = (ImO)®(ImQ)* oldugundan, A € End(ImQ) igin, o € (ImQ)*

ve u € ImQ olmak iizere,
A = u®a« (1.35)
olarak yazilabilir ve Vo € ImQ igin, Az := a(z).u seklinde alindiginda,

DAY (xAyNz) = Du®a)(xAyAz)

= O(u@a)rAyAz)+P(xA(u®a)yAz)
+P(x Ay (u® a)z)

— d((a(r)u) Ay A2) + B A (aly)u) A )
+B(z Ay A (al2).u)

= az)P(unyNz)—aly)P(unzAz)
+a(2)P(u Az Ay)

= O(uA (a(z)y) Nz) —P(uA (aly)z) A 2)
+P(u A (a(z)x) Ay)

= (ua®)((a(2)y) A 2) = (a®)((a(y)z) A 2)
+(ua®)((af2)2) Ay)

= (ua®)((a(x)y) Az = (aly)z) Az + (alz)z) Ay)
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D(u® a)(x Ay A z) = (ua®)((a@)y) Az = (a(y)z) Az + (az)z) Ay)

esitligine ulagilir. Simdi, Vz,y, z € ImQ ic¢in,

(@A (ua®))(z Ay Az) = alx)(wa®)(y A 2)) — aly)(ua®)(z A 2))

+a(z)((uas®)(z Ay))
= (ua®)((a(2)y) A z) = (wa®)((aly)z) A 2)
+H(ua®)((a(z)z) Ay)
= (wa®)((a(z)y) Az = (aly)z) Az + (a(z)z) Ay)

oldugundan,
(o A (u®)) (2 Ay A 2) = () (a(2)y) A 2 — (aly)z) Az + (a(2)z) A y)
esitligi elde edilir. Son iki egitlikten dolayz,
Du®a) = aA (usd) (1.36)

bulunur.
S?%(ImQ)*, ImO’da tanimh simetrik bilineer formlarin uzayi olmak iizere,

B lineer dontigiimii,
B: N(ImQ)* — S*(ImQ)*
v,y € ImQ ve 3 € A*(ImQ)* icin,

*B(B)(z,y) = (x2®) A (yaP) A S (1.37)

olarak tanmimlansin. Simdi,
1
§BD(A) = A+ A"+ (izA)I (1.38)

esitliginin dogru oldugu varsayilsin. Burada, A* = A¥dir. Eger A € CekD ise
+BD(A) = 0 olacagndan,

A+ A"+ (izA).I =0

esitligi elde edilir. Bu egitlikte her iki tarafin izi alinirsa, izA = 0 olur. Bu
durumda,
AeCQekD = A+A"=0

ifadesine ulagilir. Yani, A € CekD ise A* = —A olur. Diger bir ifadeyle,
Skew(ImQ) = {A € End(ImQ) | A = —A*} oldugundan, A € CekD ise
A € Skew(ImQ) olur ve

CekD C Skew(ImQ) (1.39)
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ifadesi elde edilir.

u € ImQO olmak tizere, A, dontigiimii,

Ay ImO — ImO
r +— Agxri=uxzx
olarak tanimlansin.

Simdi, End(ImQ) uzaymm L := {A,|u € ImO} altuzay: gézoniine alinsin.
{e1, €9, ...,e7} kitmesi, ImQ’nun standart tabani olmak tizere, L uzayi igin,
{Ae,, Ay, ..y Ae, } kilmesi bir tabandir. Dolayisiyla, L uzaynin boyutu 7’°dir.
Bu kiimenin lineer bagimsiz oldugu ve L uzayin gerdigi kolaylikla gosterilebilir.

Ay € LveVz,y € ImQ igin,

(Auz,y) = (uxzx,y) = <%[u,x],y> = <l ur — xu), y>
= <%ux,y> — <%xu,y> =L (uz,y) -1 (xu Y)
3 (e ay) — 5 (wya) = 5 (v, —uy) — 5 (r, —yu)
= —3(z,uy) + 3 (z,yu) = (x, —uy + syu)
= (2, 5(yu —uy)) = (z,y x u)
= (z,—uxy) = (zr,—Ay)

|| D= O~

oldugundan,
(Auz, y) = (z, —Auy)
esitligine ulagilir. Ayrica, (A,x,y) = (z, AZy) oldugundan, Vz,y € ImQ igin,
(x, Aty) = (x, —Auy) elde edilir. I¢ carpimin non-dejenere olmasindan,
Al = —A, olur. Boylece, A, € Skew(ImQ) olacagindan,
L C Skew(ImQ) (1.40)

ifadesine ulagilir.

Bu adimda da, Vx,y, 2z € ImQ igin,
3
oldugu gosterilecektir.
DAN)(xAyANz) = PAxAyAz)+ P ANAYNA2)+P(x Ay A Az)
= O((uxz)ANyANz)+P(xA(uxy)Az)
+P(z Ay A (ux 2))

= (uxw,yz) + (z, (uxy)z) + (z,y(u x 2))
= §<uxyZ> é(xuy@ 3 (@, ( y)z)

5 (7, (yw)z) + 5 (2, y(uz)) — 5 (z,y(2u))
= §< (y2)7) — 5 (u, 7(y2)) +%<5UZ uy)
—5 @z, yu) + 5 (Yz, uz) — 5 (yz, zu)
= 5 {u,—(yz)x) — 3 (u, —2(y2)) + %< (z2),y)

35



5 {(@2)a, y) + § (u(ye), 2) — 3 (), 2)
= —5(u, (¥2)7) + 5 (u,2(y2)) + 35 (4, y(27))
—35 (u, (z2)y) + 5 (4, 2(2y)) — 5 (4, (2y)2)
= —5(u, (¥2)7) + 5 (u,2(y2)) + 5 (v, y(22))
—3 (u, (z2)y) + 3 (u, 2(zy)) — 5 (u, (xy)2)
= 5 (wylzz) = (y2)z) + 5 (u, 2(y2) — (2y)2)
5 (u, z(xy) — (22)y)
5 (u =y, z,2]) + 5 (u, =[x, y, 2]) + 5 (u, —[2, 2, 9])
= 5wy, 2, 20) + 5 (u, =[xy, 2]) + 5 (u, [z, 2, 9])
= é(m—[x,y, )+ 5 (u,—[z,y, 2]) + 5 (u, =[x, y, 2])

= 5 (u,~[wy.2]) = =3 (u [z, y,2])
CekDN L ={0pdir: A, € CekD N L ve A, # 0 olsun.
A, € CekD ve A, € L'dir. Dolaysiyla, D(A,) = 0 yani; Vx,y, 2 € ImQ igin,
D(A,)(xz Ay A z) = 0dir. O halde, Vz,y, 2 € ImO icin, —2 (u, [z, y,2]) = 0

olur. I¢ carpimm non-dejenere oldugundan, u = 0’dir. V z € ImQ  icin,

N

Ayr = u x z = 0 olacagindan, A, = 0 olur. Bu durum, hipotezle ¢eligir.
CekD N L = {0} sonucuna ulagilir.

Bu durumda; CekD C Skew(ImQ), LC Skew(ImQ), CekD N L = {0},
boyL = 7 ve boySkew(ImQ) = 21 oldugu igin, CekD’nin boyutu en fazla 14
olabilir. Yani, boy(CekD) < 14’ttir. Diger taraftan, boy(CekD) > 14 oldugu
bilindigine gore, boy(CekD) = 14 olur. Dolayisiyla, D doniigimii 6rtendir.

Son olarak; ispati tamamlamak igin,  BD(A) = A+ A* + (izA)[ esitligi
gosterilecektir: 1BD(A) = iBD(u® a) = 1B(a A (us®))’'dir. z € ImO igin,
(2, ) ikilisi £ BD(A) déniisiimiine uygulanirsa,

1

SBD(A)(x,7) = %B(oz A (0a®)) (2, 2) = % « (20) A (28) A a A (usd))

olur. Kolayca goriilebilecek
(us®) A (22®@) A (22P) = 2(||z||u + 2 (z,u) x) I\

esitliginin her iki tarafinin « ile A ¢arpimi alinirsa, daha sonra % ile carpilirsa

ve her iki tarafa x operatorii uygulanirsa,

(ua®@) A (22®@) A (22P) A = 2((||z||lu + 2 (2, u) 2)I\) A«
H(us®) A (22®@) A (z2®) Aa) = 22(((|lzllu + 2 (z,u) ) 2\) A @)
2 x (ua®) A (22®) A (z0®) Aa) = *((([|z]lu+ 2 (2, u) 2)2X) A a)
ifadesi elde edilir. ||z|lu + 2(z,u)z = v olsun. v € ImO oldugu igin,

V1, Vg, ...,v7 € R olmak iizere, v = vie; + v9€s + ... + vre; olarak yazilir. Bu
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durumda,

vaN = (vieg + vaeg + ... + vre7) I
= ((Ulel)_l)\) + ((U2€2)J)\) + ...+ ((U767)_|)\)
= U (61_|)\) + ’UQ(GQ_I)\) + ...+ U7(67J>\)

Vi icin, e;u)\ 6-form oldugundan e; )\ 6-formu, A®(ImQ)* uzaymmn taban ele-

manlar1 tiriinden yazilabilir. ay,as, ..., a7 € R olmak ftizere,

_ * * * *
€idA = A1€]93456 T A2€ a3457 T A3€T93467 + A4€]a3567

* * *
Ta5€7 94567 T A6€134567 T A7€234567

olarak ifade edildiginde ve gerekli hesaplamalar yapildiginda,

e1uN = E33u567
€20\ = —€l3567
€30\ = €losse7
€4\ = —€lazse7
e5 A = €lague7
€6IA = —€lazusr
e7aN = €lagu56

oldugu goriiliir. Diger taraftan, o’da 1-form oldugu igin, taban elemanlari

tirtinden, o = e} + age; + ... + are; olarak yazilabilir. Bu durumda,

(A A = vi((e1oN) A ) + va((e200) A a) + ... + v7((e73A) A @)
= vi((e1oA) Aane]) + va((eauN) A agel) + ... + vr((eruA) A ares)
a1v1((e10A) A €) + apva((eauX) A eb)
... + azvr((e7oN) Aed)
= A+ Qoo + agvgA + o A + asvs A + QgUgA + arur A

oldugundan,
*((VIA) A @) = avy + agvg + agvs + auuy + asvs + agug + apur

olur. Dolayisiyla,
*((vIA) A a) = a(v)

bulunur.

a(v) = afllz|lu+2(z,u) x) = [|Jz]la(u) + 2 (z,u) a(z)
olacagindan,

*((|lzl|u+ 2 (x,u) ) A A = ||z||a(u) + 2 (z,u) a(z)
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olur. O halde,
—* (us®) A (22P) A (22P) A = ||z]|a(u) + 2 (z,u) a(x)

veya

% x (22B) A (22B) A A (B = [|zl|a(u) + 2 (z, u) o)

olur. Son olarak,
SBD(A)(w,x) = [lau) + 20(x) (z,u) (1.42)

esitligi bulunur.
Diger taraftan, (z, ) ikilisi A + A* 4 (izA).I’ya uygulanirsa,

(A+ A"+ (izA).D)z,z) = (Ax,x)+ (A*z,z) + ((izA). Iz, )
(Az,x) + (x, Aa:) (izA) (x, x)
= (a(x)u,z) + (z,a(x)u) + (izA)|z]
2<04($) ) + (izA)||z]|

2a(x) (u, ) + (izA)[|«]

Amn izi, izA = ¥T_, (Ae;, e;) olarak da ifade edilebileceginden,

7

U= Zzzluiei € ImQ igin,

izA = (aler)u,er) + {aez)u, es) + ... + {(a(er)u, er)
= afer) (u,e1) + alea) (u, ) + ... + aler) (u, e7)
= (u,a(er)er) + (u,a(er)es) + ... + (u, aler)er)
= YL 20 (wer aleg)e;)
= (uzer,aer)er) + (uges, afes)es) + ... + (uzer, aler)er)
= waler) (e1, e1) +usa(es) (€2, e2) + ... + ura(er) {er, er)
= a(uje; + uges + ... + uzer)
= a(u)
oldugu i¢in, izA = a(u)’dur. Bu durumda,
(A+ A"+ (izA).)z,z) = 2a(x) (u,x) + a(u)||z] (1.43)

esitligi elde edilir. Esitlik, (1.42) ve (1.43)’den Vz € ImQ igin,

SBD(A)(a,) = (A+ A" + (i24). D)z, )

olur. Sonug olarak,
1
§BD(A) =A+A"+izA
ifadesi elde edilir. O]
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Sonug 1.5.6.
Gy ={A € End(ImQ)|A*® = o}

olarak tanimly Gy, End(ImQ) uzayiman kapale 14-boyutlu bir alt manifoldudur.

Kanmit. Buifade Kapali Fonksiyon Teoremi’nin bir sonucudur: Daha 6nceden

tanmimlanan
d: End(ImQ) — A’(ImQ)*
A — A*P

doniigiimii goz oniine alindiginda, d~!(®) = Gy'dir. Yani, ®’yi koruyan A en-

domorfizmalarinin uzay1 Go'dir. Bu dontisiimiin I noktasindaki tiirev doniigimii,

D: End(ImQ) — A’(ImQ)*
A — D(A) = %(I—Ft/l)*@‘t:o

lineer doniigtimidiir. D doniigimi orten bir doniigiimken herhangi bir B € Go
i¢in,
Dg: Tp(End(ImQ)) — To(A*(ImQ)*)

doniigtimi de ortendir. Ciinkii,

F: Tg(End(ImQ)) — Ti(End(ImQ))
g — F(g):=¢.B™!

olarak tanimli doniisiim 6rtendir (Oteleme Déniisiimii). Yani; her B € d—(®)
elemani i¢in, Dpg orten bir doniigiim oldugundan kapali fonksiyon teoremi-
nin kogullar1 saglanmig olur. Bu durumda, Gy grubu End(I/mQ)’nun bir alt
manifoldu olur. Ayrica, {®} tek nokta kiimesi kapah oldugundan, d~'(®)’de
kapalidir. O halde, G, End(Im@)’nun kapah bir altmanifoldudur. Ek olarak,
herhangi bir M manifoldu i¢in, boyM ile manifoldun boyutu, yani; bir nok-

tasindaki tanjant uzayimin boyutu kastedilmek tizere,
3
boy(End(Im0)) — boy(d~"(®)) = boy( ]\ (ImO)*) — boy({®})

dir. boy({®}) = 0, boy(End(ImQ)) = 49 ve boy(\*(ImQ)*) = 35 oldugundan,
boy(d=1(®)) = 14 olur. O halde, Gy, End(ImO)nun kapali, 14-boyutlu bir
altmanifoldudur[2]. O

Sonug 1.5.7. GL(ImQ) nun \*(ImQ)* dzerindeki hareketi altinda ® nin or-
biti, N>(ImQ)* i agik alt kiimesidir.
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Kanit. Bu 6nermenin ispati igin, Orbit-Stabilizer teoremini kullanalim.

GL(ImQ) grubu ve A*(ImQ)* uzay1 goz éniine alnsin.

GL(ImO) x A’ (ImQ) —  A*(ImQ)*
(A,n) — A= (A7)

olarak tanmiml dontigiimiin bir hareket oldugunu gorelim.

e I, GL(ImQ)nun birim eleman: olmak iizere, Vi € A*(ImQ)* icin,
I.n = (I"Y)*n = n oldugu igin, In = n olur.

e VA, B € GL(ImO) ve ¥n € A*(ImQ)* icin, vy, vs,v3 € ImQ olmak

uzere,

((AB)n)(v1,vo,v3) = ((AB)_l)*U(Ul, Vg, V3)
= n((AB) vy, (AB) 'vy, (AB)tus)
= n((B7*A Yy, (B71A Yu,, (B71 A )ug)

ve

(A(Bn))(vi,v2,v3) = A((B~")n)(v1, v2, v3)
= (A (B7Y)*n)(v1, v2,v3)
= n((B7'A Yoy, (BT A Yy, (B7TA ug)

oldugundan, (AB)n = A(Bn)’dir.
n € N*(ImQ)*'m stabilizeri,
S(n) ={A € GL(ImQO)|A.n =n}
olarak tamimhdir. ®, 3-formu i¢in de stabilizer,
S(®) = {AeGL(ImO)|A.DP =}
{A € GL(ImO)|(A™')*® = ¢}
(B € GL(ImQ)|B*® = ¥}
olur. Orbit-Stabilizer Teoreminden, O(®) = GL(ImQ),/G,’dir. Yine boyutla
kastedilen bir manifoldun boyutu olmak iizere, boy(GL(ImQ)) = 49, boyGy =
14 ise teoremden dolayi, BoyO(®) = 35'tir. O(®) = {AP|A € GL(ImQ)} C
A (ImO)* ve boy(A*(ImQ)*) = 35 oldugundan, O(®) aciktir. O halde,

GL(ImO) nun A*(ImQ)* {izerindeki hareketi goz éniine ahndiginda, ®’nin
orbiti A*(ImQ)* nm acik bir altkiimesidir [3, 4]. O
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2 VEKTOR UZAYLARINDA 2-KATLI VEK-
TOR CARPIMI

Tanim 2.0.8. V', R dzerinde sonlu boyutlu bir vektor uzays ve (. ,.) V dzerinde

pozitif tanwmly bir i¢c carpim olsun. ¥ x,y € V i¢in, V tzerinde

(P(z,y),x) = (P(r,y),y) =0 (2.1)
1P, y)l* = lelllyl® = (o y)° (2.2)
kosullariny saglayan bilineer bir P : 'V XV — V donisumune 2-katly vektor
carpwm denir.
Tanmmmdan Vz € V igin, P(x,z) = 0 oldugu hemen goriilebilir.
Ayrica; Vo, y € V igin,

oldugundan P(z,y) = —P(y,z) olur. Yani, P doniigiimii anti-simetriktir.
Dolayisiyla, P doniigimii P : /\2 V — V geklinde bir lineer doniigim olarak
g6z oniine alinabilir.

Ayrica, V' vektor uzayi tizerindeki (. ,.) i¢ carpim da /\k V uzayina, vy A

Vs Ao Avg,wy Awa A Awy, € ATV icin,
(V1 Avg A o A, wy Awa A .o A wy) = det((vg, wj))isg

olarak genisletilir[2].

2-kath vektor ¢carpim taniminin (2.2) sartindan dolayi, V z,y € /\2 V i¢in,
1Pz Ay)l? = llzAyl? (2.3)

esitligi saglanir. Ciinki,

[z Ayl® = (xAy,zAy)
= (z,2) (y,y) — (2,9)°
= |lz)?lyl]? - (z,y)°
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dir. Ayrica; Vo, y,z € V icin, (P((z +y) A 2),x + y) = 0 oldugundan,
(Pxnz),y) = —(PlyAz)x) (2.4)

esitliginin dogrulugu goriiliir.
Tanim 2.0.9. V' vektor uzay: tzerinde P, 2-katl vektor ¢arpima olsun.

Va,y,z €V igin,
o: \'V — R
cAyNz — Pz AyAz)=(PlxAy),z) (2.5)
olarak tanimlanan ® 3-formuna temel 3-form denir.
Gergekten, ¢ 3-formdur: Ciinkii; x,y, 2z € V igin,
Sanynz) = (PleAy),z) =—=(Pyne),z) = =By Az Az)
PlxAynz) = (Plxiy),z)=—(P(zAy),z)=-2(z Ay Az
PrAynz) = (PxAy),z) =—(PlyAz),z) = (P(zAz),y)
= (P A2)y) =~z Az AY)
olur.

Yardimci Teorem 2.0.10. V x,y,z € V i¢in,

(P(x ANy),P(xNz2)) = (xAy,zAz2) (2.6)

Pz AP(xAy) = —lzl’y+ (z,y)x (2.7)
PlxANPlyAz)+PlyAPxAz) = =2(x,y)z+(z,2)y

+{y,2)x (2.8)

esitliklers dogrudur.

Kanat. 1. Esitlik, (2.3)’de y yerine y + 2z alinirsa,
[P A (y+2)|IP = lla A (y + 2)|
esitligi elde edilir. Buradan esitligin sol tarafi,
[P A (y+2)lP = (PzAy)+ (@Az), Pz Ay)+ (xA2)))
= (P(xANy)+ P(xAz),P(x Ny)+ P(z A 2))
= (P(xAy),P(xANy))+2(P(xANy), P(x A 2))
+(P(x Nz),P(zA=z))
= [P@Ay)l?+2(P(xAy), Pz Az))
+H|P(z A2
= |z Ayl? +2(P(x Ay), Pz Az)) + [lz A 2?
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olur. Diger taraftan, esitligin sag tarafi,

e A+2)* = ((Ay) +(@Az),(zAy) + (T Az))
= (xAy,xANy) +2(xANy,zANz) +{x Ay,zAz)
= |lzAylP+2@ Ay, zAz) + ||z Az

olarak bulunur. Buradan,
(P(x Ay), Pla A 2)) = (& Ay,a A 2)
esitligi elde edilir.

. Islemlerde kolayhk saglamak icin, P(z A P(z Ay)) = A ve
—||z]|?y + (x,y) = B olsun.

|A—B|? = (A-B,A-B)
= (A A) —2(A,B)+(B,B)

oldugundan, toplamdaki terimlerin kargiliklar1 bulundugunda,

(A, 4) = (P(xAP(xAy)), PlxnPlzAy))

= (x AP(xAy),x A PlxAy))
(z,2) (P(z Ay), Pz Ay)) — (@, Pz Ay)) . (Plz Ay),x)
(z,2) (P(z Ay), Pz Ay))

= (z,x) . (x ANy,x Ay)

= |=l*lz Ayl

= P2yl = (=, 9)°)

=zl )l = =)l (,y)*

8

(B,B) = (~|lz[Py+ (z,y) z, —||=[*y + (z,y) x)
= (=ll[lPy, —llz[Py) + 2 (~l|lz|*y, (z,y) )
+ (2, y) z, (z,y) 7)
= all* (v, y) = 2l|2|1* (2, ) (y, ) + {x,y)* (2, 2)
=zl *llyll* = 2llzl* (=, v)* + |2 (z, y)*
= [lz|*lyll* = llz]? (z, y)*

(A,B) = (PlzAPxAy)),—|zllPy + (z,y) x)
= (PlxA Pz Ay)), —llzl*y) + (P(z A P(x Ay)), (z,y) z)
—llzl* (P(x A P(z Ay)),y) + (x,y) (Plx A Pz Ay)), )
—lll* (P(z A Pz Ay)),y)
)

{
{
lz[* (P(P(z Ay) A),y)
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= —|z*(P(y Ax), P(x Ay))
= |lzl]* (P(z Ay), P(x Ay))
= [lz]*(z Ay, z Ay)

= JzlPlzl?Iy)? = (=,9)*)

(A,4) = lz] Iyl — llll* (z, )’ (2.9)
(B,B) = |zl llyll* = ll[|* (z, )’ (2.10)
(A,B) =zl llyl® — llz|*. (2, y)" (2.11)

esitliklerine ulagilir. Esitlik (2.9), (2.10) ve (2.11)’den

A= Bl* = (A,A4)—2(A B)+ (B, B)
= Nl yll? = llzl®. 2, m)° = 202l Nyl = |2 (2, 9)°)
Hlz ]yl = llz ). 2, y)*
= [zl lyl* = Nl (z,9)” = 2[lll*lly]* + 2]l (z, )’
Hiz [yl = [l ). ez, y)”
=0

oldugu i¢in, ||A — B||*> = 0 olur. Buradan, ||A — B|| = 0 ve dolayistiyla,
A = B olur. Yani,

Pz APz Ay)) = —|lz]*y + (z,y) z
esitligine ulagilir.
. Esitlik (2.7)’de x yerine x + z yazilirsa,
Pl(z+2)AP(z+2)Ay) = —|lz+ 2|’y + (x + z,y) (x + 2)
olur. Bu egitligin sol tarafi,

Pl(z+2)ANP((x+2)ANy)) = PlxAP((xz+2)Ay))
+P(zAP((x+2)Ay))
= Pl@xAP(xAy))+ PlxAP(zAvy))
+P(zAP(xAy))+ P(zAP(zAy))
= —|=lPy + (z,y)x + P(z A P(z \y))
+P(z AP(zNy)) = |27y + (2, ) 2
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olur. Diger taraftan;

—lle+ 2Py + e+ 2y @+2) = (=l +2(x,2) + [[21*)y
+((z, ) + (2 9)(x + 2)

= —llzlPfy — 2z, 2)y — ll=]*y

+{z,y)r+ (z,y) 2

(z,9) 2

+{(z,y)x+ (z,y
olacagindan,
P(xANP(zANy))+P(zAPxAy))==2(z,2)y+ (z,y) 2+ (z,y) x
elde edilir. Bu esitlikte y yerine z, z yerine y alinirsa,
PxANPlyNz)+PlyAPlxAz)==2(z,y)z+{x,2)y+ {y,2)z

esitligine ulagilir.

(V,{.,.)) vektor uzay: tizerinde 2-kath bir vektdr carpim varsa boyV =
3 veya boyV = 7Tdir [5, 6]. Eger dimV = 3 ise bu R*deki bilinen vektor
carpimdir. Bu calismada 7-boyutlu Riemannian manifoldlar inceleneceginden
boyV = 7 alinacaktir.

7-boyutta P’nin basit ve agik ingaasi i¢in, Cayley sayilar (oktonyonlar) kul-
lanilacaktir. Cayley sayilar1 R tizerinde, 8-boyutlu, birimli, normlu ve ortonor-
mal bir tabani da, 1 birim eleman1 géstermek iizere, {1, e, €y, ..., €6} olan bir
cebir olarak alinabilir. Bu cebir tlizerindeki ¢arpma iglemi de su sekilde verilir

7, 8]: Vi € Z7 igin,

2 _ _ _
e; = —1 €i€it1 = €iy3 €i136; = €41

€i+1€i43 = €; €€ = —€;6; (’l 7’£ j)

Tanmim 2.0.11. V = {1}, Cayley sayplarinn piir imaginer 7-boyutlu altuzay:
olsun. 'V tizerindeki 2-katl, vektor ¢carpim, ¥ x,y € V i¢in,

Plx Ny)=zy+ (z,y).1

seklindedir. Burada x.y, x ve y elemanlarimin cebirdeki carpmasidar.

45



Bu tabana gore P’nin taban elemanlar1 iizerindeki 2-kath vektor carpimi

asagidaki tabloyla verilebilir:

Pl e e1 €9 es €4 €5 €6
€0 0 €3 €6 —€1 €5 —€4 | —€9
€1 | —€3 0 €4 €0 —€9 €6 —€5
€y | —€g | —€4 0 €x €1 —e€3 €0
es | er | —eg | —es 0 g ey | —ey
es | —e5 | es | —e1 | —eg 0 o es3
es | es | —eg | e3 | —ea | —€p 0 el
€ (&) €5 —€p €4 —€3 | —€1 0

Tablo 2.1: Cayley tabanina gore oktonyonlarin verilen taban elemanlarinin

2-kath vektor carpimi

Tanim 2.0.12. {ey, ey, ..., e} kiimesi V ‘nin ortonormal bir taban olsun. ¥ x €
V igin,

p:V — /\2V

r — p(x) :—%Zei/\P(ei/\x) (2.12)

=0

olarak verilen p dontusimi V wvektor uzayr tzerindeki 2-katly vektor carpima

P’nin adjoint dontsiumaidiir.

Yardimci Teorem 2.0.13. p : V — /\2V donusumiu asagqidaki ozellikler:

saglar.

1. p, P donusiminin adjoint donusumudir. Yani; x € V wve £ € /\2V
¢,

(p(x),§) = (z,P(E)). (2.13)
2. x €V ig¢in,

P(p(z)) = 3. (2.14)
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3. {eo, €1, ..., €6} kimesi V i¢in Cayley tabany ise ¥V i € Zy igin,
p(el) = €41 AN €;+3 + €i+2 VAN €i+6 + €it+4 AN €it+5. (215)

Kamt. 1. zeVveée AV olsun. € € A’V oldugundan, wy, € R olmak
lzere, £ = ZKk wyke; N ey olarak yazildiginda,

(p(x),&) = <—1Zf o€i A Plei Aw), 32 wiwer A ey,)
= —5>.. O<el/\P e \x), Zl<kwlkel/\ek>
- % Zi:O Dk Wik {ei A Plei Ax) e Aey)

bulunur. Bu ifadede ¢ = [ veya ¢ = k ise, 6rnegin; ¢ = [ ise
(e; N P(e; AN x),e; A ey) ifadesine bakildiginda,

(e; NP(e; Nx),eg Nexy = (e; NPle; ANx),e; N eg)

= (P(e; A P(e; Ax)), Ple; Aex))
(—lesl + {es, ) €, Ples A o))

(=llesllPz, Ple; Aex))

+ (e, ) (ei, Pei A ex))

(—lleill*z, Pei A ex))

(—2, Ple; A ex)

dir. Ayrica ¢ = k icin de,
(ei NP(e; Nx), e Neg) = (—x, Ple; N e))
olur. Diger durumlarda bu toplam 0’dir. Bu durumda,

(p(),&) = =13, wi(—z,Ple; Aey))

—5 2oiei Wi (—2, Pler Aei))

= —3 D i Wi (—x, Plei A ej))
=5 Dicy Wig (=, Plei Aey))

= —lZK] w;; (2 (—z, P(e; Nej)))

- ZZ<] wi; (z, P(ei A ej))

=\ Zi<j wi; P(e; N ej)

= %P(Ziq wije; N €;)

— (e, P(E)

ifadesi elde edilir.
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2. x € Vicin, x; € R olmak tlizere, x = 22:0 x.e; olarak yazilabileceginden,

P(p(x)) = P(=3>i_ge A Plei Ax))
= —%ZZ o Plei N P(e; ANx))
= 1Y o(—lleslz + (e, z) €)

= _% 6 ( ‘T+<€Z7 >€2)
6

_ ;7 o O<ei,:(:> e;

= %7 ——I—3$

Dolayisiyla; € V icin, P(p(x)) = 3x elde edilir.

0

3. Vi € Z7 igin, p(e;) 'nin hesaplanmasinda, P(e; Ae;j) = {
€:¢;

idi.

pleo) = —% Z?:o ei \ Ple; \ep)
= —L(egAO+er A(—es)+eaA(—eg) +esAe
+es A\ (—es) +e5 Aey+eg A es)
= —%(—61/\63—62/\66—61/\63
—eqg Nes —eqg Nes —ea N eg)
—%(—261 N eg —2es N\ eg — 2e4 N\ es)
erNes+ e Neg—+eq N es

Benzer sekilde; p(eq), p(es), ... p(eg) hesaplandiginda, V i € Z; icin,

plei) = €ip1 A €iys + €iro A €ive + €ipa N €igs

oldugu gortlir.

i=j
]

]

Tanim 2.0.14. P ve p donisumleri lineer olarak asagidaki uzaylara genisle-
tilebilir. Py, : /\kHV — /\kV ) Dk /\kV — /\kHV VE V1, Vg, ..., Uy €V

olmak tzere,

Pk(vl/\UQ/\---/\Uk—l—l) = Z (—1)i+j+1(P(Ui/\l)j)/\l)l/\’ljg/\.../\ﬁi.../\UAj.../\Uk_i_l)

1<i<j<k+1

k

pr(vr Avg Ao Ayg) = Z(—l)i“(p(vi) AV AU A oo A D A Ug).

i=1
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Ozel olarak, ¥ z,y,z € V ve k = 2 icin, p, : /\2 V— /\3 V,
Py /\3 V — /\2 V' lineer doniigiimleri asagidaki sekildedir:

px Ny) = pla) Ny —ply) A
Po(xANyANz) = PlxAyANz—Planz)ANy+PlyANz) Az
(aligmanin bundan sonraki kisminda, P : /\2 V — V 2-kath vektor carpimi
P, ile adjoint doniistimiide p; ile gosterilecektir.
V' vektor uzayi icin, Cayley tabani kullanildiginda,
p1(ei) = eix1 A ez + €a A€y + €i0a A €45 elde edilmisti. Yine ayni taban

kullanilirsa, ve gerekli hesaplar yapilirsa,

pa(pi(es)) = 3(eir1 Ae€iva A€irs — €1 A €ita N €igg

—€ip2 N €iy3 N €ipa + €ip3 A eips N eige),

p3(p2(pi(ei)) = 9(ei Aeip1 A€o Aeipa+e; Aeipa Neirs N eiss

+ei A eips N eipa N eips + € Aeip1 Aeips A €iye),

pa(ps(p2(pi(ei)))) = —36e; A{—eit1 AeiraAeiys Aeire
+eip1 ANeipg Neipa Neiys

+eivo A €iva A eivs A el

P5(pa(p3(p2(pi(es))))) = 108(eix1 A €ixa A €ix3 A €iva A €iys A €iye)

olur. Buradan, (pg o ps 0 ps 0 p3 0 pa o p1)(e;) = 0 bulunur. Dolayisiyla;

Py Py Ps

V—A2V ANV - AV A’V AV L ATV

dizisi elde edilir.

Tanim 2.0.15. A(V) = @, NV olmak iizere, L : N(V) — A(V) lineer
doniisimi, ¥ € € N*V ve ¥V n e N(V) igin,

L(EAn) = L(&) An+(-1)"¢ A L(n) (2.16)

sartiny saghyorsa; L déniigimine N\(V') uzayinda bir antiderivasyondur
denir.
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p doniigiimii A(V) uzayma genigletilebilir. Oncelikle, py : R — V ve
pr: N (V) — R doniigiimlerini » € R ve v; € A'(V) olmak iizere, sirasiyla
po(r) = 0 ve pr(v7) = 0 olarak tammlansin. Bu geniglemede, v; € A’V olmak
fizere, @ = 3. v € N(V) elemanmim gorimtiisii, p(a) = Y1_, pi(v;) olarak

tanmimlanir.

Yardimci Teorem 2.0.16. p : A(V) — A(V) dénisimi N\(V) uzayinin

bir antiderivasyonudur.

Kanit. € € N*(V) ve n € A(V) olsun. Her bir k = 0,1,...,6 i¢in, p'nin

A (V)’nin antiderivasyonu oldugu gosterilecektir.

e k=0ise: { € Rvene \(V)isep(§An) =p(€) An+E{Ap(n) =EAp(n)
oldugu gosterilmelidir. n € A(V) oldugu igin;
n= aogr+a1.v11 +a9v12 AVag+agv13 A\ Va3 A3+ ... +a7017 Aoy AUg7r A ... ANU77

olarak yazilir. £ € R oldugundan,

p(EAnN) = pEA(ar)) +pE A (ar.v11)) + p(§ A (azviz A va2))

+p(€ A (azviz A vgg A vsg)) + ...
+p(& A (arvir AN vay Avsy A ... Avgr))

= aop(§.7) + a1p(§.v11) + asp(§.v12 A vag)
+agp(§.v13 A Va3 A vUs3) + ...
+arp(§.v17 A var Avgr A ... A Ugp)

= ao.&p(r) + a1.{p(v11) + az.£p(vi2 A va2)
+az.Ep(viz A vag A v3z) + ...
+a7.Ep(vir A var A vgy A ... A Ugp)

= &(aop(r) + a1p(vir) + asp(via A va2)
+asp(viz A vag A vsz) + ...
+arp(viz A ver A vy A ... Avgr))

= &{ A (aop(r) + aip(vir) + agp(viz A va2)
azp(vig A vag A v33) + ...
azp(vir A var Avsy A ... Avgr))

= EAp(aor + a1vir + agvia A Vg
asV1z A\ Va3 A\ U3z + ...
azvir A var A uzr A ... A vgr)

= §Ap(n)

esitliginden, k£ = 0 i¢in, p déntigiimii A (V)’nin bir antiderivasyonudur.
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e k=1icin, £ eV vene A(V)ise p(§ An) =p(&) An—ENp(n)dir:

p(EAN) = plEA (agr) +E A (ar1v1r) + €A (agv12 A vag)

+& A (agviz A vaz A vss) + ...
+& A (azvi7 A vor A vy A ... Avgr))

= aogp(§ A7) + a1p(§ Avir) 4 agp(§ A vig A vag)
+agp(§ A vig A vag A vsg) + ...
+arp(& A vz Avar Avsr A .o A Ugr)

= aprp(§) + arp(§) A v — arp(vin) A&+ aap(§) A vig A vag
—agp(vi2) A& A vag + asp(va) AE A vig + ..
+arp(§) A vir Avgr Avzr A ... A vgg
—arp(v17) ANE AN vgr Avgr Ao Avgp
+arp(var) ANE Avir Avsr Ao Avgr — ..
—arp(vr) NE AN vz Avgr A ... A vgr

= p(&) A (aor + ajvi1 + asvia A veg + ...
+azvir A var A vy A ... A U77)
—a1§ Ap(vir) — a2€ A p(viz) A vag + azd A p(vaz) A vig + ...
—a7€ A p(vi7) Aver Avsr A ... A vgg
+az€ A p(ver) Avir Avgr Ao Avgr — ...
—a7& A p(vrr) A vz Avgr A ... A vgr

= p(&) An—EN (arp(vir) + azp(viz Avag) + ...
azp(vir A var A vsy A ... A vgr))

= p(§) An—ENp(arvir + azvig Avay + ...
azvir A vgr A vz A ... A vgr)

= p(&) An—E&Apn)

oldugu i¢in, k£ = 1 igin, p, A(V) nin bir antiderivasyonudur.

e k = 2 i¢in, p'nin A(V)’nin antiderivasyonu oldugu su sekilde goriiliir:
e N(V)ven e AV)ise p(§ An) = p(§) An+&Ap(n) oldugu
gosterilmelidir. € € A*(V) oldugu icin, z;,y; € V ve & € R olmak iizere,
£= Z?:o & A y; olarak yazlir.

pEAD) = p((Cig & Ayi) Aaor) + (g &i A i) A (arvn)
+(320 o &ixi A i)
+(Z?:o §ivi N yi)

( )

+ Z?:o §iTi Ny

N
A (agvig A vgg)

A (azviz A vog A vsz) + ...
A(

arVy7 A Va7 VAN V37 VANPIRAN U77))
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= aor Z?:o Eip(ws N yi) + Z?:o Ep(z3) ANy A vng
—a Z?:o Ep(yi) Nxy Aoy + aq Z?:o &p(vn) ANz Ny,
Han Y00 o &p(x:) A i Aviz A va
—Qa3 Z?:o Ep(yi) N i A vig A vag
g 3o &ip(via) Ay Ayi A v
—ay Z?:o &ip(vae) Az ANy Avga + ...
tar S0 Ep(xi) Ay Avig Avar Avgg A .. A v
—ar E?:O &Ep(yi) Ny Aoy Avar Avgr A oo A ogp + .
Far S0 Ep(ver)zi A yi A vig A vay A vy A .. A vy
= GOTP(Z?ZO &xi Nyi) + alp(zgzo & Nyi) A\ v
+G2P(Z?:o &g Nyi) Nvig Avag + ..
arp(5 & Ayi) Avig Avgr Avsz A .. Avgg
+(Z?:o &ixi Nyi) A plagv)
+(Z?:o &xi Ayi) A plagvia A vag) + ...
H(Oo 0o &mi Ayi) Aplazvig Avar Avsr A Avry)
= aorp(&) + a1p(§) A v + agp(€) Avig A vgg + ...
azp(&) A vir Avgr A sy A ... A vgr
+&€ A p(ajvir) + € A plagvia A veg) + ...
+& A plazvir A var A vy A .o A Ugp)
= p(&) A (apr + a1viy + as A vig A vgg + ...
azvir A var A vy A ... A vgr)
+& /\p(awn + asv19 A\ Vog + ...
+azvir A ver Avgy A ... A Ugp)
= pl) An+EAD(n)

oldugundan, k = 2 i¢in, p, A(V)’nin bir antiderivasyonudur.

Benzer gekilde, k = 3,4,5,6,7 icin, p : A(V) — A(V) doniisiimiiniin A (V)

uzayinin bir antiderivasyonu oldugu goriilebilir. O
*: A\(V) — A(V) Hodge-star doniistimii goz éniine alindiginda,

AV = AT W) (217
olur 2, 3, 9].
Yardimer Teorem 2.0.17. p: N*(V) — A" (V) olmak dzere Yk igin,

pe = (D" % Py_px (2.18)

olur.
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Kanat. o k=0icin, py : A\°(V) = R — A'(V) = V oldugundan ve bu
durumda,
p : R — V
r +—— p(r)=0
olarak tamiml oldugu i¢in, r € R igin, —xPgx(r) = 0 oldugu gosterilmelidir.

*(r) =r(eg Ner A ... A eg) oldugundan,

—*xPsx(r) = —x(Fs(r(egNerA...Neg)))

—r* (Ps(eg Nex A ... Neg))
= —rx(Pi(egNer)Nes Nes AegNes Aeg

—Pi(eg Neg) Nep Aes Aeg Aes A eg
+Pi(eg Neg) Aepr Aea Aeg Aes A eg
—Pi(eg Neg) Nep Nes ANes Aes Aeg
+Pi(eg Nes) Neg ANes Aes Aey N eg
—Peg Neg) Ner ANea Aes Aeg Nes
+Pi(eg Aeg) ANeg Aes Aeg Aes A eg
—Pi(eg ANeg) ANeg ANea ANeg Aes N eg
+Pi(eg Aes) ANeg Aeyg Aes A es N eg

epNes) Neg Nea ANes \eg N eg

+ +
:U:U:U:U:U

)
)
)
er Neg) Neg Aea Aes Aeg A es
ea Neg) Neg Aer AegAesAeg
ea Neg) Neg Aep AesAes A eg
+Pi(ea Nes) ANeg ANep Aes Aeyg N eg
—Pi(ea Neg) Neg Aep Aes Aeg A es
+Pi(eg Aeg) Neg Aep Aeg Aes A eg
—PesNes) NegNer Aea Neg N eg
+Pi(e3 Neg) Neg ANep Aea Aey Aes
+Pi(eg Nes) ANeg Aep Aeg Aeg A eg
—Pi(eg Neg) Neg Aep Aea Aeg A es
+Pi(es Neg) ANeg Aep Aea AesAey)
= —rx(esNeaNesNegNes A eg

(
(
(
(
(
(
(
(

—eg Nep Neg N\Neg e eg
—e1r Nep Neg Neg Nes N eg
—es ANep Nex ANeg N\es N eg
—eg Nep Neg Neg N\eg N eg
+es Aep Aes Aeg Neg N es
+es Neg Nes ANeg N\es N eg

—eg Neg Neg Neyg \es N eg
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—eg N eg Neg N\Neg/N\es N eg
—eg NegNea Neg Neyg /N eg
—es N eg Neg \egN\eygNes
+es ANeg ANep ANeg Nes N eg
—ep NegNep ANeg Nes N eg
—eg N eg Neg Neg\eg N eg
—e5 ANeg ANea ANeg Aeyg ey
+es ANeg ANep ANeg Nes N eg
—ey Neg Nep ANeg Nes N eg
—eg Neg Nep ANeg Neg N eg
—eg NegNep ANegNegNes
+eg Neg ANep ANes ANes N eg
—eg NegNep Ney Neg /N eg
—eqg NegNep Ney Neg N es
+eg ANeg ANep ANey A\eg N eg
—eg NegNep N\Ney Neg N es
+eg ANegNey ANeas ANesANeg) = —r(0) =0

oldugundan, k = 0 igin, (2.18) esitligi saglanir.

e k=1icin, p; : V — A*(V) oldugundan, her bir e; taban elemam icin,

p1 = *Psx oldugunun gosterilmesi yetecektir. ¢ = 0 i¢in,

*xP5 % (eg) = *Ps(x(eg)) = *Ps(e1 Aea Aez Aeg Aes A eg)
= x(Pi(eg Neg) Neg Aeg ANes A eg
—P1 61/\63 /\62/\64/\65/\66

_I._

61/\64 /\62/\63/\65/\66

61/\65 /\62/\63/\64/\66

_I_

e1 Neg) Neg NegA\eyg /N es

+

)
( )
( )
( )
( )
(e Nez) Nep Aeg Aes A eg
—Pi(ea Ney) Nep Aes Aes Aeg
(ea Nes) Nep Aeg Aeg N eg
(ea Neg) Nep Neg Aeg A es
( )
( )
( )
( )
( )
( )

+

_l’_
e BB [ e[ B B B s sl

es/Neg) Nep Nea Aes N eg

63/\65 /\61/\62/\64/\66

+

63/\66 /\61/\62/\64/\65
+

es Nes) ANep ANeax Aes N eg
es Neg) Nep Neyg \egesg
+P1 65/\66 /\61/\62/\63/\64)
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= x(eg NesANegNesNeg—egAea AegAes A eg
—eg Neg Neg Nes Neg—egANey ANeg Aeyg /N eg
—es ANea Nes NegNes+es ANep ANegN\es N eg
—e1 Neg Neg Nes Neg—ez3 Nep ANeg A\eyg /N eg
—egNegNes/NegNes+eg/Nep Neg Aes N eg
—eas Neg Nea Neg Neg—eg Nep ANea Aeyg N es
+egNeg ANea ANeg ANeg —ez3 ANep ANeg AegAes
+er Aep Aes Aez Aey)
= x(—egANeaNegNesNeg—egNep Aeg Aeg A es
+eg Aep ANeg Aes A eg)
= e Nes+erNeg+eqNes
esitliginden,
*Psx (eg) = eg1 ANes+es Aeg+eq Nes
bulunur. Esitlik (2.15)’den dolayn,

p1(€0):€1/\63+62/\66+€4/\65

oldugundan, p;(eg) = *Ps5 * (eg) olur. Benzer hesaplama yoluyla, Vi €
{1,...,6} icin, p1(e;) = xPs*(e;) oldugu kolayca goriilebilir. Bu durumda,
p1 = *Psx esitligi gerceklenir.

Benzer yontemler kullanilarak, siradan hesap iglemleriyle £ = 2,3,4,5,6

icin de, (2.18) esitliginin gerceklendigi goriilebilir. O
Yardimci Teorem 2.0.18. Vz,y, z € V i¢cin asagidaki esitlikler gecerlidir.

P(P(zANyNz) = 3P(Pi(zAy)ANz)—3{x,z)y+3{y,z)z (2.19)

1P Pz Ay AP = HlleAyAzll® —@@AyAz)’}  (220)
Kanat. 1. Esitlik (2.16), (2.8)’den ve P;’in lineerliginden dolay,

P (Py(xANyNz) = Pi(Pi(zAy)ANz—Pi(xANz)Ay

+Pi(yAz)Ax)

= P(P(xANy)ANz)— P (Pi(zNz)ANy)
+P(Pi(y A z)Ax))

= P(Pi(xANy)ANz)+ Pi(yAPi(zAz))
+Pi(Pi(y Az) A))

= P(Pi(xANy)Az)+ (—Pi(z ANPi(yA=z))
—2(z,y) 2+ (2, 2)y + (y, 2) v)
+P(Pi(y A z)Azx))
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= P(Pi(zANy)Az)+

(—=Pi(z APy A z))

—2(z,y) 2+ (z,2)y + (y, 2) v)
—Pi(x NPy A=z))

= P(Pi(xANy)Az)—=2P(xAP(yAz))
—2(z,y) 2+ (@, 2)y+ (Y, 2) ®

= Pi(Pi(xANy)Az)+2P(xAPi(zAy))
—2(z,y)z+(z,2)y+ (y, )@

= P(P(xANy)Az)+2(=Pi(z A Pi(xAy))
—2(z, )y + (2, y) z + (z,Y) 2)
—2(z,y) 2+ (@, 2)y+ (y,2) ®

= P(Pi(xANy)Az)+ 2P (Pi(xAy)A=z)
—4(z,x)y+2(z,y)x+2(x,y) 2
—2(z,y) 2+ (x,2)y + (y,2) @

= 3P (Pi(xAy)A2)

—3(x,2)y+3(y,2) x

oldugundan, (2.19) esitligi elde edilir.

1P (Pa(z Ay A 2))I?

(PL(Py(x ANy A z2)), PL(Py(z Ay A 2)))
(BP,(Pi(x ANy) A 2),3P(Pi(z Ay) A z))
+ (BP(Pi(x ANy) A z),—=3(x,2)y)
+ (BP(Pi(z Ay) A2),3(y, 2) x)
(x,2)y, 3P (Pi(x ANy) A 2))
(x,2)y, —3(x, 2) y)
(r,2)y,3(y, 2) x)
x 3P1(P1(x/\y) A z))
—3(z,2)y)
3<y z) T)
y)Nz), PL(Pi(x Ay) A z))
(P Ay) A z),
)

NNN
]~ ~ ~—

>%2

/\/\/\/\/\/\/\

w w w

-3
-3
-3
(y,
(y,
(y

Y

© 4+ + + 4+ + +

B
S
=
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= 9(P(Pi(zAy)\z), PL(Pi(x Ay) A 2))
—18(z, z) (Pi(Pr(w Ay) A\ 2),y)
+18(y, 2) (P (Pi(z ANy) A\ 2), )
+9 (z, 2) lyll> + 9 (y, 2)" [|«|>
—18(z, y) (y,2) (z,2)

Elde edilen son ifadedeki bazi terimlerin karsiliklar: ise:

(PL(Pi(z ANy) A z), PL(Pi(z Ay) A 2)) (Pi(x ANy) ANz, PL(x Ay) A 2)

1P (z A )22

— (Pi(z Ay), 2)"

Iz Ayl |z

— (Pi(z Ay), 2)°

= (l=lPyll* = (=, »)l=?
— (Pi(z Ay), 2)°

= l=lPllyl?=l” = (z,9) |21
— (Pi(z Ay), 2)°

(PL(Pi(z Ay) A z),y) —(Piy A z), Pr(z Ay))
(Pi(y A 2), Py Aw))
(YN z,yAx)

lylI? (2, z) — (z.y) (y, 2)
—(Pi(x A 2),Pi(xNy))
—(x AN z,x \y)

(z,y) (x, 2) — [|z]* {y, )

oldugundan, bu ifadeler yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,

(Pr(Pr(z Ay) A 2),x)

1P (Pe(z Ay AP = 9zl lylPl=17 = (=, y) 2]
—(Pi(z Ay),2)") = 18 (z, 2) (Ilyll* (2, 2)
—(,9) (y,2)) + 18y, 2) ((z,9) (z, 2)
—lll* Cy, 2)) + 9z, 2)* IlylI”
+9(y, 2)° l|z* — 18z, y) (y, 2) (, 2)

= Oll=lPlly 1=l = 9ll=]1* (z, v)

~9(Pi(x Ay),2)° = 18]ly|* (2, 2) (x, 2)
+18(x, 2) (x,y) (y, 2) + 18 (y, 2) (z,y) (, 2)
—18[|]1* {y, 2) (y. z) + 9lylI* (. 2)°
Ol (y, 2)° — 18 (z,y) (y, 2) (z, 2)
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= 9lz|Plyll*[[=01 = 9llz[|* (=, y)
—9(Pi(z Ay),2)* = 18]yl (x, 2)°
+18(z,y) (z,2) (y, 2) + 18 (z,9) (z,2) (y, 2)
—181z)1% (y, 2)* + 9y I* (w, 2)*
+9||z|[ (y, 2)* — 18 (z,y) (x, 2) (v, 2)
= 9|y 1[I = 9l (y, )*
—9lly[|* (z, 2)* = 92| {z, )
+18 (x,y) (, 2) (y, 2) — 9 (Pi(z A y), z)°
= (|2 ly 111 11* = 1|2l (g, 2)*
—[lylI? (w, 2)* = |[2[I* (=, )
+2(x,y) (2, 2) (y,2)) = 9 (Pi(z A y),2)°
= 9z AyAz|>—9(P(xAy),z2)°
= 9z AyAz|P —9P(x Ay A z)?
= HlzAyAz|* =Pz AyA2)?}
oldugundan, (2.20) esitligine ulagilr.
O

Yardimci Teorem 2.0.19. Herhang: w,x,y,z € V elemanlar: i¢in asagrdaki

esitlik dogrudur:

*xP)wAzAYyAz) = % (w, PL(Py(z ANy A 2)))

= (w,P(Pi(x ANy)AN2))+(wAz,xzAy) (2.21)
Kanat. w,x,y,z €V icin, ¢ 4-formu,
Y(wAzANyNz) = (w, P (P(z Ay Az))) (2.22)
olarak tamimlansin. Oncelikle, {ep, €1, ..., €6} Cayley tabani igin,
we; Ney Nea Neg) = =306 = 3(xP)(e; Aey Aeg Aes) (2.23)
oldugu gosterilsin.

P(e; Nep Aea Aes) (ei, Pi(Py(e1 Nea Aeg)))

= (e;,3P1(Pi(e1 Neg) Nes) — 3 (e, e3) ea+ 3 (ea, e3) 1)
(€;, 3P (Pi(e1 Nea) Nes))

(€, Py(es N e3))

(€5, —e€q)

—3(ei, e6) = —30;6

3
3
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oldugundan,
’QD(GZ‘ A €1 AN €9 N 63) = _351'6 (224)

esitligine ulagilir.
® 3-formunun tammi kullamlarak, ®nin A*(V*) uzaymim taban elemanlar
cinsinden ifadesi kolaylikla bulunabilir. Vi, 7,k i¢in, ef A e A ej = €]y, olarak

gosterilirse, ® 3-formu,
O = ep3+ €oag + Coas T Elag T €156 T Ea35 T Ca46 (2.25)

olarak ifade edilir. Hodge-star operatoriiniin tanimi kullanilarak, *®'nin taban

elemanlar1 cinsinden ifadesinin de,
_ * * * * * * *
*® = —e€hy56 — €345 T €o356 — Co23a — Cora6 T Co125 T Claze  (2.26)

oldugu kolaylikla goriilebilir. (x®)(e; Aej AegAes) ifadesinin esiti su sekildedir:

(x®)(e; Aer Aea ANes) = (€356 — €135 + €l356 — Coo34

—€o146 T €o125 T €1236) (€5 A €1 A €2 A €3)

= —ebglei Ner Nea Nes) — efsus(es Aep Aea Aes)
+€0s56(€i A\ €1 A\ ea A e3) — egaza(€i A er A ez Aes)
—ebu(ei Ner Aea Aes) + ehos(e; Aep Aey Aes)
+elqgg(€; Aer Aes A es)

= elygglei Ner Nea Nes)

= —efgsler Nea Aes Ae;)

= —ejler).e5(e2).e5(e3).e5(e:)

= —egle)) = —dip

3(*@) (61' AN WANS WA 63) = _3526 (227)

Esitlik (2.24) ve (2.27)’ten (2.23) ifadesine ulagihr. Bu esitlik herhangi bir

Cayley tabani icin saglandigindan, Yw, z,y, z €V ic¢in,
Y(wAhzAyNz) = 3HP)(wAzAYyAz) (2.28)
esitligi elde edilir. Buradan, ¢’'nin tanimi kullanilirsa,
*xP)(wAxAYyANz) = %(w,Pl(Pg(x/\y/\z)» (2.29)
esitligi elde edilir.
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Simdi, (2.21) ifadesinin ikinci kismi igin,

3 (w, PPz Ay Az)) = 3w, 3P(P(zAy)Az)—3(x,2)y+3(y 2)z)
= (w, A(Pi(zAy) A z) —(w, (z,2) y)

+({w, (y, 2) x)
= (w, A(Pi(z Ay) A 2)) = (2, 2) (w,y)
)

+(y,2) (w, z)

= (w,P[(PzAy)Az2))+ {wAzzAy)

oldugundan,

1

§<w,P1(P2(x/\y/\z))> = (w, Pi(P(zAy) Az)) +{wAz,zAy)
esitligi bulunur. Esitlik (2.29) ve son esitlikten, (2.21) saglanir. O
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3 Gy'NIN BAZI KUCUK BOYUTLU TEM-
SILLERI

(G5 grubunun indirgenemez temsillerinin boyutlarinin 1,7,14,27 ve 64 oldugu
Weyl'in formiilleriyle goriilebilir [10, 11]. Bu boéliimde Gy'nin 1,7,14 ve 27

boyutlu indirgenemez temsilleri incelenecektir. Boliim 1’de
{9 € O(7) |Vo,y € V igin P(gz A gy) = gP(x Ay)}  (3.1)

oldugu goriilmiistii. 2-kath vektor ¢arpim yoluyla, 7-boyutta Gy'nin indirgen-

emez temsili elde edilir. G9’'nin 14-boyutlu temsili ise adjoint temsildir.

Tanim 3.0.20. P : A"(V*) — A" (V%) ve pr - APV — ANV

déniisiimleri; o € N*(V*) olmak iizere,
Pi(a) == aoPy
pila) = aop

olarak tanmimlansin. Tammdan asagidaki tam olmayan diziler elde edilir.
P* P* P* P* P*
v 1 /\2 V* 2 /\3 V* 3 /\4 V* 4 /\5 V* 5 /\6 V*

Her £ = 0,1, ...,6 icin; Go'nin /\k(V*) tizerindeki temsillerinin indirgenemez

bilesenlerinin hesaplanmasi i¢cin Hodge-star operatori

* /\k(V*) — /\Pk(V

kullanilacaktir. * operatériiniin 6zelliginden dolay1, A*(V*) ve A7 *(V*) uza-
ylar1 izomorf olduklarmdan, Gy'nin A*(V*) ve A™¥(V*) {izerindeki temsilleri
aymdir. Bu nedenle, Gy'nin V*, A*(V*) ve \*(V*) iizerindeki temsillerinin
incelenmesi yeterli olacaktir.

Ayrica, Go'nin V* iizerindeki temsili 7-boyutlu indirgenemez temsildir.

Fakat, A\*(V*) ve A\*(V*) {izerindeki temsilleri indirgenebilir temsillerdir. Bu
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temsillerden indirgenemez temsiller elde etmek i¢in, 2-kath vektor carpimi kul-
lanilacaktir.
Diger taraftan, burada, {eg, €1, ..., €} kiimesi V' vektér uzayimin bir tabani

olmak iizere, \"(V*) uzay1 iizerindeki i¢ carpim, o, € A*(V*) igin,

6
(a,3) = Z ale;, Negy... Nej )P Aeiy... Nej,)

142,00y =0
olarak alimacaktir.

PV — N V*vep: : N> V* — V* doniisiimleri kullanilarak agagidaki
alt uzaylar tanimlanabilir:

2

A = fae AV | pila) =0}
AV = {ae (V)] 3a =P (pia)
AW = @)

AV = fae A7) 1pi(0) =0, Y aleine A P(eiAes) =0}

AW = {ae \ (V)| VeyeVicn, alz Ay Pz Ay) =0}

Yardimci Teorem 3.0.21.
ANy = ANvye v (3:2)

Ayrica, Gy grubu N\2(V*) ve N3(V*) uzaylare tizerinde indirgenemez temsile

sahiptir ve
boy N\2(V*) = 14 boy Na(V*) =7
dar.
Kamit. N\*(V) uzaymdaki birim déniigiim I, ile, A"(V*) uzaymdaki birim do-
niigiim ise I} ile gosterilsin. P : V* — A*(V*) ve pf : N°(V*) — V*
dontigiimleri goz ontine alindiginda o € V* icin,
(pio PP)(a) = pi(Fr(a)) =pilao )
= (aoP))opy=ao (P op)
= «ao(3) =3(aol) =3I(a)

oldugundan

pyo P = 3I] (3.3)
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bulunur.
Oncelikle, o € A*(V*) elemaninin a; € AF(V*) ve ay € AJ(V*) olmak
fizere, @ = oy +ay olarak yazlabildigi gosterilecektir: Herhangi bir a € A*(V*)

elemani icin
a=I(a)= g(Pl opi)(a) +a— g(Pl o p1)()
olarak yazilabilir ve 1(Pyopi)(e) € A5(V*) ve a—L(Pyopt)(a) € AT(V*)dir:

Pr(pi(5(Py opi)(a) = 5PrpiPy(pi(a))
= 3(PFB3L)(pi(a)))
= 3(3(Pf opi)(a))

oldugu i¢in, £(Py o pi)(«) € N> (V*)dur.
pila—3(Propi)(e) = pila) = pi((Py o pi)(a))

i(a)

= pila) — 5} o PY)(pi(e))
i(a) — 330 (pi(a))
i(a)

oldugundan, oo — 3(Pf o pi)(a) € A (V*)dir.

Boylece a, ar = a—5(Popi)(a) € AT(V7) ve az = §(Propi)(a) € Ay(V7)
olmak fizere, a = a; 4y olarak yazilmig olur. A7(V*) N A3(V*) = {0} oldugu
goriiliirse bu yazihg tek tiirlii olacagimdan, A*(V*) = AT(V*) @ A2(V*) olur.

Gekpi = fae \ (V') | pi(a) =0} = \ (V")
oldugu agiktir.
CorPr ={ae N (V)| IV 3a=PF(B)} = NV

oldugu asagidaki sekilde goriilebilir: Herhangi bir o € AZ(V*) elemam igin,
P;(pi(a)) = 3a’dir. Buradan, Py (5pi(a)) = a oldugu ic¢in, a € GorPy ve

AV € Gorp; (3.4)

dir. Tersine a € GorP; eleman igin, a = Py () olcak sgekilde en az bir § € V*

vardir. Buradan,

pi(Fr(B)) = pila)
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oldugundan,
30 = 3I7(F) = pi(e)
dir. Bu esitlige P/ uygulanirsa,
Pr@3p) = Prp

1
3P1(B) = Pi(pi(e)
3a = Pr(p]

oldugundan, a € A\2(V*)'dir. Dolayisiyla,
.. * 2 *
GorP;y C /\2(\/ ) (3.5)

ifadesine ulagilir. (3.4) ve (3.5) ifadelerinden, GorP;y = A2(V*) esitligi elde
edilir.

Simdi, o € Cekp; () GorPy olsun. Bu durumda, pj(a) = 0 ve a = P} ()
olacak gekilde bir 3 € V* elemanin varligindan,

pi(Fr(B) = pila)
pi(Pr(8) = 0
31(8) = 0
38 = 0
B 0
ve Pj bir lineer déniigim oldugundan, = P;(0) = 0 olur. Dolayisiyla,

Cekp; N GorPy = {0} dir.
Ayrica, boy A} (V*) = 14 ve boy \5(V*) = Tdir:

Oncelikle, P, ve pj doniigiimleri orten, p; ve P;" doniigiimleri bire-birdir. Ciinkii;

e Her ¢; taban elemani igin, Pi(e; A e,,) = e; olacak sekilde e, ve e,
elemanlar1 oldugundan, P : /\2 V — V doniigtimii ortendir.

e r € V alalm. p;(z) = 0 olsun. Bu durumda, 3z = Pi(pi(x)) = 0
oldugundan, x = 0 yani; Cekp; = {0} oldugu igin, p; : V — /\2V

dontigiimii birebirdir.

e o€ V*ve Pf(a) =0 olsun. Bu durumda, a o P; = 0’dir. Buradan, her
Ay e N’V icin, (oo P)(z Ay) = 0’dir. Py 6rten oldugundan, her
v € Vigin, Pi(x Ay) = v olacak sekilde x Ay € /\2 V elemani vardir. Bu
durumda, Yv € V i¢in a(v) = 0’dir. Yani, o : V — R, 0 doniigtimiidiir.
CekPr = {0} oldugundan P; : V* — A*(V*) déniisiimii birebirdir.
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e p': N°(V*) — V* doniisiimii ise 6rtendir: Her o € V* icin,

Pi(Pf(a)) = 3a oldugu igin, o = %p’{(Pl*(oz)), dolayisiyla o = p’{(%Pf(a))

dir. Bu durumda, pj ortendir.

Py : V* — A*(V*) birebir oldugundan, boyV* = boy(GorP;)'dir. boyV* =7
oldugu icin, boy(GorP}) = 7'dir. GorP; = N\2(V*) oldugu igin de boy \2(V*) =
7 olur.

Benzer sekilde, p; orten oldugundan boy(Gorp;) = boyV*'dir. Boyut teore-
minden, boy \*(V*) = boy(Gérpt) + boy(Cekp?) olduguna gore, boy \°(V*) =
boyV*+boy(Cekpt) dir. boy /\Q(V*) = 21 ve boyV* = 7 oldugu icin, boyCekp; =
14 olur. Cekp} = AJ(V*) oldugu igin, boy AF(V*) = 14 esitligi elde edilir.

G'nin 1-boyutlu temsili indirgenemez ve agikar (trivial) temsildir [12].
G5'nin 7-boyutta temsili indirgenebilir olsaydi, arada baska boyutlu bir tem-
sil olmadigindan ancak 1-boyutlu temsillere indirgenebilirdi. 1-boyutlu tem-
sil agikar temsil oldugundan, bu 7-boyutlu temsilin agikar olmasini gerek-
tirirdi. Fakat, Go'nin 7-boyutta temsili agikar olmayan (non-trivial) temsil
oldugundan, bu durum hipotezle celigir. O halde, G2’nin 7-boyutta temsili in-
dirgenemezdir. Gy'nin 14-boyutta adjoint temsilinin de indirgenemez oldugu
benzer bir sekilde ifade edilebilir. Go’'nin 14 boyutta temsillinin indirgenemez
olmasi da benzer sekilde agiklanabilir[10, 13]. O

Yardimci Teorem 3.0.22.
ANy = Noe Ave A\ v (3.6)

Ayrica, Gy grubu NS (V*), Na(V*) ve Na(V*) uzaylar izerinde indirgenemez

temsillere sahiptir ve

boy \J(V*) =1 boy N\y(V*) = 27 boy Ny(V*) =7

olur.

Kamit. N*(V*) uzaymda {x Ay A P(x Ay) | 2,y € V} formundaki elemanlar
tarafindan tretilen alt uzay A ile gosterilsin. P o Py : /\3 V — V doniigimi
i¢in, Cek(ProPy) = A'dir: o =Y, o, Ay AP(2; Ay;) € Aolsun. (2.19) esitligi
kullanilirsa,

(ProPy)(a) = Y .(ProP)(xi Ny AN Pi(z; ANy;))
= 2 {3Pi(Pi(zi Ayi) A Pr(ws Ayi) — 3 (@i, P Ayi))y
+3 (i, Pr(wi Ayi))x)} =0
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oldugundan, a € Cek(P; o P,) olur. Dolayisiyla, A C CekP;, o P, elde
edilir. Ters kapsama da benzer sekilde gosterilebilir. P; o P, dontigiimii Orten
oldugundan ve boy /\3V = 35, boy(Gor(P, o Pp)) = boyV = 7 oldugundan
boyut teoreminden, boy(Cek(P, o P,)) = 28’dir. Cek(P; o P;) = A oldugu i¢in
de boyA = 28 bulunur.

A’y1 sifirlayan formalarin kiimesi
B= {ae/\ )| w e Aicin, a(w) =0}

olsun.

A’ (V*) uzaymda, Cek(P; o P) altuzaymmn A*(V) = Cek(P, o P,) & B
olacak sekilde bir B altuzay1 vardir. Bu uzaylarin dualleri diisiiniildiigiinde,
N (V*) = Cek(P, o P,)* ® B* uzaymdan alnan herhangi bir a € A*(V*)
eleman, @ = ag + ag; ay € Cek(Py o P2)* ve ay € B* geklinde tek tiirli
yazilabilir. A kiimesi iizerinde sifirlayan formlarm uzay1 B*’'dir. boy(Cek(P; o
Py)) = 28 oldugndan, boyB = boyB* = 7 olur. Boylece, boy A3(V*) = 7 olur.

piops: /\3(V*) — V* doniisiimii g6z o6niine alinsin. Bu doniisiim orten
oldugundan, boy A*(V*) = 35 ve boy(Gor(pt o pt)) = boyV* = 7 oldugundan,
boy(Cek(p; o ph)) = 28'dir.

Simdi; AJ(V*) @ A2(V*) = Cek(p} o p3) oldugu gosterilsin.

A;(V*) C Cek(p} o ps)dir: k € R olmak fizere, @ = k& € AJ(V*) olsun.
VvV x €V igin,

(piop3)(a)(x) = (piops)(k®)(x)
( )(k ) %Zl o€ A Ple; Ax))
k®)(pa(e; N Pe; A x)))
kq))(pl(el) A P(e; Nz) —pi(P(e; ANx) Ne;))
o(k®){— Z] o€ NP(ej Ne)) NPe; Nx)
oex N Plex NPle; ANx)) Ne}
= 4ZU Ok@(e]/\P(e]/\el)/\P(e,/\x))
! Zz,kzo k®(ex A Plex A Ple; Ax)) Ae;)
= 1200k (Plej A Plej Ae)), Plei Ax))
_éll Z?,k:o k(P(ex A P(ex N P(e; Nx)),e;)
= 10—k (e + (eiej) €, Plei A )
—i ?,k:0k<_P<€i A z) + (ex, Pei A x)) e, ;)
=0

1
N l\Jlb—t MIH t\')h—l l\?*
A A A A

MMMM

I'—‘+

oldugundan a € Gek(p;ops)'dir. A3(V*) C Cek(piops)'dir: a € A3(V*) olsun.
/\g(V*) uzaymin tanimindan, p(a) = 0’dir. Dolayisiyla, (pfop;)(a) = 0 olur.
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a € Cek(piop;) sonucuna ulagihr. Ayrica, A2(V*)NAS(V*) = {0} oldugundan,
a € NJ(V*) @ AJ(V*) icin, o € Cek(p; o ps)dir ve A\J(V*) @ AS(V*) C
Cek(p; o p3) sonucuna ulagiir.  AJ(V*) = A2(V*)* oldugu gosterildiginde,
ters kapsam da goriilmiig olur. boy(Cek(pi o p5)) = 28 ve boy AJ(V*) = 1
oldugundan, boy A3(V*) = 27 elde edilir.

G5'nin bu uzaylar iizerindeki temsillerinin indirgenemez olmasi da bir 6nceki

yardimc1 teoremdeki gibi agiklanabilir. O
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4 & TEMEL 3-FORMUNUN KOVARYANT
TUREVLERININ UZAYI

Bu boliimde 2-kath bir vektor carpimdan elde edilen & temel 3-formunun
V& kovaryant tiirevi incelenecektir. V@ kovaryant tiirevi cesitli ozelliklere
sahiptir. Bu ozellikleri incelemek igin, asagidaki W uzay1 tanimlanacak ve Gy

grubunun temsilleri ile bu uzay ayrigtirilacaktir.

3
W = {ae V*®/\ V* | Va,y,z € Vigin a(x,y ANz A Pi(y A z) =0}
Yardimci Teorem 4.0.23.
boyW = 49 (4.1)

Kamit. Oncelikle,
wevie \ v
- 3

oldugu gosterilmelidir:

v V*®/\§V* — W
a — Y(a) =«

déniigiimi tammlansm. ¥nin lineer oldugu aciktir. Oncelikle o € V* @ /\g %
ise U(a) = a € Widir: a; € V* ve w; € V* @ A3 V* olmak iizere, o =
Yo o @w;dir. Vz,y,z € V igin,

alz,yNzANPi(yNz) = O, @w)(x,yNzAPi(yAz)
= Y ai(x)w(yNzAPi(yAz)
= > ,a;(x).0=0

oldugundan, o € W’dir. Ayrica, ¥ doniigiimiiniin birebir oldugu tanimdan
kolayca goriilebilir. W'nin 6rten oldugu su sekilde goriilebilir: a« € W C V* ®
/\3 V* olsun. Bu durumda, Vx,y, z € V i¢in, a(x,y A z A Pi(y A z) = 0'dir ve
o; € V¥ ve w,; € /\3 V* olmak tizere, o = ) . a; ® w; olarak yazilabilir. Ote
yandan, o; € V* oldugundan, «; = Z?:o a;je; seklinde taban elemanlarimin

lineer toplami olarak ifade edilebilir. O halde,

a = Y . Quw
6 *
= E(ijoaiﬁj)®wi
6«
= 2j=0¢ @0
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olur. Burada, 3 =}, ajw;’dir. Va,y,z € V igin, a(z,y Az A Pi(y A z)) =0

oldugundan, ozel olarak x = e; taban elemani olarak alindiginda,

6
0=aler,y Nz A Pi(yA=z)) Ze er) ® Bi(y Az A Pi(y A z))
7=0

esitliginden, k£ = 0,1,...,6 i¢in, B (y A 2 A Pi(y A z)) = 0 olur. Boylece,
U doniigiimiiniin izomorfizm oldugu goriiliir. Bu durumda, boyV* = 7 ve

boy /\g V* = 7 oldugundan, boyW = boy(V* ® /\g V*) = 49 bulunur. []

W uzay tizerinde tanimh dogal bir i¢ ¢arpim vardir. Bu i¢ ¢carpim,
{eg, €1, ..., €6} kilmesi, V uzay1 i¢in ortonormal bir taban olmak tizere, Vo, 5 €
W i¢in,
6

(a,B) = Z ale;,ej Neg Ne)Bei e Neg Nep)

i,5,k,1=0
olarak tamimlanir. Ayrica, Wnin ayrisiminda kullanilacak olan, ¢ = 0,1, 2

icin, L; : W — /\Z(V*) lineer doniigiimleri, Va,y € V ve a € W icin,

Lo(@)(x Ay) = Y ale,ei Az Ay)

1=0

Li(a)(x) = Z a(Pi(e; Nej),e; Nej Ax)

1,j=0
6

Lo(a) = Z a(Pi(Pi(e; Nej) Neg),ei Nej Ae)
i\j k=0

seklinde tanimlanir.
Caligsmanin bundan sonraki kisminda kisalik agisindan, e;; Ae;, A ... Ae;,

yerine e; 4, i, gosterimi kullamlacaktir.

Yardimci Teorem 4.0.24. Her x € V ve a € W i¢in,

Lo(a) = (a,*®) (4.2)

Li(a)(z) = Z ale;,ej N Pi(e; Nej) A x)

esitliklert dogrudur.
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Kanat.

(o, x®) = 37050 aler eju) (x®) (eijm)
= Z?,j,k,l:O oz(ei, ejk:l)(<€i7 Pl(Pl(ej VAN ek) A 6[)> + <6i A €, ej A 6k>)
= > iki—o (i ejm) (e, Pi(Pi(ej Nex) Aer))

+ 30 w0 i i) (e Aeryej Aex))

Bu ifadedeki toplamlara bakilirsa, Z?,m,z:o ale;, ejr) (e, PL(Pi(e; Nex) Aep))
toplaminda, P (P;(e; Aeg) Ae) = e; ise, toplam;
6

> a(Pi(Pi(ej Aer) Aer), eji)

4k 1=0
olur ve bu toplam Ly(«)’dir. Diger durumda, P(P(ejAeg)Ae;) # e; ise, toplam
0 olur. Ayrica,

S e lenein) (e Aeej Aey) = 0
oldugu kolayca goriilebilir. Buradan, (o, *®) = Lo(«) elde edilir.
e; taban elemani ve her j = 0,1,...,6 icin, e; = P(e; A ;) olacak sekilde

bir e; taban elemani vardir. Bu ifade L;(a)’nin tamminda yerine yazilirsa,

Ll(a)(ﬂf) = Z?] oa(Pl(ei/\ej) ei/\ej/\aj)
= sz Oa(Pl(el/\P1<€zAek)),ei/\P1<€i/\€k>/\{L‘)
- sz o (= les||Pex + (es, ex) es, ei A Pie; Aer) Ax)
= sz o (—exr,e; A Pi(e; Ney) A x)
+sz o (e, er) e, e N Pi(e; Nep) N )
- sz oalen,e; N Py(e; Nex) ANx) +0
= =30 oalej e A Pilei Aej) M)

= - Zigzo a(e,, ej N\ Pl(e] A 62) A :)3)
= Z?J:O ales e A Pi(e; Aej) Ax)

oldugundan,

Li(a)(z) = Z ale;,ej N Pi(e; Nej) A x) (4.4)

ifadesi elde edilir.
Diger taraftan,
—2(pi(L2(a)))(z) = —2La(a)(p ( )
= —2Ls(a)(— ZZ o€ N Pi(e; Nx))
= (_%)Zz o La(a)(e; A Pr(e; A )
= Zf:o(Zf-:o alej, €5 N e A Pi(e; Ax)))

= Z?,j:() alej,e; Nej A\ Pi(ej N x))
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olur. a € W oldugundan, V z,y,,y2,2 € V icin,
alx, (y1 + y2) Az A Pi((y1 + y2) A z)) = 0 olur. a’nin Py’'nin ve A ¢arpiminin
lineerligi kullanilirsa,

alx,y Nz ANPi(ya AN 2)) = —al(z,y2 ANz A Pi(yh A 2))

esitligi elde edilir. Bu esitlikte, x yerine e;, y; yerine x, z yerine e;, y yerine

e; ve z yerine e; yazilirsa,
ale;, . Nej AN Pi(e; Nej)) = —ale, e Nej A Pi(z Nej))
olur. Buradan,
ale;, e; NPi(e; Nej) Nx) = ale;, e; Nej A Pi(ej Ax))
esitligine ulagilir. Bu ifade yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,

—2(p1(L2(a)))(z) = Z afes, e; A Pi(ei Nej) Ax) (4.5)

1,7=0

olur. (4.4) ve (4.5)’den,

Li(a)(z) = —2(pi(L2(e)))(z) (4.6)
bulunur. O

Yardimci Teorem 4.0.25. Vx,y,z € V icin,

a(Pi(zANy),zANyNz) = ala(z, P(x Ay) ANy A z2)
—a(y, Pi(x ANy) Nz A z2)} (4.7)

esitligini saglayan bir a sabitinin oldugu varsayplsin. Ejer, a # —1 ise

2
pi(La()) = 0 olur.
Kanat. Her x € V i¢in, bir 6énceki yardimc1 teoremden,

(Pi(L2())(z) = —3Li(a)(w)
= —3 ?,j:o a(Pi(e; Nej),e; Nej Ax)
-3 Z?,jzo a(a(e;, Pi(e; ANej) Nej Ax)
—a(e;, Pi(e; Nej) Nei Ax))
= -2 ?,j:o ale;, Pi(e; Nej) Nej A x)

+% Z?,j:o a(ejv P1<€i A ej) Ne; N\ LL‘)
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(e A ej) )

(ej A ei) )

= —QZfJ e eZ,Pl(e Nej) NejAx)
(e A ej) )

) )

= azu Ooz(ez, e; N Pl(eZ Nej) Ax)
= aly(a)(x)
= —2a(pi(L2(a)))(x)
esitliginden,
—2a(py(L2(a)))(x) = (pi(La2()))()
olur. Buradan,
(=20 = D (pi(La(a)))(z) =
bulunur. a # —3 ise, Vo € V i¢in, (pj(L2(a)))(z) = 0 elde edilir. O

Daha 6nce tanimlanan W uzayinin bazi alt uzaylari agagidaki sekilde tanimlanir:

Wy, = (P)

Wy = {aeW |Va,y,z,weWign, alw,zAyAz)—alz,wAyAz)
+a(y,w ANz Az)—alz,wAzAy)=0}

Ws = {aeW|Lya) = Ly(a) = 0}

Wy = {aeW|Va,y,z,we Wign, 12a(w,zAyAz)
= Gy (—(p1L2) (@) () P(x Ay A 2) + 3 (w, x) La(e)(y A 2))}

Yardimci Teorem 4.0.26.

W = {aeW|a=(—)lla)xd} =W AV (48)

168

Kamit. {a € W | o = (555) Lo(@) * @} = A olsun ve Wi = (x®) oldugundan
A C Wy oldugu aciktir. Tersine; a € W elemani i¢in, o = a.* P olacak sekilde
a € R vardir. O halde,

(168)L0( )



oldugundan,

a = (%8)1‘/0(04) * ®

olarak yazilacagi i¢in, @ € A bulunur. Bu durumda, W; C A olur ve W; = A
sonucuna ulagilir.

Wy C W ve Wy € A'V* oldugundan, Wy € W N A" V* ifadesi aciktar.
Ters kapsamda kolaylikla goriilebilir ve (4.8) esitligi elde edilir. O

Yardimci Teorem 4.0.27. Wy, Wy ve W3 uzaylary tkiser ikiser birbirine
diktir ve

Wl EB W3 — CekLQ

WiaoW, = {aeW| Vo,y,zeW a(Pi(zANy),zANyAz)
=a(z, Pz ANy) ANyAz)—aly, Pl(x ANy) ANz A z)}

Kanat. Wy L Ws: Herhangi o € Wy ve 8 € W3 elemanlarn igin, (a, 3) = 0

oldugu gosterilmelidir. a € Wy oldugundan, a = (355)Lo(a) x ®'dir. Ayrica,

B € Ws oldugundan, Lo(5) = La(3) = 0’dir. Bu durumda,

(@, 8) = ((155)Lo(@) x @, 3)
*P, 3)

—~

sonucuna ulagilir.
Wi LWy ae Wy ve f € Wyolsun. a € Wy ise a = (réS)Lo(a) * @ olarak
ifade edilir. Buradan, («, 3) ifadesi,

<Oé,ﬁ> = (ﬁ)LO(Q) <*(I)7ﬁ>
= (ﬁ)LO(a) Z?,j,k,l:o(*q))<€i Nej Neg Nep)fB(ei e Neg Aep)

olarak bulunur. Taban elemanlar: cinsinden,

_ * * * * * * *
*® = €5195 — €0146 — €0234 T 0356 T €1236 — €1345 — €2456
oldugundan ve x®'nin taniminda yer almayan bir taban elemani igin, (*®)(e; A

e; NexAe) = 0 olacagindan yukaridaki ifade boyle elemanlar i¢in 0’dir. *®'nin

taniminda yer alan elemanlar i¢cin bu toplama bakildiginda,

(*P)(eg N ey ANeg Aes)B(ep,e1 ANes ANes) = [Bleg,er Aes Aes)
( ) = —pB(er,e0 Nex Aes)
(e2,eg Ney Nes) = [Bleg,e0 Aep Aes)
( ) = —Bles,eo Aer Aeg)

)

(*P)(e1 Aeg Aes Aes)B(er,eq N es Aes
(x®)(e2 Neg Aey Nes)f

(xP)( )B

65/\60/\61/\62 65,60/\61/\62

73



olur. Bu durumda, 8 € W5 oldugu icin,

B(eo, €1 /\62 /\65) —5(61, €0 /\62 /\65) —f—ﬁ(eg, €o /\61 /\65) —5(65, €o /\61 /\62)
olur.

(x®)(eg N ep Aes Aes)B(eg, e1 Aes A es) —((eg,e1 N es A es)
(x®)(ex Aeg Aes Aex)Bler,eq Nes ANea) = [Bler,eg Aes A es)
(*P)(es Nep Aeg Aea)B(es,e1 Aeg Aea) = Ples,er Aeg A es)
(x®P)(ea Ney Neg Aes)B(ea, e ANeg Nes) = —[F(ea,e1 Aeg Aes)

—B(eg, e1 NesAea)+B(er, e Nes Aea) + Bles, er Aeg Aey) — B(ea, e1 Aeg Aes)

(x®P)(eg Nea ANey Aes)B(eg,ea Nep Nes) = —[B(eg,ea Aep Aes)
(x®)(e1 Neg Aes Aeg)Ber,ea Aes Aeg) —((e1,ea A es Aeg)
(x®)(ea Aeg Aes Aeg)Bes,e1 Aes Aeg) = (e, er Aes Aeg)
(*P)(es Nea ANea Aeg)B(es,ea Nes Aeg) = [les,ea Aep Aeg)

—B(eg, eaNey Aes) —PBler, ea Nes Aeg)+ B(ea, e1 Aes Aeg) + B(es, ea Aep Aeg)

(x®P)(eg Nea Nes Aer)B(eg,ea Aes ANep) = (e, ea Aes Aeq)
(x®)(eg ANea Aeg Aes)B(er,ea ANeg Nes) = (e, ea Aeg Aes)
(x®)(ea Aeg Aes ANep)B(es,eg Nes Aer) = —fB(er,eq Aes Aeq)
(*P@)(es Nea Neg Aey)B(es,ea Neg Aep) = —B(es,ea Aeg Aeq)

Bleo,ea Nes Ner)+ B(er,ea ANegNes) — Blea, eg Nes Aey) — B(es, ea Aeg Aey)

(x®)(eg Nes Aey Aes)B(eg,e5 Nep Aey) = [Bes,ea Aeg Aeq)
(x®)(es ANer ANea Aeg)Bles,er ANea Neg) = —fB(es,ex Aea Aep)
(x®)(e1 Nes Aeg Aeg)Ber,es ANea ANeg) = [Ber,es Aes Aeg)
(*P)(ea Nes ANep Aeg)B(ea,es Nepr Aeg) = —B(ea,e5 Aep Aeg)

Bles,ea Neg ANer) — B(es,er Aea Aeg) + Bler, es ANea Aeg) — B(ea, e5 Aep Aeg)

(xP)(eg Aes ANea Nep)BlegNes ANea ANep) = —B(eg AesAex Aep)
(x®)(es Neg Nea Aep)Bles Neg Nea Ney) = [les AegAea Aep)
(x®)(eg Aes Aeg Aep)BeaNes Aeg Aer) = [Blea AesAeg Aeq)
(xP)(ey ANes Aeg ANex)Ber ANes ANeg ANea) = —PB(er Aes Aeg N es)

—ﬁ(60/\€5/\62/\61)—|—ﬁ(€5/\60/\62/\61)+ﬁ(62A65/\€0/\61)—5(61/\65/\60/\62)

*®’nin taniminda yer alan diger taban elemanlar1 i¢in de bu hesaplama yapilirsa,

=0

=0

=0

=0

=0

=0

toplamin 0 oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla, («,3) = 0 olacagindan,

Wy L W5 sonucuna ulasilir.
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Wy L W3 a € Wy ve 8 € W3 elemanlar igin,
(a, B) = Z?,j,k;,l:o ale;,ej Nep Nep)B(ei, e Neg Aep)
olarak ifade edilir. @ € W5 oldugundan,
aleej Nep Ne) = alej e Neg Ne) —aleg, e Nej ANep) +ale,e; Aej Aey)
dir. Bu ifade yukaridaki toplamda yerine yazilirsa,

(a, B) = Z?,j,k,l:o aleje; Neg Nep)Beie; Neg Aep)
- Z?,j,k,l:o aler,ei Nej Ne)B(e,ej Nep Nep)
+ Z?,j,k,l:o ale, e Nej Neg)B(ei,ej Neg Aep)

olur. Bu toplamdaki terimler tek tek hesaplanir ve g € Wj3 oldugundan
Ly(B) = Lo(5) = 0 olmasi da kullanilirsa, ifadenin 0 oldugu goriilebilir.

Wi C CekLy: o € Wy olsun. O halde, £ € R olmak iizere, a = k. x ®’dir.
YV x,y € V icin, *® 4-form oldugundan,

LQ(Q)(x A y) = Z?:O OZ(GZ‘, e; \Nx N y)
= Z?:o k.(x®)(e;,e; Az ANy) =0

olur.

W3 C Cek Ly ifadesi de W3 uzaymin tanimindan agiktir.

Wit ={a€CekLy |V €W igin (a,3) =0} olarak tanimlansimn.

Wi = Wadir: a € Wi olsun. Bu durumda, V3 € Wi icin, (a, ) = 0’dir.
Islemlerimizi CekLy uzay: icinde yaptigimzdan, Ly(a) = 0'dar.

1

(@9) = (. 1 al) + ) = 15 Lol8) (0 x) = 1o Ln()ofa) =0

oldugundan, Lo(a) = 0’dir. Lo(3) = 0 olsaydi, 8 € CekLy olurdu. Diger
taraftan, § € Wy C CekLy oldugundan, 5 € Wi N W3 olurdu. Wy N W3 = {0}
oldugu i¢in, bu durum g € W; olmasiyla gelisirdi. Dolayisiyla, Lo(3) = 0
olamaz. Sonug olarak, Lg(a) = La(a) = 0 oldugundan, o« € Wj olur ve
Wi C Ws bulunur. Tersine, a € W3 olsun. O halde, Lo(a) = La(a) = 0 olur.
6 € Wy igin,
(0, B) = <a, L) *q)> = L Lo(8) (0 x®) = —— Lo(B) Lo(a) = 0
168 168 168

oldugundan, o € Wit olur ve Wi = Wy esitligi elde edilir.
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Bu durumda, W3 = Wt oldugundan ve Cek Ly = Wy ® Wt olarak yazilabi-
leceginden, Cek Ly = W1 @ W3 elde edilir.

A = {laeW| Vo,y,zeW a(P(zAy),zANyAz)
=a(z, Pz ANy) Ay Az)—aly, PL(x Ay) ANz A 2)}

olarak alindiginda, A = Wy & Wy dir:
Wi & Wy C A oldugunu gormek icin, o € Wi & Wy olsun. a3 € Wy ve
ay € Wy olmak tizere, a elemani o = oy + o olarak tek tirli yazilabilir. Bu

durumda,

(v + )Pz ANy),z ANyAz) = (g +a)(x, PL(x Ay) ANy Az)
—(a1+ao)(y, Pi(x ANy) Nz A z)

oldugu gortilmelidir.
a; € Wy oldugundan, k£ € R olmak tizere, a; = k x ® olur. Buradan, *®'nin
(2.21) esitligindeki ifadesi de kullamlirsa,

a(Pi(z ANy),cANyNz) = kxD(Pi(zAy),zANyAz)
= k(Pi(z Ay), Pi(Pi(z Ay) A2))
+k (Pi(Pi(z Ay) Az),x Ay)
— 0

ar(z, Pl(x ANyY) AyANz) = kx®(x,Pi(zx ANy) ANy A 2)
= k{z, P (Pi(Pi(x ANy)ANy) A z))
+Ek{(x Nz, P(xANy)Ay)
—k(Pi(z A z), Pi(Pi(z Ay) ANy))
—k(z,y) (z, Pi(z A y))
—k (Pi(z A 2), —lyl*z + (z, ) v)
—k(z,y) (z, Pr(z A y))
= /f(fb, >

k()
=0

P(zNzx),y) —k(x,y) (z, P(z ANy))
Pi(z Ny), z) — k{z,y) (2, Pi(z Ay))

{
{

ar(y, Pr(x Ay) ANz ANz) = kxP(y, Pi(x ANy) Az A z)
= k{y, Pi(P(Pi(z Ay) Ax) Az))

+k{y Nz, Pi(x ANy) A\ x)
= k(Pi(yAz), Pi(z A Pi(zAy)))

+k(y Az, Pi(z ANy) A x)
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= k(Pi(y A 2), =z + (,9) @)
+k(y Az P(zAy) Ax)
= —kllz|? (Pi(y A 2),y) + K (2,y) (Pr(y A 2), @)
—k(z,y) (z, Pi(z Ny))
(,y) (P(y A 2),2) = k(2,y) (2, Pr(x A y))
(z,y) (Pi(y A 2),2) = k{z,y) (Pi(y A 2), @)

k
k
= 0
elde edilir. Bu durumda,
ary(P(x ANy),x AyANz)=as(x, PleANy) ANy A z) —as(y, P(e Ay) ANz A 2)

esitliginin gosterilmesi gerekir: ap, € Wy C W oldugundan,

ar(Pi(x ANy),c ANyANz) = oz, Pz Ay) ANyAz)—as(y, P(x Ay) ANx A 2)
+ag(z, Pi(z Ay) A Ay)

= wz, Pz ANy) ANyAz)—as(y, PL(x ANy) ANx A 2)

= wz,P(x ANy) NyAz)—as(y, P(x ANy) ANx A 2)

olur. Dolayisiyla, a € A olur ve Wi & W, C A sonucuna ulagilir.
A C Wi @& W5 oldugunun ispati igin, 7 : W — /\4 V* lineer dontistimii,
Y w,z,y,z €V icin,

1
T(a)(wAzAyNz) = Z{a(w,az/\y/\z)—a(w,w/\y/\z)—l—oz(y,w/\x/\z)—a(z, wATAY)}

olarak tammlansm. T'(a) € A* V* oldugu kolayca goriilebilir.
a e W eleman1 V x,y,z € V igin,

a(Pi(zANy),cANyNz) = alx,PL(x ANy) ANy A z)
—a(y, Pi(x ANy) Nz A 2) (4.9)

kogulunu saghyorsa, T'(«) € Wdir: Vz,y,z € V i¢in,

T(a)(z,yAzAPi(ynz) = Halz,yAzAPi(yAz)—aly,z AzAPi(yAz))
+ alz,cANyAP(yAz)—a(Pi(yAz),c ANyAz)}.

Simdi, (4.9) esitliginde x yerine z, z yerine x aliirsa,

a(Pi(zAy),zAyNhz) = alz,PL(zAy) ANyAzx)—aly, PL(zAy) Az Azx)
aly, Lz Ny)ANzAhz) = alz,Pi(zAy) ANyAzx) —a(P(zAy),z Ay A )
aly,t NzANPi(yNz)) = alz,cAyAPi(yANz)—a(PiyAz),x Ay z)
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olur. Bu ifade yukaridaki esitlikte yerine yazildiginda,

T(a)(z,yAzAP(ynz) = Halz,yAzAPi(yAz)—alz, s AyAPi(yAz))
+a(Pi(yNz), s ANyAz)+alz,e ANy APi(yAz))
—a(PiyANz),zANyAz)}
= la(z,yNzAP(yAz)
=0

oldugundan, T'(«) € W sonucuna ulagilir.
Ayrica, T? = T'dir: Va € W ve YV w, z,y, z €V icin,

T* () (wAhxAyAz) = HT(a)(w,z AyAz)—T(a)(z,wAyA=z)

+T(a)(y,w Az Az)—T(a)(z,w Az Ay)}

i L

= Hila(w,aAyAz)—alz,wAyAz)
+a(y,w Az Az)—alz,w Az Ay))
—Ha(z,wAyAz) —alw,z Ay A z)
+aly,z ANwAz)—alz,z ANwAy))
+i(aly,w Az Az)—alw,y ANz Az)
+a(z,y NwAz) —alz,y Nw A x))
—Ha(z,wAz ANy) — a(w, z ANz Ay)

+a(r,zANwAy) —aly,z Aw A x))

= w{a(w,zAyAz) —alz,w AyAz)+aly,w Az Az)
—a(z,w Az ANy) —alz,w Ay Az)+alw,z Ay A z)
+aly,w ANz Az

Z,WAxTNY Y, WANTANz

( ) — af )+ aof )
+a(w,z ANyAz) —alz,w AyAz)—alz,w Az AYy)
—a(z,w ANz ANy) +a(w,z ANy Az)—alz,w Ay A z)

+a(y,w Az A z)
= {da(w,z ANy Az)—da(z,wAyAz2)

+Ha(y,w ANz A z) —da(z,w ANz Ay)
= Ha(w,zAyAz)—alz,wAyA:z)

+a(y,w ANz Az)—alz,wAzAy)

= T(a)(wAhzAyAz)

oldugundan, T2 = T sonucuna ulagilir. Dolayisiyla, T doniigiimii A’dan W N
A'V* uzayma bir projeksiyondur. W A*V* = Wi oldugundan, T(A) =
Wi'dir. Ayrica, Wy uzaymin tamiminindan CekT = W5 oldugu aciktir.

a € Aise T'(a) € W oldugunu biliyoruz. a = a — T'(«) + T'(«) olarak
vazilirsa, T'(«) € ImT = W, dir. Diger taraftan,
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T(a—T(a)) =T(a) — T?(a) = 0 oldugundan, o — T'(«) € CekT yani,
a —T(a) € Wy'dir. Bu durumda,

ae W, @ Wy
bulunur. Buradan,
ACW, @ W,
sonucu elde edilir. O
Yardimci Teorem 4.0.28.
WyeWydWs = (ekpiLs (4.10)

Kanat. WonCekLy = {0} dir. Ayrica, o € Wi dWodWs igin, a = oy + s+
olacak gekilde o; € W; vardir. Bir 6nceki yardimer teoremden Lo(ay + ag) =
0’dwr. Dolayisiyla, (aq + as) € CekpiLo'dir. ag € Wy iken (4.7) esitligindeki a
sabiti 1 oldugundan p} Ly () = 0’dir. O halde, o € Cekp} Ly olur. Dolayisiyla,
Wy @& Wy & W3 C CekpiLy elde edilir. O halde, boy(W; @& Wy @ W3) <
boy(Cekpi L) dir.

Ly dongiimiintin orten oldugu gosterildiginde, pj dontisimiintin de orten
oldugu bilindiginden, pjLs : W — V* doniigiimii orten olur. Boyut teore-
minden, boy(CekptLy) = 42 bulunur. Bu durumda, boy(W; & Wy @ W) < 42
esitligine ulagilir.

Diger taraftan, 7' : W — /\4 V* doniigimi goz ontline alinirsa, boyut
teoreminden, boyWs = boy(CekT) > 14 olur. Ayrica, L, orten bir doniigiim
ve CekLy = Wi & W3 oldugundan, boy(W; @ W3) = 28 elde edilir. Buradan,
boy(W1 & Wy @ W3) > 42 olacag igin, her iki uzaym boyutu da 42 oldugundan
(4.10) esitligi elde edilir. O

Yardimci Teorem 4.0.29. o € W olmak tzere, QekpiLa(a) # 0 ve
Y w,x,y,z €V ic¢in,
a(w,x ANyNz) = GypfapiLa(a)(x)P(w Ay A 2)
+b(w,x) La(a)(y A 2} (4.11)

ise, a = —15, b= 1 ve P{pj{Ls(a) = 3Ls(a) olur.

Kanit. (4.11) esitliginde © = e;, y = e; ve z = P(e; A e;) alinir ve 4, j indisleri

lizerinden toplam alinirsa, o € W oldugundan esitligin sol tarafi, 0 olur. Yani,

6
Z a(w,e; Ne; ANP(e; Nej)) =0
=0

1,J
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olur. Esitligin sag tarafi ise,

See; Plesney)tapi La(a)(e)®(w Aej A Ple; A ey))

+b (w, ;) La(a)(e; A Ple; ANej))}

> jmolapiLa(a)(en)P(w A ey A Plei Aey))

+b (w, e;) La(a)(e; A P(e; Aej))

+apiLa(ar)(e;)@(w A P(e; Aej) Aei) +b(w,ej) La(a)(Ple; Aej) Ae;)
+apiLa(a)(Ple; Ney))P(w Ae; Aej) +b(w, Ple; Aej)) La(a)(e; Nej)}
a(Lay(a) o p3) Zf,jzo{q)(w Ne; N\ Ple;Nej)).e;

+P(w A Ple; Nej) Ney)ej+P(w Ae; ANej).Ple; Nej)}

+0La(a) 37 _o{(w, e:) (e A Plei Aej)) + (w,e5) (Ple; Aej) Ae)

+ (w, P(e; AN ej)) (e; Nej)

a(La(a) o p}) (37 j—o (P(w Aey), Ples Aey)) e

— Z?,j:O (P(wNAe),Ple; Nej))e;

+ 370 (Plei Aeg),w) Plei Aey))

+bLo(a) (=327 g e A Plej A ((w, €:))es)

=m0 A Plei A ((w,e5))e;))

=t hmo @ A Ples A ((w,ex))ex)))

a(La(a) o pp) (320, _o((w, e3) e — (w, ) (ei, ;) €;)

— > imo(— (w,ei) (e e5) €5+ (w,e5) €5) + 3 _o(6 (er, w) ex))
+bLy(a)(— Z?:o e; N Plej Nw) — Z?:o e; \ P(e; Nw)

— Z?,k:o e; \ P(e; \w))

a(La(a) o p?) (6w + 6w + 6w) + bLo () (2p(w) + 2p(w) + 2p(w))
a(La(c) o p1)(18w) + bLa(ar) (6p(w))

18a(La(c) o p7)(w) 4 6b(La(e) o pi)(w) = (18a + 6b)(La(cx) o pi)(w)

T ~—

oldugundan,

(18a + 6b)p;(L2(a)) = 0 (4.12)

esitligine ulagilir. Diger taraftan, L, doniigiimii o ya uygulanir ve (4.11) esitligi

kullanilirsa,

Ly(a)(y A 2)

Zf o€ e ANy Az)

S o{apiLa(a)(e)®(es Ay A z) + b (ei, e:) La(a)(y A 2)

+apiLa(a)(y)P(e; Az ANey) +b (e, y) La(a)(z Ae;)

+apiLa(a)(2)®P(e; Ae; ANy) + b (e, z) La(a)(e; Ay)}

= Yo apiLa(@)(e:) (P(y A 2),e) + bLa(a)(y A 2)
+3 g bleny) La(a)(z Aes) + b es, 2) Lo(@)(e; A y)
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= aP/piLa(a)(y A z) + ThLa(a)(y A 2)
—bLa(a)(y A z) — bLa(a)(y A 2)
= aPrpiLy(a)(y A z) +5bLy(a)(y A 2)
oldugundan,

(1 =5b)Lo(a) = aPypiLs(c) (4.13)

esitligi elde edilir. (4.13) esitliginin her iki tarafina p} déntigiimii uygulanirsa,

pi P = 31 oldugundan,
(1 =5b—3a)piLa(a) = 0 (4.14)

esitligine ulagilir. Esitlik (4.13) ve (4.14)’ten pLo(ar) # 0 kabul edildiginden,

50 +3a =
18a+6b = 0
denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi ¢oziildiiglinde, a = —% ve b =

1 bulunur. Bu degerler (4.13) esitliginde yerine yazilirsa, PypjLa(a) = 3La(ax)
esitligi elde edilir. O]

Yardimci Teorem 4.0.30.
WieWseW, = {aeW | PpiLy(a)=3Lsa)} (4.15)

Kanit. {o € W | PfpjLa(a) = 3La(c)} = A olsun. CekLy = Wy @ W35 C A

oldugu agiktir. Ayrica, Wy C A olduguda bir 6nceki yardimer teoremden

goriilebilir. Ayrica, CekLy N W, = {0} dir. O halde, Wy & W3 @ W, C A’dir.
Simdi, U : V* — V* @ A*(V*) doniisiimi,

U, 2 Ay A 2) = == {1 (2)0(w Ay A 2) = (w,2)1(Ply A )

olarak tanimlansin. U’'nun birebir bir dontigiimdir. Dolayisiyla, U lineer
oldugundan, CekU = {0} ’dir. Ayrica, U'nun tamimindan, GorU = W, oldugu
acgiktir.  Boyut teoreminden, boyV* = 7 ve boy(CekU) = 0 oldugundan,
boyWy = 7'dir. boy(W; @& W3) = boy(CekLy) = 28 oldugu igin, boy(W; @&
W3 & W) = 35'tir.
A uzaymin boyutunun 35 oldugu su sekilde goriilebilir:

A = Cek((Prp; —3I3) o Ly) oldugu agiktir. (Prpt—3I3) : AX°V* — A2 V* ve
Ly déniigiimii 6rten oldugundan, (Pfpt — 313) o Ly : W — A} V* doniisiimii
de 6rtendir. Dolayisiyla, boyut teoreminden, boyA = 35%tir. Iki uzaym boyut-
larmin esitliginden, (4.15) ifadesi elde edilir. O
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Yardimci Teorem 4.0.31.
WieWy,eWsoW, = W (4.16)

Bu toplam Go'nin W dizerindeki temsillerini tarafindan korunur. Ayrica, G
grubunun i = 1,2, 3,4 icin, W; tzerindek: temsilleri indirgenemezdir. boyW, =
1, boyWs = 14, boyWs = 27 ve boyW, = 7 dir.

Kanat. Daha onceki yardimci teoremlerde 7,7 = 1,2,3,4 icin W, uzaymin
boyutu hesaplanmigti. ¢ # j i¢in, W; N W; = {0} oldugu goriilebilir. Ayrica,
boyW = 49 oldugundan W; & Wy & W3 & W,y = W’dir. Gy'nin 1,7,14 ve 27
boyutta temsillerinin indirgenemez olmasi bir onceki boliimde ifade edilmigti.
W; uzaylarimin boyutlar: da 1,7,14 ve 27 oldugundan, Gy’nin bu uzaylar tize-

rindeki temsilleri de indirgenemezdir.

]
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5 YAPI GRUBU Gy OLAN RIEMANNIAN
MANIFOLDLARIN SINIFLANDIRILMASI

7-boyutlu bir vektor uzay1 tizerinde 2-kath bir vektor ¢carpimin varligi 6nceki
boltimlerde gosterilmis ve ozellikleri incelenmistir. Ayrica, 7-boyutlu vektor
uzay1 lzerinde 2-katli vektor carpimi kullanilarak, vektor uzay: tizerinde bir
3-form tamimlanmig ve bu 3-form temel 3-form olarak adlandirilmigtir. M 7-
boyutlu bir Riemannian manifoldu olmak iizere, daha once tanimlanan temel
3-form her biri lifi R”ye izomorf olan M ’nin tanjant demedi {izerine nasil
taginabilir? Bu sorunun cevabi su sekilde verilebilir:

UNV # ) olmak tizere, U ve V' M’nin iki aqig1 ve z € U (| V olsun. U ve

V' aciklar tizerindeki demet kartlari,

Uy :n Y (U) — U xR’ Uy 7 Y (V) — V xRT
diffeomorfizmleri olsunlar. Buradan,

Uy |a-1@@): 7 Hx) — R7 Uy |10 7 (2) — RT

kisitlanmis doniisiimleri birer izomorfizmdirler. Wy |r-1(,) ve Wy |14 izomor-
fizmleri kullanilarak R” iizerinde tanimlanmis olan ®—temel 3-formu z € M
noktasindaki 7~ 1'(z) = T, M uzayma tagmabilir. Yani; (Vy |z-1())*(®) ve
(Uy |r-102)*(®), Tp M iizerindeki temel 3-formlardir. 7, M uzaymda tek bir

temel 3-form elde etmek icin, yani kartlarin uyumlu olmasi igin,
(\DU |7T*1(a:))*((1)) = (\I]V |7r*1(x))*(q>)

olmalidir. Bu egitlikten ise,
(Tv 1) " 0 (Tur 1)) () = (@)
elde edilir. Bu esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

(\IJV ’ﬂ.—l(x)>71 e} (‘IJU ‘ﬂ.—l(x)) : R7 —_— R7
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doniigimiiniin Gy grubunun elemani olmasidir. Ciinkd,
Gy ={A € GLR")| A*® = ®}

oldugu gosterilmisti. Boylece, 7-boyutlu bir M manifoldunun yapi grubunun
(G5 olmast igin gerek ve yeter kogul her m € M noktasindaki 7;,, M tanjant uzay1
{izerine tanjant demedinin kartlarindan bagimsiz olacak sekilde R” {izerindeki
temel 3-formun tagimabilmesidir.

X(M), M manifoldu tizerindeki C*° vektor alanlarinin Lie cebrini gostersin.
Eger M manifoldunun yap1 grubu G, ise her m € M noktasindaki 7}, M tan-
jant uzay1 {izerindeki temel 3-form yada 2-kath vektor carpimi y (M) iizerine
genigletilebilir. Bu durumda, P, 2-kath vektor carpimi asagidaki sekilde ifade
edilebilir.

P:x(M) x x(M) — x(M) oyle ki VX,Y € x(M) i¢in,

(P(X,Y),X) = (P(X,Y),Y)=0
<P(X7Y)7P(X7Y)> = <X/\KX/\Y>:<X7X><KY>_<X7Y>2

kosullar1 saglanir.

Benzer sekilde, temel 3-formda,
o x(M) x x(M) x x(M) — C*(M,R)
(X,Y, Z) — (XY, Z):=(P(X,Y),2)
olarak x(M)’e genisletilebilir.
V, M Riemannian manifoldu tizerindeki kovaryant tiirev olsun. P ve ®'nin
kovaryant tirevleri, VP ve VO,V W, XY, Z € x(M) igin,
Vx(P)Y,Z) = Vx(P(Y,Z)) - P(VxY,Z)
—P(Y,VxZ) (5.1)
Vi (@)X, Y, Z) = Wo(X,Y,Z)—-d(VyX,Y,Z)
—P(X,VyY,Z) - ®(X,Y,Vy 2) (5.2)
seklinde tammhdir [9, 14, 15]. Buradan, eger V Levi-Civita konneksiyonu ise,

Vw(®)(X,Y,2) = (Vw(P)(X,Y),Z) (5-3)
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bulunur. Ciinkii,

(Vw(P)(X,Y),Z) = (Vw(P(X,Y)),Z) —(P(VwX.,Y), Z)

—(P(X,VwY),Z)

= (Vw(P(X,Y)), Z) - (VwX,Y, Z)
—®(X, VY, Z)

= W(P(X,Y),Z) — (P(X,Y),VwZ)
—d(VwX,Y,Z) — ®(X, VY, 2)

= WO(X,Y,Z)— ®(X,Y,Vy2)
—d(VwX,Y,Z) — ®(X,Vy Y, 2)

= Vw(®)(X,Y,Z)

olur. Bu durumda, P’'nin kovaryant tiirevi ile ¢calismak ®’nin kovaryant tiire-

viyle caligmaya denk olur.

Yardimci1 Teorem 5.0.32. W, XY, Z € x(M) olmak izere,

VW((I))(X7Y7Z> = _VW(CI))(}/’X72>:_VW(CD)<X7 Z’Y> (54)

esitliklert saglanar.
Kanit. Esitlik (5.2) ve ®'nin anti-simetrikligi kullanilirsa,

V(@)Y X, Z) = —Wo(Y,X,Z)+(VyY, X, 2)
+O(Y, Vi X, Z) + ®(Y, X, Vi Z)
= Wo(X,Y,Z) - ®(X,VyY, 2)
—®(VwX,Y, Z) — ®(X,Y, Vi Z)
= Vw(®)(X,Y,2)

elde edilir.

VU ()X, Z,)Y) = —WO(X,Z,Y)+d(VwX,Z,Y)
+O(X,ViwZ,Y) + ®(X, Z, ViyY)
= WO(X,Y,Z)— ®(VwX,Y,2)
—(X,Y, Vi Z) — ®(X, VY, Z)
= Vw(®)(X,Y,Z)
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oldugundan, (5.4) ifadesi elde edilir.

Vi (®)(X,Y,P(X,Y)) = WoX,Y,P(X,Y)) - ®(VwX,Y,P(X,Y))

—®(X, VY, P(X,Y)) - ®(X,Y, Vi P(X,Y))

= W(P(X,Y),P(X,Y)) —(P(VwX,Y),P(X,Y))
— (P(X,VwY), P(X,Y))
—(P(X,Y),VwP(X,Y))

= (VyP(X,Y),P(X,Y))
+(VwP(X,Y),P(X,Y))
+(P(P(X,Y),Y), Vi X)
—(P(P(X,Y),X),VyY)
—(P(X,Y),VwP(X,Y))

= (P(X,)Y),VwP(X,Y)) + (—HYHQX, VwX)
+ (X, Y)Y, VwX) + (—| X[V, VwY)
+((X,Y) X, VyY)

= W (P(X,Y), P(X,Y)) — [Y|* (X, VwX)
+(X,Y) (Y, VwX) — | X|[2(Y, Vi)
+(X,Y) (X, VyY)

= SWHIXPIYI? = (X)) = [V ]* (X, Vi X)
+H(X, Y)Y, Vi X) — || X||? (Y, Vi Y)
+(X,Y) (X, VyY)

SWHIXIPIYI? = (X,Y)*} ise

sWIXIPIYI? = (X, Y)°} = SWIXIPIY| - 3w (X, Y)°

sWAXIHIYIE + W Y I)IX )

—32(X,Y) W((X,Y))

sIVIP2 (X, Vi X) + 5[ X[P2 (Y, Vi)

—(X,Y) (VwX,Y) + (X, V)

= [[Y[]* (X, Vi X) + [ X[]* (Y, VY
—(X,Y) (VwX,Y) — (X, Y) (X, VyY)

olur. Bu ifade yukaridaki esitlikte yerine yazilirsa,

Vi (2)(X,Y, P(X,Y)) = [[V[I*(X, Vi X) + [ X]* (Y, ViY)
- <X7 Y) <VWX7Y> - <X7 Y> <X7 VWYV>
—[IYI[* (X, Vi X) + (X, Y) (Y, Vw X)
—[ X2 Y, VwY) + (X, Y) (X, Vi Y)
= 0
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sonucuna ulagilir. O]

Yap1 grubu Gy olan 7-boyutlu bir M Riemannian manifoldu go6zoniine
alinsin. Vm € M noktasindaki tanjant uzay M, icin daha onceki boliimde

tanimlanmig olan W uzayimin tanimina benzer sekilde her m noktasi igin,
3
W ={a € M;,:@/\ (M) | Va,y,z € My, alx,yNzAP,(yAz)=0}

uzay1 tanimlanabilir. Gy'nin W, lizerindeki temsili diigiiniildiigiinde, bu temsil

(W uzaymndaki benzer sekilde),
Wy = Wm1 S ng D ng S Wm4

alt uzaylarinin toplami seklinde yazilabilir ve W,,,’in 16 alt uzay1 elde edilmis
olur:

{0}7 Wm17Wm27 Wm37Wm4> Wml @ Wm2> AR W

M manifoldu iizerindeki temel 3-formun V& kovaryant tiirevi diigiiniildiigiinde
bu kovaryant tiirevin bundan sonraki teoremde belirtilen 16 siniftan hangisine
ait olduguna gore G yapisi siiflandirilmig olur. Yada U, bu 16 smiftan
herhangi birini géstermek tizere, Vm € M i¢in, (V®),, € U,, ise M manifoldu
bu simiftan bir GGy yapiya sahip olur.

M Riemannian manifoldunun tizerinde d ile exterior tiirev, J ile cotiirev
gosterilsin. 7, M manifoldu tizerinde bir 3-form ise dn ve dn asagidaki sekilde
tanimlanir [9, 14, 16]:

Her W, XY, Z € x(M) ve {Ey, E1, ..., Eg} vektor alanlarimin lokal ¢atisi olmak

dn = Vwm)(XANY ANZ)=Vx(n)(WAY N Z)
+Vy(MWAXANZ)=Vzn)(WAXAY) (5.6)
on = =) Vem(EAY AZ) (5.7)
seklindedir.
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7-boyutlu bir M Riemannian Manifoldu iizerinde 2-katli vektor ¢carpim P,
temel 3-form da ® olmak iizere, daha onceki boltimlerde vektor uzayi tizerinde

tanimlanmig olan Ly, L; ve Ly doniigimleri vektor alanlarina genellenebilir.

Boylece,
6
Ly(V®) = Vi (®)(E;AY AZ)
=0
oldugundan,
Ly(V®) = =69 (5.8)

esitligi elde edilir. Benzer gekilde, Ly ve L;’in tammlarindan, X € y(M) i¢in,

6

Lo(V®) = Y Vppmasne)(®)(E: A E; A Ey) (5.9)
i,7,k=0
6
Ly(V®)(X) = > Vpwae)(®)(Ei AE;AX) (5.10)
i,j=0

bulunur.
Bir onceki boliimde elde edilen esitliklerden,
Ly(V®) = (VO,xD) (5.11)
Li(V®) = 2pid (5.12)

esitliklerine ulasilir.

Teorem 5.0.33. M 7-boyutlu yapr grubu Go olan bir Riemannian Mani-
foldu ise M 7izerindeki ® temel 3-formunun kovaryant turevine gore asagidaksi
tabloda verilen siniflardan birine aittir.
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sinif tanimlama bagintisi

I Vo =0
Wy Vx(@)(XAY AZ)=0 veya
d® = AV P veya
VO = = (VO xP) x @
Wy d® =0
Wy 0P = (VO xP) =0
W, RV (P) (X AY NZ) =B, {p 6P(X) QW AY A Z)
—3(W, X)0o(Y NZ)}

Wy @ Woy Vexan) (@) (X AY AZ)=Vx(P®)(P(XAY)AY A Z)
—Vy(P)P(XAY)ANXNZ)

Wi @ Wy §® =0
Wy @ Ws p 60 = (VO,%d) =0
Wy & Wy V(@)X AY ANZ) = £6,,.{p 6P(X) P(WAY A Z)
3 (W, X)6®(Y A Z)}
= (VO +xP) x D((WAXAY A Z)
W @ Wy d® = —1ip 6O N D
Ws @ W, 300 = Pp 0P ve (VO,xP) =0
Wi & Wy @ W, pé® =0
Wy @ Wo ® Wy dP = —1p 0PN D+ 5 (VD xP) x O
Wy Wy Wy 300 = Pp 6P veya

L2V (P)( X AY ANZ)=pdd(X) DWAY A Z)
=3{||X|2P0P(Y AN Z) — (X, Y) 6D (X N Z)
+(X,Z)dP(X ANY)}

Wy Ws e W, (VP x®) =0
14 bagint1 yok.

Tablo 5.1: Yap1 grubu G5 olan 7-boyutlu Riemannian manifoldlarin siniflar
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6 EK: CALISMADA KULLANILAN TEMEL
TANIM VE TEOREMLER

Tanim 6.0.34. T': V — V bir lineer donisim olmak tizere, Vx,y € V i¢in;
(T(x),y) = (z,T*(y)) sartime saglayan T* : V — V lineer dénisimine T
dontigtiminin adjoint donigtimd denir [17].

Tanim 6.0.35. A sonlu boyutlu bir cebir ise, A’nin otomorfizma grubu

Aut(A) = {g € GL(A) | g(z.y) = g(x).9(y) Vz,y € A}
olarak tanimbdur.

Teorem 6.0.36. (Kapali Fonksiyon Teoremi) f : M — N C* bir
dondisim, Vp € N ve Vo € M igin, f(z) = p iken df : T,M — T,N drten
ise f71(p) bir alt manifold ve boyM-boy(f~'(p))=boyN-boy(p) dir. boy(p) = 0
oldugundan, boyM-boy(f~*(p))=boyN olur.

Tanim 6.0.37. G bir grup ve V' sonlu boyutlu bir kompleks vektor uzayr olsun.

c: GxV — V
(g,v) +— 0o(g,v) =g

olarak tanimly dontisium,

1. Yv € V i¢in,

1G'.U =0
2. ¥g1,90 € G ve Vv € V i¢in,

91-(92.v) = (9192) v

sartlarine saglhyorsa, o’ya G'nin V' uzerinde bir hareketi denir.
Tanim 6.0.38. G bir grup ve V' sonlu boyutlu bir kompleks vektor uzayr olsun.

v: G — GL(V)
g — Y(g): V. — V
v — Y(g)v:=gw

olarak tamimb VU dontdsimi grup homomorfizmast ise W donisimi G 'nin V

tuzerindeki kompleks temsili olarak adlandrilir.
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Tanim 6.0.39. o, bir G grubunun bir V vektor uzay: izerindeki temsili olsun.
o(W) C W olacak sekilde bir W # {0} C V' alt uzay varsa o ’ya indirgenebilir
bir temsil denir.

Eger boyle bir W altuzay: yoksa o indirgenemez temsil olarak adlandurilur.
Tanim 6.0.40. G bir grup ve X bir kime olsun.

GxX — X
(9.7) +— gux

dontsumiu G 'nin X uzerindeki bir hareketi olsun. x € X elemant i¢in, x’in
orbiti,
O(x) = {g.zlg € G}

kimesidir.

Tanim 6.0.41. X x X kimest uzerinde,
R={(z,y) e X x X|3g e G y=gu}

bagintisy tansmlansin. R’nin bir denklik bagintisy oldugu kolayca gorulebilir.

R'nin tamwmandan dolayr; x € X in denklik sinafi,
2] ={yeX[Fge G y=gz}=0(z)
tir. Dolayiswyla, X x X /R ={0(z)|x € X} olur.
Tanim 6.0.42. x € X noktasinin stabilizert,
S(x) ={g € Glg.x = =}
olarak tanimbdir ve G grubunun bir alt grubudur.

Yardimci Teorem 6.0.43. Ayni orbite ait noktalar konjuge stabilizerlere
sahiptir. Yani, x,y € O(z) ise oyle bir g € G vardir ki gS(x)g~' = S(y) 'dir.

Teorem 6.0.44. (Orbit-Stabilizer Teoremi) G/ S(x) bir grup yapisina
sahip olmadigindan, G/ S(x) ile S(x)’in G deki sol denklik simflarinan kimesi
gosterildiginde,

O(x) — G/S(z)

gx — g.5()

olarak tanimly donisim birebir ve ortendir [18].
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Bu teoremden dolayi; |O(z)| = |G,/ S(z)|'dir. Yani; |O(z)| = ECIRG
|G| = 0(2)]]5(x)[ olur.

Teorem 6.0.45. (Sayma Teoremi) X9 = {x € X|g.x = z} olarak tanimlansin.
X ’teki farkl orbitlerin sayisi, ﬁ > gec | X dir[18].

Tanim 6.0.46. M smooth bir manifold olsun. x(M), M dizerindeki vektor
alanlarman uzay olmak tzere, V : x(M)xx(M) — x(M) fonksiyonu, V,W €
X (M) olmak iizere,

1. VyW ifadesi V'ye gore C°(M,R)-lineerdir. Yani, V1,Vo € x(M) wve
f.9 € F(M) igin,

va1+gV2W = f.VVIW + g.VVQI/V.
2. VyW ifadesi W ye gore R-lineerdir. Yani, Wi, Wy € x(M) ve a,b € R

¢imn,
Vv<CLW1 —+ bWQ) = aVyWi + bV Ws.

3. feF(M) igin,
Vv (fW) =V(f).W + f.VyW.

kosullariny saglworsa, V fonksiyonuna M iizerinde bir konneksiyon denir.

VW wektor alanina da W 'nin V' yonindeki kovaryant tirevi denair.

Teorem 6.0.47. (M, (.,.)) Riemannian manifoldu olsun. M manifoldu tizerinde,

VYV, W, X € x(M) igin,
1 V,W] = VyW — ViV
2. X (VW) =(VxV, W) +(V,VxW)

kosullariny saglayan tek tirliu belirli bir V' konneksiyonu vardar.

Teoremdeki iki sart1 da saglayan tek tiirli belirli bu konneksiyona (M, (., .))

Riemannian manifoldu iizerinde bir Levi-Civita konneksiyonu denir.
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