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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

KAOS KOSULLARI ARASINDAKI
ILISKILER

Hakan EMEK

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisu
Matematik Anabilim Dal

Danigsman: Dog¢. Dr. Nedim DEGIRMENCI
2007, 56 sayfa

Literatiirde pek ¢ok kaos tanimi vardir. Son yillarda matematikgiler ara-
sinda yaygin olarak kabul goren kaos tanimlarindan birisi de Devaney’in kaos
tanimidir. Devaney’in kaos tanimi metrik uzaylar tizerinde taniml fonksiyon-
lar i¢in verilmistir ve bu tanim kaos kosullar1 olarak bilinen ii¢ tane kogul ile ver-
ilmektedir. Bu kosullar periyodik noktalarin yogunlugu, topolojik gegiskenlik
ve baglangic sartlarina hassas bagimhiliktir.

Bu tez ¢aligmasimin ilk bolimiinde kaos kogullar: tanitilarak, iyi bilinen tig
meshur kaotik fonksiyon 6rnegi incelenmistir. Tkinci boliimde kaos kosullarinin
bagimsiz oldugunu gosteren érnekler verilmistir. Ugiineii boliimde kaos kogular
arasindaki genel durumda ve aralik durumunda gerektirme iligkileri incelenmis
ve kaos tanimina denk olan bir bagka kavram incelenmistir. Son boliimde kaos

kosgullarina alternatif bazi kosullara deginilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Kaos kogullari, Topolojik geciskenlik, Baglangig

sartlarina hassas bagimlilik, Periyodik noktalar



ABSTRACT

Master of Science Thesis

RELATIONSHIPS BETWEEN THE CHAOS CONDITIONS
Hakan EMEK

Anadolu University
Graduate School of Sciences

Mathematics Program

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nedim DEGIRMENCI
2007, 56 pages

There are lots of definitions of chaos in literature. In recent years the
one given by Devaney widelly accepted among mathematicians. Devaney’s
definition of chaos is given for the functions which are defined on metric spaces.
This definition includes three conditions, known as the chaos conditions. These
conditions are density of periodical points, topological transitivity and sensitive
dependence on initial conditions.

In the first part of the thesis the chaos conditions are introduced and there
popular examples of chaotic function is investigated. In the second part of the
thesis, it is given some examples of functions which show that chaos conditions
are independent. In the third part of the thesis, some implications between
chaos conditions are studied. Also an equivalent expression for the chaos is
given. At the last part of the thesis some alternatives to chaos conditions are

given.

Keywords: Chaos conditions, Topological transitivity, Sensitive depen-

dence on initial conditions, Periodic points.
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1 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde kaos kosullari ve kesikli dinamik sistemlerin bazi kavramlari

tanitilmig, sonra da iyi bilinen ti¢ kaotik fonksiyon 6rnegi incelenmistir.

1.1 Temel Tanimlar

Agagidaki tammimlamalarda (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X bir

fonksiyondur.

Tanim 1.1.1.
fr= fofo..of

seklinde tanimlanan f" ifadesine, f nin n defa bileskest yada f 'nin n. it-
erasyonu denir. Dikkat edilirse, f™ fonksiyonu da X ’ten X ’e bir fonksiyon-

dur. n =0 i¢in f° = Id birim fonksiyon olarak alinar.

Ornek 1.1.2. X = [0,1] uzay: dzerinde f(x) = 2 fonksiyonunu goz oniine

alindiginda, f*(z) = ¥ olur.

Tanim 1.1.3. z € X noktasi igin,

z, f(x), fA(z), ..., f"(2), ...

seklindeki noktalardan olusan kumeye x noktasinin yorungest veya orbiti
denir. Genellikle, Orb(x) = {f"(z) :n =0,1,2,...} gdsterimi kullanlur.

Ornek 1.1.4. X = R dzerinde f(x) = 2® fonksiyonu i¢in Orb(1) = {1} tek
elemanly bir kimedir. Orb(—1) = {—1} olup, yine bir elemanly bir kimedir.
Orb(2) ={2,2%,29,...,2%" ..}, Orb(3) = {3, 35, 55+ --» 59+ -}

Tanim 1.1.5. Bir z € X i¢in f(z) = = oluyorsa bu x noktasina f nin sabit

noktast denir.

Tanim 1.1.6. = € X noktasi ve p > 0 sayse i¢in, fP(x) = z oluyorsa, bu x
noktasina periyodik nokta, p’ye de x’in periyodu denir. Bu sarti saglayan

en kiuctk p sayisina asal periyot denir.

Buna gore sabit noktalar, periyodu 1 olan periyodik noktalardir.



Tanim 1.1.7. Eger x € X noktas: periyodik olmayan bir nokta iken, tim
1 > m saylary i¢in

i (@) = f(2)
olacak sekilde bir m > 0 sayist varsa bu x noktasina akibeti periyodik nokta

denir ve periyodu n dir.

Ornek 1.1.8. f : [0,1] — [0,1], f(z) = 4x(1 — ) fonksiyonu abmndifinda;

3

1 sabit nokta, x = % akibeti periyodik bir noktadar.

r=0,x=

Bu fonksiyon tizerinde daha sonra tekrar durulacaktir.

Tanim 1.1.9. Her U,V C X (U,V bostan farkly) acik kiimeleri i¢in,
AO)YNV #0

sartr saglanacak sekilde bir k > 0 sayist bulunabiliyorsa, f’ye X fdizerinde

topolojik gegisken bir fonksiyon denir.

Ornek 1.1.10. X = {1,2,3} kiimesi izerinde ayrik metrik goz oniine alinsin.
f:X — X, f(1) = 2,f(2) = 3,f(3) = 1 olarak tanwml f fonksiyonu
topolojik geciskendir.

Sonraki boliimlerde bu tanima alternatif bagka tanimlara da deginilecektir.

Tanim 1.1.11. Bostan farkl ve agik her U C X altkumesi i¢in 6yle bir ng > 0

sayrst varsa oyle ki her n > ng i¢in,
f"U) =X

esitligi gercekleniyorsa, f fonksiyonuna leo 6zelligine sahip bir fonksiyon

denir.

Tanim 1.1.12. 0 < € < 1 sabit bir sayr olmak tzere, V x € X noktasinin her
N komsulugu icin,

d(f*(x), f*(y)) > €
olacak sekilde bir y € N ve k > 0 varsa, f’ye baslangi¢ sartlarina hassas

bagimly fonksiyon denir.

Dikkat edildigi takdirde; buradaki € > 0 sayis1 X uzayindaki tiim noktalar
icin gegerlidir. Bu nedenle bu ozellige bazen f'nin X iizerinde global hassas

bagimliligi ya da diizgiin hassas bagimliligi denir.

2



Onerme 1.1.13. Ejer f : X — X fonksiyonu bir izometri ise baslangic

sartlarina hassas bagimly degildir.

Kanat. f fonksiyonunun basglangi¢ sartlarina hassas bagiml oldugu kabul edil-
sin. Bu durumda, oyle bir € > 0 sayis1 vardir ki, her bir x € X noktasinin
keyfi bir N komgulugunda, yoriingesi x’in yortiingesinden e kadar ayrilan bir y

noktasi vardir. Yani bir £ > 0 sayis1 ve bir y € N noktasi

d(f*(x), f*(y)) > e

olacak sekilde vardir. Eger ozel olarak N = B.(x) seklinde secilirse basglangig
sartlaria bagimliliktan dolay1 £ > 0 sayis1 ve bir y € B.(x) noktasi

d(f*(x), f*(y)) > e

olacak gekilde bulunmug olur. Diger yandan f bir izometri oldugundan

d(f*(2), f5(y)) = d(z.y) < e

ifadesi gerceklenir. Bu ise bir celigkidir, yani f baslangi¢ sartlarina hassas
bagimh degildir. O

Ornek 1.1.14. f: [0,00) — [0,00), f(z) = 2z fonksiyonu baslangi¢ sartla-

rina hassas bagimlbidar.

Kesikli dinamik sistemlerin temel ugrasilarindan birisi de f : X — X
fonksiyonun yoriingelerinin akibet davraniglarini incelemektir. Bir kesikli di-
namik sistemin kaotik davraniga sahip olugunun farkli tammlar1 vardir [6, 8,
13]. Bu galigmada matematikgiler arasinda yaygin kabiil géren, {izerinde hala

yogun caligmalarin yapildigi Devaney’in kaos tanimi esas alinacaktir.

Tanim 1.1.15. X bir metrik uzay olsun ve f : X — X fonksiyonu verilsin.
Eger f fonksiyonu,

1. f, X dizerinde topolojik geciskendir.

2. f’nin periyodik noktalars X 'de yogun; yani keyfi bir a € X noktas:, ve
bu noktayr merkez kabul eden Bs(a) a¢ik yuvar: verildiginde, bu yuvara ait bir
periyodik nokta vardar.

3. f, X uzerinde baslangi¢ sartlarina hassas bagimlidur.

kosullarini saglarsa bu f fonksiyonuna kaotik bir fonksiyon denir.



Kaotik bir fonksiyon; baslangi¢ sartlarina hassas bagimli oldugu igin 6nce-
den ongoriilemez, topolojik gecisken oldugu icin parcalara ayrilip alt sistemler
olugturamaz, periyodik noktalarinin kiimesi X’de yogun oldugu i¢in de belirli

bir diizen i¢indedir.

1.2 Kaos Ornekleri

Simdi, ii¢ temel kaotik fonksiyon o6rnegi verilecektir, bunlardan birincisi
gemberdeki katlama dontigiimiidiir. Bu dontigiimiin kaotik oldugunun goste-
rilmesi igin asagidaki lemmadan yararlanilabilir.

Lemma 1.2.1.

k
2n—1

k

A = { | k=0,1,..2"" ' n e N\ {0}},

kiimeleri, [0, 1] kapalr araliginda yogundurlar.

Kanit. D’nin yogun oldugunu gosterilsin. A'nin yogun oldugu benzer sekilde

gortiliir. [0, 1] araligindaki her (a, b) agik araliginda D’nin en az bir elemaninin

1
2n—1

1 . v} (R
777 < b —a olacak sekilde N dogal sayis1 vardir. Diger yandan,
kE—1 k
2 —1" 2n—1

bulundugu gosterilmelidir. n — oo iken — 0 oldugundan n > N iken

[

araliklar1 [0, 1]’in bir értiistidiir. Bu yiizden araliklardan birisi a’y1 igerir. Yani;

, k=1,2..,2"—1

m— 1 <a<
D R U

olacak gekilde m € N vardir.
Ly m=1_
o 1 a ve o——<a

esitsizlikleri kullanilirsa,

1 1
ﬁ+a<b = a7

olur. Boylece,

elde edilir. O



Sonug 1.2.2.

2k
{2nf1|neN\{0}, 0<k<2"—1, keZ}
" 2k
@ n
{Gg [neNV{0}, 0<k<2" =1, ke Z}

kiimeleri, [0, 2] de yogundurlar.
Kanat.
f: 0,1 — [0,2n7]
r +— f(z)=2mx
seklinde tanimlanan homeomorfizmi i¢in f(D) kiimesi [0, 27] araliginin yogun

bir altkiimesi olur. U C [0, 27] (bostan farkli) bir agik altkiime olsun. f~(U),
[0,1)in agik altkiimesidir. D, [0, 1]’de yogun oldugundan f(D) kiimesi, yani

2%
2n_ﬁ:neN\{0},ogk<2"—1, ke Z)

{

kiimesi [0, 27]'nin yogun bir altkiimesidir.

Benzer sekilde;

2km
2n—1

{ k=0,1,..2""' ne N\ {0}}

kiimesinin de [0, 27)'nin yogun bir altkiimesi oldugu gosterilebilir. O

Ornek 1.2.3. S, kompleks diizlemdeki birim cember olsun. S'’in noktalar: 0

argumany ile belirlensin. 0 < 6 < 2w olmak tuzere,

g: St — St
0 +—— g(0) =20 (mod 27)

fonksiyonu goz oniine alinsin.
Oncelikle; g 'nin periyodik noktalarinin kiimesinin yogun oldugu gosterilsin.

Eger 6 € St periyodu n olan periyodik bir nokta ise
g"(0) =2"0  (mod2m)

oldugundan,
2"0 =0 + 2km

olarak yazilabilir. Bu durumda, n € N\ {0}, k € Z ve 0 < k < 2" — 1 olmak

uzere,

2km

0 =
2n —1

bt



olur. Yani, g ’nin periyodik noktalars,

2k

ezrﬁl, neN\{0}, 0<k<2"—1
seklindedir. Yukaridaki lemmadan dolay f nin periyodik noktalar, S*’de 1yo-
gundur.
Simdi de g’nin topolojik gecisken ve baslangic sartlarina hassas bagiml

oldugu gosterilsin. Bunun i¢in,

2km .

A:Q%fk:QLm2lmeN\mHCSl

seklinde bir kiime tanimlansin. Bu kiime S'’de yogundur, 1istelik bu kiimeye

ait her nokta akibeti sabit noktadur, ¢inki belli bir adimdan sonra hepsi 0 sabit
noktasina gitmektedirler.

Bos olmayan herhangi bir U C S* agik altkiimesi verildiginde, bu kiimede
A’ya ait Oy gibi bir nokta vardir. U ag¢ik kiime oldugundan, 6y noktasini merkez
kabul eden bir agik yuvar (a¢ik yay parcasi), tamamen U’da kalacak sekilde
vardir. Bu nedenle; U’nun belli bir adim sonraki gorintisu 0 sabit noktasin:
hatta, 0 < a < 2w olmak tzere, H = [0, a] gibi bir yay parcasina igerir. Simdide
H kiimesinin belli bir adim sonra S’ érttigint gosterilsin:

Gergekten; H = [0,a] (0 < a < 2m) kimesi icin,

g(H) = [0,2d]
g*(H) = 1[0,2%]
g"(H) = 10,2"d]

seklindedir. n — oo iken 2"a sayist 27 yi gecer, bu yizden belli bir n > 0
saypsindan sonraki tiim iterasyonlar S*’i érter. Yani; sifiri iceren herhangi bir
aralk S*7i orter. Dolaypsiyla g*(U) = St olacak sekilde bir k > 0 vardwr. Artik
elde edilen bu ozellik yardimayla g 'nin topologik gecisken ve baslangi¢ sartlarina
hassas bagimli oldugu kolayca gorilebilir.

UV c S bos olmayan keyfi acik kiimeler olsun. O zaman; yukaridaki
ag¢iklamadan dolayn, g*(U) = ST olacak sekilde k > 0 sayisy vardir. Buna gore;

FU)NV #D
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olur, yani g topolojik geciskendir.

x € S! keyfi bir nokta ve N ’de x’in herhangi bir komsulugu olsun. Yu-
kardaki ozellikten dolay, g"(N) = S olacak sekilde n > 0 sayist vardir. Bu
durumda biry € N noktasid(x,y) > 1 kosulunu saglayacak sekilde bulunabilir.
Yani g baslangi¢ sartlarina hassas bagimlidar.

Sonug olarak; g(0) = 20 (mod 2m) fonksiyonu S* tizerinde kaotiktir.

Simdi de, [0, 1] kapal aralig1 fizerinde taniml meshur kaotik fonksiyonlar-
dan biri olan ¢adir (tent) doniigiimii incelensin.

Bunun i¢in ara deger teoreminden elde edilen bir lemma verilsin.

Lemma 1.2.4. f :[a,b] — R, sdrekli bir fonksiyon olsun. Eger

f(la,0]) C [a, 0]
veya
f(la,0]) > [a, 0]

1se f nin bir sabit noktas, vardar.
Kanit. g(x) = f(x) — x olsun. f([a,b]) C [a,D] ise,
gla) = fla) —a>a—-a=0

ve

g(b) = f(b) =b<b—b=0

olur. g fonksiyonu siirekli oldugundan 6yle bir ¢ € [a, b] vardir &yle ki, g(¢) =0
olur.
f(la,b]) D la,b] ise f(xo) < a ve f(yo) > b olacak sekilde zo,yo € [a,b]
vardir. Buradan,
g(wo) = f(w0) — w9 < a—x9 <0

ve
9(o) = f(yo) —Yo=>b—1yo >0

elde edilir. g fonksiyonu siirekli oldugundan dyle bir ¢ € [z, yo] vardir 6yle ki,

g(c) = 0 olur. Her iki durumda da ¢ noktas1 f’nin sabit noktasidir. O

Onerme 1.2.5. Eger her I C [0,1] i¢in, [0,1] C f*(I) olacak sekilde birng > 0

sayist varsa, her n > ng i¢in, f fonksiyonu, [0,1] de kaotiktir.



Kanat. f’'nin topolojik gegisken oldugunun gosterilmesi oldukca kolaydir. Ciin-
kii; bogtan farkli ve agik olacak sgekilde her I,.J C [0,1] igin, f leo 6zelligine
sahip oldugundan [0, 1] C f"(I) olacak sekilde bir n > 0 sayis1 vardir. Buradan

A HNJ=0,11NnJ#0

elde edilir.

Her I C [0,1]i¢in, I C [0,1] C f™(I) olacak sekilde bir n > 0 sayis1 mevcut
oldugundan ve f™ fonksiyonu siirekli oldugundan dolay1 3 = € [ igin, f"(z) = =
esitligi gergeklenir. Dolayisiyla; f'nin periyodik noktalarinin kiimesi [0, 1]'de
yogundur.

Son olarak, her I C [0,1] i¢in, I C [0,1] C f"(I) olacak sekilde bir n > 0
say1st mevcut olmasindan, V x € [ igin,

n n 1
@) = 1) 12

olacak sekilde bir y € I vardir. O halde; f, baslangig sartlarina hassas
bagimhdir. O

Simdi yukaridaki bilgiler kullanilarak cadir (tent) déniigiimiiniin kaotik

oldugu gosterilsin.

Ornek 1.2.6. T:[0,1] — [0,1],

2t , 0<zx<i
T(x) = ) 2
2—-2x , ;<z<1

dontustimiine cadir dontsumi denir. Cadwr dontsumi kaotik bir fonksiyon-
dur.

Kanit. f fonksiyonunun leo 6zelligine sahip oldugunu gostermek yeterlidir. Bu

fonksiyonun grafigi sekildeki gibidir:



0 >

2
3 1

Sekil 1.1: Cadir Dontisimiiniin Grafigi

Ispat birkac adimda yapilacaktir.

Oncelikle; 0 < t < % icin, I = [0, 1] ise,
[0, 2t] (1.1)
[0,2%]

[0, 2%]

[0, 2]

olur. Bu iglem, 2" > 1 oluncaya kadar strdiiriilebilir. Bu durumda, [0, 3] C

fE(I) elde edilir. Buradan,

0,1] C

fk—i—l(l)

9



ifadesine ulasilir.
1 <r<1ligin, t € (0,3) olacak sekilde, I = [r, 1] ise,

F) = 10,1
olur. Esitlik (1.1)’den
0,1] € f*(1)

ifadesi elde edilir.
0<a< % ve % < b < 1igin I = [a,b] seklinde ise, r € (0,1) olmak iizere,

fa) = [r1] (1.2)
f2(I) = [O’t]

olacak gekilde ¢ € (0, 1) vardir. Dolayisiyla, (1.1) esitliginden,
[0,1] € f*3(1)

olur.

Simdi, bu {i¢ 6zel durumun diginda, I C (0,%) ve I C (3,1) durumlarim
ele alalim.

IC(0,%)ise, I =a,b] i¢in, grafigin sol kismmn egimi 2 oldugundan,

| f{) [=2]1]

olur. Araligin boyu, f fonksiyonu altinda ikiye katlanar.

I C (3,1) ise, I = [a,b] i¢in, grafigin sol kismmm egimi —2 oldugundan,

| F) =l =211
| ) |=2] 1]

olur. Araligin boyu, f fonksiyonu altinda ikiye katlanir.

Bu durumda, ister I C (0, 3
aralik boylarinin f altindaki goriintiileri hep iki katina c¢ikar. Her iki durum
icin de £ € f Y(I) olacak sekilde bir [ > 0 says1 bulunabilir. (1.2) esitliginden,

) isterse I C (3,1) durumu s6z konusu olsun

[07 1] C fl+k+3([)

olur. Yani; her I C [0, 1] igin, [0,1] C f"(I) olacak sekilde, her n > ng igin bir

ng > 0 sayis1 vardir. O halde; ¢adir doniigiimii leo 6zelligine sahiptir. O

Ugiincii kaos 6rnegimiz daha soyut bir uzay tlizerinde tanimlanmis olan ve

yine iyi bilinen kaotik fonksiyonlardan birisi olan shift dontigiimiidiir.
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Tanim 1.2.7. >, = {s = s505152... | s;, = 0 weya s; = 1} kimesine dizt

uzayr denir.

Onerme 1.2.8. s,t € >y igin,

|5 —
d(s,t) =) sz !

J=0

seklinde taniml
LYY, R
fonksiyonu, y_, tzerinde bir metriktir.
Kamit. s,t € ), herhangi iki dizi ise, d(s,t) > 0 dir.
d(s,t) = 0 <= tiim é’ler igin s; = t; durumunda, | s; — t; |=| t; — s; |
oldugundan d(s,t) = d(t, s)’dir.

Son olarak, r,s,t € ), iken ti¢gen esitsizliginden,
‘Ti—8i|+‘8i—ti ‘Z|’/’Z—tl‘
olur ki bu da,
d(r,s) +d(s,t) > d(r,t)

demektir. Dolayisiyla d, >, tizerinde bir metriktir, (3, d) bir metrik uzaydir.
U

Bu uzayda verilen iki noktanin yakinhigi agagidaki onerme ile karekterize
edilir.

Onerme 1.2.9. s,t ey ,vei=0,1,...,ni¢ins; =t; olsun. s; vet; dizilerine
yakwn diziler denir ve d(s,t) < 2% dir. Tersine, d(s,t) < 2% isei=0,1,...,n
icin s; = t; 'dir.

Kanat. 1 =0,1,...,n igin s; = t; ise

n oo

| si — si | | 5i —ti |
d = B E— e—
() = X5+ X
=0 i=n-+1
1 1
< I
i=n+1
olur. Eger j <n ler icin s; # t; ise
1 1
d(s,t) > — > —
(502552 o
olur ki bu bir celigkidir. O halde i < n i¢in d[s, t] < 5 dir. O
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Artik shift doniigiimiinti tanimlanabilir.

Ornek 1.2.10. o : Yoo — 2o Olmak tzere o(sps152...) = (S15283...) doniisi-

mine shift donidstimi denir. Bu donisim kaotiktir.

Kamit. Oncelikle o’'nin periyodik noktalarmn kiimesinin yogun oldugunu gos-
terelim. s € ), periyodu n olan bir periyodik nokta olsun. Yani; 0™(s) = s

olsun. O zaman,

0™ (8) = SnSnt1Sni2---
seklinde oldugu i¢in,
SnSn+1Sn+2--- = S0S152...
esitliginden,

S = $09S51..-Sp—1S0S81---Sp—1---

elde edilir. Demek ki; ¢ doniigimiin periyodik noktalar1 tekrarh dizilerden
olugmaktadir.

T = ToT1%2... € y_, keyfi bir nokta ve Bs(x) de bu noktay igeren keyfi bir
acik yuvar olsun. Acaba bu acik yuvar icinde bir periyodik nokta var midir?

Yeterince biiytlik bir n sayisi icin 2% < ¢ olur. Bu durumda
Y = XoX1L2...TnTol1X2...Ly.... LoL1L2... Ly --.

noktasi periyodiktir ve d(z, y) < 5= < ¢ olur. Yani periyodik noktalarn kiimesi
yogundur.

Simdi de o’nin topolojik gecisken ve baglangic sartlarina hassas bagimlh
oldugu gosterilsin. a € )", olmak iizere Bs(a) yuvari goz éniine alinsin. Yeter-
ince bitytik bir m sayist igin, 0™(Bs(a)) = >, oldugu ispatlansin.

x € Y, keyfi noktas: verilsin. Yeterince bilylik bir m saysi icin, b =
apQ1a3...0p_1TT1Ts... Noktast hem Bs(a) yuvarina aittir, hem de o™ (b) = x
olur. Yani; o dontisiimii leo ozelligine sahiptir.

U,V C ), bos olmayan keyfi aciklar olsun. Yukaridaki ézelligin bir sonucu
olarak ™ (U) = ), olacak sekilde bir m > 0 sayist vardir, bu yiizden
o™(U) NV # ) olur. Bu da ¢’nin topolojik gecigsken olmasi demektir.

T = ToT1%2... € y_, keyfi bir nokta ve bu noktanin keyfi Bs(x) agik yuvar
verilsin. Yine yeterince biiyiik bir n i¢gin y = xoz122...20_1YnYni2..- € Bs(x)

dir ve k > n iken y, = 1 — x, olarak alinirsa,

d(o"(x),0"(y)) =1

12



olur. Buna gore ¢ = % alindiginda, her x noktasinin yakininda 6yle bir y

noktasi vardir ki;
1

(0" (2),0" () > 5

olur. Yani; o basglangic sartlarina hassas bagimlidir. O
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2 KAOS KOSULLARININ BAGIMSIZLIGI

Kaotik bir fonksiyon olmanin ii¢ temel sart1 birbirinden bagimsizdir. Yani;
bu temel sartlarin herhangi birisinin digerlerini veya herhangi iki sartin digerini
gerektirmedigi anlagilmalidir. Asagidaki yedi 6rnek tiim bu durumlar: icermek-

tedir. Bu 6rneklerle ilgili daha detayli aciklamay1 [3]’de bulabilirsiniz.

Ornek 2.0.11. (topolojik gegisken degil, periyodik noktalar yogun degil, bas-
langi¢ sartlarina hassas bagimh degil) t € (0,1) olmak tzere f : R — R
fonksiyonu, f(x) =tz bi¢iminde tanimlansin.

f, topolojik gecisken degildir. Clinki, U = (0,1) ve V. = (=5, —4) agik
altkiimeleri goz oniine almdiginda, Vo € U ve Vk > 0 igin f¥(x) > 0 oldugun-
dan,

FaNv #£0

olacak sekilde bir k > 0 sayist bulunamaz.

x = 0 noktasi, f’nin sabit noktasidir, baska periyodik nokta yoktur. Dola-
yiswyla periyodik noktalarin kimesi R’de yogun degildir.

f baslangi¢c sartlarina hassas bagiml da degildir. R’deki her x noktasinin
her N komsulugu icin

|fH(x) = )| > e

olacak sekilde y € N wve k > 0 bulunmast gerekirken, x = 0 noktasy ele
alindiginda ve N komsulugunu N = (—e€, €) olarak segildiginde ¥V y € N igin
f(y) € N oldugu goriilir. Dolayswyla her k > 0 icin, f*(y) € N oldugundan

F7(0) = [ (y)] > €
olacak sekilde k >0 sayst bulunamaz.

Ornek 2.0.12. (topologik gecisken degil, periyodik noktalars yogun degil, bas-
langi¢ sartlarina hassas bagimh) t > 1 olmak dizere f : R — R fonksiyonu,
f(z) =tz bigiminde tanvmlansin. Bu durumda; f, topolojik gecisken degildir.
Clinki, U = (0,1) ve V = (=8, =7) agik altkiimeleri igin,

f) = (0,k)

) = 0,k

14



1) = (0,k")

ifadeleri hi¢ bir zaman negatif bir say icermez. Dolayswla fF(U) NV # 0
olacak sekilde bir k > 0 sayist bulunmast mumkin degildir.

f nin periyodik noktalarinin kiimesi R’de yogun degildir. Sadece x = 0
noktasy periyodik noktadur.

f, baslangi¢c sartlarina hassas bagimbdur ¢iinki; keyfi bir x € R noktasinin
keyfi bir U komsulugundan x # y olacak sekilde bir y € U secilirse, x ile y

arasindaki uzaklk | x —y | iken,

| f(@) = fQ) [=lte =ty |=t ]z —y |

ve
| (@) = () =t =ty =" [ —y |

t > 1 oldugunda n yeterince biyik secildiginde herhangi bir € > 0 sayist i¢in,
| (@) = [ (y) [> e
olur.

Ornek 2.0.13. (topolojik gegisken degil, periyodik noktalars yogun, baslangig
sartlarna hassas bagiml degil) f : R — R fonksiyonu, f(x) = —z bigiminde
tanimlansin,

f, topolojik gegisken degildir. U = (0,1), V = (3,4) kiimeleri igin,

fU) = (-1,0)
oy = v
FU) = (=1,0)
) = U
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i) = (=1,0)

olup,
FO)nv #£90

olacak sekilde bir k > 0 sayist bulunmast mumkin degildir.

f 'nin periyodik noktalarinin kimesi R’de yogundur. Vx € R i¢in,

fl@) =~z ve fYz)=z

olur ki butin reel saplar f nin periyodu 2 olan noktalardr.
f, baslangi¢c sartlarina hassas bagimly degildir. x € R keyfi bir nokta ve N
de bu x’in bir agik komsulugu olsun. Bu komsuluga ait her y elemans ile x

arasindaki uzaklk, | x —y | 'dir. Gorintileri arasindaki uzaklik ise,

| f(@) = fy) =z =y

oldugundan, [ uzaklhk koruyan bir fonksiyondur. f bir izometri oldugundan

baslangic sartlarina hassas bagimly degildir.

Ornek 2.0.14. (topolojik gegisken degil, periyodik noktalar: yogun, baslangig

sartlarina hassas bagimli)

fi=g: S8 — S
0 +—— g(0) =20 (mod2m)
ve
f2: [_Ll] - [_171]

x — folz) =2

fonksiyonlar: yardimayla, X = S* x [—1,1] izerinde,

F . X — X
0.y) — Flz,y)=(f1(0), fo(y))

seklinde tanimlanan F fonksiyonunun ozellikleri incelenmeden dnce, fi ve fo
fonksiyonlarinin tasidiklar: ozellikler incelenmelidir. Yukarda fiin St fdize-
rinde kaos kosullarimin tcuni de sagladigr gosterilmisti.

Simdi de fy fonksiyonu incelensin. fo topolojik gecisken degildir. Vx €
[—1,1] i¢in fo(x) = x olup bitin noktalar periyodiktir. fs, baslangi¢ sartlarina

hassas bagimly da degildir.
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f1 ve fo yardimiwyla tamwmlanan F fonksiyonu topolojik gecisken degildir.
™
U = (075) X (__ __>7
T
V = (0= -z
0.5) % (5.3)
acrk kiimeleri i¢in F 'nin iterasyonlars,

F(z,y) = (filz), f2(y) = (filx),y),

Fz,y) = (ff(2).f3y) = (fi@),v),

Fia,y) = (ff@), f5(y) = (ff@),y),

seklindedir. ¥ k € N i¢in

fi(z) € 8
ve L
k _ _
Ko € (—5,-3)
oldugundan

FHUYNV # 0

olacak sekilde bir k > 0 sayist bulunmast mumkin degildir.
Fnin periyodik noktalarinin kimesi X de yogundur. N C X bostan farkh
bir agik kime olsun.
UxVCN

olacak sekilde U C S, V C [-1,1] agik altkiimeleri vardur. fi in periyodik

noktalar: S ’de yogun oldugundan

fi(z) ==

olacak sekilde bir x € U noktasy vardwr. Herhangt bir y € V' i¢in

oldugundan



1¢in,
F*(p) =p
olur ki bu da F’nin N "ye ait periyodik noktasidr.

F, baslangi¢ sartlarina hassas bagimlidar.

p=(r,y) € X

herhangi bir nokta ve N de p’nin herhangi bir komsulugu olsun. Bu durumda,

Stde x” in bir U komsulugu ve 1y ’nin bir V. komsulugu
UxV CN

olacak sekilde secilebilir. fi, St tizerinde baslangic sartlarina hassas bagimh

oldugundan,
|f1 () = fE(2)] >

olacak sekilde bir x' € U ve k > 0 saiyst vardar.

N | —

p=(a,y)

denilirse,

pelUxV

dir ve bu nokta ic¢in,

d(F*(p), F*(p)) = d((fi (), f5()), (fF (@), f3(y)))
= [ fil@) - @) >3

elde edilir. Yani; F' fonksiyonu baslangi¢ sartlarina hassas bagimlidir.

Siradaki ornek icin birim c¢ember iizerindeki irrasyonel donmeden yarar-
lanilacaktir. Bunun i¢in ¢emberin irrasyonel donmelerinin yoriingelerini karek-

terize eden agagidaki teorem verilsin (bakiniz [6]).

Onerme 2.0.15. (JACOBI) Ty : S' — S*,
T5(0) =0+ 21\ (Mod2m) (X irrasyonel)

sekilde tanamly Ty fonksiyonu altinda her noktanin yoringesi S*’de yogundur.
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Ornek 2.0.16. (topologik gegisken, periyodik noktalar yogun degil, baslangig
sartlarma hassas bagimly degil)

A € R arrasyonel bir sayr olmak tizere,
Ty:S'— St T\(0) =0+ 27\ (Mod2m)

fonksiyonu verilsin. Bu fonksiyonun kaos kosullarini saglaywp saglamadigr kon-
trol edilsin:

Ty fonksiyonu topolojik geciskendir. Ciinki; U,V C S* bostan farkl her-
hangi ki a¢ik kime ise Jacobi onermesinden dolay:;, 0 € U’nun yoringesi
SYde yogun oldugundan dyle bir k > 0 sayise vardir ki TF(0) € V' olur. Bu
ise TH(0) NV # 0 ifadesini gercekler.

Ty fonksiyonunun hi¢ periyodik noktasy yoktur. Clnki; Jacobi onerme-
sinden, her 0 € SY’in yoringesinin S'’de yogun olmasy séz konusu iken 0
periyodik olamaz. Yani; 0 ’nin yoringesi belli bir adim sonra kapanamaz ve
sonlu saynda nokta kiimesi S'’de yogun olamaz.

Ty fonksiyonu baslangi¢c sartlarina hassas bagimly degildir. Ctinki; her-

hangi bir 6 € S' ve N de 6 'min bir komsuluju olsun. Her 8 € N i¢in
| Th(0) — T\(0) |=| 0+ 27X — 6 — 27\ |=| 6 — 6 |
olur. Bu ise, Ty nan S deki noktalar arasindaki uzakhge korudugunu gosterir.

Ornek 2.0.17. (Topolojik gegisken,periyodik noktalar: yogun degil,baslangi¢
sartlarina hassas bagimly )
f: St — St
r +— f(x)=x+1 (mod2m)

g: St — St
x +— g(x)=2x (mod2m)
fonksiyonlar: yardimayla T? = S* x St tizerinde,
F: 170 — T2
(z,y) — Flz,y) = (f(2),9(y))

seklinde F' fonksiyonu tanimlansin.

F.T? dizerinde topolojik geciskendir. Clinki; U,V C T? bostan farkls her-
hangi iki ac¢ik kime olsunlar. Bu durumda, Uy x Uy C U ve Viy x Vo C V olacak
sekilde Uy, Uy, Vi, Vo C SY agik altkiimeleri vardar.
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g, St dizerinde topolojik geciskendir. k > 0 saysy g8(Us), S ’in tamamana
ortecek sekilde bulunabilir ve her n > k i¢in g"(Us), S*’in tamamim orter.
Her bir x € Uy’in f altindaki yoringesi S*’de yogun oldugundan fh(z) € V
olacak sekilde bir en kiigik I} > 0 sayist vardwr. Eger I > k ise, g"'(Us), St
orttiginden g (Us) NV # 0 olur ve biry € U, ic¢in 't (y) € V olur. Béylece
(r,y) € Uy x Uy C U ve FN(z,y) € Vi x Vo CV olup, F topolojik gegisken
olur.

Iy < k ise, x noktasy f altinda I. iterasyonda Vi ’e girer. Sonraki iterasy-
onlarda Vi 'de kalwrsa, uygun biry € U, i¢in F*(z,y) € Vi x Vo CV olur. Aksi

halde, x noktast sonlu adim sonra Vi ’den ayrilir. Bu sonlu adima s, denilirse,
fhi(x), it (a), ..., fitsi(z) e V owe fhtsitl(a) ¢V

olur.

Eger, I + s1 > k ise, yine ayni sebepten F, topolojik gecisken olur. Aksi
taktirde, 1 < i < s olmak 1tizere, f17(x) lerden higbirini icermeyecek sekilde
Vi1 C Vi agik altkimesi bulunabilir. x’in yorungesi sy ’de yogun oldugundan
f2(x) € Viy olacak sekilde bir I, > I, sayst varder. Yani; x, I. advmda
Vii’e dolapsiyla Vi e girer. Eger Iy > k ise F', ayni sebepten dolay: topolojik
gecisken olur. Aksi taktirde, x’in yoringesi sonlu advm Vi de kalir ve sonra
Vi’den ayrilvr. Bu sonlu adim sy olsun. Iy + so > k ise yine F' topolojik
gecisken olur. Iy + sy < k ise, bu durumda i < Iy + s iken f'(z) € Viy olacak
sekilde Vi C Vi agik altkumesi bulunabilir. Benzer sekilde devam edilirse
I <, <..<I <.. seklinde bir I, I, ... tamsay dizisi elde edilir. Uygun
bir iy igin I, > k’dwr. Bu durumda, fTio(z) € Vi ve glo(Uy) D Vs oldugundan
uygun bir y € U i¢in Flio(x,y) € Vi x Vy olur.

F’nin hi¢ bir periyodik noktasy yoktur. Cinki, p = (x,y) noktasi, F'nin n

periyotlu noktasi olrak alindiginda,

F(p) = F(z,y) = (f(x),9(y)) = (z + 1,2y)
oldugundan ve p = (x,y), n periyotlu oldugundan,

F'(p)=p = F"(z,y)=(7,y)
= (f"(2),9"(y)) = (v,y)
= f"(z) =z veg"(y) =y

olur. Ancak, Jacobi dnermesinden f"(x) = x olacak sekilde n > 0 bulunmasi
imkansizdir. Bu sebepten F 'nin hi¢ bir periyodik noktasy yoktur. Dolaysiyla,

F 'nin periyodik noktalarimn kiimesi, T? nin yogun bir altkiimesi degildir.
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F, T? dizerinde baslangi¢ sartlarina hassas bagimbdir. Ciinki; p(x,y) € T?
herhangi bir nokta ve N, p’nin bir komsulugu olsun. Bu durumda; U,V C S,
p e U xV C N olacak sekilde bostan farklh acik altkimeleri vardar.

g, St dizerinde baslangic sartlarina hassas bagiml oldugundan ¢ = 1 wve
y €V igin,

| 6" (y) — 9" (¥) [> 1
olacak sekilde biry € V ve k > 0 sayse vardir. p' = (z,y') dersek, p' € N

olur ve

d(F*(p), F*(p)) =] ¢*(y) — ¢"(¥/) |> 1
elde edilir.

Ornek 2.0.18. (Topolojik gegisken, periyodik noktalar yogun, baslangi¢ sart-
lary na hassas bagimly degil)
X ={z1,29, ..., x,}, 1 <i,j <m, i #j iken x; # x; kiimesi tuzerinde ayrik

metrik kondurulmus olsun. X tzerinde,

f: X — X
[ (@n) =2

seklinde tanimlanan f fonksiyonu topolojik geciskendir. Bostan farkly U,V C
X keyfi agik altkimeleri icin en az bir x; € U ve en az bir x; € V' ’dir. f nin
tanumandan dolayy f*(z;) = x; olacak sekilde bir k > 0 sayise vardir. Ayma k
saypsy icin fE(U) NV # 0 olur.

X deki her nokta f fonksiyonunun periyodu n olan periyodik noktalaridur.
Yani; f’nin periyodik noktalarimin kumest X ‘in yogun bir altkimesidir.

f, baslangi¢ sartlarina hassas bagimly degildir. Yx € X noktasimin N = {z}
komsulugunda yoringesi x’in yorungesinden ayrilan bir y elemant bulunma-

maktadar.

Dikkat edilirse bu son ornek oldukca yapaydir, bu duruma uyan dogal bir

ornegin bulunamamasinin sebebi takib eden boliimiin temel teoremidir.
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3 KAOS KOSULLARI ARASINDAKI GEREK-
TIRMELER

Onceki boliimiimiin sonunda belirtildigi gibi, kaos kogullarinm bagimsiz ol-
dugu gosterilirken periyodik noktalar1 yogun ve topolojik gecisken oldugu halde
baglangi¢ sartlarina hassas bagimli olmayan 6rnek, sonlu bir kiime tizerinde tek
yortingeli bir fonksiyon idi. Bu o6zelliklere sahip daha dogal bir fonsiyonun bu-
lunamamasinin nedeni oldukca makul sayilabilecek kosullar altinda periyodik
noktalar1 yogun ve topolojik gecisken olan bir fonksiyonun baslangi¢ sartlarina
hassas bagiml olmasidir. Bu 1992 de Banks, Brooks, Cairns, Davis and Stacy
tarafindan American Mathematical Monthly de yaymlanmgtir [1].

Bu teoremin [7] den alinan ispat1 agagidaki sekildedir.

Teorem 3.0.19. (Banks, Brooks, Cairns, Davis, Stacy) f : X — X siirekli
bir fonksiyon olsun. FEger f topolojik geciskense ve periyodik noktalarinin

kiimesi X ’de yogqunsa f, baslangi¢ sartlarina hassas bagimly olur dolayisiyla

kaotik olur.

Lemma 3.0.20. f : X — X sdrekli bir fonksiyon olsun ve f’nin en az iki
periyodik noktasi, st uste binmis olmayan yoringelere ait olsun. O zaman
oyle bir ¢ > 0 vardwr oyle ki VYn € Z* olmak tizere, Vo € X ve birp € X
periyodik nokta i¢in d(z, f™(p)) > € sarty saglanar.

Kanat. Orb(po) N Orb(qe) = B olacak sekilde py ve gy gibi iki periyodik nokta
almsin. Orb(po) = {po, 1, ---Pn_1} ve Orb(qo) = {q0, q1, ---Gm—1} olsun.

1
€0 = 5 mln{d(puq]) t= 07 1a sy M — 17] = 0? 17 ey M — ]‘}

olacak sekilde alinsin. 2 € X bir keyfi nokta olsun. Herhangi r, s € ZT sayilar

icin tiggen esitsizligi yardimiyla,

2¢0 < d(f"(po), f*(q0)) < d(f"(po), ) + d(x, f*(q0))

ifadesi yazilabilir.Eger,
d(f"(po), x) < €0
ise

d(z, f*(q)) = €0
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olur. (Ttim s € Z* i¢in), eger,

d(f*(q0),x) < €

ise r € Z* i¢in

d(.ﬁl], fr(p(])) Z €0
olur ve ispat biter. O
1

1
olarak almsin. x € X ve § < € olacak sekilde § > 0 sayist verlsin. Periyodik

Kanit. € = 3¢ alinsin. Buradaki ¢ sayisi, yardimer teoremde sozii edilen say1
noktalarin kiimesinin yogun olmasindan dolayr Oyle bir k-periyotlu y € X
noktasi vardir ki, 6yle ki d(z,y) < 0 olur. Yardime teoremden dolay1 Gyle bir
p periyodik noktasi vardir ki oyle ki,

d(z, f*(p)) = €0 = 4e (3.1)
(n € Z igin) olur.
U= (B P)

olsun. U'nun
U={z:d(f(2), f'(p)) <€,0<i<k}

oldugunun gosterilmesi kolaydir. U agik ve bostan farklidir; Ciinkii en azindan
p noktasini igerir. f fonksiyonu gegisken oldugundan bir z € Bs(x) vardir dyle

ki f"(z) € U. (Bazs m € Z" ler igin). r € Z7 sayis1 7 < r < 7 + 1 veya

0 < kr—m < k olacak gekilde segilsin. f™(z) € U olacak sekilde bir z € Bs(z)

vardir. Simdi,
d(z, f7"(p)) < d(x,y) + d(y, [ (2)) +d(f* (2), f " (p)) (3.2)
ve d(z,y) < § < € oldugundan,
() = 7™ (q) € B(f (),

buradan
d(f* (2), f 7 (p)) < e
(3.2) ifadesinden,

d(z, f 7" (p)) < 2¢ +d(y, (=)
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olur. Ayrica, (3.1) ifadesi,

dy, f*(2)) > 2¢ veya d(f*(y), f*"(2)) > 2¢

olmasini gerektirir. y, k-periyotlu oldugundan ve ti¢gen esitsizliginden,

2¢ < d(f*(y), f7(2)) < d(f* (), (@) + d(f* (), f* (2))

olur. Boylece, ya

d(f* (y), " (x)) > e
ifadesi, yada

d(f*" (), f*(2)) > e

ifadesi gerceklenir. Bu ise hassas bagimliligi gerektirir. O

[14]’de R’de bir aralik iizerinde siirekli bir fonksiyonun gegiskenliginin kaosu
gerektirdigi ispatlanmigtir. Burada, bu teoremin [5]’den uyarlanmig bir ispati

incelenecektir.

Lemma 3.0.21. I C R bir aralik ve f : I — I surekli fonksiyon olsun. Eger
f'nin J C I arabiginda periyodik nokta yoksa ve 0 < m < n olmak tizere
2, f™(2), f(2) € J ise ya z < f"(2) < f"(2) ya da z > f™(z) > f"(z) dir.

Kamit. z € J noktast i¢in,
2 < f"(z) ve f™(z) > ["(2) (i)

olsun. g : I — I, g(z) = f™(x) fonksiyonu igin, z < g(z) oldugundan k > 1
dogal sayisi igin,
2 < g(2) < g"(2)

dir. Aksi halde, eger bu esitsizligi saglamayan en kii¢iik dogal say1 ky ise,

hi lz9(2)] — R

fonksiyonu igin,

ve

hg(2)) = ¢™(9(2)) — g(2)
gt (2) —g(2) <0
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olacaktir. Ara deger teoreminden en az bir ¢ € (z, g(2)) igin g*(c) = c olur.
Bu ise, f'nin J’de periyodik noktasinin olmamasi varsayimi ile geligir.
O halde her k € N7 icin 2z < ¢*(2) dir. Ozel olarak k =n —m > 0 icin,

z < frmmm () (3.3)

yazilabilir.

fr(z) = fO(f(2) < f7(2)
oldugu kabul edilmisti. Bu durumda,

g: I — 1
v — g(z)=f0"()

fonksiyonu i¢in g(f™(z)) < f™(z)’dir. Ayrica her k¥ > 1 dogal sayist igin,

g HIM(R) < g(f(2) < f(2)
dir. Aksi halde bu esitsizligi saglamayan en kiigiik dogal say1 k; ise

he [f*(z) = g9(f"(2), f"(z)] — R

x — h(x) =g"(z) -

fonksiyonu igin,
h(f™(2)) = g™ (F"(2) = f"(2) <0,

ve

h(g(f™(2))) = g™ (9(f™(2)) = 9(f™(2))
= T (f"(2) — 9(f"(2)) > 0

olacaktir. Ara deger teoreminden en az bir ¢ € (f"(2), f™(z)) icin, g¥'(c) = ¢

olur. Bu ise f’nin J’de periyodik noktasinin olmamasi varsayimi ile geligir. O
halde, her k € Nt icin, ¢*(f™(2)) < f™(z)dir. Ozel olarak k = m icin,

frmmmfm(z)) < f7(2) (3.4)
dir. Diger taraftan
hlz, f™(2)] = R, h(z) = f7™(2) —a
fonksiyonu igin (3.2) ve (3.4) esitsizlikleri dikkate alindiginda,

h(z) = f77(2) — 2 > 0,h(f™(2))
= formmm(fn(z) = " (2) <0,
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olur. Ara deger teoreminden en az bir ¢ € (z, f™(2)) i¢in
h(c) = f®=™m(¢) — ¢ =0

olur. Bu ise f’nin J’de periyodik noktasinin olmamasi varsayimi ile geligir. O
halde z < f™(z) ise f™(z) < f™(z) dir.

z € J noktasi i¢in,

2> f"(z) wve [f"(z) < f"(2) (i)

olsun.
g: I — 1

. — g(z) = f"(z)
fonksiyonu i¢in, z > g(z) oldugundan k£ > 1 dogal sayis1 i¢in,
2> g(2) > ¢"()
dir.
Aksi halde, eger bu esitsizligi saglamayan en kiigiik dogal say1 ko ise

h: [9(2),z] — R

v h(z)=g"@) -2
fonksiyonu igin,

= g"(2) —2<0
h(g(2)) = g%(g(2) —g(2) = g"*'(2) —g(2) > 0

olacaktir. Ara deger teoreminden en az bir ¢ € (g(2), 2) igin g**(c) = ¢ olur.
Bu ise f'nin J’de periyodik noktasinin olmamasi varsayimi ile geligir.
O halde her k € N7 icin, z > ¢g*(z)’dir. Ozel olarak k =n —m > 0 icin,

z > flmmim(z) (3.5)

yazilabilir.
fr(z) = Fm (=) > [(2)
oldugu kabul edilmisti. Bu durumda,

g: I — 1
v — g(x) = f0()

fonksiyonu i¢in

g(f"(z)) > ["(2)

26



dir. Ayrica her £ > 1 dogal sayis igin,

gHR) > g(f™(2) > f(2)
dir. Aksi halde bu esitsizligi saglamayan en kiigiik dogal say1 ks ise

he [f"(2), ["(2) =9(f"(2))] — R

x — h(x) =g"(z) —x
fonksiyonu igin,
hfm(z) = g'“?’(fm( ) — f"(z) >0,
h(g(f™(2)) = g"(g(f™(2)) — g(f™(2)
gHH(f™() = g(f™(2))

olacaktir.

Ara deger teoreminden en az bir ¢ € (f™(z), f"(2)) igin

olur. Bu ise f’nin J’de periyodik noktasinin olmamasi varsayimi ile gelisir.
O halde, her k € N* icin, g*(f™(z)) > f™(z) dir. Ozel olarak k = m icin,

Frmmm(z) > " (z) (3.6)
dir. Diger taraftan,

h: [f™(z),2] — R
T — h(z) = fOmIm () —

fonksiyonu i¢in, (3.4) ve (3.6) esitsizlikleri dikkate alindiginda,

h(z) = fmmm(z) — 2z <0,
h(f™(z) = fOmmm(fm(z) = f™(z) > 0

olur. Ara deger teoreminden en az bir ¢ € (f™(2), 2) i¢in h(c) = f"=™™(c) —
¢ = 0 olur. Bu ise f'nin J’de periyodik noktasinin olmamasi varsayimi ile
geligir. O halde z > f™(z) ise f™(z) > f™(z) dir. O

Buna gore teorem asagidaki sekilde ispatlanir.

Teorem 3.0.22. I C R bir aralik ve f : I — I surekli bir fonksiyon olsun.
Eger f, topolojik gecisken ise periyodik noktalar: I’da yogundur.
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Kanit. : f'nin periyodik noktalar1 /'da yogun olmasin. Bu durumda J C I
araliginda hi¢ periyodik nokta yoktur. J’nin bir i¢ noktasi z, x’in bir agik
gevresi N C J ve E C J\N bir agik aralik olsun. f, I tizerinde topolojik
gecigken oldugundan,

FUN)NE £

olacak sekilde bir m > 0 dogal sayis1 vardir. Dolayisiyla en az bir y € N C J
i¢in, f™(y) € E C Jdir. y # f ™(y) ve f stirekli oldugundan y’nin bir U agik
gevresi,

frU)NU #0
olacak gekilde bulunabilir. Topolojik gegigskenlik tekrar bir V' C f™(U) agk

kiimesi ve U agik kiimesi icin kullanilirsa,
fFV)ynU#£0

olacak gekilde bir £ > 0 sayis1 vardir.
O halde, en az bir z € U vardir. n = m + k dersek, 0 < m < n olmak

uzere,
z, f"(2), f"(2) € J
fakat; z, f"(z) € U iken f™(z) ¢ U oldugundan

2 < f"(2) < (%)
2> f"(2) > f(2)

esitsizlikleri saglanmaz. Bu ise yardimci teorem ile celigir. O

Yukaridaki temel teoremin onemli sonuglarindan birisi de; kaos tanimina
denk olan bagka bir tanima daha imkan vermesidir [12].
Tanim 3.0.23. X bir metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu verilsin. Bos
olmayan her U,V C X agik altkime ¢ifti icin, U’ya ait bir periyodik nokta

yorungesi V 'ye degecek sekilde mevcut ise f fonksiyonu Touhey ozelligine

sahaptir denir.

Bir f fonksiyonu Touhey 6zelligine sahip ise bu uzayda bog olmayan keyfi iki
acik kiime verildiginde bu aciklarin her ikisine de degen periyodik yoriingeler

vardir.
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Teorem 3.0.24. X sonsuz bir metrik uzay olmak tzere, f : X — X, surekli
bir fonksiyon olsun. f nin kaotik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul f nin Touhey

ozelligine sahip olmasidar.

Kanit. (=) f kaotik bir fonksiyon olsun ve U,V bog olmayan agik altkiimeler
olsunlar. f kaotik oldugundan topolojik geciskendir. Bu yiizden f*(U)NV # ()
olacak sekilde 3 k > 0 sayis1 vardir. V acik ve f siirekli oldugundan, f=*(V)

kiimeside aciktir. Bu durumda;
PO NU={zcU: ffx)eV}cX

kiimesi acik ve bogtan farklidir. Periyodik noktalarin yogunlugundan dolayi,
Jy € f5(V)NU igin, fP(y) = y olacak sekilde periyodu p olan bir periyodik
nokta vardir. y € U periyodik noktast icin, f*(y) € V olur. y periyodik nok-
tasinin yoriingesi hem U’ya hem de V’ye degdigi i¢in, Touhey ozelligi saglanmig
olur.

(<) Simdi de f Touhey &zelligine sahip bir fonksiyon iken kaotik oldugu
gosterilsin. Bunun ig¢in oncelikle periyodik noktalarin kiimesinin yogun oldugu
ispatlanacaktir. U C X bog olmayan bir acik kiime olsun. U,V = X acik
kiime cifti gozontine alindiginda, f Touhey ozelligine sahip oldugundan her iki
kiimeye degen bir periyodik yoriinge vardir. Bu yiizden bir xy € U periyodik
noktasi mevcuttur.

Simdi de topolojik geciskenlik ispatlansin. U,V C X bos olmayan acik
altkiimeler olsunlar. f Touhey 6zelligine sahip oldugundan dolay1 bir x € X
periyodik noktast ve bir k > 0 sayis1 f*(z) € V olacak sekilde vardir. Buna
gore, f¥(U) NV # () olur, yani topolojik gecigskenlik saglanir. Ayni zamanda
f fonksiyonu stirekli oldugundan ti¢lincii sart olan hassas bagimlilik kogulu da

gerceklenir. Dolayisiyla f fonksiyonu kaotiktir. O
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4 KAOS KOSULLARININ ALTERNATIFLE-
Ri

Bir f : X — X kesikli dinamik sistemi i¢in su ana kadar incelenmis
olan kaos kosullarindan farkli kavramlar da so6z konusudur. Bu boliimde kaos
kogullarina alternatif bu kavramlardan bazilarina deginilip, kaos kogullar: ile

olan iligkilerine bakilacaktir.

4.1 Topolojik Gegiskenlik ve Yogun Yoringe ili§kileri

Topolojik gegigskenlik kogulunun dinamik sistemler teorisi igerisinde pek
¢ok alternatifi vardir (Bkz [10]). Burada topolojik gegisgenlik ve yogun bir
yoriingenin varhigi arasindaki iligki iizerinde durulacaktir. Bu iligkinin tam
bir karekterizasyonu [4] de verilmistir, burada da [4] de verilen yaklagim ele
alinacaktur.

Topolojik gegiskenlik ve yogun yoriinge kavramlarimin birbirilerini gerek-
tirdikleri diigtiniilebilir ancak; ikisinin de birbirilerini gerektirmediklerine dair
iki ornek verilecektir. Daha sonra da hangi gsartlar altinda birbirilerini gerek-

tirdikleri incelenecektir.

Ornek 4.1.1. X = {a,b} kiimesi ve bu kiime tizerinde ayrik topoloji verilsin.

f: X — X
a +— f(a)=ua
b — f(b)=a

seklinde tanimlansin. b’nin yéringesi yogundur ¢inki, b = b, f(b) = a olur.
Yani b, X "in biutin noktalarini taramas olur. Dolayisiyla b’nin yoringesi, X in
yogun bir altkimesidir. Ancak U = {a} ve V' = {b} agik altkimeleri i¢in,

fF o) Nv#£0

olacak sekilde bir k > 0 sayist bulunmasi miumkin degildir. Bu sebepten f

fonksiyonu X kiimesi uzerinde topolojik gecisken degildir.
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Ornek 4.1.2. X ={#e ' : =2 neN-{0}, 0<k<2'—1} c S

o2n_17

kiimesi tzerinde,
f: X — X
0 — f(0)=20

seklinde tanimlanan bir fonksiyon olsun. Yani, X kimesi,

g: St — St
0 — g(0) =20

dontustiminin periyodik noktalar kiimesidir ve f fonksiyonu, g fonksiyonunun
X'e kwsitlanmasedar. U,V C X agik altkimeleri verilsin. Bu kiimeler,
U, V'c SY agik olacak sekilde,

U=UnX,v=vV'nX

formundadir. g déniisimii leo ézelliging sagladigindan, g*(U') = S* olacak
sekilde bir k > 0 sayist vardir. Bu sebepten,

Ung ™ V') #0

dir ve S* agiktar. (g siirekli oldugundan). g’nin periyodik noktalarinin kiimesi
SYde yogun oldugundan g*(x) € V' olacak sekilde bir x € U’ periyodik noktas

vardir. X, g’nin periyodik noktalarinin kimesi oldugundan, x € U ve
) =g () eV

dir. Dolayswyla, f topolojik geciskendir ancak biitin yoringelerin periyodik ol-
mast ve bu yoringelerin X 'de yogun olmamast sebebiyle hi¢ bir yogun yoringe

yoktur.

Onerme 4.1.3. X bir topolojik uzay olsun ve bos olmayan hicbir U C X a¢ik
kiimesinin sonlu ve yogun bir altkimesi olmasin. Bu taktirde, f : X — X,

fonksiyonunun yogun bir yorungesi varsa f, X tzerinde topolojik geciskendir.

Kanat. x € X noktasinin goriintiisii X’de yogun olsun. U,V C X agk ve
bogtan farkli olacak sekilde herhangi iki kiime olsunlar. x’in yoriingesinin
X’de yogun olmasindan dolayi, x belirli bir adim sonra U’ya ve belirli bir
adim sonra V'ye girer. m ve n, f"(x) € U ve f*(z) € V olacak sekilde en
kiigiik tamsayilar olsunlar. Eger m < n ise k tamsayisi, & = n — m olarak

aliabilir ve agiktir ki,

FnNv 40
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olur. Burada U ve V keyfi oldugundan, her U,V acik kiimeleri i¢in de ifade
gergeklenir.
m > n ise, yani z’'in yoriingesi belirli bir sayida once V’ye sonra U'ya

giriyorsa ve bu sayiya k denilirse , n < [; < k ve 1 < i < k olmak iizere,

fi (@), f2 (), oy f1(2)

noktalarinin olugturdugu kiime, V'nin bir altkiimesidir. Bu altkiime, V’de
yogun olmadigindan dolay: bir V' C V' acik altkiimesi bu noktalardan hicbirini
icermeyecek sekilde bulunabilir. 2’in yoriingesinin X’de yogun olmasi sebe-
biyle, fP(x) € V olacak sekilde bir p > 0 sayis1 vardir. p > m oldugundan,
t = p — m olarak almirsa, y € U iken f'(y) € V olur. Buradan,

ANV £0

olur. U,V acik altkiimeleri keyfi oldugundan, bu durum her U, V' acik altkiime
¢ifti i¢cin dogru demektir.
m = n olmasi durumunda, f™(z)’i igermeyen bir V' C V agik altkiimesine

ayni yontem uygulanabilir. Dolayisiyla f topolojik geciskendir. O

Onerme 4.1.4. X, bir tam metrik uzay olsun ve X “in topolojisinin saylabilir
bir tabani mevcut olsun. Bunun yamsira f : X — X fonksiyonu strekli
ve topolojik gecisken olsun. Bu taktirde, oyle bir x € X noktast vardur ki bu
noktanin yoringesi X ‘de yogundur. Dahasi, yorungesi yogun olan noktalarin

kiimesi de X ’de yogundur.

Kanat. (V;);er X'in topolojisinin sayilabilir bir tabani ¢ € I olmak iizere, f

siirekli oldugundan

wi={Jrw)

n>0

kitmesi X’de aciktir. Aym zamanda, W; kiimesi X’de yogundur. Oncelikle bu
gosterilmelidir. U C X bogtan farkh bir acik altkiime olsun. f’nin topolojik

gecigken olmasi miinasebetiyle uygun bir £ > 0 sayis1 i¢in,
Vin f5U) # 0

olur. Dolayisiyla,
FEV)NU #0
elde edilir ve

W;NU #0
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dur. Yani; W; kiimesi yogundur. Baire Kategori Teoreminden dolay1,

B=nNnW,

iel
kiimesi X ’de yogundur. Herhangi bir z € B noktasinin yoriingesi X 'de yogundur.
Cunkii; U C X herhangi bir acik ise en az bir ¢ € [ i¢in, V; C U dur. 2’in

seciminden dolay1 en az bir £ > 0 sayist igin,
r e fRHV)

dir. Bu da
ffxyev,cuU

demektir. Yani X'e ait her acik kiimede z’in yoriingesine ait olan noktalar

vardir. O halde z’in yoriingesi X’de yogundur. O

(Yukaridaki 6nermede homeomorfizm yerine siireklilik kullanilarak ifade

biraz daha zayiflatilarak sunulmustur.)

Onerme 4.1.5. X bir saylabilir tabanly, thick, tam metrik uzay olsun ve
f X — X strekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda f 'nin topolojik gecisken
olmast i¢in gerek ve yeter kosul f nin yogun bir yorungeye sahip olmasidar.
4.2 Topolojik Gegiskenlik ve Blending ili§kisi

Topolojik gecisgenlikle ilintili bir diger kavram topolojik blending 6zelligidir.

Tanim 4.2.1. X, R" 'nin bir alt kiimesi ve f : X — X, fonksiyon olsun. Eger
bostan farkly ve acik her U,V C X i¢in,

Oy V) #0
olacak sekilde bir k > 0 sayist varsa f’ye, zayrf blending denir.

Tanim 4.2.2. X, R" nin bir alt kimesi ve f : X — X, fonksiyon olsun.
Eger bostan farkly ve ag¢ik her U,V C X icin,

ROV

ifadesi bostan farkly bir acik kiime icerecek sekilde bir k > 0 sayist varsa fye,
gucli blending denair.
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Teorem 4.2.3. X, R" nin bir alt kimesi ve f : X — X periyodik noktalar:
yogun ve sturekli bir fonksiyon olsun. f giicli blending ise [ geciskendir.

Kanit. f blending ve periyodik noktalar1 yogun bir fonksiyon ve U,V bostan
farkli iki agik kiime olsun. Blending o6zelliginden; oyle bir k£ > 0 sayis1 ve
N C X olacak sekilde bogtan farkli N acik kiimesi vardir ki

N cC ffU)yn (V)
olur.
V=F*"Nnv

olsun. (Burada, 17, U ile blend olan V’deki noktalarin kiimesidir.)

f fonksiyonunun stirekli olmasindan, V da aciktir. Bu yiizden, hipotezden
dolayn, 1% icinde bir periyodik nokta alinabilir. z € ‘7, f’nin periyodik bir
noktasi olsun ve x noktasinin periyodu p > k olarak alinsin. x € 1% seciligsinden
dolay1,

ffx) e N

dir. Bu nedenle, baz1 y € U elemanlari,
) = (@)
sartini saglar. Buradan, basit bir hesaplama ile,

fPly) = P75 fF )
= frR(fF(x)

= f(z)
=
oldugu goriiliir. O halde;
fFU)NV#0
dir. Yani; f gecigskendir. O

Simdi giiclii blending olan fakat topolojik gecisken olmayan bir 6rnek ver-

ilsin.
Ornek 4.2.4. ¢ : [0,1] — [0, 1],
20, 0<z<g
tr)=4 20+1 , ;<z<;
20—-1 , $<z<1
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fonksiyonu blending ozelligini saglar. Fakat topolojik gegisken degildir.

5/4 7

1/2 4

1/4 .

0 1/4 1/2 3/4 1

Sekil 4.1: t(x) fonksiyonunun grafigi

t fonksiyonunun [0, %] tzerine kisitlanmast ¢cadir dontsumine denk oldu-

gundan, t fonksiyonu bu bolgede leo ozelligine sahiptir. Bu nedenle, bostan
farkl her U,V C [0, 3] agik altkimeleri igin, f*(U)N f¥(V) # 0 olacak sekilde
bir k > 0 sayst bulunabilir. Her U,V C [%, 1] olacak sekilde bostan farkl
agik altkimelerinin f altindaki gorintileri birka¢ adwm sonra [0, %] araligina
gireceginden ayni sebepten dolayn blending ozelligini saglar. Diger bir durumda
ise, yani; her U C [0,1] ve her V C [5,1] igin, V 'nin f altindaki gorintileri
birkag advm sonra [0, 5] araligina gireceginden f*(U)Nf*(V') # 0 olacak sekilde
bir k > 0 sayist bulunabilir.

Ancak, [ fonksiyonu topolojik gecisken degildir, ¢iinki; U = (i, %) c o, %]
ve V= (2,1) C [5,1] altkiimeleri i¢in, f*(U) NV # 0 olacak sekilde bir k > 0

sayrst bulunmast mumkun degildir.
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Topolojik geciskenlik, blending 6zelligini gerektirmez. Birim ¢emberin ir-

rasyonel donmesi geciskendir, fakat blending degildir.
Ornek 4.2.5. ) irrasyonel olmak tzere,

Ty: St — St
0 — T ,\0)=0+21\ (mod2m)
fonksiyonu Jacobi onermesinden dolayr geciskendir, ancak, T\ fonksiyonu u-
zakl v korudugundan, 6 € S* ve N de 0 'min bir komsulugu iken her bir ¢ € N
1¢in,
| Thd) =TnO)| = |0+2 1w —0" — 27\ |
= [0-0|

oldugundan, Ty, S*’deki noktalar arasindaki uzaklgr korur. Dolayswyla, her
U,V C St bostan farkl acik kiimeleri icin,
TYU)NT(V) #0

olacak sekilde bir k > 0 sayist yoktur. O halde Ty fonksiyonu blending ozelligini

saglamaz.

4.3 Total Gegiskenlik ve Leo C)zelligi

Topolojik gecigkenlikle ilgili diger bir kavram da total gegiskenlik kavramidir.

Tanim 4.3.1. f : X — X fonksiyonu verilsin, eger her bir n > 0 sayisi
wein f* 0 X — X fonksiyonu topolojik gecisken ise f’ye total gegisken bir

fonksiyon denir.

Tanmimdan anlasilacagi tizere total gegisken bir fonksiyon topolojik gegisken-
dir. Ancak bunun tersi dogru degildir, yani topolojik gecisken bir fonksiyon
total gecisken olmak zorunda degildir. Asagida buna dair bir 6rnek verilmek-
tedir:

Ornek 4.3.2. (Topolojik gegisken, total gegisken degil)
f:10,1) — [0, 1] fonksiyonu,

2x+% , OSSL’S%
fla)=¢ 2z+3 |, 1<z<i
—r+1 , $<z<]1
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seklinde tanimlansin. Bu fonksiyon topolojik geciskendir.

3/4

1/2 _

1/4 .

0 1/4 1/2 3/4
Sekil 4.2: f(x) fonksiyonunun grafigi
Bunun igin, f?:[0,1] — [0, 1],
—27 + %
2 2z — 3
(fof)(x) = f(x) =
2z — %
\ -2z + %

fonksiyonundan yararlanilacaktur.

Bu fonksiyonun grafigide asagida verilmigtir.
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Ve
Ve
/7
Ve
Ve
/7
7
Ve
7
Ve
3/4 v
/7
Ve
Ve
/7
Ve
Ve
Ve
Ve
Ve
Ve
1/2 d
/ p
Ve
Ve
Ve
Ve
Ve
Ve
Ve
Ve
Ve
Ve
1/4 %
/ y
Ve
7
Ve
/7
Ve
Ve
Ve
Ve
Ve
0 1/4 1/2 3/4 1

Sekil 4.3: f%(z) fonksiyonunun grafigi

g =1l ve go=f|n

olsun. Bu durumda, g; ve g, fonksiyonlar: birer ¢adir doniigtimi olduklarindan
topolojik geciskendirler. Bu fonksiyonlar yardimiyla f’nin gecisken oldugunu
gosterelim:

U,V C [0,1] bostan farkli ve agik kiimeleri verilsin.

i) Eger U,V C [0, 1] ise, gy fonksiyonunun gegigken olmasimdan dolayr bazi
klar igin,

FONVAD ve fHU)NVAD

olur.

1) Eger U,V C [%, 1] ise, g2 fonksiyonunun gegisken olmasindan dolay1 baz
klar igin,

dFO)NV D ve  fHUNV £
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olur.

iii) Eger U C [0, 3], V C [3,1] ise,

(V) clo,1/2]

olur ve i) den
froynfiv) #0
elde edilir. Buradan

ANV #£0

sonucuna ulagilir.
w) Eger U C [3,1], V C [0, 3] ise,
f7HU) c [0, 5]
olur ve i) den
FFUTHO) NV £0
elde edilir. Buradan

UV £

olur.

v) Eger 1 € U veya 1 € Vise, U =UN(0,3) ve V/ =V N (0,3) almr ve
onceki durumlar uygulanirsa topolojik geciskenlik kolayca goriilebilir.

Simdi f ’in periyodik noktalarinin yogunlugu incelensin:

Verilen herhangi (a,b) C [0, 1] araliginda en az bir periyodik nokta bulun-
masi gerekmektedir. 1 € (a,b) ise zaten 1 periyodik oldugundan yapilacak
birsey yoktur. Aksi taktirde ya (a,b) C [0, 3] ya da (a,b) C [3,1] olur. Tk du-
rumda ¢;'nin (a, b)’de bir periyodik noktasi, diger durumda ise g'nin (a, b)’de
bir periyodik noktasi oldugundan, bu noktalar ayn1 zamanda f’'nin periyodik
noktalari olur. O halde f kaotiktir.

1

Ancak f? fonksiyonu topolojik gecisken degildir. Ciinkii, U C |0, 3] ve

V C [3,1] agk altkiimeleri igin,
fAoynv# 0
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olacak sekilde hic bir & > 0 sayis1 ve U C [%, 1] ve V C [0, %] acik altkiimeleri
i¢in,
funv# 0

olacak gekilde hicbir ¢ > 0 sayis1 bulunamaz.

Dolayisiyla f 'nin topolojik gecigken bir fonksiyon olmasi f2'nin de topolojik
gecigken bir fonksiyon olmasini gerektirmez.

Aym 6rnek yardimiyla f'nin kaotik olusunun f?'nin kaotikligini gerek-
tirmedigi soylenebilir.

Hem topolojik gecigkenlik hem de baglangi¢ sartlarina hassas bagimlilik ile
iligkili bir diger ozellikte Leo ozelligidir.
Onerme 4.3.3. X bir metrik uzay ve f : X — X bir fonksiyon olsun. Ejer

f leo ézelligine sahipse baslangi¢ sartlarina hassas bagimlidar.

Kamt. z,y € X keyfi iki nokta olsun. € < d(z,y) olacak sekilde segilsin.
Diger yandan f leo Ozelligine sahip oldugundan, her U C X bostan farkh acik
altkiimesi i¢in

) = X

olacak sekilde bir n > 0 sayisinin varoldugu bilinmektedir. Ayni n sayisi icin
dz' € U ve 3y’ € U vardir 6yle ki

fra)=zve f y)=y

dir. Yani;
a(f ('), f "(y) = d(z,y) > €
olur. O

Onerme 4.3.4. X bir metrik uzay ve f: X — X bir fonksiyon olsun. Ejer

f leo ozelligine sahipse total geciskendir.

Kanat. f leo ozelligine sahip oldugundan her U C X i¢in, 6yle bir ny > 0 sayist

vardir dyle ki tiim n; > ng sayilar: icin,
fmU) =X

sart1 saglanir. Bu sayilar,
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f2 igin, (£2)"2(U)

X
f2odgin, (f7)m(U) =X

F g, (PY(U) = X

bi¢iminde oldugundan, i = 1,2, ..., k, ... olmak iizere her f*icin bir n; > 0 sayist
vardir. Her U,V C X bostan farkh acik altkiimeleri i¢in, ¢ = 1,2, ..., k, ... olmak

uzere
(S U)nv #0
olur. Dolayisiyla f total gecigskendir. O

Leo ozelligi oldukga giiclii bir kogul olmasina kargin kaosu gerektirmez,
cinkii leo ozelligine sahip oldugu halde periyodik noktalari yogun olmayan

fonksiyonlar mevcuttur. Agagida boyle bir 6rnek inga edilmisgtir.
Ornek 4.3.5.
A= 22 —{o 'mn periyodik ve akibeti periyodik noktalari}

seklinde tanimlanmas bir kiime olsun. o : A — A dontistimainiin, leo 6zelligine

sahip bir dontsum oldugu gosterilsin. a € A olsun ve
a = apay...ay...
seklinde olsun. B.(a), a merkezli € yaricapl bir disk olsun.
T = ToX1.Loy-ne
seklinde keyfi bir x € A dizisi igin, 3b € B(a) vardwr dyle ki
b= agai...anTox1...Toy...

seklindedir. Yani;

an+1 (b) =

olur. Bu da o ’nin A tizerinde leo 6zelligine sahip oldugu anlamina gelmektedir.
Ancak

o:A— A,

donustimi leo ozelligine sahip olmasina ragmen o ’'nin periyodik noktalarinin

kiimesi yogun degildir, hatta hi¢ periyodik noktasi yoktur.

41



4.4 Topolojik Denklik ve Kaos Kogullari

Kesikli dinamik sistemlerin énemli kavramlarindan biri de topolojik denk-
lik (topolojik egleniklik) kavramidir. Topolojik denklik yardimiyla yeni kaotik
fonksiyonlar elde edilebilir veya bir fonksiyonun kaotikligi bilinen fonksiyon-
lar yardimiyla irdelenebilir. Kaos kogularindan ikisi topolojik denklik altinda

korunur, ancak baglangic sartlarina hassas bagimlilik korunmaz.

Tanim 4.4.1. XY birer metrik uzay ve f : X — X, g: Y — Y birer
fonksiyon olsunlar. Her x € X i¢in (ho f)(x) = (goh)(x) olacak sekilde, yani
asaqdaki diyagrama degismeli yapacak sekilde

xt-x

h

Y—g>Y

>

h: X —'Y homeomorfizmi varsa f ve g fonksiyonlarina topolojik denk

(eslenik) fonksiyonlar denir.

Ancak, bu fonksiyonlarin topolojik denk olmalar1 nedeniyle, f fonksiyonu-
nun baslangi¢ sartlarina hassas bagiml olmasinin g fonksiyonunun da baglangic
sartlarina hassas bagimli olmasimi gerektirmedigi bir ornekle gosterilecektir.
Kaos olma sartimin diger kosullari i¢in durum farkhidir. Yani, f fonksiyonu

icin var olan oOzellikler g fonksiyonu icin de gegerlidir.
Ornek 4.4.2. X = (0,00), Y =R uzaylar ve

f: X — X

x — f(x)=ecx
g:'Y — Y
r — glz)=x+1

h: X — Y

x +—— h(z)=lInx

fonksiyonlar: goz oniine alinsin.
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h: X — Y bir homeomorfizmdir, tstelik;
(ho f)(z) =h(f(x)) = lnz+1

(g0 h)(z) = g(h(z)) = Inz +1

oldugundan h o f = go h'dir. f(x) = e.x fonksiyonu baslangi¢ sartlarina
hassas bagiml olmasina ragmen, g(x) = x+1 fonksiyonu Y dzerinde baslangi¢

sartlarina hassas bagimly degildir.

Onerme 4.4.3. (X, d) ve (Y, d') metrik uzaylarile f : X — X, g:Y — Y,
fonksiyonlary, h : X — Y homeomorfizmi araciligiyla topolojik denk olsunlar.

Ayrica Yy, 29 € X igin,
d' (h(z1), h(xs)) > a.d(zy, 2)

olacak sekilde bir o« > 0 sayist mevcut olsun. Bu taktirde; f kaotik ise g’de
kaotiktir. Ayrica, topolojik denkligin disinda, h o f = g o h kosulunu saglayan
surekli ve orten bir h fonksiyonu, f’nin kaotik olmasi halinde g fonksiyonunun

da kaotik olmasin saglar. Yani,

x-t-x

h

Y—9>Y

>

diyagrama i¢in, her x € X i¢in,

h(f"(x)) = g" (h(x))

dir. xin h altindaki gorintisinun g altindaki n. iterasyonudur.
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9" Hgoh)(xz) = g '(hof)(z)
g f(x) = g" (goh)( (2))
g”‘2(h0f)(f(év)) = 2(h(f*(x)))

Q
S
—~
=
—~

8
~—
~—

|

= ¢ h(f” () = g'goh)(f2(2))
= g( o f)(f"*(z)) = g(h(f"(x)))
= (goh)(f"H(z)) = (hof)(f*!(2))
= ho f"(z)

Sonug¢ olarak;

h(f"(x)) = g"(h(x)) (4.1)
egitligi elde edilir. Eger x € X, f’nin sabit noktas: ise, (4.1) egitligine gore
h(z), g nin sabit noktasy olur. Benzer sekilde x, f’nin n periyotlu periyodik
noktast ise, h(x), g nin n periyotlu periyodik noktasidur. (n, x’in asal periyodu
olsa bile h(x) noktasiman asal periyodu n olmak zorunda degildir.)

Simdi, g : Y — Y fonksiyonunun periyodik noktalarinin kiimesinin Y ‘nin
yogun bir altkimesi oldugu gosterilsin: V- C 'Y herhangi bir agik kime ol-
sun. FEger V’ye ait en az bir periyodik nokta oldugu gosterilirse, periyodik
noktalarimin kumesinin, Y 'de yogun oldugu soylenebilir. V' ag¢ik ve h fonksiy-
onu stirekli oldugundan h=(V) X ’in agik altkiimesidir. f nin periyodik nok-
talarinan kiimesinin X 'de yogun olmasindan dolay bir x € h=*(V) elemani ve
k>0 saypst f¥(x) = 2 olacak sekilde vardir. Bu durumda h(z) € V dir. Aym

zamanda (4.1) egitliginden,

g*(h(z)) = h(=)

ifadesi, g'nin V’ye ait periyodik noktasinin bulundugunu gosterir. O halde,
g 'nin periyodik noktalarinin kimesi, Y nin yogun bir altkimesidir.

Simdi de g : Y — Y fonksiyonunun topolojik gecisken oldugu gosterilecek-
tir: U,V CY keyfi agik kiimeler olsunlar. h fonksiyonunun strekli olmasindan
dolain

U=h'U),V=hYV)CcX
acik altkumelerdir. f, X dizerinde topolojik gecisken oldugundan uygun bir
k > 0 i¢in,
AUV £0
olur. Yani, en az bir x1 € U’ igin,

ffr) =2, €V’
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dir. ©, € U oldugundan,

h(l’l) = Y € U

hza) = h(ff(21)) =y €V
dir. Ustelik, (4.1) egitliginden,

h(f(a1)) = g" (h(z1))
dir. Buradan y; € U ig¢in,
g"(p) eV

dir. Dolayisiyla,
g(U)NV #0

olur ki, bu da g fonksiyonunun'Y tzerinde topolojik gecisken oldugu anlamina
gelmektedir.
1h €Y herhangi bir nokta ve N de y; in herhangi bir komsulugu olsun.

h(z1) =y

olacak sekilde bir x; € X noktast secilsin. Bu durumda h™'(N), z1’in bir
komsulugu olur. f, X tzerinde baslangi¢ sartlarina hassas bagimly oldugundan
oyle bir & > 0 sayist vardur ki,

d(f*(a1), fH(22)) > 6

olacak sekilde bir xo € h™'(N) elemani ve k > 0 sayist bulunabilir. h(xs) = yo
denilirse, yo € N ’dir.
goh="hof

olmast nedeniyle,
gk oh=ho fk

oldugundan,

d(g" (1), 9" (w2)) = d'(g"(h(z1)), g"(n(x2)))

yazilabilir. Buradan da hipoteze gore,

d'(h(f*(@0), h(f*(21))) > ad(f*(21), f5(22)) > 0.6

dolaysiyla,
d'(g* (1), ¢" () > a.0

olur. Yani; € = § alindiginda, g fonksiyonunun da baslangi¢ sartlarina hassas

bagimly oldugu gorilir.
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Topolojik denklik altinda korunan bir bagka ozellikde leo ozelligidir.

Onerme 4.4.4. f: X — X ve f, leo ozelligine sahip bir fonksiyon olsun.

g:Y — Y bir fonksiyon olsun. Ayrica,
hof=goh

olacak sekilde bir h : X — Y homeomorfizmi var olsun. Bu durumda g

fonksiyonu da leo ozelligine sahiptir.

Kanit. Bogtan farkli ve agtk V' C Y altkiimesi i¢in, A homeomorfizma oldu-

gundan,
R (V)=U

olacak sekilde X’de bostan farkli ve acik bir U C X altkiimesi vardir. f leo

ozelligine sahip bir fonksiyon oldugundan,
ffU) =X
olacak gekilde bir n > 0 sayist vardir. Ayni1 zamanda
o) =fri(v) =X (4.2)
olur. Yine A'nin homeomorfizma olmasini kullanarak,
hMX)=Y (4.3)
oldugu séylenebilir. (4.2) ve (4.3) esitlikleri dikkate alindiginda,
W(f" (W1 (V) = h(X) =Y

egitlikleri elde edilir. A homeomorfizma oldugundan siirekli ve ortendir. Dola-

y1 siyla, Vo € Y icin,
h(f"(h™(2))) = g"(h(h™*(x)))
esitligi dogrudur. Bu esitlik yardimiyla,
h(f" (R (V) = g"(h(h™(V)))

yazilabilir. Yine (4.2) ve (4.3) esitlikleri dikkate alinirsa,



olur ki; bu da
g"(V)=Y

olmasi demektir. Y’de alinan bostan farkli herhangi bir V' C Y altkiimesi ve
uygun bir n > 0 sayis1 i¢in,
g"(V) =Y

oldugundan g fonksiyonu da leo oOzelligine sahiptir. Dolayisiyla leo 6zelligi

topolojik denklik altinda korunur. O

Onerme 4.4.5. (X, d) ve (Y,d') metrik uzaylariile f : X — X, g:Y — Y,
fonksiyonlary, h : X — Y homeomorfizmi araciligiyla topolojik denk olsunlar.
f, total geciskense, g’de total geciskendir.

Kanit. f, total gecisken oldugundan;

2 ST L

ifadelerinin hepsi topolojik gegigskendir. Ayrica bilinmektedir ki topolojik ge-
cigkenlik topolojik denklik altinda korunur. Yani g de topolojik geciskendir.
Simdi

g27 937 ) gk7 tee
ifadelerinin de gegigsken oldugu gosterilmelidir. Bosgtan farkli ve agik olacak

sekilde Uy, Vi C Y altkiimeleri i¢in, h homeomorfizma oldugundan,

1(U1) = U, CX ve

-
V) = VhcX

bostan farkh acik altkiimeleri vardir. f? gecisken oldugundan,

(f)™ (R (U) N (R (V1)) # 0 (4.4)

olacak gekilde bir ny > 0 sayisi vardir ve (4.4) ifadesi agiktir. f ile g topolojik
denk olduklarindan,
hof=goh

ve hatta
hof"=g"oh

esitlikleri vardir.

W((F*)"(U2)) = (%)™ (h(U2))
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ve

h(V2) =V
oldugundan,
(¢2)"2(h(U2)) Nh(Va) = (¢*)"(Uh) N VA (4.5)

olur. (4.4) ifadesi bogtan farkl oldugundan ve h homeomorfizma oldugundan
(4.5) ifadesi de bogtan farkhdir. Yani;

() (U)N VL £

dir. O halde g2 de topolojik geciskendir.

Aym diisiinceyle, ¢3 icin, bir ng > 0 sayis1 vardir 6yle ki,

(g*)"(Ur) N V1 # 0,

g*icin bir ny, > 0 sayis1 vardir 6yle ki,

(g™ (U) N VL # 0

seklinde olur. Bu ise ¢g’'nin de total gecisken oldugu anlamina gelmektedir. O
halde; total geciskenlik topolojik denklik altinda korunur. O

Ornek 4.4.6. Cadur ile Fy "un Denkligi:
T:[0,1] — [0, 1],

T(x) :{ S

—2r+2 ,

o= O
— ol

IA A

<z
<z
olarak taniml cadiwr donisimiinin kaotik oldugu gosterilmisti. Simdi cadir

dontustimiinden ve topolojik denklikten yararlanarak bir baska meshur kaotik
fonksiyon elde edilecektir.

Fy: 0,1 — 0,1]
r > Fy(x) =4z(1 —2)

fonksiyonu cadir dontisimiine topolojik denktir. Bu denklik,

he [0,1] — [0,1]

r > h(z)=sin*(3z)

fonksiyonuyla verilir.
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4.5 Baslangic Sartlarina Noktasal ve Global Bagimhilik
Tliskisi
Birinci boliimde bir fonksiyonun baslangi¢ sartlarina hassas bagimli olusu-
nun oldukca gii¢lii bir kosul olduguna isaret edilmisti. Bu tanimin daha zayif
bir sekli de mevcuttur ve bu baslangi¢ sartlarina noktasal bagimhlik olarak
bilinir. Bu boliimde noktasal ve Global bagimlilik iligkisi incelenecektir.

Tanim 4.5.1. (X, d) metrik uzay, f : X — X fonksiyonu verilsin. Her bir
x € X noktast ve bu noktanin keyfi bir N komsulugu alindiginda

d(f*(x), f(y) > &

olacak sekilde bir y € N noktasi, bir k > 0 ve bir ¢, > 0 sayist bulunabiliy-
orsa, f fonksiyonu X tizerinde noktasal olarak baslangi¢ sartlarina
bagimlaidar denir.

Hassas Bagimhlik : ¢ :[0,1] — [0, 1],

20, 0<z<4
to)={ -20+1 , t<w<}
20 —1 %gxgl

fonksiyonu gozoniine alinsin.

Oncelikle topolojik gecigkenlik incelenecektir: Yk € Z* icin, t*(]0, i) c
[0, 2] oldugundan, U = (0,3), V = (3,1) agk altkiimeleri i¢in, t"(U) NV # @
olacak gekilde bir n pozitif tamsayist bulmak miimkiin degildir. Dolayisiyla, ¢
topolojik gecisken degildir.

t(z) fonksiyonunun periyodik noktalarmin kiimesinin [0, 1] de yogun ol-
masl i¢in, keyfi bir (a,b) C [0, 1] kiimesinde en az bir periyodik nokta bulun-
abilmelidir. Ancak bu mimkiin degildir, ¢iinkii; (3,1) C [0, 1] kiimesinde hi¢
bir periyodik nokta yoktur. ¢(z) fonksiyonu ilk iterasyonda ¢((3,1)) C (0, 3)
oldugundan ve bundan sonraki tiim iterasyonlarda (0, %) araliginda kaldigindan

t"(z) = z olacak sekilde bir = € (1,1) bulunmasi miimkiin degildir.
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t(z), baslangic sartlaria hassas bagimhdir.

i) [0, 3] arahginda ¢, cadir doniisiimiine denk oldugundan ve ¢adir doniistiimii

kaotik oldugundan baslangi¢ sartlarina hassas bagimhdir. Yani; #j1/9, bas-

langi¢ sartlarina hassas bagimhdir.

1 3

i) (5, 3] arahgmda, t[1,3]) C [0,3] oldugundan, i. durumundan dolay

2
t|11/2,3/4), baslangic sartlarina hassas bagimhdir.

i) [2,1] arahgnda, belirli bir m > 0 says1 icin, ¢™([2,1]) C [3,32] ol
dugundan, yani, (%, 1) araligimin goriintiisii bir kag adim sonra [%, %] araligina
girdiginden, once 2. sonra . durumlarindan dolay1 3/4,1], baslangi¢ sartlarina

hassas bagimlidir.
Simdi yukaridaki érnek herhangi bir [a, b] araligina genellensin:

g :la,b] — [a,b],

2 —a , a§x§%a+ib
g@) =9 —2z+2a+b , 2a+ib <z <la+ib
2 — b , %a+%b§x§b

olsun. g(z) doéntigimii, ¢(z) doniigiimiine

h: [0,1] — [a,b]
x — hz)=0b—-a)r+a

doniigimi yardimiyla topolojik denktir. Yani;

[CL, b] g [CL, b]

diyagrami hot = goh seklinde olup, degismelidir. Simdi bu ifade gosterile-
cektir.

h:[0,1] — [a,b] , h(z) = (b — a)x + a oldugundan,
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h=1:

[a,b] — [0,1]

b—a
olur. Bu durumda,
g(z) = hotoh™'(x)
23, 0<§= <3
-1 _ r—a r—a
207 -1, <3<l
(b—a)2i=; +a , 0<z—a<

olur ve buradan,

2r —a
g(x) =< —2x+2a+b
2 — b

)

)

olur ki; bu da baglangi¢ta iddia edilen g’ye egittir.

[0,1] arahgy; [0,3] ve [3

araliginda,

1
2(1}'—5

fileg)=q —2z+21+1
20 — 1

29

Y

Y

Y

1] olacak sekilde iki pargaya bdliinsiin.

1

seklinde bir fonksiyon tanimlansmm. Daha sonra; [0, 5] araligy; [0, 3] ve [3, 5]

’ 3

olacak sekilde iki parcaya boliinsiin. [§, 1] arahgnda,

o1



9 1 1 31 11
f r) = 2 21 1 31 11 1 1) 1
2 1 1 1y 1 1

seklinde bir fonksiyon daha tanmimlansim ve daha sonra; [0, 5] araligs ; [0, {]

ve [1,3] olacak sekilde iki parcaya béliinsiin.

[, 3] arahgnda, f3 : [1,3] — [4, 3], fonksiyonu tanimlansm. Bu fonksiyon

icin de yukaridaki diigiinceyi devam ettirmek suretiyle ve benzer sekilde, n =

1,2,3,...i¢in, f, : [n%rl, %] — [n%rl, %], olacak sekilde f1, fa, f3, ..., fn, ... fonksiy-

onlar elde edilir.

1 1 3 1 11
2r — n+l » ntl Sz < i T i
— 1 1 3 1 11 1 1y 1
fa@)=q “22+2:5+5 , fagtin << +i)s
1 1 1y 1 1
2t - G tR)esesy

seklindedir.

Olusgturulan bu fonksiyonlarin herbirinin, ¢ fonksiyonu yardimiyla, topolo-
jik gecigkenligi saglamayan, periyodik noktalariin kiimesi yogun olmayan an-
cak baslangic sartlarina hassas bagiml olan fonksiyonlar. olduklar: sdylenebilir.

Simdi; n = 1,2, 3, ... olmak iizere olugturulan f,, fonksiyonlarinin tek bir f

fonksiyonu gibi diisiintilerek ifade edilmesi gerekirse bu f fonksiyonu,

(

fl(x) ) %S%Sl
f2(x) ) %SIS%
flz) = al) ’ PSS
fu@) , sk <w<d

seklinde olur. Bu fonksiyonun grafigide agagidaki gibidir.
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Sekil 4.4 : f(z) fonksiyonunun grafigi

Oncelikle topolojik gecigkenlik incelensin. Vk € Zt icin, R(5.8) c 3,8
oldugundan, U = (3,3), V = (2,1) agk altkiimeleri i¢in, f"(U) NV #
olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi bulmak miimkiin degildir. Dolayisiyla f
topolojik gecisken degildir.

f fonksiyonunun periyodik noktalarmin kiimesinin [0, 1]’de yogun olmasi

i¢in keyfi bir (a,b) C [0, 1] kiimesinde en az bir periyodik nokta bulunabilmeli-

3

dir. Ancak bu miimkiin degildir, ¢iinkii; (5, 1) C [0, 1] kitmesinde hig bir periy-

odik nokta yoktur. f fonksiyonu ilk iterasyonda f((2,1)) C (3, 2) oldugundan

ve bundan sonraki tiim iterasyonlarda (3, 2) arahginda kaldigindan f"(z) = «
olacak sekilde bir # € (2,1) bulmak miimkiin degildir. O halde; f fonksiy-
onunun periyodik noktalarmin kiimesi [0, 1]’de yogun degildir.

f baslangic sartlarina hassas bagimhi midir? n =1, 2,3, ... olmak iizere f,

23



fonksiyonlarinin herbiri baglangic sartlarina hassas bagimhdir ancak bu duru-

mun f icin yeterli olmadigi gosterilecektir.

n = 1,2,3,... olmak tizere f, fonksiyonlarimin hepsi baglangi¢ sartlarina

hassas bagimli olduklarindan herbiri icin, bir € > 0 sayis1 vardir. Bunlar;

fl(l') 1(;11'1 €1 = (1 — % )
fo(x) igin ey = ( 1 )
1
4

fale) igin e =e=(5 - 1))
folz) icin e = (5 — n—+1>(i)

seklindedir.

&= (L - n%rl)(i) oldugu bilinmektedir.

Ancak yukarida pargal olarak tanimlanan f(x) fonksiyonu noktasal olarak
baglangi¢ sartlarina hassas bagiml olmasima kargin, [0, 1] {izerinde baglangig

sartlarina hassas bagiml bir fonksiyon degildir. Ciinkii e > 0 sayis1 verildiginde

yeterince biiytik bir n sayisi % < € olacak gekilde bulunabilir. Bu durumda,;

z € (0, £] noktasi ve bu noktanin N = (0, +) komgulugu gozoniine almdiginda,

her y € N ve her k pozitif tamsayis: icin, f*(z), f*(y) € [0, 1] oldugundan

|fE () — fF(y)] < % < e olur ki bu f fonksiyonunun baslangi¢ sartlarma hassas

bagimli olmamasi demektir.
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