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Bu calisma, optimal kontrol teorinin énemli sonuclarindan olan ve bir ¢ok
alanda gesitli uygulamalar: bulunan Pontryagin Maksimum Prensibinin cegsitli
kaynaklarda yer alan sonuglarinin ve uygulamalarinin derlenmesi niteliginde
bir ¢aligmadir.

Calismada oncelikle gerekli olan 6n bilgiler verildikten sonra, Pontryagin
Maksimum Prensibi ifade edilerek, bu prensibin yardimiyla cesitli optimal
kontrol problemleri incelenmigtir. Daha sonra Pontryagin Maksimum Prensibi
tam belirli olmayan hedef kiimelere genellestirilmis ve otonom olmayan sis-
temler icin ayrica incelenmistir. Ayrica maliyet fonksiyonunun hedef konuma
bagimli oldugu durumlar da ¢aligilmig ve biitiin bu durumlarin ¢esitli 6rnekler
tizerinde uygulamalar1 verilmigtir.

Son olarak ise Pontryagin Maksimum Prensibinin bir kanit1 verilerek, kanit

yontemi bir ornek {izerinde uygulanarak gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kontrol Sistem, Pontryagin Maksimum Prensibi,
Optimal Kontrol, Genellegtirilmis Hedefler, Maliyet
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This thesis is a selection of some important results and numerous applicat-
ions of the Pontryagin Maximum Principle which is one of the most important
results of control theory and has applications to a variety of areas, from various
literatures.

First, the preliminaries which are required for later discussion are given and
Pontryagin Maximum Principle is stated and some optimal control problems
examined through the Principle. The principle is, then, extended to general
target sets and non-autonomous systems are considered as well. Moreover, the
systems where the cost functions depend on time, state and control are also
investigated and applications of all cases are given via several examples.

Finally, a proof of Pontryagin Maximum Principle is given and the proof

method is demonstrated on an example.

Keywords: Control System, Pontryagin Maximum Principle, Optimal

Control, General Targets, Cost Function
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI

=H(x,z,u) : =z x' Hamiltonian

f fo(t, z,u)dt Maliyet fonksiyonu
Gergel sayilar kiimesi
n-boyutlu Oklid uzay1
{u e R™u; eR, i=1,2,....m}
{fueR" —1<u; <+1,i=1,2,...,m}
{u e R"|u; € {-1,4+1}, i=1,2,...,m}
x vektoriiniin 7. bilegeni
x(to)
x(ty)
x vektoriiniin transpozesi

x vektOoriniin normu

dx
dt .
t,to) . exp (/ A(T)dT) , n X n boyutlu temel matris
to



1. GIRIS

Kontrol sistemler teorisi, ¢esitli kontroller yardimiyla bir sistemin konu-
munu yonetme ile ilgilidir. Kontrol, sistem ve konum kavramlarinin daha kolay
anlagilabilmesi i¢in asagidaki 6rnekler verilebilir.

Bir ulusun ekonomisine tiiketici ve iiretici niifusu, girketler, ticaret, iiretim
imkanlari, nakit ve kredi olanaklari, ekonomik giiven gibi 6gelerden olugan bir
sistem goziiyle bakilabilir. Sistemin konumu kazanclar, zararlar, yatirimlar,
hizmetler, igsizlik ve enflasyon oranlar1 gibi 6gelerle belirlenebilir. Hiikiimetler
faiz oranlari, vergilendirme politikalar1 gibi kontroller kullanarak bu sistemin
konumunu etkileyebilir.

Bu ornekte ekonomiyi olugturan ogelerin biitiiniine sistem, ekonominin bu-
lundugu seviyeye konum, ekonominin bulundugu seviyeyi etkileyen 6geler ise
kontrol olarak tanimlanabilir.

Bir bagka ornek olarak otomobiller diisiiniilebilir. Bir otomobili kullanmak
aslinda otomobili kontrol etmek anlamindadir. Otomobili durdurmak, hizland-
irmak, direksiyon ile aracin yoniinii belirlemek en basit kontrollerden birkacidir.

Bu ornekleri bir¢cok alanda g¢ogaltmak miimkiindiir. Hastaliga kars: ilag
kontrolii ile hastaligin seviyesini azaltmak ya da yok etmek, bitki yetigtirir-
ken yapay 151k kullanarak bitkinin boyunun uzamasini hizlandirmak, kimyada
tepkimeleri hizlandirici kontroller kullanmak, bir bélgedeki bazi1 bocek tiirlerini
azaltmak icin bocek ilaclar1 kullanmak 6rnek olarak verilebilir.

Eger sistem zamana bagh olarak degisiyorsa sisteme otonom olmayan sis-
tem, sistem zamana bagh degilse otonom sistem olarak adlandirilir.

Hedef kiime sistemin getirilmesi istenilen konumudur. Sistemin hedef ko-
numu x € R” geklinde tek bir nokta olabilecegi gibi, A C R™ geklinde bir kiime
de olabilir. Ayrica hedef kiime zamana bagh olarak da degisebilir. Yukaridaki
ekonomi orneginde hedef kiime olarak igsizlik ve enflasyon oranimin sifir ol-
mas1 istenebilir. Ancak gercekte boyle bir hedefe ulasmak neredeyse miimkiin

olamayacagindan daha gercekci hedefler secilmelidir. Ornegin igsizlik oranmin



%8 den daha az, enflasyon oranmin ise %10 dan daha diisiik olmasinimin is-
tenmesi daha anlamli olacaktir.

Ayni gekilde anlamli hedef kiime se¢gmek gibi anlamli kontroller de segilme-
lidir. Dogal olarak kullanilan kontroller iizerinde bir takim kisitlar bulunabilir.
Mesela yukaridaki ekonomi 6rneginde ¢ok asir1 vergi alinamayacagi gibi negatif
faiz oranlari da kullanilamayacaktir. Bagka bir 6rnek vermek gerekirse, bir has-
taya ilag¢ tedavisi uygulanarak hastaligin en kisa siirede iyilesmesi i¢in hastaya
gereginden fazla ilag verilmesi uygun degildir. Bu sebeplerden dolay1 kontrol
se¢imlerinde bazi kisitlamalar yapilacak ve bu caligmada kontroller genelde

agsagida tanimlanan kiimelerden secilecektir.

U = {ueR"|ueR, i=1,2,..,m},
Uy = {ueR"| —1<wu;<+1,i=1,2,....,m},

Uy, = {ueR™|u e{-1,+1}, i=1,2,....,m}.

Aqiktir ki, Zy, C %, C % olur.

Sistemin konumunu istenen konuma getiren kontrollere bagarili kontrol de-
nir. Yukaridaki 6rneklerde sistemi istenen konuma getiren birden fazla kontrol
var olabilir. Fakat bu kontrollerin herbirinin ayr1 maliyeti olacagindan, basarili
kontrollerden en az maliyetli olan kontroliin secilmesi istenebilir. Bu ise opti-
mal kontrol problemlerini olusturur. Burada maliyet olarak para, zaman, vb
diigtiniilebilir.

Kontrol sistemler teorisinin en énemli sonuglarindan biri olan ve Pontryagin
Maksimum Prensibi olarak bilinen teorem optimal kontroliin varligi i¢in gerek
kosul vermesine ragmen, teoremin kontroller iizerinde eleyici 6zelligi nedeniyle
optimal kontrolii bulmada yardimci olabilir. Bu teorem ilk olarak L.S. Pontr-
yagin tarafindan 1958 yilinda Edigburgh, Ingiltere de diizenlenen bir kongrede
sunulmug ve 1962 yilinda Pontryagin ile birlikte bir grup matematikgi tarafin-
dan ingilizce cevirisi yaymlanmigtir. Pontryagin bu caligmasi ile 1961 yilinda

Lenin 6diliini almistir [1].



2. ON BILGILER

Bu kesimde bundan sonraki boliimler i¢in gerekli olan gegitli tanim ve gos-
terimler verilecektir.
x,y € R” olsun. x ve y nin 4. bileseni sirasiyla z; ve y; ile gosterilsin ve 27,

x in transpozesi olsun. Bu durumda x ve y nin i¢ ¢carpimi
n
T
xy=x"y = E Tilis
i=1

x vektoriiniin normu ise

|z]|? = 22 = 272

seklinde tanimlanabilir.

Adi diferansiyel denklem,
@ = f(t, ) (2.1.1)

denklemi ile verilsin. Burada x, n-boyutlu durum vektoérii; f, n-boyutlu vek-
tor degerli fonksiyon ve t bagimsiz degigkeni gercel say1 olmak {izere zamani
gostersin.

Denklem (2.1.1) i¢in baglangig-deger problemi (2.1.1) denklemini ve
z(ty) = 2° (2.1.2)

baglangi¢ kogulunu saglayan x(t) fonksiyonunu bulma problemidir.
Picard Teoremine gore (bkz. [2|) f(t,x) siirekli ise (2.1.1), (2.1.2) proble-
minin ¢oziimi vardir. Ayrica f(¢,z) Lipschitz kogulunu sagliyorsa yani
YV y,z € R" i¢in
1t y) = f(E,2)] < Klly — 2|

olacak gekilde K > 0 sayis1 varsa ¢oziim tektir.



Lineer Diferansiyel Denklemlerin Genel Coziimii:

Genel olarak n-boyutlu lineer sistem,
i=At)z +bt), z(ty) =2’
seklinde yazilabilir. Bu sistemin ¢6ziimii,

z(t) = X(t,t0) (a:o + /t:X(tO’ T)b(T)dT)

e ( / t Alryar )

seklinde n x n boyutlu matristir (temel matris).

ile verilir. Burada X (¢, ty),

Eger Vt > 0 icin A(t) = A ve ty = 0 ise ¢ozlim,

() = exp(At) (xo + /0 t exp(—AT>b(T)dT)

seklinde yazilabilir.

Eger sistem homojen yani b = 0 ise bu durumda ¢6ziim
z(t) = X(t,t)z°

seklinde elde edilir ve

X(t,to) = AX(t, to)

saglanir.

Adjoint Sistem:

Adjoint sistem — AT matrisi ile tamimlanir. Eger sistemin temel matrisi X

ve adjoint sistemin temel matrisi Y ise,
X=AX, v =-ATy (2.1.3)
yazilabilir. Ikinci denklemin her iki tarafinin tranpozesi alinirsa

Yy =—-vTA (2.1.4)



elde edilir. Y7 X in tiirevi alnirsa (2.1.3) ve (2.1.4) ifadelerinden

%(YTX) =YX 4+Y'X =0

bulunur. Bu ise Y7 X matrisinin sabit oldugunu gosterir. X ve Y nin tanimin-
dan t = ¢, icin her iki matris de birim matrise esit ve Y7 X sabit oldugundan
YTX =TI olur.
w(t) = X(t, to)2®, y(t) = V(¢ t°)y°
i¢in
vy =2y =yle =)' YTX2" = (y")"2° (2.1.5)
elde edilir. O halde sistemin ve adjoint sistemin ¢oziimlerinin skaler ¢arpimi

sabit kalir.

Konveks Kiimeler:

C' C R” bir kiime olsun. VA € (0,1) ve Vx,y € C igin
A+ (1-NyeC

oluyorsa C' kiimesine konveks kiime denir.

P={zeR"|azx=p}

seklinde tanimlanan kiimeye R™ nin n — 1 boyutlu hiperdiizlemi denir. Burada

p skaler a ise hiperdiizlemin n boyutlu normal vektoriidiir.

C C R"™ konveks olsun. Her y € 9C' i¢in C' kiimesi P hiperdiizleminin bir
tarafinda kalacak gekilde y yi bulunduran bir P hiperdiizlemi vardir [3].

Koni:

K C R” verilsin. Vz € K i¢in A > 0 olmak iizere Ax € K oluyorsa K

kiimesine bir koni denir.



3. PONTRYAGIN MAKSIMUM PRENSIBI (PMP)

3.1 Girig

Kontrol sistemin davranisi,
= f(t,z,u) (3.1.1)

diferansiyel denklemi ile verilsin.

Burada z, sistemin n-boyutlu konum vektorii; w«, m-boyutlu kontrol vek-
torii; f, n-boyutlu vektor degerli fonksiyon ve ¢ > 0 zamam gostermektedir.
Sistemin ¢ = 0 anmdaki baslangic konumu 2° ve t = ¢; terminal zamanindaki
konumu ise z! olsun. Terminal zaman ¢, sabit yada serbest olabilir.

Burada u fonksiyonunun parcali siirekli ve f nin bilegenlerine gore siirekli
tiirevlenebilir oldugu kabul edilecektir.

Maliyet fonksiyonu,

J= F(z') + /tl Folt, 2, u)dt (3.1.2)

ile verilsin. Burada F(x') sistemin son konumuna bagh olan bir degerdir.

0 1

Sistemi 2" noktasmdan x' noktasina getiren tiim kontrollerden (3.1.2)
maliyet fonksiyonunu minimum yapan kontrole optimal kontrol denir.

Eger 2° noktasindan z' noktasima hic bir kontrolle gelinemiyorsa sisteme
kontrol edilemez denir.

Eger maliyet fonksiyonu

t1
J:/ 1dt
0

seklinde ise optimal u kontroliinii bulma problemi time-optimal problem olarak
adlandirilir.

Agiktir ki otonom sistemler i¢in u [to, t1] araliginda (3.1.2) fonksiyonu igin
optimal kontrol ise [a, b] C [to, t1] araliginda da optimal kontroldiir. Agagidaki

teorem ile bu ifadenin kaniti verilmigtir.
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Teorem 3.1.1. Verilen @ = f(x,u) otonom sistemi igin [to,t1] araliginda
u(+) optimal kontrol olsun ve z(ty) = 2°,x(t;) = z' saglansin. Bu durumda

la,b] C [to, t1] igin de u(-) kontrolii optimal kontroldir [4].

Kanat. Varsayalhm ki [a,b] C [to, 1] i¢in u optimal kontrol olmasim. Bu du-
rumda z(a) noktasimi z(b) noktasina u kontroliinden daha az maliyetle gétiiren
bir v* kontrolii vardir. v* tarafindan tiretilen ¢éztim z* ile gosterilecek olursa,

c € [to, t1] olmak lizere

/C fo(z*(s),u"(s))ds < /b fo(z(s),u(s))ds (3.1.3)
yazilabilir. ' ’
( u(t), t € [to,al
ut(t) =S w(t), t € (a,c)
| u(t—c+0b), teleti+c—10]
kontrolii tanimlansin ve bu kontroliin iirettigi ¢6ziim,
[ (), t € [to,d]
2 (t) = @ (1), t € (a,c)

| 2(t—c+D), teleti+c—10]

olsun. Sistem otonom oldugundan
i = f(x#,u#)
saglanir ve
w#(ty) = a°
e (ty+c—b) = a(ty+c—b—c+b) =x(t)) =a'
olacagimdan u* kontrolii basarili kontroldiir. v* kontroliiniin getirdigi maliyet,
Ju#) = / T o (5), ut () ds
to
_ /t " fole(s), uls))ds + / " fola®(s), u*(s))ds
0 a

t1+c—b
—1—/ fo(x(s —c+0b),u(s —c+b))ds



seklinde yazilabilir. Yukarida ki integralinden ikincisi yerine (3.1.3) esitsizligin-
den dolay1

b
| alat).uois
yazihirsa J(u#) degeri biiyiitiilmiis olur. Uciincii integralde ise s — ¢ +b = s

degisken degigtirmesi yapilirsa

[ utets).utos

elde edilir. Buradan
Jut) < /t " o((s), u(s))ds + / Fol(s), u(s))ds + /b Cho(a(s), u(s))ds
= /tlfo(:v(s),u(s))ds

J(u)

elde edilir. Bu ise u kontroliiniin [¢y, t;] iizerinde optimal olmasi ile geligir. ]

Denklem (3.1.1) igin
i.O = fo(l’,U)

olacak gekilde ek bir xy konum degigkeni tanimlansin. Bu durumda
z0(0) =0 ve zo(ty) = J
olur. Yeni tanimlanan zy konum degiskeni de eklenerek n + 1 boyutlu
&= f(&u)

sistemi elde edilir.
H = H(z, z,u) olmak iizere,
i=0
fonksiyoneli (Hamiltonian) tanimlansin. Burada Z; n + 1 boyutlu ve

OH
0z

Z= (3.1.4)

8



seklindedir.

H fonksiyoneli zy a bagh olmadigindan,

ZOIO,

L = —— i=1,2,...,n

seklinde yazilabilir.

3.2 PMP’nin Temel Ifadesi

Yukaridaki bilgiler yardimiyla Pontryagin Maksimum Prensibi artik ifade
edilebilir.

Teorem 3.2.1 (Pontryagin Maksimum Prensibi, |5, 6]).
u*, (3.1.1) sisteminin (3.1.2) maliyet fonksiyonu i¢in optimal kontrol olsun.

Bu durumda asaqidaki kosullar saglanar.
(i) zo = —1,
(1)) H(z,2,u*) =sup{H(&,2,u):ue€ U},
(#ii) Denklem (3.1.1) in u* tarafindan dretilen ve
1 (to) = 2° ve x*(t;) = ot

olacak sekilde x* ¢ézimi vardwr. Ayrica (3.1.4) sisteminin z* ¢ozimi

vardar.

(iv) H, x* optimal ¢éziim boyunca sabittir. Ayrica t; keyfi ise H = 0 olur.
Yanz,
sabit, ty sabit ise
0, t1 keyfi ise

olur.

PMP’ nin tiim kosgullarini saglayan birden fazla ¢oziim olabilir. Bu durumda
optimal kontrol olarak bu ¢oziimler i¢inden (3.1.2) maliyet fonksiyonunu mi-

nimum yapan u kontrol fonksiyonu segilir.

9



Eger optimal ¢oziim yoksa PMP’ nin kogullarindan en az biri saglanmaz.

Simdi buna bir 6rnek verelim.

3.3 Ornekler

Ornek 3.3.1. Kontrol sistemin davramss,
T1=x1 + Uy
denklemi ile verilsin. Baslangi¢ ve hedef konum

7.(0) = 29 =X >0

$1(t1) = .fL'%:O

olsun. Ayrica maliyet fonksiyonu
t1 1
J = / —uidt
0 2

Sistem bir boyutlu lineer otonom sistemdir.

ile verilsin ve uw; € % olsun.

1
1. Adim: iy = fy = §uf olsun. Bu durumda 2 =0 ; x} = J olur.

2. Adum: H = H(xo, 1, 20, 21, u1) su sekilde yazilabilir:

1
H = Z()i‘o + Zli'l = ZQQU% + Zl(l'l + ul) (335)
0H
=0 8260 ’
. 0H
21 = —F7=— = —Z
1 8901 1

3. Adim: PMP’ nin (i) kosuluna gore zg = —1 olmaldir. Ayrica, 2y = —z

oldugundan A sabit olmak tizere
21 = Ae!
bulunur.

10



4. Adim: Farzedelim ki optimal kontrol uy olsun. Bu durumda u; PMP’ nin
tim kosullariniy saglayacaktir. wy, H ye supremum degerini veren kont-

roldiir. Bu ytizden (3.3.5) denkleminde %z% eklenip ¢ikarilirsa

1
H = —§u% + z111 + 21U
1
= —§(U1 — 1)’ + 2 + azf

olur. A¢iktur ki H nin supremum degerini almast i¢in
up =z = Aet
se¢ilmest gerekir.

5. Adim: Sistemde u; yerine Ae™' yazarak x1(0) = X baslangic kosuluyla

diferansiyel denklemi ¢ozelim.
z(t) + P(t)x(t) = Q) (3.3.6)
denkleminin genel ¢ézimi

x(t) = e~/ Pt {/Q(t)ef Pt gy 4 c]
oldugundan (bkz. [2]) sistemin ¢ozimii
1 1
= —ZAe? X+-A)é
T1 5 e "+ ( + 5 > e
bulunur.

x1(t1) = 0 oldugundan
2X

1 — e 20

A= (3.3.7)

elde edilir.

Optimal kontroliin getirdigi maliyet ise

t1 1
J = / —uidt
0 2

t1 1
= / —A%e 2 qt
0 2

X2
1 —e 20

11



olur. Ayrica
1
H = z1 (.’L’l + 52’1)
—t 1 t
1
= A (X + aA)

oldugundan H nin optimal yoringe boyunca sabit oldugu gorilir.

t1 keyft oldugundan bu deger sifira esit olmalidir. Ancak,
1
. 1
olmast i¢in ya A sifir ya da X + §A = 0 olmalidar.
Denklem (3.3.7) geregi A sifir olamayacagindan
X+ 1A =0
A=
olmalidir. Bu denklemde A nin degerini yerine yazarsak
l—e =1
bulunur. Bu ise sonlu ty i¢in dogru olmadigindan optimal ¢ozim yoktur.
Simdi PMP’ nin tiim kosullarinin saglandig1 gesitli 6rnekler verelim.

Ornek 3.3.2. Bir bah¢wan baslangicda boyu sufur birim olan bir bitkinin bo-

yunun bir birim zaman sonra ki birim olmasini istiyor. Bu sistem,

i o= 14w (3.3.8)
(1) = 2

ile verilsin. Burada terminal zaman t, = 1 sabittir. Ayrica maliyet fonksiyonu

t1 1
J = / —uidt
0 2
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olsun. Bu durumda ¢ = %u% olur. Buradan

1
H= §Zou% + 21(1 + uy) (3.3.9)
elde edilir ve
oH
“ &cl

olur.
O halde A sabit olmak dizere z = A bulunur. Ayrica PMP’ nin (i) kosu-

luna gire; zo = —1 olmaldir. Denklem (3.3.9) da %z% eklenip ¢ikarilirsa,
H= —%(ul —z)’ 42+ %zf
bulunur. Bu denklem en biytk degerini
u =2z =A
iken alir. O halde uy, (3.3.8) ifadesinde yerine yazilirsa
=144

elde edilir.
Baslangi¢c kosullary kullanilirsa A = 1 bulunur. Her t i¢in uy = 1 kontroli

1
kullanilirsa hedefe ulasilir ve maliyet J = 3 olur.

3
Bulunan degerler (3.3.9) Hamiltonian denkleminde yerine yazilirsa H = 5

bulunur. Yani optimal yoringe boyunca H nin sabit oldugu gorilmis olur.

Ornek 3.3.3. Gut hastaliqr * kandaki tirik asitin fazlahgindan kaynaklanmak-
tadwr. Kandaki tirik asit fazlalge xq ile gosterilirse sistem su sekilde tanimla-

nabilir.

LGut, baz1 eklemlerde ani ve siddetli gelisen agr1, hassasiyet, kizariklik, sisme ve sicak-
lik artigi nébetlerine neden olan bir hastaliktir. Genellikle tek eklemi, siklikla da ayak bag
parmagini etkiler. Bununla birlikte diz, ayak bilegi, ayak, el, el bilegi ve dirsek eklemleri de
etkilenebilir. Nadiren bazi hastalarda ilerleyen donemlerde omuz, kalga ve omurga tutulumu

geligebilir.
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Burada wy kullanilan ila¢ miktarine gostermektedir.

t = 0 iken yani ila¢ kullanimaya baslamadan dnce x1 = 1 olsun. Amacg
tlag kullanarak bu seviyeyr sifira indirmektir. Burada ilacin zamana gore sii-
rekli olarak verildigi kabul edilecektir. Bu durumda sistemin baslangi¢ ve bitis
kosullar:

21(0) =1 ve z1(t1) =0

olur.

Urik asit seviyesini olabildigince cabuk disirmek icin ¢ok yiksek dozda ila¢
verilirse ilacin yan etkileri olacak, ayrica maliyet de artacaktir. Diger taraftan
tla¢ az dozda kullanilirsa hedefe ulasmak uzun zaman alabilir. Bu yiizden pozitif

bir k sabiti ile bu denge saglanarak maliyet fonksiyonu,
1o, 2
J:/ L2+ ad)dt (k> 0)
0

seklinde yazilabilir. Bu durumda Hamiltonian,

1 1
H= —§k2 - au% +z1(—x1 +1—u)
0H

"o
t1 sabit olmadigindan PMP’ nin (iv) kosuluna gére optimal yoringe boyunca

olur ve z1 = =z, dir. H en biyiik dejerini u; = —z, = Ae' iken alir.
H =0 olmahdur. Ozel olarak t = 0 icin

1 1
—§k2 — 5’&% +2(=r1+1—u) =0

denkleminden A = k bulunur. uy in degeri (3.3.10) denkleminde yerine yazil-

sa,

i =—x;+1— ke
elde edilir. Bu diferansiyel denklem ¢oziliirse,
1 1
=1——ke' + —ke™!
il 5 e + 5 e
bulunur. t = t; aninda x1(t1) = 0 olacagindan,

1
th = sinhfl(E)
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olarak bulunur. Bu durumda maliyet ise;
1 1 1
J = 5]{32 Sinh_l(E) + 5[1 + (k?2 + 1)1/2]

olur. Buradan k — 0 tken J — 1 we t — oo oldugundan optimal ¢oziim
yoktur. k — oo iken t; = 1 ve J = k olur. O halde k nmin uygun secimiyle

maliyetin azaltilmast ya da stirenin kisaltilmast ayarlanabilir.

Ornek 3.3.4. Sistemin davranis,
.%"1 = T2

ngzul

seklinde verilsin. Burada xy yol, xo yolun zamana gore tirevi hiz ve uy hizin

zamana gore tirevi wwmeyi gostermektedir.

t1
J:/ 1dt
0

21(0) = X1, 22(0) = Xo

Maliyet fonksiyonu

ve baslangi¢-hedef kosullar:

l’l(tl) = O, l’z(tl) =0

seklinde verilsin. Ayrica uy € % = {u| —1 < u < 1} olsun.

Amag hedef konuma en kisa stirede ulasmaktir. Bu durumda Hamiltonian,
H=-1+ 219 + 22U

olur. Buradan,

2"1:0 UGZ"QZ—Zl

oldugundan A ve B sabit olmak iizere
z1=Awvezp=DB— At
elde edilir.
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uy kontrol fonksiyonu —1 ile +1 arasinda sinwrl oldugundan H en biyiik
degerini; zo > 0 tken uy = +1 ve 29 < 0 tken uy = —1 ile aluwr.

29 = 0 denkleminin kéki tek oldugundan uy kontrol fonksiyonu sadece bir
kere degistirilecektir.

uy t¢in sadece u¢ degerler kullamilacagindan ashinda uy € Yy dir. Bu prob-
lemi sondan basa dogru ¢ozmek daha elverislidir:

Eger hedefe uy = +1 kontroli ile ulasilmissa,

t
i) (t) = / ldr
t1
= t—1 (3.3.11)

ve

t

ZL‘l(t) = (t — tl)dT

T

1

(t —t1)? (3.3.12)

N | —

bulunur. O halde (3.3.11) ve (3.3.12) den
r3(t) = 221(2)

elde edilir.

Baslangicta uy = —1 kontroli kullanidigindan baslangi¢ yoringest,
1
xﬁ):<&+Xﬁ—?2 (3.3.14)

seklindedir. Boylece (3.3.13) ve (3.3.14) ifadelerinden
x3(t) + 2x. () = X5 4+ 2X,

elde edilir. Eger 0 < ty <ty anwnda kontrol degistirildiyse to aninda baslangi¢

ve bitis yoringeleri ayni degere sahip olacagindan
L oviye
t2 — XQ —|— (X1 + §X2)

16



X2

A4

Xq

By

Sekil 3.1: Ornek 3.3.4 icin ¢oziimlerin grafikleri: A; ve A, baslangic, O hedef,

By ve By uy kontroliiniin degigtirildigi noktalar1 gostermektedir

olur ve optimal zaman ty ise,

tl = tz—l'g

1
= Xo+2(X; + §X§)1/2

olarak bulunur. Bu durum sekil 3.1 de gdsterilmistir. Bu ifadelerin anlaml

olabilmesi ig¢in, Xy > 0 iken X1 > —32 X3 ve X5 <0 tken X; > $X3 olmaludur.

Ornek 3.3.5. Bir onceki orneji yakit maliyeti ile tekrar ele alalum. Sistemin
davranass,

1 = X9

To = U
ve maliyet fonksiyonu

t1
J:/‘%+WMﬁ
0

ile verilsin. Burada k > 0 zaman ve yakit arasinda dengeleyici bir sabittir.

Sistemin baslangigc ve bitis konumlar:
.1'1(0) = X, .fL'Q(O) =0 ve l’l(tl) = O, l’z(tl) =0
ile verilsin ve uy € %, olsun.
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Bu durumda Hamiltonian,
H=—k—|u1| + z122 + 20u4
olur ve buradan z, = 0, Z9 = —2z; elde edilir. O halde
21 = A,z = B— At (A, B sabit)

bulunur.

uy optimal kontrolini se¢mek i¢in
q = zuy — |u|
alimirsa, ¢ nun en biyik degerini bulmak gereklidir.

o Fger uy > 0 tken,

¥z >1liseu =1

¥z <liseu =0

o Fgeruy <0 tken,

¥ 29> —11iseu; =0

¥z < —1iseu; = —1

se¢ilirse q en buyik degerini alir. Yani,

—f-]_, 22>]_
Uy = 0, —-l<zxm<l
-1, 2z < —1

olmalidar.
Swraswyla {—1,0, 1} kontrolleri kullanalsin.

Baslangi¢ yoriingesi,

ri(t) = X — =t



seklindedir. Buradan

elde edilir. Bitis yoringest,
l’g(t) = t—tl
1
1 (t) = Q(tl —t)?
seklindedir ve bu yoringeden
L,
w1(t) — 530 =0

bulunur. uy =0 igin,
z2(t) = a
r(t) = b+at
elde edilir (a, b sabit).

0<ty <tz <ty ZQZTL

—tgza,, t3—t1:a

1
X—§t§:b+at2

1
5(151 — t3)2 = b"— at3

elde edilir. (3.3.16) ve (3.3.17) denklemlerini taraf tarafa ¢ikarirsak;

X = toty

bulunur. z3, —1 ve +1 oldugunda kontroller degiseceginden;

B—-At, = -1
B— Aty = 1
denklemlerinden

A=-2/(t;3 —t9)
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B = —tl/(tg — tg)

elde edilir. Bu problemde t, keyfi oldugundan optimal yoringe boyunca H = 0
olmalidar.

Buradan 6zel olarak t =0 i¢in uy = —1 ve x5 = 0 oldugundan

H=-k—-1-B=0

olur. Buradan

B=—(k+1)
bulunur.
—(k+1) = —t1/(ts — 1)
ifadesinden,
3]
ta =t 3.3.19
3 =12+ F 1 ( )
elde edilir.
(3.3.18) denklemlerinden
k
_t3
b — 2
2= 17 g

bulunur. Bu sonug (3.3.19) denkleminde yazilirsa ve p=1/(k 4+ 1) alinrsa,

lg —1ly = ph
ty = %ptlk

olur. X = tot3 oldugundan,
1
X = Zk(k + 2)p*t]

elde edilir. Buradan

b= 20k + 1) (ﬁ)/

bulunur.
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X2
A
0 X
1 -1
0
B By
c

Sekil 3.2: Ornek 3.3.5 icin ¢Oziimlerin grafikleri: O hedef, A baslangic, By ve

Bs uy kontroliiniin degistirildigi noktalardir

Optimal maliyet ise,

to t3 t1
J = / (k;+1)dt+/ kdt+/ (k+1)dt
0

to t3
= kty+ta+ (1 —t3)
t
= —1—pt1
p
_ 2k:1/2(k:—|—2)1/2X1/2

olarak bulunur. Bakiniz sekil 3.2.

Ornek 3.3.6. Bir odadaki sinek populasyonu érimeekler olmaksizin eksponan-
siyel olarak artmaktadur. Eger t amindaki sineklerin sayisina x1(t) , orimcek-
lerin sayisina ise xo(t) denilirse sistem,

.I"l = 1 — T2

i‘g = U
seklinde yazlabilir. Burada |u,| < 1 dir. Baglangig ve bitis kosullar ile maliyet

fonksiyonu,

.fL'l(O) :X, .fL'Q(O) :O, 0<X <1
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r1(t1) =0, x2(t1) = 0,

t
J:/ldt
0

ile verilsin. Buradan Hamiltonian
H=-1 + 21(1‘1 — 1'2) —+ ZoUq

seklinde elde edilir.

. oH
Z = —— = —z
1 92, 1
) OH
2y = ——— =2
2 D2y 1
Hamilton denklemlerinden
2 = Ae!

bulunur.

H supremum degerini uy = sgn(zy) iken alir. Eger wy; = +1 kontroli ile

baslanirsa ve sistem coziilirse,

.%'ta

Ty = t+1+e(X—1)

bulunur. ty aninda kontrol uy = —1 ile degistirilirse ve sistem tekrar ¢oziliirse,
Ty = 2t2 —1
T = —t—1+42t+ 22+ X —1)é

elde edilir. to = (1/2)ty wve t =ty i¢in x1(t1) = 0 oldugundan

ts = —2In(1—X'?)

tp = —In(1-X"?)

olarak bulunur.
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4. PMP’nin Genellestirilmesi

Bu kesimde otonom olmayan sistemler ve tam belirli olmayan hedef kiimeler
icin PMP’ nin genellestirilmesi verilecektir. Ayrica maliyet fonksiyonunun hedef

kiimeye de bagiml olmasi1 durumu incelenecektir.

4.1 Genel Hedefler

Cogunlukla sistemin hedef konumunun tam olarak bilinmesine gerek olma-
yabilir. Ornegin, konum degigkeninin bir bileseninin belirli bir degere ulasmasi
istenirken diger bilegenlerin hangi degerleri alacag1 6nemli olmayabilir.

Hedef, R™ nin n— k boyutlu bir yiizeyi olarak tanimlansin. Bu yiizey k tane
n — 1 boyutlu yiizeyin kesisimi seklinde yazilabilir. Bu &k tane n — 1 boyutlu
yiizeyin denklemi

gi(x) =0, i=1,2,....k (4.1.1)

seklinde olsun.

Ornegin, n = 3 ve k = 2 ise bu 2-boyutlu, iki yiizeyi 6zel olarak diizlem
gibi diiglinebiliriz. Hedef bu iki diizlemin arakesit dogrusu iizerinde herhangi
bir nokta olabilir.

Asagida bundan sonraki kesimlerde sikca kullanilacak olan 6nemli bir ko-
sulu verelim.

Transversality Kosulu: z* = z(t1) vektorii hedef kiimeye diktir.

Buna gore, 2! vektorii, g;(x) =0, i = 1,2, ..., k yiizeylerinin normallerinin
lineer birlegimi seklinde yazilabilir. O halde ¢;, 1 = 1,2, ..., k sabit ve en az biri

sifirdan farkli olmak iizere,

k
2t = Zci gradg;(z')
i=1

seklinde yazilabilir.
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Ornek olarak n = 3 olsun.

k = 3 ise,
hedef, 3 tane 2-boyutlu yiizeyin kesigimi yani tek noktadir. Bu noktay:

ozel olarak x' = 0 segebiliriz. Bu durumda 2! keyfi olur.

k =2 ise,
ozel olarak g1(z) = z1, g2(x) = x9 almirsa hedef x3 ekseni olur. Bu
durumda 2!, r3 = 0 diizlemi iizerindedir. ¢; aninda x1 = 0, 23 = 0 |

24 = 0 diyebiliriz.

k =1 ise,
Hedef 6zel olarak 2-boyutlu g (z) = 1 + x5 diizlemi segilebilir. Bu du-

rumda z1 + 2} = 0 ve z3 = 0 segilebilir.

k =0 ise,

hedef tiim R? olur. Bu durumda z' = 0 olur.

Asagida hedef kiimenin tam belirli olmadigi duruma bir érnek verilmigtir.

Ornek 4.1.1. Sistemin davranis,

Ty = T,

Ty = —T1+up

ve baslangig-bitis kosullar:

) =X #0, 29 =0,

1 =0, x5 keyfi

t1 1
J = / —uldt
0 2

olsun. Maliyet fonksiyonu

ile verilsin.

Transversality kosuluna gére 2*, hedef kiimeye dik olacagindan z; keyfi ve

22 =0 olmahdar.
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Eger ty keyfi ise kontrol kullanilmadan hedefe ulasilabilir ve maliyette sifir

olur. Gergekten uy = 0 ise sistem

Ii'l:l'g

i‘g = —I

seklindedir ve bu diferansiyel denklem sisteminin baslangi¢ kosullariyla birlikte
¢oOzUmi,
z1(t) = Xcost
xo(t) = —Xsint
seklindedir.
x1(t1) =0 = X costy

ve X # 0 oldugundan,

cost; =0

olur ve buradan
1
t, = §7T—|—k:7r,k: ezt

1

elde edilir. Sistem kontrol kullamilmadan hedefe ilk olarak t, = 57 zaman sonra

ulasar.

1
Ancak t; < 57? sabitse bir uy kontrolinin kullanilmasi gerekir. Bu durumda

Hamiltonian
1
H= —iu% + 2129 + 29(—21 + uq) (4.1.2)
seklindedir ve
0H
2 = —— =z
1 92, 2
. OH
2y = ——/—— =—z
2 D2y 1

olur. Bu denklemleri

DZQ""Zl = 0

DZl—ZQ = 0
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seklinde yazip ¢ozelim. Birinci denklemin tirevi alimip taraf tarafa ¢ikariirsa,

D222 + 29 = 0

olur ve karakteristik denkleminin kokleri

m*+1 = 0
m = =
Z9 = c1cost+ cysint

seklinde bulunur. 21 = z(t;) = 0 oldugundan;
29(t1) = ¢ costy + cosinty =0

elde edilir ve buradan
Co Sinty

cl =
cos ty

1
bulunur. Ayrica 0 <ty < 3™ oldugundan cost; # 0 dr. ¢; yerine yazlir ve

denklem costy ile ¢arpilirsa

2o = Asin (t; —t)
bulunur. zo = —z oldugundan

21 = Acos (t; —t)

olur.

(4.1.2) denkleminde %Zg eklenip ¢ikarilirsa H en biyiik degerini
up = zp = Asin (t; — t)
tken aldige goriliir. Sistem tekrar yazilirsa
Ty = X9,
Tog = —x1 + Asin (t; — t)
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otur. Bu denklemler

Dl’l—l'g =0

Dxy+x1 = Asin(t; —1t)

seklinde yazilabilir. Birinci denklemin tirevi alinir taraf tarafa toplanirsa,

(D* + 1)z = Asin (t; —t)

olur ve karakteristik denkleminin kokleri

m*+1=0= m==+i= 1, = c1cost + cosint

seklinde bulunur ve UC fonksiyonu
U= {sin(t; —t),cos(t; — 1) };

= {tsin(t; —t),tcos(t; —t)}

olur. Buradan

x1, = mtsin(t; —t) +ntcos(t; —t)

P

&y, = msin(t; —t) —mtcos(t; —t) +ncos(t; —t)

+ ntsin (t; —t)

1, = —2mcos

ty —t) —mtsin (t; — t) + 2nsin (6, — t)

( ) —
— ntcos (t; —t)
( ) —
( )

Iy, +x1, = —2mecos(t; —t) —mtsin(t; —t) + 2nsin (t; — 1)
— ntcos(t; —t) +mtsin (t; — t) + ntcos (t; —t)
= Asin(t; — t)
ve
—2mcos (t; —t) + 2nsin (¢, —t) = Asin (t; — t)
oldugundan

m=0wven=A/2
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elde edilir. O halde

Ty = T, T,

_ A
= cjcost + cosint + atcos (t1 —t) = z1(t)
1
r1(0) = X=¢ + iOcosO
olur. Buradan
C1 = X, Cy = B

elde edilir.
A
x1(t) = X cost + Bsint + §tcos (t1 —t)

.’i’z = —I1+tu
. A .
= —Xcost—Bsmt—§cos(t1—t)—|—Asm(t1—t)
x9(t) = —Xsint+ Bcost+ Acos(t; —t) + Asin (t; — t)

—l—étsin (t1 —1t) — ?cos (t1 —t)

x5 =0 ve x1 = 0 kosullar: ile

B = ——costy,
2
2X cost
A = — Bt
t1 —sint; costy
X2cos?t
J = 1

t; — sinty costy

elde edilir. Buradan

ty — 0win J — o0

olur.
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4.2 Maliyet Fonksiyonunun Hedef Konuma Bagimliligi

Maliyet fonksiyonu, ek olarak konuma da bagliysa maliyet fonksiyonu

J= P+ /O (s w)dr (4.2.3)

seklinde yazilabilir. Burada F' skaler bir fonksiyondur.
Eger hedef sabit ise yukaridaki denklemin ilk parcasi bilindiginden ¢oziim
aciktir. Ancak hedef bir 6nceki boliimdeki gibi tam belirli degil ise ¢oziim kolay

olmayabilir. Bu durumda zy konum degiskeni

H' = Gofo +C02%fi + Y Gfi
1 ! 1

olur. Burada
OH'
&ri

-

ve
k

¢t = Z cigradg;(z")

1

seklindedir. Bu yeni degiskenlerle

20 = COI_L
oF

= C1+C0 , 1=1,2,..,n
&ci

icin Hamiltonian H = 27 f standart formunda tekrar yazilirsa,

i¢in




ve
k
2 = —gradF(z') + Z cigradg; (z)
1

olur.

Maliyet fonksiyonunun konuma bagimlilig: ile ilgili 6rnek agagida verilmig-

tir.

Ornek 4.2.1. Enfeksiyon kapmas bir hastanin ameliyate icin, ejer enfeksiyo-
nun kaybolmasini bekleyip sonra ameliyat yapilirsa gecikilmis olur; diger taraf-
tan ameliyat hemen yapilirsa enfeksiyon ciddi seviyelere ulasabilir. Doktorun
bu durumda yapmasi gereken ameliyat i¢in optimal zamani bulup bunlarin ara-
sindaki dengeyi saglamak olmalidar.

x1(t), enfeksiyonun seviyesini gostersin ve x1(0) = X > 0 olsun.

ui(t) , enfeksiyonun seviyesini azaltan kontrol ve verilebilecek en yiiksek doz
up = 1 olsun. (Burada uy kontrolinin sirekli oldugu kabul edilmektedir.)

Sistemin davranis,

T =—21— W
ile verilsin ve maliyet fonksiyonu,

1 f
J = =(z1)? +/ 2dt
2 0

olsun.

Belirli bir hedef yoktur.

Hamiltonian,
H=-2 + 21(—.1'1 — Ul)
oldugundan
Z"l =Z1
bulunur.

Sistem bir boyutludur. Eger k = 1 ise hedef tek noktadan olusur, fakat hedef

belirly olmadigindan dolayr k = 0 olmalidar.
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Bu durumda

2 = —gradF(z') = —x}

olur. Buradan

2 = Aét
elde edilir. H en biiyiik degerini
uy = —sgn(z1)

tken alir. t1 keyfi oldugundan optimal yoringe boyunca H = 0 olmalidr.

Ozel olarak t = 0 igin —2 4+ A(=X — 1) = 0 oldugundan sistem ¢oziiliirse,
r1=—-1+(X+1)e"

bulunur. Ayrica transversality kosulundan;

2

e =1 — (X +1)en
~+1° (X +1)e

olur. Buradan

X +1
t121n|: 5 :|

elde edilir ve maliyet ise

1 X +1
J==4+21
2+ n[ 5 ]

olur.

Eger X > 1 ise doktor maksimum dozda ila¢ vererek enfeksiyon seviyesini
azaltmaly ve bu seviye 1 oldugu anda ameliyata baslamalidar.

Ancak 0 < X <1 ise doktor t = 0 aninda yani hemen ameliyata baslama-

lodar.
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4.3 Otonom Olmayan Sistemler

T = f(t,z,u)

sisteminin maliyet fonksiyonu,

t1
J:/ fo(t, x,u)dt
to

seklinde olsun. Otonom olmayan sistemlerde yeni bir z,,1 degiskeni tanimlan-
sin Oyle ki, &,41 =1 ve 20, | =t olsun.

Bu tanimlanan degigken sisteme eklenirse z, f ve Z n+ 2 boyutlu olur. Bu

durumda
A OH
H=3'f, 2=- 1=1,2,...n+1
8951-
ve
zo = —1,
t n
Ofu(T,x,u
tl 0 T

olur. Hedef (n 4 1)-boyutludur. Burada =}, ¢ = 1,2,...,n sabit ve z},, = #;
keyfi ya da sabit olabilir.

Bu durumda Hamiltonian,
H = Zzifi + Zpt1 = H + zn41
i=0

olur.

Eger ¢, keyfi ise transversality kogsuluna gore z! +1 = 0 ve optimal yoriinge
boyunca H = 0 olacagindan H = 0 elde edilir.

Eger t; sabit ise optimal yoriinge boyunca H sabittir. Fakat 2}, degeri bel-
irli degildir. Ancak yine de H = 0 alinabilir. Yani otonom olmayan sistemlerde
her durumda optimal yoriinge boyunca H = 0 alinabilir. Agsagida bu duruma

uygun Ornekler verilmektedir.
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Ornek 4.3.1. Bir su deposuna yukaridan uy(t) ile su dolduruluyor. Deponun

alt tarafindan ise v(t) ile su bosaltiliyor. x1 su seviyesini gostermek tzere sistem

.%"1 = —vV+ U
ile verilsin ve

ZL‘l(O) = 0,

.73'1(t1) = 1

baslangic-bitis kosullar, saglansin.

Maliyet birtm zamanda akan su miktarimin karesiyle orantil

t1 1
J = / —uidt
0 2

olsun.

v =1 olsun.

Problemi, t; = 1 belirli zaman problemi ve keyfi zaman problemi olarak iki
farkl sekilde ¢ozelim:

Yeni bir xo degiskent tanimlansin oyle ki
To =1 ve 25(0) =0

olsun. Bu ki kosuldan

yazilabilir.

Buna gore sistem tekrar yazilirsa,

1

3 _ 2

Ty = iuldt,

.i'l = —T2 + Uy,
To = 1

ve



olur.
Hamiltonian,
H = —%u% + 21(—2 + uy) + 2
seklindedir.
z1=0ve 20 = 21
kosullarindan

2 = A wve zo = At + B, (A, B sabit)

elde edilir.
H en buyiik degerini uy = z1 = A iken alir. uy sistemde yerine yazilp

sistem ¢oziliirse,

1
o = 514275,
1 2
xry = _it +At,
To = t

bulunur.

Buna gore Hamiltonian tekrar yazilirsa,
Lo
H = —§A +A(—-t+ A)+ B+ At
_ Baig
B 2
olur. Optimal yoringe boyunca
Lo
H =B+ QA =0
ve
L,
l’l(tl) = —itl -+ Atl =1

oldugundan t; = 1 i¢in A = 3/2 ve J =9/8 = 1,125 bulunur.
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Problem keyfi zaman problemi olarak ¢éziilecek olursa,

ty keyfi oldugundan z3 keyfidir. Transversality kosuluna gére
Z; = Atl + B = O

yazilabilir. Buradan

elde edilir.

oldugundan

A*=-2B
ve

1 = z(th)

= —3ti+ A4

- -2 B
olur. O halde

B=-4/3

A=2v2/V3

bulunur. Bu degerler yerine yazilirsa,

t=v2/V3
J =4V2/3v3 ~ 1,089 < 1,125

bulunur.
Yani zaman keyfi ise daha kisa zamanda daha az maliyetle hedefe ulasabi-

liriz.

Otonom olmayan sistemlerle ilgili bir bagka 6rnek agagida verilmigtir.
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Ornek 4.3.2. Bir motorlu, duran bir polis arabasinin yanindan sabit hizla
geciyor. Polis arabasinin amact minimum maliyet ile motorla ayni hizla yan

yana gitmek olsun. Bu sistem

.jl'lz.l'g
l"gzul
iy =1

ile verilsin.
Motorlunun hizine genelligi bozmaksizin 1 birim olarak kabul edelim. Bu

durumda baslangi¢-bitis kosullar: ise

1 1 1
=4, v5=1, 253 =14

seklinde yazilabilir. Maliyet fonksiyonu ise zaman ve yakita bagl olarak

t1 1
J:/ @+§ﬁ)ﬁ
0

ile verilsin. Polis motorla ayni hizaya geldiginde motorun hizi 1 oldugundan
alinan yol ile gecen zaman ayni olmalr ayrica polisin hize 1 olmalidir. Bu du-

rumda (4.1.1) ile verilen g; (i =1,2) fonksiyonu
g1(z) =21 — a3

g2(x) =19 — 1

seklinde olur. Transversality kosulundan

2

2= Y agradg(e)
=1

= Cl(]_, 0, —1) + CQ(O, 1, O)

yazilabilir. Buradan

1 _ 1 _ 1 _
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elde edilir.
Buradan

1
H=— (2+ 51@) + 2179 4+ 20u1 + 23

olur. H en biiyik degerini uy = z9 i¢in alir. Béylece
2120, 22:—21 s 2320

elde edilir.

Bu denklemler ¢éziiliirse A ve B sabit olmak tizere,
21:14, ZQZB—At, 23:—14
elde edilir. Buradan,

1
$2:B—At:> $2:Bt—§At2

1 B 1
i1 =Bt — —At* = 1= —t* - ~ A
o 2 TR T

olur ve
1
Bt, — §At§ =1
B 1
5#{ - 6Aﬁ’ =t
elde edilir.

Optimal yoringe boyunca H = 0 oldugundan ézel olarak t = 0 i¢in

1
—2+§BQ—A:O

olur.

Denklem (4.3.4) ve (4.3.5) ifadelerinde A yok edilirse
Btl == 4

bulunur. Bu sonug (4.3.4) de yerine yazilirsa

84
3

B2
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elde edilir ve bu esitlik (4.3.6) denklemi ile birlikte ¢ozilirse A =6, B = 4 ve
t1 = 1 bulunur.

Optimal kontrol
olur ve
$2:U1:4—6t = $2:4t—3t2
T =29 =4t — 32 = 1z, =2> -3

bulunur. Optimal maliyet ise

J:/O1 (2+%(4—6t)2)dt:4

olur. Takip x1 =1, xo =1 1ken biter. Eger t > 1 ise kontrol kapatilir. Yan:

sabit hizla ki ara¢ yanyana gider.
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5. PMP’nin KANITI

Kanit yapilirken hedef nokta sabitlenmis, kontrol parcali siirekli ve sistem

ise otonom sistem olarak kabul edilecektir.

5.1 Perturbasyon Konisi

Bu kesimde kiigiik bir zaman araliginda kontroliin degistirilmesi ile ¢ozii-

miin nasil degistigi incelenecektir.

[0,¢1] zaman arahiginda bir 7 zamamn segilsin. € > 0 i¢in (7 —&, 7) arahginda
u optimal kontrolii bir bagka v kontrolii ile degigtirilsin. Bu durumda 7 — ¢

aninda ayni noktadan ¢ikan iki farkli yoriinge elde edilir. Bakimiz Sekil 5.1.

i(r) = A(T—g)+/T f(x, u)dt
g(T):@(T—gH/i fla,v)dt

olsun. Burada w ile tiretilen ¢oziim z, v ile tiretilen ¢6ziim ise 3 ile gosterilmigtir.

Bu iki yoriinge arasindaki fark é ile gosterilirse,

~h»

E(r) = elf(x,v) = f(,u)] (5.1.1)

elde edilir. £ pozitif sayis1 yeterince kii¢iik tutularak u optimal kontrol fonksi-
yonunun (7 — g, 7) araliginda siirekli olmasi saglanabilir. Bu nedenle u nun bu
aralikta siirekli oldugu kabul edilecektir.

Diger adimda 7 dan ¢; e kadar her iki yoriingede de tekrar u optimal konroli
kullanilsin. f nin bilegenleri siirekli tiirevlenebilir oldugundan bu iki yoriinge

arasindaki fark kiiciik kalacaktir ve



Sekil 5.1: Optimal ve perturbasyon yoriingeler: SKPT optimal yoriinge,
SKOR ise perturbasyon yoriingesidir

ifadesinin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,

E = fn) - flw)
= HE T ) - ()
- g
— A€ (5.1.2)
denklemi elde edilir. Burada
o gy e

Jacobian matrisidir. ¢ (t1) degeri (5.1.1) baglangi¢ koguluyla birlikte é = AS
denklemi coziilerek bulunabilir.

Denklem (5.1.2) lineer oldugundan v ler degistirilirse ¢ (t1) degerleri tepe
noktasi &' olan bir koni olugturur. Bu koniye perturbasyon konisi denir. Iki
perturbasyon vektoriiniin toplami yine bir perturbasyon vektorii olacagindan
bu koni konveks olur.

J, o ckseninin negatif yoniindeki birim vektor olsun. j vektdriine gore bu

perturbasyon konisinin agagida gosterilen gegitli konumlar1 s6z konusu olabilir.
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é/n

a)

T
J
(

n T

T

J

(c)

Sekil 5.2: j vektoriine gore perturbasyon konilerinin durumlar:

1. Durum: Koni ve j vektérii, koninin tepe noktasindan gegen hiperdiiz-
lemin farkh tarafinda kalir. Hiperdiizlemin normal vektoriiniin zy bileseni ne-
gatiftir. Buradan 7 hiperdiizlemin normal vektoriinii gostermek iizere nj > 0
yazilabilir. Bakiniz gekil 5.2 (a),(b)

2. Durum: j koninin iireteci olabilir. Bu durumda hiperdiizlemin normal
vektoriiniin xo bilegeni sifirdir. (j koniye dahil olabilirde olmayabilirde.) Bura-
dan 727 = 0 dir. Bakimz sekil 5.2 (c).

3. Durum: j koninin i¢inde olabilir. Bu ise j vektdrii z, ekseninin negatif
yoniinde oldugundan daha az maliyetle hedefe ulagilmasi anlamina gelir. Bu
ise © nun optimal kontrol olmasi ile geligsir. Bu nedenle bu durum goz ard:

edilecektir. Bakimiz gekil 5.2 (d).
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I. Durum:

H nin tanimindan

;o _oH
Y O
208f0 Zlafl Znafn
_ _izjafj
- ox;
7=0
i o= —AT3

elde edilir. Bu ise é = Aé sisteminin adjointi olur. Bu adjoint sistemin baglan-
gi¢ kogulunu (z(t;)) Transversality kogulu da g6z 6niine alinarak hiperdiizlemin

normal vektoriine paralel olacak gekilde segilebilir.
P2 =(2,2Y, j=(-1,0)

ve 217 > 0 oldugundan z} < 0 elde edilir. Genelligi bozmadan 2§ = —1 alma-
bilir. Adjoint sistemin ozelliklerinden zy = —1 dir. O halde Teorem 3.2.1 — (4)
kosulu saglanir.

Konideki her bir £(#;) vektérii icin né(ty) < 0 oldugundan

2€(t) <0
yazilabilir. 2 ve f sistemleri adjoint oldugundan 7 <t < ¢; icin

zE(t) <0

yazilabilir. £(7) i¢in (5.1.1) degeri yazlrsa,

2(r) <0
zelf(w,0) = flz,u)] < 0
2f(xv) < 2f(z,u)
H(i,2,v) < H(3 2 u) (5.1.3)

bulunur. Yukaridaki (5.1.3) esitsizligi ile Teorem 3.2.1-(ii) kogulu (Maksimum

Prensibi) gosterilmis olur.
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t1 keyfi olsun (sonlu, pozitif). Terminal zaman ¢; , ¢; + J ile degistirilsin
(0 pozitif yada negatif olabilir). Kontrol degistirilmeyeceginden dolay1 yoriinge
optimal yoriinge boyunca devam edecektir. Fakat bitig noktasi z(¢;) den 6nce

yada sonra olabilir. Bu degisikligi £(¢1) ile gosterirsek,

~

E(t1) = 2(t+90) —2(t)

Zaman iizerinden yapilan bu perturbasyon vektorleri ile kontrol tizerinden
yapilan perturbasyon vektorleri toplanirsa hiperdiizlem f (', ul) vektoriini

igerecektir (bakimz sekil 5.3). 2! ile n vektorleri paralel oldugundan,
H(z' 2 ut) = (39" fa',u') =0 (5.1.4)

yazilabilir. Yani ¢; aminda H sifirdir.
OH

ou

u i¢in bir kisitlama yoksa ve w stirekli ise Maksimum prensibinden

yazilabilir. Buradan

dH OH. OH. OH:

at R R
OH OH OH oH

o0& 0z 0% 0%
- 0

elde edilir. O halde H optimal yoriinge boyunca sabittir. H ¢; aninda sifir
oldugundan bu sabit sifirdir.
Ancak u kontrolii her zaman siirekli olmayabilir. Bu sonucu genellestirmek
i¢in
p(t,1") = H(&(t), 2(t), u(t'))
fonksiyonu tanmimlansin. Burada p(t,¢) H nin ¢t anindaki degeridir. O halde

p(t,t) = 0 oldugunu gostermek yeterlidir.
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Sekil 5.3: Zaman {izerinden yapilan perturbasyonlarla birlikte tiim perturbas-

yon vektorleri

Maksimum prensibinden,

p(t,t) > p(t,t) (5.1.5)

p(t',t") > p(t' t) (5.1.6)

yazilabilir. Ayrica H, & ve Z ye gore tiirevlenebilir oldugundan
Ip(t',t) —p(t, 1) <0 (5.1.7)

ve

Ip(t 1) — p(t', t)| < & (5.1.8)

olur. Burada ¢ ve ¢ pozitif ve t' —t — 0 iken § — 0 ve § — 0 dir. Yukaridaki
(5.1.7) ve (5.1.8) egitsizliklerinden

—8 < p(t,t") —p(t' ¥ < pt,t) —pt',t') < p(t,t) —p(t' 1) <6
—5 < plt,t) —p(t',t") <o
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elde edilir. Bu ise u nun siirekli olmamasima kargin p(¢,t) nin ¢ ye gore siirekli
bir fonksiyon oldugunu gosterir.

u nun siirekli oldugu bir ¢ aninda %p(t’ ,t") = 0 oldugu gosterilirse H nin
optimal yoriinge boyunca sabit oldugu ve bu sabitin (5.1.4) geregince sifir
oldugu gosterilmis olur.

u parcali siirekli oldugundan ¢’ ni igine alan bir aralik vardir 6yle ki u bu
aralikta siireklidir. ¢ bu aralikta olsun. Yukaridaki (5.1.5) ve (5.1.6) esitsizlik-

lerinden
p(t.t) —pt', ) < p(t.t)—pt,t)
p(t7 t) - p(tla t,) Z p(ta t,) - p(t/, t/)

yazilabilir. ¢ > ¢’ i¢in

p(t,t) — p(t',t) H(#,%,u) — H(Z,% ,u)

<
t—t - t—t
N H(%, 2 u) — H(3', 2, u) (5.1.9)
t—t
p(t.t) —p(t'.t) _ H(2u)— H(E 2 u)
t—t - t—t
H ~ A ’ —H A A /
+ (x’z’ui_t, (,2,u) (5.1.10)

elde edilir. ¢t — t icin H, & ve 2 ye gore tiirevlenebilir ve

OH. O0H. OH 0H 0H OH _
oz T a: 7T or o 02 on

oldugundan (5.1.9) ve (5.1.10) esitsizliklerinin sag tarafi sifira yakisar. O halde

. I
o) )
t—t’ t—t

=pt,t)=0

bulunur. Benzer esitsizlikler ¢ < ¢’ oldugu zamanda bulunabilir.
t1 in sabit olmasi durumunda ise zaman iizerinden perturbasyon yapilama-

yacagindan dolay1 bu sabit sifir olmayabilir. Yani ¢; sabit ise H sabittir.
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II. ve III. Durum:
j’ vektorii perturbasyon konisinin iireteci olabilir. Bu durumda j vektorii hi-

perdiizlemin iizerindedir. Buradan

elde edilir. Bu ise maliyet fonksiyonunun Hamiltoniana etki etmedigini gosterir.
Bu durumda maliyetine bakmaksizin H yi maksimum yapan herhangi bir kont-
rol optimal kontrol olabilir. Bu ise optimal kontrol problemlerinin amaci digina
¢ikmasi anlamina gelir. Zaten uygulamada da bdyle bir durum yoktur.
Eger j vektorii perturbasyon konisinin i¢inde ise bu daha az maliyetle he-
defe ulasilabilir anlamindadir. Bu ise © nun optimal kontrol olmasi ile gelisir.
Sonug olarak II. ve III. durumlar gz ardi edilecektir.

Asagida kanitin yapilis yontemine bir 6rnek verilmistir.

Ornek 5.1.1. Kontrol sistemin davranis:

. 1
To = fo(il?hul) = 5“%
1 = filzr,wm) =21+

ile verilsin. Baslangi¢ ve hedef kosullar
z1(0) =0, z1(1) =1
olsun. Hamiltonian
H= —%u% + 21(z1 +up)

olur ve 2y = —z dir. H en biyiik dejerini uy = z = Ae® iken alir. Buna gore

sistemde uy yerine Aet yazip sistem baslangi¢ degerleri ile birlikte ¢oziliirse,

B sinh ¢
T Ginh1
1—e 2
Ty = —5—
0 4sinh?1
1
21 = U1 = 62 _ 1
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bulunur. Perturbasyon konisini elde etmek i¢in (0,1) araliginda bir 7 zamana
segilsin ve kigtk bir € igin (T — e, 7) araliginda uy kontroli yerine v kontroli
kullanalsin. ki yoringe arasimdaki fark &(t) ile gosterilsin. Ozel olarak &(7)

amndaki fark yazilirsa,

So(r) = elfolwr,v) = folar,u1)]

1 ) 6727
= —c|v°—
2 sinh? 1

&(1) = elfilzr,v) — fi(wr,u)]

e~ T
= elv—
sinh 1

yoringeleri elde edilir. (1,1) araliginda her iki yoringede de u kontroli kulla-

nalsin. X
PR

olmak tzere

£ = A¢
lineer denkleminden,

=0,

G=4
elde edilir. Bu denklemler coziilirse,

o= A4,

& = Be'

bulunur. t =1 i¢in

1 6_2T
1 2
= —e|v°—
S 2 ( wm%)
1 7 1-7
o= (U sinh 1) ‘

olur. z(1) = (-1, e—h) vektdri hiperdiizlemin normaline paralel olarak segil-

diginden, z(1) vektériine dik ve (x5, x]) = ( 1) noktasindan gegcen dog-

e2 -1’
runun denklemi

Zo(.fL'O — l’é) + 21(1'1 — l’%) =0
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ile coziiliirse

e~ ! 1 e

sinhlch - e2—1 sinhl

-1

elde edilir. Hiperdiizlem koni ile j vektorini aywrdigindan perturbasyon vektor-

leri hiperdiizlemin st tarafinda kalacaktir. Adjoint sistemden

ZOIO U@le—Zl
1 1 e’ :
yanlhrsa zy = —1,2) = h 1 kosullar: ile
677
20(1) = —1 ve z(1) = e

elde edilir. t = 1 aninda perturbasyon vektorleri ile z wvektori hiperdizlemin

ayrt taraflarinda oldugundan
206 + 216 <0

yazilabilir. Adjoint sistemlerin ozelliginden her t i¢in bu egitsizlik saglanar.

t = 7 i¢in esitsizlik tekrar yazilirsa

20(7)[fo(z1,v) = folwr, )] + 210(7)[fi(21,v) — fi(z1,ua)] <0

elde edilir. Buradan

2o fo(z1,v) — 21 fi(z1,v) < 2o fo(zr,ur) + 20 fi(2, W)

H([L‘l,ZO,Zl,U) < H(CL‘l,ZQ,Zl,Ul)
bulunur. Bu ise maksimum prensibini dogrular. Ayrica

H(zy1, 20, 21,w1) = 2o+ 2101
-1 N et sinh ¢ N 1
 e2—1 sinhl \sinhl e2—1

—1 2e7t [et —et 1
- 62—1+e—e*1 (e—el +€2—1)
1
2sinh” 1

elde edilir. Buradan Hamiltonianin sabit oldugu gorilmis olur.
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Xo

Sekil 5.4: Ornek 5.4 icin perturbasyon konisi
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6. SONUC

Bu tezde, kontrol sistemler teorinin en onemli sonuglarindan biri olan
Pontryagin Maksimum Prensibi ifade edilip kanitlanmistir. Pontryagin Mak-
simum Prensibi optimal kontroliin varligi i¢in gerek kosul olmasina ragmen,
teoremin kontroller iizerinde eleyici 6zelligi nedeniyle optimal kontrolii bul-
mada yardimeci olabilir.

Calismada verilen ornekler Pontryagin Maksimum Prensibinin ekonomi,
miithendislik, tip ve daha bir ¢ok alanda kullanilabildigini gosterir.

Pontryagin Maksimum Prensibi otonom olmayan sistemler, tam belirli ol-
mayan hedef kiimeler ve maliyet fonksiyonunun hedef konuma bagimli oldugu

durumlara da genellestirilip, cesitli uygulamalar1 verilmigtir.
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