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Matematik Anabilim Dali
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Bouligand-Contingent koni, Clarke koni, Radial koni gibi farkli teget konileri
non-smooth analiz, kontrol teori, viability teori gibi konularda 6nemli rol oynarlar
(bkz.[1-17]). Kiime konveks oldugunda bunlar gakisirlar ve teget konisi adini alirlar.

Alt1 boliimden olugan bu ¢aligmanin ilk béliimiinde ¢alisma igin gerekli tanimlar
ve teoremler verilmistir. Tkinci boliimde ise Bouligand-Contingent koniler tanimlan-
mig, bu tanima denk ifadeler verilmis ve Bouligand-Contingent konilerin temel 6zel-
likleri ifade ve ispat edilmigtir. Ayrica bu koniler iizerindeki kiime iglemleri aragtiril-
migtir.

Uciincii boliimde kapali, konveks kiime iizerine izdiisiim tanim verilerek 6zellik-
leri incelenmistir. Izdiigiim kullamlarak, bir konveks kiimenin teget konilerle
dig tanimlamasi verilmigtir.

Dordiincii ve besinci boliimlerde, sirasiyla, Clarke ve Radial koniler tanimlanmais,
tanimlara denk ifadeler arastirilmig ve bazi 6zellikler kanitlanmigtir. Besinci boliimiin
sonunda konilerin kargilagtirilmasi yapilmigtir.

Son boliimde Bouligand-Contingent koniler kullanilarak kiime degerli doniigiim-
ler icin Contingent tiirev ve Contingent epitiirev kavramlar: tanimlanip ozellikleri

incelenmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Kiime Degerli Doniigiim, Contingent Koni, Clarke Koni,

Radial Koni, Contingent Tiirev, Contingent Epitiirev
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Different tangent cones, like the Bouligand-Contingent cone, the Clarke tangent
cone, the Radial tangent cone ect., play an important role in non-smooth analysis,
control theory, viability theory ect (see[1-17]). In the case of convex sets these cones
coincide and called tangent cone.

In the first section of this work, which consists of six sections, some basic defini-
tions and theorems necessary for this work are given. The second section deals with
Bouligand-Contingent cones. The definition and its equavilents are given. Some
basic properties of Bouligand-Contingent cones are expressed and proved. Also, set
operations on these cones have been investigated.

In the third section, the definition of projection on to closed convex sets is given.
Some properties of this projection are investigated and by using projections, the
outer description of convex set is given by means of tangent cones.

In fourth and fifth sections, respectively, Clarke and Radial cones are defined,
their equivalents have been investigated and some properties of these cones are
proved. At the end of the fifth section cones have been compared with each other.

The last section, by using Bouligand-Contingent cones, Contingent derivative
and Contingent epiderivative of set valued maps are defined and some properties of

them have been investigated.

Keywords: Set-Valued Map, Contingent Cone, Clarke Cone, Radial Cone,

Contingent Derivative, Contingent Epiderivative
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1 GiRis
Bu boliimde sonraki boliimlerde kullanilacak temel tanim ve teoremler veri-

lecektir.

1.1 Temel Tanimlar ve Teoremler
Tanim 1.1.1. X # () herhangi bir kiime olmak tzere

d: XxX — R
(z,y) — d(z,y)

fonksiyonu

() Vae,ye X igind(z,y) =0 < z=y

(it) V z,y € X igin d(z,y) = d(y, )

(i17) VY x,y,z € X igin d(z,y) < d(x,z) +d(z,y)

kosullariny saglwyorsa d’ye X dizerinde bir metrik denir. (X, d) ikilisine de

metrik uzay denair.

Tanim 1.1.2. X, K cismi uzerinde bir dogrusal uzay olsun.

Il: X — R

S |

fonksiyonu

(1) Yaxe Xigin||z|| >0 ve||z]| =0 <= =0
(7)) VaeKoveV x e X igin ||az] = |al ||z
(idi) ¥V z,y € X igin |z +y| <[zl + [ly|

kosullarim saghyorsa ||.|| fonksiyonuna norm denir. (X, ||.||) ikilisine de normlu

uzay denir.



Tanim 1.1.3. X, K cismi uzerinde bir dogrusal uzay olsun.
(Lo XxX — K
(z,y) — (z,9)

fonksiyonu

() Y x,y € X i¢in (x,y) = (y,x)

(1) YV z,y,2z € X igin (x +vy,2) = (x,2) + (y, 2)
(7it) V o,y € X veV a € K igin (ax,y) = a(z,y)
(iv) Vx € X igin (z,z) >0

kosullariny saglhyorsa bu fonksiyona X dzerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu ve

(X, (.,.)) tkilisine de bir i¢ ¢arpim uzay: denir.

Ozel olarak R™ Oklid uzaymda standart i¢ carpim z = (1, T2y ey Ty,

y = (y1,Y2, .-, Yn) € R™ olmak tizere

=1

olarak tammlamr. R” Oklid uzay1 iizerindeki standart norm ise

2]l = v/ {a, 2) =

olarak tanimlanir.

(X, d) metrik uzay, A, B C X kiimesi ve x € X verilsin.
d(x,A) = inf {d(z,a) : a € A}
degeri x noktasinin A kiimesine olan uzakhigini,
d(A,B) = inf{d(a,b) :a € A, b€ B}

degeri de A kiimesinin B kiimesine olan uzaklhigini gosterecektir.



(X, d) metrik uzay xy € X ve ¢ > 0 verilsin.
Bx ={x € X :d(z,0) < 1}
kiimesi ile X uzayimin acik birim yuvari,
Bx ={r € X :d(x,0) <1}
kiimesi ile X uzayimin kapali birim yuvari,
B(zg,e) ={z € X : d(z,x¢) < €}
kiimesi ile X uzayinda zy merkezli € yarigapl agik yuvari,
B(xg,¢) = {x € X : d(x, 1) < €}
kiimesi ile X uzayinda zy merkezli € yarigapli kapal yuvar1 gosterilecektir.

Tanim 1.1.4. (X, d) bir metrik uzay, U C X wverilsin.

a. Vx €U igin B(x,e) C U olacak sekilde 3 € > 0 sayisit bulunabiliyorsa U

kiumesine X 'de acik kume denir.
b. X\U kiimesi X fizerinde agik ise U kiimesine kapaly kiime denir.

. Ve>0gin

o0

B(z,e) N (U\{z}) # 0
oluyorsa x’e U kumesinin ygilma noktasy denir. U kumesinin yigilma

noktalar: kiimesi U olarak gosterilir.

d. U kumesiile U kimesinin yigilma noktalarinin birlesim kimesine U kimesinin

kapanisi denir ve cl(U) olarak gdsterilir. Yani

A(U)=UUU

e. z € X i¢in B(x,e) C U olacak sekilde 3 € > 0 varsa x’e U kiimesinin bir i¢
noktasy denir. U 'nun i¢ noktalarinin olusturdugu kiimeye U kumesinin

ici denir ve int(U) olarak gésterilir.
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f. c(U)Nec(X\U) kimesine U’nun sinar denir ve bd(U) olarak gdsterilir.

Tanim 1.1.5. X dogrusal uzay, A, B C X bos kiimeden farkl altkimeleri ve
A € R verilsin.
A+B:={z+y:xz €A, ye B}

kiimesine A ve B kiimelerinin cebirsel toplama denir. A kiimesinin bir X sayis
ile carpima da

M :={\z:z € A}

olarak tanimlanar.

Tanmim 1.1.6. X normiu uzay O # K C X kiimesi verilsin. ¥V x € K wve
VA >0 i¢in Ax € K oluyorsa K kiimesine bir koni denir.

Ozel olarak

KN (=K) = {0x}

oluyorsa K konisine pointed koni denir.

Tanim 1.1.7. X bir dogrusal uzay () # S C X kiimesi verilsin.
cone(S)={r e X :3se€ S ved X\>0 igcinx=As}
kiimesine S kiumesinin konik ortisi denir.

Tanim 1.1.8. X normlu uzay, S C X kimesi verilsin. Eger ¥V x,y € S ve
vV A€ [0,1] dgin
A+ (1-Nyes

oluyorsa S kiimesine konveks kiime denir.

Tanim 1.1.9. X normlu uzay, S C X kiumesi verilsin.

k k
conv(S) = {:L‘ eX . x= Zaimi, ZO” =1, z;€8, i=12, ,k}
i=1 i=1

kimesine S kiimesinin konveks ortiust denir.



Tanim 1.1.10. X bir dogrusal uzay, C' C X konveks koni olsun. V x,y € X
¢Imn
r<cy <= y—xeC
ya da
<c={(r,y) e X xX:y—z€eC}
olarak verilen bagintt X tzerinde C' konveks konisiyle tanimlanmas siralama

bagintisidir. Eger C' pointed koni ise baginty ters simetrik olur.

Tanim 1.1.11. XY ki kime olsun.

a) X 'in herbir x elemanine Y 'nin bir alt kiimesine esleyen bir F' bagintisina

kiime degerli dontisum denir ve
F:X=Y

ile gosterilir. Bu durumda x € X i¢in F(x) CY olan F(x)e x’in F
altindaki goruntisu denir.

U F@cy

zeX

kiimesine F’in gorinti kimesi denir ve F(X) ile gosterilir.
b) dom(F) ={x € X : F(x) # 0} kiimesine F’in tanim kiimesi denir.

c) gr(F)={(z,y) € X xY :y € F(x)} kiimesine F' kiime degerli donigimii-

nin grafigi denir.

d) X, Y normlu uzaylar' Y, C konisiyle siraly olsun.
epi(F) ={(z,y) e X xY :2x € X, y € F(z) + C} kiimesine F' fonksiyo-

nunun epigrafi denir.

e) F: X Y bir kiime degerli doniigim olsun. ¥ x € dom(F') i¢in
f(z) € F(x) olacak sekilde bir f : dom(F) — Y tek degerli doniisimiine

Fin bir selection’u denir.



d) F: X =2Y bir kime degerli dontigim olsun. ¥ x € X igin F(z) CY
sinarly (kapali,konveks vb.) oluyorsa F’e sinwrly degerli (kapali degerli,
konveks degerli vb.) denir. F’in grafigi sinarly (kapali, konveks vb.) ise

F’e ssnarludar (kapalidir, konvekstir vb.) denir.

Tanim 1.1.12. X, Y normlu uzaylar, F : X =Y kime degerli dontisumi ve

zo € X verilsin.

limsup F(z) :={y €Y : z, =z olan 3 (x,),cy € X i¢in I (Yn),en €Y
z—x0
dizisi ¥V n € N i¢in y, € F(x,) ve y, — y
olacak sekilde vardr.}
kiumesine F'in xq noktasindaks st limaiti denir.
liminf F(z) = {y €Y : F'inen az bir selection’unun xo’daki limiti y’dir.}

T—T0

= {yeY: VeeXign f(x) € F(z) olan3 f: X =Y
tek degerli fonksiyonu igin xh—{?o f(z) =vy’dir.}
kiumesine Fin xy noktasindaki alt limiti denir.
Tanim 1.1.13. X normiu uzay ) # S C X konveks kiimesi ve
f:S—=R
fonksiyonu verilsin. Eger ¥ x,y € S ve ¥ X € [0, 1] i¢in
fOz+ (1= Ny) <Af(z) + (1 =N f(y)
oluyorsa f’e konveks fonksiyon denir.

Tanim 1.1.14. (X, ||.||y) ve (Y, |.lly) gercel normiu uzaylar (Y, ||.|ly) wzaye

C CY konveks konisiyle kismi siraly, ) # S C X konveks kiimesi ve
F:X=Y
kiime degerli donisimi verilsin. Eger ¥ x,y € X ve ¥V X € [0, 1] i¢gin
AF(z)+(1=NF(y) CFAx+(1—X\y))+C
oluyorsa F' kume degerli dontisumine C-konvekstir denir.
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Tanim 1.1.15. (X, ||.|lx), (Y, [.lly) ger¢el normlu uzaylar, 0 #S C X,z € S
ve f: 8 =Y fonksiyonu verilsin.

i W@+ R) = f(@2) = f@)(R)]ly

-0
Ihl[x—0 1Al x

olan f'(z) : X — Y sirekli , dogrusal déniisimi bulunabiliyorsa f’e T nok-
tasinda Frechet diferansiyellenebilir fonksiyon ve f'(z)’e de f’in T noktasindaki

Ferchet tirevi denir.

Teorem 1.1.16. (Eidelheit Ayirma Teoremi) [1, 2, 18] X gercel dogrusal
topolojik uzay, S, T C X bos kiimeden farkly alt kimeler ve int(S) # 0 olsun.
Bu durumda int(S)NT = 0 olmast i¢in gerek ve yeter kosul¥V s € S veVt e T

¢In
ve Vs € int(S) igin

olan 3 1 sturekli, dogrusal fonksiyonelinin ve 3 a € R sayusiman bulunmasidir.

Teorem 1.1.17. (Hahn Banach Teoremi) [17,19-21] (X,|.||y) normiu
uzay, E de X ’in bir dogrusal altuzay: olsun. [ : E — K swnrl, dogrusal

fonksiyoneli verildiginde f : X — K,
P ls= £ ve ||7]| = 151
olan 3 f fonksiyoneli vardar.

Sonug 1.1.18. [17] (X, ||.||x) normlu uzayr ve 0 # xy € X werilsin. Bu

durumda
f(xo) = ||lzol| ve [[fl| =1

olan bir f : X — R dogrusal dontisumi vardar.

Teorem 1.1.19. (Acik Déniisiim Teoremi) /22, 23] (X, |.|lx), (Y.|.lly)
Banach uzaylar: olsunlar.

f:X-=>Y

dontistuma stirekli ve orten ise acik dontsumdiir.
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Teorem 1.1.20. (Kapali Grafik Teoremi) [6/ X, Y Banach uzaylar,
F: X =Y kime degerli dontigimi kapali, konveks, dom(F) # (), F(X) # ()
olsun. yo € int(F (X)) ve zg € F~(yo) segilsin. Bu durumda ¥V x € dom(F)
veV y € yo+ vBy i¢in

_ 1
d(z, F~'(y)) < ;d(y, F(z)) (1 + [l = o))
olan 3 v > 0 sayist vardar.

Sonug 1.1.21. /6] X, Y Banach uzaylar, ) # L C X ve ) # M CY kapals,
konveks kimeler ve A € L(X,Y) verilsin. ¥ y € Y i¢in

Fly)={zeLl:Alx)e M+y}

kiimesi tanimlansin. int(A(L) — M) # 0 olsun. yo € int(A(L) — M) wve
xo € F~Y(yo) verilsin. Bu durumda ¥~ x € L ve ¥V y € yo + yBy i¢in

Az, F\(y)) < d(A() -y, M)+ ||z — o)

2

olan 3 v > 0 varder.



2 CONTINGENT KONILER

Bir S kiimesi verildiginde bir « noktasi civarinda .S igin daha basit kiimelerle
yaklagim kurma fikri oldukca yararh bir fikirdir. Klasik diferansiyel geometride
bir S diizgiin ylizeyine S’ye teget olan affine hiperdiizlemlerle yaklagilmakta-
dir. Bu fikir R” x R iizerinde grafigi, bir (z¢, f(x¢)) noktasinda bir teget
afin hiperdiizleme sahip olan f : R” — R diizgiin fonksiyonunun diferansiyel-
lenebilmesinde ¢ok siklikla kullanilmaktadir.

Bu durumda (xg, f(z¢)) noktasi civarinda f fonksiyonun grafigi igin bir

yaklagim agagidaki gibi yazilir.

gr(f) = {(z,y) 1y — f(wo) = (Vf(x0),z — o)} dir.

Konveks kiimeler icin diizgiinliik konusunda pek sikint1 yoktur. Uygun
afin hiperdiizlemle yaklagim yapilabilir. Afin hiperdiizlemler alt uzaylarin
kaydirilmiglar: olduklarindan Vg(z) bir alt uzay olmak {izere S’ye x civarinda
Vs(z)’e paralel olan

Hg(r) = {z} + Vs(z)

kiimeleriyle yaklagilabilir. Bu durumda x civarinda Hg(z) = S olur.

Konveks analizin tek ytizli diinyasindaki yaklagimlarda alt uzaylar yeri-
ne kapali konveks konilerin kullanilmasi dogaldir. Bunun yanisira S’ye nor-
mal(dik) olan kiime yani Vs(z)’e dik olan alt uzay ise yerini koninin polarma
birakacaktir.

Uygun tamimlar1 koyabilmek i¢in tegetin tanimlanigina bir goz atilsin.

Herhangibir S C R" kiimesi, g € S noktasi ve bir d yonii alinsin. S
icinde cizilen ve zy’dan gecen bir egrinin xq’deki tiirevi d ise d vektorii bu
egrinin xy noktasindaki tegetinin egimidir. Dahasi (d, —1) vektorii bu egriye
(20, f(z0)) noktasindaki teget hiperdiizleminin normal vektori olur. Aym
vektor yukaridaki yorumlar goz éntine alinirsa Vs(zg) alt uzaymin teget hiper-

diizleminin normal vektoriidiir. Bu ise (—d, 1) vektoriiniin de ayn alt uzayin



normali oldugunu verir. Konveks analizde tiirev kavraminin yanisira yonli
tiirev, subgradient kavramlar: da yogun bir gekilde kullanilmaktadir.

Bir kiime i¢in yukaridaki anlamda tiirev kavrami kullanilarak teget hiperdiiz-
lem tanimlanamiyorsa, bunun yerine tiirev veya teget tanimi diziler kullanilarak

agagidaki gibi genellegtirilebilir.

2.1 Tamm ve Denk Ifadeler
Tanim 2.1.1. a) [3/ X normiu uzay, O # S C X herhangibir kime d € X
herhangibir yon ve x € cl(S) olsun.

Ty —

b,

T, — T, h, — 07 ve —d

olan S iginde bir (x,)nen dizisi ve 3 (hyp)neny € Ry dizisi varsa d’ye S

kimesinin x noktasindaki tegeti denair.

b) S kiimesinin x’deki tegetlerinin olusturdugu kimeye S’nin x noktasindaki
teget konisi (Contingent konisi veya Bouligant’in konisi) denir ve T(S, x)

ile gosterilir.

Onerme 2.1.2. X gercel normlu uzay O # S C X herhangibir kiime ve

x € cl(S) olsun. Bu durumda

deT(S z)dir < d,—d, h,— 0" veVneN igin
x4+ hpd, € S olan 3 (dp)nen € X wve
3 (hn)nen € Ry dizileri vardor.
Kanat.

(=) d e T(S,z) olsun. Bu durumda 3 (2,,)neny € S, , — @, 3 (hy)neny C R,

h, — 0% yle ki 227

— d olur.

d, = I v olsun.

Bu durumda (d,)nen € X i¢in d,, — d ve V n € N i¢in z,, = x + h,d,, € S olur.
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(<) Tersine d,, — d, h, — 0% ve Vn € N i¢in  + h,d, olan 3 (d,),en € X

ve 3 (hy)nen € RT dizileri var olsun. V n € N i¢in
T, = « + h,d, olarak tamimlansin.

d, — d ve h, — 0" iken h,d, — 0.d = 0 olacaktir. Boylece x,, — x olur.
(Zn)nen € S oldugu agiktir. Boylece x,, — x olan bir (z,)nen € S ve b, — 07T

Tn =%, dolur. Ohalded € T(S,z)dir. O

olan bir (hy,)neny € Ry i¢in d, = -

Onerme 2.1.3. X gercel normlu uzay, 0 # S C X ve x € cl(S) verilsin. Bu

durumda

deT(S,x) <= w,—xved= lim\,(x, —x)

olan 3 (An)nen € Ry ve 3 (2),eny € S

dizileri vardar.
Kanat.

(=) d € T(S,z) almsm. Bu durumda d, — d, h, — 07 ve V n € N igin
x + hyd, € S olan 3 (d,)peny € X ve 3 (hy)neny € R™ dizileri vardir. Buradan

(Zn)nen € S dizisi V n € N igin
Tn =2+ h,d,

olarak tamimlanmirsa x,, — x oldugu aciktir. z, = x + h,d, esitliginden d,
gekilirse

d, = (X — )

1
hn
1 ) ..
bulunur. 7 = )\, denirse V € N igin A\, > 0 ve

d = limd, = lim \,(z, — 7)

olur. Boylece istenilen (z,)neny € S ve (An)nen € Ry dizileri bulunmug olur.

(<) Tersine 3 (z,)nen C S, z,, — x ve I (A\y)neny C R, dizileri

d = lim \,(z, — )

n—oo

11



olacak gekilde bulunsun. V n € N icin

olarak tamimlanirsa

1
Tp =T+ —
An

olur. )\i = h,, olarak alimirsa V n € N i¢in h,, > 0 ve

Ty, =T+ h,d,

olur. =, — x ve d, — d oldugundan h,, — 0" olmalhdir. O halde 3 h, — 0"

ve 3d, — ddylekiV n € Nigin .+ h,d, € S yani d € T(S,z) elde edilir. [

T(S, ) bir konidir. ¥V z € cl(S) i¢in 0 € T(S, x)'dir. Gergekten = € cl(S)

C S dizisi vardir. Onerme 2.1.3'deV n € N

oldugundan z,, — z olan 3 (z,,), .y €

i¢in A, = 1 almirsa x, — x olan herhangibir (x,), .y € S dizisi icin

lim A\, (z, — ) = lim (2, —2) =0

n—o0 n—oo

olur.
AyricaV d € T'(S,z) ve V a > 0 alinsin. d € T'(S, z) oldugundan tanimdan
3 (2p)neny €S ve 3 (hy)neny € Ry dizileri

Ty — X

h, —d

x, — = ve h, — 07 iken

olacak gekilde vardir. Dogal olarak

« (xnh; x) — ad dir.

1
(%p)neny € S, 2, — z ve —h,, — 0T
a

Ty —

olacagindan Y, ad olur ki buradan ad € T(S,z) olur.

1
Onerme 2.1.4. [4] X gercel normlu uzay O # S C X kimesi verilsin.
x € int(S) ise T(S,x) = X 'dir.

12



Not 2.1.5. = ¢ int(S) olsa bile T(S,xz) = X olabilir. Ornejin S kiimesi
grafikteki kiime olarak almarsa (0,0) ¢ int(S) fakat T(S, (0,0)) = R? olur.

il
|

Sekil 2.1: (0,0) ¢ int(S) fakat T(S, (0,0)) = R? olan S kiimesi

Onerme 2.1.6. [6] X gercel normlu uzay, § # S C X ve x € cl(S) verilsin.
Bu durumda

T(c(K),z) =T(K,x)

olur.

Ornek 2.1.7. Asagidaki sekilde S kiimesinin x noktasindaki Contingent konisi

verilmaistir.

Sekil 2.2: Bir S kiimesinin = € ¢l(S) noktasindaki Contingent konisi

13



Ornek 2.1.8. S = {(z,y) e R?: y > \/|z], = € R} kiimesinin

(x1,x2) = (0,0) noktasindaki Contingent konisi
7(5,(0,0)) = {0} x [0,00)

olur.

S Do
: /T(S7(070))

. . . . .
. .
. .
. .
. .
. .
.
. .
. . . . . .
. . . .
. .
. .

Sekil 2.3: S = {(x,y) ER?*:y>/|z|, x € ]R} kiimesi ve (0,0) noktasindaki

Contingent konisi

Clinki ¥ (0,d) € {0} x [0,00) alindrginda (0,d,) — (0,d) ve h,, — 0% olan
(hn)neny € R™ ve ((0,d,))nen € {0} x [0,00) dizileri alindiginda ¥ n € N i¢in
(0,0) + h,(0,d,) € {0} x [0,00) C S olacagindan

(0,d) € T(S, (0,0))

olur.

V (d',d?) € R?\ ({0} x [0,00)) igin (d*,d*) ¢ T(S,(0,0)) olur. Clinki
Yy = \/m egrisi y eksenine (0,0) noktasinda sagdan ve soldan teget oldugundan
(dL,d?) — (d*,d*) ve hy, — 07 olan ¥V ((d., d*))nex ve ¥ (hp)nen C Ry dizileri

icin 3 ng € N sayise
(O’ 0) + hnO (dlno’ dQnO) ¢ S

olacak sekilde bulunabilir.

Ornek 2.1.9. S = {(z,y) € R? : |z| = |y|} kiimesi verilsin. Bu durumda
T(S,(0,0)) = S olur. Gergekten, A ={(z,z) :x € R} ve B={(x,—x):x € R}
olmak tizere S = AU B olarak yazilabilir.
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(d,d) € A verilsin. (d,, di)neN = ((d,d)), ey sabit dizisi ve
(i) pen = (%)neN dizileri abmarsa (d.,d>) — (d,d), h, — 0t ve Vn €N
i¢in (0,0) + hy(d),d?) = (%,g) € S olur. Buradan (d,d) € T(S,(0,0))
dolaysiyla
ACT(S,(0,0)) (2.1.1)
elde edilir.
(d, —d) € B verilsin. (d,,, di)neN = ((d, =d)), ey sabit dizisi ve
(") pen = (%)nEN dizileri almrsa (d,,d>) — (d,—d), h, — 0t veVn €N
icin
(0,0) + hy(dL,d?) = (g,—%) € S olur. Buradan (d,—d) € T(S,(0,0))
dolayswyla
B C T(S,(0,0)) (2.1.2)

elde edilir. O halde (2.1.1) ve (2.1.2) kapsamlar:y kullanilarak
S=AUBCT(S,(0,0))

elde edilir.

R\ S kiimesindeki elemanlar Contingent koniye ait degildir.
(d',d?) € R®\S i¢in (d',d?) € T(S, (0,0)) olsaydy h, — 0T,
(dL,d*) — (d*,d*) veV n €N igin

n»'n

(0,0) + hp(d-,d?) € S

n'n

olan (hy),cn € Ry ve (d; d2)n€N C R? dizileri vardwr. Bu dururumda¥ n € N

neN = ny 'n
i¢in (0,0)+ hy,(d., d*) = (h,d}, h,d?) € S oldugundan S kiimesinin tanimlana-

n’ 'n

sidan h,d: = h,d? veya h,d: = —h,d> yani
dl = d2 veya d. = —d> (2.1.3)

n

olur. (d.,d?) — (d*,d*) oldugundan ve (2.1.3) esitliklerinden d* = d* veya

n’'n

d* = —d? olmaldir. Bu ise (d*,d?) € R?\S secimiyle celisir. Dolayisiyla
7(S,(0,0)) =S

elde edilir.
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S =T(S, (0,0))

Sekil 2.4: S = {(z,y) € R* : |z| = |y|} kimesi ve (0,0) noktasindaki

Contingent konisi

Ornek 2.1.10. S = {(z,—z) € R? : 2 < 0} U {(1,1) : n € N} kiimesinin
(0,0) € S noktasindaki Contingent konisi

7(8,(0,0)) = {(z,y) € R* 1 y = |a]}

olur.

1 1
Sekil 2.5: S = {(z,—z) € R? : 2 <0} U{(,1) : n € N} kiimesi

V (d,—d) € {(x,—x) : x <0} i¢in (d,—d) € T(S,(0,0)) olur. Clinki

((d}w di))nEN = ((d7 _d>>n€N

(1),

dizileri almirsa (d,,d>) — (d, —d) ve h, — 0% oldugu a¢iktir. Ayni zamanda

n’-'n

ve

V' neN igin

(0,0) + hu(d", d2) = (0,0) + %(d, )= (%, —g) s

16



oldugundan (d,—d) € T'(S,(0,0)) olur.
V(d,d) € {(x,x) : x > 0} igin (d,d) € T(S,(0,0)) olur. Gergekten dncelikle
(1,1) € T(S,(0,0)) oldugunu gdsterilsin.

() o= (0 31+ D)

1
h, =
( )HEN (n + 1 ) neN
olarak alinirsa

(d-,d%) — (1,1) ve h, — 0T oldugu aciktrr. Ustelik ¥V n € N igin

nr-'n

ve

1 1 1
0,0) + hn(d),dy) = (0,0)+ —— (14—, 14—
0.0) + bl ) = 00)+ g (10014

— <l’ l) c S
n'n
oldugundan (1,1) € T(S,(0,0)) olur. T(S,(0,0)) koni oldugundan ¥ o € Ry
icin (a, ) € T(S,(0,0)) olur.
Ornek 2.1.9°daki yontem kullamlarak R2\{(z,y) € R? : y = ||} kimesindeki

elemanlarin Contingent koniye ait olmadigr kolayca gorilir.

-3 -2 -1 1 2

Sekil 2.6: S = {(z,—z) € R? : & < 0} U{(%,2) : n € N} kiimesinin (0,0)

noktasindaki Contingent konisi

Onerme 2.1.11. X gercel normlu uzay 0 # S C X ve x € cl(S) verilsin. Bu

durumda
A
A\

Ve

1
T(S,z)={de X: lihm(i]r+1f 5 d(z + hd,S) = 0} olur.
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Kanit. © € S verilsin.

1
de A — liminfﬁd(zv—i-hd,S):O

h—0+

. 1
<— lim —
hn—0t hn

olacak sekilde 3 (h,,)neny € R, dizisi vardir.

d(z + hod, S) =0

1
— h—d(x + h,d, S) =t, ve n — oo iken t,, — 0 olacak sekilde

n

3 (tn)nen ve 3 (hn), ey € Ry dizileri vardar.
<~ d(x+ h,d,S) =t,h, vet, — 0 olacak sekilde 3 (¢,)nen

ve 3 (hy),ey € Ry dizileri vardir.

< VneNign |z, —z — h,d| = t,h, ve t, — 0 olan

Jz, €8, 3 (ty)neny ve I (hn), oy € Ry dizileri vardir.

neN

<= VneNicnz, — 2z — h,d = tyhne, ve t, — 0 olan J e, € By,

3 (tn)pens 3 (Tn)pey €S ve 3 (hn),eny € Ry vardar.

dn
———
< VneNiinx, =2+ h,(d+t,e,) ve d, — d olan
3 (dn),eny € X ve 3 (hy),en € Ry vardir.

< VneNicnuxz,=x+h,d, €S, h, — 0" ved, — dolan
3 (dn)ey €© X ve 3 (hy),en € Ry vardir.

neN =

— deT(Szx)
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Onerme 2.1.12. X gercel normlu uzay, O # S C X, z € cl(S) ve

F: R, = X

W P(h) =28

h

kime degerli dontsumi verilsin. Bu durumda
T(S,z) =limsup F(h) olur.
h— 0+
Kanit. d € T(S,z) almsimn. Bu durumda h,, — 07, d, — d ve Vn € N igin
x + hyd, € S olan 3 (hy)neny € Ry ve 3 (dy)nen € X dizileri vardir. Vn € N
icin
Tp =T+ hypd,

olarak alinirsa
n - S -
‘ hnx =d, € h—nx:F(hn) olur.
3 h, — 0 ve d, € F(h,) iken d,, — d olacak sekilde diziler buluna-

bildiginden d € limsup F'(h) olur. O halde
h—0+t

T(S,x) C limsup F(h) (2.1.4)

h—0t+
elde edilir. Tersine d € limsup F(h) alinsm. Bu durumda h, — 07,
h—0t
vV n € Nigin d,, € F(h,) olmak iizere d,, — d olacak sekilde 3 (h,)neny € Ry
ve 3 (dy)neny C X dizileri vardir.

V' n € Nigin d, € F(h,) oldugundan d,, = e

olacak sekilde x,, € S

n

vardir. Buradan z,, = x + h,d,, € S olur. d,, — d ve h,, — 0" olarak alinmisti.

O halde d € T'(S, x) dir. Dolayisiyla

limsup F(h) C T(S,x) (2.1.5)
h—0+
olur. (2.1.4) ve (2.1.5) kapsamlarindan istenilen esitlik elde edilir. O

Onerme 2.1.13. X gercel normlu uzay, ® # S C X vex € cl(S) verilsin.

Bu durumda

deT(S,x) <= VUeN()veV \>0 igin
(x+pU)NS #0 olan 3 p € (0,\) vardur.
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Kanat.

deT(S,z) <= liminfwzo

p—0t 12

d d,S
A>0 0<pEA 17

=0

< Ve>0veVA>0igin3I pe(0,N)

syle ki EFALS)

< Ve>0veVA>0icin I pue(0,N)
oyle ki d(z + pd, S) < ep

< Ve>0veVA>0icin3 pe (0, oyle ki
x+pde S+ B(0,en)

< Ve>0veVA>0igin 3 pe (0, dyle ki
S —
de 2—" 1 B(0,¢)

— VA>0@n3u€®AMWMMdEd(§:E)
1

< VYUeN() veVA>0igin 3 pue (0, dyle ki
Um(s_x> #0
i

< VYUeN()veVA>0igin 3 pue (0, dyle ki
()N (S —z) #0

< VYUeN(d) veVA>0igin 3 pue (0, dyle ki
(z+pU)NS #£0

olur.
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Onerme 2.1.14. X gercel normlu uzay, ® # S C X vex € cl(S) verilsin.

)

Bu durumda

-NN U (8

e>0 >0 0<A<O

olur.

Kamit. d € T(S,z) verilsin. Onerme 2.1.11 geregi

lim inf X dlx + M, S)=0

A—0t

olur. Buradan

d(x+Md,S)
11>\H_1>(1)nf X d(z+ Xd,S) = sup 1nf f ———— = 0
olur. O halde Ve >0veV ¢ >0igin 3\ € (0,9)
d(z + M\d,5) <€
A -2
olacak sekilde vardir. Buradan
T+ Ad—vy < d(x + M\, S) + &<,
A - A 2~
olan 3 y € S vardur.
u=2"7
DY
olarak almirsa u € — a ved € u+eByxy C
Ve>0,Vd>0ved e (0,9) icin saglandigindan
teN U (55" +ens)
e>0 >0 0<A<O
dolayisiyla
S —
<N U ( ) (2.1.6)

e>0 >0 0<A<O

elde edilir.
de ﬂ ﬂ U (—+EBX> olsun. Bu durumdaVe >0veVd >0

e>0 >0 0<A<O

icin 3 A € (0,9)

S —
de x—i‘é?BX
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olacak sekilde vardir. Buradan

d€y+sBX (217)
S—ux o
olan 3 y € 5y vardir.  + Ay € S oldugundan ve (2.1.7) kullanilarak
d(x + X\, S 1
W5 g xd— (e M) < ld =yl <

elde edilir. O halde
liming 2@ EALS)
A—0t A

olur. Onerme 2.1.11 geregi d € T/(S, x) olur. O halde

NN U (S;I +53X) C T(S, ) (2.1.8)

e>0 >0 0<A<O

elde edilir.
(2.1.6) ve (2.1.8) kapsamlar1 kullanilarak
75,2 = N U (S_x+eBX>
’ A
>0 5>0 0<A<6

elde edilir. O

Onerme 2.1.15. X gercel normlu uzay, § # S C X ve x € cl(S) wverilsin. Bu

durumda

7(S,2) = limsupS;x -NN U (S;ereBX)

A—0F e>0 §>0 0<A<S

- NN U (55 L)

m2>1 n>1 gcp<ct
n

olur.

Kanat.

T(S, ) = lim sup S;x -NN U (S;x+sBX)

A—0F
oldugu gosterilmisti.
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Esitligi gosterebilmek igin

A

A\

~

NN U (52 +s)-Nn U

m>1 n>1 g <l
n

e>0 >0 0<A<O

oldugunun gosterilmesi gerekmektedir.

+ _BX)

d € A alimsimn. Bu durumda Ve >0, V46 > 0igin 30 < A < § oyle ki

deS—x

olsun. Bu durumda d’nin seciliginden

Vm>1,Vn>1ign30<\<<=40dyleki

S — 1
:UJr—BX
A m

de

olur. Buradan d € B dolayisiyla

elde edilir.

Tersine d € B alinsin. Bu durumda

1
VleveVnZli@in30<x\<—6ylekid6S
n

olur.

. 1 1
+ eBx olur. Ozel olarak Vn > 1licin d = —, Vm > 1igin e = —
n m

(2.1.9)

(2.1.10)

Bir € > 0 ve bir § > 0 alinsin. 5>0igin3m€N6erki%<e,5>Oi(;in

3 n e Noyle ki = <6 olur. O halde (2.1.10) geregi

Va>0ve‘v’5>0igin§|0<)\<%<56yleki

S—z

de +€BX

olur. Buradan d € A dolayisiyla

elde edilir.

O halde (2.1.9) ve (2.1.11) kapsamlarindan A = B olur.
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Aagidaki teorem Lyusternic tarafindan verilmigtir.

Teorem 2.1.16. (Lyusternic teoremi)/1, 2] (X,|.||y) ve (Z,].||,) gercel
Banach uzaylar,

h: X —Z7

dontstimi yardimayla
S:={re X :h(zx)=0zy}

kiimesi tanimlansin. T € S wverilsin. h, Z’nin bir komsulugunda Frechet

tirevlenebilir, h'(.) Z’de sirekli ve h'(Z) orten ise
{x e X :h'(z)(x) =0z} CT(S, )
olur.

Kanat. B () siirekli, lineer ve orten oldugundan agik doniigiim teoremi geregi

h'(z) acik doniigimdiir. O halde 3 p >0
B(0z,p) C h(z)(B(0x,1)) (2.1.12)
olacak sekilde vardir.
po =sup{p: B(0z,p) C W' (Z)(B(0x,1))}

olarak tanimlansin.

Ve e (0,2) secilsin. h/(.) Z'de siirekli oldugundan 3 § > 0 say1si
V € B(z,20) i¢in ||W' (%) — h’(f)HL(X’Z) <e (2.1.13)

olur. #,7 € B(z,20) elemanlar secildikten sonra sabitlenirse Hahn-Banach
teoreminden

31 € Z* stirekli, lineer fonksiyoneli

”lHL(X,Z) =1
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ve

p(1) = »(0) = ¢'(t) (2.1.15)
olacak sekilde vardir. (2.1.13), (2.1.14) ve (2.1.15)’den

|7(@) = (@) = W(@)E - D), = UAE) - @) =P (@) - 7))

= »(1) = ¢(0)

< Hh’(f%—f(%—:%)) h’(f)HL(XZ)
17— 2]
< e,
olur. O halde V , & € B(Z,26) icin
|h(Z) — h(Z) — B (2)(@ - 7)||, <el|d - 7], (2.1.16)
olur.
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! (% + p%) < 1 kogulunu saglayan V e > 1 sayis1 ve h/(Z)(x) = 0z kosulunu

saglayan bir x € X secilsin.

x = 0x ise Ox € T(S,7) oldugu agikardir. = # Ox icin z € T(S,Z) oldugu

gosterilmelidir.
A= ve A € (0, A] secilsin ve
[Ea[e
=0y (2.1.17)
V n e Nigin 2(Z)(u,) = (T + Az + 1) (2.1.18)
Togel = Tn — Uy, (2.1.19)

olan u, ve r, dizileri tamimlansin. A/(Z) orten oldugundan verilen r, igin
Ju, € X W(z)(u,) = h(z + A\x + r,) olacak sekilde vardir. O halde V n € N
icin r,, ve u,, dizileri tamimlidir.

p = % olarak almsm. V n € N i¢in r, € X ve bu diziye karsilik gelen w,,

elemam alnsm. —7 € B(0x,1) oldugundan (2.1.12)ve (2.1.18)’den Vn € N

[[un]|
icin
p < |v@ ()|
h(Z+Az+7T7)
— P = H I

= uall < S IA(@+ Az + 1)
O halde V n € N i¢in

[ /ji||h(f+)\x+rn)|lz (2.1.20)
0
olur.
d(A) == ||h(Z + Az)|| , fonksiyonunu tanimlansin ve ¢ := £9 almsm.
Po
A'nin seciliginden
IAz|| < olur. (2.1.21)
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(2.1.16) ve (2.1.21) esitsizlikleri kullanilarak

dA) = [In@ + ) - hz) = W (2) ()] 2

< gllz+ A -z

= clAzllx

IN

%) (2.1.22)

elde edilir. a > 1 ve « (% + ;—O> < 1 oldugundan

a 1
<l—=—< = 2.1.23
gsl-5 <3 (2.1.23)
olur. V n € N igin
Il < Sa T 2120
Tn < — 1.
x Po l—gq
Wz + Az +71)], < dN)g" ! (2.1.25)
o n—1
[unlly < —d(N)g (2.1.26)
Po
oldugu tiimevarimla gosterilebilir.
n = 1i¢in r; = 0 oldugundan || || = 0 olur. Dolayisiyla (2.1.24) saglanmig

olur.

|h(Z + Az + 7 )| = ||h(Z + Az)|| = d()) oldugundan (2.1.25) saglanmig

0
olur.

(2.1.20)’den
«Q
Jul] < —[[MZ + Az + 1)
Po \0/

a
< —d(\
a Po()

olur. O halde (2.1.26) da n = 1 i¢in saglanmig olur.
(2.1.24), (2.1.25) ve (2.1.26) esitsizlikleri bir n € N i¢in dogru olsun. Bu

esitsizliklerin n + 1 i¢in dogruluklar1 gosterilmelidir.
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(2.1.24) ve (2.1.26) esitsizlikleri geregi

17l

IA

IA

170 — Un]
[[rnll 4 ||
a 1—¢! «
—d(\)——— + —d(N)g" !
Po() l1—q Po()q
1 — n—1

La(x < d +q”—1)
Po 1—g¢q

1 _ n
a1
Po l1—gq

olur. O halde (2.1.24) esitsizligi n + 1 i¢in saglanmig olur.
(2.1.21), (2.1.22) ve (2.1.24) esitsizliklerinden

ve

Az =+ 7|

< Azl + [lra

a 1_qn—1
04+ —d(N)———
Po ) 1—g¢q

IA

agdl — gt
po l—gq

IN

0+

q n—1
< 014+ —(1—
0+ (=)
<
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A2+ —unl < [[A2] 4 [l

« 1—q"
0+ —d(A
Po ( )1—q

IN

q
< (1+—(1—-q"
( 1_q( q"))
\T/ <1
<

< 25 (2.1.28)
olur. (2.1.27) ve (2.1.28) geregi
T+ A+, T+ AT+, —u, € B(Z,20)

olur. (2.1.16), (2.1.18), (2.1.19) ve (2.1.26) geregi

1(Z + Az +ro) | = (AT + Az 47— )|

= ||[-h(Z)(—un) — h(Z + Az +1,) + h(Z + Az + 1 — w,)||

IN

eNT+Ar 41y — up — T+ Ax + 15|

= &—unll

6%
= e—d(\)g"!
o (Mg

= d(MN¢"

olur. Buradan (2.1.25)’in saglandig goriiliir.

(2.1.20) ve (2.1.25)’den
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(07
funiall < 2 lR@ + Az +rp)]

e}
< ZdNg
< po()q

olur. Dolaysiyla (2.1.26) esitsizligi n + 1 igin saglanir.
(2.1.26)’dan V n € N i¢in

[un < —d(N)g"!
Po
< a_55 n—1
o
< oq"

1
q < 3 oldugundan
lim ||u,|| < lim d¢" =0
Dolayisiyla

lim Up = OX

n—oo

olur. (2.1.18) ve (2.1.26)’dan

||Tn+k: - Tn” = ||Tn — Up — Up41 — oo — Untk—2 — Untk-1 — Tn”

IN

[unll + lJunsall + - 4 [Junrall + [[unirl]

< gd(/\) ("' + ¢+ ...+ ")
Po
= gd(A) L1+ g+ .+
q q q
Po
a 1—¢*
- L)t
Po (A l1—gq
ad(}) 1
< q
po(1 —q)
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olur. O halde r, Cauchy dizisidir. X Banach uzay1 oldugundan

lim r,, = r(}\)

n—oo

olacak sekilde r(\) € X vektorii vardir ve (2.1.29) ve (2.1.18)’den

Mz + Az +1r(N\) =0z (2.1.30)
olur.
(2.1.24)’den
n—1
[N
A Apo 1—gq
o 1
< —d(N)——
Apo ( )1 —q
B o H h(Z 4+ A\x) — h(Z) — AR/ (Z)(x)
po(1—q) A
olur. Buradan
. 1(A)
lim —~% = 2.1.31
Y 0 (2.1.31)

elde edilir.

(An)nen dizisi V n € N icin A, € (0, A] ve A, — 0 olarak secilsin.

(tn)nen ve (z)nen dizilerini V n € N igin

- 1 >0
/’LTL T )\n

T, =

olarak tanimlansin. (2.1.30) geregi

T4+ Az +71(\)

hZ + Az +1(\,)) =0

olur. Dolayisiyla S kiimesinin tanimlanigindan V n € N i¢in

T, €85
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olur.(2.1.31)’den

n—oo n—oo

limz, = lim Z4+ M\, (x + T(A"))

ve

olur. O halde
x e T(S,z) dir.

[

Onerme 2.1.17. X normlu uzay ¢ = (c1, ¢, ..., ¢p) + X — RP sirekli fonksiyon

olsun.

S={reX|glr)>0,i=1,..p}

ve

olarak tanimlansin.
(7)) I(x) =0 ise T(S,x) = X,
(i) I(x) # 0 ve ¢ Frechet tirevlenebilir oldugunda

T(S,z)c{de X :Viel(zx), (c(x),d) >0},

(#i7) Vi€ I(z) igin vy € X (ci(x),v9) > 0 kosulunu saglayacak sekilde varsa
T(S,x)={de X :Viel(x), (c(x),d) >0}

(2

olur.
Kanat. (i) I(z) = 0 ise = € int(S) olacagmdan Onerme 2.1.4 geregi
T(S,z)=X
olur.
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(i) = € S, d € T(S,z) verilsin. O zaman h,, — 0" ve d, — d ve Vn € N
icin z + h,d, € S olan 3 (hy)neny C Ry ve 3 (dy)neny € X dizileri vardir.
Buradan V i € {1,2,...,p} i¢in ¢;(x + h,d,) > 0 elde edilir.

V ip € I(x) alindiginda ¢;,(z) = 0 olur.

Cig ('T + hndn) - Cio(x> >0

ve g Frechet tiirevlenebilir oldugundan

de;
Cio (T + hpdy) — ci(x) = <Cd°—x(x),x+hndn—x>

+ o(||lz + hnd, — x||)

B dei, ()
= < T ,hndn>—|—o(||hndn]|)

vV n € Nigin h, > 0 oldugundan

L (e (x4 udy) — e (x)) = <d0io($) dn>

[l dr " |\dy||
+ o(||hndnl)
B ||d||
> 0
Bu durumda
lim T (e (2 + nda) — (7)) = (€l (@), ) > 0
b0+ hn ”dnH Cip\ T nUn Cip\T)) = cio ) ||dH —
olur. Buradan
T(S,z) c{de X :Viel(x), (c(z),d) >0} (2.1.32)

elde edilir.
(i) we {de X :Viel(zx), (c(x),d) > 0} olsun. Bu durumda V i € I(z)

icin (¢}

Vhel0,a veVié¢I(x)igin ¢;(x + hu) > 0 olacak sekilde vardir.

(),u) > 0 olur. i ¢ I(z) igin ¢;(z) > 0 olur ama 3 a > 0 say1s1
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Mk olarak V i € I(z) igin (cj(z),u) > 0 durumu goz éniine alinsm. Bu

durumda V i € I(z) igin
ci(z + hu) — ¢i(x) = (d(x), hu) + h &;(h)

ve h — 0 iken ¢;(h) — 0 olan ¢; fonksiyonu vardir. Dolayisiyla yeterince
kiiciik h sayilar ve V i € I(x) igin ¢;(x 4+ hu) > 0 dir. Yani  + hu € S
olur. Buise u € T'(S, ) olmas1 demektir.

Genel durumu goéz éniine almsm. V 3 € (0,1) igin ug = (1 — F)u + Bug

/
%

Vi€ I(x) igin (c)(z), (1 - B)u+ Pvy) = (c;(x),ug) > 0 olur. Bu durumda

olarak almsm. (c/(z),u) > 0 ve (c,(z),vo) > 0 oldugu biliniyor. Buradan

ug € T(S,z) olur. ézl?% ug = u ve T'(S, x) kapal koni oldugundan

u € T(S,z) olur. Dolayisiyla
{de X :Viel(x), (c(z),d) >0} CT(S,x) (2.1.33)
elde edilir. (2.1.32) ve (2.1.33) kapsamlarindan
T(S,x)={de X :Viel(x), {(c(r),d) >0}

olur.

]

Asagidaki 6nerme R™ uzayi icindeki 6zel bir S kiimesinin teget konisinin

nasil bulunacagini vermektedir.

Onerme 2.1.18. i = 1,2,...,m i¢in ¢; : R™ — R streklt diferansiyellenebilen

fonksiyonlar olsunlar.
S={zxeR":¢(x)=0,i=1,2,....m}

kiimesi tanimlansin. x € S i¢in Vi (x), ..., Ven () vektorleri lineer bagimsiz
15€
T(S,z) ={d e R": (V¢;(x),d) =0, i =1,2,...,m}

olur.
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Kanit. d € T(S,z) almsm. Bu durumda h, — 07, d, — d ve Vn € N igin
x + h,d, € S olacak sekilde (h,)nen € Ry ve (dp)neny € R™ dizileri vardir.
S kiimesinin tanimlamsgindan ¢;(z + h,d,) = 0 ve ¢;(z) = 0 olur. Buradan

Vi=1,2,...,m icin ¢; ler diferansiyellenebilen fonksiyonlar olduklarindan

0 = ci(x+ hud,) —ci(x)
= (Ve¢(z),x + hyd, — ) + o(||z + hpd, — x||)
yazilabilir. V n € N icin h,, > 0 olarak verilmigti. O halde

dy, 1
dnll” B [l

(ci(x + hpdy) — ¢i(x)) = (Vei(x)

0= o(||hndy,]])
o o] (o]

olur. Buradan

d 1
,——) + 0 hndn>
i@ gy © (Henell)

0 = lim ((ch-(x)

n—oo

d
= <VCZ(ZL‘), m>

elde edilir. d € {d € R: (V¢;(x),d) =0, i =1,2,...,m} olur. O halde
T(S,z) C{deR": (Ve¢;(x),d) =0, i=1,2,...,m} (2.1.34)

elde edilir.

d = 0 alinsin. Bu durumda (V¢;(z),d) = 0 olur. O halde
D={deR": (Vei(zx),d) =0, i=1,2,...,m} # () olur.

d. € D ved, ¢ T(S,x) olsun. Bu durumda 3 p > 0 sayis1 ¥V § € (0, p] igin
x 4 dd. ¢ S olacak sekilde vardir. x + dd, ¢ S oldugundan c¢;(z + 0d,) # 0
olur. O halde ya ¢;(z + dd,) > 0 ya da ¢;(x + dd,) < 0 dir. ¢;(z + ddy) > 0

oldugu kabul edilsin. Bu durumda

ci(z +dd,) — ci(x) = (Vei(x),x + dd, — x) + 0 (]|0ds]]) > 0

35



olur. O halde

lim

1
5—0 0 ”d*”

(ci(x +0d,) — ¢i(x)) = lim

520 5 | du]| (Vei(z), x + 6d, — x) + o|[6d.]]))

d.

elde edilir. Bu ise d.'in segiligiyle geligir. O halde d. € T(S,z) olmahdir.

Buradan
{deR": (Ve¢i(x),d)y =0, i=1,2,....m} CT(S,x) (2.1.35)

olur. O halde (2.1.34) ve (2.1.35) kapsamlarindan istenilen esitlik elde edilir.
O

Ornek 2.1.19. ¢1,¢: R2 5 R fonksiyonlar

c(r,y) =22 +y*—1, c(x,y) =z + 2y olarak verilsin.

S ={(x,y) €R2:ci(x,y) =0, i=1,2}

. . 2
kumest tanimlansin. xg = (— —

1
NG

Ve (z,y) = (22,2y), Ve(z,y) = (1,2) olur ve Vey(z,y) ve Veo(x,y)

> € S ise T(S,xg) kiimesini bulalvm.

lineer bagimsizdir.
S ={(r,y) e R*: ¢;(x,y) =0, i = 1,2}
olarak verilmigti.

ca(z,y) = 224y —1=0=22+9y*=1
co(z,y) = 242y=0=—= 12 =—-2y

1 2
— 4P+ =1==1l=y=FF=ver=*+—
V5 V5
elde edilir. O halde

() )
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olur. Onerme(2.1.18)’den
T(S,20) = {d € R?*: (V¢;(20),d) =0, i = 1,2}

olmalidir. O halde
(Ver(zg),d) =0 ve (Vea(no), d)

4 2
olan d’ler bulunmahdir. Bu ise Ve;(zg) = (—, —— | ve Veo(zp) = (1,2)
Vs Vb

4 2
ﬁ’ _E> ,(z,y)) =0 ve

0

oldugundan (Ve (zo), (z,y)) = <(

(Vea(xg), (2,9)) = ((1,2), (z,y)) = 0 denklemlerini saglayan (z,y) € R?

ikililerinin bulunmas: demektir.

4 2 4 2
((E7—E),(3§,y)>:%x—ﬁy20 <~ 2r—y=0

((1,2), (z,y)) =0 <= x+ 2y =0 olur.

20—y = 0
= (z,y) = (0,0) elde edilir. O halde
r+2y = 0

T(S,20) = {(0,0)}
olur.
Onerme 2.1.20. ¢; : R® — R bir diferansiyellenebilir fonksiyon olsun.
S={xeR":¢(x) <0}
kiimesi verilsin. x € S, c1(x) =0 ve Vey(x) # 0 olsun. Bu durumda
T(S,z) ={d e R": (Vei(x),d ) <0}
olur.

Kanit. d € T(S,z) almsin. Bu durumda h,, — 07, d, — d ve V n € N igin
x+h,d, € S olacak gekilde 3 (h,, )nen ve 3 (dy)nen dizileri vardir. z+h,d, € S

oldugundan ¢ (x + h,d,) < 0 olur. ¢;(x) = 0 olarak verilmisti. Buradan
c1(x 4 hpdy) —c1(x) <0
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olur. V n € N igin A, > 0 oldugundan

(er( + hndy) — er(2)) = (Ver(@), hndn) + 0 ([|hndnl])
o | 1 B |l
d 1
= (Va(z), ) + o([|hndnl])
SN B
< 0
Her iki taraftan limit alinirsa
d
lim ———(ci(z + hpdy) —ci(z)) = lim ((Vey(z), ——)
noo T ]l 1 n—oot T |
hn | d |
d
= <VC ('T>7_>
)
< 0
Buradan d € {d € R" : (V¢y(z),d ) < 0} ve dolayisiyla
T(S,z) C{deR": (Ve (x),d) <0} (2.1.36)

elde edilir. D(x) ={d € R": (Vei(x),d ) <0} olsun. Hipotezden Vey(x) # 0

olur. » = —Ve¢;(x) alinsin. Bu durumda
(Vei(z),r) = =V (@)[* <0

olur. Dolayisiyla D(x) # 0 elde edilir.
d. € D(z) ve d, ¢ T(S, ) olsun. Bu durumda 3 g > 0 &yle ki V 0 € (0, y
icin 4+ 0d, ¢ S dir. O halde ¢;(x + dd,) > 0 olur. ¢i(x) = 0ved >0

oldugundan
L (e +0d,) - () L (Veu(w),a 4 6d, — )
c1(x ) —c(z)) = c(x),x e
Slld] ' 6 [|d.|| '
+o(||x + dd. — z||))
d, 1
= (Ve (o), —) + —o(||dd,

> 0
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olur. Her iki taraftan limit alinirsa

1 d, 1
Jim — d) — _ i , d,
dy
= (Va(w),
)
> 0

olur. Bu ise d. € D(x) olusuyla ¢eligir. O halde d. € T'(S, z) dir. Buradan
{deR": (Vey(x),d) <0} CT(S, ) (2.1.37)
olur. (2.1.36) ve (2.1.37) kapsamlarindan istenilen esitlik elde edilir. O
Ornek 2.1.21. ¢; : R2 = R, ¢(2,y) = 22+ y* — 1 fonksiyonu,
S={(z,y) eR*: ca(,y) <0} = {(z,9) e R*: 2" +3° < 1}

kiimesi ve xy = (1,0) € S noktas: verilsin.
Ve (z,y) = (2x,2y) ve Ve (xg) = (2,0) # (0,0) olur. c¢i(xg) =0 dur. O
halde Onerme 2.1.20 geregi

T(S,z0) = {(d.ds) € R2: (Ver(z0), (dr, db)) < 0}
= {<d17d2) eR?: <(27O)7 (d17d2)> < O}
= {(dl,d2)€R2id1§0,d2€R}

= (—o00,0] xR

elde edilir.
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To

Sekil 2.7: S = {(z,y € R?) : 22 + y* < 1} kiimesi ve 9 = (1,0) € S

noktasindaki Contingent konisi

2.2 Contingent Konilerin Ozellikleri

Onerme 2.2.1. X normlu uzay , 0 # S C X ve x € cl(S) olmak tizere T(S, x)

kapaly bir kimedir. (Contingent koni kapalidar.)

Kanit. (dy)nen € T(S,z) ve d,, — d olsun. d € T(S, z) oldugu gosterilmelidir.
Vn e Nigind, € T(S,x) oldugundan V n € Ni¢in 3 (x,,;)ien C S, limz,; =z
ve 3 hy,; C Ry dizileri d,, = lim h,, ;(2,,; — x) olacak sekilde vardir. Yakinsama

tanimindan V n € N igin 3 i(n) € N sayis1 V i > i(n) i¢in

ve

1
(s = ) = dall < =

olacak sekilde vardir. (y,)nen ve (tn)nen dizileri V n € N i¢in
Yn 1= Tpin) € S

ve

t, = hn,i(n) >0
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olarak tanmimlansin. Buradan limy, = x ve V n € N i¢in

n—oo

[tn(yn —2) —dll = [hnitn)(@nin) — @) — dn + dp — d|

IN

1

=+ [|dn — d|
n

olur. Dolayisiyla

d = limt,(y, — z)

n—oo

elde edilir. Yani d € T'(S, z) olur. O
Onerme 2.2.2. X, X1, Xy gercel normlu uzay olmak tzere

a) 0 #SCLCX vex € cl(S) ise T(S,x) CT(L,x)

b) 0 #S;, C X, (i=1,2) vex € clS;) ise

T(Sl U SQ,ZE) = T(Sl,l‘) U T(SQ,I)

c) D#£S;,C X, (i=1,2) vex € cl(S;1NSy) ise

T(Sl N SQ, l’) Q T(Sl, l’) N T(SQ, CL’)

d) 0 #£S;CX;, (1 =1,2) vex; €cl(S;) ise

T(Sy x Sa, (w1, 22)) € T(S1, 1) x T(S2, 72)

e) 0 £S5, C X, (i=1,2) vex; € cl(S;) ise

T(S1 4 Sa, 1 + x2) CT(S1,21) + T(S2, 22)

Kanit. a) x € cl(S) verilsin. S C L oldugundan cl(S) C ¢l(L) olur. Dolayisiyla
x € cl(L) elde edilir.

d € T(S,z) alinsm. Bu durumda h, — 0%, d, — d ve Vn €N i¢in
x + hpd, € S olacak sekilde 3 (h,)nen € Ry ve 3 (dy)neny € X dizileri
vardir. S C L oldugundan aym diziler ve V n € N igin x + h,,d,, € L olur.
Dolayisiyla d € T'(L, x) elde edilir.
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b) d € T(S; U S,, z) verilsin. Bu durumda Onerme 2.1.13 geregi V U € N(d)
ve V. A > 0 icin
(x4 pU)N(S1USy) # 0

olan 3 p € (0, A) vardir. O halde
(z+pU)NSHU((x+pulU)NSy) #0
olur. Boylece
((z +pU)NSy) # 0 veya ((z+ pU) N Sy) # 0
olur. Dolaysiyla d € T'(Sy, z) veya d € T(S3, x) elde edilir. O halde
d e T(S1,z)UT(Sy, x)
olur. Buradan
T(S1USy,z) CT(S1,x2) UT(S1,x) (2.2.1)

olur.

Tersine d € T(Sy,z) UT(Sz,z) almsin. S; C S; U Sy ve So C S1 U S,

oldugundan (a) 6zelliginden
T(Sl, ZL’) g T(Sl U SQ, I)

ve

T(SQ, l’) Q T(Sl U SQ, ZC)

, dolayisiyla d € T'(S1 U Sy, x) olur. Buradan
T(Sl,CU> UT(SQ,J]) g T(Sl USQ,CL’) (222)

elde edilir.

Béylece (2.2.1) ve (2.2.2) kapsamlarindan
T(Sl U SQ, .CC) = T(Sl, .Z') U T(SQ, .1')
olur.
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c) z € cl(S; N Sy) verilsin. cl(S; N S2) C cl(Sy) Nel(Sy) oldugundan
x € cl(S1) Necl(Ss) dir.

d € T(S; NSy, z) alinsin. S; NSy C Sp, .S1 NSy C 55 oldugundan ve (a)
ozelliginden

T(Sl N SQ, QZ') - T(Sl, QZ')

ve

T(S1 NSy, z) CT(Sy,x)
olur. Buradan
T(S1 NSy, z) CT(S),x) NT(Se,x)
elde edilir.

d) z; € cl(S;), i = 1,2 verilsin. Bu durumda (2, x2) € cl(S; x S) olur.

(dy,dy) € T(S; x Sy, (x1,22)) alinsin. Bu durumda (d},dy) — (dy, ds),
h, — 0% ve Vn € Nigin (x1,22) + h,(d},dy) € S1 x Sy olan
((d?,d5))nen € X x X ve (hy)nen € Ry dizileri vardir. O halde bu diziler
ve V n € Nigin 2y + h,d} € S1 ve x5 + h,d} € S, olur.

h, — 0%, d? — dy ve V n € Nicin z; + h,df € S; olan (d}),eny C Sy ve

(hn)nen € R, dizileri bulundugundan
d1 c T(Sl, (L’1> (223)

olur.

Aymi gekilde h, — 07, df — dy ve V n € N i¢in x5 + h,dy € Sy olan

(d3)nen C So ve (hy)nen € Ry dizileri bulundugundan
dg € T(SQ, 513'2) olur. (224)
O halde (2.2.3) ve (2.2.4)’den

(dl, dQ) < T(Sl, xl) X T(SQ, LUQ)
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olur.
Boylece
T(S1 x Sa, (w1,22)) C T(S1,x1) X T(Ss, x2)
elde edilir.
e) d' +d* ¢ T(S1,z1) + T(Sy,xs) olsun. Bu durumda d' ¢ T(Si,z;) veya

d? ¢ T(S,,x5) olur. Buradan h, — 0% ve d. — d' olan V (d}%)neN cX

veV (hy), .y C Ry dizileri igin 3 ny € N

neN

z1 + hnydyy, & S (2.2.5)

olacak sekilde vardir veya h,, — 0% ve d> — d? olan V (di)neN C X ve

V' (hyn), oy € Ry dizileri i¢in 3 ny € N

neN

Ty + hp,dy, & S (2.2.6)

olacak sekilde vardir. (2.2.5) ve (2.2.6) kullamlarak
T+ To + by, (d), +d)) & S1+ s
elde edilir. Buise d; +ds ¢ T(S1+ Ss, 21+ x2) olmasi demektir. O halde
T(S1+ Sy, 21 +x9) CT(S1,21) + T(S2, 22) (2.2.7)

olur.

]

Onerme 2.2.3. X normlu uzay, 0 #+ S C X konveks kiime olsun. Bu durumda
V€ cl(S) igin T(S,z) konvekstir.

Kanat. ¥ x € cl(S) verilsin. V dy,dy € T(S, x) igin T'(.S, z) bir koni oldugundan
dy + dy € T(S, z) oldugunu gostermek yeterlidir.
d; € T(S,z) oldugundan 3 (z,)ney € S ve I (Ap)neny € Ry dizileri

lim z, = x ve d; = lim \,(x,, — x) olacak sekilde vardir.

n—oo
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dy € T(S,z) oldugundan 3 (y,)nen € S ve 3 (tn)nen C Ry dizileri

lim y,, = x ve dy = lim p,(y, — x) olacak sekilde vardir.

n—o0

vV n € N igin
Up = )\n +
1

n

olarak tamimlansin. Bu durumda V n € N i¢in z,, € S ve y,, € S,

An Lt
e :L‘n
An + pn An + pn

Zn Yn
ve S konveks oldugundan V n € N i¢in 2, € S dir.

1
limz, = lim —(\2pn + tnn)

n—oo n—oo V’I'L

1
= lm —(A\yzp — AT + fnYn — pn® + A\ + i)

n—oo yn

— lim (&(% =)+ == (Yo — ) + M)

n—00 Uy, Vp Vn

~ lim (ﬁ(ggn L Y g;)

n—0oo \ Vp Un

olur.

An n nJn
lim v, (2, — ) = lim v, ooy Hnbe x)

= lim (A2, + fnYn — Vp)

n—o0

= lim A\ (2, — 2) + (Y — )

n—oo

= dy+dy
dolaysiyla d; + dy € T'(S, ) elde edilir.
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Tanim 2.2.4. [}/ X normlu uzay S C X ve x € S verilsin. Eger

a) T(S,z) = cl(| J t(S - x))

t>0

b) S C {z} +T(S,2)

denk kosullarndan biri saglaniyorsa S kiimesine x noktasinda pseudo-konvekstir

denir.

Onerme 2.2.5. X, Y normlu uzaylar, A € B(X,Y) siirekli, dogrusal déniigim,

S C X kimesi x € S noktasinda pseudo-konveks ise
c(A(T(S,x))) = T(A(S), A(x))
olur.

Kamit. y € A(T(S,z)) olsun. Bu durumda 3 d € T(S,z), A(d) = y olacak
sekilde vardir. d € T(S,z) oldugundan h, — 0%, d, — d ve Vn € N igin
x + hpd, € S olan 3 (hy,)neny € Ry ve 3(d,)neny € X dizileri vardir. Bu diziler

ve V n € N igin
A(z + hpd,) € A(S)

olur. A dogrusal doniisiim oldugundan
A(x) 4+ h,A(d,) € A(S)

olur. A siirekli oldugundan A(d,) — A(d) = y dolayisiyla
y = A(d) € T(A(S), A(z)) olur ki bu

A(T(S,z)) C T(A(S), A(x)) (2.2.8)

olmasi demektir. Her iki taraftan kapanig alinirsa Contingent koninin kapali
olusu

l(A(T(S,z))) C T(A(S), A(z)) (2.2.9)

oldugunu verir.
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Tersine d € T(A(S), A(z)) olsun. Tamm geregi d, — d, h, — 07 ve
VneNigin A(x) + h,d, € A(S) olan 3 (hy)neny € R™ ve 3 (dp)nen € X
dizileri vardir. O halde bu diziler ve V n € N i¢in h,d, € A(S — x) olur.
S pseudo-konveks oldugundan h,d, € A(S —z) C A(T(S,z)) dir. Boylece
V' n e Nigin d, € A(T(S,z)) elde edilir. n — oo iken d € cl(A(T'(S,z))) olur
ki bu

T(A(S), A(z)) C c(A(T(S,x))) (2.2.10)
olmasi demektir. O halde (2.2.9) ve (2.2.10) kapsamlarmdan

T(A(S), A(x)) = cl(A(T(S,x)))
elde edilir. ]

Onerme 2.2.6. A € L(X,Y) strekli, dogrusal donisim, L C X, M CY
kapali, konveks kiimeler, 0 € int(A(L) — M) olsun. Bu durumda

T(LNA™Y(M),z) = T(L,z) N A~Y(T(M, A(z))) dir.

Kanat.
de T(LNAY(M),z) = h,— 0", d, —dve
V n € Nigin z + h,d, € LN A (M) olan
3 (hp)neny C Ry ve 3 (dy)neny € X
dizileri vardur.
— Vn € Nigin z+ h,d, € L ve
T+ hnd, € A7Y(M)

— deT(L,x)ve A(z) + h,A(d,) € M

— deT(L,x)ve A(d) € T(M, A(x))

— deT(Lz)vede AN (T(M,A(z)))

— deT(Lx)N A (T(M,A(z)))
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olur. Dolayisiyla
T(LNAY(M),z) CT(L,x) N AT (M, A(z))) (2.2.11)

elde edilir.

Tersine d € T(L,x) N AN (T(M, A(x))) verilsin. Bu durumda d € T(L, z)
ve d € AY(T(M,A(z))) olur. O halde hl — 0%, d, — d ve VneN
icin  + hyd, € L olan 3 (h)),cy € Ry ve 3 (dn),oy € X dizileri ve

h?: — 0%, u, — A(d) ve V n € N icin A(z) + h2u, € M olan 3 (h?) _ C R,

neN

ve 3 (uy), ey € Y dizileri vardir. V n € N igin
h :=min (h}, h?, 1)
olarak tamimlansin. L ve M kiimeleri konveks oldugundan V n € N i¢in

Ty = x + hyd, € L vey, = Ax)+ hyu, € M

olur. Sonsuz ¢okluktaki indisler i¢in u,, = A(d,) ise kanmt biter. Diger durum

icin F': L = Y kiime degerli dontigiimii

olarak tammmlansm. Sonug (1.1.21) de yo = 0, z € F~1(0) = LN A~ (M)
alinirsa kabulden 0 = yo € int(F (L)) = int(A(L) — M) olur. Bu durumda
Vyey +vBy veVz €L icin

duﬁﬁ*%yngg%ﬂmewdx1+Hxﬂ—mH) (2.2.12)

olan 3 v > 0 vardir. Ozel olarak y = 0 ve 2’ = 2 + h,d olarak almirsa

(0, F(z + hpd))

v = al| = Il + hud = 2l = By ]

ve

d(0, A(z) + h,A(d) — M)
d(A(z) + h,A(d), M)

d(A(z) + hptn, M) + hy, ||A(d) — w,||
= Iy [|A(d) — ua|

IA
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olur. Bulunanlar (2.2.12) esitsizliginde yerine koyulursa ve esitsizligin her iki

L,
yani — ile carpilirsa
b,

hind(x hod, LOAZI(M)) < 7;Lnd(o, Fla+ had))(1+ ||2' — )

1
s 5 [A(d) = unl| (A [[d]] + 1)

elde edilir. u,, — A(d) oldugundan

-1
. d(z+ hp,d, LA™Y (M)) _0
hn >0 I

oldugundan d € T(L N A~Y(M)) elde edilir. O halde
T(L,x) N AN (T(M, A(z))) CT(LNA Y M), z) (2.2.13)
olur. (2.2.11) ve (2.2.13) kapsamlarindan istenilen esitlik elde edilir. O

Onerme 2.2.7. X gercel normlu uzay, S1, So C X kapal, konveks kiimeler,
x € cl(S1NSy) olsun. 0 € int(S; — Ss) ise

T(Sl N SQ, ZE) = T(Sh ZL‘) N T(SQ, .Z')
olur.

Kanat.
A: X=X Alx)==

siirekli, lineer doniisimii, L = S;, M = Sy kapali konveks kiimeleri alinsin.
Hipotezden 0 € int(Sy — S2) = int(A(S1) — S2) oldugundan aliman Sy, Ss

kiimeleri ve A lineer doniigiimii Onerme 2.2.6'nin kogullarim saglar. Dolayisiyla

T(Sl N SQ, .T) = T(Sl N A_l(SQ), I)
= T(Sy,2) N A™HT(Ss, A(x)))
= T(S1,2) NT(Sy,x)

elde edilir. O
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Ornek 2.2.8. S; = (—1,0) + Bge, S = {(z,y) € R?: 2,y >0} olsun.
x = (0,0) € cl(S1 N Sy) verilsin. T(S1 NSy, x) ve T(S1,x) NT(S2,x) konileri
arasindaki iliskiye bakilsin.

(0,0) ¢ int(Sy — S2), S1 NSy ={(0,0)} dur. O halde
T(51 N 52,(0,0)) ={(0,0)}

olur.

F
S5,
=

Sekil 2.8: S} = (—1,0)+ Bgz, S = {(z,y) € R?: 2,y > 0} ve S; — S, kiimeleri

T(S1,z) = {(xv,y) eR*:2<0, y e R}
T(Sy,x) = {(x,y) € R?:xz,y >0}
T(S1,z) NT(S2,z) = {0} x [0,+00)
# T(S1N Sy, x)

olur.

Ornek 2.2.9. S; = [—1,0] x [-1,1], So = [0,1] x [—1,1] kiimeleri i¢in
T(S1 NSy, x) ve T(S1,x) NT (S, x) konileri arasindaki iliskiye bakilsin.

Sl — SQ = [—2, 0] X [—2, 2] ve (0, 0) ¢ mt(Sl — SQ) “dir.

Sl N SQ = {0} X [—1, 1]
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-3 L

Sekil 2.9: S; = [—1,0] x [-1,1], So = [0, 1] x [—1,1] ve Sy — S kiimeleri

oldugundan
T(S1M85,(0,0)) ={(0,y) 1y e R} = {0} xR

T(51,(0,0)) = {(z,y):2<0, yeR}
T(52,(0,0)) = {(z,y):2>0, y e R}
T<Sl7 (07 0)) N T(S2a (07 0)) = {0} x R

= T(S1N5(0,0))
elde edilir.

Onerme 2.2.10. X; normlu uzay O # S; C X; konveks altkiimeler (i = 1,2)

ve x; € cl(S;) ise
T(Sl X SQ, (.731,5132)) = T(Sl,.fl?l) X T(Sg,l’g)
olur.

Kanat.
T(Sl X SQ, (l’l,l'g)) - T(Sl,xl) X T(Sg,xz) (2214)

oldugu Onerme 2.2.2 *de gosterilmigti. O halde esitligi gostermek icin
T(Sl,l‘l) X T(SQ,ZEQ) Q T(Sl X SQ, (.Tl,flfg))

oldugunu gostermek yeterlidir.
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(d',d*) € T(Sy,2z1) X T(Sy,x) olsun. Bu durumda d' € T(Si,z;) ve
dy € T(Ss,x5) olur.

dy € T(S1,z1) ve S konveks oldugundan Onerme 5.3.2 geregi d,ll — !
ve Vn €N igin vy + hld, € S; olan 3 (d) _ C X; ve 3 (hl)

n

neN neN C RJr

dizileri vardir. d*> € T'(S,,22) ve Sy konveks oldugundan d? — d? ve V n € N

icin @y + hZd; € Sy olan 3 (d2), ey € X2 ve 3 (h2), oy € Ry dizileri vardr.

neN
vV n € Nicin

h, = min{h}. h2}

n''n

olarak almirsa S; ve Sy kiimeleri konveks oldugundan V n € N icin
Ty + hadl € Sy ve zo + h,d% € Sy yani (x1 + h,d}, xo + h,d2) € S; x Sy olur.
O halde (d},d?) — (d',d?) ve ¥V n € N igin (z1 + h,d., x5 + h,d?) € S; x Sy

olan 3 (hy),cny € Ry ve 3 ((d}, d2)), ey € X1 X X, dizileri bulunabildiginden

neN
(dy,ds) € T(Sy X Sa, (x1,x2))
elde edilir. O halde
T(S1,x1) x T(S2,z2) € T(S1 x Sa, (21, 22)) (2.2.15)
olur. Bu nedenle (2.2.14) ve (2.2.15) kapsamlarindan

T(S1,x1) x T(S2,x2) = T(S1 x Sa, (21, 72))

elde edilir. ]
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3 KONVEKS KUMELERIN TEGET
KONILER CINSINDEN DIS
TANIMLAMASI

3.1 Kapali Konveks Kiimeler Uzerine izdﬁ§ijm

V C R”™ bir alt uzay olsun. R™den V alt uzaymma tanimh bir izdisim
dontigiimi
py: R* — V
x — py(x)
ile tanimli dogrusal, simetrik, pozitif semi-definite, idempotent (py o py = py)
ve nonexpansive (V z € R™ i¢in ||py(z)|| > ||=||) 6zelliklerine sahip operatordiir.
Bu operator R™'nin bir kanonik ayrigimini vermek igin kullanihr. (Yani R™’yi
V x € R" igin © = py(x) + py.(z) formunda yazarak R"” = V & V1 yazmak
i¢in kullanilir.)Bu diigiince R"'nin V' alt vektor uzay: yerine C' konveks kiimesi
alarak genellenecektir. Bu bizi C' # () kapali, konveks bir C' kiimesi ve x € R"
verildiginde
inf{M:yeC} (3.1.1)
optimizasyon probleminin ¢oziimii olan nokta var midir? ya da denk olarak
verilen x € R™ noktasina C' i¢inde bir en yakin nokta var midir? sorusuna
gotirtir. Simdi bu problemin ¢6ziimiine bakilsin.
fe: R — R

y = fa 5

fonksiyonunu tanimlansin. Bir ¢ € C igin

S={yeR":0< fu(y) < fulc)}

kiimesi diizey kiimesi olmak tizere f, fonksiyonu kullanilarak (3.1.1) optimizas-

yon problemi

inf{f.(y) :y € CN S}
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problemine indirgenir. Norm fonksiyonu siirekli oldugundan f, fonksiyonu
siireklidir. S diizey kiimesi kompakt, C' kapali oldugundan C' N S kompakt

kiimedir. Dolayisiyla bir x € R™ verildiginde

inf{f.(y) :y € CNS}t = fa(vo)

olan bir yy € C' elemaninin varligi garantilenir ve yukaridaki inf problemi min
problemine dontisiir. Bu durumda C’nin konveks olmasinin varlik problemine
bir etkisi yoktur ama teklik tamamen konvekslikle ilgilidir. Yani C kapal
kiimesi konveks ise izdiisiim tektir.

Y1 7# Y2, Y1, Y2 € C bir x € R" i¢gin inf probleminin ¢6ziimii olsunlar. C' kon-
Y1+ Y2

veks oldugundan yg = € C olur. Dolayisiyla y; ve yo'nin segiliginden

fe(yo) > fa(yn) ve folvo) > fu(ye)

olmalidir. Buradan

1 ? 1
5 3/1‘592 —r Z §||y1_x||2 ve
1 ? 1
3 s —; 2 > 3 lya — z||* oldugundan
2
Y1+ 1 2 2
ol 2 5 (=l e al?)
2 2
1
fe(yo) > 3 (fa(yr) + fuly2)) (3.1.2)
elde edilir. Diger taraftan
1 2 2 2 1 2
5z + 2™ = [lzal]” + flz2ll” = 5 [lon — 2|
2 2
esitligi kullanilarak
Folw) = o[
z\Y0 2 2
-z -
B > T2
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11 , 1 N1 ,
= 5 (G = ol + 5 hon = 2l = s =

1 1
= §(fx(?/1) + fa(y2)) — 3 [ (3.1.3)
olur. y; # y» kabuliinden (3.1.3) egitsizligi

o) < 3 (Falon) + Folae)

oldugunu verir ki bu ise (3.1.2) ile geligir. Bu geligkiden inf probleminin

¢Ozuminiin yani izdiigimiin tekligi ¢ikar.

Tanim 3.1.1. /3] 0 # C C R™ kapali, konveks kiime ve x € R™ verildiginde
(8.1.1) probleminin bir ¢ézimi vardwr ve tektir. Bu ¢ézime x’in C' dzerine

izdiigtimi denir ve po(x) ile gdsterilir.

Teorem 3.1.2. ) # C' C R"™ kapah, konveks kiime ve x € R™ wverilsin. Bu

durumda
Yz € C, yp =pe(x) <= Vyelicin (T —Ys,y —Yz) < 0.

Kanat.

(=) y. € C ve y, = pc(x) olsun. a € (0,1) ve y € C olmak {izere C' konveks

kiime oldugundan y, + a(y — y,) € C olur. Izdiisiimiin tammindan

folye) < folye + oy — u2))
Sl =l < Sl +aly = o) —al?
0 < llyo+aly—vs) —z* = llyo — 2
= (Yo =T+ a(y = o) Ve — T+ (Y —Y)) = (Yo — T,Y2 — )
= (Y = Yo, ¥ — Ya) + 20 (Yo — T, Y — Ya)

= o ||y_y:n||2 + 2c <y$ _xay_ym>
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Esitsizligin her iki tarafi 2a’ya boliintirse

e T [ e
a — 0 iken
0< (Yo — 7,y — ¥s)
yani
(T = Yy = Ya) <0
olur.
(<) Yy € C i¢in (x — Yy, y — yz) < 0 ve y, € C olsun. Eger = = y, ise y,’in

izdligiim oldugu aciktir. y, # x olsun. ,

0 > (T—¥Yu,¥ — Ya)

(T = Yo, ¥ = ) + (T — Yo, T — Yor)

—(z—yox =) + e~y
2
> =z =wllllz =yl +llz = gl

x # y, oldugundan ||z —y.|| # 0 dir. Dolaysiyla esitsizligin her iki taraf
|z — y.|’e boliiniirse

0= —lly =2l + ll — vl

olur. Buradan V y € C' igin

ly —2ll 2 llz =yl = lly—2l” = lo — v’

Iz — gl |®

N —

1
— Syl >

= fo(y:) =inf{fa(y) 1y € C}

olur. Dolayisiyla y, = po(z)’dir. O

Varyasyonel esitsizlik denilen esitsizlik po(z) = y, cinsinden goyle ifade

edilebilir: x € R" ve V y € (' i¢in
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(T =Y, ¥ = ¥Y2) = (T —=Yor¥) (T — Y2, Yx) < 0

— (x —polz),y) < (z—pcx),pc(x))

Yani z’e karsilik gelen po(x) vektorii C'nin yiizeyinde x — pe(x) vektoriiyle
belirlenen bir vektordiir.
Simdi C’nin 6zel bir konveks kiime olmasi durumunda bir x € R” igin

pe(z)’in ne olacagima bakilsin.

1. C ozel olarak afin uzay ya da alt uzay, x € R" ve pc(x) = y, ise
Vye Cigny—y, € C iken y, —y € C olacagindan varyasyonel
esitsizlik ( — Y, ¥ — y,) = 0 koguluna indirgenir. Yani z — y, vektori C
icindeki her y — vy, vektoriine diktir. Bu ise izdiigiimiin klasik tanimidir.

O halde x — y, € C* ya da x — po(x) € C* olacaktr.
2. z € C CR"ise pe(x) =z olur [3].
3. pc o pe = pe dir [3].
4. pc dogrusaldir < (' altuzaydir [3].

Bir C' kapali, konveks kiimesi ve bir x € R” verildiginde x’in C’ye izdiigiimiiniin

varligi ve tekligi ikinci bir yoldan goyle goriilebilir:
Onerme 3.1.3. C kapali konveks bir kiime, x € R" ise ¥V y € C igin
[ = yell < |z =yl
esitsizligini saglyan tek bir y, € C vardr.
Kamit. y, € C'nin varlgini gormek i¢in paralelkenar ozelligi kullanilabilir.
= inf [lo — yl

olarak alinsi. Bu durumda inf tanimindan 3 (y,),eny C C dizisi

|z — yn|| — ¢ olacak sekilde vardir. Paralelkenar kuralindan

2
Yot Um

2

U — yl2 = 2 l[ym — 2% + 2|y — 2% — 4 Hx
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olur. 9 ’nin tanimindan

olur. Dolayisiyla
2
x

 YnF Um
2

2 2 2
I = l® = 2l =l + 2l — ol = 4]
< 2|y — a|® + 2|ym — x| — 462
elde edilir. n,m — oo iken ||y, — ym| — 0 oldugundan (y,),ey € C C R”
Cauchy dizisidir ve R™ tam oldugundan tek bir noktaya yakinsar.

Yn — Yz € cl(C) = C olsun. Normun siirekliliginden ||z — y,| — ||z — y.||

olur .O halde 3 y, € C igin
§=inf ||z —yl = |z — v,
inf flz = yll = llz — yal
olur.
Yy, tektir. Clinki tek olmasaydi 3 y,* igin 6 = ||z — y,*|| olurdu.

Yr ; ntek
Yn =

*

v~ 5 ncift

Ciinkii her iki alt dizi de §’ya yakmsaktir. Paralelkenar kuralindan (y,)nen
C iginde Cauchy dizisidir ve yakisaktir. Bunun olabilmesi ic¢in y, = y,* ol-

malidir. O halde y, tektir. ]
Onerme 3.1.4. C kapal, konveks bir kiime ve x € R™ olsun. Bu durumda
Vyel igin

[z = yall < llz —yll <= (@ —ye,y = 42) <0
olur.
Kanat.

(=) Kabul edilsin ki V y € C igin ||z — y.|| < ||z — y|| oldugu halde 3 y, € C
icin (x—yz, Yo—y.) > 0olsun. y,, yo € C ve C konveks oldugundan V o € (0, 1)
icin

Yo = (1 —)ye +ayo € C
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olur.

2 2
[ = yall” = (1 = @)z = 42) + (z = wo)
= (1-a)’ |z =yl + o llz — yoll* +2a(1 = a){z — yo, x — yo)

olur. ||z — ya|”, a’ya gore tiirevlenebilirdir. O halde

d
— |z = yall” = —2(1 = @) [|# = o |I* + 20 [l = ol|* +2(1 — 20) {& = g, & — )
da
dolayisiyla

d 2 2

- — Ya - - — Yz — Yz, L — YO

go 17— vl | 2| = yall” + 2(z = yar & = 0)

< 0

olur. Dolayisiyla ||z — ya|” azalan fonksiyondur. a’mn 0’a cok yakm degerleri
icin
2 2
Iz = vall™ < llo— yall
[z —yall < [l —ul

olur ki bu ise kabul ile celigir. O halde V y € C icin

(T — Yo, ¥y — Yu) <0

olur.

Tersine V y € C igin (v — Y,y — ¥2) < 0 olsun. y # y, olan y € C

alindiginda
2 2 2
le=yl” =Nz —ye + 4 —ol” = Nz —well”+2{ = vo,0. — )
>0
+lya =yl
> o = yall® + lye — yll”
————
>0
2
>z = el
olur. Buradan V y € C igin ||z — y,|| < ||z — y|| olur. O
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Sonug 3.1.5. C kapali, konveks bir kume, x € R™ verilsin. Bu durumda

po(x) =y, <= VyeC igin(x—y,y—ys) <0
= VyeClign [lv -y <llz—yl
Onerme 3.1.6. V (z1,7,) € R" x R” ise
[pc(21) = pe(2)|| < [lo1 — a2
olur. Ek olarak 0 € C' ise pc nonexpansive olur.
Kanat. Varyasyonel esitsizlikte x = 1 ve y = po(z2) alinirsa

(r1 — pc(z1),pe(w2) — pe(r1)) <0 (3.1.4)

olur.

T = x9 ve y = po(xy) igin varyasyonel esitsizlik yazilirsa
(z2 — po(x2), po(r1) — po(r2)) <0 (3.1.5)

elde edilir.(3.1.4) ve (3.1.5) taraf tarafa toplanrsa

(x2 — 21+ po(r1) — pe(x2), po(x1) — po(w2)) <0
olur. Burada i¢ ¢arpim acilirsa

lpc (1) = pe(@)l|* = (21 — 9, pe(w1) = po(wa)) <0

dolayisiyla

lpc (1) = pe(@2)l* < (@1 — 2, po(@1) — po(r2))

sonucuna ulagilir.

Ek olarak

Ipc(21) = pe(@)||” < (21 — 29, pe(21) — pe(wa))

A

< llpe(a1) = pe ()| 21 — 2l

olur. Dolayisiyla
[pc (1) = po(@2)|| < [lzr — 22|

elde edilir. 0 € C ise V o € R” igin |pc(z)|] < ||z| olur ki bu da pe

dontigiimiiniin nonexpansive ozelligini sagladigini gosterir. [
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En iyi Lipschitz sabiti

I - Sup{llpc(ml) —rel)| Ly, 31,00 & C}

Hl‘l - I2||

ve C' altuzay ise pc(z1) = 1 ve po(x2) = x9 oldugundan L = 1 olur.

3.2 Kapali Konveks Koniler Uzerine izdii§iim

Konveks kiimeler ailesi icinde konveks konilerin 6zel bir onemi vardir. Bun-
lar konveks kiimelerle altuzaylar arasinda bir sinifi olugtururlar. Bunun bir
sonucu olarak da konveks koniler tizerine izdiigiim daha ¢ok ozelliklere sahiptir.

Bir bakimdan bu izdiigiim bir altuzaya izdiisiime daha yakin olarak diigtiniilebilir.

Tamim 3.2.1. [3] K konveks bir koni olsun. Bu koninin (negatif) polar konisi
K°={xeR":VyeK igin (z,y) <0}
kimesuidir.
e Polar koni (., .) i¢ carpimina baghdir. I¢ carpim degistikce kiime degisir.
o (.,.) siireklidir. Dolaysiyla {.,.) ' ((—o0,0]) = K° kapahdir.

e I¢ carpimin siirekliligi goz oniine alinirsa K° konveks konidir.

K altuzay ise K°, K kiimesinin dik tamlayandir. Yani K° = K. Ciinkii
Vy € K igin (z,y) < 0, K altuzay oldugundan —y € K dir. O halde
(x,y) > 0 olur. Dolaysiyla V y € K icin (x,y) = 0 yani 2 € K+ elde

edilir.
o (K°)° =cl(K) dir.

Kanit. ¥V x € K verilsin. Bu durumda V y € K° i¢in (z,y) < 0 olur.
Dolayisiyla o € (K°)° elde edilir. (K°)° kapali kiime oldugundan

cl(K) C (K°)° (3.2.1)
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olur.

x € (K°)° fakat @ ¢ cl(K) olsun. O halde z ve ¢l(K) kiimesini ayiran
(d, &) hiperdiizlemi V y € K igin

(d,x) > a > {(d,y) (3.2.2)
olacak sekilde vardir. y = 0 alimirsa « > 0 oldugu goriiliir. (d,y) < 0 ve

y € K oldugundan d € K° olur. d € K° vex € (K°)° olarak alindigindan
(d,z) < 0 olmalidir. Bu ise (3.2.2) ile ¢eligir. O halde x € cl(K) olur.

Dolayisiyla

(K°)° C c(K) (3.2.3)
elde edilir.
(3.2.1) ve(3.2.3) dan istenilen esitlik elde edilir. O

e Kapali, konveks kiimeler ailesi iizerinde polarizasyon sira degistiren bir

bagintidir. Yani
K, C Ky = (K3)° C (K)° olur.
e K kapali ise (K°)° = K olur.
e KNK°={0} dir.
Ornek 3.2.2. i = 1,2,...,m olmak uzere x; € R" ve

K = {ZO&Z'IEZ‘ICYZ'EO, i:1,2,...,m}

=1
kimesi tanimlansin. K kimesinin polar:

K° = {seR":VzeK ign (s,z) <0}
= {s eER":Va; >0, i=1,2,...,m icin <Zaixi,s> §O}
i=1

= {s ER":Va; >0, i=1,2,....,m i¢in Y a; (x;,s) SO}

=1

= {seR": (x;,s) <0, i=1,2,...,m} olur.
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Ornek 3.2.3. R"deki standart i¢ carpima gore
Q+ - {(x17x27 7.Tn) 1= 172, N, T 2 O}
kiimesinin polar:

(Q4)° = {y=(,.yn) ER":V x = (21,...,2,) € Qy d¢in (z,y) <0}
= {y:(yl,...,yn) eR™: >y <0, ‘v’xER”}
i=1

= {y=W1, - yn) ER": 45, <0, 1 =1,2,...,n}

Ornek 3.2.4. R" i¢inde s € R", ||s|| = 1 ve 6 € [0, 71 ile belirlenen

K (0) ={z € R" : ||z|] cosb < (s,z)}
donel konist verildiginde

(K,(0)° = K_(=

7~

olur.

Onerme 3.2.5. K kapalr, konveks koni olsun. Bu durumda x € R™ icin
PE(2) =Y = Yo €K, 2 —y, € K° ve (x—ys,yz) =0 dor.
— yeK r—ye€c K vey, Lo—y,
Kanat.
(=) pr(z) =y, olsun. px(z)’in tammmindan Vy € K igin (x — y,, y — y,) <0

olur. y, € K ve K koni oldugundan V o > 0 i¢in ay, € K’dir. Varyasyonel

esitsizlikte y = ay, alinirsa

IA
o

<:U = Yz, AYy — yz>
= (Oé—l)(:t—y$,ym> S 0

olur. « — 1 < 0 veya a — 1 > 0 olacagindan
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olur.

Yy € K igin
(T = Yoy —ys) < 0
= (T ¥Yu,¥y) — (T =Y, %) < O
—
= (r—ysy) < 0
= xr—1y, € K°
olur.

(<) y. € K, x —y, € K° ve (x —y,,y,) =0 olsun. V y € K i¢in

L) = 32—y + v —yl
= % (Hl‘ - yH2 + Hy:c - yH2 +2 <:U Yz, Yz — y))
1 2 1 2
= §||{L‘—y|| +§||yﬂﬁ_y|| +<"L‘_y$’yax_y>

= fx(yx) + %ny - y“i""gx - yxaymz_gaj - ymvyz

>0 0 >0

> fa(Ya)

olur. Boylece V' y € K i¢in ||z — y,f| < [lz —y| olur ki bu ise px(z) = v,

olmasi1 demektir. O

x — pg(x) ile belirlenen pg(x), K kiimesinin bir yiiziine aittir. y, € K,
r—y, € K°, (x — y,,y,) = 0 ifadesi px(z) ile belirlenen = — px (z) vektoriintin

de K° kiimesinin bir yiizline ait oldugunu soyler.

Onerme 3.2.6. K C X kapal, konveks koni olmak tizere ¥V x € R™ i¢in
i) pg(z) =0 <= € K°

i) Y o >0 igin pg(ax) = apg(x)

iii) pr(—z) = —p_k(z) olur.
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Kanat. i)
pr(z) =0 <= VyeKign (x—0,y—0)=(z,y) <0

<— gxrxeK°

i1) a =0 i¢in agktir. Vo > 0 ve V y € K verilsin. Onerme 3.2.5 kullanilarak

(ar —apk(x),y — apr(x)) = a(r—pk(r),y — apk(r))
= a(r —pr(r),y) — (- pr(z), pr(2))

N J/

= afz —pr(),y)
< 0

elde edilir. Izdiigiimiin tekliginden pg (ax) = apg(z) olur.

iii) ¥ —y € —K verilsin. Varyasyonel esitsizlik kullanilirsa

IN

(x —p-k(r),—y —p-k(x))

0
= (~r+pk(@),y+p-xk(x) < 0

olur. YaniVy € K igin (—z+ p_g(z),y +p-x(z)) < 0 elde edilir.

Projeksiyonun tekliginden —p_x () = px(—x) olur.

Onerme 3.2.7. K CR" kapal, konveks koni, x € R™ olmak tizere
pr () + pre(z) =2
olur.

Kamit. Onermenin ispati i¢in © — pr () = pro(x) oldugunu gostermek yeter-

lidir. Ciinkii  — pg(z) + px(z) = 2’dir. ¥V y € K° verilsin. Onerme 3.2.5

kullamlarak
(= (z—px(x)),y = (r—px(z))) = (px(x),y+px(z) —2)
= (px(2),y) — {pr(2), pr(2) — 2)
< 0 O
elde edilir. 0
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V', R"'nin bir alt uzay1 olmak tizere

pv(z) +pyi(z) ==

esitliginin R™ = V @&V 1yi verdigi gibi benzer bir karakterizasyon da su sekilde

verilebilir:

Teorem 3.2.8. (J. J. Moreau) K kapali, konveks koni, x1, x5 € R™ verilsin.

Bu durumda asagidakiler denktir.
i) 11 € K, 1y € K°, © =x1 + x5 ve (x1,x9) = 0'dar.
i1) pr(x) =21 ve pro(x) = x5 'dir.

Kanat.

(1l =ii) 71 € K, 29 € K°, x = x1 + 23 ve (x1,22) = 0 olsun. Onerme 3.2.5
geregi

x1 € K ve (x1,29) = (z1, — x1) = 0 oldugundan pg(z) = x; olur.

x9 € K° ve (xq1,x9) = ( — X9, x2) = 0 oldugundan pge(z) = x4 olur.
(it => i) px(x) =z, olsun. Onerme 3.2.5°den (z — x1,2,) =0 v ex —z; € K°
olur. x5 = x — x1 olarak almirsa zy € K° z = x1 4+ x5 ve (x9,21) = 0 elde

edilir. O

3.3 Konveks Kiimelerin Teget ve Normal Konileri

Onerme 3.3.1. 0 # C C R" kapali, konveks kiime olsun. Bu durumda
Vel ign
C C{z} +T(C,x)

olur.

Kanit. y e C —{x} vey ¢ T(C,x) olsun. Bu durumda V § € [0, u| i¢in
x + 0y ¢ C olacak gekilde 3 > 0 vardir. y € C' — {z} oldugundan
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Jdc e C, y = ¢ — x olacak sekilde vardir. ¢§ yeterince kiigiik segilirse de

x + 0y ¢ C' durumu gegerli olur. Yani
(1-0)z+dc¢C

olur ki bu ise C' kiimesinin konveks olusuyla ¢elisir. Dolayisiyla y € T(C, x)
olmalidir. O halde
CC{z}+T(C,x)

olur. ]

Tanim 3.3.2. [3] 0 # C C R"™ kapali, konveks kiime olsun. x € C verilsin.
VyeCign (s,y—xz) <0

ozelligini saglayan s € R"™ wektorine C kimesine x noktasinda normaldir
denir. Bu ozelligi saglayan vektorlerin kimesine de C kimesinin x noktasindak:

normal konisi denir ve N(C,x) ile gosterilir.

e I¢ carpim siirekli oldugundan N(C,z) kapali konidir.
e x cint(C) ise N(C,x) = {0} olur.

Onerme 3.3.3. ) £ C C R kapal, konveks kiime olsun. x € C verilsin. Bu
durumda

N(C,x)=[T(C,z)]°
olur.
Kanit. s € N(C,z) olsun. Bu durumda V y € C igin (s,y — ) < 0 olur.
d=y—=x

olarak tanimlansim. O halde V d € C — z igin (s,d) < 0 olur. Bu durumda
vV d € RY(C — z) iginde (s,d) < 0 dir. Dolayisiyla V d € cl(RT(C — x)) igin
(s,d) <0 oldugundan s € [T(C, x)]° elde edilir. O halde

N(C,z) C [T(C,z)]° (3.3.1)
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elde edilir.

s € [T(C,x)]° olsun. O halde ¥V d € T(C, z) i¢in (s,d) < 0 olur. C konveks
oldugundan Onerme 3.3.1 geregi C'— {z} C T(C, z) olur. O haldeVd € C —x
icin de (s,d) < 0 esitsizligi gerceklesir. Dolayisiyla V y € C igin (s,y — ) <0
olur. Buradan s € N(C,z) elde edilir. Dolayisiyla

[T(C,z)]° C N(C,x) (3.3.2)
olur. (3.3.1) ve (3.3.2) kapsamlarindan istenilen esitlik elde edilir. O

Sonug 3.3.4. () # C C R" kapal, konveks kiime olsun. x € C wverilsin. Bu

durumda

T(C,x)=[N(C,x)]°
olur. Dolaysiyla
T(C,x)={deR": (s,d) <0, VseN(C,z)}
olarak yazilabilir.

Kanat. (K°)° = cl(K) ve Contingent koninin kapal oldugu kullanilarak
(T'(C,2))° = N(C,z)

(T'(C,2))* = (N(C,z))°
cd(T(C,z)) = (N(C,x))°
T(C,z) = (N(C,z))°
elde edilir. [

Onerme 3.3.5. ( % C C R" kapal, konveks kiume, s € R™ icin asaqidakiler
denktur.

i) se€ N(C, )

i) (s,) = ma (5,9)

i) © = po(r + s)
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Kanat.

(t=>1i) se N(C,z)ise Vy € C igin

(s,y—z) < 0

(s,y) = (s,2) < 0
(s,y) < (s,7)
max(s,y) < {5,%)

Ozel olarak y = z € C secilirse

max (s, y) = (s, )

elde edilir.

(11 = ii7) max (s,y) = (s,z) olsun. Bu durumda V y € C' igin
ye

(s,y) < (s,2)
(s,y—z) < 0
(x+s—zy—z) < 0

oldugundan Teorem 3.1.2 geregi © = po(z + s) elde edilir.

(tit = i) x = pc(z+s) olsun. Bu durumda Teoarem 3.1.2°den dolay1Vy € C
icin
(x+s—s,y—x) <0

dolayisiyla
<S7 Yy — $> S 0

olur. O halde s € N(C,z)’dir.

Onerme 3.3.5 kullanilarak

pcH(z) = {r+s:5€ N(C,x)}
= {z}+ N(C, )
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elde edilir. Ayni1 zamanda x’ # z iken
{a} + N(C, )] N[{2'} + N(C,2)] = 0
olur. Ciinkii C' konveks kiime oldugunda izdiigiim tektir.

Onerme 3.3.6. ) # C' C R" kiimesi kapali ve konveks ise

C=(\({z}+T(C,x))

zeC

olur.
Kamit. Onerme 3.3.1’den dolay1 V = € C' i¢in
CC{z}+T(C, )

olur. O halde
¢ c e} +T(C.a))

zeC

(3.3.3)

y ¢ C verilsin. Bu durumda y = pco(y) + s olacak sekilde 3 s # 0 vektori

vardir.

pc(y) = po(pe(y) + s)

oldugundan Onerme 3.3.5’den s € N(C, pe(y)) elde edilir. s # 0 oldugundan

s ¢ T(C.po(y), dolayisiyla

y=npc(y) +s ¢ {pcly)}+T(C pc(y))

olur. O halde
C2 (({z} +T(C.))

zeC

(3.3.3) ve (3.3.4) kapsamlarindan istenen esitlik elde edilir.
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4 CLARKE KONILER

4.1 Tamm ve Denk Ifadeler

Tamim 4.1.1. [1,4-6]

a. X gercel normlu uzay, 0 # S C X ve x € cl(S) verilsin. x, 5, x, hy, — 0"
olan ¥ (xp)neny C S ve ¥ (hp)nen dizileri igin d, — d ve ¥V n € N igin
Ty + hnd, € S olacak sekilde 3 (dy,)neny € X dizisi bulunabiliyorsa d’ye
bir Clarke teget denir.

b. S kimesinin x’deki Clarke tegetlerinin olusturdugu kimeye S ’nin x nok-

tasindaki Clarke konisi denir ve C(S,z) ile gdsterilir.

C(S,z) bir konidir. Bunu géstermek ic¢in V d € C(S,x) ve V o > 0 ver-
ildiginde ad € C(S,z) oldugu gosterilmelidir.

a =0 ve bir d € C(S,z) verilsin. (d)nen = (0)nen olarak alinirsa x,, —
ve h, — 07 olan V (,)neny € S, V (hn)nen C Ry dizileri ve V n € N igin
Tp + hypd, € S olur. O halde ad =0 € C(S, z) olur.

a > 0 ve bir d € C(S,x) verilsin. Bu durumda =, — = ve h,, — 07 olan
V (zp)neny € S ve V (hy)nen € Ry dizileri igin d,, — d olan 3 (d,,)nen dizisi
vV n € N icin

Tn + hpd, € S (4.1.1)
olacak sekilde vardir.
(adn)nen = (Un)nen

olarak alimirsa u, — ad oldugu aciktir.

1
(h;)nEN = (ahn)nEN

olarak almirsa h!, — 07 oldugu acgiktir. O halde z,, — x ve h, — 07 olan
YV (Zp)neny C X ve V (h],)nen C Ry dizileri i¢in u,, — ad olan 3 (u,)pen dizisi

bulunmug olur ki (4.1.1) kullanilarak V n € N igin
/ hon
Tn + hp Uy =2, + —ad, =z + h,d, €5
o'
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olur. O halde
ad € C(S,x)

olur. Dolayisiyla C(S, x) bir konidir.

Onerme 4.1.2. X gercel normlu uzay, 0 # S C X, = € cl(S) wverilsin. Bu

durumda
deC(S,x) <= VYUeN()igin3IV eN(x)ved X>0 dyle ki
VzeSNVweV pe (0N icin (z4+pU)NS #0

olur.

Kanat.

< VeiginIA>006ylekize S, [[z—z| < A

d(z+ hd,S)

ve h € (0, ) iken < ¢ olur.

V = B(z,\) € N(z) olarak tammlansin. Bu durumda

Ve>0igin3IA>0ve3dV e N(z) oylekiV h € (0,))

VeVZEVﬂSiQinw<€
< Ve>0iginIA>0vedV eN(z)oylekiV h e (0,

veV zeVNSigind(z+ hd,S) <eh

< Ve>0ignIAN>0ve3IV eN(x)oylekiV h e (0,))
veVzeVNSignz+hde S+ B(0,eh)

< Ve>0iginIA>0ve3IV eN(x)odylekiV h e (0,))

S —
veVzeVNSicnde 2= + B(0,¢)
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< Ve>0iginIA>0ve3IV eN(x)oylekiV he (0,))

veVzGVﬁSigindEcl(S;Z)

<— VUeN[ignIA>0vedV eN(z)oylekiV h e (0,

S_Z#Q)

veVzeVNSicin UN .

e YUEN@ignIA>0vedV e N(z)dyle ki V h € (0, )
veVzeVNSicn (z4+pulU)NS #0

Onerme 4.1.3.
c(S,xz) = hrznil;?f 5 = ﬂ U ﬂ ( S +€Bx)
A—0+ e>0 0>0 ||z—z||<d

0<ALS
z€S

-nU N (5

m21 n21 |z—g|<i

o<a<t
zeS

z
oldugu gosterilsin.

Kanit. 1) C(S,z) = liminf

ZiCC
A—0T
.. .S—=z . S —z
d € liminf < lim d(d, )
L 25 o A
A—0t A—0t

< Ve>0igin3§>008ylekiV e (0,d) ve
|z —z|| < dolan V z € S igin

S —z
d(d
(7 )\

) <e

<= Ve>0ic¢in 30 >00dylekiV \e(0,0) ve

|z —z|| < dolan V z € S igin
S—=z

de + eBx
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O halde

olur.

i) lim mf

z—
)\~>0+

S-NU N (5

>0 6>0 ||z—z||<d

< Ve>0igin3dd>00ylekiV \e(0,0) ve

|z —z|| <0 olan V z € S igin
A €S —z+ \eBx

Ve>0igin 30 >00yle kiV A€ (0,9) ve
|z —z|| <0 olan ¥ z € S igin

z+Ad e S+ \eBx

Ve>0igin 30 >006yle kiV A€ (0,9) ve
|z —z|]| <0 olan V z € S igin
d(z +\d, S) < eA

Ve>0i¢in 36 >00ylekiV e (0,§) ve

|z —z|| <0 olan V z € S igin
d(z + M\, S)
— < ¢

A
P G T
O A
A—0t
de C(S, )
C(S,x) = liminf Sz
ot

0<ALS
z€S
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) oldugu gosterilsin.

(4.1.2)



S S -
d € liminf — limd(d, 3 )
)\Z_T())ﬁ )\Z—_>(>)£

< Ve>0igin3dd>00dylekiV Ae(0,0) ve
|z —z|| <0 olan V z € S igin
S —
d(d,Tz)<g
< Ve>0i¢in3d>006ylekiV Ae(0,0) ve

|z —z|| < dolan V z € S igin

)

S —
de ——X—z +'513X

= «cNU N (55

>0 6>0 ||z—z||<d
0<A<S
z€S

O halde

hm mf

it 250U N (555

x~0+ >0 0>0 ||z—=z||<é

0<ALS
zeS

) (4.1.3)

olur.

i)

nu N (%

>0 6>0 ||z—z||<6

0<A<S
A o<a<t

zeS

):m J N (5;%%3)()

m21 n21 |lz—af<i

oldugu gosterilsin.

=aenNU N (5

>0 6>0 ||z—z||<d
0<A<S

) verilsin. Bu durumda

z€S

Ve > 0icind § > 006ylekiV A € (0,0) ve ||z—=z| < 0 olan

V z € Sicin
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S —z

de

+eByx (4.1.4)
olur.

. 1 1
Ozel olarak m > 1 olan V m € N i¢in ¢ = — secilsin. Secilen e = — >0
m m

i¢in (4.1.4)’den 3 6 > 0 vardir dyle ki ||z — z|| < 0 olan V¥ 2z € S i¢in

S —z

de +EBX

1
olur. Budigin dn € N, n >1ve 0 < — < ¢ olacak gekilde vardir. O
n

1 1
halde V.m > 1igin 3n > 1 6yle ki V A € (0,—) ve ||z — z|| < — olan
n n

V z € Sicin
S—z
A

ieNU N (55758

m21 n21 |l—p|<

1
de + —Bx
m

dolayisiyla

o<a<t
zeS

olur. Buradan

NU N (GFee)cnU N (55 am)

€>0 6>0 ||z—z||<6 m>1 n>1 ||z—xH<%

0<A<S
Ses o<a< L

z€S

(4.1.5)
elde edilir.

- 1
(=) d e ﬂ U ﬂ (S/\ : —I——BX) almsm. Bu durumda V m > 1
m

m>1 n>1 i<t
n
lz—al<%

z€S

icin 3n > 1 vardir oyle ki V A € (0,2) ve ||z — z|| < § olan V¥ z € S i¢in

S —z 1

d —B 4.1.6
€ ; +m X ( )

olur.
YV ¢ > 0 verilsin. Bu durumda 3 m € N % < ¢ olacak gekilde vardir. Bu

secilen m icin (4.1.6) geregi In > 1sayis1 V A € (0,2) ve ||z —z| < &
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A

1
olan V z € S i¢in d € + — Bx olacak sekilde vardir. m’nin
m

seciliginden
S—z 1
A

olur. Ozel olarak § = l secilirse

eNU N (55

>0 6>0 ||z—z||<d
0<A<S
z€S

de

S —
g;‘_ii_i +’513X

dolayisiyla

NU N (5 ae)enU N (55

1n21n21|k_$H<% €>0 6>0 ||z—z||<6
0<A< 055’
z€S

)

(4.1.7)
olur. O halde (4.1.5) ve (4.1.7) kapsamlarindan istenilen esitlik elde

edilir.

4.2 Clarke Konilerin Ozellikleri

Onerme 4.2.1. X gercel normlu uzay,  # S C X vex € cl(S) verilsin.
C(S,z) konvekstir.

Kamt. C(S,z) bir koni oldugundan konveksligini gostermek igin d', d* € C(S, z)
i¢in d' + d? € C(S,r) oldugunu gostermek yeterlidir.

t, — x, h, — 0% olan keyfi (), .y € X ve keyfi (hy,),cn € Ry dizileri
secilsin. d' € CO(S,z) oldugundan d} — d' ve V n € N igin

T+ hodl € 8

olan 3 (d}z)n N C X dizisi vardir.
VneNicin z, =z, + h,d} olarak tanimlansm. V n € N igin z;,, € S
ve 11, — x oldugu agiktir. d*> € C(S,z) oldugundan d? — d? ve
Ty + hod? = T+ hpdl + hpd?
= 2+ hu(dh+d2) €S
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olan (d2),cy € X dizisi vardir. O halde z, — =z, h, — 0T olan
Vo (x) C X veV (hy)
ve ¥ n € N icin z,, + h,d,, € S olan (dy),cyy = (d,ll +di)n€N C X dizisi bu-
lundugundan d' + d* € C(S,x) olur. O halde C(S, z) konvekstir. O

neN neN Q R+ dizileri 1@111 dn = di + di N dl + d2

Clarke koniler Contingent konilerin saglamig oldugu bir ¢cok kiimesel iglemleri
saglamazlar.

X gergel normlu uzay, S # 0, L # (), S,L C X altkiimeleri ve z € cl(S)
verildiginde S C L iken

C(S,x) CC(L,x)

olmak zorunda degildir.
Ornek 4.2.2. S = {(z,—x) e R2: x < 0}, L = {(, |z|) € R? : 2 € R} kiimeleri
ve (0,0) € cl(S) verilsin.

d < 0 olmak tizere (d, —d) € S werilsin. (d,,—d,) — (d,—d) olan
((dy, —dp))nen € S dizisi alinarsa (z,, z)) — (0,0) ve h, — 0 olan

YV ((Zn, 0) )neny = ((Xn, —2n))nen S, (hn)nen C Ry dizileri ve ¥V n € N igin

(xn; _:En) + hn(dna _dn) = (:En + hndna —Tp — hndn)
= (@, + hody, — (2, + hpdy,)) € S

oldugundan (d,—d) € C(S5,(0,0)) olur. O halde
5 C(5,(0,0))

olur.

R2\S kiimesine ait elemanlarin Clarke koniye ait olmadign agiktir. O halde
C(5,(0,0)) =58

olur.
C(L,(0,0)) = {(0,0)} oldugu agiktar.
S C L oldugu halde C(S,(0,0)) £ C(L,(0,0)) olur.
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S =0C(5,(0,0))

Sekil 4.10: S = {(z,—2) € R?: 2 < 0} kiimesi ve (0,0) noktasindaki Clarke

konisi

¢ (L, (0,0))

Sekil 4.11: L = {(z,|z|) € R? : € R} kiimesi ve (0,0) noktasindaki Clarke

konisi

X gercel normlu uzay, S1,S5 # 0 S;,S, € X kiimeleri ve x € S} N S,
verildiginde

C(Sl N SQ,ZE) Q C(Sl,l’) N C(SQ,ZL’)

olmak zorunda degildir.

Ornek 4.2.3. X = R?, S = {(z,2):2€R} U {(z,—2z): 2 <0} ve

S = {(z,z) : x € R} kiimeleri verilsin.
Sl N SQ = SQ “dar.

O halde
C(Sl N 527 (O, O)) - 0(527 (07 0)) - 52

C(51,(0,0)) = {(0,0)}
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olur. Fakat

C(51,(0,0)) N C(5:,(0,0)) = {(0,0)} N5,

oldugundan
C(Sl N SQa (07 0)) Z C(Sla (07 0)) N C(SQa (Oa O))

olur.

S1

C(51,(0,0))

Sekil 4.12: S} = {(z,z) 1z € R} U {(z, —z) : £ < 0} kiimesi ve (0,0) nok-

tasindaki Clarke konisi

So = C(S52,(0,0))

Sekil 4.13: Sy = {(z,z) : « € R} kiimesi ve (0,0) noktasindaki Clarke konisi

X gercel normlu uzay, Si,S52 # 0 S1,5, € X kiimeleri ve x € S} U S,
verildiginde
C(Sl U SQ, l‘) = C(Sl, l’) U C(SQ, l’)

olmak zorunda degildir.
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Ornek 4.2.4. X =R, S; = {(z,2) : x € R}, Sy = {(x, —z) : x € R} kiimeleri
verilsin.

S1=C(51,(0,0))

Sekil 4.14: Sy = {(z,z) : « € R} kiimesi ve (0,0) noktasindaki Clarke konisi

SQ = C(S 3 (07 0))

Sekil 4.15: Sy = {(x, —x) : x € R} kiimesi ve (0,0) noktasindaki Clarke konisi

S1US, = {(fﬂay) eR?: |z| = |?/|}

oldugundan

C(51 U 55,(0,0)) = {(0,0)}

elde edilir.
C(Slv (Oa0)> = Sl) C(SQa (07 O)) = SZ

ve

C(51,(0,0)) UC(S2,(0,0)) = 51U Sy

olur. O halde
C(Sla (07 0)) U C<527 (07 0)) 7é C(Sl U 327 (07 0))
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elde edilir.
S1 U Sy

C(S1US9,(0,0))

Sekil 4.16: S; U Sy = {(z,y) € R?*: |z| = |y|} kiimesi ve (0,0) noktasindaki

Clarke konisi

Onerme 4.2.5. X, X, gercel normlu uzaylar S; C X;, x; € cl(S;) (i = 1,2)

verilsin. Bu durumda
C(Sl X SQ, (1‘1, ZL’Q)) = C(Sl, ZL’1> X C(SQ, {23'2)
olur.

Kanat. (di,ds) € C(S; X Sa, (21,29)) verilsin. Clarke koninin tammimdan
(27, 25) — (x1,22), hy, — 07 ve Vn € Nigin (27, 23) + h,(d},d}) € S1 x Ss
olan V ((27, 25) )nen € S1x S5 ve ¥V (hy)nen C Ry dizileri igin (d}, d3) — (dy, ds)

olan 3 ((d}, d5))nen dizisi vardir. Bu durumda segilen diziler ve V n € N igin
x] + hydy € Sy ve x5 + hpdy € S;

olur. Buradan

dy € C(Sl,l’l) ve dy € C(SQ,]JQ)

dolayisiyla
(dl,dg) < G(Sl,l’l) X C(SQ,ZL‘Q)

elde edilir. O halde
O(Sl X SQ, (ZL‘l,Ig)) Q C(Sl,ﬂfl) X C(SQ,I‘Q) (421)
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elde edilir.

Ters kapsam da yukaridaki kanitta tersine gidilerek gosterilir.
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5 RADIAL KONILER

5.1 Tanim ve Denk Ifadeler

Tamim 5.1.1. [14]

a. X gercel normlu uzay, ) # S C X ve x € cl(S) verilsin.
d, — d veVneN iginxz+ hyd, € S olan 3 (dp)pen S X wve
3 (hn)nen C Ry dizileri varsa d vektorine, S kiimesinin x noktasindaki

Radial tegeti denir.

b. S kiumesinin x’deki Radial tegetlerinin olusturdugu kimeye S nin x nok-

tasindaki Radial konisi denir ve R(S,x) ile gdsterilir.

Onerme 5.1.2. X gercel normlu uzay, § £ S C X ve x € cl(S) verilsin. Bu

durumda

R(S,z) = cl((_Jt(S — x)) = cl(cone(S — x))

olur.

Kanat. Kanit icin ilk 6nce
R(S,z) = cl((_Jt(S — x))
>0

daha sonra

cl(Ut(S — 1)) = cl(cone(S — x))

t>0

oldugu gosterilecektir. d € cl(Ut(S — x)) verilsin. Bu durumda kapanig

tanimi geregi d, — d olan 3 (;lz())neN C Ut(S — z) dizisi vardir. ¥V n €N
i¢in d,, € Ut(S — z) oldugundan V¥ n € N ti>gﬂin d, € t,(S — z) olacak sekilde
¢, >0 Vg(zilr. VvV n € N icin
1
"
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olarak almirsa V n € N i¢in h, > 0 ve

d, € hi(s—x)

oldugundan

x+ h,d, €S

olur. Sonug olarak d,, — d ve V n € N i¢in
z+ h,d, €S
olan 3 (hy),cy € Ry, 3 (dn),cny €© X bulunabildiginden d € R(S, x) dolayisiyla

c(| Jt(S - z)) € R(S.x) (5.1.1)

t>0

olur.

d € R(S,z) verilsin. Bu durumda d,, — d ve ¥ n € N igin

2+ hod, € S (5.1.2)

olan 3 (hn),cny € Ry, 3 (dn),en € X dizileri vardir. ¥V n € N igin (5.1.2)

geregi

dnES

};xQUt(S—x)

t>0

olur. O halde d € cl(Ut(S — x)) dolaysiyla

t>0

R(S.z) C a(| Jt(S — x)) (5.1.3)

t>0

olur. (5.1.1) ve (5.1.3) kapsamlar1 kullanilarak

R(S,z) = (| Jt(S — x))

t>0

elde edilir.
decone(S—z)={yeX:d3se€Sved A>0i¢iny=As—x)} olsun.
Bu durumda 3 s € S ve 3 A > 0 i¢in d = A(s — z) olur. Buradan 3 A > 0 i¢in

d=Xs—x) €S —x)C | JS - x)

t>0
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oldugundan

cone(S —x) C Ut(S —x) (5.1.4)

oldugu gortliir. Kanit ayn sekilde tersine yapilirsa

Ut(S —x) C cone(S — x) (5.1.5)

t>0

oldugu goriiliir. (5.1.4) ve (5.1.5) kapsamlarindan

| Jt(S = 2) = cone(S — )

t>0

elde edilir. Dolayisiyla
cl(cone(S — x)) = cl(|_Jt(S — x))
olur. [

Ornek 5.1.3. S = {(z,y) € R?2 : y > J]z|, = € R} kimesinin
(x1,x2) = (0,0) noktasindaki Radial konisi

R(S,(0,0)) = cl(cone(S — (0,0))) = cl(cone(S)) = {(z,y) e R* : y > 0}

olur.

. . . . .
. . . . .
. . . . .
. . . . .
. . . . .
. . . . .
. . . . .
. . . . . .
. . . .
\/

Sekil 5.17: S = {(z,y) € R? : y > /|z|, # € R} kiimesi
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Sekil 5.18: S = {(z,y) € R?* : y > \/|z|, # € R} kiimesinin (0, 0) noktasindaki
Radial konisi

Ornek 5.1.4. S = {(z,y) € R? : |z| = |[y|} kiimesi verilsin.

R(S,(0,0)) = cl(cone(S — (0,0))) = cl(cone(S)) = S olur.

S = R(S5,(0,0))

Sekil 5.19: S = {(z,y) € R* : |z| = |y|} kiimesi ve (0,0) noktasindaki Radial

konisi

Ornek 5.1.5. S = {(z,—z) € R? : 2 < 0} U {(£,2) : n € N} kiimesinin
(0,0) € S noktasindaki Radial konisi

R(S,(0,0)) = cl(cone(S — (0,0))) = {(z,y) € R* : y = ||}

olur.

87



] i

Sekil 5.20: S = {(z,—z) € R? : 2 <0} U{(2,1) : n € N} kiimesi

1

-1 1

Sekil 5.21: S = {(z,—z) € R? : < 0} U{(%,2) : n € N} kiimesinin (0,0)

n

noktasindaki Radial konisi

5.2 Radial Konilerin Ozellikleri
Onerme 5.2.1. X, X1, Xy gercel normlu uzay olmak tzere
a) 0 £SCLCX vexecdS)ise R(S,z) C R(L,x)
b) 0 #£S; C X, (i =1,2) vex € cl(S;) ise
R(S1U Sy, x) = R(S1,2) U R(Ss, x)
c) D#£S;,C X, (i=1,2) vex € cl(S;1NSsy) ise
R(S1 N Sy, x) C R(Sy,z) N R(Ss, x)
d) 0 #S; C X; konveks kiimeler, (i = 1,2) ve x; € cl(S;) ise
R(Sy x Sy, (x1,29)) = R(S1, 1) X R(S2,x2)
e) 0 #S;,C X, (i=1,2) vex; €clS;) ise
R(Sy + Sa,x1 + x2) C R(S1,x1) + R(S2, 22)
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Kanit. a) x € cl(S) verilsin. S C L oldugundan ¢l(S) C cl(L) olur. Dolayisiyla

b) x

x € cl(L) elde edilir.

d € R(S,z) almsin. Bu durumda d,, — d ve V n € N i¢in « + h,d, € S
olacak gekilde 3 (h,)neny € Ry ve 3 (dp)nen € X dizileri vardir. S C L
oldugundan aym diziler ve ¥V n € N i¢in = + h,u, € L olur. Dolayisiyla
d € R(L,x) elde edilir.

€ cl(S;) verilsin. d ¢ R(Sy,x) U R(S,,z) almsin. Bu durumda Onerme
5.1.2 geregi

d ¢ c(| ) 1S —z) ue(l ] t(S2 — )

>0 >0
dolayisiyla

d ¢ c(| ) (S —x) ved ¢ c(| ] t(S2 — x))

t>0 t>0

olur. O halde

d¢|Jts -2
d¢ | JtS:—x)

olur. Buradan V ¢ > 0 i¢in
d¢t(Sy —x)vedgt(Sy—x)
oldugundan
d d
;+I¢Sl VG;—FSL’%SQ

olur. O halde
d
% +x g Sl U Sg

elde edilir. Kiimesel iglemler yapilirsa V ¢ > 0 igin

dolayisiyla

d¢ | Jt(S1uS) —x)

t>0
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olur. Buradan

R(Sl, UR SQ, U 51USQ —LU>

>0
elde edilir. Kapsamda her iki taraftan kapanig alinirsa Radial koninin

kapali olmasindan

(| tH(($1USy) = 2) = R(S1U S5, 7)) € R(S1,) UR(S1,z) (5.2.1)

t>0

olur.

Tersine d € R(Sy,z) U R(Ss,x) alinsm. S; C S;U Sy ve Sy C S1U S,

oldugundan (a) 6zelliginden
R(Sl, il?) Q R(Sl U SQ, .Z’)

ve

R(SQ, $) Q R(Sl U Sg, l’)

, dolayisiyla d € R(S; U S, x) olur. Buradan
R(Sl, I’) U R(SQ, l’) Q R(Sl U Sz, {L‘) (522)

elde edilir.

Boylece (5.2.1) ve (5.2.2)’den
R(S1 U Sy, x) = R(S1,2) U R(Ss, x)
olur.

€ cl(S1 N Sy) verilsin.  ¢l(S; N Sy) C cl(S1) N cl(S2) oldugundan
x € cl(S1) Necl(Ss) dir.

d € R(S1 NSy, x) verilsin. S} NSy C S7, S1NSy C 55 oldugundan ve (a)
ozelliginden

R(Sl N SQ, ZL’) Q R(Sl, fL‘)
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ve

R(Sl N SQ, I) Q R(Sg, I)

olur. Buradan
R(Sl N SQ, ZL’) Q R(Sl, fL‘) N R(SQ, ZL’)
elde edilir.

d) z; € cl(S;), i = 1,2 verilsin. Bu durumda (1, x2) € cl(S; X S) olur.

(dy,dy) € R(Sy X Sa, (21, x2)) alinsin. Bu durumda (d}, dy) — (dy,ds) ve
vV n € Nigin (z1,22) + h,(d},dy) € S; x Sy olan

(dy,dy)nen € X X X ve (hp)nen € Ry dizileri vardir. O halde bu diziler
ve Vn €N igin 1 + h,d} € Sy ve x9 + h,dy € Sy olur. df — dy ve
V' n € Nicin 1 + h,d} € Sy olan (d})nen C S1 ve (hy)nen C Ry dizileri
bulundugundan

d1 € R(Sl,l’l) (523)
olur.
Ayni gekilde dy — dy ve V n € N igin x9 + h,dj € Sy olan (d),en C So
ve (hp)nen € R, dizileri bulundugundan
dg S R(SQ,.CI]Q) olur. (524)
O halde (5.2.3) ve (5.2.4)’den

(dl,dg) < R(Sl,l’l) X R(SQ,.’L‘Q)

olur.

Boylece
R(Sl X Sg, (1‘1,1'2>> Q R(Sl,l'l) X R(SQ,ZL‘Q) (525)

elde edilir.

(d',d*) € R(S1,71) X R(Ss,z2) olsun. Bu durumda d' € R(S;, 1) ve
dy € R(S,x3) olur.
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di € R(Si,z1) oldugundan Radial koninin tammindan d} — d' ve

VneNign 2 + hid, € Sy olan 3 (d}), .y € X1 ve 3 (hL),cn € Ry
dizileri vardir. d* € R(Ss,z2) oldugundan d> — d* ve Vn €N i¢in
Ty + hid: € Sy olan 3 (d), .y € X2 ve 3 (h2),cny € Ry dizileri vardar.
vV n € N icin

h, = min{h}, h?}

n''n

olarak alinirsa S; ve Sy kiimeleri konveks oldugundan V n € N igin
r1+h,dl € Sy ve xy+h,d? € Sy yani (xy+h,d}, xo+h,d?) € S; xS, olur.
O halde (d,d?) — (d',d*) veV n € Nigin (z1+h,d}., xo+h,d?) € S;x S,

olan 3 (hy),cy € Ry ve 3 ((d},d2)),eny € X1 x X, dizileri buluna-
bildiginden

(di,d2) € R(S1 X S, (21, 72))

elde edilir. O halde
R(Sl,xl) X R(SQ,.CEQ) - R(Sl X SQ, (331,.232)) (526)

olur.

(5.2.5) ve (5.2.6) kapsamlarindan
R(Sl X SQ, (1'1,.252)) = R(Sl,&?l) X R(SQ,.Z'Q)

olur.

e) d' + d* ¢ R(Si,x1) + R(S2,72) olsun. Bu durumda d* ¢ R(S),z;) veya
d* & R(S,,x5) olur. Buradan d}, — d' olan V (d},),.y C X ve
YV (hn), .y € Ry dizileri i¢in 3 ny € N

neN =

z1 + hndyy, & S (5.2.7)

olacak sekilde vardir veya d2 — d® olan V (d2), .y € X ve

Y (hy) C R, dizileri i¢in 3 ny € N

neN

Ty + hp,dy & S (5.2.8)
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olacak sekilde vardir. (5.2.7) ve (5.2.8) kullanilarak
T1+ o + hy (dYy, + d2) & S1+ Ss
elde edilir. Buise d; +dy ¢ R(S;+ Sa, 21 + x2) olmasi demektir. O halde
R(S1 + S, w1 + x9) € R(S1, 1) + R(S2, x2) (5.2.9)

olur.

]

Onerme 5.2.2. X, Y normlu uzaylar, A € B(X,Y) stirekli, dogrusal déniistim,
0 #S CX kimesi, x € cl(S) verilsin. Bu durumda

c(A(R(S, z))) = R(A(S), A(z))
olur.

Kanit. v € A(R(S,x)) verilsin. Bu durumda A(y) = w olan 3 y € R(S,x)
vardir. y € R(S,z) oldugundan y,, — y ve V n € N i¢in

x+ hyy, € S

olan 3 (Yn),eny € X ve 3 (hn), ey € Ry dizileri vardir. O halde kogulu saglayan
diziler ve V n € N i¢in A lineer dontigiim oldugundan
Al + hay,) € A(S)
A(z) + ha(yn) € A(S)
olur. V n € N i¢in

dn = A(yn)

olarak alinirsa A dogrusal doniigtimii siirekli oldugundan A(y,) = u, — A(u)
olur. Sonug olarak u, — A(u) v e¥ n € N igin

A(x) + hyu, € A(S)
olan 3 (un),cy €Y ve 3 (hy), ey € Ry bulunabildiginden

A(u) € R(A(S5), A(z))
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olur. Dolayisiyla

A(R(S,x)) C R(A(S), A(x))
ve Radial koni kapali oldugundan
cl(A(R(S,x))) C R(A(S), A(x)) (5.2.10)

elde edilir.
Onerme 5.1.2 geregi

R(S,z) = (| Jt(S — x))

t>0

oldugu biliniyor.

S —a C | Jis — ) € a(| Jt(S - x)) = R(S, x)

t>0 t>0

oldugundan

S C {z}+ R(S,z)

dolayisiyla A dogrusal doniisiim oldugundan
A(S) C A(x) + A(R(S,x)) (5.2.11)

ele edilir.

d € R(A(S), A(z)) verilsin. Koninin tanimindan d,, — d ve
V' n € Nicin A(z) + h,d, € A(S) (5.2.12)

olan 3 (dp),eny €Y ve 3 (hy), oy € Ry dizileri vardr.

(5.2.12) ve (5.2.11) kapsamlar1 kullanilarak ¥V n € N i¢in
A@) + hudy € A(S) € Ax) + A(R(S,2))

olur. Buradan V n € N i¢in d,, € A(R(S,x)) oldugundan d € cl(A(R(S,z)))
elde edilir. O halde

R(A(S), A(z)) C cl(A(R(S, z))) (5.2.13)
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olur.

(5.2.10) ve (5.2.13) kapsamlaridan
cl(A(R(S,z))) = R(A(S), A(x))

elde edilir. O

5.3 Konilerin Karsilastirilmasi

Onerme 5.3.1. X gercel normlu uzay, O # S C X ve v € S verilsin. Bu
durumda

C(S,z) CT(S,z) C R(S,z)

olur.

Kanit. d € C(S,z) verilsin. Bu durumda z, — =z, h, — 07 olan
YV (x) C SveV (hy)
T+ hod, € Solan 3 (d,), oy € X dizisi vardir. Ozel olarak (2,),cy = (7),.cx

neN nen © Ry dizileri igin d, — d ve Vn €N igin

olarak segilirse h, — 0% olan V (hy,),, .y € Ry dizisi ve V n € N icin

T, + h,d, =2+ h,d, €S

olur. O halde h, — 07, d, — d ve VneN icin z + h,d, € S olan
3 (hy) C Ry ve 3 (dy) C X dizileri bulunabildiginden d € T'(S, z)

neN neN

olur. Buradan

C(S,z) CT(S, x) (5.3.1)

olur. d € T(S,x) verilsin. Bu durumda h,, — 0, d, — d ve Vn € N i¢in

x + hy,d, € S olan 3 (h,) C Ry ve d (dy),ey © X dizileri vardir. O

neN

halde Radial koninin tanimindan d, — d ve V n € N i¢in « + h,d, € S olan
3 (hn)peny € Ry ve 3 (dn), oy € X dizileri bulunabildiginden d € R(S, z) yani

T(S,z) C R(S,z) (5.3.2)
olur.
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O halde (5.3.1) ve (5.3.2) kapsamlarindan
C(S,) C T(8,7) C R(S,7)
olur. 0

Onerme 5.3.2. X gercel normlu uzay, O # S C X konveks kiimesi ve

x € cl(S) verilsin. Bu durumda
C(S,z) =T(S,z) = R(S, z)
olur.

Kanat.
C(S,2) C T(S,7) € R(S,x)

oldugundan esitligi gostermek ic¢in R(S,x) C C(S,z) oldugunu gostermek

yeterlidir. Bunun igin d € Ut(S — ) verilsin. Bu durumda d = h(y — x)

>0
olan 3 h > 0 ve 3y € S vardir. = € cl(S) olarak secildiginden V n € N igin

r, € S ve x, — x olan 3 (), C S dizisi vardir. ,, — x ve h, — 07 olan

V (20)pens ¥V (Bn)peny € Ry ve Vn € Nigin

d, = h(y — x,)
olarak tamimlansin. d,, — d olur. V n € N i¢in
Ty + hpdy, = + hyh(y — x,) = 2,(1 — hhy,) + hhyy

olur. S konveks oldugundan V n € Nigin z+h,d,, € S elde edilir. Sonug olarak

Xy — x, hy — 0T olan V (h,,) CRyveV (zn),ey € S dizileri icin d, — d

neN

ve Vn € Nicin z, + hnd, € S olan 3 (dy), .y € X dizisi bulunabildiginden
d € C(S,x) olur. O halde
Jt(s —2) c C(S,2)

t>0

dolayisiyla C(S, x) kapali bir koni oldugundan

c(|Jt(S — x)) = R(S,x) € C(S, )

elde edilir. O
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Tamim 5.3.3. X normiu uzay, ) # S C X vex € S verilsin. Yy € S ve
vV A€ [0,1] dgin
r+ANy—z)€e S

oluyorsa S kiimesine xin bir komsulugunda starshaped denir.

Onerme 5.3.4. X normlu uzay, 0 # S C X vex e S verilsin. S kiimesi x

noktasinin bir komsulugunda starshaped ise
R(S,z) =T(S,x)
olur.

Kanat.
T(S,z) C R(S,z)

oldugu Onerme 5.3.1’de gosterildiginden esitlik icin
R(S,z) € T(S.1)

kapsaminin gosterilmesi yeterlidir.
V d € S —z verilsin. Bu durumda d =y — 2 olan 3 y € S vardir. S kiimesi

x noktasiin bir komgulugunda strashaped oldugundan V n € N igin
1
r+—(y—x)€sS
n
olur. (y,),cy € S dizisi ¥ n € N igin
Faly-2)
Tpni=x+—(y—=x
n Y
olarak tamimlansin. x, — x oldugu agiktir.
limn(z, —z)=y—=x

n—oo

oldugundan

d=y—zeT(S )

yani

S—zCT(S )
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olur. T'(S, z) kapal bir koni oldugundan
R(S,x) = cl(cone(S — x)) CT(S,z)

elde edilir.
O

Onerme 5.3.5. X gercel normlu uzay, § # S C X ve x € cl(S) verilsin. Bu
durumda

C(S,z)+T(S,z) CT(S,x)
olur.

Kamt. d € C(S,z) + T(S,z) olsun. Bu durumda d = d' + d* olan
Jd' e C(S,z) ve 3 d* € T(S,z) vardir. d* € T(S,z) oldugundan h,, — 0T,
d;, — d* ve ¥V n e Nigin z + h,d;, € S olan 3 (hn),ey € Ry ve (d2), € X
dizileri vardur.

vV n € N i¢in
Ty = x+hndi

olarak tamimlansin. d. — d*, z, — xveV n € Nigin z,, € S olur. d' € C(S, z)
oldugundan z, — x ve h, — 0% olan V (z,),.y € S ve V (hn),ey € Ry
dizileri i¢in d}, — d' ve ¥V n € N i¢in z,, + h,d), € S olan (d}), .y € X dizisi

vardir. Ozel olarak yukarida secilen (71) pen Ve (hi),en dizileri icin de kogullary

neN

saglayan (d}), .y € X dizisi vardir. O halde secilen diziler ve V n € N i¢in

Ty + hpdl, = x4 hyd + had)
= x+h,(d,+d>)eS
olur.
Sonug olarak h, — 0%, d, = d: +d> — d' +d* = d ve Vn €N icin
r+h,d, € S olan 3 (hn)nEN CR,ved <d711)neN C X dizileri bulunabildiginden
d=d"'+d* € T(S,x) olur. Dolayisiyla

C(S,z)+T(S,z) CT(S,x)
elde edilir. O
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Onerme 5.3.6. X normiu uzay, ) # S C X konveks kiime ve

D(S,y) = conv(SU{y}) = | (w+AS—v)

0<X<1

olmak tizere z € D(S,y) \ S ise 3 k, > 0 i¢in
k.(S—y) CS—=z

olur. Dolayswyla S —y C U/\(S — 2) olur.

A>0
Kanit. z € D(S,y) \ S verilsin. Bu durumda 3 k, € (0,1] ve 3 v, € S vardir
oyle ki
z = kzy + (1 - kz)vz

olur. V s € S i¢in

z+k,ss = ky+(1—k)v, + ks
24+ ks —ky = kys+(1—k)v,

olur. s, v, € S ve S konveks oldugundan z+k,s—k,y = k,s+(1—k,)v, € S
elde edilir. Buradan V s € S i¢in

k.(s—y) € S—=z
= k(S—y) € S—=z
S —z

= S—-y C

ki = )\ olarak alinirsa

S—yC U)\(S—z)

0<A

olur. ]

Teorem 5.3.7. [5] X Banach uzay, ) # S C X kapali, ) # D C X sunarls,

kapali, konveks ve d(S, D) > 0 olsun. Bu durumda verilen sy € S i¢in
SNconv({s} UD)={s}
olan 3 s € S Nconv({so} U D) elemanr vardur.
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Onerme 5.3.8. X gercel normlu uzay, 0 # S C X kapal kiime, © € cl(S)
verilsin. v € X \ C(S,x) ise VU € N(z) i¢in 3V € N(v) konveks kiimest,
N> 0saypseved z, y € UNS elemanlar z ¢ y+AV ve D(y+AV, z)NS = {z}

olacak sekilde vardur.

Kamit. v € X\ C(S, x) verilsin. O halde Onerme 4.1.2°den 3V € N (v) kiimesi
VUeN(@)veVt>0iginIyeUNSved e (0,t) dyleki (y+AV)NS =10
olur.
V' kiimesi yeterince kiigiik bir r sayisi i¢in V' = B(v,r) olarak yazilabilir.
Verilen U" € N (z) igin B(x,20) C U’ olacak sekilde 3 § > 0 sayis1 vardir.
U= B(z,d), t=(||v]| + 7)1, w € D(y + AV,y) ve X € (0,¢) olsun.

w=~0(y+ )+ (1—0)y

olacak gekilde 3 6 € [0,1] ve 3 u € V vardr.

o —wll = Jlz —0(y+ Au) = (1= 0)y]
= ||z — 0y — 0 u —y + 0y||
= |z —y—0Aul
<l =yl + 0A [ull
< lz =yl + Alllu = ol + [lol)
< S+ A+ ol])
< S+t(r+|lv]])

0+ ([l + )~ + lol])
= 20
oldugundan

wel (5.3.3)

elde edilir. y+ AV kapali, sinirli, konveks bir kitmedir. O halde Teorem (5.3.7)
geregi 3 z € D(y+ AV, y) eleman1 D(y+ AV, 2)NS = {z} ve z ¢ y+ AV olacak
sekilde vardir. (5.3.3)’den z € U'N S elde edilir. O haldey e UNSCU' NS
oldugundan y € U' N S dir. O
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Teorem 5.3.9. X gercel normlu uzay, § # S C X kapalr kiime x € S olsun.

Bu durumda

liminf T'(S, z) C C(S, z)
S

zZ—T

olur.

Kanat. v ¢ C(S,x) iken v ¢ liminf T'(S, z) oldugu gosterilirse istenilen kap-
S

samin gerceklendigi goriilmiis olur. Onerme 5.3.8 geregi 3V € A (v) konveks

kiimesi V U € N (z) verildiginde 3 z,y € UNS ve I\ > 0i¢in 2z € D(y+AV,y),

z2¢&y+ AV ve D(y+ AV, 2z) NS = {z} olacak sekilde vardir. O halde

k(ly+ AV —y) C y+ AV -2z

1
AWV C o (y+ AV —2)

1
c — _
AV C 5\ (y+ AV —2)
olur. 0 < p < kA alinirsa

a3

vV C
MY =N

(y+AV —2) (5.3.4)

olur. % = almirsa 0 < 7 < 1 elde edilir. Kapsam (5.3.4) geregi

U < Urw+av-2

0<u<kA 0<~<1

ve z+ U Yy+ AV —2) € D(y+ AV, 2)\{z}

0<~<1
olur.
O halde
(D(y+ AV, 20\ {z}) NS =0
oldugundan

z+ |J w)ns=9

0<pu<kA
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olur. O halde V 0 < p < kA igin
(z+pV)NS=10

elde edilir. Boylece V u € (0, k)) icin
(z4+pV)NS =10

olan 3V € NM(v), 3k > 0 ve 3 XA > 0 bulunmus olur. Bu ise v ¢ T(S,2)
olmasi demektir. Bu durum V U € N (z) ve V z € U N S igin saglandigindan
ve T(S,z) kapali koni oldugundan

lim d(v,T(S,2)) # 0

Z—x

olur. Buradan

v ¢ lirrginf T(S,z2)

Z—T

olur. Boylece

liminf T(S, 2) C C(S, 7) (5.3.5)

elde edilir. O]

Sonug 5.3.10. X gercel normlu uzay, O # S C X kapaly kiimesi verilsin.

u: S — X surekli fonksiyonu verilsin. Bu durumda
VaeSignu(x) e T(S,z) < Vaxebs iginu(zr)eC(S,x)
olur.

Kanat.

(«<=) Konilerin tanimimdan C(S,z) C T'(S, z) oldugu aciktir. O halde
Vou(x) € C(S,x) icin u(z) € T(S,x) elde edilir.

(=) Yo e Siginu(x) € T(S,x) olsun. u siirekli fonksiyon oldugundan

limu(z) = u(x)

S
z—x
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olur.

u(z) € T(S, z)

oldugundan

u(z) € limsinf T(S,z)

Z—T

olur. Teorem 5.3.9 geregi

u(z) € limsinf T(S,z) CC(S, )

Z—T

elde edilir. ]

Teorem 5.3.11. X sonlu boyutlu vektor uzayr, S C X kapalr kiime olsun. Bu

durumda ¥ x € S i¢in

liminf 7'(S, z) = C(S, z)

S
z—x

olur.

Kamit. Verilen kogullar altinda

liminf 7(S, z) C C(S, x)
S

Z—x

oldugu Teorem 5.3.9’da gosterildi. O halde esitligin gosterilmesi icin

C(S,z) Climinf T(S, 2)

S
kapsaminin gosterilmesi yeterlidir.
v e C(S,z) olsun. Bu durumda
d(x, + hv, S
lim —($ + hv. 5) =0
om0 h
hio+

olur. O halde limit tanimi geregi Ve > 0igin 3 3 >0ve I N € NV h € (0, ]
ve V n > N icin
d(x, + hv,S) < he

olur. Bu durumda V h € (0, 5] ve V n > N igin
||y2 — T, — th < he
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olan 3 y" € S vardir. V h € (0,5] ve V n > N igin

h
h . Yo — Tn

olarak tamimlasin. Bu durumda
lon —v]| < e

olur. X sonlu boyutlu oldugundan v + B x kompakt bir kiimedir. ¥V h € (0, 3]
veVn > N igin v € v+eBy oldugundan (v),,~¢ ag1V n € Ni¢in bu kompakt
kiime i¢inde yigilma noktasina sahiptir. Bu yigilma noktalar1 V n € N icin

v, € v+ eBx olsun. Bu durumda V n € N i¢in
v, € T(S, )

olur. O halde x, — x olan V (z,,),oy € S dizisi i¢in v, — v ve V n € N icin
v, € T(S,zy,) olan 3 (vy),, oy € X bulundugundan
v € liminf T'(S,y)
y S
olur. Buradan

C(S,z) C lirrginf T(S,y)

y—z

elde edilir.
O

Kiimelerin konveks olmasi durumunda tiim koniler birbirine egit olduk-
larindan Contingent konilerdeki konveks durumlarin incelendigi tiim ozellikler

Radial ve Clarke koniler i¢in de gegerlidir.

104



6 KUME DEGERLI DONUSUMLERIN
TUREVI

6.1 Contingent Tiirev
Tanim 6.1.1. [1,2,4-7,9,10,13,16] (X, ||.||x), (Y. |.lly) gercel normiu uzaylar,

F: X =3Y kime degerli dontisim olsun. (Z,y) € gr(F) verilsin.

gr(DeF(z,9)) = T(gr(F), (2,9))
esitligini saglayan
DcF(z,y): X 23Y
kiime degerli donisimine F’in (Z,y) noktasindaki Contingent tirevi denir.

F' kiime degerli doniisimi yerine z noktasinda Frechet tiirevlenebilen ve

1/ (Z) tiirevi 6rten olan tek degerli f doniiglimi alimirsa Lyusternic teoreminden

T(gr(f), (7, f(2)) = T{(z,y) € X xY: f(z) —y =0}, (7, f(7)))
= {(z,y) e X xY: f((2)(2) —y = 0}
= gr(f'(7))

elde edilir. Yani f fonksiyonunun z noktasindaki Frechet tirevi ve (z, f(Z))

noktasindaki Contingent tiirevi birbirine egittir.

Sekil 6.22: f fonksiyonu ve gr(f)’in (Z,y) noktasindaki Contingent konisi
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y=Dof(z,5)(x)

Sekil 6.23: f fonksiyonunun (z,7) noktasindaki Contingent tiirevi

Onerme 6.1.2. (X, |.|ly) ve (Y,|.lly) gercel normiu uzaylar F = X =Y

kiime degerli donisim ve (x,y) € gr(F) olsun. Bu durumda

DcF = (y,x) = DcF(z,y)"

olur.

Kamt. Vv €Y igin V u € DoF~(y, z)(v) verilsin. Bu durumda

(v,u) € gr(DcF~(y, x))

(|

rrroree

(v,u) € T(gr(F™), (y,2))

hp — 0%, (v, uy) — (v,u) ve ¥ n € N igin
(y, ) + hp(vn,up) € gr(F~1) olacak sekilde
3 (hp)neny € Ry ve (U, Un))nen C Y x X
dizileri vardir.

(y + hpvp, © + hyuy,) € gr(F1)

V' n e Nigin z + hyu, € F7(y + hyvy)
Y+ hpv, € F(x + hpuy)

(u,v) € T(gr(F), (z,y))

v € DeF(x,y)(u)

u € DcF(z,y) ' (v)

]

Tanim 6.1.3. [4, 5/ (X, |.llx), (Y |.lly) normiu uzaylar f: X —'Y fonksiyo-

nu ve K C X werilsin. f fonksiyonunun K kimesine kisitlanmas fonksiyonu
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ile bir kume degerli donusim su sekilde tanimlanabilir: ¥ x € X i¢in

{f@)} , v e K

Fx) = f i (x) = » ¢ K

Onerme 6.1.4. (X, |.|ly), (Y, |-lly) normlu uzaylar f : X — Y fonksiyonu
ve K C X wverilsin. f fonksiyonu x € K noktasinin bir komsulugunda diferan-

siyellenebilir ise

Deflx(x) = Deflk(z, f(2)) = f/(@)lrx )

olur.

Kanit. ¥V u € X icin

De flx (@, f(2))(u) = f'(2) |z ()

oldugu gosterilmelidir.
u ¢ K ise agikardir.

u € K olsun. v € D¢ f|k(z, f(2))(u) alinirsa

(u,v) € gr(De fle(z, f(x))) = T(er(flx), (z, f(2)))

olur. Contingent koni tammmindan h,, — 0%, (u,,v,) — (u,v) ve V n € N i¢in
('Tu f(I)) + hn(“’m”n) € gr(.ﬂK) olacak §ek11de 3 (hn)neN - R+ ve
((tn, V) )nen € X x Y dizileri vardir. Bu durumda segilen diziler ve V n € N

icin x + h,u, € K ise
f(x) + hyv, € fli(x+ hauy) = f(z+ hauy)

olur. Dolayisiyla V n € N icin x + h,u,, € K iken

v _f(x"f_hnun)_f(x)
n — hn

elde edilir. V n € N igin « + h,u,, € K oldugunda v € T(K,x) olur. Her iki
taraftan limit alinirsa

v= limuv, = f'(z)(u)

n—oo
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olur ki bu da
v € f1(@)|r . (u)
olmasi demektir. O halde

De flx(x, f(x))(u) C f'(2) |7 () (6.1.1)

elde edilir. 1spat ters yonde ilerletilirse V u € X icin
F' (@) (w) € Doflk(z, f(2))(u) (6.1.2)
elde edilir. O halde (6.1.1) ve (6.1.2)’den ¥V u € X i¢in

F' @)z () = Doflk(x, f(x))(u)

olur. Buradan
f' (@) |7y = Deflx(, f(z))

elde edilir. ]

Onerme 6.1.5. (X, |.|l), (Y |.lly) normiu uzaylar, @ C X agik kiime olmak
tzere f: Q) — Y fonksiyonu ve M : X =Y kiime degerli doniisimi verilsin.

F: X =Y kime degerli dontisumu ¥V x € X i¢in

olarak tanimlansin.
f fonksiyonu ¥ x € QN dom(M) igin Ferchet diferansiyellenebilirse
Vye F(z) veVueX igin

DcF(z,y)(u) = f'(z)(u) — DeM(z, f(z) — y)(u)
olur.

Kanit. ¥ v € Do F(x,y)(u) verilsin. Bu durumda
(U, U) € gI'(DcF<33',y)) = T<gr(F>7 (.CE, y))
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olur. Contingent koninin tanimindan
hy — 07, (up,v,) — (u,v) ve Vi € Nicin (z,y) + hy(un, v,) € gr(F) olacak
sekilde 3 (hy)nen € Ry ve ((tn, vn))neny € X x Y dizileri vardir. O halde bu

diziler ve V n € N i¢in
y+ hpv, € F(z + hpu,) = f(z + hpu,) — M(x + hyuy,) (6.1.3)
olur. f Frechet diferansiyellenebilir oldugundan
f(@ + hpun) = f(2) + ha(f'(2) (u) + £(hn))

ve h, — 0 iken ¢(h,) — 0 olacak gekilde £ : Ry — R fonksiyonu vardir.

F(& + hytty) degeri (6.1.3)'de yerine yazlirsa

Y+ hovn € f(2) + ho(f(2) (W) + £(hn)) — M(z + hyu,)
olur. Buradan

F(@) =y = hovy + ho(f' () (w) + () € M(z + hyuy)
oldugundan

f@) =y + ha(f'(@)(u) = vn + £(hn)) € M (2 + hnus)
elde edilir. ¥ n € N igin
wn = f(2)(u) = vy + £(hy)

olarak almirsa w, — f'(x)(u) —v oldugu acgiktir. h,, — 0% ve w,, — f'(x)(u)—v

olan (hp)nen € R", (wp)nen dizileri ve V n € N i¢in
f(x) -y + hnwn € M(l’ + hnun)

oldugundan

(x + hptn, f(x) —y + hyw,) € gr(M)
olur. O halde
(u, f'(z)(u) —v) € T(gr(M), (z, f(z) —y)) = gr(DeM(z, f(z) — y))
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clde edilir. Buradan
f(@)(u) —v € DeM(z, f(z) —y)
dolayssiyla v € f'(2)(u) — DeM(x, f(z) — y)(u) elde edilir. O halde
DoF(z,y)(u) € f'(2)(u) — DeM(z, f(z) — y)(u) (6.1.4)
olur,
Y v e f(x)(u) — DeM(x, f(z) — y)(u) verilsin. Bu durumda
(u, f'(2)(u) —v) € gr(DeM(z, f(z) —y)) = T(gr(M), (z, f(z) — y))

olur. Contingent koninin tammmindan h, — 0%, (u,,w,) — (u, f'(x)(u) — v)
ve Vn € Nigin (z, f(x) —y) + hy(un, w,) € gr(M) olacak sekilde
3 (hp)nen € Ry ve ((Un, wn))neny € X x Y dizileri vardir. O halde bu diziler
ve V n € N i¢in

f(x) =y + hpw, € M(x + hyuy,) (6.1.5)

olur. f Frechet diferansiyellenebilir oldugundan

f(x+ houy) = f(x) + ha(f'(2)(w) + e(hy)) (6.1.6)

ve h, — 0 iken ¢(h,) — 0 olacak gekilde £ : R — R fonksiyonu vardir.

vV n € N igin e(h,) — 0 olmak iizere
vy = f(x)(u) +e(h,) — wy
olarak tamimlayalim. v, — v oldugu aciktir. Tanimda w,, ¢ekilirse
wn = @) (w) + £(ha) — v,
olur. wy, (6.1.5)’de yerine yazilir ve (6.1.6) kullanilirsa
fl@) —y+ ho(f'(z)(uw) + e(hy) —v,) € M(x + hyuy,)
f(@) —y+ f(z+ hyu,) — f(z) — hpv, € M(x + hyuy,)
y+ hyv, € f(z+ hpu,) — M(x + hyu,) = F(z + hyuy)
(@ + hntin, y + hyvy) € gr(F)

(u,v) € T(gr(F), (z,y)) = gr(Dcl'(z,y))
v € DoF(x,y)(u)

el
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olur. Dolayisiyla

F/()(w) = DeM (e, f(2) - 9)(w) € DoF(eg)(w)  (61.7)
elde edilir. (6.1.4) ve (6.1.7) kullamlarak istenilen esitlik elde edilir. O
Tanim 6.1.6. [4, 5/ X normlu uzay, 0 # S C X ve x € cl(S) verilsin.

A(S,z) ={de X : h,— 0" olan ¥V (hp)neny C Ry dizisi igin d,, — d ve
V' n € Nigin x4+ hyd, € S olan 3 (dy)neny € X

dizisi vardur.}

kiimesi Nagumo konisi olarak adlandirilr.

Eger T(S,z) = A(S, z) ise S kiimesine x noktasinda derivable denir.

Tanim 6.1.7. [}/ X, Y normlu uzaylar, F : X =Y kiime degerli dontsgimi

verilsin. ¥ x1, o € U i¢in
F(a1) C F(x2) + 1|21 — xo|| By

olan z’in bir U C dom(F) komsulugu ve 3 1 > 0 wvarsa F kiime degerli
doniisimine x noktasinda yerel Lipschitz ya da U kiumesi tuzerinde l-Lipschitz

denir.

Onerme 6.1.8. (X, |.|ly), (Y, |.ly) normiu uzaylar, @ C X agik kiime olmak
tzere f : Q0 — Y fonksiyonu ve M : X =Y kiime degerli dontisumi, L C X

kiimesi verilsin. F': X =Y kiime degerli dontusumu ¥ x € X i¢in

fle)=M(z) , z€L
0 , ¢ L

F(z) =

olarak tanimlansin.
f fonksiyonu x € QN dom(F) noktasinda Frechet diferansiyellenebilir ise
VyeF(x)veVue X igin

f(@)(u) = DeM(z, f(z) —y)(u) , uweT(L,x)
0 , w¢ T(L,x)

DoF(x,y)(u) C
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olur.
Esitlik ise L’nin x noktasinda derivable ve M donusiminin x noktasinin

bir komsulugunda Lipschitz olmast durumunda ger¢eklesir.

Kanit. ¥ v € DoF(z,y)(u) verilsin. Bu durumda
() € @r(DeF(,y) = T(a(F), (2.9))
olur. O halde h,, — 0", (u,,v,) — (u,v) ve Vn € N i¢in
(2, y) + hn(tun, vn) € gr(F)

olacak sekilde 3 (hy,)neny € Ry ve ((Un, Vn))neny € X x Y dizileri vardir.

VneNicin z+ hyu, € L ise
Y+ hyv, € F(z 4 hyuy) = f(x + hou,) — M (2 + hyuy,) (6.1.8)

olur. Ayni zamanda ¥V n € N i¢in « + hpu, € L ise u € T(L, x) olur.

f Frechet diferansiyellenebilir oldugundan

f(@ + hpun) = f(2) + b (f(2) (u) + £(hn))

ve h, — 0 iken e(h,) — 0 olacak gekilde ¢ fonksiyonu vardwr. f(z + h,u,)’i
(6.1.8)’de yerine yazarsak

Y+ havy € f(2) + ha(f'(2)(0) + £(hn)) — M (2 + houn)
= f(x) —y+ ho(f'(z)(u) + e(hy) — vn) € M(z + hyuy)
vV n € N igin
Wy = f(2)(u) + e(hy) — vy
olarak alimrsa w, — f'(z)(u) — v oldugu agiktir. Secilen diziler ve ¥V n € N
icin
fx) —y+hpw, € M(z+ hyuy)
- (l‘ + hnuna f(ZL‘) —y+ hnwn) S gl"(M)
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oldugundan
(u,v) € T(gr(M), (z, f(x) —y)) = gr(DeM(z, f(z) —y))
= f'(@)(u) —v € DcM(z, f(z) —y)(u)
— v € f'(2)(u) = DeM(z, f(z) — y)(u)

olur. O halde v € T(L, z) iken

DeF(z,y)(u) € f'()(u) = DM (z, f(x) — y)(u) (6.1.9)

elde edilir.

Tersine L, r noktasinda derivable ve M, x’in bir komsulugunda Lipschitz
olsun. Vu € T'(L,z) ve Vv € f'(x)(u) — DcM(z, f(x) — y)(u) verilsin. Bu
durumda

f(@)(u) —v € DeM(z, f(z) — y)(u)

oldugundan

(u, f'(z)(u) —v) € gr(DeM(z, f(x) —y)) = T(gr(M), (z, f(x) — y))

elde edilir. L derivable oldugundan T'(L,z) = A(L, z) ve u € T(L, ) oldugundan
An — 0T olan V () nen € R, dizisi igin u, — u ve V n € Nigin x + \u,, € L
olacak sekilde 3 (uy)neny € X dizisi vardir.

(u, f'()(u) —v) € T(gr(M), (, f(x) — y)) oldugundan h, — 07,
Uy — U, Wy — f'(z)(u) —v ve Vn €N igin

(x + hptp, f(x) —y + how,) € gr(M)

olan (ty)nen € X, (Wn)nen C Y ve (hy)nen € Ry dizleri vardir.

M, z noktasinda Lipschitz oldugundan V n € N igin
f(x) —y+ hpo, € M(x+ hpuy,) (6.1.10)

ve W, — f'(z)(u) — v olacak gekilde 3 (W, )neny C Y dizisi vardir.

f Frechet diferansiyellenebilir oldugundan

f(@ + hpun) = f(2) + b (f(2) (u) + £(hn))
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ve h, — 0 iken (h,,) — 0 olacak gekilde ¢ fonksiyonu vardir. Bu ¢ fonksiyonu
kullanilarak

Vn e Nigin v, = f'(z)(u) + e(h,) — ©n (6.1.11)

dizisi tanimlansin. v,, — v oldugu aciktir.
(6.1.10) ve (6.1.11) esitligi kullamlarak ¥ n € N igin
(@) =y + ho(f'(2)(u) + e(hy) —vi) € M(z + hyun)

olur. Buradan

Y+ hav, € f(z+ hyu,) — M(z + hyuy,)
dolayisiyla

(u7 U) S gr(DCF(x, y))
elde edilir. O halde
v € DoF(x,y)(u)

oldugundan
f'(@)(u) = DeM(z, f(x) = y)(u) € DoF(2,y)(u) (6.1.12)
olur.
(6.1.9) ve (6.1.12) kapsamlarindan istenilen esitlik elde edilir. ]

Onerme 6.1.9. (X, |.|ly), (Y |I.ly) normiu uzaylar, F - X =Y kiime degerli

dontigiim ve (x,y) € gr(F) olsun. Bu durumda

a)

h—0+ h

u' —u

F hu') —
vE DoF(x,y)(u) <= liminfd<v, (z + M) y) =0

b) z € int(dom(F)) ve F x’in bir komsulugunda Lipschitz ise

F hu) —
v € DoF(z,y)(u) <= hhm(i)gf d (U, (x +hu) y> _0

c) Y sonlu boyutlu ve l, F kiime degerli dontigiminin x noktasindaki Lipschitz

sabiti ise dom(DcF(z,y)) = X ve DoF(x,y), |— Lipschitz olur.
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Kanat. a)

(=) v € DoF(x,y)(u) verilsin. Bu durumda

(u,v) € gr(DeF(x,y)) = T(gr(F), (z,y))

olur. Bu durumda Onerme 2.1.13 geregi ¥ ¢ > 0 ve ¥ § > 0 icin
3 X € (0,0) oyle ki ||uc|ly < € ve ||ve|lly < eolan u, € X ve v. € Y
icin

(x 4+ AMu +u.),y + AMv +v.)) € gr(F)

olur. Buradan

y+Av+uv) € Flx+ Mu+u.))

F(z) + AMu+ u. —y)

— U+ €

e d , <€
’ )
F ') —
= sup inf d(v, (z+ M) y) <e¢
550 0<A<S A

—> liminf d (v,
A—0

u! —u

(<) Kanit aym sekilde tersine de ilerletilebilir.
b)

(=) v € DoF(z,y)(u) olsun. V u' € X ve verilen u € X igin h sayist
yeterince kiiclik secilerek x + hu ve x + hu' vektorleri F' fonksiyonunun

Lipschitz oldugu x’in komgulugunun icine disiiriilebilir. Lipschitz sabiti
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[ olarak alinirsa Lipschitz olma tanimindan
F(x + hu) C F(x + hu') + lh|Ju — /|| By

olur. Buradan

F(z + hu) —y c Flz+h')—y

- C ; 41 flu— || By

olur. O halde

F(x+hu)—y)<d(v7F(x+hu/)_y

d
(v, h = h

)+ 1w — |
oldugundan ve onermedeki a sikki kullanilarak

F _
0 < liminf d(v, (z + hu) y)
h—0+t h

u! —u

/ JE—
< liminf d(v, Flo+ ) y)
h—0+ h

[T —

= 0

elde edilir. Buradan

F hu) — F hu) —
lim inf d(v, (z + hu) y) = liminf d(v, (x4 hu) —y
h—0*t h h—0*t h

u! —u

) =0

olur.

F(x+ hu) —y
h
icin h says1 yeterince kiigiik secilerek = + hu ve x + hu' vektorleri F'

(=) lihmir+1f d(v, ) = 0 olsun. V «' € X ve verilen v € X
-0

fonksiyonunun Lipschitz oldugu x’in komgulugunun icine diigtiriilebilir.

Lipschitz sabiti [ olarak alinirsa Lipschitz olma tanimindan
F(x+hu') C F(x + hu) + lh|lu — /|| By

olur. Buradan

F(m—i—hu’)—yc F(z + hu) —

; C ; Y 2 l)ju— | By
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olur. O halde

F hu') — F hu) —
o, LEEID 0y g LEEII 2y 4 gy
h h
oldugundan ve kabulden
Flx+hu')—vy

0 < liminfd
s Bt de, =)

w —u

F(x + hu) —y

< liminf
< lmin d(v, A )
Lo F(x+ hu) —vy
= 1 fd
gt A =)
~ 0
elde edilir. Buradan
F hu') —
liminf d(v, (@ + ) y):O
h—0+ h

u! —u

olur. Onermenin a sikkindan
v € DoF(z,y)(u)

elde edilir.

dom(DcF(z,y)) C X (6.1.13)

oldugu acgiktir. Bu nedenle dom(D¢F(x,y)) = X oldugunu goéstermek
icin X C dom(D¢F(z,y)) oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

u € X verilsin. A sayisi yeterince kiigiik secilerek x + hu vektori z’in

Lipschitz oldugu komsuluguna diigtiriilebilir. O halde

F(z) C F(x + hu) + lh||u|| By
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olur. y € F(z) alindiginda yukaridaki kapsamdan
y € F(z + hu) + lh ||u|| By

elde edilir. Bu durumda yeterince kii¢iik V h > 0 i¢in y = y; + hvy, olacak
sekilde 3 y;, € F(z + hu) ve 3 vy, € [ ||ul| By vardir. Buradan

=Yty

Vp = h S ) ||U|| Ey

ve [ ||lu|| By kompakt oldugundan vy, agimn [ ||u|| By kiimesinde bir y1g1l-
ma noktas1 vardir. Bu nokta v olsun. Yukaridaki durum yeterince kiictik
V h > 0 icin saglandigimdan h, — 0 olan (h,), .y € Ry dizisinin tiim

terimleri i¢in de saglanir. V n € N i¢in

_ Yt Y,

Un
n hn

olarak tamimlansin. v, (v, ),y dizisinin de bir yigilma noktasidir. Bu
durumda (vp,, ), oy dizisinin v’ye yakinsayan bir alt dizisi vardir. Genelligi
bozmandan bu alt dizi (v, ),y Olsun. Bu durumda (vy, ),,cy dizisinin

tanimlanigindan V n € N i¢in

olur. Vn e N igin u, = u olan (uy),y sabit dizisi almirsa h, — 0,

(tn,vp, ) — (u,v) ve ¥V n € N igin
(@, 9) + i (un, va,) € gr(F)
oldugundan
(u,v) € T(gr(F), (z,y)) = gr(DoF(z,y))

olur. Buradan v € D¢ F(z,y)(u) dolayisiyla u € dom(D¢F(x,y)) elde

edilir. Bu nedenle

X C dom(DcF(x,y))
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olur. Sonug olarak

X =dom(DcF(x,y))
elde edilir.

Y sonlu boyutlu ve [, F' kiime degerli doniigimiiniin Lipschitz sabiti
olsun. uy, ug € X olsun. Bir v; € Do F(x,y)(u;) segilsin. Bu durumda
(ur,v1) € gr(DeF(x,y)) = T(gr(F), (z,y)) olur. O halde vy, — vy,
h, — 0% ve Vn € N icin

(2,y) + hy(tn, v1,) € gr(F)

olan 3 (hy),cy € Ry ve 3 (vi,) C Y dizileri vardir. O halde bu

neN

diziler ve V n € N icin
Yy + hnyl,n € F($ + hnul)

olur.

zn € F(x+ hyug) olsun. yeterince biiytik n dogal sayilar: igin =+ h,uq ve
x + hpue, F kiime degerli dontigiimiiniin Lipschitz oldugu z noktasinin

komsgulugu i¢ine diiger. O halde yeterince biiyiik n dogal sayisi igin,

120 =y = hvinll < UllAn]] fur — uell (6.1.14)

Zn —

olur. O halde ( y) dizisi siirh olur. Dolayisiyla bu dizinin
neN

yakinsak bir alt dizisi vardir. Bu yakinsak alt dizi genelligi bozmadan

S
h’” neN

olarak verilsin ve dizinin yakinsadig1 nokta v, olsun. V n € N igin

Zn — Y

hn

= V2.n

olarak almirsa vy, — vy olur. Ayrica h, — 0% ve (Z”)nGN dizisinin

seciliginden V n € N igin

Zp =Y + hpvoy, € F(x + hyug)
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oldugundan (us, v5) €= T(gr(F), (z,4)) = gr(DeF(z,y)) olur. Buradan
Vg € Do F(x,y)(ug) elde edilir. (6.1.14) esitsizliginden

[o1 = vol| < ug — us]

olur.

Sonug olarak verilen uy, us € X ve v1 € DoF(z,y)(uy) icin
[or = vol| < ug — us]

olan 3 vy € D¢ F(x,y)(ug) bulunabildiginden Do F'(z,y) kiime degerli

dontigiimii [-Lipschtizdir.

6.2 Contingent Tiirevin Tanim Kiumesi

Onerme 6.2.1. (X, |.|x) ve (Y |.lly) normlu wzaylar F : X =Y kiime

degerli doniisim (x,y) € gr(F) olsun. Bu durumda
cl(dom(DeF(x,y))) C T(dom(F),x)

olur. Ek olarak F kiime degerli donisimi (z,y) € gr(F') noktasinda pseudo-
konveks ise

cl(dom(DcF(x,y))) = T(dom(F), x)
olur.

Kanit. ¥ u € dom(D¢F(x,y)) verilsin. Bu durumda v € Do F(z,y)(u) olacak
sekilde 3 v € Y vardir. O halde (u,v) € gr(DeF(x,y)) = T(gr(F), (z,y)) olur.

Contingent koninin tanimindan h,, — 0%, (u,,v,) — (u,v) ve V n € N i¢in

(2, y) + hp(un, v,) € gr(F)

olacak gekilde 3 (hy)neny € R™ ve 3 ((tp, vy))neny € X X Y dizileri vardir. Bu
durumda V n € N i¢in

Y+ hyv, € F(x + hyuy)
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oldugundan

x + hyu, € dom(F)

olur. Dolayisiyla
u € T(dom(F),z)

elde edilir. O halde
dom (Do F(z,y)) € T(dom(F), z)
ve Contingent koni kapali oldugundan
cl(dom(D¢cF(z,y))) C T(dom(F), x) (6.2.1)

olur.

F, (z,y) € gr(F) noktasimda pseudo-konveks olsun.
x: X—=Y
projeksiyon fonksiyonu olmak iizere
dom(F) = mx(gr(F))

oldugu aciktir. Onerme 2.2.5 kullanlarak

Q

c(dom(DoF(x,y))) = d(nx(gr(DoF(x,y))))
H(mx (T (gr(F), (2,9))))
= T(rx(gr(F)), mx((z,y)))
(

= T(dom(F),x)

I
o

)
)

elde edilir. ]

6.3 Contingent Tirevin Cekirdegi

Tanim 6.3.1. [{] (X, |.|lx) ve (Y, |.|ly) normlu wzaylar F : X =Y kime
degerli doniisim (x,y) € gr(F) olsun.

Ker(DoF(z,y)) := Do F(z,y)~(0)
kiimesine Contingent tirevin ¢ekirdegi denir.
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Tanim 6.3.2. [}/ X, Y normlu uzaylar, F : X =Y kiime degerli donigimi

vex € X, y € F(x) verilsin. ¥ x1,x9 € U ig¢in
F(ZL’l) NnvV Q F(IL‘Q) + l ||ZL'1 — I’QHFY

olan x’in bir U C dom(F) komsulugu, y'nin bir V. komsulugu ve 3 1 > 0
sayist bulunabiliyorsa F kiime degerli dontigimine (x,y) € gr(F) noktasinin

komsulugunda pseudo-Lipschitz denir.

Onerme 6.3.3. (X, |.|lx) ve (Y, |.lly) normlu wzaylar F : X =Y kiime

degerli doniisim (x,y) € gr(F) olsun. Bu durumda
T(F~'(y),x) C Ker(DoF(x,y))

olur. Ek olarak F~1, (y,x) noktasin bir komsulugunda pseudo-Lipschitz ise
T(F~!(y), ) = Ker(DcF(z,y))

olur.

Kamt. ¥ z € T(F~!(y), ) alnsin. Bu durumda Contingent koninin tammindan
h, — 0%, 2z, — zveVneNicn z+ h,z, € F! olan 3 (hy)pey € R
ve 3 (zp)nen € X dizileri vardir. Buradan segilen diziler ve ¥V n € N igin

(x + hyzy,y) € gr(F) olur.
vV n e Nicin u, =0

dizisini tammlarsak

(x4 hypzn,y + hyuy,) € gr(F)

olur. Dolayisiyla

(2,0) € T(gr(F), (v,y)) = gr(DcF (v, y))

buradan

z € DoF(x,y)7(0)
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elde edilir. O halde
T(F~'(y),x) C DcF(z,y)~'(0) = Ker(DcF(x,y)) (6.3.1)

olur.
F~1 (y,x) noktasinin bir komsulugunda pseudo-Lipschitz olsun.

V z € Ker(DoF(x,y)) = DoF(x,y)~*(0) alinsin. Bu durumda
(2,0) € gr(DoF(z,y)) = T(gr(F), (x,y))
olur. O halde h, — 0%, (zn,u,) — (2,0) ve V n € N i¢in
(@ + hypzn, y + hyuy) € gr(F)

olan 3 (hy,)nen € R™ ve ((2n, Un ) )niny C X XY dizileri vardir. BuradanV n € N
icin
Y+ hpu, € F(x+ hy2y)
olur.
F~, (y, ) noktasimda pseudo-Lipschitz oldugundan V n € N i¢in 31 > 0
ve 3,/ € F~1(y) oyle ki

Hxn/ - = hnan <l ||y — Y- hnun” = lhy, ||unH (6'32)

olur. ¥ n € N igin (2, )nen dizisi

olarak tamimlansin. Buradan V n € N i¢in
T+ hz) =2, € F7(y)
olur. (6.3.2) esitsizligi kullanilarak z,” — z elde edilir. O halde

ze T(F Yy),r)

dolayisiyla
Ker(DoF(x,y)) = DoF (z,y) 1(0) C T(F'(y), ) (6.3.3)
olur.
(6.3.1) ve (6.3.3) kapsamlarindan istenilen esitlik elde edilir. O
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6.4 Contingent Epitiirev

Tamm 6.4.1. [1,2,/,11-13,15,16] (X,

I.llx): (Y5 1-|ly) gercel normlu wzaylar

Y wzayr C CY konveks konisiyle siraly, ) # S C X, F: S =Y kiime degerli

dondisimi ve (z,y) € gr(F) verilsin.

epi DF(2,9)) =

kosulunu saglayan

T(epiF, (z, 7))

DF(z,y): X =Y

tek degerli dontigimine Fin (Z,y) noktasindaki Contingent epitiirevi denir.

Sekil 6.24: F kiime degerli doniistimiiniin epigrafi ve epigrafinin (z,y) nok-

tasindaki Contingent konisi

y = DF(z,9)(z)

Sekil 6.25: F kiime degerli doniigiimiiniin (z,y) noktasindaki Contingent

epitiirevi
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Ornek 6.4.2. F: R = R kiime degerli donisumi

r—12%41,400) , <1
py {1 )
2z — 1, +00) , x>1

olarak tanimlansin.

e 1 —

gy
e

-1 4L

0,400) , <0
DcF(1,1)(z) =
22, 4+00) , >0

olur.

{ 0 , <0
DF(1,1)(z) =

20, >0
elde edilir.

Onerme 6.4.3. (X, ||.|x), (Y;|l.ly) gercel normlu uzaylar Y uzayr C C'Y
konveks konisiyle sirali, ) # S C X,z € S, F : S =Y kiime degerli doniisimi
f, g: S —Y olmak tzere

F(z)={yeY: f(zx) <cy<cglx)}
olarak tamwmlansin. Eger DF(z, f(Z)) var ise
DF(z, f(2)) = Df(z, f(%))
olur.
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Kamit. F fonksiyonunun tanimlanigindan
epi(F) = {(z,y) e X xY: f(z) <cy, = €5}
= epi(f)
olur. Buradan

epl(DF(z, f(x))) = T(epi(F),(z, f
= epl(Df(.f,f(i’)

(
)

z)))
)
elde edilir. O halde

DF(z, f(z)) = Df (7, f(7))

olur. ]

6.5 Contingent Epitiirev Ozellikleri

Onerme 6.5.1. [2, 3, 24] X, Y gercel dogrusal uzaylar, Y uzay Cy CY
konveks konisiyle siral,

f: X—=Y

fonksiyonu verilsin. f fonksiyonunun konveks olmasi icin gerek ve yeter kosul

epi(f) in konveks olmasidur.

Tanim 6.5.2. [2]/ XY gercel, dogrusal topolojik uzay, Y uzayr Cy CY kon-
veks konisiyle siraly olsun. f: X — 'Y fonksiyonu ve & € X verilsin. B(X,Y),

X wzayindan Y wuzayina siurekli, dogrusal dontsumlerin uzayr olmak tzere
of(z) ={T'e B(X,Y):VYhe X icin f(x+h)— f(z)—T(h) € Cy, }

kiimesine f fonksiyonunun T noktasindaki subdiferansiyeli, T € B(X,Y") doni-

sumaine de f fonksiyonunun T noktasindaki subgradienti denir.

Teorem 6.5.3. (X, ||.|lx), (Y, |l.lly) gercel normiu uzaylar, ¥ uzays C C Y
konveks konisiyle sirali, ) # S C X, F : S =Y kiime degerli donistimi ve
(Z,y) € gr(F) verilsin. Y =R ve f,g: X — R fonksiyonlar

epilg) € T(epi F), (,9)) < epi(f)
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kosulunu saglasinlar. Bu durumda ¥ x € X i¢in
DF(z,5)(x) = min{y € R : (x,y) € T(epi(F), (7,7))} (6.5.1)
olur.

Kamit. DF(z,y) : X — RU{—o0} fonksiyoneli ¥V z € X igin

DF(z,y)(z) = inf{y € R : (z,y) € T(epi(F), (, 7))}

olarak tanimlansin.

epi(g) C T'(epi(F), (Z,y)) oldugundanV z € X i¢in (x,y) € T(epi(F), (Z,y))
olacak gekilde 3 y € R vardir. O halde DF(z,y), X tzerinde iyi tanimh bir
fonksiyondur. V x € X verilsin. DF(Z,y) fonksiyonelinin tanimlanigindan
Yo — DF(z,9)(z) ve Vn € N icin (z,y,) € T(epi(F), (Z,7y)) olacak sekilde
(Yn)nen C R dizisi vardir. T'(epi(F), (Z,y)) kapali bir koni oldugundan

(z, DE(z,y)(x)) € T(epi(F), (7, 9))

olur. T'(epi(F), (Z,y)) C epi(f) olarak verildiginden (x, DF(Z, y)(x)) € epi(f),
dolayisiyla —oo < f(x) < DF(Z,y)(x) olur. O halde (6.5.1) saglanmig olur.

Yani
DF(z,y)(z) = min{y € R: (z,y) € T(epi(F), (7,7))}

elde edilir. T'(epi(F), (z,y)) = epi(DF(Z,y)) oldugu agiktir. O

Sonug 6.5.4. (X, |.||x), (Y, ].|ly) gercel normlu uzaylarY uzayr C CY kon-
veks konisiyle swral, O # S C X, F : S =Y kiime degerli dontisiimi ve
(z,9) € gr(F) verilsin. Y =R, S =X ve F: X — R tek degerli T noktasinda

surekli, konveks fonksiyon olsun. Bu durumda ¥V x € X i¢in
DF(z,5)(z) = min {y € R : (,y) € T(epi(F), (7, 7))} (6.5.2)

olur.
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Kamt. F fonksiyonu Z noktasinda siirekli ve konveks oldugundan Onerme 6.5.1
geregi epi(F) konvekstir. Dolayisiyla T'(epi(F'), (Z,7)) konisi de konvekstir. O
halde Onerme 3.3.1 geregi

epi(F) € T(epi(F), (z,9)) + {(z, 9)}

olur. [ € OF(z) olmak iizere V z € X i¢in

flz) =1z —2)+y

fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

epi(F) € T(epi(F), (7,9)) + {(Z,9)} € epi(f)

olur. Teorem 6.5.3 geregi

DF(z,y)(z) =min{y € R: (z,y) € T(epi(F), (z,9))}
elde edilir. O

Teorem 6.5.5. (X,|.||y), (Y,|.lly) gercel normlu uzaylar Y wzaye C CY
konveks konisiyle sirali, ) # S C X, F : S =Y kiime degerli donisimi ve
(Z,y) € gr(F) verilsin. Eger DF(Z,y) varsa tektir.

Kamt. DF(z,%) # DF(Z,y) iki Contingent epitiirev olsunlar. Bu durumda
Jx e Sigin
DF(z,y)(z) # DF(z,y)(z)
olur. O halde
epi(DF(z,y)) # epi(DF(7,7))
= T(epi(F), (z,9))
elde edilir ki bu ise DF(z,) fonksiyonunun Contingent epitiirev olmasiyla

celigir. O halde Contingent epitiirevi varsa tektir. ]

(z,y) € int(epi(F)) olursa T'(epi(F), (z,y)) = X x Y olur. Dolaysiyla

DF(Z,y) nin varhigindan soz edilemez.
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Teorem 6.5.6. (X, |.||y), (Y,|.lly) gercel normlu uzaylar Y wzaye C C Y
konveks konisiyle sirali, ) # S C X, F : S =Y kiime degerli donisimi ve
(Z,y) € gr(F) verilsin. Buna ek olarak S = X, C kapaly ve F kiime degerli
dontigiimi C-konveks olsun. Eger Do F(Z,y) ve DF(Z,y) var ise

epi( Do F(z, 7)) C epi( DF(%,7))
olur.

Kamit. Contingent epitiirev tanimindan

epl(DF(z,5)) = T(epi(F),(7,7))
cl(cone(epi(F) —{(7,7)}))
I(cone(grF — {(z,9)} + {0x} x C))
I(cone(gr(F) —{(z,9)})) + cl({0x} x C)
(
),

1O |
Q0

|
o

[(cone(gr(F) = {(z,9)})) + ({0x} x C)

2 T(gr(F),(z,9)) + ({0x} x C)
= gr(Dcl(2,9)) + ({0x} x C)
= epi(DcF(7,9))
elde edilir. O

Tanim 6.5.7. [2] X gergel lineer uzay, Y, C CY konveks konisiyle siralu

gercel lineer uzay olsun. f: X —'Y fonksiyonu

a.Va>0veVxeX ign flar) = af(z)(Pozitif homojenlik)

b. V 1,20 € X d¢in f(z1 + x2) < f(x1) + f(x2) (alt toplamsallik)
ozelliklerini saghyorsa f fonksiyonuna sublineerdir denir.

Teorem 6.5.8. (X, |.||y), (Y,|.ly) gercel normlu wzaylar Y wzaye C CY
konveks konisiyle siral, ) # S C X, F : S =Y kiime degerli dontisimi ve
(z,y) € gr(F) wverilsin. Buna ek olarak C pointed, S konveks, F,

C-konveks olsun. Bu durumda Contingent epitirev varsa sublineerdir.
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Kanit. F, C-konveks oldugundan epi(F') konveks kiimedir. Dolayisiyla
T(epi(F), (Z,y)) = epi(DF(z,7)) konveks kiimedir. V z € X igin

(x, DF(Z,7)(x)) € epi(DF(Z,y)) ve epi(DF(z,y)) koni oldugundan V o > 0
icin de

(ax,aDF(z,y)(x)) € epi(DF(z,7))

olur. Buradan

aDF(z,y)(x) €e {DF(Z,y)(ax)} + C (6.5.3)
ax, DF(Z,y)(ax)) € epi(DF(Z,7))

oldugundan

(¢, DF(@,9)(a)) € epi( DF (7,7))

buradan

éDF(j,zj)(am) € {DF(z,y)(z)} + C

olur. O halde
aDF(z,y)(x) €e {DF(z,y)(ax)} — C (6.5.4)

(6.5.3), (6.5.4)’den ve C pointed oldugundan
aDF(7,7)(x) = DF(7,7)(02)

elde edilir.

a =2 ve x = Oxalimirsa (6.5.3) geregi
2DF(z,9)(0x) € {DF(z,9)(0x)} + C

olur. Buradan

DF(z,7)(0x) € C (6.5.5)

elde edilir.
Aymn gekilde (6.5.4) geregi

DF(z,7)(0x) € —=C (6.5.6)
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elde edilir. (6.5.5), (6.5.6) ve C' pointed oldugundan
DF(z,5)(0x) =0
elde edilir. O haldeV x € X ve V a > 0 i¢in
DF(z,7)(az) = aDF(z,7)(x)

olur.

V z1, 19 € X alindiginda

ve epi(DF(Z, 7)) konveks oldugundan

(371 + 32 5 PF(@.0)(0) + 5DF(@.5)(+2) € epil DF (7.9))

— 3(DF(z,9)(z1) + DF(z,5)(x2)) € {DF(z,5)(3(z1+x2))} +C
— L(DF(z,7)(z1) + DF(z,7)(z2)) € {iDF(z,7)(z1+z2)} +C

— (DF(z,9)(x1) + DF(z,9)(22) € {DF(Z,y)(x1 +22)} +C

oldugundan DF(Z,y) alttoplamsaldir.

6.6 Gergel Degerli Fonksiyonlarin Contingent

Epitiirevleri

Tanim 6.6.1. /3, 24] X, Y gercel normlu uzaylar f : X — 'Y bir fonksiyon ve

xo, X kimesinin bir yigilma noktasy olsun. Verilen ¥ € > 0 i¢in ||z — xo|| < 6

olan ¥ x i¢in

f(x) > f(xo) =€

olacak sekilde 3 & > 0 bulunabiliyorsa f fonksiyonuna xo noktasinda alttan

yary sureklidir denir.
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Onerme 6.6.2. [3, 24] f : R* — R U {400} fonksiyonunun R"’de alttan
yary strekli olmasu icin gerek ve yeter kosul epi(f)’in R™ x R dizerinde kapali

olmasidar.

Teorem 6.6.3. (X, |.||y) gercel normiu uzay, F' : X — R tek degerli fonksiyon,

T € X werilsin. Eger DF(Z,y) var ise alttan yary sireklidir.

Kanat. Contingent koni kapalidir. Dolayisiyla epi(DF(z, F(z))) kapalidir. O
halde Onerme 6.6.2 geregi DF (%, F(T)) alttan yar siireklidir. O

Onerme 6.6.4. [1] (X, |.|l) gercel normlu uzay, f : X — R siirekli, konveks

fonksiyonel olsun. Bu durumda ¥V x,h € X i¢in
f(z)(h) =max {l(h): 1 € df(x)}

olur.

Teorem 6.6.5. (X, |.||y) gercel normlu uzay, F : X — R tek degerli fonksiyon,
z € X wverilsin. F, T noktasinda strekli ve konveks ise ¥V h € X i¢in F'(Z)(h)

F fonksiyonunun T noktasinda h yoniundeki yonli tirevi olmak tizere
DF(z, f(z))(h) = F'(z)(h)
olur.

Kamit. F', ¥ noktasinda siirekli ve konveks oldugundan Sonug¢ 6.5.4 geregi

DF(z, F(z)) vardir.
OF(z)={le X" :F(z+h)— F(z) >c l(h), ¥V h € X} dir.
[ € OF (z) olmak tizere ozel olarak h = z — T alinirsa
l(x—2)<F(@Z+2xz—17)— F(x)
olur. Dolayisiyla V € X i¢in
l(x —2)+ F(z) < F(x)
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elde edilir.O halde
epi(F) Cepi({F(z) +l(xr —Z):x € X}) (6.6.1)
olur. (6.6.1) kapsami kullamlarak

epi(DF(z, F (7)) = T(epi(F), (7, F(T)))
C T(epi{F(z)+1l(z—z): 2 € X}),(z,F(z)))
= epi{l(h): he X}

olur. Yani V h € X icin Onerme 6.6.4 kullanilarak

I(h) < DF(z, F(z))(h)
max I(h) = F'(z)(h) < DF(z, F(z))(h) (6.6.2)

ledF (7) -

elde edilir.

Ters esitsizlik gosterilsin.

T = {(z+ M, F(z)+ DF(z,F(z))(Ah)) : A < 0}
= {(@+ M, F(z)+ ADF(z,F(z))(h)): A > 0}

kiimesi tanimlansin.
F fonksiyonu Z noktasinda siirekli oldugundan int(epi(F')) # 0 olur.
TNint(epi(F)) = () oldugu agiktir. Bu durumda Eidelheit ayirma teoreminden

V (xz,a) € epi(F) ve V XA > 0 igin ([, 5) # (0x,0) ve

[(z) + Ba < 7 < (7 + Ah) + B(F(2) + ADF (z, F(z))(h)) (6.6.3)

olan X iizerinde siirekli bir I dogrusal déniisiimii ve 3 v, 8 € R vardir. (6.6.3)

esitsizliginde z = = ve A = 0 alinirsa

() + fa <I(z)+ BF(x)

buradan

Ba < BF (%) = Bla — F(3)) <0
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olur. z =z ve (z,«) € epi(F) almdigindan o > F(z) olacagindan 5 < 0 olur.
B # 0 olmalidir. Ciinkii (6.6.3) esitsizliginde § = 0 ve A = 0 alirsa
V x € X igin

[(z) <1(z) = I(z —7) <0

olur. Bu ise [ = 0 olmast demektir ki bu durum (I, 8) # (0,0) olmastyla celisir.
O halde 8 < 0 olmaldir.
(6.6.3) esitsizliginde A = 0 ve a = F(x) alinirsa

() + BF(z) < U(z)+ PF(Z)

— l(x—z) < B(F(z)— F(x))
— %l_(x _) > F@) - F)
1.

= —Bl(x—q_:) < F(x)— F(x)

1 -
olur. O halde 3 [ € OF () elde edilir.
(6.6.3) esitsizliginde © =z, a = F(Z) ve A = 1 alimirsa

l(z)+ BF(z) <l(z+ h)+ B(F(z) + DF (z, F(z))(h))

olur. Buradan

DF(z,F(z))(h) < —= I(h) (6.6.4)

| =

elde edilir. Onerme 6.6.4, (6.6.2) ve (6.6.4) esitsizligi kullanilarak

D@, F(@)(1) = maxi(l) = F/(2)0)

elde edilir. O]

Ornek 6.6.6. (X, ||.|| ) gercel normlu uzay, F : X = R kiime degerli doniisii-
miu VY x e X i¢in
Flz) ={yeR:y = [lz|}
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ve f: X — R fonksiyonu ¥V x € X i¢in f(x) = ||z|| olarak tanvmlansin. Bu

durumda
gr(F) = epi(f)

olur. Teorem 6.6.5°de ¥ & € X \ {Ox} icin y = F(Z) = ||z| secilirseV h € X

icin
DF(z,y)(h) = DF(z,|z]))(h)
= Df(z, f(2))(h)
= f'(z)(h)
= max{l(h):l€df(z)}
= max{l(h):l e X*, U(z)=|z] ve |||y =1}
olur.

Sonug 6.6.7. (X, ||.||x) gercel normlu uzay, ¥V € X verilsin. f,g: X — R,
f T noktasinda konveks ve siurekli olsun. F : X = R kiime degerli dontsiumi
Ve X igin

F(z):={yeR: f(z) <y < g(z)}
olarak tanwmlansin. Bu durumda DF(z, f(Z)) vardwr ve f’in x’deki yonli

tirevine esittir.

Kanat. epi(F') = epi(f) oldugu agiktir. f konveks oldugundan epi(f)
konvekstir. O halde Onerme 3.3.1 kullanilarak

epi(f) = epi(F) € T(epi(F), (z, f(7))) + {(z, f(7))}

olur. f z noktasinda siirekli ve konveks oldugundan

T(epi(F)), (z, f(2)) +{(z, f(Z))} < epi(h)
h(z) =1l(x —Z) + f(Z)
olacak sekilde 3 1 € df(Z) vardir. O halde Onerme 6.4.3 geregi DF(Z, f(Z))

vardir ve
DF(z, f(z)) = Df(z, f(%))
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olur. f, ¥ noktasinda konveks ve siirekli oldugundan Teorem 6.6.5’den dolay1

olur. O]
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