CESITLI BILARDO SINIFLARINDAKI
YORUNGELERIN INCELENMESI

Ali DENIZ
Doktora Tezi

Haziran - 2005



CESITLI BILARDO SINIFLARINDAKI
YORUNGELERIN INCELENMESI

Ali DENIZ

Doktora Tezi

Fen Bilimleri Enstitiisu
Matematik Anabilim Dali

Haziran - 2005



JURI ve ENSTITU ONAYI

Ali Deniz’in ” Cesitli Bilardo Siniflarindaki Yoriingelerin Incelenmesi”
baglikli Matematik Anabilim Dalindaki, DOKTORA tezi ................
tarihinde, asagidaki jiiri tarafindan Anadolu Universitesi Lisansiistii
Egitim-(u)gretim ve Smav Yonetmeliginin ilgili maddeleri uyarinca

degerlendirilerek kabul edilmistir.

Adi-Soyadi Imza
Uye (Tez Damigmam) :Yard.Dog¢.Dr. Andrei RATIU ...
Uye :Prof.Dr. Sahin KOCAK  .eeeennenn,
Uye :Prof.Dr. Mahmut KOCAK  .eeeeeenenn,
["Jye :Doc¢.Dr. Mehmet UREYEN e,
Uye :Yard.Dog¢.Dr. Nedim DEGIRMENCI .................

Anadolu Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun

.................... tarih ve ...................... sayillh karariyla onaylanmistir.

Prof.Dr. Altug IFTAR
Enstiti Muduru



OZET

Doktora Tezi

CESITLI BILARDO SINIFLARINDAKI
YORUNGELERIN INCELENMESI

ALI DENIZ

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitusu

Matematik Anabilim Dal

Danigman: Yard.Dog¢.Dr. Andrei RATIU
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Bu tezde, gesitli siniflarda bilardo problemleri ele alinmis, diizlemde
ve uzayda bilardo parcaciginin yoriingeleri incelenmistir. Bu amacla
oncelikle diizlemsel konveks cokgenler icerisinde periyodik yoriingeler
aragtirilmigtir. Cembersel dortgen ve 2n-genler igcinde, dar acgili
iiggenlerdeki Fagnano yoriingesinin benzerleri insa edilmistir. I"Jgiincii
boliimde diizlemsel konveks bilardodaki sonuglara ek olarak izdiisel
bilardodaki bazi sonuglara yer verilmistir. Ayrica bu boliimde bazi
ozel tipten egri aileleri i¢in gradyant vektorlere gore yansima tanim-
lanarak, bu egriler icindeki bilardo yoriingeleri incelenmistir. Son
olarak dordiincii boliimde n-boyutlu (")klidyen ve hiperbolik uzayda
acik bilardo sinifi ele alinarak verilen iki yonlii sonsuz engel dizisini

takip eden yoriingelerin varhigi kanitlanmistir.

Anahtar Kelimeler: Bilardo yoriingeleri, Cokgensel bilardo, Konveks

bilardo, izdﬁ§el bilardo, Acik bilardo
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The trajectories in various classes of plane and space billiards
are investigated. In the second chapter one is concerned with the
problem of the existence of periodical trajectories in polygonal bil-
liards. Trajectories ressembling to the classical Fagnano orbit are
constructed in cyclic quadrilaterals and in 2n-gons. In the third
chapter a series of results on trajectories in smooth convex billiards
and projective billiards are considered. Moreover a newly intro-
duced family of convex billiards with bouncing law defined by two
certain gradient vector fields on the boundary are being studied in
this chapter. Finally, in the fourth chapter, the class of open bil-
liards (i.e. billiards with obstacles) is considered in the Euclidean as
well as hyperbolic space, and one proves that there is a trajectory

hitting the obstacles in any given order.
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1 GIRIS

n-boyutlu uzayda (n > 2), bir bélge i¢inde diiz dogrular boyunca hareket
eden ve diizgilin bir sinir noktasina geldiginde ise yansima kurallarima (gelig agisi
yansima agisina esittir) uyarak hareket eden parcacigin davraniginin incelendigi
problemler genel olarak bilardo problemleri olarak adlandirilir. Parcacik diiz-
glinliigiin bozuldugu bir sinir noktasina geldiginde hareketin durdugu varsayilir.
Hareketi esnasinda takip ettigi yola parcacigin yoringes: adi verilir.

Uzerinde bilardo problemlerinin incelendigi ilk diizlemsel sekiller cokgenler
olmustur. Cokgenler igerisinde periyodik yoriingelerin varligi problemi hala
¢ozillememis problemler arasindadir. Ucgenler icin bile bu problem heniiz
¢oziilebilmis degildir. 1775te Fagnano dar acili her licgen icinde bugiin kendi
ismi ile anilan periyodik bilardo yoriingesinin bulundugunu kanitlamigtir. Yiik-
seklik ayaklarimin birlegtirilmesi ile olugturulan bu yoriinge dik ve genis acili
ticgenlerde mevcut degildir. 1993’te Holt, dik ticgenlerde periyodik yoriin-
gelerin varhgimi gostererek bu yoriingeleri simiflandirmigtir [6].  Genig agili
tiggenlerin bazi 6zel durumlarinda periyodik yoriingelerin varliginin soylenebil-
mesine ragmen genel olarak her genis acili iiggenin periyodik yoriingeye sahip
olup olmadig: bilinmemektedir. Bu alanda Vorobets ve ark. [15] ile Halbeisen
ve Hungerbuhler’in ¢aligmalar1 bulunmaktadir [5]. Cokgensel bilardodaki pe-
riyodik yoriingelerin varlgr ile ilgili en genel sonucu 1986’da Masur vermistir:
”Acilar1 7 'nin rasyonel katlar1 olan bir ¢okgen icinde sonsuz coklukta peri-
yodik yoriinge vardir” [9]. Bu tezin ikinci béliimiinde ¢okgensel bilardo ile
ilgili sonuclar ele alinmig, dar agili tiggenlerdeki Fagnano yortingesinin yaptigi
gibi biitlin kenarlar1 sirayla dolagan periyodik yoriingeler dortgenlerde ve 2n-
genlerde insa edilmeye c¢alisilmig bunun i¢in gerekli kosullar bulunmustur.

Bilardo problemleri arasinda diger onemli bir sinif konveks bilardo veya
Birkhoff bilardo olarak adlandirilan, diizlemsel diizgiin, kapali bir v egrisi
tarafindan simirlandirilmig konveks bir M bolgesi i¢indeki bilardo sinifidir.

Bu tiir bilardo smifinda bilardo parcacigt M icinde diiz dogrular boyunca



hareket edecek, sinir noktasinda ise 7 egrisinin tegetine gore yansima ya-
pacaktir. Periyodik yoriingelerin varligi problemi konveks bilardoda da ele
alinmigtir.  1927’de Birkhoff, her konveks bilardonun periyodik yoriingeye
sahip oldugunu gostermigtir [1]. Bilardo déntigiimii altinda degismez kala-
cak sekilde sabit olmayan bir siirekli fonksiyonun varligi problemi integral-
lenebilme problemi olarak adlandirilir. Bu problemle de 1950 ’lerde Poritsky
ugragmistir. Bu acidan elips, konveks bilardoda onemli bir yer tutmaktadir,
¢liinkii elips i¢indeki bilardo integrallenebilirdir ve diizlemsel konveks bolgeler
icinde bilinen tek ornektir. Birkhoff ve Poritsky'nin herhangi bir integral-
lenebilir, diizgiin, konveks bilardonun eliptik bilardo oldugu yoniinde sanilar
bulunmaktadir. Ardigik yansimalardan sonra parcacigin yoriingesinin teget
kaldig1 egriler kaustik egrileri olarak adlandirilirlar. Elips i¢inde hareket eden
parcacik ardigik yansimalardan sonra ayni odaklara sahip elips veya hiperbole
teget olacak gekilde hareketine devam eder. Bununla ilgili sonuglar bu tezin
ligiincii boliimiinde ele alinmigtir. Yine tigiincii boliimde yansima taniminin
degistirilmesiyle elde edilen projektif bilardo siifindaki ilging sonuclara yer
verilmis, 6zel bir egri ailesinin gradyant vektorlerine gore yansima tanimlanarak
bu yeni bilardo sinifindaki yoriingeler incelenmistir.

Bilardo parcaciginin sinirsiz ve i¢cinde engellerin bulundugu bir bolge i¢inde
dolagtig1 bilardo sinifi acik bilardo sinifi olarak adlandirilir. Bu sinifta engeller
sonlu sayida, ikiger ikiger ayrik, konveks ve kompakttirlar. 1991 ’de Morita,
verilen sonsuz bir engel dizisini takip eden yoriingenin varhigini diizlem duru-
munda kamtlamigtir [10]. Dérdiincii boliimde bu problem daha yiiksek boyutlu
Oklidyen ve hiperbolik uzaylarda ele alinarak verilen iki yonlii sonsuz bir diziyi

takip eden yoriingenin varlhigi kanitlanmigtir.



2 COKGENSEL BILARDO SINIFI

Bu bolumde diizlemde bir ¢okgen i¢inde hareket eden pargacigin yoriingeleri
ele alinacaktir. Pargacik ¢okgen i¢inde dogrular boyunca hareket etmektedir.
Bu sekilde hareket ederek bir cokgenin bir kenarina gelen parcacik yansima ku-
rallarina uyarak yansir. Ancak eger koge noktalarina gelirse burada durdugu
varsayilir. Cokgenler igindeki yoriingelerin incelendigi bilardo sinifi ¢okgensel
bilardo olarak adlandirilir.

Cokgenler icinde bilardo problemleri arasinda iki tiir bilardo yoriingeleri ilgi
¢ekmigtir. Bunlar yogun yoriingeler ve periyodik yoriingelerdir. Bu boliimde
bilardo parcaciginin bazi diizlemsel konveks ¢okgenler i¢indeki bazi1 periyodik
yoriingeleri incelenecektir. Bir I' bilardo yoriingesi eger kapali bir yoriinge
ise, yani bir ¢ noktasindan harekete baslayan parcacik belirli bir zaman sonra
q noktasina basglangic yoniiyle ayni yonde hareket edecek sekilde geliyorsa I'
yoriingesine periyodik yoringe denir. Genel olarak biitiin cokgenler iginde
periyodik yoriingenin var olup olmadig1 bilinmemektedir. Periyodik yoriingelerin
incelenmesinde ii¢ggen ve dortgenlerden baglanacak, bazi 2n-genler icin periyo-
dik yoriingeler insa edilecektir. Bu boliimiin son kisminda bu alanda elde
edilmis genel sonuclara yer verilmistir.

Oncelikle herhangi bir cokgen igindeki yoriingeler i¢in kullanilan bir yon-
temden bahsetmek uygun olacaktir. @) bir cokgen ve I' 'da () i¢inde bir yoriinge
olsun. I' yoriingesinin () ¢okgeninin kenarlar1 tizerinde belirledigi noktalar

(garptig1 noktalar) sirayla

YOy Y1y Y2y oy VYmy e - -

seklinde veriliyor olsun. Burada ~;7v;+1 dogru parcalarinin her biri yoriingenin
baglantis1 olarak adlandirilir. 7y noktasindan baglayarak I' yoriingesini takip
eden parcacik v; noktasina geldiginde yansima yaparak tekrar () ¢okgeninin
icine dogru yansir. Burada pargacigi yansitmak yerine ¢okgeni carpilan ke-

narda yansitarak elde edilen )" yansimig ¢okgeni i¢inde, parcagik yoluna diiz



devam ediyormus gibi diigliniilebilir. Benzer sekilde @) i¢inde ~; noktasimin
yansimasi olan 7} noktasina gelindiginde @)’ ¢okgeni ¢arpilan kenarda yansitilir

ve Q" cokgeni elde edilir. Bu sekilde devam edildiginde I' yoriingesi

Q,Q.,Q".....,.Q", ...

¢okgenler dizisi i¢inde diiz dogru haline doniisgtiiriilmiig olur. Cokgenler i¢indeki
yoriingeler i¢in sikca kullanilan bu yonteme yoringe dizlestirme yontemi veya
yoringe agma adi verilir. Sekil 2.2 de bir AABC tiggeni igindeki bir yoriingenin

acilmasi goriiliiyor.

2.1 ﬂggenlerde Periyodik Yoriingeler

Periyodik yoriingelerin varligi problemi tiggenler i¢in de hala ¢oziilebilmis
degildir. Dar agili her ticgenin Fagnano yoringesi olarak adlandirilan periyodik
yoriingeye sahip oldugu bilinmektedir. Dar acili ticgenlerdeki bu yoriingeler,
dik acili tiggenlerde dik yoriinge adi verilen yortingelere dontismekte, fakat
genig agil tiggenlerde kaybolmaktadirlar. Genig acgili tiggenlerin 6zel bir sinifi

diginda periyodik yoriingeye sahip olup olmadiklar: bilinmemektedir.

2.1.1 Dar Acilh ﬂ'ggenlerde Periyodik Yoriingeler

AABC dar acili tiggeninin yiikseklik ayaklariin olusturdugu tiggen periy-
odik bir bilardo yoriingesidir. «, 3,~ sirasiyla A, B, C' kosgelerindeki agilar ol-
sun. AABC iiggeninin ytiksekliklerinin kesim noktasi H ve yiikseklik ayak-
lar1 sirasiyla D, F, I ile gosterilsin. D, E, F noktalarini birlegtirmek suretiyle
olugturulan ADEF {iggeni, periyodik bir bilardo yoriingesidir. Bu iiggen
AABC tiggeninin ortik ti¢cgen’i belirledigi yoriinge de Fagnano yoriingesi olarak
adlandirihr.  (Sekil 2.1). ADEF iiggeninin periyodik bir bilardo yoriingesi
oldugunu kanitlamak i¢in yansima acilarinin egit oldugunu gostermek yeter-
lidir.

Kargilikli agilarinin toplami 7 oldugundan AFHE, BDHF ve CEH D dort-

genleri birer cember tlizerinde bulunurlar. BDHF dortgeninin iizerinde bu-
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Sekil 2.1: Fagnano yoriingesi

lundugu ¢emberde ayni yayi gordiiklerinden L HDF = {HBF = g —a ve
AFDB = AFHB 'dir. {FHB ile {CHE ters agilar olduklarindan esittirler.
Diger taraftan CEHD dortgeninde L{CHE ve £CDFE ayni ¢ember yayini

gordiiklerinden egittirler. Boylece
AFDB =AFHB =ACHE = £CDFE = «

elde edilir. Bu ise D kosesinde yansima agilarinin egit olmasi demektir. Ben-
zer sekilde ABFD = LEFA = v ve LAEF = {DEC = (3 oldugu goriiliir.
Boylece AABC dar agili bir tiggeninde ADFEF ’'nin periyodik bir bilardo

yoriingesi oldugu kanitlanmig olur.

Sonug 2.1 Fagnano yoringesi ANABC' icinde herbiri ANABC' iicgenine benzer

olan ¢ tane tucgen belirler.

Sonug 2.2 ANABC d¢geninin yiksekliklerinin kesim noktasis H, ADEF ortik

ucgeninin acrortaylarinin kesim noktasidur.

Teorem 2.3 Koseleri bir NABC' tiggeninin kenarlar: tizerinde bulunan ti¢genler

arasinda en kucuk cevreye sahip olan ti¢gen ortik tiggendir.

Kamit. AABC figgeninin A, B, C koselerindeki acilar sirasiyla «, (3, ol-
sun. ADFEF figgeninin belirledigi yortingenin diizlestirilmesi i¢in, AABC



C/

B

Sekil 2.2: ADEF iicgeni, koseleri AABC iicgeninin kenarlar iizerinde bulunan iicgenler

arasinda en kii¢iik ¢evreye sahip olandir

tiggeni AC kenarinda yansitilarak AC' B’ tiggeni, AAC B’ iiggeni C'B’ kenarinda
yansitilarak AC' A’ B’ tiggeni ve AC A’ B’ tiggeni de A’ B" kenarinda yansitilarak
ANA'B'C" iiggeni elde edilir. Daha sonra uygun kenarlarda yansima iglemleri
yapilarak AA”"B"C" {iggeni elde edilir. (bkz. Sekil 2.2). Burada AABC
tiggeninden AA”B”C” {iggeni elde edilirken yapilan yansimalarin bilegkesi bir
oteleme dontigimiidiir. Gergekten AABC' ’nin ilk iki yansima sonunda C
kosesi etrafinda 2 'lik bir donme yapilmaktadir. Aym sekilde AC A’ B’ tiggeni
ANA'B'C’ liggenine dontigiimii sirasinda 2« ve AA'B'C”" tiggeni AA”B"C" tig-
genine dontigiimi sirasinda 23 'lik donme yapilmaktadir. Bu durumda toplam
27 4+ 20 + 28 = 2r ’lik donme uygulanmaktadir. Bu ise AABC' ii¢ggeninin
baglangic konumuna gore tam bir tur donmesi demektir ki bu doniigiim bir
otelemedir. Buradan AC' kenarinin A”C” kenarima paralel oldugu anlagilir.

A ABC tig¢geninde yiiksekliklerin ayaklarini birlegtirerek olugturulan ADEF
tiggeni ile keyfi olarak verilen bir AUV W ii¢ggeninin yansimalar esnasindaki du-
rumlaria dikkat edelim. {AEF = ADFEC, {BFD = {FFA ve {FDB =
£CDE oldugundan EE” bir dogru parcasidir. Diger taraftan EFE” dogru
parcgasi iki tanesi DFE ’ye, iki tanesi E'F' ’ye ve iki tanesi de F'D ’ye esit
dogru parcalarimin birlesimidir. Buradan EE” dogru pargasinin uzunlugunun

ADEF tcgeninin cevresinin iki katina esit oldugu anlasilir. Benzer sekilde



VU W'V'U"W"V" kirik ¢izgisinin uzunlugu da AUV W iiggeninin ¢evre uzun-
lugunun iki katina esittir.

NA"B"C", NABC ftiggeninin bir 6telemesi oldugundan ve AC, A”"C" ’ye
paralel oldugundan VV” EE" ’ye paraleldir. Boylece VV” dogru pargasinin
uzunlugu £'E” dogru pargasinin uzunluguna esittir. Burada VU'W'V'U"W"V"
kirik ¢izgisinin uzunlugunun V'V” dogru pargasimin uzunlugundan biiyiik oldugu
agikardir. Boylece AUV W iiggeninin ¢evresinin A D EF iiggeninin gevresinden
biiyiik oldugu gosterilmis olur. m

ADFEF tcgeninin kenarlarima paralel olacak sekilde kapali bir yoriinge
¢izildiginde uzunlugu ADFEF ii¢geninin ¢evresinin iki katina egit olan periyo-
dik bir yortinge elde edilir.

D, E, F noktalart AABC {i¢geninin FEuler dokuz nokta ¢emberi iizerinde
bulunmaktadir. Bu ¢emberin merkezi AABC' iiggeninin agiortaylarimin kesim
noktas1 O olmak iizere OH dogru parcasinin orta noktasidir. Ayrica O nok-
tasindan kogelere cizilen dogrular ortik iiggenin kenarlarina diktir.

Herhangi bir A D E F ti¢geni verildiginde, ortik ticgeni A D FE F olacak sekilde
dar acili bir {iggen inga edilebilir. Bunu yapmak i¢in, ADFEF {i¢geninin ig
aclortay dogrularina D, E, F' noktalarindan dikmeler ¢izmek yeterlidir. Bu dik-
melerin kesistikleri noktalar ADEF {icgenini Fagnano yoriingesi olarak kabul

eden tiggeni belirler.

2.1.2 Dik I"Jggenlerde Periyodik Yoriingeler

Dar acili iiggenlerde ortik ti¢genin belirledigi periyodik yoriingeler dik
tiggenlerde kaybolmaktadirlar. Ancak dik iiggenlerde de periyodik yoriingeler
mevcuttur. Bu kisimda F. Holt tarafindan verilen periyodik yoriingeler ince-

lenecektir [6]. AABC dik ii¢geninin en kii¢iik agisinin radyan cinsinden 6l¢iisii

™

23
durumda Holt, £ = 1,2,..., N — 1 olmak tizere kisa dik kenar tizerindeki her

£ olsun. [.] bir saymin tam kismini gostermek tizere N = [J5] — 1 olsun. Bu

noktanin her bir devirde 4k + 2 yansimanin oldugu tek tiirlii belirli bir periyo-



dik yoringe iizerinde bulundugunu kanitlamigtir. Burada k£ = 1,2 icin 6 ve 10
yansimali periyodik yoriingeler ele alinacaktir.

Parcacigin her bir devirde 6 ve 10 yansima yaptigi periyodik yoriingeleri
verebilmek i¢in bazi1 hazirliklar yapacagiz. Bunun i¢in uzun dik kenarin karst
kogesi A, kisa dik kenarin kargt kogesi B ve hipoteniisiin kargi kogesi de C'
olarak adlandirilmig olsun. Genellik bozulmadan kisa dik kenar uzunlugu 1
alimabilir, uzun dik kenar uzunlugu da b > 1 olsun. AABC {icgenine es olan
dort tane dik tiggen kullanmak suretiyle Sekil 2.3 ’deki egkenar dortgen elde
edilebilir. Bu egkenar dértgen A noktasi (—1,0), B noktasi (0, —b) ve C' noktasi
da orijine gelecek sekilde yerlestirilsin ve kenarlari da 1. bolgeden baglayarak
saatin tersi yoniinde 1.kenar, 2.kenar, 3. kenar ve 4.kenar olarak adlandirilmig

olsun.

2. kenar & Q' 1.kenar

3.kenar 4 .kenar
B

Sekil 2.3: Egkenar dértgenin olusturulmas:

ANABC figgeni iginde bir yoriingeye eskenar dortgen iginde bir yoriinge
ve tersine egkenar dortgen iginde bir yoriingeye de AABC' {i¢geni i¢inde bir
yoriinge karsilik gelir. Bu yilizden 6 ve 10 yansimali periyodik yoriingeler
eskenar dortgen iginde olusturularak dik tiggen i¢inde bunlara karsilik gelen
yoriingeler ele alinacaktir. Dik {iggen igindeki bir yoriinge her ii¢ kenara da
carpacagindan yoriingenin 3.kenar tizerindeki bir noktadan bagladiginin kabul
edilmesinde herhangi bir sakinca yoktur. Boylece eskenar dortgen icindeki her

bir yoriinge 3.kenardaki (x,y;) basglangig noktasi ve 6; acisi ile eglenebilir.
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01 agis1 (x1, ;) noktasinda x-eksenine paralel dogru ile pozitif yonde yapilan
agidir ve egkenar dogru igine dogru bir yon belirtir. Yani 6, € (8 — 3,5+ 5)
"dir. Dik ti¢gen i¢indeki bir yoriingeyi eskenar dortgen icinde gosterebilmek igin
baz1 anlagmalar yapalim: Parcgacik 3.kenardan hareketine bagladiktan sonra
2. veya 4.kenara carptiginda dogal yansima yapacaktir. 1.kenara carparsa,
carptigl nokta ve buraya gelis acisi hareketin devaminmi saglayacak bigimde,
3.kenardaki bir nokta ve yon ile eglenecektir. Bu iglemler asagidaki sekilde
yapilir:
(x,y,0) noktasinin, agis1 ¢ olan bir kenarda dogal yansimas:

(2. ve 4. kenarlar igin ¢ = T — 3 'dur.)

DY((‘Ta?%Q)?qb) = ((L’,y,2¢ - 0)

1. kenarla 3. kenarin eslenmesi:

ElS(xaya 9) = (_$a -y, Qﬁ - 9)

6 ve 10 yansimali periyodik yoriingeler i¢in yapilan hazirliklar: tamamlamak
i¢in (1, 0) noktasindan 2. ve 3. kenarlara, (-1,0) noktasindan 1. ve 4. kenarlara
dikmeler indirilerek 3. kenardaki dikme ayag1

1-v -2
Q=73 7"713
1462140
olarak adlandirilsin. Benzer sekilde 1. kenarda @) ’ya karsilik gelen nokta @’

ile 2. ve 4. kenardaki dikme ayaklar1 da sirayla )o ve ()4 olarak adlandirilsin.

6 yansimali periyodik yoriingeler

3. kenarda AQ dogru parcasi iizerindeki her nokta 6 yansimali bir periyodik
yoriinge iizerinde bulunur. ekil 2.4 boyle bir periyodik yoriingeyi gostermektedir.

3. kenardaki P, = (x1,41,61) noktas1 0 < ¢t < 1 olmak iizere (x1,y;) =
(1 — t)A 4 tQ seklinde ve 0; = [ seklinde segilsin. Bu durumda P; nok-
tast 6 yansimali bir periyodik yoriinge belirlemektedir. Bunu kanitlamak icin

oncelikle




B

Sekil 2.4: 6 yansimali periyodik yoriinge

olduguna dikkat edelim. Hareketine P, noktasindan baglayan parcacik AP, =

(hcos®y, hsinf,0) olmak iizere 1. kenarda
Py =P+ AP, = (z1 + Azy, 31 + Ayi, 0h)

noktasina gelecektir. 3. kenarin 1. kenar ile eglenmesinden dolay1 hareket

P, = E13(P2/) = (—951 —Azxy, =y — Aylael)

= (tA+(1-1)Q,0)

noktasindan devam edecek ve bu gekilde AP, = AP, olmak iizere P = P, +
AP, noktasina ulasilacaktir. Bu ise E13 eslemesinden dolay1 P; noktasina geri
dontilmesi demektir. Yani parcacigin yaptigi hareket periyodiktir. Burada
vt € (0, %) icin Pi(t) = ((1 —t)A + tQ, ) noktasi alt1 yansimali periyodik
yoriingeyi tektiirli belirlemektedir.

10 yansimali periyodik yoriingeler

Ikizkenar olmayan biitiin dik iicgenlerde, AQ, BQ dogru parcalarindan kisa
olaninin her i¢ noktast 10 yansimali bir periyodik yoriinge tizerinde bulunur.
Yani, 0 < 8 < % ise AQ 'nun her i¢ noktasi, § < § < 7 ise @B 'nin her ig
noktasi tektiirlii belirli bir periyodik yoriinge tizerinde bulunur.

3. kenar tlizerinde baglangic noktalar1 £ ve F' olan alt segment

(A,Q) ; 0<B<
(@,B) ; §<B8<

(E’F):

NN

10



Py P3

B

Sekil 2.5: 10 yansimah periyodik yoriinge

ve buna gére P, noktasida 0 < t < licin P, = (z1,y1,61) = (1 —t)E+tF, 20)
seklinde tanimlanmig olsun.

Bu durumda P;, 10 yansimali bir periyodik yoriinge iizerinde bulunur.
(x1,y1) noktasindan Q@' dogru parcasina paralel olacak sekilde hareket eden

parcacik 1.kenarda Pj noktasina gelir. Parcacigin hareketi 1. kenarla 3. kenar

202—2 4b
14062 7 14+b2

arasindaki eglemeden dolay1, (Axy, Ay;) = ( > olmak tizere

P, = E13(P2,) = (—$1 — Ay, —Y1 — Aylao)

noktasindan devam eder. Boylece pargacik, 4. kenarda Py = (x1 + Axy, —y; —
Ay;) noktasina ulagir ve bu noktada dogal yansima yaparak, m — 23 'k
aciyla (yani Q2Q4 dogru pargasina paralel olarak) hareket eder. (Azsz, Ayz) =
(—=Axy, Ay;) oldugundan 2. kenarda Py = (x1, —y;) noktasina gelerek yansima
agist 0 olarak yansir ve bu sekilde 1. kenarda P| = (—z1, —y1,0) noktasina
ulagir. Bu ise Fy3 eglemesinden dolayr P, noktasina gelmesi demektir. Boylece
yoriingenin periyodik oldugu goriilmiig olur.

Burada yoriingenin eskenar dortgen iginde takip ettigi her bir dogru par-
casindaki yansimalar sayilacak olursa P P icin 3, P»Ps igin 2, P3Py icin 3 ve
P, P/ i¢in de 2 olmak tizere, toplam 10 yansima yapildigi goriiliir.

6 ve 10 yansimalar1 periyodik yoriingeleri elde etmek amaciyla kullanilan
eskenar dortgen daha fazla yansima ihtiva eden periyodik yortingeler i¢in oldukca
karigik bir hal almaktadir. F.Holt, bu tiir yortingeler i¢in benzer bir modelleme

yaparak agsagidaki teoremi elde etmistir:
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Teorem 2.4 En kiigiik agist 3 olan ANABC' dik ticgeninde N = [%] —1 olmak
tzere, herhangi bir k = 1,2,..., N — 1 i¢in, kisa dik kenar tizerindeki her nokta
her bir devirde 4k 4 2 yansimanin oldugu tek turli belirli bir periyodik yoringe

uzerindedir.

2.1.3 Genis Acili Ucgenlerde Periyodik Yoriingeler

Dar ve dik agili iiggenlerin aksine, genis acili iiggenler i¢inde periyodik
yoriingelerin varligi halen bilinmemektedir. Bununla birlikte baz genisg acili
tiggenler icinde periyodik yoriingeler inga etmek miimkiindiir. Genis acili
tiggenlerle ilgili olarak ilging sonuglar bulunmaktadir.([5, 15].) Bu kisimda

bu sonuglardan bazilarina yer veriyoruz.

Onerme 2.5 Verilen her n € N icin, oyle bir A(n) genis agily tiggeni vardir

ki, icindeki her periyodik yoringede n ’den fazla yansima yapilor.

Kanit. n € Nigin A(n) = AABC {i¢geninin dar agilar « ve (3

- (2] -7

olacak sekilde secilmis olsun. Burada N(a) = — [=Z] sayisi, a agismin be-
lirledigi bolgedeki maksimum yansima sayisidir: « agisina komsu kenarlar-
daki ardigik yansima acilar1 arasindaki fark o ’dir. Bdylece sadece bu iki
komsu kenarda yansimalarin olugturdugu dizide en fazla N(a) yansima ola-
bilir. Yukaridaki kosula ek olarak «, 3 ve 7 sayilar1 rasyonel olarak bagimsiz

olsunlar, yani
k,m,l € Z i¢in, ka + mB+Ilr=0k=m=1=0

olsun.

A(n) tiggeninin genis agisina komsu kenarlart AB ve BC olsun. I" 'min A(n)
iginde bir periyodik yortinge oldugunu kabul edelim. Bu durumda I'; X noktasi
AB tizerinde, Y noktasi da BC' {izerinde olacak sekilde bir XY baglantisina
sahiptir (Sekil 2.6). Bu iddiay1 kanitlamak i¢in pargacigin AB veya BC' ’deki

12



Sekil 2.6: T, genis aciya komsu kenarlarm iki noktasini birlestiren bir baglantiya sahiptir

yansimalardan sonra AC' kenarina carptigini varsayalim. Bu durumda AC
kenarindaki herhangi iki yansima acisi ¢’ ve ¢” arasinda, k,m € Z olmak
tizere ¢’ — ¢" = ka + mf bagntis1 vardir. Ciinkiit AC' kenarindaki ardigik iki
yansima acisi arasinda 2« veya 2 'lik fark vardir. Parcacigin AC' kenar ile
oo 'lik a¢1 yaparak harekete bagladigi kabul edilirse AC' "deki ilk yansimadan
sonraki yansima acilart ¢ = ¢¢ + ka + m( formunda olacaktir. I' periyodik
yoriinge oldugundan, ¢ ve ¢ acilar1 arasindaki fark 27 'nin bir tam kati, yani
s € 7 i¢in ¢ = ¢g + 2mws olmahidir. Ancak buradan ka +mf3 = 27s ve rasyonel
bagimsizliktan dolay1 £ =1 = m = 0 elde edilir. Boylece I' 'min X noktas1 AB
tizerinde, Y noktasi1 da BC' iizerinde olacak gekilde bir XY baglantis1 vardir.

Bu XY baglantis1 AC kenariyla 6ylesine kiigiik bir ag1 yapar ki, pargacik X
ve Y noktalarindaki yansimalarindan sonra N(a) ve N () kez yansima yapar.
Dolayisiyla I', n 'den daha fazla baglanti igerecektir. m

Pargacik herhangi bir ¢cokgen i¢inde kenarlarin herhangi ikisinde dik yansima
yapiyorsa periyodik yoriinge belirler. Bu tiir yoriingelere dik periyodik yoringe

ad1 verilir. Buna gore agagidaki 6nerme ifade edilebilir [15].

Onerme 2.6 AABC dar agilary o, B olan genis acily bir iiggen olsun. k,l € N
igin, kao = 13 < § kosulu saglamyorsa AABC iiggeni i¢inde 2(k +-1)-baglantaly

dik periyodik yoringe ailest vardar.

Kamt. Kanmt daha once dar acili ticgenlerde de kullanilan yoriingenin
diizlestirilmesi yontemiyle yapilacaktir. Bu yontemle, ardisik tiggenlerin ortak

bir kenara gore simetrik oldugu

A—ZB—ZCO> RN ,A_lB_lcg, R ,AoBocQ = ABC, R ,AQBk_le_l (21)
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ka By

Y
Sekil 2.7: AABC iiggeni yansitilarak M N yolunun olusturulmasi

tiggen dizisi elde edilir. Bu diziyi elde etmek icin £ CyAgBy agisim Ay noktasi
etrafinda saatin tersi yoniinde k£ — 1 kez, £ ByCyAy acisim da Cj noktasi
etrafinda saatin tersi yoniinde [ kez yansitmak gerekir. Burada AAgBy_1Cx_1
ticgeninin kenarlarindan biri (A X diyelim) AqCy ile ka 'lik, benzer sekilde
ANA_B_,Cy tiggeninin kenarlarindan biri de (CoY diyelim) Cy Ay ile I3 'lik ag
yapmaktadir. (Sekil 2.7).

ka = I8 olmast ApX ve CyY ’nin paralel olmasini garanti eder. ApX
ve CpY dogru parcalarina By ve B_; i ayiracak sekilde dik dogru cizilebilir.
(ka = 1B < % oldugundan bu yapilabilir.) Cizilen dogru pargast M'N, (2.1)
zincirini N = M_;, M_;q, ..., M_1, My, My, ..., M_1, M, = M noktalarinda
kesiyor olsun. Bu durumda M N dogru parcast AABC' iiggeninin iizerine geri
katlandiginda k + [ yansimali bir yol olur. M ’den baslayip tekrar M ’ye
geri dénen parcacik M N yolunu iki kez alacagindan toplam 2(k + [)-baglantili
bir periyodik yoriinge elde edilir. Burada M N dogru parcasina bir e-paralel
cizildiginde dik periyodik yoriinge ailesi elde edilir. m

Bir periyodik yortingenin uzunlugu ona e-paralel ¢izilerek olugturulan pe-
riyodik yoriingelerin uzunluklarindan kesin kiigiik oluyorsa bu yoriingeye izole

periyodik yoringe adi verilir.

Onerme 2.7 Dar a¢ilar o ve 3 olan AABC genis agils dicgeni , k,1=1,2, ...
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¢cm

s B T
I_o<ka<I<(k+1)a
TS <IB<TS(+1)B
kosulunu saglyorsa, icinde (2(k + 1) — 1)-baglantils izole periyodik yoringe

vardar.

Kanit. Bu onermenin kanitinda yoriinge diizlestirme yontemi farkli bir
bakig acisiyla uygulanmaktadir: Istenilen yoriingeyi elde etmek icin (2.2) ko-
sulundan yararlanarak bir dar agili iiggen inga edilerek, onun ortik tiggeni kul-
lanilacaktur.

NAyByCy = ANABC tiggeni Ay noktasi etrafinda saatin tersi yoniinde k — 1

defa, Cy noktas: etrafinda saatyoniinde | — 1 defa yansitilarak
A—l+lB—l+1007 ce 7A—1B—1007 ce 7AOBOCO7 AOBlOb s 7AOBk—ICk—1

tiggen zinciri elde edilir. AA_; 1B ;11Cy ve ANAgBg_1Ck_1 lggenlerinin ’en
dig” kenarlar1 uzatildiginda bir N noktasinda kesigirler, c¢linkii varsayimdan
dolayr ka < 7,16 < § 'dir.

Ayrica AyCy dogru parcasina Ay ve Cy noktalarinda ¢izilen dik dogrularla,
AgN ve CyN arasindaki a¢i yine varsayimdan dolay1 sirasiyla g ve 5 'den
kiigiiktiir. Yani elde edilen AAyCyN tiggeni dar agili bir tiggendir. Dolayisiyla
yikseklik ayaklarinin olugturdugu AH,H.H,, ortik licgenine sahiptir. Burada
5 — g <ka < Fved—5 <IB <3 olmast H,H. dogru pargasiin By '
altinda olmasimi garanti eder. AH,H.H, tiggeninden istenilen yoriingeyi insa
etmek i¢in bu oldukca 6nemlidir. Bundan sonra ti¢ggenler zinciri AAgByCy

tizerine geri katlanarak AH,H.H, ii¢geninin belirledigi yoriinge ele alinirsa

(2(k + 1) — 1)-baglantili periyodik yoriinge elde edilir. m

2.2 Dortgenlerde Periyodik Yoriingeler

Bu kisimda dortgenler icerisinde, dar acili iiggenlerdeki Fagnano yoriin-

gesinin benzeri olan yoriingeler arastirilacaktir. Bu yoriingeler, parcacigin
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A H, * Co
Sekil 2.8: AAgCyN iicgeninin ortik iicgeni AH,H.H,

dortgenin komsu kenarlarini sirayla dolagarak olusturdugu 4-baglantili peri-
yodik yériingelerdir. Oncelikle verilen bir ABC'D dértgeninde bu tiirden bir
yoriingenin bulunabilmesi i¢in gerekli kosullar aragtirilacaktir. ABC'D dortge-
ninde bu sekildeki bir yoriinge EFGH dortgeninin belirledigi yortinge olsun.
A, B, C, D koselerindeki agilar sirasiyla «, 3,v,0 ve L{HEA = z olsun. (Sekil
2.9).
Buradan asagidakiler kolayca elde edilir:
LAHE = AGHD = m—a-=z
LHGD = AFGC = a+x—9¢
LCFG=4AFEFB = m—a—xz—7v+9¢
ve burada AFEBF ti¢geninden

T—a—r—y+otae+f=m
a+y=90+0

elde edilir. Bu, dortgenin karsilikli acilarinin toplaminin esit olmasi demek-

tir. Bu ise dortgenin 4-baglantili periyodik yoriingeye sahip olabilmesi icin
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Sekil 2.9: Konveks bir dortgende 4-baglantihi periyodik yériinge

koselerinin bir ¢ember tizerinde bulunmasi diger bir deyisle kirigler dortgeni
olmasi gerektigi sonucunu verir. Simdi cevrel ¢emberinin merkezini iceren
cembersel bir dortgen icinde 4-baglantili periyodik yoriingenin varligi goste-

rilecektir.

ABCD dortgeninin kogegenlerinin kesigme noktast O, O noktasindan ke-
narlara dikmeler indirilerek elde edilen noktalar da E, F, G, H olarak adlan-
dirilsin. Burada O noktasindan kenar dogrularina indirilen dikme ayaklarinin
kenarlar tizerinde olmasi i¢in dortgeninin ¢emberin merkezini icermesi gerekir.
Aksi takdirde indirilen dikme ayaklari kenarlar tizerinde degil, onlarin uzantisinda
olacaktir. Elde edilen EFGH dortgeninin belirledigi yoriinge 4-baglantili
periyodik bir yoriingedir. Bunu kanitlamak icin L HEA ve £BFEF agilar
sirasiyla a ve 3 olarak adlandirilarak o = [ oldugu gosterilecektir. (Sekil
2.10).

Burada {OFA + LOHA = 7 oldugundan AEFOH dortgeni bir ¢ember
tizerindedir ve aym yay1 gordiiklerinden dolayt {HEA = {HOA = « ’dur.
Benzer sekilde FBFO dortgeni de bir ¢ember iizerindedir ve £ BOF = (3
‘dir. Diger taraftan K<CBD = £LC'AD ’dir ¢iinkii biiyiikk ¢gemberde ayni yay1
goriirler, bu ag1 da v ile gosterilsin. Bu durumda AOH {i¢geninin agilari
5,,7, BOF iiggeninin acilar da 7, 3,7 'dir. Buradan a = 3 olmasi gerektigi

anlagilir.  Aym argiiman FFGH dortgeninin F, G, H koselerinde belirledigi
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Sekil 2.10: Cembersel bir dértgende 4-baglantili periyodik yoriinge

diger yansima acilari i¢in de kullanilarak yansima acilarinin esit oldugu, yani
EFGH dortgeninin 4-baglantili periyodik yoriinge oldugu goriiliir. Boylece

asagidaki teorem kanitlanmig olur.

Teorem 2.8 Herhangi bir konveks dortgenin 4-baglantily periyodik bir yoringeye
sahip olabilmesi icin gerek ve yeter kosul koselerinin bir ¢cember tzerinde bu-

lunmast ve cevrel cemberinin merkezini icermesidir.

ABCD gembersel dortgeni igerisinde elde edilen £ F'G H bilardo yoriingesinin
kenarlarina € -paralel bir yoriinge c¢izildiginde uzunlugu ayni olan bir bagka
periyodik bilardo yoriingesi elde edilir.

EFGH dortgeninin bir cember tizerinde olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul
ABCD dortgeninin kogegenlerinin dik kesigsmesidir. ABC'D dortgeninin gevrel
cemberinin merkezi M olmak iizere, bu gemberin merkezi OM dogru parcasinin
orta noktasidir. Bu ¢ember ayni zamanda ABCD dortgeninin kenarlarimin

orta noktalarindan da geger.
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2.3 2n-genlerde Periyodik Yorungeler

Genel olarak 2n-gen durumuna ge¢gmeden once altigenlerdeki durumu in-
celemek yararl olacaktir. Konveks bir ABCDFEF altigeni igerisinde, sirayla
biitiin kenarlar1 dolagan periyodik bir yoriingenin var olabilmesi i¢in acilarin al-
terne toplamlarimin esit olmasi gerekir. Bunu gostermek tizere A, B,C, D, E, F
koselerindeki agilar sirasiyla aq, as . . . ag olarak adlandirilmig olsun. Bu altigen
iginde istenilen tipten bir yoriingenin var oldugu kabul edilsin ve bu yoriingenin

belirttigi altigen de A’B'C" D' E'F" ile gosterilsin. Ayrica A’ kogesindeki yansima

agist x olsun. (Sekil 2.11).

Sekil 2.11: Konveks altigen icinde 6-baglantili periyodik yériinge

Bu durumda B’,C’, D', E', F’ koselerindeki yansima acilar1 agagidaki gibi

olur:

I
o
o
»
b

T—Qy — T
Qo+ — Qg

T — Qg — 0y — T+ Qg3

Qo+ oy +x — a3 — as

T — Qg — 0y — T — Qg+ a3z + Qs
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Son olarak AA'F’ tiggeninden 1 — g —ay —xr —ag+as+as+a;+x =7

elde edilir. Buradan da
ap+ag+ a5 =ay+as+ ap

olmasi gerektigi goriiliir. Ancak bu sart ABCDFEF altigeninin bir ¢ember
tizerinde bulunabilmesi icin yeterli degildir. Hatta herhangi bir cembersel
altigen de bile kenarlar sirasiyla dolasan bir 6-baglantili periyodik yoriinge
bulunmayabilir. Bu yiizden iginde kenarlar sirayla dolagan 6-baglantili peri-
yodik yoriinge elde etmek amaci ile ozel altigenler insa edilecektir.

Dar agili ticgenlerdeki Fagnano yoriingesi ve ¢embersel dortgenlerde ve-
rilen yoriingede, yoriingenin belirledigi kenarlar, ¢evrel ¢emberin merkezin-
den koselere cizilen dogrulara diktirler. Bu oOzelligin ¢embersel altigenlerde
de gecerli olmasi i¢in oncelikle cemberin merkezinin altigen i¢inde bulunmasi

gerekir.

Yardimci Teorem 2.9 Herhangi bir ikizkenar ticgende, esit kenarlardan birine
dik olarak atilan parcacik, tabandan diger esit kenara (veya uzantisina) dik
olacak sekilde yanswr. Ustelik taban agilar o, esit kenarlarinan uzunlugu r ile
gosterilirse, yoringenin esit kenarlar izerinde kestigi noktalarin taban koselerine

uzaklklary toplama 2r cos® a olur. (Sekil 2.12).

@)

Sekil 2.12: Ikizkenar iiggende periyodik bir yoriinge

Bu ozelligin, ikizkenar iiggenin tepe agisinin genig a¢i olmasi durumunda
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parcacigin tabandan yansidiktan sonra diger kenarin uzantisina dik olacak
sekilde yansimasi geklinde gegerli olduguna dikkat edelim.

Kanit. AOAB ikizkenar tiggeni i¢inde hareket eden pargacik ikizkenarlara
K ve M, tabana ise L noktasinda garpiyor olsun. (Sekil 2.12). L nok-
tasinda yansima sirasinda gelis ac¢isi yansima agisina esit oldugundan ALBM
ve AALK figgenleri benzer tiggenlerdir. Dolayisiyla £ BM L = 7 “dir.

|OA| = |OB| = r oldugundan |AB| = 2rcos«a olarak bulunur. Boylece
|AK|+|BM]| = |AL|cosa+ |K B| cos a = |AB| cos a = 2r cos? a elde edilir. m

Bunun sonucu olarak agagidaki 6zellik verilebilir:

Sonug 2.10 OABC dortgeni, taban agilar o ve egit kenarlarinin uzunlugu r
olan iki ikizkenar di¢genin yapistimlmaswyla elde edilen bir dértgen olsun. (Sekil
2.13). OA Jizerinde |AK| < 2rcos® a kosulunu saglayan bir K noktasindan,
OA kenarina dik olarak atilan ve siraswyla AB, BC' kenarlarindan yansiyan

parcacik OC' uzerinde M noktasina geliyor olsun. Bu durumda
|AK| = |C M|
“dir.

Kamt. Yardimer Teorem 2.9 ’a gore |AK| + |BL| = 2r cos> a = |BL| + |C M|
oldugundan |AK| = |CM| oldugu hemen goriiliir. m

O M C

K

A B

Sekﬂ 2.13: Ikizkenar iiggenlerin yapigtirilmasi

Ikizkenar {icgenlerin bu ozellikleri, bir ticgenden elde edilecek cembersel

altigenler i¢inde periyodik yoriingeler elde edilebilmesini saglayacaktir. ACE
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keyfi bir iiggen olsun. AC'E ii¢geninin ¢evrel cemberi cizilerek agiortay dogru-
larmin gevrel gemberi kestigi noktalar, A acisinin agiortayi i¢in D, C igin F' ve

E igin de B ile gosterilsin. (Sekil 2.14).

Sekil 2.14: ABCDEF altigeninin i¢inde 6-baglantili periyodik yoriingenin elde edilmesi

Teorem 2.11 ACFE keyfi bir iicgen olsun. AC'E "nin ¢evrel cemberinin merkezi
O olarak adlandirilsin. Ac¢iortay dogrularinan ¢cevrel ¢emberi kestigi noktalar
B, D, F olmak tizere elde edilen ABCDEF altigeni, i¢inde baglantilars O nok-
tasindan koselere cizilen dogrulara dik olan 6-baglantily periyodik bir yoringe

atlest vardur.

Kanit. AACFE iiggeninin acilar sirasiyla «, 3, ve v olsun. Genellik bozul-
madan ¢evrel gemberin yaricapi 1 olarak alinabilir. O noktasiyla A, B,C, D, E, F
koseleri birlestirilerek alt1 tane ikizkenar ticgen olugturulur. C’AD = DAE = q,
EF = FA = 3, ve AB = BC = ~ oldugundan £COD = 4DOE = a,
LFEOF = AFOA = 3 ve LAOB = £BOC = 7 elde edilir. Boylece AAOB
ve ABOC ikizkenar fti¢genlerinin taban agilan (7w —v), ACOD ve ADOE

tiggenlerinin taban acilar %(7?— B) ve AEOF ve AAOF tiggenlerin de ise taban
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agilar 3(m — «) olur. Bu durumda OABC dértgeni birbirine es olan AOAB
ve ANOBC ikizkenar ti¢genlerinin, OB boyunca yapigtirilmasi formundadir.
Ayni gekilde OCDE ve OEF A dortgenleri de birbirine eg ikizkenar tiggenlerin

yapistirilmasi formundadir. Dolayisiyla Sonug 2.10 'un kosullarini saglarlar.

s = min{QCOSQ(%(W—a)),QCOSQ(%(W—5)),20082(%(7r—7))}

= 1 — min{cos a, cos 3, cosy}

olsun. Parcacigin 0 < sy < s olmak iizere OA dogru pargasinin iizerinde A
noktasina uzakligi sy olan noktadan OA ’ya dik olacak sekilde pozitif yonde
(saatin tersi yoniinde) hareketine bagladigi kabul edilsin. Bu durumda parga-
ca1gin takip edecegi yortinge periyodik olacaktir. Gergekten Sonug 2.10 ’a gore,
OABC dortgeninde hareket eden parcacik AB ve BC kenarlarinda yansiyarak
OC' ’ye dik olarak, OC' tizerinde C ’ye uzakhigl sy olan noktaya gelir. Ben-
zer sekilde parcacik, OC'DFE dortgeninde hareketine devam ettiginde OF ’ye
dik olarak, OF iizerinde E noktasima uzakligi s, olan noktaya gelecektir.
OFEF A dortgeninde hareketine devam ettiginde OA ’ya dik olarak hareketine
bagladig1 noktaya gelerek yoriingesini kapatacaktir. Boylece sg, (0, s) arasinda
degistiginde periyodik bir yoriinge ailesi elde edilmis olur. Burada yoriingenin
belirledigi kenarlarin O ’dan koselere cizilen dogrulara dik oldugu Yardimci
Teorem 2.9 ve Sonug 2.10 'un sonucudur. m

Altigenlerdeki bu durum c¢evrel gemberinin merkezini iceren 2n-genlere ko-
layca genellenebilir. Ay Az ... As,_1 koseleri bir cember tizerinde bulunan bir n-
gen olsun ve bu n-gen ¢emberin merkezi olan O noktasini igersin. Bu durumda
O ’dan n -genin kenarlarina dikmeler indirmek suretiyle cember iizerinde n
tane daha nokta elde edilir. Bu noktalar da A;A; s kenari i¢in A;,; olarak

adlandirilarak, A1 A, ... Ag,, 2n-geni elde edilir.

Teorem 2.12 A A, ... Ay, , 2n-geni i¢inde kenarlar sirayla dolasan 2n-bag-

lantily periyodik bir yoriunge ailesi vardar.
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Kanit. Kanit altigen durumundakine oldukga benzerdir. Burada da O A; A5 As,
OA3A4A5,...OAy, 1Ay, Ay dortgenleri iki eg ikizkenar tiggenin yapigtirilmasiyla
elde edilmistir. Dolayisiyla Sonug 2.10 ’daki 6zelligi saglarlar. O noktas ile
kosgelerin birlegtirilmesi ile olusan ¢ = 1,2, ...,n i¢in OAs;_1Ag; ve OAg; Asiiy

(Agni1 = A; olmak tizere) ikizkenar tiggenlerinin taban acilar1 a; olsun.
s = min{2 cos® a1, 2 cos® a, ..., 2 cos® a, }

olarak tanimlanirsa OA {izerinde A noktasina uzakligi 0 < sy < s olan nok-
tadan OA ’ya dik olacak sekilde hareketine baglayan pargacik Sonug 2.10
‘"dan dolay1 yine ayni noktaya dik olarak gelerek periyodik yoriinge cizecektir.
Boylece sg, (0, s) araliginda degistiginde yortingenin belirledigi kenarlar O ’dan
koselere cizilen dogrulara dik olacak sekilde periyodik bir yoriinge ailesi elde

edilmig olur. m

2.4 Genel Sonuglar

Kugkusuz g¢okgenler icinde incelenen bilardo problemleri arasinda cevap
bekleyen en 6nemli sorulardan birisi her ¢cokgenin periyodik yoriingeye sahip
olup olmadigidir. Bu problem heniiz ¢6ziilememis olmasina ragmen bu alanda
baz1 genel sonuclar bulunmaktadir. Bunlar arasindan en genel olan1 H. Masur
tarafindan verilmistir. Bu sonucu vermeden once agilar1 7 sayisinin rasyonel

katlar1 seklinde olan bir ¢okgeni rasyonel cokgen olarak tanimlayalim.

Teorem 2.13 (Masur, [9]) Her rasyonel ¢okgen icinde sonsuz ¢oklukta pe-
riyodik yoringe vardur. Ustelik bu yoringelerin baglantilarinin belirledii yon

vektorleri S' birim diski icinde yogun bir kiimedir.

Masur, bu teoremi Teichmiiller teorisi kullanarak kanitlamig, ancak yoriin-

gelerin nasil inga edilecegi ile ilgilenmemigtir. Vorobets ve ark., (1992) agilar

n

7 'nin rasyonel katlar1 olan bir n-gen iginde en azindan § periyodik yoriinge

ailesi bulundugunu yoériingeleri inga etmek suretiyle gostermistir.
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Bosthernitzan ve ark. (1998) Masur’un sonucunu biraz daha kuvvetlendi-

rerek, agagidaki teoremi kanitlamaktadir:

Teorem 2.14 Herhangi bir rasyonel ¢okgen icinde bilardo akisi tum faz uzay

icinde yogundur.

Bir @@ ¢okgeni icindeki bir I' yoriingesi, yoriinge diizlestirme yontemiyle
acilarak, yoriingenin, elde edilen gokgen zincirini kestigi noktalar Py, Py, ..., Py, ...
seklinde adlandirilmig olsun. Benzer gsekilde Fy noktasindan basglayarak hareket
tersine diigiinildiigiinde ..., P_,, ..., P_1, Py nokta dizisi elde edilir. Eger I'
yoriingesi periyodik ise bu dizi belirli bir P, , P;,, ..., P;, sonlu noktalar dizisini
tekrarlayan bir dizi olacaktir. I' periyodik degilse iki durum s6z konusudur:
birincisi, sonsuz ve tekrarsiz dizidir, ikincisi ise parcacigin gecmiste ve gelecekte
¢okgenin herhangi bir kogesine carparak durdugu sonlu noktadan olusan bir
dizidir. Bu son durumda, yortinge m,n € Nsayilari¢in P_,,, ..., P_1, Py, P..., P,
seklinde sonlu bir dizidir ve ) ¢cokgeninin yansitilmasiyla elde edilen ¢okgenler
dizisinin iki kogesini birlestirir. Bu tiir sonlu bilardo yoriingeleri genellestirilmis
kdsegen olarak adlandirilir.

O(R?) ile diizlemin izometrileri grubu ve SO(RR?) ile yon koruyan izometriler
grubu gosterilsin. R? icin bir O orijini secilerek, U ile O etrafindaki dénmeler
gosterilsin. Bu durumda SO(R?) = U.R? 'dir. (Burada R? 6telemeler manasinda
kullamlmigtir.) Yani, yonlendirmeyi koruyan herhangi bir izometri bir 6teleme
ve O civarindaki bir donme doniigiimiiniin bilegkesi olarak yazilabilir.

Birim ¢emberin izometrileri grubu O(U), orijini koruyan izometriler alt-
grubu olarak O(R?) i¢inde gomiiliidiir. O(U) yansima ve donme doniigiimlerini

icerir. Yatay eksende yansima doniisimi o ile gosterilirse
oU)={1,0}.U
O(R?) = O(U).R?
esitlikleri gecerli olur.
@ cokgeninin kenarlarimin belirledigi dogrular [y,1s, ...,[,, ve bu dogrulara

gore yansima dontigiimleri de sirasiyla s1, s, ..., s, olsun. O(R?) 'nin bu doniigiimler
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tarafindan iiretilen altgrubu G ile gosterilsin. Bu durumda O(R?) = O(U).R?
esitligi O(R?) — O(U) seklinde bir homomorfizm tammlar. Wg, G 'nun
bu homomorfizm altindaki gortintiisii olsun. 1,15, ...,0), swaswyla Iy, ls, ..., 1,
dogrularima paralel olan ve orijinden gegen dogrulari gostermek iizere Wy,
O(U) i¢inde 1§, 15, ..., 1/, dogrularima gore yansima doniigiimlerinin tirettigi alt-

gruptur. G — Wy homomorfizminin ¢ekirdegi Cg, otelemeleri icerir. Boylece

asagidaki 6nerme ifade edilebilir:([4, 16])
Teorem 2.15 @ cokgeninin genellestirilmis kosegenleri kiimesi sayilabilirdir.

Kanit. (@ icindeki biitiin I' yoriingelerinin diizlestirilmesiyle elde edilebile-
cek gokgenlerin kiimesi X olsun. Bu durumda X, {¢@Q | g € Gg} cokgenler
kiimesinin alt kiimesidir. G sonlu eleman tarafindan tiretildiginden sayilabilirdir.
@ icindeki bir genellestirilmis kogegen X icindeki iki cokgenin koselerini birlegtirir.
Diger taraftan cokgenlerin koge sayisi sayilabilir oldugundan genellestirilmis
kosegenlerin sayis1 da sayilabilirdir. m

Bir @) cokgeni icindeki periyodik bir yoriingenin baglanti sayisi tek ise
tek periyodik yoriunge, cift ise c¢ift periyodik yoringe adi verilir. Buna gore

asagidaki onerme verilebilir:

Onerme 2.16 T uzunlugu L olan bir periyodik yoriunge olsun. o, I' 'nin bir
baglantisi, | ’'de vo dogrultusundaki dogru olsun. Bu durumda I' yoringesinin
dizlestirilmesine bir g € Gg elemany karsiak gelir. Bu eleman, I' ¢ift periyodik
yoriunge ise | dogrusu boyunca L kadar oteleme, I tek periyodik yoringe ise |

ye gore yansima belirten donusimdiir.

Sonug 2.17 Bir ¢okgen i¢cindeki periyodik yoringe ailelerinin sayisy en fazla

saylabilirdir.

Kamt. Onerme 2.16 ’den dolay1 herhangi bir periyodik yoriinge ailesine bir
g € Gg elemam karsihik getirilmis olur. Farkh aileler farkli grup elemamn:
belirlerler. Diger taraftan G sayilabilir oldugundan istenilen kanitlanmig olur.
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3 KONVEKS BILARDO SINIFI

Bu boliimde diizlemde, diizgiin kapali bir egri ile sinirlandirilmig, konveks
bir M bolgesi i¢indeki bilardo siniflar1 ele alinacaktir. Bu tiir bir bolgede gelis
acisinin yansima acisina esit oldugu dogal yansima tanimi alindiginda elde
edilen bilardo sinifi konveks bilardo veya Birkhoff bilardo olarak adlandirilir.
Ikinci kisimda yansima tamminin degistigi izdiisel bilardodaki baz1 sonuclara
yer verilecek sonrasinda ise Ozel bir egri ailesinde gradyant vektorlere gore

yansima kavrami tanimlanacaktir.

3.1 (")klidyen Konveks Bilardo

Bir s € OM noktasi ve parcacigin hareketinin yonii verildiginde biitiin
yoriingesi belirlenmektedir. Parcacigin hareketi esnasinda alabilecegi tiim du-
rumlarin kiimesi (pargacigin bulunabilecegi biitiin noktalar ve o noktadaki bir
yon vektorii ikililerinin kiimesi) durum (faz) uzay olarak adlandirihr. Parcacik
M ’nin i¢ noktalarinda dogrusal hareket ettiginden bir sinir noktasina ulagana
kadar yon vektorii degismez. Bu yiizden bilardo doniigiimiinii durum uzayinin
M ’nin smir noktalar tizerindeki bir nokta ve bu noktadaki iceri dogru bir
yon vektori ikililerinin olusturdugu alt kiimesi tlizerinde tanimlamak daha
ekonomik olmaktadir. Hareketin yonii, hiz vektori ile o noktadaki ice dogru
normal vektor arasindaki aci olarak da verilebilir. Bu durumda bilardo dontisiimii
OM x [—7%, 7] kiimesi iizerinde tamimlanabilir: (s,a) € OM x [—7, 7] noktasimnin
T bilardo dontigiimii altindaki gortintiisii, s noktasindan normalle o radyanlik
ag1 yapacak gekilde harekete baglayan parcacigin bundan sonra OM ’ye degdigi
ilk nokta s’ ve yansidiktan sonra normal vektorii Ny ile yaptigir act o olmak

tizere (§',a’) ’dir. Boylece bilardo dontiglimii

T:@Mx[—g,g] . 8M><[—g,g]
T(s,a) = (s,

olarak tanimlanir. (Sekil 3.1).
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S

Sekil 3.1: Yansima Déniigiimii

M icindeki bilardo pargaciginin periyodik yoriingeye sahip olmasi, sonlu
bir n dogal sayis1 i¢in

T"(s,a) = (s, )

olacak sekilde bir (s,a) € JM x [—7,F] noktasmin var olmasi demektir.
Birkhoff, diizgiin bir v egrisi tarafindan sinirlandirilmig, konveks bir M bolgesi
iginde hareket eden pargacigin periyodik yoriingelerinin bulundugunu gostermistir
[1, 8, 13]. Kuskusuz en basit durum 2-baglantih periyodik yoriinge duru-
mudur, bu tir yoriingeler basglangic ve bitig noktalarinda v ile dik a¢1 yaparlar.
Birkhoff’un sonucunu verebilmek amaciyla n-baglantili periyodik yoriingeler
ele alinacaktir. xq,xs,...,x, noktalar: v tizerindeki bir n-baglantili periyodik
yoriingenin ardigik yansima noktalar: olsunlar. Bu noktalarin ardisik ikisinin
ayni olamayacagi ve bunun diginda farkl ikisinin egit olmasinda bir sakinca
bulunmadigr agiktir. xy, s, ..., x, noktalarimin farkh devirli siralamalar1 ya
da bunlarin ters sirada yazilmalari ayni yoriingeyi belirtir.

v egrisi, S = R/Z ile parametrize edilirse z; noktalar1 R/Z 'nin ele-
mani olarak diigiintilebilirler. Boylece koseleri « iizerinde bulunan bir n-gene
i=1,2,...,nicin x; € S! ve z;,, # x; olacak sekilde bir (zy,x,. .., x,) n-lisi
kargilik getirilmis olur. Bu n-lilerin olusturdugu uzay G(S*, n) ile gosterilirse,
n-genlerin gevre uzunlugu fonksiyonu G(S', n) iizerinde diizgiin bir fonksiyon

verir. Bu fonksiyonun kritik noktalarima da n-baglantili periyodik bilardo
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yoriingeleri kargilik gelir.

4

5 1

Sekil 3.2: Déniig sayilar bir ve iki olan periyodik Birkhoff yoriingeleri

Sekil 3.2’de "farkli tiirden” 5-baglantili yoriingeler gosterilmistir. Bunlarin
farkli olma sebebi ”doniig sayilar1” 'nin farkli olmasidir. Doniis sayis1 soyle
tammlanabilir: (z1, 2o, ...,7,) € G(S',n), n-lisine karsihk gelen yoriinge ele
alimirsa @ = 1,2,...,n i¢in z; ’ler arasinda ¢; € [0, 1] olmak lizere ;41 =
x; + t; bagintist vardir. Yoriinge kapal oldugundan xy = o1 +t; +to + ... +
t, elde edilir, boylece t; + t5 + ... + t, € 7Z olmaldir. Tgte lilen—1
arasinda deger alabilecek olan bu say1 yoringenin donis sayist olarak ad-
landirilir ve p ile gosterilir. Yoriingenin yoniiniin degistirilmesi bu sayiy1
n — p olarak degistirir. Yoriingenin yoniiniin degistirilmesi ile normal sirada
almmas: arasinda fark gozetilmediginden doniis sayismmn 1 ile [%1] (burada
[-] tam degeri gostermektedir) arasinda deger alir. Dontig sayisinin bu gekilde

aciklanmasindan sonra Birkhoff’un teoremi verilebilir:

Teorem 3.1 (Birkhoff) Hern > 2 ve p < [%5] olacak sekildeki n ile ara-
larinda asal her p sayisi i¢in, donis sayist p olan geometrik olarak farkly iki

tane n-baglantily periyodik bilardo yoringesi vardar.

Diizlemde diizgiin, kapali bir egri tarafindan sinirlandirilmis, konveks bolgeler
arasinda elipsin onemli bir yeri vardir. Gergekten elips bir ¢ok ilging sonug

barindirmaktadir [17]. Agagida bu sonuglar 6zetlenecektir.
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Sekil 3.3: Elipsin bir odagindan gecen parcacik diger odaktan gececek sekilde yansir

Teorem 3.2 Diizlemde elips tarafindan sinarlandirilmas bir bélge i¢inde elipsin
bir odagindan gecen parcacik, diger odaktan gececek sekilde yansir. Benzer
sekilde Hiperbolin bir daly tarafindan sinirlanmas bolge i¢inde odaktan gegen

parcacik, uzantisy diger odaktan gececek sekilde yansar.

Kanit. Odaklar1 A ve B ve asal eksen uzunlugu 2a olan elips tizerinde
bir P noktasi verilsin. P noktasindaki teget dogrusu L ile gosterilsin. A ’dan
baslayip L ’ye ugrayarak B ’ye giden yollar arasinda en kisa yolun APB yolu
oldugu gosterilecektir. Gergekten L iizerinde bagka bir () noktas: verildiginde
AQB yolu APB ’den uzundur. AQ dogru pargasinin elipsi kestigi nokta @' ile

gosterilirse
|AQ| + |QB| = [AQ'| + 1QQ'| + |QB| = |AQ'| + |Q'B| = |AP| + |PB| = 2a

elde edilir. Diger taraftan bu yollarin en kisasinin yansima yolu oldugu bilin-
diginden elips i¢inde bir odaktan gecen parcacik diger odaktan gececek sekilde

yansir. Benzer ispat hiperbol i¢inde yapilabilir. m

Teorem 3.3 Elipsin (veya hiperboliin) herhangi bir tegetinin odaklarina uzak-
liklary carpima sabittir ve bu sabit yedek eksen uzunlugunun yarisinmin karesine

esittir.
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Kanit. Oncelikle elips durumu ele alimacaktir. Elipsin odaklart A ve B
olarak gosterilsin. C'D ’de elipsin C' noktasindaki normali olsun. Elipsin C' nok-
tasindaki tegeti cizilerek, odaklardan tegete indirilen dikmelerin tegeti kestigi
noktalar E ve F' olarak adlandirilsin. Elipsin asal eksen uzunlugu 2a, yedek

eksen uzunlugu 2b, odaklar aras1 uzakhigi ise 2¢ olsun. (Sekil 3.4).

Sekil 3.4: Elipste tegetlerin odaklara uzakliklar: ¢arpimi sabittir

Bu uzunluklar arasinda a? = b + ¢ bagmtisi gecerlidir. LACB = 2«

denilecek olursa Teorem 3.2’den dolayr LACD = £DCB = « olur. Elipsin
tanmmmindan dolay1 |[AC|+|BC| = 2a ’dir. Burada her iki tarafin karesi alinarak

4a* = |AC|* + |BC|? + 2|AC||BC|
elde edilir. AABC tiggenine kosiniis teoremi uygulanirsa
4c¢* = |AC|? + |BC|?* — 2|AC||BC| cos 2a

elde edilir. Ikinci denklem ilk denklemden ¢ikarilarak

b’ =a® — ¢ |AC||BC| cos® a
= |AC|cos a| BC| cos «
= |AE||BF
bulunur. Hiperbol durumunda da elipstekine benzer adlandirmalar yapilsin.

Buna gore odaklar A ve B, C'D ’de hiperboliin C' noktasindaki normali ola-
caktir. Hiperboliin C' noktasindaki tegeti ¢izilerek, odaklardan tegete indirilen
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dikmelerin tegeti kestigi noktalar yine F ve F' olarak adlandirilsin. Hiper-
boliin asal eksen uzunlugu 2a, yedek eksen uzunlugu 2b, odaklar arasi uzaklig

ise 2c olsun. (Sekil 3.5). Bu uzunluklar arasinda ¢* = a? — b* bagintis1 vardir.

m

Sekil 3.5: Hiperbolde tegetlerin odaklara uzakliklar: carpimi sabittir

£ ACG = 2« denilecek olursa Teorem 3.2’den dolayt L ACD = A DCG = « ve
buradan da L{ACE = {ECB = 7 — « olur. Hiperboliin tanimindan dolay1
|BC| — |AC| = 2a ’'dir. Burada her iki tarafin karesi alimarak

4a* = |AC|* + |BC|* — 2|AC||BC|
elde edilir. AABC iiggenine kosiniis teoremi uygulanirsa

4c* = |AC|* +|BC|* — 2|AC||BC|cos(m — 2a)
= |AC]* +|BC|? + 2|AC||BC| cos 2

elde edilir. Ik denklem ikinciden gikarilarak

bV’ =c*—a* = |AC||BC|cos®a
= |AC|cos a| BC| cos «
= |AE||BF|

bulunur. =
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Eger T bilardo doniigimii i¢in foT = f olacak gekilde sabit olmayan siirekli
bir f: OM x [-F,%] — R fonksiyonu bulunabiliyorsa T" ye (veya M ’ye) in-
tegrallenebilirdir denir. Verilen bir bilardo masasinin integrallenebilir olup
olmadigi konveks bilardonun inceleme konularindandir. Asagidaki teoremin

sonucu olarak, diizlemde elips i¢indeki bilardo hareketi integrallenebilirdir.

Teorem 3.4 Diizlemde eliptik bir bolge i¢inde hareket eden par¢acigin yorin-

gesinin belirledigi kirislerin odaklara uzakhklarimin carpima sabittir.

Kanit. Parcacigin yoriingesinin belirledigi kiriglerin asal ekseni odaklarin
diginda kestigi durum incelenecektir. Bu kiriglerin asal ekseni odaklar arasinda
kestigi durumda da benzer ispat verilebilir. A ve B ile elipsin odaklari, C'
ile parcacigin carptigi nokta, IC' ve RC' ile de yoriingenin yansima oOncesi
ve sonrasinda belirledigi kirigler gosterilsin. IC 'nin A ve B ’ye uzakliklari
sirasiyla Ly ve Lq ile, benzer sekilde RC' 'nin A ve B ’ye uzakliklar1 da sirasiyla
L} ve Lj ile gosterilsin. (Sekil 3.6). C'D, C noktasindaki normal olmak iizere,

Sekil 3.6: Elips durumu

yansima kanununa gore /C' ve RC' 'nin C'D ile yaptig: acilar esittir. Teorem 3.2
‘den dolay1 AC ve BC 'nin C'D ile yaptig: acilar esittir, LACD = LDCB = «
olsun. Boylece £LICA = L RC B olur. Bu ag1 da 3 ile gosterilsin. Bu durumda
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agagidaki egitlikler gecerlidir:

L, = |AC|sinp
Ly = |BC|sin(2a+ f)
L} = JAC|sin(2a + f)
Ly, = |BC|sinp.
Buradan da
LiLy = AC.BC'sin(B) sin(2a + 3) = L} L),

oldugu gortiliir.

Sekil 3.7: Hiperbol durumu

Yoriingenin belirledigi kiriglerin asal ekseni odaklar arasinda kestigi du-
rumda, yukaridaki esitliklerdeki g ’'lar —( ile degistirilmek suretiyle ispat
yapilabilir. (Sekil 3.7). m

Sonug 3.5 FElips i¢inde bilardo hareketi integrallenebilirdir.

Kanit. L ve L, yoriingenin belirledigi ardigik baglantilari: gostermek iizere, bu
baglantilarin odaklara uzakliklarinin ¢carpim fonksiyonuna f denilecek olursa,

Teorem 3.4 ’ten dolay1 T' bilardo dontigiimii igin
f(L1) = [(T(L1)) = f(L2)
oldugu gortilir. m
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Birkhoff ve Poritsky, herhangi bir integrallenebilir, smooth konveks bilar-
donun eliptik bilardo oldugunu tahmin etmislerdir. (Birkhoff-Poritsky Sanisi.)

Diizlemde diizgiin, kapali bir egri tarafindan sinirlandirilmig, konveks bir
M bolgesinde bilardo pargacigimin yortingesinin ardigik yansimalardan sonra
siirekli olarak teget kaldigi egriye M ’'nin kaustik egrisi denir. Bu duruma
en basit ornek dairesel bolgedir. Daire icinde merkezden ge¢cmeyen bir yonde
hareket eden bir pargacik siirekli ayn1 merkezli bir cembere teget olacak sekilde
hareketine devam eder. Benzer bir durum elipsler i¢in de gegerlidir. Asagidaki

teorem, Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 "in sonucu olarak yazlabilir.

Sekil 3.8: Parcacik odaklar arasindan geciyorsa kaustik egrisi ayni odaklara sahip hiper-
boldiir

Sekil 3.9: Parcacik odaklarm digindan gegiyorsa kaustik egrisi ayn1 odaklara sahip elipstir

Teorem 3.6 Dizlemde eliptik bir bilardo masast i¢inde hareket eden pargacigin

yorungesi surekli olarak ayni odaklara sahip olan bir elipse veya ayni odaklara
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sahip bir hiperbole tegettir. Yani elipsin kaustik egrisi ayni odaklara sahip elips

veya hiperboldiir. (Sekil 3.8, 5.9).

3.2 Izdiigel Bilardo

Oklidyen bilardoda bir M noktasinda yansima islemi, hiz vektorii, o nok-
tadaki teget ve normal vektore gore yazilarak, teget bilesenini ayni igaretli, nor-
mal bilegenini ise ters igsaretli almak suretiyle yapilir. Bu yansima iglemi nor-
mal vektor yerine tegetle ayni1 dogrultuda olmayan bir vektor almak suretiyle
genellegtirilebilir: OM {izerinde her noktada tegetten farkli dogrultuda vektor
veren diizgiin bir n vektor alani verilmis olsun. Gelen 1gin r, sinir noktasindaki
teget vektor ¢ ve tegete capraz olan vektor n cinsinden yazilir: 7 = At + Agn.
Bu durumda yansima vektorii 7'(r) normal bilegeninin igareti ters gevrilerek

bulunur: 7'(r) = At — Aan.

r e ron

Sekil 3.10: Izdiigel yansimanm tanimlanmasi

Burada yapilan yansimaya izdigel (projektif ) yansima, bu sekilde elde edilen
bilardo tiiriine izdisel (projektif) bilardo denir. Izdiisel yansima yukaridaki

tanima denk olarak, harmonik egleniklik yardimi ile de tanimlanabilir:

Tanim 3.7 [y, (s, 13,04 bir noktada kesisen dort dogru olsun. L ’de onlar:
siraswyla xq,xq,x3, x4 noktalarinda kesen yardimcy bir dogru olsun. Bu du-

rumda
T1 — T3 T2 — XT3

[zlax2;$37$4] = .
Tl — T4 T2 — T4

36



oramina ly, s, I3, 1y dogrularnin ¢ifte orany adey verilir. Eger bu oran -1 oluyorsa

1,19, 13,1y dogrularina harmonik esleniktirler denir.

Dért dogrunun cifte oram secilen yardimer dogrudan bagimsizdir. Izdiigel
yansima, r igiminin goriintiisi ¢,n,r,7(r) dogrulart harmonik eglenik olacak
sekildeki T'(r) 1gim olarak da tamimlanabilir. Detayli bir inceleme igin [14]

onerilerek izdiigel bilardodaki birkag ilging sonuca deginilecektir.

M , diizlemde v kapali egrisinin sinirladigi konveks bolge olsun. Eger her
noktada, verilen ¢apraz vektor alaninin gosterdigi vektor, 4" (¢) ivie vektoriine
esit olacak gekilde ~ 'min bir parametrizasyonu bulunabiliyor ise bu c¢apraz
vektor alanina korunumlu vektor alani denir. Korunumlu vektor alanlar: icin

izdiigel bilardoda ilging sonuclar vardir. Ornegin:

Teorem 3.8 M, v kapalv egrisi ile simirlandirilmis, konveks bir bolge ve -y
korunumlu bir ¢apraz vektor alant olsun. A ve B noktalar, da M icinde verilen
ki nokta olsun. Bu durumda A ’dan gecen en az iki 1sin vardwr ki izdisel

yansvmadan sonra B 'den gegerler. (Sekil 3.11).

Sekil 3.11: Izdiigel yansimanimn bir sonucu

Teorem 3.9 A ve B noktalar v egrisinin sinirladige bolge iginde verilen iki
nokta olsun. Bu durumda -y tzerinde oyle bir korunumlu ¢capraz vektor alan:

vardir ki A’dan gegen wgin B “den gegecek sekilde yansir [14].
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3.3 Ozel Bir Bilardo Simifi

© gercel sayilar iizerinde taniml tiirevlenebilir ve kesin monoton bir fonksiyon

olsun. Diizlemdeki P noktalari i¢in U ve V' fonksiyonlari

UP) = @(|PFi]) +@(|PF-])
V(P) = @(PF]) = (|PF-])

seklinde tanimlansin. Burada sabit F'; ve F_ noktalarina odak noktalar1 de-
nilecektir. £ € R sayisi
v=A{P|U(P) =k}

egrisi konveks olacak sekilde belirlensin. + 'nin sinirladigi M bélgesi icerisinde
hareket eden, sinir noktasinda U ve V' 'nin gradyant vektorlerine gore yansima
yapan parcacigin hareketi incelenecektir: Buna gore parcacik M iginde dogru
boyunca hareketine devam edecek, bir P € OM smir noktasina geldiginde,
hiz vektori R, U ve V 'nin gradyant vektorlerine gore yazilacak, daha sonra
gradU bilegeninin ters isaretlisi alinmak suretiyle 7'(R) yansima vektorii bu-
lunacaktir. Bu, P noktasindaki R,T(R),gradU ve gradV vektorlerinin be-

lirledigi dogrularin harmonik eslenik olmasi demektir. (Sekil 3.12).

gradU

R

Sekil 3.12: Genellestirilmis izdiisel yansima

Burada yansimadan sonra parcacigin M nin digina ¢ikabilecegini de not
edelim. Ancak Teorem 3.13 belirli durumlarda bunun olmayacagini garanti

etmektedir.
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¢(x) = x olmast durumunda M bir elips, V' ise bir hiperbol olacaktir, bu
durumda kesistikleri noktada U ile V' arasindaki ac1 7 ’dir. Yani ¢(z) = x ol-
mas1 durumunda tammladigimz bilardo hareketi elips icinde Oklidyen yansima
yapan parcacigin hareketine dontigecektir. U ve V' 'nin gradyant vektorlerine
gore yansima yapilmasi durumunda, izdiigsel bilardodakine benzer sonuglar elde

edilmigtir.

Onerme 3.10 U ve V ‘nin, bir P = (x,y) € OM simir noktasindaki gradyant
vektorleri yonindek: dogrularin x-eksenini kestigi noktalar siraswyla xn , 7

ve odaklar Fy = (+a,0) olsun. Bu durumda xyzr = o dir.

Kamit. P = (z,y) € OM olmak {izere,

Uup) = gp( (x—a)2+y2>+go< (m+a)2+y2>

V(P) = w( (l‘—a)2+y2> —90( (fr+a)2+y2)
egrilerinin gradyant vektorleri hesaplanacak olursa

Tr— T+« Y Y
dU) = "(|PF —— ' (|PF_|), ———¢' (|PF —~ ' (|PF_
grad() = (T (PF) + e (PED) o (PR + ! (PFD))

Tr—« T+«

"(IPF.|) — "(PFD. - (PF.) - —L_ o (|PF_
¢! (PP = TES g (PFLI), ! (PF) = ot (PFLD)

grad(V) = (

bulunur. Buradan x ve x7 noktalari,

oy = CUPEIQ(PE) — |PE @ (PE])] (3.1)
|PF_|@'(IPFL|) + [P (| PF-]) ‘

a[|PEL(IPF) + [PE @/ (|PF])]
|PE_|@'(|[PFL]) = [PE ¢/ (|PF-])

xr (3.2)
olarak elde edilir. Burada dikkat edilecek olursa

INTT = 062

oldugu gortiliir. m
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Odaklar arasindaki bir (r, 0) noktasindan gegen pargacik sinirda yansidiktan

sonra (T(r),0) noktasindan gegiyor olsun.
[en, zr;r, T(r)] = —1

esitliginden 7'(r) noktasi hesaplanacak olursa

_ 2wyzr — (TN 4 27)

T(r)
Ty + a7 — 2r

bulunur. zyzr = o? oldugundan yansima doniisiimii

202 — r(zn + o7)
TN + a7 — 2r

T(r) =

olur. Bu déniigiim [—a, +a] arahgmda diigiintilecek olursa (2322 0) merkezli

ve #AEL yarigaph gemberde yansima dontigimiidiir.

Sonug 3.11 M bolgesi i¢inde odaklarin birinden gegerek sinir noktasina gelen

parcacik, diger odaktan gececek sekilde yansar.

Kanit. T(r) = % ifadesinde r = +« almarak hesap yapilirsa

T(r) = Fa oldugu goriiliir. m

Sonug 3.12 M i¢inde odaklarin herhangi birinden hareketine baslayan parca-

cigin yorungest x-eksenine yakinsar.

Kanit. Hareketin F noktasindan 0 < x < 7 acisi ile bagladigi varsayilabilir.
Diger durumlarda da benzer kanit yapilabilir. Parcacik tekrar F_ noktasina
geldiginde z-ckseni ile yaptigr act y(z) ile gosterilsin. Bdylece pargacigin

yoriingesinin F_ noktasinda x-ekseni ile yaptigi acilar

seklinde bir dizi olugturacaktir. Bu dizinin 7 ’ye yakinsadigi gosterilecektir.

(Sekil 3.13).
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Sekil 3.13: Odaklarm herhangi birinden gecen parcacigin yoriingesi z-eksenine yakinsar

Oncelikle 4" dizisinin artan oldugu, yani her n € N icin y"(z) < "' (x)
oldugu gosterilecektir. F_ noktasindan 7"(x) agisi ile hareket eden parcacigin
F_ noktasina bir sonraki geligine kadar sinir noktasinda yansidigi iki nokta

sirasiyla A™ ve B™ ile gosterilsin. Bu durumda AB" A" F_ iiggeni yardimiyla
" (2) = 4" (x) + LA™ + £ B"

oldugu goriiliir. Burada £A™ + £B"™ > 0 ’dir. Boylece 7"(z) < v"™!(x) elde
edilir.

Herbir devirde £ B"F_F,; > 0 olacagindan her n € N igin v"(z) < «
olacaktir. Yani 7 bu dizi i¢in bir ist sinirdir. 7 sayisinin " dizisinin en
kiigiik tist sinir1 oldugunu gostermek icin en kii¢lik tist sinirin 5 < 7 oldugu
varsayllmig olsun. Bu durumda parcacigin F_ noktasindan § — 7 radyanlk
aql ile atildiginda siirda carptigr iki nokta sirasiyla B ve A olsun. Ayrica
£LF,F_Aagsida @ ile gosterilsin. 3, y" dizisinin en kiigiik tist sinir1 oldugundan
0 < y™(x) < [ olacak sgekilde bir m € N sayisi vardir. Burada v, v"(z) ’e

tekrar uygulanirsa v artan oldugundan

Y(0) =B <" (z)

elde edilir. Bu ise 4 'min iist sinir olmasiyla geligir. Boylece en kiiciik tist sinir

7 'dir. Yani parcacigin yoriingesi x-eksenine yakinsar. m
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Teorem 3.13 M i¢inde odaklar arasindan gegerek sinar noktasina gelen parcacik

tekrar odaklar arasindan gececek sekilde yansur.

Kanit. Pargacigin garptigi sinir noktast P = (zg,yo) € OM ve gelig dogrultu-
sunun z-eksenini kestigi nokta r olsun. Benzer sekilde P = (zo, yo) noktasinda
gradU ve gradV vektorlerinin belirledigi dogrularin x-eksenini kestigi noktalar
sirasiyla xy ve xr olsun. Boylece odaklar arasindaki » noktasindan gecerek P

noktasina gelen parcacigin yansima fonksiyonu

Tp(r) : [-o,al =R
202 — r(zn + o7)
TN + a7 — 2r

TP(’I") =

olur. Bu fonksiyonun r = % noktasi diginda stirekli oldugu agiktir. Bu du-
rumda fonksiyonun siirekli oldugunu géstermek i¢in X322 noktasmmn [—a, o
araliginin diginda oldugunu gostermek yeterlidir: zy ve z7 'nin (3.1) ve (3.2)

"de verilen ifadelerinde

|PF_|¢'(|PFL]) ve

= |PF{[o(|PF_|)
denilecek olursa
. a(A — B)
N (A+ B)
B a(A+ B)
T A-B)

olacaktir. Boylece

ry+xr 1 [(a(A-B) oA+ DB)
SR §(<A+B) i (A—B))
a(A? + B?)
(A% — B?)
> |af

elde edilir. Yani T fonksiyonu [—a, o] araliginda siireklidir.
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T,(—a) = aveT,(a) = —a oldugu 6nceden bilinmektedir. (—a, ) arahginda

Tp(r) nin tirevi
4 2 2
() = o — (v + 27)
(xy + xp — 2r)?

olarak bulunur. Fakat
TN+ T
2

> |af
oldugundan payda her r € [—a,a| i¢in sifirdan biytktir. Diger taraftan
(xy —27)? > 0 oldugundan (xx +z7)? > 4a? 'dir. Yani pay sifirdan kiigiiktiir.
Boylece her r € [—a,a] igin Th(r) < 0 ’dir. Bu Tp(r) 'nin azalan olmasi
demektir. Boylece Tp(r) 'nin goriintiisi [—«, o] araligidir. m

o(x) = In(x) olmasi durumunda U(P) = ¢(|PF.|) + ¢(|PF-|) kosulunu
saglayan P noktalarinin olusturdugu egri Cassini ovali olarak bilinir. Cassini
ovali verilen iki odaga uzakliklarinin ¢carpimi sabit olan noktalarin olugturdugu
egridir.

In(|PF,|) + In(|PF_|) = k

ifadesinde her iki tarafin eksponansiyeli alinirsa
|PFL||PF_| = ¢*

elde edilir. Asagida Cassini ovali ve bagka ¢ fonksiyonlar: i¢in bilgisayar prog-
rami ile hazirlanan yoriinge ornekleri verilmigtir. Burada ¢ fonksiyonlarinin

monoton olduklar: araliklar ele alinmaktadar.

p(z) = In(z)
Odaklar +a = +1
Sabit k = 2

Baglangi¢ Noktas1 (z,y) = (3,0)

\/@‘\/ — o
/W\,&' Baslangi¢ agis1 6 = 30
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plr) =15
Odaklar +a = +1
Sabit £k =1.2

Baslangi¢ Noktas1 (z,y) = (3,0)

Baslangi¢ agis1 6 = 60°

() = sin(z)
Odaklar £a = +1
Sabit k = 3
Baglangig Noktasi (x,y) = (0.185,0)
Baslangi¢ agis1 8 = 90°

p(x) = cos(x)
Odaklar £a = £1
Sabit k = 0.3
Baslangig Noktas: (x,y) = (—0.286,0)
Baslangi¢ agis1 6 = 60°

o(x) = cosh(x)
Odaklar +a = +1
Sabit k= 15
Baslangi¢ Noktas1 (z,y) = (3,0)

Baslangi¢ agis1 6 = 90°
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4 ACIK BILARDO SINIFI

Bu boliimde uzayda sonlu sayida, ikiger ikiger ayrik, diizgiin, konveks en-
gellerin disinda hareket eden pargacigin yoriingeleri incelenecektir. Bilardo
parcacigl siirsiz bir bolgede dolastigi icin bu tir bilardo sinifi a¢ik bilardo
olarak adlandirilir. T. Morita bu tiir bilardo yoriingelerini diizlemsel durumda
incelemigtir [10].

O1,0,,...0k, (K > 3) R? 'nin sonlu sayida ikiser ikiger ayrik, smirlar
basit kapali egriler olan, kapali, sinirli ve konveks altkiimeleri olsunlar. i =
1,..., K i¢in O; kiimeleri engeller olarak adlandirilacaktir. Ayrica engeller i¢in

agsagidaki sartlar saglaniyor olsun:

e Her engel icin simir egrileri sifirdan farkl egrilige sahiptir.

e conv [A], bir A kiimesinin konveks zarfin1 gdstermek tizere farkl indislerin

olugturdugu (71, 72, 73) Ucliis i¢in

conv [0;, U0, N0, =0

olsun.
K
R? i¢inde |J O; kiimesi disinda diiz dogrular boyunca hareket eden ve
j=1
K
bir |J 00, diizgiin smir noktasinda yansima kurallarma uyarak hareket eden
j=1

parcacigin yoriingesini ele alan Morita, agagidaki ilging teoremi kamitlamigtir

[10]:

Teorem 4.1 Ardigik terimlerde ayni engelin tekrarlanmadige herhangi (Oy,)nez

dizist i¢in oyle bir yoringe vardwr ki dizide verilen siray takip eder.

4.1 n-boyutlu (")klidyen Durum

Bu boliimde Moritanin teoremi n-boyutlu Oklidyen uzay icin kanitlanacaktir.

R"™ ’de engeller i¢in agagidaki kogullar saglaniyor olsun:
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K > 3 olmak tizere O1,0,,...0k, R"(n > 2) icinde ikiger ikigser ayrik,
konveks, sinirlar1 diizgiin ve standart kapali disk D" ’e diffeomorfik altkiimeler
olsunlar. ¢+ =1, ..., K olmak tizere O; engelleri i¢in ayrica asagidaki iki hipotez

saglaniyor olsun:

HI. v,, p € 00;,(i = 1,2,...,K) sinr noktasinda digadogru birim vektor
olsun. (Yani, n,, p € 00; noktasmndaki disa dogru birim normal vektor

olmak fizere (n,,v,) > 0.) v, tarafindan belirlenen 151
Lyv,={qeR" |qg=p+ty, t=>0}
J # i olmak {izere herhangi bir O; ile kesisiyorsa L,v, N 00; = {p} 'dir.
H2. (Morita’min 2. hipotezi ile ayni.) Herhangi (ji, jo, j3) tigliisii igin
conv[0j, U0, N0 =10
‘dir.

K
R™ i¢inde |J O; kiimesi diginda diiz dogrular boyunca hareket eden ve bir
i=1

K

J 00; diizgiin siir noktasinda yansiyan pargacigin yoriingeleri ele alinacaktir.
i=1

Sekil 4.1: L,v, bir O; engelinin smirin en fazla iki noktada kesebilir
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Yukaridaki kogullar: saglayan engeller kiimesi i¢in, herhangi bir 00; iizerinde
bir p noktasi ve bu noktada digadogru bir v, vektorii verilsin. Engeller kon-
veks oldugundan ve H1 6zelligi saglandigindan dolayr L,v, 1511 (j # ) olmak
tizere J0; kiimesini en fazla iki noktada kesebilir. Bu noktalar ¢ ve r olarak
gosterilirse, ilk degme noktasi ¢ € 00, 'da (ny,v,) < 0, ikinci degme noktasi
r € 00; 'de ise (n,,v,) > 0 olur. (Sekil 4.1). Eger L,v, 151 00; ’ye teget ise
q =1 ve (ng,v,) = 0 olacaktir.

Lyv, 1siimmm g € 00; noktasindaki n, normal vektortine gore yansimasi,
q € 00; noktasida

Wy = vy — 2(Ng, Vp)Nyg

disadogru birim vektoriinii verecektir. Bu ise

(p,vp) = (g5 vp — 2(ng, vp)14)

eglemesinin yapilmasina olanak saglar. Bu egleme, doniigim seklinde ifade

edilebilir:

S; = {(p,v,) € 00; x S™ 1| (ny,v,) >0 ve Ij # i i¢in L,v, N 00; # B}

K
ve Qo = |J S; olsun. Bu durumda bilardo doniigiimii
i=1
f:Qo — @
fpsvp) = (g, vp — 2{ng, vy)ng)

olarak tanimlanir. Burada ortaya cikan ayrik dinamik bilardo akist olarak
adlandirilir. @) ’daki noktalarin farkli kaderleri vardir: bazilar1 f bilardo
dontigiimi ile yalnizca bir kez resmedilirken, bazilari sonlu adim, bazilar1 da
sonsuz kez resmedilirler. Bu boliimiin amaci agagidaki teoremin gegerli oldugunu

kanitlamaktir.
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Teorem 4.2 i, € {1,2,..., K} ve i, # i,+1 olmak tzere, verilen herhangi iki
yonli sonsuz (S;, )nez, dizisi igin oyle bir (z,)nez dizisi vardur ki (x,) € S;, ve

f(x,) = zpyq dir.

Kuskusuz ki bu teorem, engellerin verilen herhangi bir iki yonlii sonsuz,
tekrarsiz dizisi icin verilen siray1 takip eden bir yoriingenin bulunabilecegi
anlamima gelir. Teorem, Kennedy ve ark. (2001), tarafindan verilen, Kaos
Lemma’nin sonucu olarak kanitlanacaktir. Bu yilizden burada Kaos Lemma’y1

ele almak uygun olacaktir.

4.1.1 Kaos Lemma

Tanim 4.3 Q) kompakt bir metrik uzay, Qo C @ kompakt bir altkime, f :
Qo — Q stirekli bir dontisim, Si,S3,..., Sk, Qo n kompakt altkimelerinden
olusan bir dekompozisyonu ve M = (myj), i,j = 1,2,..., K olmak zere girdi-
leri 0 ve 1 ’lerden olusan gec¢is matrisi olsun. Qg n bos olmayan kompakt

altkiimelerinden olusan ve bos olmayan bir {€;}, kiimeler ailesinin
o Eger E € & vem;; =1 ise JE; C ENS; kimesi icin f(E;) € &;

sartin sagladign varsayplsin. Bu durumda f igin (S;)X, dekompozisyonu ve
M = (my;) gegis matrisine gore {E;}X, genisletici kiimeler ailesini kabul eder

denir.

Teorem 4.4 (Kaos Lemma,[7]) Q kompakt bir metrik uzay, Qo C Q kom-
pakt bir altkime, f: Qo — Q strekli bir donisum, Si,Ss, ..., Sk, Qo 1n kom-
pakt altkumelerinden olusan bir dekompozisyonu vev,7 = 1,2,...K olmak tuzere
M = (my)fi=, gegis matrisi olsun. Eger f dontistimi (S;)iL, dekompozisyonu
ve M = (myj;) gecis matrisine gore (E;)5, genisletici kiimeler ailesini kabul
ediyorsa, (S;)K, dekompozisyonu ve M = (my;) gecis matrisine gore kaos
gosterir. Yani sembol kimelerinin M = (m;;) gecis sartine saglayan herhangi
bir
S=( ..y 35Sy, Sig,Siyse s Sipyet)
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f(x,) = xpyq dir.

Kaos Lemma’da ifade edilen .S; kiimelerine sembol kiimeleri denir. Ayrica
burada E; C ENS; olmak tizere f(E;) € & kiimeleri de 6n-genisleticiler olarak

adlandirilirlar.

4.1.2 Teorem 4.2 nin Kanit1

Teorem 4.2 'yi Kaos Lemma’nin sonucu olarak kanitlayabilmek icin, Kaos
Lemma’nin kosullarinin saglandiginin gosterilmesi gerekmektedir. Bunun i¢in
Kaos Lemma ile ilgili kiimelerin ve bilardo doniigiimiiniin hatirlatilmasinda
fayda vardir. @) faz uzayi, p € 9O, ve v, bu noktadaki bir birim vektor olmak
tizere (p,v,) ikililerinin birlegimi

K

Q = J(00; x s7)

1=1

olarak tanimlanir. ) 'nun kompakt oldugu agikardir. S; sembol kiimeleri,
S = {(p,v,) € 00; x S™ 1| {ny,v,) >0 ve 3j # i igin Lyv, NOO; # 0}

seklinde tanimlanir. Sembol kiimeleri ikiger ikiser ayriktirlar, ayrica () i¢inde

kapali ve dolayisiyla kompakttirlar. )¢ kiimesi de

seklinde tanimlansin. Sonlu sayida kompakt kiimenin birlegimi oldugundan Q)
‘da kompakttir. Buna gore bilardo doéntgiimii L,v, 15mminm 00, ’ye ilk degme

noktasi ¢ olmak iizere
[:Qo — @
fpvp) = (q,vp — 2{ng, vy)ny)
seklinde tanimlanir. (Sekil 4.2).

49



Sekil 4.2: w, = v, — 2(vp, ng)n, olmak iizere f bilardo doniisiimii

Bilardo parcacigi ardisik yansimalari ayni engelden yapamayacagindan dolayi

gecis matrisi, 6;; Kronecker delta olmak iizere
M:(mij)zl—@j, VZ,]E{l,Q,,K}

olarak tamimlanir. f bilardo déniigtimii i¢in Qg 'in Sy, ..., Sk dekompozisyonu
ve M = (m;;) gegis matrisine gore {&; }5, genisletici kiimeler ailesi verilebilirse
Kaos Lemma vasitasiyla teoremin ispat1 tamamlanmig olacaktir. Herbir O; en-
geli igin &; genisletici kiimeler verilmeden 6nce bir 0O; tizerinde vektor alanlar:
ile ilgili iki kavramin tanimlanmasinda fayda vardir:

D C 00; bog olmayan, kompakt altkiime ve ¢ 'da D iizerinde digadogru
birim vektorlerden olusan bir siirekli vektor alani olsun, yani o : D — S™1
stirekli fonksiyonu, her p € D i¢in (n,, o(p)) > 0 kogulunu saghyor olsun. Bu

durumda

Vp1,p2 € D igin (o(p1) — o(p2),p1 — p2) >0

oluyorsa o, D tizerinde sag¢ilan (dagilimli) vektor alani olarak adlandirilir.

Sacilan bir o : D — S™~! vektor alan icin
El. Vp € 00; i¢in (n,,o*(p)) > 0.

E2. Her j # i ve Vp € 00,\D i¢in L,0*(p) N 00; = 0.
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kosullar saglanacak sekilde bir o* : 00; — S™! siirekli genislemesi buluna-
biliyorsa o ’ya genisletilebilir denir. Simdi f bilardo doniisiimii icin (S;)X,

dekompozisyonu ve M gecis matrisine gore genisletici kiimeler tanimlanabilir:

& ={E C 00; x S"' | D, C 90 iizerinde sacilan ve genisletilebilir o : D, — S™*

vektor alam vardir ki, E = grafik(o) = {(p,o(p)) | p € D,} *dir.}

Burada ¢ 'nin sacilan olmasi, yani her py, ps € D, icin

(p1 — p2,0(p1) —o(p2)) >0

olma kogulu L, o(p1) ve Ly,0(p2) 1gmlarinin ayrik olmasim saglayacaktir. (Yar-
dimer Teorem 4.7).

00; iizerinde n digadogru birim normal vektor alani sagilan ve genigletilebilir
oldugundan & # 0 'tir. {&}X, 'nin bir genisletici kiimeler ailesi oldugunu
gostermek i¢in E € & verildiginde m;; = 1 ise f(E;) € &; olacak sekilde
E; c ENS; kiimesinin var oldugunun gosterilmesi gerekmektedir. Bunun icin
E € &; verildiginde saglanan durumlar1 not etmek faydali olacaktir.

o* 1 90; — S"! siirekli dontigiimii Vp € 90; igin (n,,c*(p)) > 0 sarti
sagladigindan der(c*) = 1 'dir.

Derece homotopi altinda invaryant kaldigindan o* fonksiyonunun, Hopf

teoreminden dolay1 derecesi 1 olan
n:00;, — 8!
b = nyp
dontigiimiine homotopik oldugunu gostermek yeterlidir.

H : 00;x[0,1] — s™!

tn, + (1 —t)o*(p)
H(p,1) [tn, + (1 —t)o*(p)||

dontigiimii o* ile n arasinda bir homotopidir. Gergekten H(p,0) = o*(p) ve

H(p,1) = n, ’dir. Diger taraftan Vp € 00; i¢in (n,,o*(p)) > 0 oldugundan
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|tn,+(1—t)o*(p)|| # 0 'dir. Boylece H siireklidir, dolayisiyla o* ile n arasinda
bir homotopidir.

der(c*) # 0 oldugu igin ¢* doniigiimii 6rtendir. Yani

grafik(c™) = {(p,o"(p)) | p € 00:}
kiimesinin 00; tizerinde belirledigi vektorler her yonde vektor igerir.

Yardimci Teorem 4.5 Her ¢ € R"\O; i¢in ¢ € L,0*(p) olacak sekilde bir

p € 00; noktasy vardar.

Kanit. ¢ € R"\O; noktasi verilsin. Her p € 0O; noktasma ¢ 'ya dogru bir

birim vektor karsilik getiren

wy 1 00; — Sl

q—p
W, p =
olP) lg — pll

dontigiimi tanimlansm. (Sekil 4.3). w, orten degildir. Bu yiizden der(w,) =0

ve dolayisiyla der(—w,) = 0 'dir.

Sekil 4.3: wg déniigimi her p € 00; noktasina ¢ ya dogru birim vektor karsilik getirir

Varsayalim ki her p € 00; i¢in 0*(p) # wy(p) olsun. Bu durumda

H:00; x [0,1] — 5"!
ot (p) — (1 — t)wy(p)
H(p7 t) - ||ta*(p) — (1 — t)wq<p>||
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dontigiimi o* ile —w, arasinda bir homotopidir. Gergekten H(p,0) = —w,(p)
ve H(p,1) = o*(p) ’dir. H ’nin siirekli oldugunu géstermek i¢in [[to*(p) — (1 —
t)wy(p)|| # 0 oldugunun gosterilmesi yeterlidir.

Eger bir t € [0, 1] i¢in [[to*(p) — (1 — t)w,(p)|| = 0 olsayd1

lto"(p) — (1~ () =0 = 0" (p) — (1 — thwy(p) = 0
= 10" (p) = (1- ()

< illle* @)l = 11 = tlllwg(p)]

ve ||[o*(p)|| = |lwy(p)]] = 1 oldugundan [t| = |1 — t| elde edilirdi. Bu ise
t = 1 olmasi demek olurdu ki bu durumda o*(p) = wy(p) olur. Ancak bu
da varsayimla geligir, yani her ¢ € [0,1] i¢in |to*(p) — (1 — t)w,(p)]] # 0
‘dir. Boylece H stireklidir. Dolayisiyla o ile —w, arasmda bir homotopidir.
H'nin, derecesi 1 olan ¢* ile derecesi 0 olan —w, arasinda bir homotopi olmasi
derecenin homotopi invaryanti olmasiyla celigir. O halde varsayim yanlistur.
Yani en az bir p € 00; i¢in 6*(p) = wy(p) olmahdir. m

Sonug 4.6 Her j #i i¢in 00; C  |J  Lyo(p) 'dir.
(p,o(p))eE

Kanit. i # j icin 00; C R™"\O; oldugundan Yardimci: Teorem 4.5’den dolay1
00; c U Lyo*(p) dir.

Diégiatoz;raftan o genigletilebilir oldugundan E2 kogulunu saglamaktadir,
yani p € 00;\D, i¢in L,o*(p) N 00; = () ’dir. Boylece Vj # i i¢gin 00; C

U L,o(p) olmahdir. m
(po(p))€E
E; C E kiumesi

Ej ={(p.o(p)) € E | Lyo(p) N 90; # 0}
seklinde tanimlansin. Boylece agagidaki yardime: teorem ifade edilebilir.

Yardimci Teorem 4.7 00; C  |J  Lyo(p) 'dir ve birlesim ayrik birlesimdir.
(p,o(p))EE;
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Kanit. Sonug 4.6 ve E; kiimesinin tanimindan dolay1 00, ¢ |J  L,o(p)
(p,o(p))EE;
oldugu aciktir. Bu durumda p; # po olmak lizere, eger (p1,0(p1)) € E; ve

(p2,o(p2)) € Ejise Ly,0(p1) N Ly,0(p2) = 0 oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
t1 >ty > 0igin p; + t10(p1) = p2 + ta0(p2) oldugu kabul edilsin.

Oncelikle o (p;) = o(p) durumu ele alinacaktir. Bu durumda p;+t,0(p;) =
p2+ta0(p1) esitliginden py = p1 + (t1 —t2)o(p1) elde edilir. Yani ps € L, 0(p1)
'dir. (p1,0(p1)) € E; oldugundan Ly, o(p;) N 00; # 0 dir ve H1 ’den dolay:
L, 0(p1) NOO; = {p1} olmahdir. Bu ise bir ¢geligkidir.

o(p1) # o(p2) durumunda ise

0

(p1 — p2) +t1o(p1) — ta20(p2)

(p1 — p2) +t10(p1) — t2o(p2) + tao(p1) — tao(p1) =0

(p1 —p2) + (t1 — t2)o(p1) + t2(o(p1) — o(p2)) =0

elde edilir. Burada esitligin her iki tarafinin o(p;) — o(p2) # 0 ile i¢ carpimi

alimirsa

(p1 = p2,0(p1) — a(p2)) + (tr — t2) (o (1), 0(p1) — 0(p2)) + Lallo(pr) — o(p2)]I> = 0

olur. Esitligin sol tarafinda ts]|o(p1) — o(p2)||* > 0 ’dir ve o saglan vektor
alani oldugundan dolay1 ((p1 — p2),0(p1) — o(p2)) > 0 ’dir. Diger taraftan
—1 < {(o(p1),0(p2)) <1 oldugundan

(tr —t2)(o(p1),o(p1) —o(p2)) = (t—t2)(1 = (a(p1),0(p2)))

> 0

elde edilir. Boylece esitligin sol tarafinin sifirdan kesin biiyiik oldugu goriiliir.
Bu ise bir celigkidir. Boylece (p1,0(p1)) € Ej ve (pa2, 0(p2)) € E; ise Ly, 0(p1)N
L,,0(p2) = 0 oldugu gosterilmis olur. m

f(E;) € & oldugunu gostermek icin Oncelikle f(E;) 'nin siirekli bir 7
déniigtimiiniin grafigi oldugu gosterilecektir. f(E;) kiimesini belirlemek amaciyla

(p,o(p)) € E; noktasi verilsin. L,o(p) nin 00; 'ye ilk degme noktasi ¢ olmak
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lizere
f((p,a(p)) = (¢, 0(p) = 2(ng, o(p))ny)
“dir.
Yardimecr Teorem 4.7, 0O, iizerinde verilen bir ¢ noktasmi g € L,o(p)

olacak gekilde tektiirli belirli p € D, noktasina gotiiren
7:00; — D,
m(q) = p
doniigiminiin tanimlanmasina olanak saglar. Bu durumda

D, ={q €90, | {n,,o(x(q))) <0} C 90, ve

r:D, — S"!
m(q) = o(m(q)) — 2(ng,o(m(q)))ng

olmak tizere f(E;) = grafik(r) olur. (Sekil 4.4). D, kiimesi bogkiimeden
farkli ve kompakttir.

Sekil 4.4: D, kiimesi ve 7 doniisiimii

7 siireklidir : ¢ ve n stirekli oldugundan 7 dontigiimiiniin siirekli oldugunu

kanitlamak i¢in 7 doniigimiiniin stirekli oldugunu gostermek yeterli olacaktir.
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q € 00, noktasma yakimnsayan (¢, )neny C 00; dizisi verilsin. Her n € N

i¢in 7(gn) = pn, ve (q) = p olsun. Bu durumda ¢,, ve t € [0, d;;] olmak tizere

dn = Dn + tnU(pn) Vn € N ve

q = p+to(p)

olacaktir. Burada d;; = maz{||u —v|| | v € 00; ve v € 00;} 'dir.

pn dizisinin biitiin yakinsak alt dizilerinin p noktasina yakinsadigi gosterilecektir.
Dny» Pn dizisinin keyfi bir yakinsak alt dizisi olsun ve py € D, noktasina
yakinsasi. Boylece

olur. [0,d;;] 'nin kompakthgindan ¢,, dizisinin tny, — to seklinde bir yakinsak

alt dizisi vardir. o siirekli oldugundan o(py, ) — o(po) olur ve

l l !
¢ = po + too(po)

elde edilir. Bu ise (po,0(po)) € E; demektir. Ancak Yardimc: Teorem 4.7
geregince  |J  Lyo(p) birlesimi ayrik oldugundan p = p, olmalidir.

Dn diziggi(g)fiftjiin yakinsak alt dizileri p noktasina yakinsamaktadir. Boylece
D, kompakt oldugundan p,, — p elde edilir. Bu durumda 7 siireklidir. Boylece
7: D, — S"! doniisiimiiniin siirekli oldugu gosterilmis olur.

f(E;) = grafik(r) kiimesinin &; genisletici kiimesine ait olabilmesi i¢in 7
‘nun sagilan ve genisletilebilir olmasi gerekir.

7 sagilan vektor alanidir : Her ¢1, ¢2 € D, igin (7(q1)—7(q2),q1—¢q2) > 0

oldugunun gosterilmesi gerekmektedir.

¢1,q2 € D; C 00; ise i = 1,2 i¢in 7(g;) = p; olmak tizere

@ =p1+tio(p)

¢2 = pa + ta0(p2)
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olacak sekilde t1,t, > 0 sayilar1 vardir. ¢; > ¢y olsun. Boylece
T(‘h) = U(pl) - 2<0<p1)7 nlJ1>nQ1
7(a2) = 0(p2) — 2{o(p2), g2 ) g

yazilabilir. Ikinci esitlik birinciden taraf tarafa ¢ikarilirsa

(@) = 7(g2) = (o (p1) = a(p2)) + 2[{o(p2), g2) 129, — (O (P1), Mg1 )72,]

elde edilir. Her iki taraf ¢ — ¢o # 0 ile i¢ carpilarak

(T(q1) = 7(@2) 1 —q2) = {o(p1) —(P2), ¢t — @2) (4.1)

+2<[<J(p2)7 n112>ntJ2 - <0<p1)7nQ1>nQ1]7 a1 — QZ>

bulunur. Oncelikle esitligin sag tarafindaki ifadede (o(p1) — o (p2), 1 — q2) > 0

oldugu gosterilecektir.

@1 — @2 =p1—p2 +talo(pr) — o(p2)) + (01 — t2)o(p1)
ifadesinde esitligin her iki tarafi o(p;) — o(po) ile i¢ carpilarak
(1 — g2, 0(p1) —o(p2)) = (p1—p2,0(p1) —o(p2))
+tallo(p1) — o (p2)|I® + (1 — t2){o(p1), o (1) — o(p2))

elde edilir. o sagilan vektor alani oldugundan (p; — po, o(p1) — o(p2)) > 0 'dur.
tallo(p1) — a(p2)||*> > 0 oldugu agiktir. Son olarak —1 < (o(p1),0(p2)) < 1

oldugundan

(tr —t2)(o(p1),0(p1) — o(p2)) = (1 — t2)(1 — (o (p1),0(p2))) = 0

elde edilir. Diger taraftan O; konveks oldugundan (4.1) ifadesinin sag tarafindaki
ikinci terim
<[<O‘(p2), TLQ2>n!I2 - <G<p1)7 nlI1>n¢J1]7 ¢ — q2>

= <U(p2>7nlp> <nQQ> q1 — QQ> - <0<p1)7 nfh) <n1117Q1 - QZZ

- AN 7 .- 7

' ' g R

<0 <0 <0 >0
> 0
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"dir. Buradan

(T(q1) = 7(q2), 1 —q2) >0

oldugu goriilmiis olur.

7 genisletilebilirdir : 7 : D, — S"! doniigtimiini tim 00; tzerinde

siirekli bir gekilde genigletmek icin
D, {q € 90, | (o(r(g)).n,) = 0}

kiimesi tanimlansin. D! bogkiimeden farkl ve kapalidir. Ustelik her ¢ € 00;
icin 3p € D, ve ¢ € L,o(p) oldugundan 00; = D, U D, ’dir. Boylece T

doniisimi tiim 00, tlzerine
™ 00, — S*!

a(m(q)) = 2{o(n(q)),ng)ng 5 q € D-
o(m(q)) qe D]

olarak genigletilebilirdir. (Sekil 4.5).

Sekil 4.5: 7 déniisiimiiniin siirekli geniglemesi 7* doniigiimii

D, N D~ tzerinde (o(7(q)), ny) = 0 oldugundan 7* iyi tammhdir ve D, ve
D! iizerinde ayr1 ayr stirekli oldugundan siireklidir.

7" déniigiimii E1 kogulunu saglamaktadir. Eger ¢ € D, ise (ng, o(m(q))) <0
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demektir. Bu durumda

(ng, 7(q)) = {ng,0(m(q)) = 2(ng, o(m(q)))ny)
= (ng,0(m(q))) = 2(ng, o(7(q)))
= —(ng,0(7(9)))

>0

Eger g € D. ise (ny, o(m(q))) > 0 demektir. Yani bu durumda da (n,, 7*(¢q)) >
0 ’dir. Boylece 7* doniigtimiintin E1 kosulunu sagladigi gosterilmis olur.

Diger taraftan 7, E2 kosulunu da saglar ¢iinki H2 hipotezinden dolay1
q € D! ve k # j igin L,o(w(q)) N OOy = 0 'dir.

Boylece f bilardo déniigiimiiniin (S;)E; dekompozisyonu ve verilen M =
(my;) = (1 — d;;) gegig matrisine gore {&;} X, genisletici kiimeler ailesini kabul
ettigi gosterilmis olur. Bu durumda Kaos Lemma’dan dolay1 Teorem 4.2 'nin

ispat1 tamamlanir.

4.2 Hiperbolik Uzayda Acik Bilardo

Bu boliimde Teorem 4.2 hiperbolik uzay i¢inde ele alinacaktir. Problem
hiperbolik uzayin konformal disk modelinde incelenecektir. Hiperbolik uzayin

konformal disk modeli

B"={zeR"||z|g <1}

4
9p(U,V) = (U, V)a = 55 (U, V=
" (1= lIplE)?
Riemann metrigi ile verili. Burada (-,-)g ve || - ||z sirasiyla Oklidyen ic

cgarpim ve normu gostermektedir. Devamli H alt indisini tagsimamak icin, bu
boliim boyunca herhangi bir karigikliga meydan vermedigi siirece (-, -) ve || - ||
gosterimleri sirasiyla hiperbolik i¢ ¢carpim ve hiperbolik norm anlaminda kul-
lanilacaktir. Konformal disk modelinde jeodezikler 0B" ’e dik olan ¢emberler

veya orijinden gecen Oklidyen dogrulardir. B™ ’in teget demeti TB" icin
TB" ~ B" x T,B"
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izomorfizmi yazilabilir. Bir p € B" noktasi ve bu noktadaki bir v, birim vektorii
icin

dy
p(0) =p ve —=(0) = v,

dt
olacak sekilde tektiirlii belirli bir ¢ jeodezigi vardir. (p,v,) 'nin belirledigi
yaridogru (1sm) L,v, ile gosterilecektir. Boylece S(TB"), B™ ’in birim kiire

demeti olmak tizere (p,v,) € S(TB"™) noktas: verildiginde
¢ : R x S(TB") — S(TB")
p(t: (p,vp)) = (1 (L, (0 vp)), a(ts (P, 1))

L0, (p,vp)) = (P, vp)

ii. Her ¢ € R igin ¢4 (¢, (p,vp)) bir hiperbolik jeodezik {izerindedir ve

oalt, (p,)) = 22t (p, 1)

"dir.

kosullarini saglayan ¢ déniisimi (p,v,) 'nin belirledigi jeodezik akis olarak
adlandirilir.

K > 3 olmak tizere O1,0,,...0k, B" (n > 2) iginde ikiger ikiger ayrik,
hiperbolik konveks, smirlar1 diizgiin ve standart kapali disk D" ’e diffeomor-
fik altkiimeler olsunlar. ¢ = 1,..., K olmak tlizere O; engelleri i¢in ayrica

asagidaki iki hipotez saglaniyor olsun:

H1. v,, p € 00;,(i = 1,2,...,K) sinir noktasinda disadogru birim vektor
olsun. (Yani, n,, p € 00; noktasindaki diga dogru birim normal vektor
olmak tizere (n,,v,) > 0.) v, tarafindan belirlenen hiperbolik 151 L,v,,

J # i olmak tizere herhangi bir O; ile kesisiyorsa L,v, N 00; = {p} 'dir.

H2. convy[A] bir A altkiimesinin hiperbolik konveks zarfim1 gostermek iizere

farkli elemanlarin herhangi (71, j2, 73) tcliisi icin
convg[0;, U 0,] N O, =0
"dir.
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Konformal disk modelinde 0O; ’in bir p noktasindaki hiperbolik normal
vektorii ile Oklidyen normal vektériiniin yonleri aymdir, boylari ise bir A(p) > 0
pozitif katsayisi ile birbirinden ayrilir. Boylece yukaridaki kosullar1 saglayan
engeller kiimesi i¢in, herhangi bir 0O; tlizerinde bir p noktasi ve bu noktada
disadogru bir v, vektorii verildiginde, Oklidyen durumdaki gibi Lyv, 1smu (j #
i) olmak tizere 0O; kiimesini en fazla iki noktada kesebilir. Bu noktalar ¢ ve
r olarak gosterilirse, ilk degme noktas1 ¢ € 00; ’da (ng, v,) < 0, ikinci degme
noktasi r € 00, 'de ise (n,,v,) > 0 olur. Eger L,v, 1511 00; 'ye teget ise
q =1 ve (ng,v,) = 0 olacaktir. (Sekil 4.6).

L,v, 1smimin ¢ € 00, noktasinda belirledigi hiz vektori v, 'nun n, normal

vektortine gore yansimasi, ¢ € 00; noktasinda
Wy = Vg — 2(Ng, Vg)Nq
disadogru birim vektoriinii verecektir. Bu ise
(p, Up) — (q, Vg — 2<”Q7”q>nq>

eglemesinin yapilmasina olanak saglar. Bu egleme, dontigiim seklinde ifade

edilebilir:

faz uzay1 olmak iizere

Si = {(p,v,) € S(TB") | (ny,v,) >0 ve 3j # ¢ igin L,v, N00; # 0}

00,
K
ve Qo = |J 5; olsun. Bu durumda bilardo doniigiimii
i=1
[:iQo — @
fivp) = (4,05 — 2(ng, vg)ng)

olarak tanmmlanir (Sekil 4.6). Bu béliimde agagidaki teorem kanitlanacaktir.
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Sekil 4.6: Konformal disk modelde L,v, 1 00; engelinde yansimast: w, = v, —

2(vg, ng)nq

Teorem 4.8 i, € {1,2,..., K} ve i, # i,.1 olmak tzere, verilen herhangi iki
yonli sonsuz (S;, )nez dizist igin oyle bir (x,)nez dizisi vardur ki (x,) € S;, ve
f(x,) = xpyq dir.

Teorem 4.8 Oklidyen durumda oldugu gibi Kaos Lemma’nin sonucu olarak

kanitlanacaktir. B™ ’in birim kiire demetinin 90; ’ye kisitlanmisi

S(TIB%”)| . 5,

ile gosterilsin. Bu durumda @ faz uzayi, p € 00; ve v, bu noktadaki bir birim

vektor olmak tizere (p,v,) ikililerinin birlesimi

K
Q==
i=1
olacaktir. () 'nun kompakt oldugu agikardir.
Si ={(p,vp) € B | (np,v,) >0 ve Jj # 1 i¢in Lyv, NOO; # 0}

seklinde tanimlanan sembol kiimeleri ikiser ikiger ayriktirlar, ayrica @) icinde
kapali ve dolayisiyla kompakttirlar. Boylece sonlu sayida S; sembol kiimesinin

birlegimi olarak tanimlanan
K
Qo = U Si
i=1

62



kiimesi de kompakttir.
Herbir O; engeli i¢in &; genisletici kiimeler verilmeden 6nce bir 0O; tizerinde

vektor alanlar ile ilgili iki kavram tanimlanacaktir.

Tanim 4.9 D C 00; bos olmayan, kompakt altkime ve o ’da D tzerinde

disadogru birim vektorlerden olusan bir strekli vektor alani olsun, yani o :

v

D — %, strekli kesiti, o(p) = (p, 02(p)) olmak tizere her p € D i¢in (n,, o2(p))
0 kosulunu saghyor olsun. Bu durumda pi,ps € D i¢in oo(p1) ve oo(pa) ‘nin

p1p2 hiperbolik dogru parcasi ile yaptigr agilar siraswyla oy, cs olmak tizere
Vp1,p2 € D igcin oy + g > 7
oluyorsa o, D tzerinde sagilan vektor alami olarak adlandurilor.
Bu kogul Oklidyen durumdaki
Vp1,p2 € D icin (o(p1) — o(p2),p1 — p2) =0

kosuluna denktir. Gergekten ay, s € [0, 7] ve

lp2 — p1]| cosar = (o(p1),p2 — 1)

P2 — p1l| cos az = (o (p2), p1 — P2)

oldugundan

vV

(o(p1) = o(p2);p1 —p2) 2 0

v

—((p1),p2 — p1) — (o(p2),p1 — p2) >0

—|lp2 — p1||(cos oy + cos ) > 0

ajtag
2

) cos(522) < 0 olmahdur.

elde edilir. Bu durumda cos a3 +cos ag = 2 cos( 5

Ancak -5 < H5 <D ove cos fonksiyonu bu aralikta pozitif oldugundan
7 < oy + oy olmahdir.

Yardimci Teorem 4.10 o : D — %; sagilan bir vektor alany ise farkly nok-

talarda belirlenen hiperbolik wsinlar kesismezler.
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Kanit. o sagilan bir vektor alani olsun ve p; # po noktalarinda belirledigi
hiperbolik 1ginlar bir ¢ noktasinda kesigiyor olsun. Bu durumda pip.q bir
hiperbolik iiggen formundadir ve i¢ acilari toplami 7 'den kiigiiktiir. Oysa o

sacilan vektor alani oldugundan oy + ap > 7 ’dir. Bu ise bir geligkidir. m

Tanim 4.11 Sagilan bir o : D — %; kesiti i¢in
E1. ¥p € 00; i¢in (n,,o3(p)) > 0.

E2. Her j # i ve Vp € 00,\D i¢in L,o3(p) N 00; = 0.

kosullary saglanacak sekilde bir o* : 00; — X; stirekli genislemesi bulunabili-

yorsa o ‘ya genisletilebilirdir denir.

Simdi f bilardo doniisiimii igin (S;)X, dekompozisyonuna gore genisletici

kiimeler tanimlanabilir:

& ={E CX;| D, C 00; iizerinde sagilan ve genigletilebilir o : D, — ;

vektor alani vardwr ki, £ = o(D,) = Gor(o) 'dur.}

O; hiperbolik konveks oldugundan p;p, hiperbolik dogru parcgasini igerir.
Boylece bu dogru parcasmin p; ve py 'deki tegetleri ile n,, ve n,, nin ig

carpimm sifirdan kiigtiktiir. Yani n,, ve n,, nin p;p, hiperbolik dogru pargasi

ile yaptig1 agilar § ’den biiyiiktiir. Boylece 00; iizerinde n digsadogru birim
normal vektor alani sagilandir. Ayrica her p € JO; noktasinda normal vektor
taniml oldugundan & # () “dir.

{&}E, 'nin bir genigletici kiimeler ailesi oldugunu gostermek icin F €
& verildiginde i # j ise f(E;) € &, olacak gekilde E; C E N S; kiimesinin
var oldugunun gosterilmesi gerekmektedir. Bunun i¢in F € &; verildiginde
saglanan durumlar1 not etmek faydali olacaktir.

Burada 00; "n farkh noktalarindaki lifler (fiberler) birbirinden farkl oldu-

gundan, derece kavrami Oklidyen durumdaki gibi hemen kullamlamaz. Ancak
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paralel tagima araci ile o : 00; — %; Kesiti icin derece kavrami tanimlanabilir.
o kesitinin p € 00; noktasinda belirledigi o9(p) vektoriintin orijine paralel

taginmast ile elde edilen vektor &(p) ile gosterilmek tizere
o:00; — TyB" = Sﬁ_l
fonksiyonu tanimlanabilir. ¢ kesitinin derecesi de
der(o) = der (&)

olarak tanimlanir.
Her p € 00; icin (n,,o%(p)) > 0 sartim sagladigindan dolayr o* igin

agagidaki yardimei teorem verilebilir:
Yardimci Teorem 4.12 ¢* : 00; — ¥; stirekli kesiti icin der(c*) =1 ’dir.

Kanmit. o* kesitinin belirledigi vektorlerin 0 noktasina paralel taginmasi ile
elde edilen dontigim ¢* : 00; — Sﬁ_l ve benzer sekilde normal vektorlerin
taginmasiyla elde edilen doniisim n : 00; — Sﬁ_l olsun. Paralel tasima

dogrusal izometri oldugundan her p € 00; i¢in

(fp, 7" (p)) = (np, 05(p)) 2 0
"dir. Boylece

H : 00;x[0,1] — Sg*

ti, + (1 = )" (p)
H(p,1) ti, + (1 —t)a*(p)|]

doniigimii 6* ile n arasinda bir homotopidir. Boéylece der(c*) = der(6*) =

der(n) elde edilir. Diger taraftan 7 Oklidyen normal vektér alam olmak iizere

90; —"—— gn-1

T o
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diyagrami komiitatiftir. Bu diyagramda S"~! — Sp~! déniigiimii vektoriin
boyunu normlama déniigiimiidiir. Orijinde Oklidyen olarak boyu 1 olan vektoriin
hiperbolik boyu 2 dir. Dolayisiyla vektoriin boyunu hiperbolik olarak normla-
maktadir. Boylece bu doniigiimiin derecesinin 1 oldugu aciktir. Bu durumda

Hopf derece teoreminden dolay1 der(c*) = der(n) = der(n) = 1 elde edilir. m

Yardimci Teorem 4.13 Her g € B"\O; i¢in ¢ € L,05(p) olacak sekilde bir

p € 00; noktast vardur.

Kanit. ¢ € B"\O; noktasi verilsin. Bir hiperbolik izometri ile sifira taginabi-
leceginden ¢ = 0 varsayilabilir. Her p € 00; noktasina 0 ’a dogru bir birim
vektor karsilik getiren w : 00; — X; kesiti tanimlansin. Bu kesitin belirledigi
vektorlerin orijine paralel tagimmasiyla elde edilen doniigiim de @ : 90; — Sg*
ile gosterilsin. (Sekil 4.7). @ orten degildir, ¢linkii py € 00; noktasi verildiginde
her p € 00; icin W(p) # —&(po) 'dir. Boylece der(v) = der(—w) = 0 'dir.

Sekil 4.7: w déniisiimii her p € 0; noktasina orijine dogru birim vektor kargihik getirir

Varsayalim ki her p € 00; igin 6*(p) # @(p) olsun. Bu durumda

H :00; x [0,1] — Sp*
to*(p) — (1 —t)w(p)
[to*(p) — (1 = t)w(p)|l

doniigiimii 6* ile —@ arasinda bir homotopidir. Gergekten H (p,0) = —@(p) ve

H(p,t) =

H(p,1) = ¢*(p) 'dir. H ’nin siirekli oldugunu gostermek igin |[t5*(p) — (1 —
t)w(p)|| # 0 oldugunun gosterilmesi yeterlidir.
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Eger bir t € [0, 1] igin |[t6*(p) — (1 — t)@(p)|| = 0 olsayd,

[to"(p) = (1 =t)@(p)| =0 <= t5"(p) — (1 - t)w(p) =0
> t5"(p) = (1-t)w(p)

= |tllg" )l =t = tlo@)l

ve [|6*(p)|| = |@(p)|| = 1 oldugundan [t| = |1 — | elde edilirdi. Buise t = 1 ol-
mast demek olurdu ki bu durumda ¢*(p) = @(p) olur. Ancak bu da varsayimla
celigir, yani her ¢ € [0,1] i¢in [[t6*(p) — (1 — t)@(p)|| # O ’dir. Boylece H
siireklidir. Dolayisiyla 6* ile —@ arasinda bir homotopidir. Ancak bu celigkidir,
¢iinkii der(6*) =1 ve der(—&) = 0 'dir.

Béylece en az bir p € 00; i¢in 6*(p) = @(p) olmahdir. Bu @w(p) vektorii
00; tizerine geri tagindiginda ¢ = 0 noktasina dogru birim vektor elde edilir.
Yani 0 € L,05(p) 'dir. m

E; C E kiimesi

Ej =A{(p,02(p)) € E | Lyos(p) N 00; # 0}

seklinde tanimlansin. Boylece asagidaki sonug ifade edilebilir.

Sonug 4.14 Her j # i i¢in 00; C U Lyoa(p) “dir. Ustelik birlesim
(p.o2(p))€E;

ayrik birlesimdir.
Kanit. ¢ # j icin 00; C B"\O, oldugundan Yardimc: Teorem 4.13’den dolay1
00; ¢ U Lyos(p) dir. Ancak E\E; igin L,05(p) N 00; = () oldugundan
her j 7561535 00; ¢ U Lyoa(p) olmahdir. Diger taraftan o sacilan vektor
alani oldugundan birloe(gi):relriLJ jayrlktlr. [ ]

f(E;) € & oldugunu gostermek i¢in 6ncelikle f(E};) 'nin siirekli bir 7 kesi-
tinin goriintiisii oldugu gosterilecektir. o(p) € E; noktasi verilsin ve L,o3(p)

'nin 00; ’ye ilk degme noktasi ¢ olsun. o3(p) 'nin ¢ € 90, noktasma jeodezik

lizerinden paralel tagmmasi P?(oa(p)) = o4 olmak iizere

f(e(p) = (¢:04 — 2(ng, 04)n¢)

67



"dir.
Sonug 4.14, 0O; tizerinde verilen bir ¢ noktasmi g € L,02(p) olacak sekilde

tektiirlii belirli p € D, noktasina gotiiren
7:00; — D,
m(q) = p
doniigiminiin tanimlanmasina olanak saglar. Bu durumda

D, = {q € 90; | (ny, P3(ox(x(0)))) < 0} C 90,  ve

7D, — %
7(q) = Bllozom(q)) —2(ng, Bl(0207(q)))ng
= (4,04 = 2(ng, 04)04)
olmak {izere f(E;) = Gor(r) olur. D, kiimesi bogkiimeden farkhi ve kom-

pakttir.

T _sureklidir : o, n ve P! paralel tagimasi stirekli oldugundan 7 dontigimiintin

siirekli oldugunu kanitlamak i¢in 7 dontigiimiiniin siirekli oldugunu gostermek
yeterli olacaktir.

q € 00, noktasma yakimsayan (¢, )neny C 00; dizisi verilsin. Her n € N
i¢in 7(gn) = pn ve m(¢) = p olsun. Bu durumda d;; = maz{||ju —v|| | v €

00; ve v € 00;} olmak lizere

G = @(tn,o(pn)) Vn € N ve
q = ¢(t,op)

olacak gekilde ¢, ve t € [0, d;;] sayilar1 vardir. Burada ¢ jeodezik akis fonksi-
yonunu gostermektedir.

P dizisinin biitlin yakinsak alt dizilerinin p noktasina yakinsadigi gosterilecektir.
Dny» Pn dizisinin keyfi bir yakinsak alt dizisi olsun ve py € D, noktasina

yakinsasin. Boylece

Qn;, = So(tnka U(pnk))

68



olur. [0, d;;] 'nin kompakthgindan t,, dizisinin ¢,, — t, seklinde bir yakinsak

alt dizisi vardir. o siirekli oldugundan o(py, ) — o(po) olur ve

Qny, = o L2 U(pnki )
! ! !
q = ¢(to , o(p))

elde edilir. Bu ise 02(py) € E; ve ¢ € Ly,0(po) olmasi demektir. Ancak Sonug
4.14 geregince |J L,o2(p) birlesimi ayrik oldugundan p = py olmalidir.

Pn dizisinin Clro(fi)teifri yakinsak alt dizileri p noktasina yakinsamaktadir. Boylece
D, kompakt oldugundan p,, — p elde edilir. Bu durumda 7 siireklidir. Boylece
7: D; — ¥; dontisimiiniin siirekli oldugu gosterilmis olur.

f(E;) = Gor(r) kiimesinin &; genisletici kiimesine ait olabilmesi i¢in 7 'nun
sacilan ve genisletilebilir olmas1 gerekir.

7 sagilan vektor alanidir : Her q1, g2 € D, igin 12(q1) ve 12(g2) vektorlerinin

q1q2 hiperbolik dogru parcasi ile yaptig1 acilar sirasiyla 3; ve (G5 olmak tizere
b1 + B2 > m oldugunun gosterilmesi gerekmektedir.

Oncelikle L, 05(p1) ve L,,049(p2) hiperbolik 1ginlarinin g, ¢ kirigiyle yaptig:
acilar ¢, ve 0, olmak tizere 0, + 6, > 7 oldugu gosterilecektir.

Sekil 4.8 'de gorildigi gibi £pipeqi = o, Lgipega = of olsun. paqy
kiriginin L, o9(p1) 1smiyla yaptigl agt v ve £ga¢qip2 = 7 olsun. Bu durumda
agilarin iiggen egitsizliginden dolayr ae < o, + af ve v < +' + 6, olacaktir.
Diger taraftan v, Apipeq; hiperbolik {iggeninin dig agist oldugundan «; + o

toplamindan buytktir: v > oy + of. Boylece

v

v+ a4 ag ar + o+

YHa, > aptay>T
elde edilir.

Benzer sekilde 6, Apaqgige liggeninin dig agist oldugundan 6y > + + of

‘diir. Buradan da 6 + 60y > 01+~ + af > v+ ol > oy + as > 7 elde edilir.
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Sekil 4.8: 7 sacilan vektor alanidir

Simdi (4, + By > 7 oldugu gosterilecektir. Bunu gostermek icin ayr1 ayri
B; > 0; oldugunu gostermek yeterlidir. ¢; noktasinda gelen ve yansiyan iginlarla
q1q2 kirisinin tanimladigi birim vektorler sirasiyla v, w ve u olsun. Bu durumda
A > 0 olmak tlizere w = v + Angy, yazilabilir. Her iki taraf w ile i¢ carpilirsa, ng,

ile u; arasindaki aci a olmak tizere
<wvu> = <U>u> + >‘<n(J17u>
cos By = cosby + Acosa

elde edilir. O; engeli hiperbolik konveks ve u ige dogru vektor oldugundan

(ng,,u) = cosar < 0 ’duir. Boylece
cos 31 < cos b,

elde edilir. f; ve 61, [0, 7] araliginda oldugundan ve cos fonksiyonu bu aralikta
monoton azalan oldugundan (3; > 6, elde edilir. Benzer sekilde By > 6, ’dir.
Boylece istenilen kanitlanmig olur.

7 genigletilebilirdir : 7 : D, — ¥, doniisimiinii tim 00, iizerine siirekli

bir gekilde genigletmek igin
D7 {q € 90; | (Bf(o207(q)),ng) = 0}

kiimesi tanmimlansi. D’ bogkiimeden farkl ve kapalidir. Ustelik her ¢ € 00,
icin dp € D, ve ¢ € L,09(p) oldugundan 00; = D, U D. ’dir. Bdéylece 7
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doniigimt tiim 00; tzerine

Pi(ozom(q)) — 2(P(o2 0 m(q)), ng)ng ; q € Dy
Pi(02 0 7(q)) . qeD,

m(q) =

olarak genigletilebilirdir. (Sekil 4.9).

Sekil 4.9: Konformal disk modelinde 7 déniigiimiiniin siirekli geniglemesi 7% déniisiimii

D, N Dy, dizerinde (Pf(03 o (q)),ng) = 0 oldugundan 7* iyi tanimhdir ve
D, ve D! tizerinde ayr1 ayri siirekli oldugundan stireklidir.
7* doniigiimii E1 kogulunu saglamaktadir. Eger ¢ € D ise (ng, P{(o3 o

7(q))) < 0 demektir. Bu durumda

(ng,75(q)) = (ng, Bf(020m(q)) — 2(ng, B(02 0 m(q)))ng)
= (ng, Bf(0207(q))) = 2(ny, B(02 07(q)))
= —(ng, Bj(o207(q)))

>0

Eger ¢ € D! ise (ng, Pl(02 0 m(q))) > 0 demektir. Yani bu durumda
da (ng,75(q)) > 0 ’dir. Boéylece 7 doniigtimiiniin E1 kosulunu sagladig:
gosterilmis olur. Diger taraftan H2 hipotezinden dolay1 7, E2 kosulunu da

saglar.
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Boylece f bilardo doniigiimiiniin (S;)%, dekompozisyonuna gore {&}X,
genigletici kiimeler ailesini kabul ettigi gosterilmig olur. Bu durumda Kaos

Lemma’dan dolay1 Teorem 4.8 'nin ispat1 tamamlanir.
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5 TARTISMA, SONUC ve ONERILER

(okgensel bilardo sinifinda, dar iiggenler iginde bulunan Fagnano yoriingelerinin
yaptigi gibi, cokgenin ardigik kenarlarini sirayla dolagan yoriingelerin, konveks
dortgenler icinde bulunabilmesi i¢in gerek ve yeter kogulun dortgenin cembersel
dortgen olmasi gerektigi kanitlanmigtir. Ayrica bazi ¢gembersel altigenler ve
2n-genler i¢inde bu tiir yoriingeler geometrik olarak inga edilmistir.

Konveks bilardo sinifinda, bilinen klasik sonuclara ek olarak, izdiigel bi-
lardo sinifi tanitilmig, 6zel bir egri ailesinin gradyant vektorlerine gére yansima
kavrami tanimlanarak, bu simmiftaki yoriingeler incelenmistir. Bu egri ailesinin
belirledigi bolgede hareket eden pargacigin yoriingesinin bir kaustik egrisine
sahip oldugunun gosterilmesi ilging bir aragtirma konusu olabilir.

Acik bilardo smifinda, Oklidyen ve hiperbolik uzaylarda yansima kural-
larina uyarak hareket eden bir pargacigin, sonlu sayida engeller icin verilebile-
cek iki yonlii sonsuz bir diziyi takip eden bir yoriingenin varligi kanitlanmigtir.
Bu tiir yoriingeler icinde engellerin periyodik bir dizisi de verilebilir. Ancak
noktasal olarak periyodik olan yortingelerin varlhigi problemi iyi bir ¢aligma
konusu olacaktir. Ayrica engel kiimesinin sonsuz sayida eleman igerdigi du-

rumlar da calisilabilir.
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