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Danisman: Dog¢. Dr. Haluk Hiiseyin
2005, 196 sayfa

Tezde, davranigi kontrol vektorlii diferansiyel icerme ile verilen di-
namik sistemlerin oOzellikleri incelenmistir. Bu dinamik sistemler ters
baglant1 prensibi ile kontrol edilip, kontrol fonksiyonlari olarak siiper
stratejiler kullanilmigtir. Siiper stratejinin iirettigi yoriingeler kiimesi
tanimlanmig ve yoriingeler kiimesinin kompakt kiime oldugu kanitlan-
migtir. Verilen kapali kiimenin kontrol vektorlii diferansiyel icermeye
gore pozisyonlu zayif invaryant olmasi i¢in yeter kogullar elde edilmistir.
Bu kosullar infinitesimal bigimde olup, sistemin sag tarafini verilen kiime
degerli doniisiimiin tiirev kiimeleri ile iligkilendirmektedir. Verilen yeter
kosullardan yararlanarak, kontrol sistemin yoriingesinin verilen kiimede
kalmasimi garanti eden siiper stratejiler bulunmustur.

Ayrica siirekli ve alttan yar: siirekli fonksiyonlarin seviye kiimesi o-
larak verilen kiimelerin pozisyonlu zayif invaryantlik 6zellikleri incelen-
migtir. Verilen fonksiyonun yone gore iist tiirevi kullanilarak, seviye
kiimelerinin pozisyonlu zayif invaryantlig: icin yeter kosullar verilmisg ve
kontrol sistemin yoriingesinin verilen kiimede kalmasini garanti eden siiper

stratejiler bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Diferansiyel igerme, Kontrol Sistem, Siiper
Strateji, Yoriingeler Kiimesi, Pozisyonlu Zayif

invaryant Kiime



ABSTRACT
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DYNAMICAL SYSTEMS
DESCRIBED BY DIFFERENTIAL INCLUSION
WITH CONTROL VECTOR
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Graduate School of Sciences

Mathematics Program

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Haluk Hiiseyin
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In this thesis, the properties of the dynamical systems described by
differential inclusion with control vector are investigated. This dynamical
systems are controlled with feedback principle and super strategies are
chosen as control functions. The set of motions of the system generated
by given super strategy is defined and it is proved that the set of motions
is compact. Sufficent conditions for positionally weak invariance of the
given closed set with respect to a differential inclusion with control vec-
tor are obtained. These conditions have infinitesimal form and connect
the right hand side of systems with derivative sets of given set valued
map. Using sufficient conditions the super strategies are defined which
guarantee that the motions of the system remain on the given set.

Furthermore, the positionally weak invariance properties of the level
sets of the continuous and lower semicontinuous functions are studied.
Using upper directional derivatives of the function, the sufficient condi-
tions for positionally weak invariance of the level sets are given. Based on
these sufficient conditions the super strategies are found that guarantee

the motions of the system remain on the given set.

Keywords: Differential Inclusion, Control System, Super Strategy,
Set of Motions, Positionally Weakly Invariant Set
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1 GIRIS

Tez Konusunun Giincelligi. Kiime degerli analizin uygulama alani buldugu
dallardan biri de diferansiyel igermeler teorisidir. Diferansiyel icermeler iki
acidan ele almabilir. Ilk olarak diferansiyel icerme, sag tarafi kiime degerli
doniistim olan diferansiyel denklemdir. Ikinci olarak davramsi diferansiyel
denklemle verilen kontrol sisteminin genel formudur. Diferansiyel icermeler
ilk olarak (bkz. [54, 79]), sag tarafi kiime degerli doniigiim olan diferansiyel
denklemler olarak incelenmis, daha sonra (bkz. [2, 21, 23, 27, 46]), sag tarafi
durum vektoriine gore siireksiz diferansiyel denklemler icin Cauchy problemi-
nin ¢oztimlerinin varhgi aragtirilirken altyapi olarak kullanilmigtir.

60’11 yillarda diferansiyel igermeler i¢in Cauchy probleminin ¢oziimlerinin
varligi, erigim kiimeleri ve integral tiinelin kapaliligi, kompakthgi, baglantilihigi,
¢oziimler  kiimesinin  baglangic  kosullarina  bagimliligi  arastirilmigtir
(bkz. [21, 22, 25, 39, 40, 77]). 70’lerde diferansiyel icermeler bir kontrol sis-
temi olarak incelenmeye baglanmig, davranigi diferansiyel icerme olarak veri-
len kontrol sistemleri i¢in Pontryagin maksimum prensibi kanitlanmigtir (bkz.
[11-13]). Bunu 80’lerde diferansiyel i¢ermelerin evalusyon denklemlerinin bu-
lunusu (bkz. [57 - 59, 78]), ¢oziimlerin viability 6zelliklerinin (bkz. [4, 5, 14,
19, 27, 30, 35 - 37, 42, 44, 48, 51, 60, 61, 74]) incelenmesi izlemigtir. 80’li
yillarin sonu ve 90’h yillarda diferansiyel icermelerin viability ozelligi, diferan-
siyel oyunlar teorisi ve Hamilton-Jacobi denklemleri teorisinde gesitli uygulama
alanlar1 bulmustur (bkz.[18, 24, 31, 32, 43, 66, 68, 69, 71, 72, 76]). Verilen bir
diferansiyel oyunun deger fonksiyonuna, uygun bir Hamilton-Jacobi denkle-
minin bir viscosity (veya minimaks) ¢oztimii kargilik getirilebilecegi ve tersine
verilen bir Hamilton-Jacobi denkleminin bir viscosity ¢oziimiiniin, uygun bir
diferansiyel oyunun deger fonksiyonu oldugu kanitlanmigtir (bkz. [26, 52, 65,
66 - 69, 71, 72]). Boylece diferansiyel oyunlar teorisi ve Hamilton-Jacobi denk-
lemleri teorisi arasindaki siki bag ortaya ¢ikarilmigtir. Diferansiyel icermelerin

erigim kiimelerinin farkl ozellikleri ve niimerik yontemlerle hesaplanmas: da,



bu yillarda diferansiyel icermeler teorisindeki énemli aragtirma konularindan
biri olmustur (bkz. [1, 8, 10, 15 - 17, 32, 33, 49, 50, 55, 56, 73, 75]).

Kontrol teoride, ortaya ¢ikan sistemlerden biride kontrol vektorli diferan-
sivel icerme ile verilen dinamik sistemlerdir. Bu sistemler konfliktli kontrol
sistemlerin genellegmesi olarak ele alinabilir. Ayrica bu sistemler sag tarafi faz
vektoriine gore siireksiz olan diferansiyel denklemle verilen kontrol sistemlerin
incelenmesinde ortaya ¢ikmaktadir. (bkz. [2, 5, 21 - 23, 46, 47])

Tezde dinamigi kontrol vektorlii diferansiyel icerme ile verilen kontrol sis-
temler incelenmektedir. Bu sistemlerde, kontrol fonksiyonu olarak, pozisyonlu
strateji (bkz.[34, 46, 47, 67, 70] ) yardim ile yapilandirilan stiper strateji kul-
lanilmaktadir. Stiiper strateji, pozisyonlu strateji ve ulasilan pozisyonda kontrol
etkinin stirecegi araligi belirleyen fonksiyon ikilisi olarak tanimlanir. Verilen
baglangic pozisyonu i¢in siiper stratejinin tirettigi yoriinge tanimlanmigtir. Sis-
temin yoriingesi kavrami diferansiyel oyunlar teorisinde (bkz.[46, 47, 62, 70] )
kullanilan yoriinge kavramina benzer olarak verilmektedir. Siiper stratejinin
tirettigi farkl bir yoriinge kavrami [29] ¢alismasinda verilmigtir. Bu kavram
tezde verilen yoriinge kavramindan daha karmasik olup, ulagilan pozisyonda
kontrol etkinin siirecegi araligi belirleyen fonksiyonun, pozisyonlar uzayinda
verilen bir kiimeye ve sistemin sag tarafina baglantili olmasini istemektedir.

Teori ve uygulamada, giincel problemlerden biri, verilen kontrol sistemin
yoriingesini 6nceden verilen bir kiimede bulundurmaktir. Bu problem, verilen
kiimenin verilen dinamik sisteme gore zayif invaryant veya giiclii invaryant
olmas: kapsaminda incelenmektedir (bkz.[5, 14, 19, 28, 29, 36, 48]). Ayrica
verilen dinamik sistemin viability 6zelligi de (bkz.[44, 48, 51, 61]), sistemin bir
yoriingesinin verilen kiimede bulunmasi ile denktir.

Tezde kontrol fonksiyonu olarak siiper stratejiler secilerek, dinamigi kontrol
vektorlii diferansiyel igerme ile verilen dinamik sistemin yoriingesinin 6énceden
verilen kiimede kalmasi 0zelligi incelenmektedir. Pozisyonlar uzayinda verilen
kapali kiimenin kontrol vektorlii diferansiyel igermeye gore pozisyonlu zayif

invaryanthk kavrami [28, 29] galigmalarinda verilmigtir. Ele alinan dinamik
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sistemin bu 0Ozelligi, verilen kiimenin kontrol vektorlii diferansiyel icermeye
gore pozisyonlu zayif invaryant olmasi kapsaminda incelenmektedir. Verilen
kiimenin kontrol vektorlii diferansiyel igermeye gore pozisyonlu zayif invar-
yantlik ozelligi, kiimelerin diferansiyel icermeye gore zayif ve giiclii invaryantlik
kavramlarimin genellesmesi olup (bkz. [14, 19, 28, 29, 36, 64]) diferansiyel
oyunlar teorisinde kullanilan stabil koprii kavramina yakimdir (bkz. [46, 47,
67, 70]). Tez de pozisyonlu zayif invaryantlik ozelligi, kiime degerli analizde
ve diizgilin olmayan analizde sikca kullanilan kiime degerli dontisiimlerin tiirev
kiimeleri (bkz. [4, 5, 6, 9, 14, 19, 20, 34, 41, 67, 69]) yardimu ile incelenmekte-
dir. Pozisyonlu zayif invaryantlik igin [29] ¢caliymasinda verilen yeter kogullar,
tezde bulunan yeter kogullarin bazilarinin sonucu olarak elde edilebilir. Ayrica,
verilen kapali kiimenin kontrol vektorlii diferansiyel igermeye gore pozisyonlu
zayif invaryant olmasi i¢in yeni yeter kosullar bulunmustur.

Tezin Amaci. Tez de davranisi kontrol vektorlii diferansiyel icerme ile
verilen dinamik sistemlerin kontrol yontemleri, verilen stiper stratejinin tirettigi
yoriingelerin ozellikleri aragtirilmigtir. Verilen bir kiimenin bu sistemlere gore
pozisyonlu zayif invaryantlik 6zelligi ve sistemin yoriingelerinin verilen kiimede
kalmasini garanti eden siiper stratejinin bulunmasi incelenmektedir. Pozisyon-
lu zayif invaryantlik igin [29] galigmasinda verilen yeter kogullar, tezde bulunan
yeter kosullarin bazilarinin sonucu olarak elde edilebilir. Ayrica, verilen kapali
kiimenin kontrol vektorlii diferansiyel icermeye gore pozisyonlu zayif invaryant
olmasi i¢in yeni yeter kosullar bulunmustur.

Arasgtirma Yontemleri. Tezde geligtirilen yontemelerin temelini, fonk-
siyonel analizin, diferansiyel denklemler ve icermeler teorisinin, kiime degerli
analizin, diizgiin olmayan analizin, diferansiyel oyunlar teorisinin yontem ve
kavramlari olugturmaktadir.

Bilimsel Yenilik.

1. Siiper strateji ve siiper stratejinin verilen basglangic pozisyondan tirettigi

yoriingeler kiimesi tanimlanmigtir. Yortingelerin mutlak siirekli fonksi-



yonlar ve yoriinge kiimelerinin bostan farkli kompakt oldugu kanitlan-

migtir.

2. Verilen kapali kiimenin kontrol vektorlii diferansiyel icermeye gore pozis-
yonlu zayif invaryantlik 6zelligi incelenmistir. Kiime degerli dontistimle-
rin tirev kiimesi kullanilarak verilen kiimenin pozisyonlu zayif invaryant
olmasi i¢in yeter kogul verilmistir. Bu yeter kosullardan yararlanarak, sis-
temin yoriingesinin verilen kiimede kalmasini garanti eden stiper strate-
jiler bulunmusgtur. Verilen yeter kosullar kii¢iik bir hata ile saglandiginda,
pozisyonlu zayif invaryantlik 6zelliginin de kii¢iik bir hata ile bozulacagi

gosterilmigtir.

3. Strekli ve alttan yar stirekli fonksiyonlarin seviye kiimesi olarak verilen
kiimelerin pozisyonlu zayif invaryantlik ozellikleri incelenmigtir. Veri-
len fonksiyonun yone gore iist tiirevi kullanilarak, seviye kiimelerinin
pozisyonlu zayif invaryanthgi icin yeter kosullar verilmis ve sistemin
yoriingesinin verilen kiimede kalmasini garanti eden siiper stratejiler bu-
lunmustur. Seviye kiimesi olarak verilen kiimelerin pozisyonlu zayif in-
varyantligi i¢in bulunan yeter kogullar belli bir hata ile saglandiginda,
pozisyonlu zayif invaryantlik o6zelliginin uygun bir hata ile bozulacag

kanitlanmigtar.

Tezin Teorik ve Pratik Degeri. Tezde elde edilen sonuclar belirsizlik
iceren kontrol sistemlerin yoriingelerine onceden verilen 6zelligi garanti edecek

kontrol fonksiyonlarinin bulunmasinda kullanilabilir.

Tez, ilk boliim girig olmak tizere bes boliimden olugmaktadir.
Ikinci boliim tezde yapilan arastirmalarda kullanilan énbilgiler, temel tanim
ve teoremlerden olugmustur.
Uciincii boliimde, pozisyonlu stratejinin ve siiper stratejinin tirettigi yoriingeler

tanimlanmig, yoringelerin ve yoriinge kiimelerinin oOzellikleri incelenmigtir.



Her yoriingenin mutlak siirekli fonksiyon, yoriingeler kiimesinin ise siirekli
fonksiyonlar uzayinda bogtan farkli kompakt kiime oldugu kanitlanmigtir.

Dordiincti boliimde, verilen kapali kiimenin kontrol vektorlii diferansiyel i-
germe ile verilen kontrol sistemine gore pozisyonlu zayif invaryantlik ozelligi
incelenmektedir. Verilen kiimenin pozisyonlu zayif invaryant olmasi igin yeter
kosgullar verilmistir. Bu kogullar infinitesimal bigimde olup, uygun kiime degerli
doniisimin tiirev kiimeleri ile sistemin sag tarafin iligkilendirmektedir. Po-
zisyonlu zayif invaryantlik icin bulunan yeter kosullardan yararlanarak, sis-
temin yoriingesinin verilen kiimede kalmasimi garanti eden stiper strateji bu-
lunmusgtur. Bu boliimde, verilen yeter kogullar belli bir anlamda ¢ok az bo-
zuldugunda, pozisyonlu zayif invaryantlik ozelliginin de bir anlamda c¢ok az
bozulacagi kanitlanmistir. Bu boliimde elde edilen sonuclar bir 6rnekle 6rnek-
lendirilmistir.

Beginci boliimde, stirekli ve alttan yar:i stirekli fonksiyonlarin seviye kii-
mesi olarak verilen kiimelerin pozisyonlu zayif invaryantlik ozellikleri ince-
lenmistir. Bu tir kiimelerin pozisyonlu zayif invaryanthigi icin yeter kosgullar
bulunmusgtur. Bu kogullar dinamik sistemin sag tarafi ile verilen fonksiyonun
yone gore st tirevlerini iligkilendirmektedir. Ayrica bulunan yeter kosullarin
stabilligi incelenmistir. Yani bulunan yeter kosullar kiigiik bir hata ile saglanir-
ken, pozisyonlu zayif invaryantlik ¢zelliginin de kiiciik bir hata ile bozulacag:

kanitlanmigtir.



2 ON BILGILER

Bu boliimde analiz, konveks analiz, kiime degerli analiz ve diferansiyel icermeler
teorisinin sonraki boliimler i¢in gerekli olan bazi temel tanim ve teoremleri ve-

rilecektir.

2.1 Temel Tanim ve Teoremler

R” ile n-boyutlu Oklid uzay1, z = (21,...,2,) € R? ve y = (y1,...,yn) €

R™ icin

ile x vektoriiniin normu,

i=1
ile x ve y vektorlerinin i¢ ¢arpimlar1 gosterilsin. Agktir ki, ||z = +/(z,z)
olur.

o € R™ ve § > 0 olmak tlizere, xy noktasinin agik ¢ komgulugu
B(xo,0) ={z € R" : ||z — x| < 0}

ve o noktasinin kapali 6 komsulugu

B(xg,0) ={z € R" : ||z — x| < §}
ile gosterilsin. Ayrica,
B={xeR" :|z| <1}

B={zeR": |z <1}

yani sirasiyla B = B(0,1) ve B = B(0, 1) olarak gosterilsin.

Simdi konveks kiimenin tanimi verilsin.



Tanim 2.1.1. £ C R" olsun. ¥V x € E, y € E ve a € [0, 1]igin
ar+(l—a)yeE
olursa, E kiuimesi konvekstir denir.

Bunlarin diginda, x noktasinin A kiimesine uzakhigi
d(z, A) = inf [|lz — a]

olarak tanmimlanir.
C([a,b] ,R") ile  (-) : [a,b] — R™ siirekli fonksiyonlarin kiimesi gosterilsin.

z (1) € C([a,b],R™) i¢in

. = t
lz ()l max | (2)]]

olsun. C' ([a, b],R™) kiimesi ||-|| ile normlu uzaydir.
Asagidaki 6nerme R"™ uzayindaki kiimelerin kompakthigim karakterize et-

mektedir.

Onerme 2.1.1. A C R kiimesinin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,

A kiimesinin kapali ve sinarly olmasidar.

Onerme 2.1.2. /3, 6] z(-) : [a,b] — R" integrallenebilir fonksiyon M C R"
kompakt kime, h.h t € [a,b] i¢in x(t) € M olsun. Bu durumda

b
1
— /:c(t)dt € coM

olur.

Burada coM kiimesi, M C R™ kumesinin konveks zarfiny gostermektedir.
f () : [a,b] — R™ fonksiyonunun mutlak siirekliligi agagidaki gibi tanimlanir.

Tamim 2.1.2. /53] f(-) : [a,b] — R" olsun. Y& > 0 ve [a,b] araligimn ikiser
ikiser ayrik keyfi (a;,b;), (i =1,2,...,k) alt araliklar: i¢in Zle(bi —a;) <9
iken

Z 1£(bs) = flai)| <&
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olacak bigimde § = 6(e) > 0 sayst varsa, f () fonksiyonuna |a,b] araliginda

mutlak sturekli fonksiyon denir.

Yukaridaki tanimdan mutlak siirekli fonksiyonlar ayni zamanda diizgiin

siireklidir. Ancak bunun tersi dogru degildir.
Tanim 2.1.3. £ C R™, f(-) : E — R" bir fonksiyon olsun. Her xi,z5 € E
¢
1S (21) = fla2)l| < Llzy — a2
olacak sekilde L > 0 sayst varsa, f(-) fonksiyonuna L sabiti ile Lipschitz

surekli fonksiyon denir.

Tanim 2.1.4. E C R™, f(:) : E — R™ bir fonksiyon olsun. Her D C E

swnarl kiimesi ve her xq1, xo € D icin

1f (1) = f(z2)]| < Lllzy — 25

olacak sekilde L = L(D) > 0 sayst varsa, f () fonksiyonuna yerel Lipschitz

fonksiyon denir.
Mutlak siirekli fonksiyonlarin tanimindan asagidaki onermeler elde edilir.

Onerme 2.1.3. f () : [a,b] — R" fonksiyonu Lipschitz siirekli ise, [a,b] ara-

hginda mutlak sureklidir.

Onerme 2.1.4. u(-) : [a,b] — R integrallenebilir fonksiyon ve her t € [a,b]
1¢In
¢
16 = [ u(r)ar

ise, f(+) : [a,b] — R mutlak siirekli fonksiyondur.

2.2 Kiume Degerli Dontuisumler. Siireklilik Kavrami ve

Turev Kumeleri

Bu boliimde kiime degerli analizin temel tanimlari1 verilecek ve konu ile
ilgili baz1 teoremler ifade edilecektir.

Asgagida kiime degerli dontigiim kavrami tanimlanmigtir.
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Tanim 2.2.1. X ve Y topolojik uzaylar, ¥ x € X i¢in F(x) C Y olsun.
Bu durumda, F(-) déniigimine kime degerli déniisim ya da kime degerli

fonksiyon denir ve F(-): X ~Y seklinde gosterilir. Ayrica
{(z,y) e X XY | ye Fx)}

olarak tanimlanan kimeye F(-) kiime degerli donisiuminin grafigi denir ve

grF (-) ile gosterilir.

Simdi kiime degerli doniigtimler icin siireklilik kavrami verilsin.

Streklilik

Tanim 2.2.2. [5, 6/ X ve Y topolojik uzaylar, F(:) : X ~ Y kime degerli
dondisim ve o € X olsun. F(xq) kiimesini iceren keyfi N (F(xo)) agik kom-
sulugu alindiginda, ¥ x € M(xq) igin, F(x) C N (F(x¢)) olacak bigimde x
noktasinan bir M(xq) ac¢ik komsulugu varsa, F(-) kime degerli dontisimiine x

noktasinda ustten yary sireklidir denir.

Tanim 2.2.3. [5, 6/ X ve Y topolojik uzaylar, F(:) : X ~ Y kime degerli
dontigim ve xo € X olsun. Keyfi yo € F(xo) ve yo noktasimn keyfi N(yo)
komsulugu alindiginda, ¥ x € M(xg) igin, F(x)(\N(yo) # 0 olacak bigimde
xg noktasinin bir M (zg) agik komsulugu varsa, F(-) kiime degerli dontigimine

xo noktasinda alttan yary siureklidir denar.

Tamim 2.2.4. [5, 6] X ve Y topolojik uzaylar, F(-) : X ~ Y kiime degerli
dontigiim ve o € X olsun. Eger F(-) kime degerli donisimi xo noktasinda
alttan ve istten yary sirekli ise, F(-) kime degerli dénisiimine xo noktasinda
sureklidir denir.

F(-) kime degerli doniistimi her o € X noktasinda sirekli ise F(-) kime

degerli dontsumiu X uzaynda streklidir denir.

Asagida R™’de verilen iki kiime arasindaki Hausdorff uzakligi tanimlanmak-

tadar.



Tanim 2.2.5. F, F C R" olsun.

h(E, F) = max {sup d(z, F),supd(y, E)}

el yeF

sayrsing B ve F kiimeleri arasindaki Hausdorff uzaklhgr denir.

Cogu zaman iki kiime arasindaki Hausdorff uzakliginin bulunmas: igin

agagidaki onerme kullanilir.

Onerme 2.2.1. E F € R" olsun.
hWME,F)=inf{r >0|ECF+r-B, FCFE+r-B}
olur.

Onerme 2.2.2. E, F C R" i¢in 3(E, F) = sup, . d(x, F) olarak tansmlansin.
Bu durumda B(E, F) =inf{r >0 : E C F+r- B} olur.

Ayrica comp(R™) ile R™ uzayimin bogtan farkl kompakt alt kiimeleri uzay,
conv(R™) ile R™ uzaymin bogtan farkli kompakt, konveks alt kiimeleri uzay1
gosterilsin.  Bu durumda (comp(R™), h(-,-)) ve (conv(R™), h(-,-)) metrik u-
zaylardir.(bkz. [6],[8],[23], [41]).
2™ jle R™ uzaymin bostan farkli alt kiimeleri uzayni, cl(R™) ile R™ uzaymin

bogtan farkli kapali alt kiimeleri uzay1 gosterilsin.

A C R” olmak iizere F(-) : A — comp(R™) veya F(-) : A — conv(R™)
bigiminde olan kiime degerli dontisiimlerin zy € A alttan ve tistten yari siirek-

liligin karakterizasyonu verilsin.

Onerme 2.2.3. [5, 6] A C R" olmak iizere F(-) : A — comp(R™) ve x, €
A olsun. F() kiime degerli déniigiminin xo noktasinda tstten yary sirekli
olmas i¢in gerek ve yeter kogsul, her € > 0 sayisina karsilik keyfi x € B(xg, )N
A i¢in

F(x) C F(xg)+¢-B

olacak sekilde 6 = 6(e, o) > 0 saysinin var olmasider.
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Onerme 2.2.4. [5, 6] A C R" olmak iizere F(-) : A — comp(R™) ve xo € A
olsun. F(-) kiime degerli déniisimiiniin xo noktasinda alttan yar siirekli olmast

icin gerek ve yeter kosul, her € > 0 saysina karsiik keyfi x € B(xo,d) N A igin
F(xy) C F(z)+¢-B
olacak gekilde 6 = §(g,x0) > 0 sayisimin var olmasidar.

Onerme 2.2.5. [5, 6] A C R" olmak iizere F(-) : A — comp(R™) ve xy € A
olsun. F(-) kiime degerli doniigiiminiin sirekli olmasy i¢in gerek ve yeter kosul

her e > 0 sayisina karsiik keyfi x € B(xg,d) N A igin
h(F(x), F(xo)) < e
olacak sekilde 6 = 6(e,xo) > 0 saysimn var olmasudar.

Simdi, alttan yar1 stirekli kiime degerli dontigiimiin dizilerle karakterizas-

yonu verilsin.

Onerme 2.2.6. [5, 6, /1] F(-) : R* — d(R™) ve 20 € R* olsun. F(-)
kiime degerli dontisumunun alttan yary stirekli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
n — oo iken x, — xo olacak bi¢imdeki keyfi {x,}>>, dizisi ve ¥V yo € F(zo)
icin, (n =0,1,2,...) y, € F(x,) ve n — oo tken y, — yo olacak bi¢imde bir

{yn}52 dizisinin var olmasidur.

Yine fonksiyonlarda oldugu gibi kiime degerli doniigiimler i¢in de Lipschitz

siireklilik tanimi yapilabilir.

Tanim 2.2.6. A C R" olmak tzere F(-) : A — comp (R™) olsun. Herx,y € A
¢mn

h(F(x), F(y)) < Lz -yl
olacak sekilde L > 0 sayisi varsa, F(-) kiime degerli donisimine L sabitiyle

Lipschitz kosulunu saghyor veya L sabitiyle Lipschitz sureklidir denir.

Konveks kiime degerli doniigtim ve kompakt kiime degerli dontigiim tanimlar:

agagida verilmigtir.
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Tamm 2.2.7. A C R" konveks kiime olmak dizere F(-) : A — 28" Fkime
degerli déontisiminiin grafigi konveks kiime ise F(-) kime degerli doniisimii

konvekstir denir.

Tamm 2.2.8. A C R™ kompakt kiime olmak dizere F(-) : A — 28" Fkime
degerli donisimiinin grafigi kompakt kime ise F(-) kiime degerli déntigimii

kompaktir denir.

Onerme 2.2.7. A C R" konveks kiime olmak iizere F (-) : A — 28" kiime

degerli déniisim olsun. F () kime degerli doniigimiintin konveks olmasy i¢in

gerek ve yeter kosul her A € [0,1] ve her x1, x5 € R™ i¢in
AN F(z)+(1=XN)-F(x)) CFA-z1+(1—=)\)-29) (2.2.1)
icermesinin saglanmasidar.

Tamm 2.2.9. A C R" kapali kiime olmak dizere, F (-) : A — 28" kiime deger-
li dondstimiin grafigi kapaly kiime ise, F (-) kiime degerli donisimii kapalidir

denir.

Tiurev Kimeleri

K C R" kapali bir kiime olsun. Vz € R" igin

1
Tk(z) = {TER" | lim inf 5d($~|—5-7’,K) :O}

5—0t

T[*((x):{TER”| lim %d(x—l—é-r,K):O}

6—0t

olarak tanimlansin.

Tanim 2.2.10. /5, 6, 9] Tk (x) (T (z)) kimesine K kiimesinin x noktasindaki

tst (alt) contingent konisi ady verilir.

Onerme 2.2.8. K C R" kapali kiime olmak iizere ¥ x € R" igin Ty (x), Tj ()

kumeleri kapalidar.

o v & K ise Tx(x) =0, Ti(z) =10,
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o v cintK ise Tx(x) =R", Ti(x) =R"
Onerme 2.2.9. Ty (), Tj:(x) kiimeleri konidir.

Kapali W(-) : [a,b] — 2" kiime degerli déniigiimiiniin alt ve iist diferan-
siyeli tanimlar1 agagida verilmigtir.
Tanim 2.2.11. /5, 6, 1] W (-) : [a,b] — 28" herhangi bir kapal kiime degerli
doniigiim, (t.,z.) € [a,b] x R™ olsun. p € R olmak tzere grafigi Ty (t., x.) C
R kiimesiyle ayna olan

p — DW (L., z.)|(p)

kiime degerli donisimine W (-) kiime degerli dontgiminin (L., z.) noktasindaki
ust diferansiyeli denir.

Tanim 2.2.12. [5, 6, 41] W (-) : [a,b] — 2%" herhangi bir kapal kiime degerli
dondigim, (t.,z.) € [a,b] x R™ olsun. p € R olmak tzere grafigi Ty (t, ) C
R Edimesiyle ayni olan

p— D*W (L., z.)|(p)

kiime degerli donisimine W (-) kiime degerli dontigiminin (t., z.) noktasindaki
alt diferansiyeli denir.

W (-) : [a,b] — 2%" kapali kiime degerli déniisiim, (¢, ) € [a, b] x R™ olmak
uzere,

T — T

DW(t,z)|(1) = { reR":Jx, € W(ty), tp >t, lim

= 2.2.2
tr—tt tp — T} ( )
kiimesine W (-) kiime degerli doniigiimiiniin (¢, x) noktasindaki iist sag tiirev
kiimesi,

D*W(t,z)|(1) = {r e R": 3a(r) € W(r), 7 > ¢, lim x(r) —x

= 2.2.3
T—tt T—1 " } ( )
kiimesine W (-) kiime degerli doniigtimiiniin (¢,z) noktasindaki alt sag tiirev
kiimesi,

T — T

ty—t— tp — 1

DW(t,z)|(—-1) = {T € R" : Jx, € W(ty), tp < t, lim = 7"} (2.2.4)
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kiimesine W (-) kiime degerli déniigiimiiniin (¢, z) noktasindaki iist sol tiirev

kiimesi,

T—1— T—1

D*W(t,z)|(—1) = {r e R": Jx(r) e W(r),7 <t, lim sr)—w = 7“}
kiimesine W(-) kiime degerli dontigiimiiniin (¢,x) noktasindaki alt sol tiirev
kiimesi denir. (bkz. [6, 14, 19, 33])

Onerme 2.2.10. Tirev kimeleri kapaly kumelerdar.

Onerme 2.2.11. Asagidaki esitlikler dogrudur.

DW(t,x)|(1):{r€]R" llmlnféd(:c+§rWt+5 O}

6—0t

D*W(t,x)|(1):{r€R"'5hI(I)1 5d(x+5rWt—i—5 0}
0

DW (t,z)|(—1) = { reR" llgégfad(x —or,W(t—0)) = }

D*W (t,z)|(-1) = { reR": (Slirél+ Sd(x —or,W(t—9)) = 0}

Tiirev kiimelerinin, teget konilerle baglantisi agagidaki onermede verilmek-

tedir.

Onerme 2.2.12. Asagqidaki icermeler dogrudur.

DW (t,z)|(1) c {r e R | (1,r) € Tw(t,z)}
D'W(t,z)|(1) c {r e R" | (1,r) € Ty}, (t,x)}

W) : [a,b] — comp(R") kiime degerli déntigiimii Lipschitz kogulunu
sagliyorsa, Onerme 2.2.12°deki icermeler esitlige doniisiir.

(t,x) € int (grW (+)) ise tiirev kiimelerinin tamami R", (¢,x) & grW (-) ise
bog kiime olur. f tiirevlenebilir fonksiyon ve V¢ € [a, ] icin W (t) = {f(t)} ise
Vt € (a,b) igin

DW(t,x)[(1) = D'W(t,x)|(1) = DW(t x)[(-1)

— DW(t)|(~1) = {Wd_f)}
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olur. Kolaylik olmas1 acisindan

DW(t,2)|(1) = D*W(t,z), DW(ta)|(~1) = D"W(t )
D'W(t,z)|(1) = DIW(t,x), D'W(ta)|(~1) =D W(tz)

ile gosterilecektir.

2.3 Alttan ve Ustten Yar: Siirekli Fonksiyonlar,
Yone Gore Alt ve Ust Tiirevler

Bir f(-) : R® — R fonksiyonunun alt limit ve iist limit kavramlarim vere-

lim.
Tamim 2.3.1. /3] f(-) : R* — R fonksiyon ve xo € R"™ olsun.

sup inf  f(x), inf  sup f(x
§>0 z€B(z0,0) () 0>0 2eB(x0,0) (@)

ifadelerine f(-) fonksiyonunun o noktasinda siraswla alt limiti, st limiti
denir. f(-) fonksiyonunun xo noktasindaki alt limiti iminf, ., f(x) ile dst

limati limsup,_,,. f(x) ile gosterilir. Yani

liminf f(z) =sup inf f(x)

T—x0 5>0 TE€B(z0,9)
ve
limsup f(z) =inf sup f(x)
T—To 6>0 2 B(x0,0)
olur.

Tamim 2.3.2. [3, 14, 30] f(-) : R* — R bir fonksiyon, o € R" ve v € R"

olsun.
lim inf flzo+dv+0y) — f(xo) 7 lim sup flzo+dv+0dy) — f(xo)
§—07t 0 5—0+ )
llyll—0 lyll—0*

saysina f(-) fonksiyonunun siraswyla yone gore alt ve st tirev sayilary denir

9~ f(xzo) 90" f(x0)
Y“Tow T dw

ile gosterilir.
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Onerme 2.3.1. f() : R™ — R bir fonksiyonu yerel Lipschitz ise, keyfi xo € R"

ve v € R"™ i¢in

+ Sv) —

0 ggjxo) _ h?i?jp f(xo + 1(;) f(zo)

0~ f(wo) — liminf f(zo+0v) — f(x0)
ov 6—0t 1)

olur.

Teorem 2.3.1. [20] I sonlu bir kime ve ¥ i € I igin fi(-) : R® — R stirekli

diferansiyellenebilir fonksiyonlar, ¥V x € R™ i¢in

f(x) = ma £(2)
olsun. O zaman f(-) : R — R fonksiyonu keyfi zyo € R" noktasinda keyfi
v € R"™ yonine gére tirevlenebilirdir ve 1(xg) = {i. € I: f;. (o) = f(x0)}

olmak “zere

8f(ﬂﬁo) o afi(IO)
ov 12?55# ox 0]
olur. Burada 9Ji(0) = 9fi(xo) e 9Ji(o) = grad f;(zo) olarak tanimli-
ox ox oz,

dar.

Tanim 2.3.3. f(-) : R" — R bir fonksiyon © € R" olsun. ¥V & > 0 igin
| x —xo ||< 0 iken

f(@) > flxo) —€

olacak bicimde § = (e, xo) var ise f(-) fonksiyonuna xy noktasinda alttan yare

stureklidir denir.

Ve>0igin | v —xo||[<? iken

f(x) < f(xo) +¢

olacak bigimde 6 = 6(e,xy) var ise f(-) fonksiyonuna xo noktasinda tstten yare

stureklidir denir.

16



Vo e AcCR"ign f(-) fonksiyonu alttan (iistten) yari siirekli ise f(-)
fonksiyonuna A kiimesi iizerinde alttan (listten ) yari siireklidir denir. Agk
olarak f(-) fonksiyonunun siirekli olmasi igin gerekli ve yeter kosul f(-) fonk-

siyonunun hem alttan hemde tistten yar1 siirekli olmasidir.

2.4 Diferansiyel igermeler. Varlik Teoremleri ve

invaryantllk

Bu boliimde diferansiyel icermeler teorisinin temel tanimlari verilecek ve
konunun bazi onemli teoremleri ifade edilecektir.
F(-) : a,b] x R* — K(R") kiime degerli doniisiim olsun.

dx(t)
5 € F(t,z(t)) , t € [a,b] (2.4.1)

ifadesine diferansiyel icerme denir. Burada z(-) : [a,b] — R™ bilinmeyen

fonksiyondur.

Tamim 2.4.1. [5, 8, 23] Hemen her t € [a,b] i¢in (2.4.1) i¢ermesini saglayan
mutlak stirekli z (+) : [a,b] — R™ fonksiyonuna (2.4.1) diferansiyel icermesinin

cozumu denar.

Ozel olarak, (2.4.1) diferansiyel icermesinde F(-) kiime degerli doniigiimii
tek degerli ise (2.4.1) diferansiyel icermesi diferansiyel denkleme donitigiir. Yani
keyfi (¢,z) € [a,b] x R™ i¢in F(t,z) = {f(t,x)} ise, (2.4.1) diferansiyel icermesi

dr(t)
— = f(ta()  t € ol

diferansiyel denklemine dontisiir.
(2.4.1) diferansiyel igermesinin tq € [a, b] olmak tizere z(ty) = x¢ kogulunu
saglayan ¢oziimlerinin bulunmasi problemine Cauchy problemi denir. Somut

olarak, to € [a,b] olmak tizere, Cauchy problemini agagidaki gibi yazlr.

i(t) € F(t,z(t)) (2.4.2)

z(to) = o (2.4.3)
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(2.4.2) — (2.4.3) probleminin ¢oziimler kiimesi X (o, x¢) ile gosterilsin ve
t € [a,b] igin
X(tu tOv .flfo) = {.T(t) € R" | ZC() S X<t07 :CO)}
olarak tammmlansin. X (¢; o, zo) kiimesine, (2.4.2) diferansiyel igermesinin (o, o)
baglangi¢ noktasi igin ¢ anindaki erigim kiimesi denir. ty € [a,b] ve Xy C R”
olmak tizere, (2.4.2) diferansiyel igermesinin z (fy) € X, baglangig kogulunu
saglayan ¢oziimler kiimesi X (¢g, Xj) ile gosterilsin. Yani X (¢, Xo)
z (t) € F(t,z(t)) (2.4.4)
2(ty) € Xo (2.4.5)
Cauchy probleminin ¢oztimlerinin kiimesi olsun. Aciktir ki,
X(to,Xo) = {LC() < X(to,%o) X € Xo}
olur.
X(t;to, Xo) = {x(t) € R" :a() € X(to, Xo)}
olsun. X(t;to, Xo) kiimesine (2.4.4) diferansiyel icermesinin (to, Xy) baglangig
kiimesi i¢in ¢ anindaki erigim kiimesi denir.
Teorem 2.4.1. [5, 8, 19, 42] F(-) : [a,b] x R™ — conv(R™) alttan yary sirekli
dondisiim ve ty € (a,b) olsun. O zaman (to—0,ty+0) araliginda (2.4.2)—(2.4.3)
Cauchy probleminin ¢ézimi var olacak sekilde § > 0 vardr.
Teorem 2.4.2. [5, 8, 19, /2] F(-) : [a,b] x R™ — conv(R™) dstten yary siirekli
déndisiim, to € (a,b) olsun. O zaman (to — 0,10+ 6) araliginda (2.4.2) — (2.4.3)
Cauchy probleminin ¢ozumi var olacak sekilde o > 0 vardar.
Teorem 2.4.3. [5, 8 F(:) : [a,b] x R" — conv(R™) dstten yar sirekli
dondigtim, to € [a,b] ve Xo C R™ kompakt kiime olsun. V (t,x) € [a,b] x R"™ ve
bir ¢ > 0 sayist i¢in

max {|[f|[ [ f € F(t,z)} <c(1+[lx]) (2.4.6)

esitsizligi saglansin. O zaman ¥V x(-) € X (to, Xo) ¢ozimd, tim [a,b] araliginda

tanimlanmas  fonksiyondur ve
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i. V() € X(to, Xo) igin ||z(-)||o < R,
i. Yt € la,b], € X(t;tg, Xo) icin ||z|| < R
olacak bicimde R > 0 wvardar.

Teorem 2.4.4. [5, 8] Teorem 2.4.3 tiim kosullari saglansin. O zaman X (to, Xo)
¢oziimler kiimesi C ([a, b] , R™) uzayinda ve hert € [a, b] i¢in X (t;to, Xo) erigim

kiimesi R™ uzayinda kompakt kimelerdir.
W C [0,60] x R™ kapah bir kiime, ¢ € [tg, ] icin
W(t)={zeR": (t,x) e W}

olsun. O halde W(-) : [0,0] — cl(R™) bigiminde kapal bir kiime degerli

dontgiimdiir ve gr W(-) = W olur. W kiimesinin,
(t) € F(t,x(t)) (2.4.7)
diferansiyel icermesine gore zayif invaryanthgr agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 2.4.2. [5, 14, 19, 35 - 87, 64] W C [0,0] x R™ kapali kiimesi ve (2.4.7)
diferansiyel icermesi verilsin. Keyfi (t.,z.) € W noktasina karsilik, her t €
[t 0] (t €10,t.]) i¢in x (t) € W (t) olacak bigimde x (-) € X (t.,x.) ¢Ozimii
varsa, W kimesi (2.4.7) diferansiyel icermesine gore saga (sola) zayif in-

varyanttir denir.

Siradaki teorem, W kiimesinin (2.4.7) diferansiyel igermesine gore zayif

invaryanthigini karakterize etmektedir.

Teorem 2.4.5. [4, 5, 19, 35, 36] F (-) : [0,0] x R" — conv (R™) kiime degerli

dontigtimi ve W C [to, 0] x R™ kapali kiimesi verilsin.
i. F'(-) dstten yar sirekli,
ii. ¥ (t,x) € [0,0] x R™ vebir ¢ > 0 sayise i¢in
max (||l : f € F(t,2)} < ¢(1+ |z}
esitsizligi saglaniyor olsun.
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W kiimesinin, (2.4.7) diferansiyel icermesine gore saga zayif invaryant ol-

mast i¢in gerek ve yeter kosul t < 0 olmak tzere ¥ (t,x) € W igin
F(t,z) N DTW (t,x) # ()

olmasidar.
W kiimesinin, (2.4.7) diferansiyel icermesine gore sola zayf invaryant ol-

mast i¢in gerek ve yeter kosul t > 0 olmak tzere ¥ (t,x) € W i¢in
F(t,x)N D~ W (t,z) # 0
olmasudar.

Burada DTW (t,z) (D~W (t,x)) kiimesi, W () : [to,0] — ¢l (R") kiime
degerli déniigtimiiniin (¢, z) noktasindaki sag (sol) iist tiirev kiimesidir ve (2.2.2)
((2.2.4)) ile tammlanir.

Wkiimesinin (2.4.7) diferansiyel icermesine gore giiglii invaryantligi agagidaki
gibi tanimlanir.

Tanim 2.4.3. [5, 14, 19, 35 - 37, 64] W C [0, 0] x R™ kapali kiimesi ve (2.4.7)
diferansiyel icermesi verilsin. Keyfi (t., x.) € W noktasi, keyfix (-) € X (t., x4)
coziimi ve her t € [t., 0] (t € [0,t.]) icin xz(t) € W (t) oluyorsa, W kiimesi

(2.4.7) diferansiyel icermesine gore saga (sola) giicli invaryanttir denir.

Asagidaki teorem W kiimesinin (2.4.7) diferansiyel igermesine gore giiclii

invaryantligin1 karakterize etmektedir.
Teorem 2.4.6. [5, 19, 35, 36] F' () : [0,0] x R" — conv (R™) kiime degerli
dontigtimi ve W C [to, 0] x R™ kapali kiimesi verilsin.

i. F'(-):]0,0] x R" — conv (R™) kiime degerli doniigimi sirekli,

ii. F'() :[0,0] x R" — conv (R™) kiime degerli donisimi x’e gdre yerel
Lipschitz, yani keyfi sinarle D C [0,0] x R, Y (t1,t3) € D,V (t1,t3) € D
cmn

h(F(t,x1), F(t,22)) < L(D) || 21 — 2 |

olacak bi¢imde L(D) olsun.
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iii. ¥ (t,x) € [to, 0] x R™ vebir ¢ > 0 sayis i¢in
max {|[f|| | f € F(t,2)} <c(l+|z)
esitsizligi saglaniyor olsun.

W kiimesinin, (2.4.7) diferansiyel igermesine gore saga guclii invaryant

olmasu i¢in gerek ve yeter kosul, t < 0 olmak tzere, ¥ (t,xz) € W igin
F(t,x) C DTW (t,x)

icermesinin saglanmasidar.
W kiimesinin, (2.4.7) diferansiyel icermesine gore sola gli¢li invaryant ol-

mast i¢in gerek ve yeter kosul, t > to olmak tzere, ¥ (t,x) € W i¢in
F(t,x) Cc D™W (t,x)

icermesinin saglanmasidar.
Burada DTW (t,z) (D~W (t,x)) kimesi, W(-) : [to,0] — cl(R™) kiime
degerli dontisiminiin (t, x) noktasindaki sag (sol) st tirev kiimesidir ve (2.2.2)

((2.2.4)) ile tanamlanar.

2.5 Kontrol Vektorii Olan Diferansiyel igermeler

ve Ozellikleri

T € F(t,x,u) (2.5.1)

kontrol vektori olan diferansiyel icermesi ile verilen dinamik sistem ele alinsin.
Burada z € R” sistemin durum vektori, v € P kontrol vektori, P C RP
kompakt kiime ve ¢ € [0, 6] ise zamandir. (2.5.1) sisteminin sag tarafi asagidaki

kosullar1 saglasin:

1.5.A V(t,x,u) € [0,0] x R™ x P igin F(t, z,u) konveks, kompakt kiimedir;
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1.5.B Her sabitlenmis u € P igin (t,2) — F(¢,z,u) kiime degerli doniigiimii

ustten yari siireklidir;

1.5.C VY(t,z) € [0,0] x R™ igin max {||f|| : f € F(t,z,u),u € P} <c(1+ |z|)

dir. Burada ¢ > 0 sabit bir sayidir.

u, € P sabitlenmig kontrol vektorii olsun. h.h. t € [0,6] igin
(t) € F(t,x(t), u) (2.5.2)

diferansiyel icermesini saglayan mutlak siirekli z(+) : [0, 0] — R" fonksiyonuna
(2.5.2) diferansiyel icermesinin u, € P kontrol vektériine karsilik bir ¢oziimii
denir. ty € [0,60] ve Xy C R™ olmak tizere, (2.5.1) diferansiyel igermesinin

us € P kontrol vektoriine kargihik ve z(tg) € X, olacak bigimdeki ¢dziimii,

x(t) € F(t,z(t),u.), (2.5.3)
ZE(tQ) c X()
Cauchy probleminin bir ¢oziimiidiir. 1.5.A - 1.5.C' kosullarindan dolay1, her
u, € P i¢in (2.5.3 ) Cauchy probleminin en az bir ¢6ziimii vardir ve bu

¢Oziim [0, 0] araligina devam ettirilebilir. (2.5.3 ) Cauchy probleminin ¢éziimler

kiimesi X (to, Xo, us) olarak gosterilsin. Sabitlenmis ¢ € [0, ] i¢in,
X (t7t07 XOa U,*) = {ZL‘(t) S Rn|x() €X (toaX();u*)}

olsun. X (t;tg, Xo,u,) C R™ kiimesine, (2.5.3) sisteminin (tq, Xy) basglangig

kiimesi i¢in ¢ anindaki erigim kiimesi denir.

Onerme 2.5.1. Keyfi u, € P kontrol vektori, keyfi z.(+) € X (to, xo, us) ve ¥
t € [to, 0] igin
2. (&) < (ol + 1) et —1 (2.5.4)

olur. Burada ¢ > 0 1.5.C' kosulunda verilen sayidur.
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Kanat. x.(-) € X (to,zo,u.) almsin ve sabitlensin. X (%o, o, ux) ¢oziimler

kiimesinin tanimindan,
Tu(t) € F (t,2.(t), us) (2.5.5)
x4(to) = o
olur. 1.5.C kogulundan ve (2.5.5) Cauchy probleminden h.h.t € [to, 6] i¢in
[ < e(X+ [z @)]) (2.5.6)
olur. Acgiktir ki,

Lz > = L (22 @) +24t) +...+22 (1))
= 20, ()i, (8) + 200y (D)iny () + - .. + 22, (D) ()
= 2(z.(t), 2. (1))

esittir. Ve buradan

| G llz®I | = 2] (2.(t), 2.(0)) |
< 2zl

olur. Burada (2.5.6) esitsizligi kullamlirsa, h.h.t € [to, 0] igin
d 2 2
| Sl @I 1< 2el|z. ()] + 2¢fjz. (1)
esitsizligi elde edilir. O halde h.h t € [tg, 0] igin
— Nz )1 < 2ella ()] + 2¢l2.(t)]? (2.5.7)

olur. ||z, (t)||* = y(t) ahmirsa ||z, (t)|| = \/y(¢) olur. (2.5.7) esitsizliginde yerine
yazilirsa

d

Ey(t) < 2e\/y(t) + 2cy(t) (2.5.8)
diferansiyel esitsizligi elde edilir. € > 0 alinsin ve sabitlensin. (2.5.8) esitsizli-
ginden h.h t € [to, 0] i¢in

% (y(t) + ) <2c/y(t) +e+2c(y(t) +¢)
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olur. t € [to, 0] icin y(t) + € > 0 oldugundan h.h. t € [ty, 0] i¢in

%@(t)—i_g) < 2c+ 2 (t)+
a c+ 2c €
y(t) +¢ Y

ve

i( y(t)+€> < 2e+2c\/y(t) +¢

dt
elde edilir. Bu egitsizlikte \/y(t) + ¢ = z(t) olarak alinirsa son esitsizlik

2(t) < c(14 2(t))
olur. Buradan h.h. t € [ty,0] igin

d
pr In(1+42(2)] <c

oldugu goriiliir. Son esitsizlikten Vt € [t, 0] igin,

t t

/di[ln(l—i—z(r))] dr < /ch

.
to to

I (14 2(1)) —In (1 + 2(t0)) < c(t —to),
2(t) < (14 z(tg)) et — 1
oldugu bulunur. ||z,.(t)||* = y(t) ve \/y(t) +& = z(t) oldugundan ve elde
edilen son egitsizlikten, Vt € [to, 6] icin,

[z (O + ¢ < ( ol + € + 1) eclt=to) _ 1 (2.5.9)
olur. (2.5.9) esitsizligi Ve > 0 i¢in dogru oldugundan (2.5.9) esitsizliginden
Vit € [to, 0] igin,

lz. (O] < (lzoll + 1) e —1

esitsizligi elde edilir.

O
M = (||zo]| + 1) @) — 1 (2.5.10)
L =c(1+ M) (2.5.11)

olsun. Burada ¢ > 0, 1.5.C' kogulunda verilen sabittir.
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Sonug 2.5.1. Keyfi u, € P kontrol vektori, keyfi x(-) € X (to, xo, us) i¢in
lz()lle <M
olur. Burada M, (2.5.10) ile verilen sabittir.

Simdi ¢oztimlerin ayni sabitle Lipschitz siirekli olduklarini gosteren énerme

verilsin.

Onerme 2.5.2. Keyfi u, € P kontrol vektori, keyfi x(-) € X (to, 2o, us) ve V
tl, to € [t()?e} zg:m
|xa(t1) — xu(t)]| < L | t1 —to | (2.5.12)

olur. Burada L (2.5.11) ile tanimlanar.

Kanat. Keyfi z,.(-) € X (to,zo,us) ve V tq1, to € [to,0] alinsin ve sabitlensin.
ty < to olsun. z.(-) € X (o, xo, us) ¢Oztimleri [to, 8] araliginda mutlak siirekli
oldugundan V ¢ € [ty, 0] i¢in

t

T (t) = zo + /j:*(T)dT

to

olur. O zaman VY t, ta € [ty, 0] i¢in

T (t2) — xu(th) = /a;'*(r)df
[ (t2) = 2. (t1)] S/Hﬂf*(T)HdT (2.5.13)

elde edilir. 1.5.C' kogulundan

sup{||f|l : f € F(t,z,u), t € [to,0], x € B(O,M), ue P} <c(1+ M)
(2.5.14)
olur. z.(-) € X (to, zo, u«) oldugundan
Tu(t) € F (t, x.(t), us) (2.5.15)
.Z'*(to) = X9
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saglanir. O halde Sonug 2.5.1 ve (2.5.14) geregi h.h. t € [to, 0] igin

olur. O zaman (2.5.13) esitsizliginden ve (2.5.11)’den

. (ta) — 2. ()] < / ()| dr

< /0(1+M) dr (2.5.16)

t1

< L(ty—t) (2.5.17)

elde edilir. Yani z.(-) € X (o, o, us) ¢oziimleri [ty, 0] arahginda L sabiti ile
Lipschitzdir. O

Sonug 2.5.1 ve Onerme 2.5.2 geregi asagidaki sonug elde edilir.
Sonug 2.5.2. V u, € P kontrol vektori igin, X (to,xo,us) ¢oziimler kiimesi

C ([to, 0], R™) uzayinda prekompakt kimedir.

2.6 Transfinit indﬁksiyon Yontemi

Transfinit indiiksiyon yontemi sunulmadan once kismi sirali, sirali, iyi sirali

kiime tanimlar1 ve bu kiimelerin sagladig1 baz o6zellikler verilsin.

Tanim 2.6.1. [45, 53] A herhangi bir kime ve < asaqidaki 6zellikleri saglayan

bir kural olmak tzere,
iV a€eAi¢na<a,
1 Eger a <b,b<aisea=0,
i BEger a <b,b<cisea<c

oluyorsa, A kimesine kismi siraly kime denir.
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Tamim 2.6.2. [45, 53] A kismi suraly bir kiime ve < A kiimesi tzerinde taniml
bir kural olsun. Bu durumda ¥V a,b € A i¢in a < b yada b < a oluyorsa, A

kimesine siraly kume, < kuralina ise siralama yontemi denir.

Tanim 2.6.3. A siraly bir kime ve < A kumesi tzerinde siralama yontemi ve
a, € A olsun. Eger a < a, olacak bicimde a € A yoksa a, ’a A’nin en kii¢ik

(yada birinci) elemany denir.

Tanim 2.6.4. A swralv bir kime ve < A’da siralama yontemi ve a,b € A i¢in
a < b olsun. Eger a < b < ¢ olacak bicimde a ve b’den farkh ¢ € A yoksa a

elemanina b’nin oncul elemans denir.

Tanim 2.6.5. [45, 53] A ve B suraly kiimeler, < ve <* sirasi ile A’da ve B de
siralama yontemleri olsun. Eger keyfi a < b igin w(a) <* ¢(b) olacak bigimde
bire bir, érten bir ¢(-) : A — B donisimi varsa, A ve B’ye siraca esyapilidur

denir ve A = B olarak gosterilir.

Onerme 2.6.1. [45, 53] A, B, C swraly kimeler olsun. O zaman
it A=A
it A2 Bise B= A
1w A= Bve B=(Cise A=C
olur.

Boylece sirali kiimeler denklik siniflarina ayrilabilir. Ayni denklik sinifina
ait sirali kiimeler sinifina bir simge kargilik getirilsin. Bu durumda bu simgeye,
verilen denklik sinifina ait herhangi bir sirali kiimenin order tiirii denilsin.
Boylece aymi denklik siifina ait tiim sirali kiimelerin order tiirii aynidir.

N =1{1,2,3,...} dogal sayilar kiimesinin order tiirii w ile,
Nt ={...,3,2,1} ters sirah dogal sayilar kiimesinin order tirti w™ ile
N={..,-3,-2,—-1,0,1,2,3,...} kilmesinin order tiirii ise 7 ile gosterilsin.

Simdi iyi sirali kiimenin tanimi verilsin.
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Tanim 2.6.6. [/5, 53] A swralv kiime olsun. Eger A kimesinin bostan farkl

keyfi alt kumesinin en kiictik elemans varsa, A kimesine iyi siraly kime denar.

Tamim 2.6.7. [45, 53] Iyi suraly kiimenin order tirine order saysi denir. Eder
wi swraly kimenin eleman sayist sonlu degil ise order sayisina transfinit sain

denir.

Onerme 2.6.2. Verilen iki o ve G order saylar i¢in asagidaki ¢ durumdan

biri saglanar.

a<f, a=p ao>p.

Simdi agagida verilen teoremle transfinit indiiksiyon yonteminin ifadesi ve-

rilsin.
Teorem 2.6.1. [45, 53] a order sayisi, T(a) bir dnerme olmak tzere,
i T(a) onermesi, « = oy iken dogru olsun.

it T(a) dnermesi, ag < o < (3 olacak bigimdeki keyfi o igin dogru iken,

T(5) onermesi de dogru olsun.
O zaman keyfi a« > «q igin T(«) dnermesi dogru olur.

[to, 0] araligr ve h(-) : [to, 0] — (0,0) (6 > 0) fonksiyonu verilsin. L ([to, 0] ;h (-))
C [to, 0] ktimesi agagidaki gibi tanimlansin:

t1 = to + h(ty) olsun. t; > 0 ise

L ([to, 05 1 (-)) = {to, 0}

olarak alinsin.

t1 < 0 iken ty =t + h(t1) olsun. ty > 0 ise

L ([t07 0] ) h ()) = {tO’ l1, 9}

olarak alinsin.
ty < 0 iken tyg =ty + h(tg) olsun. ty > 0 ise L([to,e] ,h()) = {to,t1,t2,9}

olarak alinsin.
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Bu prosediir devam ettirilirken,

tr—1 < 0 iken t, = tp_1 + h(tx—1) olsun. ¢, > 6 ise
L([to,0];h () = {to, t1,t2, ..., tx—1,0}

olarak almsin. Keyfi k = 1,2,... i¢in ty = tx_1 + h(tx_1) olmak lizere t < 0
olsun. sup{ty : k=1,2,...} =t, =10 ise

L ([to,e} ,h ()) = {to,tl,tg, Ce ,tk_l,tk, e ,9}

olarak alinsin.

sup{ty :k=1,2,...} =t, <46

ise t,41 = t, + h(t,) olsun. t,.1 > 6 iken
L ([to, 9] ,h ()) = {to,tl,tz, . ,tkfl, tk, . ;tw, 6}

olarak alinsin.

toyr < 0 ise typo =tyy1 + h(tyyq) olsun. t,.9 > 6 ise

L ([to,@] ,h()) = {to,tl,tg, Ce ,tk_l,tk, Ce ;tw,tw+1,0}

olarak alinsi. Bu prosediir devam ettirilirken

torr—1 < 0 iken ty,p = tyyk—1 + h(tuygk—1) olsun. ., > 0 ise

L ([to,e] ,h ()) = {to,tl,tz, . ,tkfl,tk, e ;tw>tw+17tw+27 .. .thrk,l,e}

olsun.
Keyfi k = 1,2,... i¢in t 4 = tyyr—1 + h(t,ir—1) olmak tizere t, . < 0
olsun.
sup {twrx : k=1,2,...} =t9, =0
ise
L([to,0];h () = {to,t1,ta, -y titsthy o3 twstors, ... 30}

olarak alinsin.
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sup{torr:k=1,2,...} = to, < 6 ise to,y1 = ta, + h(ta,) olsun.

t2w+1 Z 0 ise

L ([to,e] 7h ()) = {to,tl,tg, . ,tkfl,tk, e ;tu.ntuﬂrla . ;tgw,e}

olarak alinsin.

to,r1 < 0 ise to,ro = toy,+1 + h<t2w+1) olsun. to,ro 2 0 ise

L ([t()?e] ) h ()) - {t07t17t27 cee 7tk—17tk:7 s ;tw7tw+1) s ;t2wat2w+l7e}

olarak almmsin. Bu prosediir devam ettirilirken keyfi & = 1,2,... ic¢in

trw < 0 olsun. sup {ty, : k=1,2,...} =t,2 =0 1ise
L([to,e],h()) :{to,tl,tg,...,tkfl,tk,...;tw,...;tgw,...;tkw,...;9}

olarak alimsin. sup {tg, : k =1,2,...} =t,2 <O ise t,2y1 = t,2 + h(t,2) olsun.

to2i1 > 0 ise

L([to,g],h()) :{to,tl,tQ,...,tk_l,tk,...;tw,...;tgw,...;tkw,...;tw276)}

olarak alinsin.

to2p1 < 0ise ty2yo =t,241 + h(ty241) olsun. t,2,0 > 6 ise
L([the] 7h()) = {t07t17"'7tk—1atka"';twa"';t2w7"';tkwa"';tw27tw2 + 170}
olarak alinsin. v.s.

Onerme 2.6.3. [7, 38, 62, 63] [to,0] aralgi ve h(-) : [to,0] — (0,0) (5 > 0)
fonksiyonu verilsin. L ([to,0];h(-)) C [to, 0] kiimesi iyi sirale kiimedir ve bu

kiimenin kardinal sayist kontinyumdan biyik degildir.
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3 STRATEJININ URETTIGI YORUNGELER
KUMESI

Bu béliimde davranigi kontrol vektorli (2.5.1) diferansiyel icermesi ile verilen

dinamik sistemin, yoriingeler kiimesi tanimlanip ozellikleri incelenecektir.

3.1 Pozisyonlu Stratejinin ["Jrettigi Yoriingeler Kiimesi

ve Ozellikleri

Davranigt kontrol vektorli (2.5.1) diferansiyel igermesi ile verilen kontrol edi-
lebilir dinamik sistem ele alinsin. (2.5.1) sisteminin kontrolii ters baglant:
yontemi ile yapilir. U(¢,x) : [0,6] x R" — P bigimdeki fonksiyona pozisyonlu
strateji denir (bkz. [46, 47, 67, 70]). Tim pozisyonlu stratejilerin kiimesi U5
ile gosterilsin.

(to, o) € [0,0] x R™, U, € Uy olsun. Simdi, U, pozisyonlu strate-
jisinin (¢, 7o) baslangi¢ pozisyonundan tirettigi yoriingeler kiimesi tanimlansin.
Bundan 6nce ise U, pozisyonlu stratejisinin (tg, z) baglangig pozisyonundan
trettigi adimh yoriinge tanimlansin ve ozellikleri incelensin. [tg, 8] araligimin
bir

A={tg<t;<...tp1 <t, =20}

keyfi boliintiisti alinsin. za(+) : [tg, 0] — R™ fonksiyonunu

ia(t) € F(t,xa(),U. (t,xa(t)), L€ [tutin)  (3.1.1)

SCA(to):$0, 220,1,2,771,—1

Cauchy probleminin ¢6ziimii olarak alinsin. 1.5.A - 1.5.C kosullarindan dolay1
(3.1.1) Cauchy probleminin en az bir za(+) : [to, 0] — R™ ¢dziimi vardir. Bu
sekilde tanmimlanmig mutlak stirekli za (+) : [to, 0] — R™ fonksiyonuna, U, € Uy,s
pozisyonlu stratejisinin A boliintiisiine karsilik bir adimlh yoriingesi denir. Bu

sekilde tanimlanmig adimh yoriingelerin kiimesi X (¢, zo, Us, A) ile gosterilsin.
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Agiktir ki keyfi z.(-) € X (to, zo,Us, A) i¢in x,(-) mutlak siireklidir ve
X (to, Zo, U*, A) ccC ([to, 0] ,Rn)
olur.

Onerme 3.1.1. V U, € Upos pozisyonlu stratejisi, ¥V A = {tg <t1 < ...tm—1
<ty = 0} bolintisi, keyfi x.(-) € X (to, xo, U, A) ve ¥ t € [tg, 0] igin

lz. (O] < (llzoll + 1) e —1 (3.1.2)

olur.

Kanat. z.(-) € X (to,xo, U, A) almsin ve sabitlensin. X (o, zo, Uy, A) adimh

yoriingeler kiimesinin tanimindan

2.(t) € F (t,2.(t), Uy (ti, 2.(1))) . t € [ti,tinr) (3.1.3)
x*(to):xo, i:0,1,2...,m—1

olur. i = 0 iken h.h t € [to, 1) i¢in

() € F (t,.(t), Us (to, z.(t0)))

Ty (tO) = Zo

olur. ug = U, (tg, z.(ty)) € P oldugundan ve Onerme 2.5.1 geregi Vt € [to, t1)
i¢in,
eIl < (llaoll + 1) =) — 1 (3.1.4)

esitsizligi elde edilir.
(3.1.3) uyarmca i = 1 iken h.h t € [t1,t5) igin

1’*(t) S (t,]}*(t), U*(tla xl))
olur. z,(t;) = 1 denilirse (3.1.4) esitligine benzer olarak Vt € [t1,15) igin

lza (O] < (2]l + 1) e —1 (3.1.5)
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oldugu bulunur. Ayrica (3.1.4) esitsizliginden
[l < (floll + 1) e =) —1
olur. Bu egitsizlik (3.1.5) egitsizliginde yerine yazilirsa Vt € [t;,t5) igin,

@l < [(lzoll + 1) e — 14 1] et — 1
= (ol + 1) et — 1

oldugu goriliir. Buradan Vt € [t, t5) igin
lz. ()] < (lzof| +1) e~ —1

oldugu elde edilir.

Simdi, V¢ € [t;_1,t;) arahginda z,(-) adimlh yoriingesinin
Iz () < (o]l + 1) e — 1 (3.1.6)
esitsizligini sagladigy kabul edilsin. Vt € [t;, t;41) igin z,(-) adiml yoriingesinin
lz. () < (o]l + 1) e — 1

esitsizligini sagladig1 gosterilsin.

(3.1.3) geregi h.h t € [t;,t;41) icin
£.(1) € F (t2.(0), Ui(ts, )

olur. z,(t;) = x; denilsin. u; = U, (t;, z.(t;)) € P oldugundan ve Onerme 2.5.1

geregi Vt € [t;, t;11) igin,

(] < (lzsl] + 1) e —1 (3.1.7)
olur. (3.1.6) esitsizliginden

lill < (llol| + 1) e — 1
elde edilir. Bu egitsizlik (3.1.7) esitsizliginde yerine yazilirsa V¢ € [t;,¢;41) igin

Ol < (ool + 1) et 1 1 1) est-60 _ 1
= (”xOH _I_ 1) eC(t—tO) _ 1
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oldugu goriiliir. Sonug olarak tiimevarim yonteminden V¢ € [tg, 0] igin
lz. () < (flol| + 1) e — 1
oldugu elde edilir. Boylece énerme kanitlanir. O]

Sonug 3.1.1. YV U, € Uy, pozisyonlu stratefisi, V A = {tog < t1 < ...tp-1 <tm
= 0} bolintisi ve keyfi z(-) € X (to, xo, Us, A) igin

lz()lle <M
olur. Burada M, (2.5.10) ile verilen sabittir.

Simdi adiml yoriingelerin ayni sabitle Lipschitz stirekli olduklarini gosteren

onerme verilsin.

Onerme 3.1.2. V U, € Uyos pozisyonlu stratejisi, VA = {tg <t < ...ty,1 <
tm = 0} bolintisi, ¥ x(-) € X (to, xo, Us, A) ve ¥ ty, o € [to, 0] i¢in

i (t2) — 2 (t2) | < L1t — 1 | (3.15)
olur. Burada L, (2.5.11) ile tanimlanar.

Kanit. Keyfi z.(-) € X (to, zo, Ui, A) ve ¥V t1, ta2 € [to, 0] alinsin ve sabitlensin.
t1 < tpolsun. z.(-) € X (to, zo, Ui, A) adimh yoriingesi [y, 0] araliginda mutlak
stirekli oldugundan V¢ € [to, 6] i¢in

t

2.(t) = 20 + / i (7)dr

to
olur. O zaman VY ti, to € [to, 0] icin

to

Ti(to) — wo(ty) = /f*(T)dT

t1

ve

Hm@ﬁ—%ﬁﬂné/ﬂmﬁww- (3.1.9)
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elde edilir. 1.5.C' kogulundan

sup{||fll : f € F(t,z,u), t € [to,0], x € B(0,M),ue P}
< c(1+M)

(3.1.10)

olur. z.(-) € X (to, xo, Us, A) oldugundan

E(0) € F(ban). U (b)), € [itin)
z.(to) = o, i=0,1,2...,m—1

saglanir. O halde Sonug 3.1.1 ve (3.1.10) geregi h.h. t € [to, 0] i¢in

olur. O zaman (3.1.9) esitsizliginden ve L sabiti, (2.5.11) ile tanimli olmak

uzere,

umag—xﬁnns/Wmvwm

< L(ty—t) (3.1.11)

elde edilir. Yani z.(-) € X (to,zo, U, A) adimh yoriingesi [to, 0] araliginda L
sabiti ile Lipschitzdir. O

Sonug 3.1.1 ve Onerme 3.1.2’den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1.2. V U, € U,y pozisyonlu stratejisi, VA = {tog < t1 < ...tpm_1 <tn
=0} bolintisi i¢in X (to, xo, Uy, A) adimle yoringeler kiimesi C ([to, 0], R™)

uzayinda prekompakt kumedir.

imdi (¢g,z9) baslangic pozisyonu icin U, € U,,s pozisyonlu stratejinin
slangi¢ pozisy G pos POZISY )

urettigi yoriingeler kiimesi tanimlansin.

Tanim 3.1.1.

X (to,xo,U*> :{:1:() : [to,e] — R" | E'{Ak}zozl, E'I‘k(> c X(to,!ﬂ(], U*,Ak) >

k — oo igin diam(Ay) — 0, xk(-) — z(-)} (3.1.12)
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kiimesi tanimlansin. Bu kiimeye U, pozisyonlu stratejisinin (ty,zo) baslangi¢
pozisyonundan trettigi yoringeler kiimesi, x(-) € X (to,xo, U*) fonksiyonuna

1se yorunge denir.

Burada Ay, = {to = t(()k) < tgk) <...< ti:gk) = 6’} olmak tizere

diam(Ay) = max { (tgi)l - tgk)> (i=0,1,... ,m(k:)}
olarak tanimlanar.
Onerme 3.1.3. YV U, € Uy, keyfi x.(-) € X (to, w0, U,) ve ¥ t € [to,0] igin
|z (D < (lol| + 1) et —1 (3.1.13)
olur.

Kanit. Keyfi sabitlenmis U, € Uy igin x.(+) € X (to, zo, Us) alinsin ve sabitlen-
sin. X (to, zo, Uy) yoriingeler kiimesinin tanimindan & — oo iken diam(Ag) —
0 olan {Ag}%2, boliintiiler dizisi ve x(-) — x.(-) olacak sekilde {zx(-)}32, C
X (to, o, Uy, Ag) adimh yoriingeler dizisi vardir.
Vk=1,2,...icin 2;(-) € X (to, zo, U,, Ag) oldugundan Onerme 3.1.1 geregi
Vt € [to, 0] igin
(] < (ol + 1) e — 1 (3.1.14)

olur. Ayrica k — oo iken diam(Ay) — 0 ve zx(-) — z.(-) diizglin yakinsak

oldugundan, (3.1.14) esitsizliginde limit alinirsa V¢ € [to, 0] i¢in
lzo () < (o]l + 1) e — 1
oldugu elde edilir. O
Sonug 3.1.3. V U, € Uy, ve keyfi x.(-) € X(to,zo,Us) icin
2. ()lle < M (3.1.15)

olur. Burada M (2.5.10) ile tanvmlanar.
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Simdi yoriingelerin ayni sabitle Lipschitz stirekli olduklarini gosteren bir

onerme verilsin .

Onerme 3.1.4. V U, € Uyos pozisyonlu stratejisi, keyfi x(-) € X (to, zo, Us) ve
v tl, to € [to,e] zgm

olur. Burada L, (2.5.11) ile tanimlanar.

Kanit. Keyfi sabitlenmis U, € U, icin x.(-) € X(to, o, Us) alinsin ve sabit-
lensin. ¢; < ty olsun. X (to, zo, U,) yoriingeler kiimesinin tammindan & — oo
iken diam(Ag) — 0 olan {A}%2, bolintiiler dizisi ve zx(-) — x.(-) olacak
sekilde {x(-)}32, C X (to, xo, Us, Ay) adimh yoriingeler dizisi vardir.

Vk = 1,2,... icin x4(-) € X (to, xo, Uy, Ay) oldugundan ve Onerme 3.1.2
geregi

low(t) — 2pta)|| < L |t —ts | (3.1.17)

olur. Ayrica k — oo iken diam(A;) — 0 ve xi(-) — z.(-) diizglin yakinsak

oldugundan, (3.1.17) esitsizliginde limit alinirsa,
[2:(t2) — 2 (t1)[| < L (t2 — t1)
oldugu elde edilir. O

Onerme 3.1.5. V U, € U,os pozisyonlu stratejisi i¢in X (to, xo, Uy) yoringeler

kiuimesi kapaly kimedir.

Kanit. Keyfi sabitlenmis U, € U,ps i¢in {z,(-)}22, C X (¢, x0, U,) almsin ve
n — oo iken z,(:) — z.(-) olsun. Bu durumda z,.(-) € X (tg, o, U.) oldugu
gosterilsin.

Vn=1,2,...icinz,(-) € X (to, o, U,) oldugundan ve X (to, ¢, U,) yoriinge-
ler kiimesinin tanmmindan her Vn = 1,2, ... icin k — oo iken diam(Ang)) —0
olacak sekilde {Agﬂ) }ZO X boliintiiler dizisi ve Vk i¢in x%k)() eX <t0, xo, Uy, Agﬁ)>

olmak tizere k — oo iken :E,(lk)() — x,(+) olacak sekilde {ng)()}zo dizisi
—1
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vardir.
Zp(+) — z4(-) oldugundan 2% i¢in
() = 2.0l < o (3.1.18)
olacak sekilde bir n; vardir. Vi igin z,,(-) € X (to, o, Us) oldugundan, k — oo
iken
e9() = 20, ()

diizgiin yakinsar. Ayrica k — oo iken diam(Agj)) — 0 olur. O zaman % icin
i

1
diam(A%)) < = (3.1.19)
’ )
ve
(ki) 1
70 () = 2, Ol < 52 (3.1.20)

olacak gekilde bir k; vardir. Secilmis ve sabitlenmis 7 i¢in (3.1.18) — (3.1.20)

: 1
esitsizliklerinden diam(AY)) < = iken
i

|2 () — 2. ()|

1257 () = @y () + @0y () — 2.()|

ki
< o () = @ Ol + lln, () = 2.0
1
< =
i
olur. Sonug olarak A% = Al ve :177(1’?)() = x%(-) olarak almirsa z%(-)
€ X (to, zo, Uy, AL) olmak tizere
- 1
diam(Al) < - (3.1.21)
i
ve
; 1
25 () = 2 () < - (3.1.22)

olur. (3.1.21) ve (3.1.22) den i — oo iken diam(A') — 0, z'(-) €
X (to, xg, Uy, Al) olmak iizere

7,() = ()
oldugu goriliir. X (t9, xg,U,) yoringeler kiimesinin tanmmmdan z.(-) €

X (to, zo, Uy) olur. O zaman X (to, o, U,) yoriingeler kiimesi kapal kiimedir.

]
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Sonu¢ 3.1.3, Onerme 3.1.4 ve Onerme 3.1.5 geregi asagidaki sonuc elde
edilir.
Sonug 3.1.4. V(tg,z0) € [0,0] x R™ ve U € Upps icin X(to,zo,U,) kiimesi
C([to, 9], R”) wzaynda kompakt kimedir.

(2.5.1) ile verilen dinamik sistemlerde, kontrol fonksiyonu olarak pozisyonlu
stratejiler degil, sadece zamana bagl kontrol fonksiyonlar da kullanilabilir.
Ancak bu tiir kontrol yontemi, (2.5.1) ile verilen kontrol sistemlerde kontroliin

kalitesini biiyiik 6lgiide diigtirebilir. Asagidaki 6rnek bu durumu agiklamaktadir.

Ornek 3.1.1. Davraniss,
() e[-1,1]+u (3.1.23)

ile verilen sistem ele alinsin. Burada x € R, t € [0,1], u € [—1,1] olsun.

Pozisyonlu stratejinin tanimindan dolays,
Upos = {U() | U(t,2) - [0,1] x R — [-1,1]}
olur.
Upr = {u(-) | u(t):[0,1] — [—1,1], u(-)dl¢ilebilir}

fonksiyonlar kiimesi tanvmlansin. Uy, kimesine programl kontrol fonksiyonlar:
kiimesi denar.

W ={(t,z) €[0,1] x R : z = 0} (3.1.24)
olmak tizere, W C [0,1] x R igin,
W(t)={zeR: (t,x) e W}

kiimesi tanvmlansin. O halde (3.1.24) gereqi ¥ t € [0, 1] i¢in W (t) = {0} olur.
U, € Upos, to € [0,1], x € R igin (3.1.23) sisteminin U, pozisyonlu stratejisinin
(to, o) baslangic pozisyonundan trettigi yoringeler kiimesi X (to, xo, U,) olarak
gosterilsin.

Simdi u.(-) € Uy, to € [0,1], o € R alinsin.
(t) € [—1, 1]+ u(t), x(to) = zo
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diferansiyel icermesinin ¢ézimler kimesi Y (to, o, us(+)) olarak gosterilsin.
Y (to, o, u.(-)) kiimesine, (3.1.23) sisteminin u.(-) programle kontrol fonksi-
yonlarimin (ty, xo) baslangi¢ pozisyonundan drettigi yoringeler kiimesi denir.
Agiktur ki (0,0) € W olur. Asagidaki iki problem ele alinsin.

Probleml (%o, x¢) = (0,0) olsun. ¥ z(-) € Y (0,0,u.(-)) ve V t € [0,1] i¢in
x(t) € W(t) olacak bigimde bir w.(-) € Uy, var mi?

Problem2 (ty,z¢) = (0,0) olsun. V z(-) € X (0,0,U,) ve ¥ t € [0,1] i¢in
x(t) € W(t) olacak bi¢imde bir U, € Upps var ma?
Once Problem1 incelensin.
Probleml ’in ¢oziimi olacak bigimde u.(-) € Uy, oldugu kabul edilsin. ¥ t €

0, 1] i¢in erigim kimesi,
Y (t;0,0,u.(-)) = {x(t) e R:x(-) € Y(0,0,us(-))}

olarak tanymbidur. Programl kontrol fonksiyonu Problem1’in ¢ézimi, u.(-) €

Upr ve V' t €[0,1] igin W(t) = {0} oldugundan, ¥ t € [0,1] i¢in
Y (t;0,0,u.(-)) = {0} (3.1.25)
oldugu bulunur. Ancak Y (0,0, u.(-)) yoringeler kimesi,
(t) € [-1,1] + u.(t), z(0)=0
Cauchy probleminin ¢ozimler kiimesi oldugundan aciktir ki,

B(t) = —1+w(t), w©)=0

Ba(t) = 1+ut), 12(0)=0 (3.1.26)

Cauchy problemlerinin ¢ézimleri olan, y,(-) : [0,1] — R, y(+) : [0,1] — R
icin y1(-) € Y (0,0,us(-)), y2(-) € Y (0,0,u.()) olur. (3.1.26) Cauchy prob-
lemlerinden ¥V t € [0,1] igin

yi(t) = —t—i—/o uy(T)dT
ya(t) = t+/0tu*(7)d7
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oldugu elde edilir. O halde buradan ¥V t € [0, 1] i¢in,
ya(t) — ya(t) =2t (3.1.27)
bulunur. (3.1.25) geregi ¥V t € [0, 1] i¢in
yi(t) =0, () =0 (3.1.28)

oldugu elde edilir. Bu durumda (3.1.27) ile (3.1.28) ¢eligir. O halde prob-

lem1’in ¢ozimi olacak bigimde wu.(-) € Uy, yoktur.

Simdi problem?2 ele alinsin. ¥ t € [0, 1], x € R olmak iizere,

-1, x>0
U(t,z) =40, =0 (3.1.29)
1, z <0

pozisyonlu stratejisi alinsin.
X (0,0,U,) =A{z(-) : [0,1] = R|Vt € [0,1] igin x(t) =0}
oldugu kamitlansin. [0, 1] araliginin, k = 1,2, ... i¢in

A = {0 = <P < < t(kzk) = 1}

m

boluntileri alinsin ve k — oo iken diam (A(k)) — 0 olsun. Burada

diam (A(k)) = max {tgi)l — B = 0,1,2,...m(k) — 1}

7

olarak tanwmlbidir. SimdiV xi(-) € X (O, 0,U,, A(k)) adimly yoringeler alinsin.

Adimly yoringenin tanimindan

in(t) € [1,1] + U.(tP, 2P, te{tg’”,tgﬂ) (3.1.30)

2e(0) =0, i=0,1,2... m(k)—1

(k) _

olur. Burada z;"’ = xk(tl(»k)) olarak tamvmbdir. Bu durumda V' t € [0, 1] i¢in

| 2x(t) |< 2diam (AW) (3.1.31)
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oldugu kanatlansin.
t e [O,tgk)] alinsin. O halde .Tk(t(()k)) = 24(0) = 0 oldugundan, (3.1.29) ve
(3.1.30) geregi h.h.t € [O,tgk)) icin

i(t) € [-1,1]
olur. Buradan, ¥ t € [O,tgk)) icin
| 2(t) <t <t < 2diam (A®) (3.1.32)

oldugu bulunur.

Simdi t € [t 1) olsun. O halde (3.1.30) geregi h.h.t € [t 1) icin

in(t) € [=1,1) + U (1, (M) (3.1.33)
olur. Burada xgk) = azk(tgk)) olarak alinmastir. Bu durumda (3.1.32) egitsizli-
ginden

| 27 |< 2diam (A™) (3.1.34)

oldugu bulunur. xgk) icin u¢ durum soz konusudur.

1. xgk) > 0 olsun

Bu durumda (3.1.29) geregi U*(tgk),mgk)) = —1 ve (3.1.33) geregi xx(-)

fonksiyonu [tgk),tgk)] araliginda, h.h.t € [tgk),tgk)) icin

ir(t) € [1,1] =1, a(t") = 2"

k k
. 47)

Cauchy probleminin ¢ozimi olur. O halde buradan h.h.t € [t i¢cin
n(t) € [-2,0], a2 (t]) = a?

elde edilir. O zaman ¥V t € [tgk),tgk)) igin
—2(t =t 4+ 2P < () < 2P (3.1.35)

oldugu bulunur. (3.1.34) ve (3.1.35) egitsizliklerinden ¥V t € [tgk),t;k)) igin
zi(t) < 2diam (AW) (3.1.36)
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olur. Ayrica :cgk) > 0, (3.1.35) egitsizligi ve diam (A(’“)) ‘nan tanmimandan,

() = =20t = 1) +af”
> —2diam (A(k))—i-xgk)
> —2diam (A®) (3.1.37)

oldugu bulunur. (3.1.36) ve (3.1.37) esitsizliklerinden ¥V t € [tgk) t( )) igin
| 2x(2) |< 2diam (AW) (3.1.38)
oldugu elde edilir.

(k) < 0 olsun.

O halde (3.1.29) geregi U, ( i ,xgk)) =1 ve (3.1.33) geregi xy(-) fonksiyo-
nu [tg ) 4P | araliginda, h.h.t € [tlk),ték)) icin
in(t) € L1+ 1, 2 () = 2"
Cauchy probleminin ¢ozimi olur. O halde h.h.t € [tgk),tgk)) 1$¢in
k() €0,2],  ap(tl) =2
elde edilir. O zaman V' t € [t} ¢ t(k)) $in

2 <) < 2t — ) 4+ 2P (3.1.39)

oldugu bulunur. Buradan ¥ t € [tgk),tgk)) icin (t — tgk)) < diam (AW),
xgk) < 0 oldugundan ve (3.1.39) esitsizliginden ¥V t € [tgk),tgk)) igin

2x(t) < 2diam (A™) (3.1.40)

olur. Ayrica (3.1.34) esitsizliginden — —x1(k) < 2diam (A®)) olur. Bu-
radan ve (3.1.39) esitsizliginden V t € [tgk),tgk)) igin

zi(t) > 2P > —2diam (AW) (3.1.41)
oldugu gérilir. O halde (3.1.40) ve (3.1.41) esitsizliklerinden

| 2k (t) |< 2diam (A™) (3.1.42)
oldugu elde edilir.
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3.

xﬁ’“) =0 olsun.

Bu durumda (3.1.29) geregi U, ( i ,xl ) = 0 ve (3.1.33) geregi xx(+)

fonksiyonu [tgk),tgk)] araliginda h.h.t € [tgk), ¥ )) icin
in(t) € [-1.1], ax(ty”) =0

Cauchy probleminin ¢ézimi olur. O halde V¥V t € [tgk), tgk)) icin

—(t =t <ap(t) < (¢t —t)

oldugu bulunur. (t—tgk)) < 2diam (A(k)) oldugundan ve son esitsizlikten

vt e [t 7 icin
| 2 (t) |< 2diam (A(k))

olur.

(3.1.43)

Sonug olarak (3.1.38), (3.1.42) ve (3.1.43) egitsizliklerinden ¥ t € [tgk), tgk)) icin

| z(t) |< 2diam (A(k))

oldugu elde edilir.

Simdi, ¥ t € [t 1) icin

1—1 Vs

| z1(t) |< 2diam (A(k))

dogru oldugu kabul edilsin, ¥V t € [t lk),tl(Jr)l) icin

| 24 (t) |< 2diam (A™)

oldugu kanatlansin.

(3.1.30) geregi ¥V t € [tfk), tﬂ?l) igin

oldugu bulunur. O zaman x;

(1) € [-1,1] + Ut ),
o(tM) = ai(k),

olarak yazilir. (3.1.44) esitsizliginden

| mgk) |< 2diam (A(k))

(k) icin u¢ durum olabilir.
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(3.1.46)
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1. x

(%)

i

> 0 olsun.
Bu durumda (3.1.29) geregi U*(t(k) x(k)) = —1 ve (3.1.46) geregi xx(-)

i 0

fonksiyonu [tl(k),tz(i)l] araliginda, h.h.t € [tz(-k),tﬁ)l) icin

o) € [-1,1] =1, (1) = 2P
Cauchy probleminin ¢ozumi olur. O halde buradan h.h.t € [ti ),tEJr)l)
¢mn
in(t) € [<2,0], o(tl”) =

elde edilir. O zaman V' t € [t! )vtz('+)1) i¢in
—2(t =ty + 2P < 2, (t) < 2P (3.1.48)

olur. (3.1.47) ve (3.1.48) esitsizliklerinden ¥ t € [tgk),tgi)l) igin

zi(t) < 2diam (AW) (3.1.49)

oldugu bulunur. Ayrica (3.1.46) geregi (t—tz(-k)) < diam (A®) oldugundan,

we(t) > =20t — %) 4 2P
> —2(t—t")
> —2diam (AW) (3.1.50)

oldugu bulunur. (3.1.49) ve (3.1.50) egitsizliklerinden ¥ t € [tl(k),tgi)l)
¢n
| z1(t) |< 2diam (A(k)) (3.1.51)

oldugu elde edilir.

. xgk) < 0 olsun.
Bu durumda (3.1.29) geregi U*(tl(k),xl(-k)) = 1 ve (3.1.46) geregi xx(-)
fonksiyonu [tgk),tgi)l] araliginda, h.h.t € [tl(-k),tgi)l) icin

i) € [L1]+1, () =™

)
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Cauchy probleminin ¢ézimi olur. Buradan, h.h.t € [tgk),t,gﬁ)l) icin

i) €0,2], ap(t®) =2

(2

elde edilir. O halde V' t € [tgk),tgi)l) igin

2 < at) < 20t — ) + 2 (3.1.52)
oldugu bulunur. (3.1.52) esitsizliginden, (t—tgk)) < diam (AW)) ve x(lk) <
0 oldugundan V' t € [tz(k),tl(ﬁ)l) igin

ae(t) < 20t — W) 42
< 2t —t")
< 2diam (A™) (3.1.53)

elde edilir. Ayrica (3.1.47) esitsizliginden —z;(k) < 2diam (AW) olur.
Buradan ve (3.1.52) esitsizliginden ¥ t € [tz(k), tg?l) i¢in

z(t) > xl(-k) > —2diam (A®) (3.1.54)

olur. O halde (3.1.53) ve (3.1.54) egsitsizliklerinden ¥ t € [tgk),tg_]?l) icin

| 2x(t) |< 2diam (AW) (3.1.55)
oldugu elde edilir.
} wgk) =0 olsun.
Bu durumda (3.1.29) geregi U*(tz(k),xz(»k)) = 0 ve (3.1.46) geregi xx(-)

fonksiyonu [tgk),tgi)l] araliginda, h.h.t € [tgk),tgi)l) icin

() € [-1,1], m(t”) =0

£ 409

Cauchy probleminin ¢éziimi olur . Buradan ¥ t € [t; 1) dgin

—(t —tP) < ap(t) < (£ -t (3.1.56)
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oldugu elde edilir. (t — tl(k)) < 2diam (A™) oldugundan ve (3.1.56) esit-

sizliklerinden ¥ t € [tl(k), tg_]i)l) icin
| 2x(t) |< 2diam (A™) (3.1.57)

olur.

(3.1.51), (3.1.55) ve (3.1.57) egitsizliklerinden ¥ t € [t %)) icin (3.1.45)
esitsizliginin dogru oldugu bulunur. O halde timevarim yonteminden ¥ t €
0, 1] i¢in,

| z1(t) |< 2diam (A(k))

oldugu elde edilir. Béylece [0,1] araliginin, k — oo iken diam (A(k)) — 0 ola-
cak bicimde diam (A(k)) bolintiler: ve keyfi xx(-) € X (0,0, U*,A(k)) adiml
yoringesi i¢in (3.1.31) esitsizligi dogru olur.
Simdi keyfi z.(-) € X (0,0, U.) alinsin. O zaman x.(-) yéringesinin tanvmindan,
k — oo iken diam (A®) — 0, x4(-) — x.(-) olacak bigimde xx(-) €
X (0,0, U*,A(k)) adimly yoringeleri vardir. O halde (3.1.31) egitsizliginden
vVt e 0,1] igin,

| 2x(2) |< 2diam (AW)

olur. k — oo iken limit almirsa ¥V t € [0,1] i¢in, z.(t) = 0 oldugu elde edilir.
Boylece ¥V x(-) € X (0,0,U,) ve V t € [0,1] igin, z(t) = 0 olur.

O halde ¥ t € [0,1] i¢in, W(t) = {0} oldugundan ¥V z(-) € X (0,0,U,) ve
vVt e [0,1] igin x(t) € W(t) olur. Bu ise (3.1.29) ile verilen U, pozisyonlu

stratejinin problem2 nin ¢ozimi olmasy demektir.

3.2 Siiper Stratejinin Urettigi Yoriingeler Kiimesi

ve Ozellikleri

Onceki boliimde, [to,6] araligmm verilen bir A = {to <t <... < t,, =0}

boliintiisii i¢in U () : [tg, 0] x R" — P pozisyonlu stratejisinin {irettigi adimh
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yoriinge tamimlanirken, sistem herhangi bir ¢; (i = 0,1,...,m — 1) zaman
aninda x; durumuna ulagdiginda, sisteme verilen kontrol etkisi U, (t;, z;) olarak
alinip, bu etki 6nceden belirlenmis [t;,¢;11] araliginda etkisini siirdiiriiyordu.
Boylece U, (t;, x;) kontrol etkisi 6nceden verilen [t;, t;,1] araliginda devam ediyor
ve bu etkinin bitecegi ¢;; zaman am (t;, ;) pozisyonuna ve U,(t;, ;) kontrol
etkisine bagli olmuyordu. Bu bolimde daha karmasik bir kontrol yontemi
uygulanacak. Sistem bir (¢.,x,) pozisyonuna ulagtiginda, bu sisteme verilen
kontrol etki, yine de verilen U,(-) pozisyonlu stratejinin yardimiyla U, (¢, x,)
olarak segilecek ve bu etki, (t.,z,) pozisyonuna ve U,(t.,x,) etkisine bagh

[ty s + R (ts, s, Ui(ts, x,))] arahiginda devam edecektir.

A0,1)={0(u,t,z,u): (0,1) x [0,0] x R" x P — (0, )}
fonksiyonlar kiimesi tanmmmlansim. U € Uy , 0(-) € A(0,1) olmak iizere
(U,0(-)) € Upos x A(0,1) ikilisine stiper strateji denir. Simdi herhangi bir
(to, o) € [0,0] x R™ baglangig pozisyonu igin (Us, 0.(+)) € Upes X A (0, 1) siiper
stratejisinin tirettigi yoriinge tamimlansin. Bunun i¢in ise ilk olarak (U, d.(+))
siiper stratejisinin iirettigi adimh yoriinge tanimlansin.

Herhangi bir u, € (0,1) almsin ve sabitlensin. Simdi V (¢, z,u) € [0,0] x
R"™ x P olmak tizere d,(-) € A(0,1) igin

A, (6:() ={h(t,z,u) : [0,0] x R" x P — (0,1)] h(t,z,u) <0, (i, t,2,u)}

kiimesi tanimlansin. Burada d, (pu, ¢, z,u) € A, (0.(-)) oldugundan A, (6.(-))
# 0 olur. h,(-) € A, (0.(-)) alnsin ve sabitlensin. x, (-) fonksiyonu
[to, to + hu(to, xo, Uk (to, z0))] araliginda

z.(t) € F (t,2.(t), Us (to, 7))

I*(tO) = T

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alinsin. Bu durumda z, (+)

fonksiyonu [tg, tg + h.(to, To, Us (to, 20))] arahgimda tanimlanmig olur.
t1 = to + hu(to, vo, Us (to, 20)), 71 = 2u(t1)
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olarak almsin. Simdi z, () fonksiyonu, [t1, ¢ + hy(t1, 1, Uy (t1, 21))] araliginda

1,.(t) € F (t,2.(t),U, (t1,71))

T.(t) = 71
Cauchy probleminin ¢éziimlerinden biri olarak alinsin.
ty =t1 + hy(t1, 71, Uy (1, 21)), T2 = z4(t2)

denilsin. Bu durumda x, (-) fonksiyonu [ty, 5] araliginda tanimlanmig olur.
Bu sekilde devam edilirse,
T = I*(tk), tk+1 = tk + h* (tk,l’k, U*(tk,l‘k»? k = O, 1,2, ... olmak tzere

x4 (+) fonksiyonu [ty, tx, 1] arahginda

z,(t) € F (t,2,(t), U, (tg, 2x))
2. (ty) = (3.2.1)

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alimir. Boylece x,(-) fonksiyo-

nunun tanimlaniginda,
tk+1 = tk + h* (tk, Tk, U* (tk, xk)) (322)

olmak tizere bir ty < t; < ... < ty < ... sayilan elde edilmig olur. (3.2.2)
ile bulunan ¢y < t; < ... <t < ... sayilarimin tanmimlaniginda iki durum soz

konusudur.

Ik durumda

olacak bi¢imde k, > 0 vardir. O halde z,(-) fonksiyonu [ty, §] aralhiginda sonlu
say1 adimda tanimlanir.

Ikinci durumda ty < t; < ... < t < ... olmak iizere {ti}r—, dizisi elde
edilir ve

t, =sup{ty: k=0,1,2,...} <46
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olur. O halde z,(-) fonksiyonu ¢ = ¢, noktasinda z,(t.) = klim x4 (ty) olarak
—00
tanimlanir.
Siradaki onerme, gergekten {z.(t;)},-, dizisinin yakinsak oldugunu goster-

mektedir.

Onerme 3.2.1. z,(-) fonksiyonu [ty ty1] (k= 0,1,2,...) arabginda (3.2.1)
Cauchy probleminin cozumlerinden biri, her k = 0,1,2,... i¢in t; sayilar:
(3.2.2) ile tamimlanmag ve t, = sup{ty : k=0,1,2,...} < 0 olsun. O zaman

klim Ty (t) vardur ve x,(t,) = klim Ty (tg) denilirse, keyfi t € [to,t.] i¢cin
. (8) 1| < (ol + 1) =) —1
olur.

Kanit. {x, (tg)},e, dizisinin Cauchy dizisi oldugu gésterilsin. z,(-) fonksiyonu

VEk icin [to, t;] arahginda tanimhdir. Onerme 3.1.1 geregi Vt € [to, )] icin

. (8) | < ([lol| + 1) =% — 1 (3.2.3)
olur. O halde k — oo iken t; — t;° oldugundan, V¢ € [to, t,) igin

. (8) | < (Jlaol| + 1) =% =1 (3.2.4)

oldugu elde edilir ve M sabiti (2.5.10) ile tanimlh olmak iizere, (3.2.4) esitsizli-
ginden Vt € [to, t,) icin
|lza () || < M (3.2.5)

oldugu bulunur. Yk igin z, () fonksiyonunun [t, ] araliginda tanimlanigindan,
k=0,1,2,... ve Vt € [to, tx] icin

t

z, (t) = zo + /f*(r)dT (3.2.6)

to
integral egitligi saglanir. O halde (3.2.6) esitsizliginden

tet+1

2o (tors) — 2. (1) = / 2.(7)dr

ty
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esitligi ve
tet1

|ummﬂm—m@wusg/na@wur (3.2.7)

esitsizligi dogru olur. z, () fonksiyonunun tanimlamgindan h.h. t € [tg, txi1]
icin

2.(t) € F (t,.(t), U, (tr, 21))
oldugundan ve 1.5.C' kogulundan, h.h. t € [tg, t;41] icin

lz. @l < e (llz. () | +1) (3.2.8)

olur. (3.2.5) ve (3.2.8) egitsizliklerinden, M sabiti (2.5.10) ile tanimli olmak

lizere, h.h. t € [ty, tg41] icin
lz. ()] < e(M +1) (3.2.9)
olur. L sabiti (2.5.11) ile tanimh olmak tizere , (3.2.7) esitsizliginden
[ (tea) = 2 (8) | < Lthga — i) (3.2.10)
elde edilir.
Simdi {x, (tg)}r-, dizisinin Cauchy dizisi oldugu gosterilsin. Vp igin,
10 (terg) = 2 () | S 120 (Birp) — 2o (Birpr) + 2o (Bipr) + - — 2 (tir)

+ 2y (ter1) — @ () ||

IN

24 (thp) = T (trpr) || £ 124 Frrp-1) = Zu (trtp2) |

b e (b)) — 2 (8 | (3.2.11)

olur. O zaman (3.2.10) ve (3.2.11) esitsizliklerinden

@ (Cetp) = T () | < L @htp = thap-1 + thip-1 — oo+ o1 — Togr + Tk)

— L (thep — 1) (3.2.12)

oldugu goriiliir. k& — oo iken t; — t, oldugundan {t;}7>, dizisi Cauchy dizi-

sidir. Bu durumda % > (0 alindiginda Vk > Ny ve Vp > 0 i¢in

1ty — tell <

o
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olacak sekilde bir Ny > 0 vardir. O zaman (3.2.12) esitsizliginden keyfi £ > 0
alindiginda Vk > Ny ve Vp > 0 i¢in

Zs (trrp) — 2o (L) [| < L (tpgp — ta)

< L%za

olacak bigimde bir Ny > 0 vardir. Yani {x, (t)},-, dizisi Cauchy dizisidir. O
halde {x, (tx)},-, dizisi yakinsak dizidir. Eger
Ty (L) = klim Ty (tg)
denilirse z, () fonksiyonu [to, t.| araliginda tanimlanmig olur ve (3.2.4) esitsiz-
liginden V¢ € [to,t.] i¢in
lz. ()1 < (Jlzo]l +1) e~ —1
oldugu bulunur. O]

Siradaki 6nerme, t; sayilar (3.2.2) ile tanimlanmig ve
te=sup{ty:k=0,1,2,...} <60

olmak tizere, [to,t,| arahginda tammh x, () fonksiyonunun Lipschitz siirekli

oldugunu gostermektedir.

Onerme 3.2.2. t;, saylar (3.2.2) ile tanumlansin ve t, = sup {t; : k =0,1,2,
.} <0 olsun. O zaman [ty t.] araliginda tanvmly x, (-) fonksiyonu L sabiti ile
Lipschitz sureklidur.

Burada L sabiti (2.5.11) ile tanimlanar.

Kamit. Keyfi k alinsin ve sabitlensin. O zaman Onerme 3.1.2 benzer olarak,
x4 (+) fonksiyonunun [tg, ;] araliginda L sabiti ile Lipschitz kosulunu sagladig:

kanitlanabilir. Yani, keyfi 7, 7 € [to, tx] i¢in
e (11) — 24 () || < L (71 — 7o)

olur. Simdi z, (-) fonksiyonunun [to, t.] araliginda L sabiti ile Lipschitz kogulunu
sagladig1 kanitlansin.

Vi, ta € [to, ti] alinsin. t; < ¢y olsun.
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e ty, < t, olsun.

lim ¢, = t, oldugundan ¢, < t;, olacak bicimde bir k, > 0 vardir. O

k—o0

zaman tq,ty € [to, tg,] olur. O halde

|24 (t2) — 2. (t1) || < L (t2 —t1)
elde edilir.

e {5y = ¢, olsun.
O halde VE i¢in
|2 (tk) — 2 (1) || < L (8 — 1)

olur. Bu durumda k — oo iken t — t,, z.(tx) — z.(t.) oldugundan
|2 (82) — 2 (t1) [| < L (8 — 1)
olur.

Sonug olarak z, () fonksiyonu [to, t.] arahginda L sabiti ile Lipschitz dir. [

Boylece (3.2.2) ile tamimlanan t; sayilar ve t, =sup{t; : k=0,1,2,...} <
0 olmak tizere, x, (-) fonksiyonu [to, t,] arahginda tanimlanmig olur.
Eger t, = 0 ise z, (-) fonksiyonu [to, §] arahginda tamimlanmig olur. Eger t, < 6
ise,

olmak iizere z, (-) fonksiyonu [t,, t!] arahginda
7,(t) € F (t,2,.(t),U, (ts, 1)), () = 24

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden keyfi biri olarak tanimlanir. O zaman V¢ €
[t., 1] icin
. (0) || < (|l + 1) et =1 (3.2.13)

estsizligi saglanir. Ayrica Vt € [to, t.] igin

. () | < (llzoll + 1) =% — 1



oldugu gosterildi. Bu durumda
]l < (llaoll + 1) e~ —1
olur. Bu esitsizlik (3.2.13) egitsizliginde yerine yazihirsa Vt € [t,, tl] igin

lze @) | < [(woll + 1) et 710 — 1 4 1] ettt — 1
= (lzoll + 1) e —1

< M
oldugu elde edilir. O zaman z, (-) fonksiyonu V¢ € [to, t}] igin

le. (I < (llzoll + 1) et —1

M

IA

esitsizliklerini saglar.
z,(+) fonksiyonu Onerme 3.2.2 geregi [to, t«] araliginda L sabiti ile Lipschitz
olur. [t,,t!] araliginda da L sabiti ile Lipschitz dir. Bu durumda z,(-) fonksiy-
onu [tg, tl] de L sabiti ile Lipschitz olur.
Bu prosediire devam edilirse, . (-) fonksiyonu [tg, 8] arahginda tanimlanir.
Béylece z, () fonksiyonunu [ty, 8] araliginda tanimlarken U, (-) pozisyonlu
stratejisi ve h.(-) € A, (0. (+)) fonksiyonu [to,#] araligmmin bir alt kiimesini
dogurur. Bu alt kitme L {[to, 0]; z, (), Us, hy(-)} ile gosterilir. Onerme 2.6.3
geregi, L{[to,0];x«(-),Us h«(:)} iyl swrali kiimedir ve bu kiimenin kardinal
sayis1 kontinyumdan biiyiik degildir.

Onerme 3.2.3. z,(-) : [to, 0] — R" fonksiyonu ¥ t € [to,0] i¢in

lzs @)1 < (llaoll + 1) e~ — 1

< M (3.2.14)

egitsizligini saglar ve L sabiti ile Lipschitz sireklidir. M sabiti (2.5.10) ile, L

sabiti (2.5.11) ile tanimlanar.
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Kanit. Eger L{[to, 0]; x. (+), Uy, hi(+) } iyi sirali kiimesinin order tiriine kargilik

order sayisi sonlu ise, yani t; sayilar (3.2.2) ile tanimlanirken

olacak bicimde k, varsa, onermenin kaniti Onerme 3.1.1 ve Onerme 3.1.2 ile
aynidir.

LA{[to, 0]; x (+) , Uy, hi(+)} iyl sirall kiimesinin order tiirtine karsilik order
say1st sonlu olmasm. Bu durumda Onermenin kanit1 icin transfinit inditksiyon
yontemi kullanihir(bkz.[45, 53, 38]). ¢, sayilan (3.2.2) ile tammh ve
t, =sup{ty: k=0,1,2,...} <6 olmak iizere, Onerme 3.2.1 geregi ¥Vt € [to, 1]

icin
lz. ()1 < (lwoll + 1) e =1 (3.2.15)

< M
ve Onerme 3.2.2 geregi Vty, ty € [to,t,] icin

olur.

Simdi, Vt, € L{[to,0];z.(-),Us hi(-)} almsm. t,’ye karsilhik gelen order
sayist v olmak tizere x, (-) fonksiyonunun keyfi A < v igin [to, )] araliginda
(3.2.14) esitsizligini sagladig ve z, () fonksiyonunun [to, £,] araliginda L sabiti
ile Lipschitz oldugu kabul edilsin.

Simdi z, (+) fonksiyonunun [to,¢,] araliginda (3.2.14) esitsizligini sagladig
ve [to, t,] araliginda L sabiti ile Lipschitz oldugu gosterilsin.

t, icin iki durum sozkonusudur.

i t, sayisiun oncilii olan t, € L{[ty,0];z. (), U, hi(-)} sayis1 vardir.
Bu durumda (t,,t,) N L{[to,0];x.(:),Us,he(-)} = 0 olur.
LA{lto, 0]; x. (), Us, hi(+) } kiilmesinin tanimindan

t, =1ts + h* (toa X« (ta) ) U* (taa X x (ta>>)
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olur. Varsayimdan dolay1 z, (-) fonksiyonu [to,?,] da tanimh olup, V¢ €

[to, to] igin (3.2.14) esitsizligini saglar. Yani V ¢ € [ty, t,] i¢in

le. (I < (llzoll +1) e —1

< M (3.2.17)

olur. z, (-) fonksiyonunun tanimlamgindan z, (-) fonksiyonu [t,,t,] ara-

liginda
1.(t) € F (t,2.(t),U. (ts, 75))

x*<ta) = Tq
Cauchy probleminin ¢6ziimlerinden biri olarak alimir. Ayrica Vt € [t,,1,]
icin
. (8) | < (llzo]| + 1) e —1 (3.2.18)
esitsizliginin sagladig1 gosterilebilinir. z, () fonksiyonu [tg, t,] arahginda

(3.2.14) esitsizligini sagladigindan
2ol < (llzof| + 1) et=~0) —1
olur. Bu egitsizlik (3.2.18) esitsizliginde yerine yazilirsa Vt € [t,,t,] i¢in

lz. @)1 < [(laoll + 1) et =1 4 1] et —1
= (lzoll + 1) e —1

< M (3.2.19)

oldugu elde edilir. (3.2.17) ve (3.2.19) esitsizliklerinden z, (-) fonksiyonu
Vt € [to,t,] igin (3.2.14) egitsizligini saglar.

Simdi z, () fonksiyonunun, [to,t,] araliginda Lipschitz siirekli oldugu
kanitlansin.

Varsayimdan dolay1 z, () fonksiyonu [ty, t,] araliginda L sabiti ile Lips-
chitz kogulunu saglar. z, (-) fonksiyonu h.h. t € [t,,t,] igin

1.(t) € F(t,1.(t),Us (ts,75)), Tu(ts) = 24

o6



i

Cauchy probleminin bir ¢6ziimii oldugundan ve 1.5.C' kogulundan h.h.

t € [ts,t,] icin

olur. Boylece (3.2.17) esitsizliginden h.h. t € [t,,t,] igin

lz. @ < el (D11 +1)
< ¢(M+1)

= L (3.2.20)

oldugu elde edilir. Keyfi ¢1,t5 € [t,,t,] alinsin. Genelligi bozmaksizin

t1 < ty olsun.
to

v (b) — 20 (1) = / £.(7)dr

oldugundan ve (3.2.20) esitsizliginden

|2 (t2) — 2 (L) || < /||95*(T)||d7
< L(ta — ty)

oldugu elde edilir. Boylece x, () fonksiyonunun, [t,,t,] araliginda L
sabiti ile Lipschitz kogulunu saglar. z, (-) fonksiyonunun, [t¢, t,] araliginda
da L sabiti ile Lipschitz kogulunu sagladigindan, x, (-) fonksiyonu [to, t,]

araliginda L sabiti ile Lipschitz kogulunu saglar.

v order sayisinin onciilii olmasin. Yani ¢, noktasi L {[to, 0]; z. (*) , Us, hi(+)}
iyi sirall kiimesinin yigilma noktasi olsun. Bu durumda t), < t), <
<ty < ... , Vkicin ty, € L{[to,0];x«(-),Us hi(-)} olmak iizere

klim tr, = t, — 0 olacak bicimde {t,, },-, dizisi vardir.

Varsayimdan dolay: Vk icin ., (-) fonksiyonu [ty, ¢y, ] araliginda (3.2.14)

esitsizligini saglar ve L sabiti ile Lipschitz siireklidir. Bu durumda

zy (t,) = lim z, (ty,)

k—o0
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olarak tamimlanir.

Simdi bu limitin var oldugu gosterilsin. V& i¢in z, (-) fonksiyonu [ty , ty,,,]

araliginda L sabiti ile Lipschitz siirekli oldugundan
24 (try) = 2ot < L (Eayy — tay) (3.2.21)
olur. Vk ve Vp > 0 i¢in

[z (taiy,) = Telti, M <0 lwaong,) =2ty )ty )+

_$*<tAk+1) + x*(txkﬂ) o $*<tAk)|’

< lwa(tag,) — ot D+t )
(b, DI+ () — ()]

< I (tmp T & VS
oy )

= L(tr,, —tr) (3.2.22)

olarak yazihr. k£ — oo iken t), — t, — 0 oldugundan {¢,, }7°, dizisi

Cauchy dizisidir. O halde % > ( olmak tizere Vk > Ny ve Vp > 0 i¢in

Ht)\k+p - t)\k H <

1o

olacak gekilde Ny > 0 vardir. Elde edilen son esitsizlikten ve (3.2.22)

esitsizliginden V € > 0 i¢in Vk > Ny ve Vp > 0 igin

lz.(ty,, ) =2z < L, 1)

Aktp
€
< L—=
= I €
olacak bicimde Ny > 0 vardir. Yani {.%*(tAk)} dizisi Cauchy dizisi
k=1

olup limiti vardir.

Simdi x, (-) fonksiyonunun [¢g, t, ] araliginda (3.2.14) esitsizligini sagladig
ve L sabiti ile Lipschitz stirekli oldugu gosterilsin.

Vt. € [to,t,] alinsin ve sabitlensin.
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o {, <t,olsun. O zaman k — oo iken ), — t, —0 oldugundan t,,, >
t, olacak bigimde bir k, vardir. x, (-) fonksiyonu [to, t),,] arahginda
(3.2.14) esitsizligini sagladigindan ve t. € [to, ),,] oldugundan, (3.2.14)

esitsizligi t, noktasinda da saglanir.
e t.=t,olsun. Vk=0,1,2,...i¢in z, (-) fonksiyonu [to, t,, ] araliginda
(3.2.14) esitsizligini sagladigindan V £ =0, 1,2,... igin

. (t, )1 < (lzoll + 1) ™ ™™ — 1

olur. k — oo iken ¢, — 1, — 0, .(t, ) — () oldugundan

(3.2.14) esitsizligi ¢, = ¢, noktasinda da saglanir.

Simdi x, (-) fonksiyonunun [to,¢,] arahiginda L sabiti ile Lipschtz oldugu

gosterilsin. V71,79 € [to, t,] alinsin ve 71 < 75 olsun.

e 7, < t, olsun.

k — oo iken t, — ¢, —0 oldugundan 7, < ¢, olacak bicimde k.,

*

vardir. O zaman 1,7y € [tg,t, | olur ve varsayimdan dolay1

[ (r2) = @0 (1) | < L (72 = 71)

olur.

e 7, = t, olsun. z, (-) fonksiyonu Vk igin [to,tkk] araliginda ayni L

sabiti ile Lipschitz kosulunu sagladigindan, Vk igin

[ (Ex) = 2o () [| < L (5 = 71)

olur. O zaman buradan ve k — oo iken ¢, — 1, — 0, z.(t, ) —

z,(t,) oldugundan
[+ (r2) = @0 (1) | < L (72 = 71)

oldugu bulunur.
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Boylece x, (-) fonksiyonu [to, t, ] araliginda L sabiti ile Lipschitz kogulunu saglar.

O halde transfinit indiiksiyon yontemine gére Vt € [to, 0] igin

le. (I < (lzoll +1) e —1

< M

esitsizligi saglanir ve z, () fonksiyonu [tg, 8] araliginda L sabiti ile Lipschitz

olur. 0

U, € Upos ve keyfi sabitlenmis h.(-) € A, (.(+)) fonksiyonunun yukaridaki

yontemle tirettigi tiim fonksiyonlar kiimesi

y,u* (t07 o, U*7 h’*())

ile gosterilsin.

2, (to, 20, U 6.()) = | Y (to, 70, U, h(")) (3.2.23)
h()€ALL (6x(-))

olsun.

Tanmim 3.2.1. Z,,_ (to, zo, Uy, 0.(+)) fonksiyonlar kiimesine (U, .(+)) stper strate-
gisinin (to, o) baglangic pozisyonundan drettigi advmle yoringeler kiimesi,

x(-) € 2,, (to, 0, U, 6.(+)) fonksiyonuna ise advmly yoringe denir.

Agiktir ki, her 2,(-) € Z,,, (to, o, Us, 0.(+)) icin z.(-) € V. (to, zo, Us, hs(-))
olacak bicimde h,(-) € A, (6+(-)) fonksiyonu vardir. Bu durumda . (-) fonksiy-
onunu tamimlarken h.(-) € A, (d.(-)) fonksiyonu ve U, pozisyonlu stratejisi
[to, 0] araligiin bir L {[to, 0]; z. (*), Us, he(+)} iyi sirall kiimesini dogurur.

Onerme 3.2.3’ den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2.1. (U,,d.(+)) € UpesxA(0,1) ve ps € (0,1) igin Z,, (to, o, Us, 0.(+))
advmly yoringeler kimesi C([tg, 0], R™) uzayinda prekompakt kiimedir. Ayrica
z.(+) € 2, (to, xo, Uy, 0.(+)) advmly yéringesi L sabiti Lipschitz kosulunu sag-

ladvgindan mutlak stireklidir.
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Simdi (Us, 0.(+)) € Upes x A(0, 1) sliper stratejinin (¢, zg) baslangig pozis-

yonunda trettigi yortingeler kiimesi tanimlansin.
Tanim 3.2.2. (to, zo) € [to, 0], (Us, 0.(+)) € Upos X A0, 1) igin

X (to, 0, Us, 0.()) ={(-) : [to, 0] = R™ [ 3 {pu}pZy » () € 2y, (to, 70, Ui, ()
>k — oo iken pp — 0%, z(-) = 2()} (3.2.24)

olsun.
X (to, o, Us, 04(+)) kiimesine (U*,(S*(-)) stiper stratejinin (ty,zo) baslangic po-
zisyonundan trettigi yoringeler kimesi, z(-) € X (to, zo, U, 6(+)) fonksiyonu-

na ise yorunge denir.

Teorem 3.2.1. V(to,z0) € [0,0] x R ve (U,8(-)) € Upos x A(0,1) igin
X (to, zo, U, d(+)) yoringeler kiimesi C’([to, o], R") uzaynda bos kiimeden farkl,
kompakt kiimedir. ¥ x(-) € X(to,xo, U, 5()) yoringesi [to, 0] araliginda mutlak

stureklidar.

Kanat. Tk olarak X (to, 2o, U, () # @ oldugu gosterilsin.

k — oo iken py, — 07 olacak bigimde {j} o, dizisi alinsim ve V k igin iy, < 1
olsun. Simdi V k icin xx(-) € 2, (to, xo,U,0(+)) olacak bicimde z4(-) adimh
yoriingeleri alinsin. (3.2.14) geregi V k igin || zx(+) |[c< M ve x(-) fonksiy-
onlar1 L sabiti ile Lipschitz kogulunu saglar. Burada M sabiti (2.5.10) ile L
sabiti (2.5.11) ile tanimlanir.

O halde {z(-)},-, dizisi diizgiin smurh ve eg siirekli fonksiyonlar ailesi olur
ve Arzela-Askoli teoreminden dolayi(bkz.[45]) {xzy(-)}re, dizisi C([to, 6], R™)
uzaymda prekompakt kiime olur. O zaman {xj(-)},—, dizisinin en az bir
yakinsak {xy,, (1)} ~_, alt dizisi vardir. m — oo iken zy,, () — z.(-) olsun.
Vm=1,2,...icin zy,(-) € 2, (to, o, U,0(-)) oldugundan, X (to,zo,U,d(-))

yoriingeler kiimesinin tamimmindan z.(-) € X (to,20,U,0(:)) olur. Bu ise

X (to,z0,U,d(+)) # @ olmasi demektir.
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Simdi X (o, zo, U, d(-)) yoriingeler kiimesinin C ([to, 8], R™) kiimesinde pre-
kompakt oldugu kanitlansin.
Keyfi z.(-) € X (to,20,U,d(-)) yoriingesi alnsin ve sabitlensin. Yortingeler
kiimesinin tanimindan, k& — oo iken pr — 01 olmak iizere zx(-) — x.(-)
olacak bicimde {zy(-)},=, C Z,, (to, o, U,d(-)) adimh yoriingeler dizisi vardur.
V k igin xy(-) € Z,, (to, o, U, 6(+)) oldugundan Onerme 3.2.3 geregi

| z() [[< M (3.2.25)

olur. k — oo iken zy(:) — z.(-) diizglin yakisadigindan ve (3.2.25) esitsizli-
ginden
| 2.() [I< M (3.2.26)

oldugu elde edilir. Yani keyfi z.(-) yoriingesi i¢in

2.0 o= ma [ .0) <

olur. Bu ise X (to,zo,U,d(-)) yoriingeler kiimesinin C([to,6],R") uzaymda

diizgiin siirh olmasi demektir. Ayrica V k igin 71, 75 € [tg, #]olmak iizere
| 2x(m1) = au(m2) S L || 71— 72 ]
olur. k — oo iken zi(-) — z.(-) diizgiin yakinsadigindan
[ 2a(r) — () [[S L || 71— 72 || (3.2.27)

oldugu elde edilir .Boylece z.(-) € X (to, zo, U, d(+)) yoriingesi L sabiti ile Lip-
schitz kogulunu saglar. O halde z.(-) € X (to, 0, U,0(+)) yoriingeler kiimesi
C([to, 0], R") uzaynda es siirekli olur. z,(-) € X (to, z, U, §(-)) kiimesi diizgiin
smirh ve eg siirekli oldugundan Arzela-Askoli teoreminden(bkz.[45]) dolay1 bu

kiime C([to, 0], R") uzaymda prekompakt bir kiimedir.

Simdi X (o, zo, U, (+)) yoriingeler kiimesinin kapal oldugu kanitlansin.
Keyfi sabitlenmis (U, d(-)) € Upos x A(0,1) igin {z,()}22, C X (to,x0, U, d(+))
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alinsin ve n — oo iken x,,(+) — z,(-) olsun. Bu durumda z,(-) € X (to, 2o, U, 0(+))
oldugu gosterilsin.

Vn=12.. iin z,(-) € X (ty,x0,U, d(-)) oldugundan, X (to, o, U, ("))
yoriingeler kiimesinin tammindan, her Vn = 1,2, ... i¢in k — oo iken pp — 07
olacak sekilde {pu}pe; C (0,1) dizisi ve Yk i¢in wP() € 2, (to, 0, U, 4(+))
olmak iizere k — oo iken z47(-) — ,(-) olacak sekilde {x%k)()}:ozl dizisi
vardir.

1
Zn(+) = x4(+) oldugundan 5 i¢in
i

o) = 2.0 < o (3.2.25)

olacak sekilde bir n; vardir. Vi igin x,,(-) € X (to,z0,U,d(-)) oldugundan,
k — oo iken
W) = ()

x(
1
diizgiin yakinsar. Ayrica k — oo iken ,ugj.) — 0% olur. O zaman % icin
i

1

plli) < = (3.2.29)
' 1
ve
(ki) 1
70 () = 2, Ol < 52 (3.2.30)
olacak sekilde bir k; vardir. Segilmig ve sabitlenmis 4 i¢in (3.2.28) — (3.2.30)

: 1
esitsizliklerinden u;’jﬁ < — iken
i

|z () = () = N2 (C) = 20, () + 0, () — 2.0

k;
< o () = @ Ol + () = 2.0
1
< =
i
olur. Sonug olarak pi) = pi ve :c,({?)() = z'(-) olarak almrsa z'(-) €
Z,i (to, 20, U, d(-)) olmak iizere
o1
i< - (3.2.31)
i
ve
; 1
() = 2 () < - (3.2.32)
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olur. (3.2.31) ve (3.2.32) esitsizliklerinden ¢ — oo iken u! — 07, z.() €
Z,i (to, 20, U, d(-)) olmak iizere

7,(1) = @.()

oldugu goriiliir. X (tg, 2o, U, 0(+)) yoriingeler kiimesinin tanimindan z,(-) €
X (to, xo,U,d(+)) olur. Bu ise X (tg,xq,U,d(:)) yoriingeler kiimesinin kapali
olmas1 demektir.

X (to, 2o, U, 6(-)) yoriingeler kiimesi C([to, 6], R") uzaymda prekompakt ve
kapali oldugundan, X (g, zo, Us, 0.(+)) yortingeler kiimesi C' ([to, 0], R”) uzaymda
kompakt kiime olur. O
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4 KONTROL VEKTORLU DIFERANSIYEL
ICERMEYE GORE POZISYONLU ZAYIF
INVARYANT KUMELER

Bu béliimde verilen kapali kiimenin, davranigt kontrol vektorli (2.5.1) diferansi-
yel igerme ile verilen dinamik sisteme gore pozisyonlu zayif invaryantlik 6zelligi
ele alimmigtir. Uygun kiime degerli dontigiimiin tiirev kiimesi kullanilarak veri-

len kiimenin pozisyonlu zayif invaryant olmasi igin yeter kogullar elde edilmistir.

4.1 Kontrol Vektorii Olan Diferansiyel igermelerin

Tiirev Kiimeleri Ile ili§kisi

Bu boliimde, pozisyonlu zayif invaryant kiimeler i¢in verilen yeter kogullarin
kanitlarinda kullanilacak onermeler verilmistir.

W C [0, 6] x R™ kapah kiime olmak iizere, t € [0, 6] i¢in,
W(t)={xeR": (t,x) e W}

olarak tanimlansim. Bu durumda ¢ € [0, 6] i¢in ¢t — W (t) kiime degerli donii-

sumdiir.

Onerme 4.1.1. (t,,z,,u,) € [0,0] x R® X P olsun. O zaman Vu € (0,1) i¢in
d € [0,n#] iken

X (ty + 0ity, myu,) Cay + 0+ F(ty, 20, u,) +0p- B

olacak sekilde bir n¥ = nt (L., T, u,) vardr.

Burada B kapaly birim yuvary gostermektedir. X (t. + 9;ts, Ty, us) kiimesi ise

i(t) € F(t,x(t),u,)

z(t,) = x4

Cauchy probleminin t, + 6 amindaki erisim kimesidir.

65



Kanit. Vx,(-) € X (ti, x4, u,) almsin ve sabitlensin. Onerme 2.5.2 geregi,
Tu(+) 1 [te, 0] — R™ ¢bziimii L sabiti ile Lipschitz siireklidir. Burada L > 0
(2.5.11) ile tanmmlanir. O halde V t € [t,, 6] icin

[2() = 2l = [l (t) = 2(t)]] < L(E = L) (4.1.1)

oldugu gortliir.
Ayrica her sabitlenmis u, € P igin (t,z) — F (t,x,u,) kime degerli
doniigimi tstten yar siirekli oldugundan Vi > 0 igin
|lx — x| <nt ve [t =t <n* (4.1.2)
iken
F(t,z,u,) CF (ty,Tu,us) + - B (4.1.3)
olacak bi¢imde n* = n# (t., ., us) > 0 vardir. Bu durumda (4.1.1) ve (4.1.2)
esitsizliklerinden ||t — .|| < n* iken
2(t) =l < Lt —t)
< Ln"
nt
oldugu goriiliir. Buradan n* = min{n*, f} olarak ahmirsa, Vt € [t,,t. + n¥]

iken

[t =t <

VAN
3
b

ve

() —a.| < Lit—t.)

nH
L=
L

77#

IA

olur. O zaman (4.1.2) egitsizliginden ve (4.1.3) kapsamindan V¢ € [t,, t. + n"]
iken

F(t,z.(t),us) C F (ty, T, uy) + - B (4.1.4)
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oldugu elde edilir. z,(-) € X (., 7., u,) oldugundan h.h. t € [t,, ] i¢in
7.(t) € F (t, 2.(t), w)
olur. O halde (4.1.4) kapsamindan h.h. t € [t,,t, + n*] iken

r,(t) € F(te,zs,u,) +pu-B

C F(ts,ze,uy) +p- B

olacaktir. V7, € [t,,t. + n¥] alinsin ve sabitlensin. x,(-) mutlak siirekli oldu-
gundan, V7 € [t,, 7] icin

T (T) = Ty + /:b*(S)ds

ty

olur. O zaman buradan, h.h. T € [t,, 7.] i¢in

1,.(7) € F (ty, Ty, us) + p1- B,

ve F (t,, ., u,) 4+ pu - B konveks kiime oldugundan, Onerme 2.1.2 geregi

Tx

1 )
: /x*(s)ds € F (ty, xs,uy) + - B
Ty — Ux

t*

olur. O halde
(o) — T € (T — t) - F (ts, Ty ) + (1w — t)p - B

ve

To(Te) € T+ (T — ti) - F (e, Ty us) + (T — ) - B

oldugu elde edilir. x,(-) ve 7, € [ts, t. + n¥] keyfi oldugundan, V7 € [t,, t. + n#]

icin

X (75t Tayuy) C o + (T — 1) - F (b, xs,uy) + (T — t ) - B

olur ve 0 = (7 — t,) denilirse Vo € [t,,t, + n¥] i¢in
X (ty +0ity, vy u,) Cay + 0+ F (t,, 20, u,) +0p- B
oldugu elde edilir. O]
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Onerme 4.1.2. W C [0,6] x R" kapal kiime, (t,,z,) € W, u, € P ve
F(ty, ze,us) C DFW (L., 2.) (4.1.5)
olsun. O zaman ¥V p € (0,1) igin § € [0, &} (¢, T, uy)| iken
X (ty + 0ity, w0y u,) CW (t, +0) +2u0 - B
olacak bigimde &' = & (ts, T4, uy) > 0 vardur.

Burada B kapali birim yuvari gostermektedir. X (. + d; t,, ., u,) kiimesi

ise

Cauchy probleminin ¢, + ¢ anindaki erigim kiimesidir.

Kanat. Tk olarak (t,,z,) € W ve u, € P olmak iizere Yy > 0 ve V4 €

[0, 0" (ts, T4, us )] igin
T, + 6 F(te, 7, u,) CW(t, +6)+ud-B

olacak bigimde o#(t,, z., u,) > 0 sayisimin var oldugu gosterilsin. Aksi varsayil-

sim. Yani, i — oo iken 0; — 0T olmak tizere,
T+ 0; - Ft, m,un) € W(ts + 6;) + -B

olacak bigimde bir u, > 0 sayis1 ve {6;}:2; dizisinin var oldugu kabul edilsin.
O halde Vi icin

Ty + 0ifi & Wty +0;) + peb; - B (4.1.6)
olacak bicimde bir f; € F(t.,x,,u,) oldugu goriliir. F(t,,x,,u,) kompakt
oldugundan, genelligi bozmadan ¢+ — oo iken f; — f, olacak sekilde bir f, €
F(ty, x4, uy) vardir . O zaman (4.1.5) kogulundan f, € DfW(t,,x,) olur ve

alt sag tiirev kiimesinin tanimindan &= > 0 ve V § € [0, M(t,, 7, u,)] icin
s+ 6, eW(t*+5)+%5-§ (4.1.7)
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olacak bigimde bir A, = M (t,, 4, u,) > 0 vardir.

Simdi ¢ — oo iken §; — 0T ve f; — f, oldugundan , V i > N; icin
[l
0; < Ay ve Ifi — foll < vy (4.1.8)

olacak bigimde Ny > 0 vardir. O zaman (4.1.7) igermesinden ¢ > N; i¢in

Ty + 0if. € W(t, +6;) + “Z(s B (4.1.9)

oldugu goriiliir. O zaman (4.1.8) egitsizliginden ve (4.1.9) igermesinden V i >

N1 1@111

T +0ifi = oA 0ifi +6 (fi — fo)

= W(t, +6) + %@ B (4.1.10)
olur. Bu durumda (4.1.10) geregi keyfi ¢ > N; igin

oldugu elde edilir. Bu ise (4.1.6) ile geligir. O halde varsayimimiz yanhstir.
Yani (t,,2,) € W, u, € P iken, u > 0 ve Vo € [0, 0% (L., s, us)] i¢in

T+ 6 F(ty, v, u,) CW(t, +6)+ud-B (4.1.11)

olacak bicimde o#(t,,x,,u,) > 0 vardir. Onerme 4.1.1 geregi keyfi § €

[0, 7 (te; T4, w)] igin
X (te + 63 t, Ty us) C W (t, +0) +2ud - B (4.1.12)
olur. Bu durumda
&V (b, Ty ) = mun A (te, T, ), 0" (s, Ty us) }
alimirsa, (4.1.11) ve (4.1.12) kapsamlarindan, Vo € [0, £} (t., ., u,)] igin
X (te + 63 t, Ty us) C W (¢, +6) +2ué - B
oldugu elde edilir. O
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Onerme 4.1.3. W C [0,0] x R"™ kapaly kiime, (t.,x,) € W, u, € P, a > 0 ve

F(te,ve,us) C DFW(t,,2.) + - B (4.1.13)
olsun. O zaman ¥V p € (0,1) i¢in § € [0, &5 (¢, T, uy)| iken
X (te+ 0t m,u,) CW (£, +0)+ (2u+a)d- B

olacak bigimde &5 (t., v, uy) > 0 vardur.
Kamat. Tk olarak (t,,z,) € W ve u, € P olmak iizere Yy > 0 ve V4 €
[0, 0 (ts, T4, uy)] igin

T+ 0 Fte, v u,) CW(ti+6)+ (p+a)d-B

olacak bigimde o (¢, T, u,) > 0 sayisinin var oldugu gosterilsin. Aksi varsayil-

sm. Yani, i — oo iken 9; — 07 olmak iizere,

olacak bigimde bir p, > 0 sayis1 ve {6;}:2, dizisinin var oldugu kabul edilsin.

O halde Vi i¢in

Ty +0ifi & Wt +0;) + (us + @) 6; - B (4.1.14)

olacak bi¢imde bir f; € F(t.,x,,u,) oldugu goriliir. F(t.,x,,u,) kompakt
oldugundan, genelligi bozmadan ¢+ — oo iken f; — f, olacak gekilde bir f, €

F(ty, s, u,) vardir . O zaman (4.1.13) kogulundan,
fe=v.+ab (4.1.15)

olacak bi¢imde v, € DFW (t,,z.) ve b € B vardir. Bu durumda alt sag tiirev

kiimesinin tanimindan = > 0 ve V § € [0, M (., 7, u.)] icin

. + v, eW(t*+6)+%5~§ (4.1.16)
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olacak bigimde bir A, = M (t., ., u,)] > 0 vardir. O zaman (4.1.15) ve (4.1.16)
icermesinden

e >0veVoe(0,A] icin
Y GW(t*+6)+%5§+a6-§ (4.1.17)
olur. Simdi ¢ — oo iken §; — 0% ve f; — f, oldugundan , V i > N; icin
Si< M wve  |fi—- £l < HZ (4.1.18)

olacak bi¢gimde N; > 0 vardir. O zaman (4.1.17) geregi i > N i¢in

oldugu gortlir. Simdi

o+ 0ifi = xu + 0ifu + 0: (fi — fi) (4.1.20)
olarak yazilsim. O zaman (4.1.18), (4.1.19) ve (4.1.20) esitliginden V i > N,
icin

€ Wit +6)+ %52- B+ ad;- B+ %51- -B

= W(t, +3)+ %52- B+ad-B (4.1.21)
olur. Bu durumda (4.1.20) ve (4.1.21) icermesinden i > N; i¢in

elde edilir. Buise (4.1.14) ile geligir. O halde varsayim yanligtir. Yani (t,, z.) €

W, u, € Piken, u > 0ve V4 € [0, 01 (ts, T4, uy)] icin

To+ 0 F(te, ve,u) CW(ti+0)+ (p+a)d-B (4.1.23)

olacak bicimde o/ (t,x,,u,) > 0 vardir. Onerme 4.1.1 geregi keyfi § €

[07775(15*@*,%)] i(;in
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olur. Bu durumda
&y (t ey ue) = min gl (b, 2oy ) , 07 (be, T, ) }
alimirsa, (4.1.23) ve (4.1.24) kapsamlarindan, Vo € [0, &5 (t., x4, u,)] igin
X (te + 63 te, vy us) CW (t.+0) + (2u+a)d - B
oldugu elde edilir. O
W C [0,6] x R™ kapali kilme, £ > 0, p(-) : [0,60] — (0, 00) siirekli fonksiyon
olsun. t € [0, 0] i¢in,
WO (t) = {z € R" : d (2, W (t)) < ep(t)} (4.1.25)
Wt = grw=0 () = {(t,z) € T x R" : 2 € WPV(¢)} (4.1.26)
olsun.

Onerme 4.1.4. W C [0,0] x R" kapal kiime ¢ > 0, p(-) : [0,6] — (0,00)

siirekli fonksiyon, (t.,z,) € WO u, € P ve
F(t,,zy,u,) C DIWPO(t, z,)

olsun.  Bu durumda ¥ p € (0,1) dgin z(-) € X (t.,xuu), t €
[yt + 17 (s, T, ui)] iken

d(z(t), W(t)) <ep(t) + 2u(t —t.)
olacak bigimde nY (t., xs,u,) > 0 vardur.
Kamt. (t,,z.) € WPO F(t,z.,u,) C DIWPO(t,, z,) oldugundan
Onerme 4.1.2 geregi Vu > 0 ve V6 € [0, 7} (t., 2., u,)] icin
X (ty +0;ty, w0y u,) C WO (8, +8) +2ué - B
= W(t.+0)+ep(t.+6)-B+2ud-B

olacak gekilde bir n{ (¢, z., uy) > 0 vardir. Budurumda Vt € [t,, t.+n} (L, T4, us)]
icin

X (t;te, %, u) C W (L) + [ep(t) +2u(t — t.)] - B
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olur ve buradan V x(+) € X ( t., z4, uy) ve V € [t e + 1Y (te, T4, uy)] igin
d(x(t), W(t)) < ep(t) + 2u(t —t.)
elde edilir. n

Onerme 4.1.5. W C [0,0] x R™ kapaly kiime, € > 0, p(-) : [0,0] — (0, 00)
siirekli fonksiyon, (t.,z,) € WO u, € P ve

F(t,,zy,u,) C DIWPO(t, 2.)+ - B

olsun.  Bu durumda ¥ p € (0,1) d¢in V¥V z(-) € X (ti,Tsuy), ¥V
t € [tu, bt + nh (L, T, uy)] iken

d(z(t),W(t)) <ep(t)+ (2u+a)(t —t.)
olacak bigimde nb (t«, Tx, uy) > 0 vardar.

Kamt. (t,,x.) € WO, F(t, z,,u.) C DfW®O + o . B oldugundan

Onerme 4.1.3 geregi Vu > 0 ve V6 € [0, 75 (t., ., u,)] icin

X (t +0ite,2u,) C WPO (4, +6)+(2u+a)é- B
= W(t.+06) +epts+6)-B+2u+a)d-B

olacak sekilde bir 04 (ty,zs,u.) > 0 vardir. Bu durumda VYVt €
[ty s + 0 (L, T4, us)] igin
X (b tarar ) €W (1) + ep(t) + 2 (u+ @) (¢ — 1.)] - B
olur ve buradan V z(:) € X ( t., 2, us) ve V t € [ts, by + nh (L, T4, us)] igin
d(x(t), W(t)) < ept) + 2u+a) (t - t.)

elde edilir. O

Onerme 4.1.6. W C [0,6] x R" kapal kiime, p(-) : [0,6] — (0,00) siirekli

fonksiyon, € > 0 olsun. ¥ (t,x) € W) ij¢in
DIWerO(t, ) # 0

73



ise t — WePO(t) kiime degerli dondisiimii sajdan alttan yar siirekli olur.
Buradat € [0, 0] icin WO (t) kiimesi (4.1.25) ile tansmlanir, DFWePO(t, )
ise t — WePL(t),t € [0,0) kiime degerli doniisiimiiniin (t, x) noktasinda hesap-

lanmas alt sag tiurev kumesidar.

Kamit. Keyfi sabitlenmis t, € [0,60) igin ¢ — W) (¢) kiime degerli donii-
siimiiniin sagdan alttan yari siirekli oldugu gosterilsin. Bunu gostermek igin
ise, Onerme 2.2.6 geregi, V x, € WO(t,) ve n — oo iken t, — 10 olacak
sekilde {t,,}°° | dizisi icin, z,, € We)(t,,) olmak iizere x,, — =, olacak sekildeki
{,}5°, dizisi bulunsun.

(ty, ) € WePL) ve DFWePO) (¢, x,) # 0 oldugundan, bir d, € DFW=O (¢, x,)

vardir. Bu durumda alt sag tiirev kiimesi tanimindan,

lim 2t) — 2. =d
t—t0 t—t. :
olacak bicimde bir z(t) € WePO(¢) vardm. O zaman buradan

lim,_,+0 8(t — t.) = 0 olmak {izere
(t) = 2 +du(t —t.) +s(t — t,)(t — t)
olur. x(t,) = z, denilirse, ¥ n i¢in z,, € W0 (¢,) olmak iizere
Ty = Tu + du(tn — t) + s(tn — t)(t, — ts)
olur ve n — oo iken z,, — z, oldugu bulunur. O]

Onerme 4.1.7. W C [0,6] x R" kapal kiime, p(-) : [0,60] — (0,00) siirekli
fonksiyon, e, > 0 olsun. ¥V ¢ € (0,e,] igin t — WePO(t) kiime degerli
dontigtimi sagdan alttan yary sirekli ise t — W(t) kiime degerli donisimii

sagdan alttan yary strekli olur.

Kanat. Aksi varsayilsin. ¢ — W (t) kiime degerli dontigiimii ¢, € [0, 0] nok-
tasinda sagdan alttan yari siirekli olmasin. Tanim 2.2.3 geregi, i — oo iken

d; — 0% ve t; € [ts, . + 0;] olmak tizere
W(t:) [ B(#, ) =0 (4.1.27)
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olacak bi¢imde p, > 0 ve £ € W(t,) vardir. O zaman (4.1.27) esitliginden
t; = t, + \; denilirse \; < ¢; oldugundan, i — oo iken \; — 0" veVi=1,2,...
i¢in

Wt + X)) B(#, ) = 0 (4.1.28)
olur. b = max{p(t) : t € [0,0]} olsun. Agktir ki 0 < b < +o0 olur. Genelligi
bozmadan % < &, oldugu kabul edilsin. ¢ — W) () kiime degerli déniisiimii

V e € (0,e,] i¢in sagdan alttan yari siirekli oldugundan, Z—; > 0 i¢in t —
pa

W4b ( ) kiime degerli dontigiimii sagdan alttan yari siirekli olur. O zaman
L

% ve & € Wb (t,) i¢in V 6 € [t., £, + 6.] olmak iizere,

Hs
wan'™ .+ 0) (B 1) #0
yada
[W(t +6) + Bip(t. +0) ]ﬂB “* )£ 0 (4.1.29)

olacak bi¢imde ¢, > 0 vardir. i — oo iken \; — 0F oldugundan Vi > 4, icin
te + \i € [ti,t. + 0,] olacak gekilde bir ¢, > 0 vardir. Bu durumda (4.1.29)
geregi ¢ > 1, icin

[W (t+ \) + 4b Pt + A )B] ﬂB(i’,%) £0 (4.1.30)

oldugu goriiliir. O zaman (4.1.30) geregi

[

g € W (6 + X)) + Cplt. + N)B ve i € B(#, %)

olacak bicimde bir y; vardir. Bu durumda

lyi—7 <2 ve y=w + pt + 2)b; (4.1.31)
4 4b
olacak bigimde w; € W (t,+ \;) ve b; € B vardir. O zaman (4.1.31) ve
t* Az o
])(T-l-) < 1 oldugundan
lwi=& Il = Iy =2 = plte+ Ab |
D
< L7 —*
< Ju-zl+k
A
-2
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elde edilir. Yani w; € B(Z, %) olur. Ayrica, w; € W (t. + §;) oldugundan, V
1 > 1, ic¢in
s
W (t. +\) () Bz, 4.1.32
(. + 2 () B2 £ (4.0.32)

oldugu goriiliir. Bu ise (4.1.28) ile geligir. O zaman kabul yanhs olup t — W (t)

kiime degerli doniigiimii sagdan alttan yari stirekli olur. O]

Onerme 4.1.8. (t,,z,) € [0,6) x R", u € (0,1), p(-) : [0,0] — (0,00) stirekli
fonksiyon, a = min {p(t) : t € [0,0]} ve

1 na
o(xy, 1n) = =Iln <1 + —) (4.1.33)
c 31+ 2« )
olsun. O zaman ¥ u € P,V x(-) € X(t,,xs,u) ve ¥V t € [t te + o(24, p)] igin
1
| at) = o, 1< spa
olur. (4.1.33) esitsizliginde alinan ¢ sabiti 1.5.C' kosulunda belirtilen sabittir.
Kanat. Keyfi sabitlenmis u € P, z(-) € X (¢, x4, u) i¢in t € [t,, 0] iken
t
x(t) = x, —|—/ x(7)dT
te
olur. O halde buradan
t
| 2(t) — 2. [I< / | &(7) || dr (4.1.34)
t*
esitsizligi saglamr. Onerme 2.5.1 geregi

| 2(t) 1< (14 || 2 )e®) — 1 (4.1.35)

olur. Ayrica h.h. 7 € [t,, 0] icin &(t) € F (7, 2(7),u) oldugundan, 1.5.C' kosu-
lundan, (4.1.34) ve (4.1.35) esitsizliklerinden,

() —z. || < /tC(H | x(7) [)dr

IN

t
/ (14 || . ||)eC(T_t*)dT
tx

= (1+ || @ ||) [ = 1] (4.1.36)
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oldugu elde edilir. o(x,,u) (4.1.33) ile tanimh oldugundan ve (4.1.36) esitsiz-
liginden V t € [t,,t. + o(x., p)] icin

Fo() =zl < (A [ |) [ 1]

(o)
cl —In(l+—————"7F7F7C
(a+ o fye \e o 30Ty

1

IN

elde edilir.
O

Onerme 4.1.9. W C [0,0] x R"™ kapalr kiime, (t.,z.) € W, p € (0,1), t —
W (t) kiime degerli donisimi sagdan alttan yary sirekli, p(-) : [0,6] — (0, 00)
strekli fonksiyon ve a = min{p(t) :t € [0,0]} olsun. O zaman ¥V u € P,
x() € X(ts, xs,u) vet € [ta, tu + (s, Tu, p)] igin

4.((t), W (1)) < 2pp(t)

3
olacak bigimde y(t., x., u) > 0 vardr.

Kanit. Onerme 4.1.8 geregi, o(z,, 1) > 0 (4.1.33) ile tammlanmak iizere,
Vuée P, x() € X(ty, Ts,u) ve t € [ty, tx + o(24, p)] igin

1
l2(t) -2 |I< gpa (4.1.37)

olur. Ayrica t — W (t) kiime degerli doniigiimii sagdan alttan yar1 siirekli,

z, € W(t,) oldugundan $pua i¢in, V ¢ € [t., t, + M (L., z,)] olmak lizere,
1

W () () Bz, Sha) # 0

olacak sekilde M(t.,x,) > 0 sayist vardir. t € [t,,t. + M\ (L,, x,)] iken
1

w, € W (t) ﬂ B(z., g,ua)

olsun. O halde w; € W (t) ve
1
| we — x| < FHa (4.1.38)
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olur.
’Y(tw Ly :u) = min {O(ZB*, M)a )‘M(t*’ x*)}

olarak alinsin. Bu durumda V ¢ € [t,, t, + v(t., x4, p)] icin (4.1.37) ve (4.1.38)

esitsizliklerinden
| z(t) —w || < ||2(t) = || + || 2 —wy ||
< 1 N 1
—pa + = pa
2
2
< gup(t) (4.1.39)

olur. O zaman

d(x(t), W(t)) = inf ||z(t) —wl],

weW (t)
Vit e [te,ts +7(ts, T, p)] igin, wy € W (t) oldugundan V't € [t., t. + y(ts, T4, p)]
i¢in,

4w (t), W (1)) < Spp(t)

oldugu elde edilir. O

4.2 Kapali Kiimelerin Pozisyonlu Zayif invaryantllgl igin
Yeter Kosul

Simdi kapali W C [0, 0] x R™ kiimesinin (2.5.1) sistemine gore pozisyonlu zayif

invaryant olmasinin tanimi verilsin.

Tanmm 4.2.1. /28, 29] W C [0,6] x R™ kapaly kiime olsun. Eger ¥(to, xo) €
Wolmak tizere V() € X (to, o, Uy, 04(+)) ve Yt € [to,0] i¢in (t,z(t)) € W
olacak bigimde (U., 0.(+)) € Upos X A(0,1) stiper stratejisi varsa, W kiimesine

(2.5.1) kontrol sistemine gore pozisyonlu zayif invaryant kiime denir.

W C [0, 6] x R™ kitmesinin (2.5.1) sistemine gore pozisyonlu zayif invaryant

olmasi i¢in bir yeter kogul verilsin.
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e > 0, sirekli p(+) : [0,0] — (0, 00) fonksiyonu ve kapali W C [0, 6] x R”
kiimesi i¢in
W (t) = {x € R" : d(z, W (1)) < ep(t)}

olsun. O halde her sabitlenmig e > 0 icin ¢ — W) (¢) yeni bir kiime degerli

doniigiim olur. W) = grWWeP0)(.) olarak alnsin.

Teorem 4.2.1. W C [0,0] x R"™ kapalr kiime £, > 0 ve p(+) : [0,0] — (0, 00)

siirekli fonksiyon olsun. Keyfi e € [0,¢e.] ve (t.,r.) € W) icin
F(t,, ., u,) C DW=Vt ) (4.2.1)

olacak sekilde u, € P wvarsa, W kiimesi (2.5.1) kontrol sistemine gore pozis-

yonlu zaysf invaryant kimedar.

Kamit. ¥ (t,z) € [0,0] x R" alimsin. d (z, W (t)) = &(t,x) p(t) olacak sekilde
e(t,x) > 0 vardir. Agiktir ki, eger (¢, x) ¢ W ise (¢, x) > 0 olur.

P.(t,x) ={u, € P: F(t,z,u,) C DFWE2PO (¢ 1)}

kiimesi tanimlansin ve a = min {p(t) : t € [0,60]} > 0 alinsin.

Bu durumda V (¢, z) € [0, 0] x R™ i¢in siiper strateji agagidaki gibi tanimlansin.

uy € Pu(t,x) Le(t,z) < e,

Uit,x) = N (4.2.2)
ueP Je(t, ) > e,
ve
main{n)'(t,z,u), u, 0 —t} e(t,z) < e, ve u=U,(t,x)
du(p, t,x,u) =
min{u,0 —t} e(t,x) > e, veya u # UL(t, x)
(4.2.3)

almsm. Burada kullanilan 7! (¢, z, u) sayis1 Onerme 4.1.4 de bulunan sayidir.
d (zo, W(to)) = eop(to) olacak bicimde (tg,zo) € [0,6] x R™ alimip sabitlensin
ve

Ex
0<¢gy< —
< &g 5

oldugu kabul edilsin. O halde (ty, zo) € WeP0) olur.
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Simdi (U, d,(-)) siiper stratejisinin, (to, 79) € WeP() baslangic noktasinda
trettigi keyfi z(-) € X (to, xo, Us, 0.(+)) yoriingeleri i¢in V¢ € [tg, 0] iken (¢, z(t))
€ Werl) oldugu gosterilsin.

Keyfi sabitlenmis z(-) € X (to, zo, U, d.(+)) yoriingesi alindiginda, k — oo
iken,
pr — 0 olan {uy}re, € (0,1) sayr dizisi ve xx(-) — z(+) diizgiin yakimsayan
{zx()} ey € 2, (to, @0, Uk, 04()) adimhi  yorungeler dizisi vardir.
2, (to, o0, Uy, 6,(+)) adimh yoriingeler kiimesinin tanimindan, her & icin z4(-) €
Yo, (to, zo, Uy, hi(+)) olacak bicimde hg(-) € Ay, (64(+)) fonksiyonu vardir. x(-)
adimli yoriingesi tammlanirken, U, pozisyonlu stratejisi ve hy(-) fonksiyonu
[to, 0] arahigmm bir L {[t, 0]; xx (), Us, hi(+)} iyi sirali kiimesini dogurur (bkz.
Onerme 2.6.3).

Genelligi bozmaksizin keyfi £ = 1,2, 3, ... i¢in

Ex — &0

20

Me < a

olsun. Herhangi bir k secilsin ve sabitlensin. zy(-) € Y, (to, o, Uy, hi,(+)) ve V
to € L{[to,0]; 2% (-) , Us, hae(+)} igin

p(th)

” (tF —to) (4.2.4)

d (ze(t5), W(tE)) < eop(th) + (2ux + )

oldugu gosterilsin. V k igin xy(ty) = xo oldugundan, (o, zx(to)) € WePL) ve
d (zx(to), W(to)) = eop(to) olur. gy € [0,5) oldugundan, (4.2.2) ile verilen

U.(+) pozisyonlu stratejinin tanimmindan
F (to, m(to), Us(to, mi(to))) € DFWPO (to, 24 (t0))

olur. Adimli  yoriingenin  tamimindan,  xx(-) adimh  yoriingesi,

[to, to + hi(to, zo, Us(to, x0))] araliginda
xk’(t) S (tv xk(t)’ U*(tO’ ZL"())) ) ka(to) =T

Cauchy probleminin ¢oziimii olarak almir. O zaman Onerme 4.1.4 geregi V ¢ €

[to, to + 17" (to, 2o, Us(to, 29))] igin
d(zi(t), W(t)) < eop(t) + 2p(t — to) (4.2.5)
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elde edilir.
t’f = to -+ hk (to, Zo, U*(to, .To))

olarak alindigindan, (4.2.3) ile verilen d,(-) fonksiyonunun tanimindan ve hg(-)

fonksiyonunun segiminden (hy(t, z, u) < 0, (g, t, x, u))

th = to+ hy (to, w0, Us(to, o))
to + 0s (e, to, To, Us(to, o))
< to + ni* (to, o, Us(to, o))

IA

olur. Bu durumda son esitsizlikten ve (4.2.5) esitsizliginden

d (z(15), W (1)) < eop(ty) + 20 (2} — to)

p(t)

oldugu goriiliir. > 1 oldugundan ve (4.2.6) esitsizliginden

(t’f)

@ (wxt). W(Bh)) < eop(th) + 2" (15 — 1)

olur ve o = 1 igin (4.2.4) esitsizligi saglanir.
Simdi (4.2.4) esitsizliginin a = 2 igin saglandig1 gosterilsin.
21 (%) = 2% denilirse

d (:clf, W(t’f)) = e1p(th)

olacak bigimde 1 > 0 vardir. O zaman (4.2.7) esitsizliginden ve py, < a

oldugundan

2
g1 < gy + uk(t —tp) < &4

(4.2.6)

(4.2.7)

Ex — &0

20

(4.2.8)

olur. Bu durumda (4.2.2) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin tanimindan,

(t’f,x’f) € Werl) icin

F (5, 2% U.(tF, 2%)) € DFwerO (ko)

oldugu gériﬂﬁr Adimh yoriingenin tanimindan, zj(-) adimhi yoriingesi,

[tgk) )+ hy, (1 ,xk(tgk)),U*(tgk),xk(tgk)))ﬂ araliginda

i) € F (Lan(0), U000, 0 (7) o) = of

81



Cauchy probleminin c¢oziimlerinden biri olarak almr ve Onerme 4.1.2 geregi

Vte [t th s (th, ok UL (8, )] dgin
0. (2 (8), W(8)) < e1p(t) + 2t — 15) (4.2.9)

olur.
th =t} + hy (¢, 25, UL (7, 27))
olarak alimdigindan ve (4.2.3) ile verilen 6,(-) fonksiyonunun tanimindan,

th < i (¢, 2%, UL(th, 2F)) oldugu goriiliir. Bu durumda buradan ve (4.2.9)

esitsizliginden

d (zx(t5), W(th)) < e1p(th) + 2us (5 — £4)

p(t)

elde edilir. O zaman buradan, —= > 1 oldugundan ve (4.2.8) esitsizliginden
a

d (2 (t5), W(t5)) < op(th) + 2puk (t5 — to)

p(th)

olur ve @ = 2 igin (4.2.4) esitsizligi saglanir.
Simdi, Vt* € L{[to,0);zx (), U, hi(-)} alinsin. v t*’ye karsilik gelen order
say1st olmak tizere zy, (+) fonksiyonunun tiim A < v i¢in

p(t3)

4 (a(t5), W(E5)) < op(th) + 20 B2 (1 — 1) (4.2.10)

esitsizligini sagladigr kabul edilsin. O zaman t = t* icin (4.2.4) esitsizliginin

saglandig1 gosterilsin. t’; i¢in iki durum sozkonusudur.

I t*nmn onciilii olan t* € L{[to,0];21(-),Us hi(-)} sayist vardr.
Bu durumda (¢%,¢%) N L{[to,0];2, ("), U, hi(:)} = 0 olur.

g)r v

LAlto, 0]; xx (), Us, hi(+)} kiimesinin tanimindan
th=th 4 hy, (t8, 2 (65) UL (85, 2 (£2)))

oldugu goriiliir ve kabulden (4.2.10) geregi

p(tl)

d (z(15), W(ty)) < eop(ts) + Q“kT(t’; — o) (4.2.11)
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olur. zj(tk) = 2* denilsin. Bu durumda
d (zq, W(t5)) = eop(ts)
olacak bi¢imde e, > 0 vardir. O zaman (4.2.11) egitsizliginden ve

Ex — &0

20

e < a oldugundan

2
£o < g0+ —pi(th —ty) < e, (4.2.12)
a

olur. Bu durumda (4.2.2) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin tanimindan,

(tk,zk) € Wer0) icin

g’ g

F (5, ah, Ut 2k)) ¢ DFw=rO ek k)

o) Vo o) Vo o) Yo

oldugu elde edilir. Adimh y6riingenin tanimindan, x(-) adimh yoriingesi,

(0,659 4y (9,280,000, 25 (k))) | avabiginda

k(1) € F (t, 2 (t), U, 2)) . wp(tl) = 2P
Cauchy probleminin ¢oztimlerinden biri olarak almir. O zaman

Onerme 4.1.2 geregi V t € [tk k4 ik, 2k, UL (tF, 2F))] icin

d (2 (t), W(t)) < eop(t) + 2up(t — t¥) (4.2.13)

olur.

tl; = tclj + hy, (t§7x§7 U*(t§7ml;))

olarak tanimli oldugundan 9, (-) fonksiyonunun tanimindan (hy (¢, x,u) <

6*(:“:’% l,z, U))

t th 4 hy (5, @ (65) , UL (85, 2, (2F)))
S t§+6* (Mk»tléaffk(tﬁ),U*(tmxo))
< th ot (tF, 2k UL(th, 2k))

o)*Vo? o) o

olur. Bu durumda buradan ve (4.2.13) esitsizliginden

d (i), W(t))) < eop(ty) + 2p(t; — t5) (4.2.14)
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I1.

t
oldugu goriliir. ]ﬂ > 1 oldugundan ve (4.2.14) esitsizliginden
a

tk
d (2e(t5), W(th)) < eop(th) + 2puy, p( ) (th — o) (4.2.15)
olur. O zaman (4.2.12) ve (4.2.15) esitsizliklerinden
k k k (tk) k
d (z(t)), W(ty)) < eop(ty) + 21 (ty —to) (4.2.16)
oldugu elde edilir.

v order sayismin onculii olmasin. Yani t* noktas1 iyi siral
LAlto, 0]; xx (), Us, hi(-)} kilmesinin y1gilma noktasi olsun. Bu durumda
tho o<t <. <tk <0 Viigint} € L{[to,0];x (), Us, hi(-)} olmak
iizere, lim t’; =tk —0 olacak bicimde {tk } ., dizisi vardir. Varsayimdan

1—00

dolay1 V i igin

d (wx(t3,), W (t3,) < eop(ts,) + 2,LLkp(tl§‘ )

(ty, —to) (4.2.17)

olur. Adiml yoriingenin tammlamsgmdan lim; o 2 (t5 ) = xx(t5) olur.

p(+) : [0,0] — (0,00) siirekli fonksiyon, W C [0,6] x R™ kapali kiime

oldugundan ve (4.2.17) esitsizliginden
k k K p(tk) K
d (z(t), W(ty)) < eop(ty) + 2p—>(ty — to) (4.2.18)

oldugu elde edilir.
Boylece (4.2.4) esitsizliginin dogru oldugu kanitlandi. Simdi V € [to, 6]
icin

d (x(t), W(t)) < eop(t)
oldugu gosterilsin.
Keyfit, € [to, 6] alnsin ve sabitlensin. V ¢, 5 € L{[to,0]; 2 (-), Us, his(-)}
igin, 0 < ¢k, — ¢k <y, ve k — oo iken pp — 07 oldugundan, her £ i¢in

k
|tfl()k) —tu| <
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olacak bigimde tgﬂ()k) € L{[to,0];xx (+), Us, hg(-)} vardir. O halde k — oo
iken t;k&c) — t, olur. Diger taraftan, (4.2.18) esitsizliginden, V & i¢in

k k k k k
@ (a(t8), WER)) < 2op(ty) + 2men(tl ) () —to)  (4:219)

olur. k — oo iken tgf(;g) — te, vp(-) = x(), p (tnk()k)> — p(ts), pr — 07,

W C [0, 0] x R™ kapali kiime oldugundan ve (4.2.19) esitsizliginden
d(x(te), W(ts)) < eop(ts) (4.2.20)

oldugu bulunur. t, € [ty, 0] keyfi sabitlenmig oldugundan, (4.2.20) esit-

sizliginden t € [ty, 0] i¢in,
4(2(t), W(1)) < zop(t) (42.21)

oldugu goriilir. z(-) € X (to, o, Us, 04(+)) keyfi oldugundan, (4.2.21)
esitsizligi keyfi () € X (to, xo, Us, 0+(+)) i¢in dogru olur.

go > 0 sayws1 d (z(to), W(to)) = eop(to) kosulundan segilmektedir. Eger
(to, x0) € W ise, o zaman d (x(ty), W(ty)) = 0 ve g = 0 olur. O halde
(4.2.21) esitsizliginden, V z(-) € X (to, o, Us, 04(+)) ve t € [to, 8] igin,

d(x(t), W(t)) =0

olur. Buise W C [0, 6] x R™ kiimesinin (2.5.1) sistemine gore pozisyonlu

zayif invaryant olmasi demektir.

]

Not Teorem 4.2.1 de V ¢t € [0,6] i¢in p(t) = 1 olarak almursa, [29] da
verilen Teorem 6.1 elde edilir.

Kanitlanan teoremden agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.1. Teorem 4.2.1 in kosullary saglansin, (to,xo) € [0,60] x R™,
d (zo, W(to)) = eop(to), €0 € |0, %) olarak almsin. (U, 0.(+)) stiper stratejisi
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(4.2.2) wve (4.2.3) ile tanimlanmus olsun. Bu  durumda ¥ x(-) €
X (to, o, Us, 04(+)) ve t € [to, 0] icin,

d (x(t), W(t)) < eop(t)

olur.

4.3 Yeter Kogulun Stabilligi

Bu béliimde, Teorem 4.2.1 de verilen (4.2.1) kogulunun belli bir hata ile saglan-
dig1 durumda, pozisyonlu zayif invaryantlik ozelliginin nasil degisecegi konusu
ele alinmigtir.

Simdi Teorem 4.2.1 de verilen (4.2.1) kogulunun kiigiik bir hata ile saglan-
diginda, pozisyonlu zayif invaryantlik 6zelliginin cok az bozulacagini ifade eden

teorem verilsin.

Teorem 4.3.1. W C [0,0] x R™ kapali kime, p(-) : [0,6] :— (0, 00) stirekli
Jonksiyon €, > 0 ve a < 7 &, olacak sekilde o > 0 sabit sayrsy alinsin. Ve €

[0,e.] ve ¥ (t., x.) € WL icin

F(t,, zy,u,) C DIWPO(t, 2,) + oB (4.3.1)

olacak sekilde w, € P olsun. O zaman Y (to,zo) € W, Vz() €
X (to, €0, Uq, 0a(+)) ve YVt € [to, 0] i¢in

d(z(t), W(t)) < a?(t — o) (4.3.2)

olacak bigimde (Uy, 00(+)) € Upos x A(0, 1) siiper stratejisi vardar.
Burada a = min{p(t) : t € [0,0]} > 0 olarak tanvmlidar.

Kamit. ¥ (t,z) € [0,0] x R™ alimsin. d (z, W (t)) = e(t,x) p(t) olacak sekilde
e(t,x) > 0 vardir. Agiktir ki, eger (t,z) ¢ W ise e(t,x) > 0, (t,z) € W ise
e(t,z) = 0 olur.

P,(t,x) = {u, € P: F(t,x,u,) C DIWE2PO(¢ ) + o B}
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kiimesi tamimlansin.

Bu durumda V (¢, z) € [0, 0] x R i¢in siiper strateji agagidaki gibi tanimlansin.

Uy € Po(t,x) Le(t,z) < e,

Un(t,z) = (4.3.3)
ueP Je(t,x) > e,
ve
man{ny (t,z,u), u, 0 —t} e(t,z) < e, ve u=U,(t,x)
50((”7 t7 ",E7 u) =
min{u,0 —t} e(t,x) > e, veya u # Uy (t, x)
(4.3.4)

olsun. Burada kullamlan 4 (¢, z, ) sayist Onerme 4.1.5 de bulunan sayidir.
d (zo, W(to)) = eop(to) olacak bicimde (tg,zo) € [0,6] x R™ alimp sabitlensin
ve

Ex
0<¢gy< —
< €o 5

oldugu kabul edilsin. O halde (to, 7o) € WeP0) olur.
Simdi (Uy, 64(+)) siiper stratejisinin, (to, zo) € WeP() baglangic noktasinda
trettigi keyfi z(-) € X (to, 2o, Ua, 0a(+)) yoriingeleri igin V¢ € [to, ] iken

40, W) < coptt) + o221 1)

oldugu gosterilsin.

Keyfi sabitlenmis x(-) € X (to, %o, Ua, da(+)) yoriingesi alindiginda, & —
oo iken, g — 0 olan {u},o, C (0,1) sayr dizisi ve xx(-) — z(-) diizgin
yakinsayan {zy(-)} o, C Z,, (to, %o, Ua, 0a(+)) adimh yoriingeler dizisi vardur.
2, (to, 0, Uy, 04(+)) adimh yoriingeler kiimesinin tanimindan, V £ igin x(-) €
Yo, (to, zo, Uy, hi(+)) olacak bigimde hy(-) € Ay, (0a(-)) fonksiyonu vardir. a(-)
adimli yoriingesi tanmimlanirken | U, pozisyonlu strateji ve hg(-) fonksiyonu
[to, 0] araliginin bir L {[to, 0]; zx (+) , U, hi(+)} iyi sirali kiimesini dogurur (bkz.
Onerme 2.6.3).

_ o _ &
a < —&,, g0 < —
20 0>
oldugundan
€ s & < 45 a(s £0)
L—E)> — Ve a<-—-—— < —(g, —
0= v 92 "0 0



oldugu bulunur. Son esitsizlikten ise
alex, —eg) —alh >0

olarak elde edilir. Genelligi bozmaksizin keyfi £ = 1,2,3,... igin

a(e. —eo) —ab

<
Mk Y

olsun. Herhangi bir £ alinsin ve sabitlensin. z4(-) € Y, (to, zo, Ua, hi(:)) ve V

to € L{[to,0];xy. (-) . U, hue(+)} icin

d (z(t5), W(th)) < eop(th) + (2u + ) =25 (th — to) (4.3.5)

oldugu gosterilsin.

VY k igin my(to) = xo oldugundan, (to, zx(to)) € WP ve d (zy(to), W (to)) =
op(to) olur. gy € [0, %) oldugundan, (4.3.3) ile verilen U,(-) pozisyonlu strate-
jinin tanimindan

F(to, l’k(to), Ua(to, l‘k<t0))) C DjWEOP(')(tO, mk(to)) -+ aB

olur. Adimh y6riingenin tanimindan, z(-) adiml yoriingesi, [to, to + hx(to, To,

Ua(to, x0))] araliginda

l’k(t) el (t,[lfk(t), Ua(to,l’o)), l’k(to) = X

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alimir. O zaman Onerme 4.1.5

geregi V t € [to, to + nb* (to, To, Ua(to, To))] igin
4 (1), W () < coplt) + (g + ) (¢ — o) (436)
elde edilir.
ty = to + A (to, 2o, Ua(to, o))
olarak alindigindan, (4.3.4) ile verilen ¢,(-) fonksiyonunun tanimindan ve hg(-)
fonksiyonunun segiminden (h(t, z,u) < 04 (g, t, z,u))
th = to+ hi (to, w0, Ua(to, 20))

2(:0 + 504 (/'le tO: X, UOt(th 1'0))
S tO + 77/2% (toa Zo, Ua(tl%'rO))

IN
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olur. Bu durumda son esitsizlikten ve (4.3.6) esitsizliginden

d (z(t7), W(t)) < eop(ty) + (2 + ) (1} — to) (4.3.7)
D D) y e
oldugu gorilir. - > 1 oldugundan ve (4.3.7) esitsizliginden
k k k p{th) i
(e, W (#4)) < cop(th) + (2 + @) P2 — 10) (438)

olur ve v = 1 igin (4.3.5) esitsizligi saglanir.
Simdi (4.3.5) esitsizliginin « = 2 i¢in dogru oldugu kanitlansin.
7 (%) = 2% denilirse

d (5, W(th)) = exp(th)

olacak bigimde ¢; > 0 vardir. O zaman (4.3.8) esitsizliginden ve
x T - 0
e < ale.—c0)—a oldugundan
20
1 k
g1 <ego+ - (2ur + ) (t] —to) < e (4.3.9)

olur. Bu durumda (4.3.3) geregi (¢}, 2%) € W=r0) j¢in
F(t1, 21, Ut 21)) € DYWEPO(H, 2f) + aB

olur. Adimh yoringenin tanimindan,
xk(+) adimh yoriingesi, [tgk), tgk) + hy (tgk), xk(tgk)), Ua(tgk), m(tgk))))} araligin-
da

in(t) € F (tan(®). U ), o) = o

Cauchy probleminin ¢oziimii olarak almir. O zaman Onerme 4.1.5 geregi V ¢ €

[#7, 87 + mp* (8, oy, Ua(th, )] igin
d (xk(t)> W(t)) < 51p(t) + (2ﬂk + a) (t — t’f) (4_3_10)

olur.

th =t} + hy, (¢}, 2, Ua(t5, 7))
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olarak alimdigindan ve (4.3.4) ile verilen 6,(-) fonksiyonunun tanimindan,

th < mh* (. 2f, Ua(t}, 2%)) oldugu goriiliir. Bu durumda buradan ve (4.3.10)

esitsizliginden
d (xi(t), W(t5)) < eip(ts) + (2u + @) (5 — 1) (4.3.11)
elde edilir. I? > 1 oldugundan ve (4.3.9) esitsizliginden
4 (20l85), W) < ) + et ) Pt vy sy

olur ve a = 2 igin (4.3.5) esitsizligi saglanir.
Simdi, Vt* € L{[to,0]; 2k (-),Us, hi(-)} almsm. v t%'ye karsihk gelen order
sayist olmak tizere xy (+) fonksiyonunun tiim A < v i¢in

p(t})

@ (eat5), W (£5)) < cop(t§) + e+ a) P2 (1% — 1) (43.13)

esitsizligini sagladign kabul edilsin. O zaman t = t¥ i¢in (4.2.4) esitsizliginin

saglandig1 gosterilsin. ¢* icin iki durum sézkonusudur.

[ t*niin onciillii olan t* € L{[to,0];21 (-),Uqs hi(-)} sayis1 vardir.
Bu durumda (¢5,¢8) 0 L{[to,60]; 2 (-), U, hi(-)} = 0 olur.

gy

LA{[to,0]; x (*) , Ua, hi(+)} kiimesinin tanimindan
th =l 4y (88, o (85)  Ua (85,2 (£2)))

oldugu gortliir ve kabulden

p(t})

d (z(th), W(th)) < eop(th) + (2ur + ) a

(t* —t0) (4.3.14)

olur. x4 (t%) = 2% denilsin. Bu durumda
d (zq, W(t5)) = eop(ts)
olacak bi¢imde ¢, > 0 vardir. O zaman (4.3.14) esitsizliginden ve

a(e. —eg) —ab
26

e < oldugundan

1
g < g0+ — (2ue +a) (tF — 1) < e, (4.3.15)
a
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olur. Bu durumda (4.3.3) ile verilen U,, pozisyonlu stratejinin tanimindan

(tk a:k) e Weer() icin

o)o

F (5, ah, Ul (5, 2)) € DfwerrO ek 2%) + aB

agror oo (o O')

oldugu elde edilir. Adiml yoriingenin tanimindan,
xk(+) adiml yoriingesi, [tf,k), t& + by (t((,k), P, Ua(t[(,k), xg(k))ﬂ araligin-
da

ir(t) € F (6,2 (), Us (¢, 23)) . 2 (t) = 2

g g g g

Cauchy probleminin ¢éziimii olarak almdigindan ve Onerme 4.1.5 geregi

Vte [thth +pht(th, ok, U, (th, z%))] icin

d (z1,(1), W (1)) < eop(t) + (2 + @) (t — 15) (4.3.16)

olur.
=tk + by (8, 2k, Ua (2, %))

o) o oo

olarak tanimh oldugundan ¢, (+) fonksiyonunun tanimindan (hy (¢, x,u) <

60{(,“14:7 ta z, U))

th = th+he(th, o (65) U (t5, 21 (15)))
S t(’; + 5(1 (/Mf; t¢’i7 xk(t(];)a Ua(tcm l‘o))
<tk bt (tk xk Uy (th xk))

o) o) o) o

olur. Bu durumda buradan ve (4.3.16) esitsizliginden
d (wx(t), W(t))) < eop(th) + 2 + @) (8 — t}) (4.3.17)

t
oldugu goriiliir. p(t) > 1 oldugundan, (4.3.15) ve (4.3.17) esitsizliklerin-
a

den

p(th)

d (w(t5), W (th)) < eop(th) + (2 + ) (t5—to)  (4.3.18)

olur.
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II. v order sayisinin oOnciilii  olmasin. Yani tf noktasi iyi sirah
LA{lto, 0];xx () , Uy, hi(+)} kilmesinin yigilma noktasi olsun. Bu durumda
tho<th, <...<ty <...  Viignt5 € L{[to,0);xx (-),Ua,hi(-)} ol-
mak iizere lim ¢§ = t& — 0 olacak bigimde {5}~ dizisi vardir. Varsa-

1— 00

yimdan dolay1 V i igin

(£5.)

g~

d (z(t5), W(th)) < eop(ty) + (2 + @) (th —to)  (4.3.19)

olur. Adiml yoriingenin tammlamsgmdan lim;_. 25 (t5 ) = 24(tF) olur.
p(+) : [0,0] — (0,00) siirekli fonksiyon, W C [0,6] x R™ kapali kiime
oldugundan ve (4.3.19) esitsizliginden

p(th)

- (t* — 1) (4.3.20)

d (2(t5), W(th)) < eop(ts) + (2uuk + )

oldugu elde edilir.
Boylece (4.3.5) esitsizliginin dogru oldugu kanitlandi. Simdi ¢ € [to, 6]
icin
p(t)
4. W) < oplt) + 020 — 1y (13.21)
oldugu gosterilsin.

Keyfit, € [to, 0] alnsin ve sabitlensin. V 5, 5. € L{[to,0]; 21 (-), Ua, hie(*)}

1%

igin, 0 < ¢k, — & <y, ve k — oo iken py, — 07 oldugundan, her k igin

k
|t51()k) —tu| <

olacak bigimde tq(f&) € L{[to,0); xx (+), Us, hi(+) } vardir. O halde k — oo

iken tff(;g) — t, olur. Diger taraftan, (4.3.6) esitsizliginden, V k igin
(k) (®) (*) Pltaiey) o
d <xk(tn(k)), W(tn(k))> < eapltyyy) + (2ui + ) =221 — to)
(4.3.22)

olur. k — oo iken t;k&) — b, o(-) = z(v), p (tnké)k)> — p(ts), e — 07,

W C [0,0] x R™ kapali kiime oldugundan ve (4.3.22) esitsizliginden

d(x(t.), W(ty)) < eop(ts) + a@(t* — o) (4.3.23)
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oldugu bulunur. t, € [ty, ] keyfi sabitlenmig oldugundan, (4.3.23) esit-

sizliginden t € [to, 0] icin,
d(z(t), W(t)) <eop(t) + a]?(t — to) (4.3.24)

oldugu gortlir.

z(-) € X (to, 0, Us,0a(-)) keyfi oldugundan, (4.3.24) esitsizligi keyfi
z() € X (to, xo, Ua, 0a(+)) igin dogru olur.

g0 > 0 saywst d (x(to), W(to)) = eop(to) kosulundan segilmektedir. Eger
(to, o) € W ise, o zaman d (x(ty), W(ty)) = 0 ve g = 0 olur. O halde
(4.3.24) esitsizliginden, V z(-) € X (to, o, Ua, 0a(+)) ve t € [to, 8] igin,

d(z(t),W(t)) < a@(t —tp)

a

olur.

Teorem 4.3.1’den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3.1. Teorem 4.3.1’in kogullar: saglansin. (to,zo) € [0,0] x R™ baglan-

qi¢ pozisyonu, d(xg, W(to)) = eop(to), €0 € [0, E) olsun ve a < 2195* olarak

2
alinsin. (Uy,04(+)) stper stratejisi (4.3.3) ve (4.3.4)ile tanimlansin. O zaman

V() € X (to, o, Ua, 0a(+)) ve t € [to, 0] i¢in
p(t)
d(z(t), W(t)) < eop(to) + a=—= (t —to) (4.3.25)
olur. Burada a = min {p(t) : t € [0,0]} olarak tanimlidur.
Simdi,
t € F(t,z,u) + aB (4.3.26)

kontrol sistemi ele almsm. (4.3.26) sisteminde (U, (-)) € Upos X A(0, 1) siiper
stratejisinin  (¢g,z9) baglangic noktasindan {irettigi yoriingeler kiimesi
X. (to, o, U,0(+)) ile gosterilsin.

Teorem 4.2.1 ve Teorem 4.3.1 den asagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 4.3.2. W C [0,60] x R™ kapals kiime, p(-) : [0,0] :— (0,00) stirekli

fonksiyon e, > 0 ve a < g5 &, olsun. Ve € [0,¢,] ve ¥V (t,,2,) € Wert) jcin
F(t,, ., u,) C DW=Vt ) (4.3.27)

olacak sekilde w, € P olsun. O zaman Y (to,zo) € W, V() €
X, (to, o, Un, 00(+)) ve Vit € [ty, 0] olmak tizere

d(z(t), W(t)) < Oz]?(t — o) (4.3.28)

olacak bigimde (U, 0a(-)) € Upos X A(0, 1) stiper stratejisi vardar.
Burada a = min {p(t) : t € [0,0]} > 0 olarak tansmlidor.

Sonug 4.3.3. Sonug 4.3.2%n kogullary saglansin. (ty, zo) € [0,0] xR™ baslangi¢
pozisyonu, d(xg, W (ty)) = eop(t), o € [O,%), a < g5 olarak alinsin. O

zaman ¥ x () € X, (to, o, UZ, 05(+)) ve t € [to, 0] igin

d(xz(t), W(t)) < eop(t) + a]?(t — o) (4.3.29)

olacak bigimde (UZ, 6% (+)) stper stratejisi vardar.

) U o

4.4 Pozisyonlu Zayif invaryanthk igin Zayiflatilmag
Yeter Kosgul

Bu boliimde verilen kapali kiimenin pozisyonlu zayif invaryant olmasi i¢in daha
zayif bir yeter kogul verilecektir. Kapali W C [0,60] x R™ kiimesinin (2.5.1)
sistemine gore pozisyonlu zayif invaryant olmasi i¢in, Teorem 4.2.1'de (4.2.1)
kosulunun tiim (¢,z) € We0) icin sadece ¢ € (0,¢,] olurken saglanacaginin
yeterli oldugu kanitlanacaktir. Yani (4.2.1) kogulunun £ = 0 igin saglanmasin-
dan vazgecilecektir.

Simdi kapali W C [0, 0] x R™ kiimesinin (2.5.1) sistemine gére pozisyonlu
zayif invaryant olmasi i¢in, Teorem 4.2.1 den daha zayif olan yeter kosul veril-

sin.
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Teorem 4.4.1. W C [0,6] x R™ kapali kiime e, > 0 ve p(-) : [0,0] — (0, 0)

stirekli fonksiyon olsun. Ve € (0,¢,] olmak tizere ¥(t,, x,) € W) jicin
F(t,, ., u,) C DFWO(t,, ) (4.4.1)

olacak sekilde u, € P varsa, W kiimesi (2.5.1) kontrol sistemine gore pozis-

yonlu, zayf invaryant kimedir.

Kanit. Keyfi € € (0,¢,] alinsin ve sabitlensin. O halde (4.4.1) kogulundan, V
(t,z) € W= i¢in
F(t,z,u,) C DIWLO(t, z)

olacak sekilde u, € P vardir. O halde ¥V (¢, z) € W0 icin
DIWePO (¢, x) #

olur. Bu durumda Onerme 4.1.6 geregi t — W=O)(t), t € [0, 6] kiime degerli
dontiglimii sagdan alttan yar1 siirekli olur. ¢ € (0, ¢,] keyfi sabitlenmis oldu-
gundan, ¥V ¢ € (0,¢,] igin t — W) (¢) kiime degerli doniisiimii sagdan alttan
yan siirekli olur. O zaman Onerme 4.1.7 geregi t — W (t), t € [0,6] kiime
degerli doniigiimii sagdan alttan yari stireklidir.
V (t,x) € [0,0] x R™ alinsin. d (x, W (t)) = e(t,x) p(t) olacak sekilde e(t,z) > 0
vardir.

P.(t,x) = {u, € P: F(t,z,u,) C DFWt2P0 (¢ 2)}
kiimesi tammlansin ve a = min {p(t) : t € [0,60]} > 0 alinsmn.
(4.4.1) kosulundan 0 < e(t,x) < e, olacak bigimdeki (¢,z) € [0,60] x R™ igin
P.(t,x) # () olur.

Bu durumda V (¢, z) € [0, 0] x R™ i¢in siiper strateji agagidaki gibi tanimlansin.

u. € P(t,x) , 0<e(t,x) <e,
U.t,x) = (4.4.2)
u€P , e(t,z) =0 veyae(t,z)> e,
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ve

(
min{ny (t, z,u), u, 0 —t} , 0<e(t,z) <e., u=Ultx)
min{p, y(t,x,u), 0 —t} , e(t,z)=0, weP
Ou(p, t,x u) =
man{u,0 —t} , e(t,x) >e., uePbP
main{u,0 —t} , 0<e(t,x) <e., u#ULtx)

almsm. Burada kullanilan 7%(t, z,u) sayist Onerme 4.1.4 de, ~(t,z, ) ise
Onerme 4.1.9 da bulunan sayilardir.
0 < &y < 5 olmak iizere d(xo, W (ty)) = eop(to) olacak bigimde (to,20) €
[0,6] x R™ alinip sabitlensin. O halde (¢, 79) € WP®) olur.

Simdi (U,,6,(-)) siiper stratejinin, (to,zo) € WeP() baglangic noktasinda

trettigi keyfi z(-) € X (to, zo, Us, 64(+)) yoriingeleri ve V t € [to, 0] icin,
d (x(t), W(t)) < eop(t)

oldugu gosterilsin.

Keyfi sabitlenmis z(-) € X (to, zo, U, d.(+)) yoriingesi alindiginda, k — oo
iken p1r, — 0 ve x(+) — 2(-) diizgiin yakinsayan {xy () }r—, C Z,, (o, To, Us, 04(+))
adiml yoriingeler dizisi vardir. 2, (to, zo, Us, 0(-)) adiml yoriingeler kiimesinin
tammindan, V k icin () € Y, (to, zo,Us, hi(-)) olacak bicimde hy(-) €
A, (04(+)) fonksiyonu vardir. xj(-) adimh yoriingesi tanimlanirken, U, pozis-
yonlu stratejisi ve hy(-) fonksiyonu [to, 8] araligimn bir L {[to, 0]; zx () , Us, hx(-)}
iyi sirali kiimesini dogurur (bkz. Onerme 2.6.3).

Genelligi bozmaksizin, keyfi £ = 1,2, ... i¢in

(. €. — €0 dac,
min s €o, a Yo , €0 >0

20 ' 2a+ 60
e < (4.4.4)
) Ex —Ep  dac,
mm{“ 20 ’2a+60)} » €0=0

olsun. Herhangi bir £ alinsin ve sabitlensin. z4(-) € Y, (to, o, Us, hi.(+))
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ve th € L{[to,0]; 2 (-),Us, hi(-)} igin

tk
é?op(tlé) + 2##%(751; — to) , €0>0
d (ax(15). W(14) < (4.4.5)
2 tr
gﬂkp(t’fy) + 2%}%@@ —ty) , €0=0

oldugu gosterilsin.
VY k icin xx(to) = x0 oldugundan, (to, zx(to)) € WP ve d (zy(to), W (to)) =
eop(to) olur.
th = to 4 hy (to, o, Uy (to, 20))

olarak tamimlidir. Bu durumda

I. &g =0 olsun.
xk(+) adimh yoriingenin ve (4.4.2) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin

tanimindan, [tg, t¥] araliginda x(-) fonksiyonu bir u, € P i¢in

:tk(t) er (tv xk@)?“*) ) mk<t0) = To
Cauchy probleminin ¢oztimlerinden biri olarak alinir. £y = 0 oldugundan,
d (zo, W(to)) = 0 ve (tg, x9) € W oldugu bulunur. ¢ — W (t) kiime degerli
doniisiimii sagdan alttan yar siirekli oldugundan Onerme 4.1.9 geregi v

t e [t07 tO + 7(t07 X, /J“k)] i(;in,

2
d (zx(t), W(t)) < g/ikp(t) (4.4.6)
olur. Burada verilen (o, zo, jx), Onerme 4.1.9 da tammlanan pozitif

sayidir. Ayrica (4.4.3) ile verilen 6,(-) fonksiyonunun tanimindan
th = to+ hi(to, o, Us(to, 20))
< lo 4 s (pk, to, To, Us(to, 20))

< to+ 7 (to, To, bix)

olur. Bu durumda buradan ve (4.4.6) esitsizliginden

A

@ (st W(24)) <2 uep(th)

p(t})

2
SSp(8Y) + 2= (H — o) (4.4.7)

elde edilir
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II. g9 > 0 olsun

(4.4.2) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin tanimindan
F(to, o, Us(to, 20)) € DFWP (tg, )
olur. Bu durumda Onerme 4.1.4 geregi V' t € [to, to + 171* (to, x0, U (to, x0))]
i¢in,
d(zi(t), W(t)) < eop(t) + 2u(t —to) (4.4.8)
olur. Ayrica (4.4.3) ile verilen J,(-) fonksiyonunun tanimimdan
ty = to+ h (to, o, Us(to, 20))

to 4 0x (ftxs to, zo, Us(to, 20))
g tO + niﬁk (t07 Zo, U*(t07 xO))

IN

olur. Bu durumda buradan ve (4.4.8) esitsizliginden

d (24 (t5), W (t5)) <eop(th) + 24k (15 — to)

p(t})

<eop(th) + 2pup (th — o) (4.4.9)

elde edilir.

O zaman (4.4.7)ve (4.4.9) esitsizliklerinden t§ € L {[to, 0]; z1 (-), U, hi.(-)} icin
(4.4.5) esitsizligi saglanir. Yani

p(ti
eop(th) + QMk%(t’f —to) , € >0

d (zi(t5), W(tY)) < (4.4.10)

2 p(th
g/%p(tlf)+2,uk (al)

olur. Aciktir ki, 2, (%) icin

(th —ty) , e0=0

d (a(t5), W () = exp(th)

olacak bicimde 1 = ¢ (t§, z4(t})) > 0 vardir. O halde (4.4.10) esitsizliginden

1
50+2uka(t’f—to), gg >0

2 1
Mk + 2#1@5(751 — 1), g0 =0

IN

£ (4.4.11)
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olur.

(. €. — &0 3dae,
min < €g, a Yo , €0 >0

20’ 2a+ 66
M <
, Ex —Ep  3acs ) c— 0
min 4 a =
\ 20 ' 2a+ 60 0

oldugundan ve (4.4.11) esitsizliginden g = 0 iken

1 th—t
g1 < 2/%(54-170)

< 9 3ae, l—l—g
2a +60 \3 «a

< 3ae, a-+ 30
~ a+30 3a
= & (4.4.12)

ve g9 > 0 iken ise

1
€1 < €0 +2,uka(t’f —to)
< 2— t7 —t
€o—|— a 20 ( 1 0)
S €0+5* — &0

= &, (4.4.13)
oldugu bulunur. O zaman (4.4.12) ve (4.4.13) esitsizliklerinden
€1 < €4

oldugu goriiliir. Ayrica th = t¥+hy (¢F, 24 (t}), U (¢}, 2 (t}))) olarak tanimhdr.

Bu durumda e; > 0 icin iki durum olabilir.

I. ¢4 =0 olsun.
zk(+) adimli yoringesinin ve (4.4.2) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin

tammmindan [to, t}] arahiginda z(-) fonksiyonu bir u, € P igin,
ir(t) € F(tzr(t),u,), xp(th) =2k
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II.

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alinir. ¢; = 0 oldugundan
d (z(t5), W(th)) = 0 ve (t§, z4(t)) € W olur. t — W (¢) kiime degerli
doniisiimii sagdan alttan yan siirekli oldugundan Onerme 4.1.9 geregi V
t € [t} + (1, o1, )] icin,

A (a(8), W (1)) < Sl (4.4.14)

olur. Ayrica (4.4.3) ile verilen d,(-) fonksiyonunun tanimimdan

th th + by (5, 2%, U (25, 21))

olur. Bu durumda buradan ve (4.4.14) egitsizliginden
k k 2 k
d (xk(t2), W<t2)) Sg/vbkp(t2)

2 tk
<2 tth) + 2 s oty (4.4.15)

oldugu elde edilir.

g1 > 0 olsun

(4.4.2) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin tanimindan
F(ty, 27, U.(ty,25)) € DIW=PO(t5, a7)

olur. Bu durumda Onerme 4.1.4 geregi V t €

[#5, 85+ (¢, 2k, UL (#5, 24)] icin,
0. (2 (8), W(8)) < e1p(t) + 2t — 15) (4.4.16)

oldugu goriiliir. Ayrica (4.4.3) ile verilen §,(-) fonksiyonunun tanimindan

th th + hy, (t’f, U, (tF, x’f))
tY + Ou (o, 11, 28, U (85, 7))

< to 4 e (), 2, UL(th, 2F))

IN
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olur. Bu durumda buradan ve (4.4.16) esitsizliginden

d (xk(tg)’ W@g)) S&lp(té) + 2,UJk(t12€ _ tllf)

p(t5)

25 1t

<e1p(t5) + 2py,

elde edilir. Boylece (4.4.15) ve (4.4.17) esitsizliklerinden

e1p(th) + 2%@“5 — 1),
@ (i (t5), W(th)) < p(ts)
hp(ty) + 20 === (5 — ),

olur.

g0 = 0 olsun. O halde (4.4.11) esitsizliginden
2 1
g1 < PG + Q,Uka(tlf — 1)

olur. Bu durumda eger 1 = 0 ise (4.4.18) esitsizliginden

4 (1) W(E5) <2mp(th) + 228 gt ot
p(t3)

th— ¢
(5 — to)

2
< g,ukp(tg) + 2pp

olur. Eger 1 > 0 ise (4.4.18) ve (4.4.19) esitsizliklerinden

d (zi(t5), W (t5)) <eip(th) + 2Mkp(;§) (t5 — t})

p(t5)

2
Sgukp(tg) + 2k (t5 — to)

olur. Boylece (4.4.20) ve (4.4.21) esitsizliklerinden £y = 0 iken

p(t5)

th—¢
(5 — to)

2
d (z(t3), W(t3)) < gﬂkp(tg) + 2k

oldugu elde edilir.
g9 > 0 olsun. O halde (4.4.11) esitsizliginden

1
g1 <&+ Q,Uka(t’f —to)
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olur. Eger €1 =0 ise (4.4.4), (4.4.18) ve (4.4.23) esitsizliklerinden

4 (w01 W(85)) <2mepth) + 222 ot ot

<eop(th) + 2uu

b (215) (th — to) (4.4.24)

oldugu gortliir.

Eger 1 > 0 ise (4.4.18) ve (4.4.23) esitsizliklerinden

4 (w15 W(28)) <erpt) + 230 202 05 — o

eop(th) + 2p 22 (tk) (th —th) (4.4.25)

olur. Boylece (4.4.24) ve (4.4.25) esitsizliklerinden gy > 0 iken

4 (@) W) < conlth) + 22Dk —at) @z

oldugu elde edilir. O zaman (4.4.22) ve (4.4.26) esitsizliklerinden t§ €
LAlto, 0]; 1 (), Us, he(+)} igin

tk
eop(t5) + zukp(az) (th — o), g9 >0

d (zx(t5), W(t5)) < p(t'“)

S1Ep(t5) + 2 —=(t5 — to), £ =0

3
oldugu goriiliir ve (4.4.5) esitsizligi saglanir.

Simdi, Vt* € L{[to,0];zx (), U, hi(-)} alinsin. v t*’ye karsilik gelen order

sayis1 olmak tizere, V 3 < v i¢in

p(ts) ,
eop(th) + 2pk (th — o), go >0
d (mth) Wit) <4, p(tk)f’ (4.4.27)
SHp(th) + 2 ——= P (th —to), e9=0
sagladig1 kabul edilsin ve
tk
i . eop(tF) + QMkM(t’j — o), g0 >0

2
SHEp(ty) + 24 (tk —t), £=0

3

oldugu gosterilsin. t* i¢in iki durum séz konusudur.
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1. t*mn onciilii olan t* € L{[ty, 0]; 21 (-), U, hi(-)} sayist vardir. Bu du-
rumda (%, ¢%) N L{[to, 0); zx (-) , Us, hye(-)} = 0 olur.

o)’V

th e L{lto,0]; 1 (), U, hp(+)} icin (4.4.27) saglandigindan

tk
Plo) i 4y oy >0

p(ts)

4 (o), W () < op(th) + 2pmk

2
~pep(tE) + 24k (th —to), € =0

3

olur. Agiktir ki x4 (t%) icin
d (w(ty), W(ts)) = eop(ly)

olacak bi¢imde €, = & (t&, 2 (tF)) > 0 vardir. O halde (4.4.29) esitsizli-

ginden
1
€0+2,uk—(t];—t0), €g >0
gr < 9 a 1 (4.4.30)
- 21—tk —t =0
3Mk+ Mka( s — to), €0
olur. ) 5
. Ex — €0 AE
>0
e {50’“ 20 2a+60)} » S0
M <
. Ex —Ep 3ac, ) . 0
min< a =
\ 20 " 2a+ 60 0
oldugundan ve (4.4.30) esitsizliginden g = 0 iken
1 th—t
.
3 a
5 3ae., 1 n 0
20 +60 \3 a
< 3ae, a+ 30
~ a+30 3a
= & (4.4.31)
ve g9 > 0 iken
€ < g9+ Q[Lk—(t — to)
1 ev—eo0,,
< 2— t —t
< egtel—&p
= & (4.4.32)
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oldugu bulunur. O zaman (4.4.31) ve (4.4.32) esitsizliklerinden

€y < E4

oldugu goriliir. Ayrica L {[to, 0]; xx (+) , Uy, hi(+) } kiimesinin tanimindan

th=th 4+ hy (t8, 2 (85) UL (85, 21 (£2)))

olarak tanimhdir. Bu durumda ¢, i¢in iki durum olabilir.

L.

gy = 0 olsun.
zx () adimh yoriingesinin ve (4.4.2) ile verilen U, pozisyonlu strate-

jinin tanmmindan [t*, ¢£] araliginda () fonksiyonu bir u, € P icin,

Tp(t) € F (t,x(t), uy) , xk(tfi) = :):l;

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alinir. ¢, = 0 oldu-
gundan d (w,(th), W (tk)) = 0 ve (t&, z(t5)) € W olur. ¢ — W(¢)
kiime degerli doniigimii sagdan alttan yari siirekli oldugundan

Onerme 4.1.9 geregi V t € [t’“ th 4+ (tk, g,,uk)] icin,

o) o

2

d(zx(t), W(1)) < 3/~Lkp( ) (4.4.33)

olur. Ayrica (4.4.3)’den ile verilen d,(-) fonksiyonunun tanimlanigin-

dan

ty = to+he (th,2h, Udth, xf))
S t(’j—i—5 (ﬂkatg7xg7U(t];7 o))
< t§+7(tkv av;uk)

olur. Bu durumda buradan ve (4.4.33) esitsizliginden

d (w5, (t5), W (th)) Sgukp(t'ﬁ)

<§u p(t*) 4 24, oty )(tk —t%) (4.4.34)

oldugu elde edilir.
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ii &, > 0 olsun.

U, pozisyonlu stratejinin tanimindan,

F(th, kUL (th, %

2)) C DWW (1], ap)

olur. Bu kapsam saglandigindan, Onerme 4.1.4 dikkate alinirsa

Vte [thth 4 ni(th, ok, U (th, 2%))] icin,

d (2 (1), W(t)) < eop(t) + 2 (t — t¥) (4.4.35)
olur. Ayrica (4.4.3) ile verilen 0,(-) fonksiyonunun tanimindan,

tz}i - tk + hk ( o) ];7 U (tfia 0))
S t0+5 (Mk7tg7IU7U (t];'7 0'>)
< t —f-n'uk(tk zk U. (tc]iv a'))

o) o)

olur. Bu durumda buradan ve (4.4.35) esitsizliginden

@ (wnlth), W (L)) <eop(th) + 2pue(th — 15)

<e,p(th) 4 2up, Pty >(tk t*) (4.4.36)

oldugu goriliir. Bu durumda (4.4.34) ve (4.4.36) esitsizliklerinden

tk
con(ts) + 2P 15 1), ey >0
d (zi(ty), W(1))) < 1 4 @iy
gukp(t’i) + QMkTV(tz]f — 1), & =0
(4.4.37)
oldugu elde edilir.
g9 = 0 olsun. O halde (4.4.30) esitsizliginden
2 1
g,uk + 2,uk (t — to) (4.4.38)

olur. Bu durumda, eger £, = 0 ise o zaman (4.4.37) esitsizliginden

0 (on(8), W04)) <2t + 2P0 s — )

2 th
Sgukp(t’i) + 2/%]%(75’3 — to) (4.4.39)
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olur. Eger ¢, > 0 ise (4.4.37) ve (4.4.38) esitsizliklerinden
t
0 (on(8), W) Seoplth) + 225 0t 2
2 t
<3t k() 4+ 24, p< )(tk to) (4.4.40)

olur. Boylece (4.4.39) ve (4.4.40) esitsizliklerinden £y = 0 iken

k k 2 k p(ty)
oldugu elde edilir.
g0 > 0 olsun. O halde (4.4.30) esitsizliginden
1
g5 < g0+ 2up—(tF —ty) (4.4.42)
a

olur. Eger ¢, = 0ise o zaman (4.4.42), (4.4.4) ve (4.4.37) esitsizliklerinden

@ (an(85). W) <) + 22 08— 4t

<eop(th) + 2 (tk)(t’“ to) (4.4.43)

olur.

Eger €, > 0 ise (4.4.37), (4.4.42) esitsizliklerinden

d (z(th), W(t))) <e,p(th) + 2 Pl )(tk t*)

p(t )

<eop(th) + 2pp == (tF — tf) (4.4.44)

elde edilir. Boylece (4.4.43) ve (4.4.44) esitsizliklerinden € > 0 iken
tk
d (2(t5), W(th)) < eop(th) + 2uu o )(t’“ ) (4.4.45)

oldugu elde edilir. O zaman (4.4.41) ve (4.4.45) esitsizliklerinden t* €
LA{[to,0); xx (-), Ui, hi(+)} igin

(tk — to), €g >0

v

€0p(t§) + 2,

p(ty)
d (zi(ty), W(t))) < a
k g“kp(tk) + 24k p(tk)(tk to), €0 =0

oldugu goriiliir ve (4.4.28) esitsizligi saglanir.
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2. v order sayisinin onciili  olmasin. Yani tf noktasi iyi sirah
LA{lto, 0];xk (), Us, hi(-)} kilmesinin y1gilma noktasi olsun. Bu durumda
tho<th < ..o <ty < ..., Viignt§ e L{[to,0);xx (-),Us, ()}
olmak fizere lim #§ = t¥ — 0 olacak bigimde {t5 }* dizisi vardir. O

zaman keyfi i icin t§ € L{[to,0]; xx (), Uy, hi(-)} olmak iizere (4.4.27)

saglandigindan

p(t},)

op(ty,) + 2uu (th —to), g0 >0

glukp(tl)“\l) + 21”44: a : (tl)'c\l — to), Eo = 0
olur. O halde gy > 0 iken keyfi ¢ = 1,2, ... i¢in
k k k P(E,)
d (2 (t5), W(t5)) < eop(ty) + 2puk (t5, — to) (4.4.47)
ve g9 = 0 iken keyfi i = 1,2, ... icin
2 p(th )

3 a
olur. i — oo iken t§ — & —0, x(-) : [to,0] — R™ mutlak siirekli,
p(+) : [0,0] — (0,00) siirekli fonksiyon, W C [0,6] x R™ kapali kiime
oldugundan, (4.4.47) ve (4.4.48) esitsizliklerinden ¢ — oo iken limit

alinirsa g9 > 0 icin

tk

3 (n(E5). W) < cop(th) + 2w P00 1) (aa9)

ve g9 = 0 igin
k k 2 k p(ty) &
olur . O zaman (4.4.49) ve (4.4.50) esitsizliklerinden t* €
p(t’j) k
50p(t1]3) + 2Mk—(tu - tO)a €o > 0
d (:L’k(t];), W(tlj)) < C}l)(tk)

2
gukp(t’i) + 241 (th—ty), € =0

egitsizligi saglanmig olur. Boylece (4.4.5) esitsizliginin dogrulugu kanit-

a

lanir.
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Simdi keyfi sabitlenmis t. € [to,0] almsm. Bu durumda V ¢, 5., €
LA{[to,0); xx (), Uy, hy(1)} igin, 0 < tF,, —t5 < py ve k — oo iken py, — 0T
oldugundan, her £ igin

K
|t7(1()k) —tu| <

olacak bicimde tg% € L{[to,0];zx (), Ui, hi(-)} vardir. O halde k — oo iken

(k)

— t, olur ve V k i¢in (4.4.5)’den
p(tﬁ(k))

aop(tfl(k)) + 241, (tﬁ(k) —tg), € >0

p(tﬁ k)
= () + 2%%(&(@ —ty), 20 =0

3
(4.4.51)

d ("Ek’(ti(k))v W(tfz(k))) <

olur. Bu durumda k£ — oo iken tffé)k) — ty, x(-) — x(1), p (tg%) — p(ts),
pr — 07, W C [0, 6] x R™ kapal kiime oldugundan, (4.4.51) esitsizliginden

d (x(t.), W(L)) < eop(t.) (4.4.52)

oldugu bulunur. ¢, € [ty, 0] keyfi sabitlenmig oldugundan, (4.4.52) esitsizligin-
den t € [ty, 0] igin,
4 (2(t), W (1)) < cop(t) (4.4.53)

oldugu gortliir.

z(+) € X (to,zo,Us, 0.(+)) keyfi oldugundan, (4.4.53) esitsizligi keyfi z(-) €
X (to, o, Us, 04(+)) igin dogru olur.

g0 > Osaywsid (z(to), W(to)) = eop(to) kogsulundan secilmektedir. Eger (to, zo) €
W ise, o zaman d (z(to), W (ty)) = 0 ve gy = 0 olur. O halde (4.4.53) esitsizligin-
den, V z(-) € X (to, xo, Us, 0.(+)) ve t € [to, 0] igin,

d (x(t), W(t)) =0

olur. Buise W C [0, 6] x R™ kiimesinin (2.5.1) sistemine gore pozisyonlu zayif

invaryant olmasi demektir. O]

Sonug 4.4.1. Teorem 4.4.1 in kosullar: saglansin, (to, zo) € [0, 0] xR™ baslangig
pozisyonu, d(xg,W(ty)) = eop(to), €0 € [O,%) olarak alinsin. (U, 04(+))
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stiper stratejisi (4.4.2) ve (4.4.3) ile tansmlanmas olsun. Bu durumda ¥V x(-) €

X (to, o, Us, 04(+)) ve t € [to, 0] icin,
d (z(t), W(t)) < eop(t)

olur.

4.5 Zayiflatilmis Yeter Kogsulun Stabilligi

Bu bolimde Teorem 4.4.1 de (4.4.1) kogulu belli bir hata ile saglanirken, pozis-

yonlu zayif invaryantlik 6zelliginin nasil degisecegi incelenecektir.

Teorem 4.5.1. W C [0,0] x R™ kapal kime, p(-) : [0,6] :— (0,00) stirekli

onksiyon, €, > 0 ve oo < is* olsun. Ve € (0,e,] ve V (t,, x.) € WP jein
f y 7 2 9 ) ) Q

F(t,, 2y, u,) C DIWPO(t, 2,) + oB (4.5.1)

olacak sekilde u, € P olsun. O zaman Y (tg,xo) € W, V() €
X (to, xo, Uq, 00(+)) ve ¥t € [to, 0] i¢in

d(z(t),W(t)) < o/?(t — to) (4.5.2)

olacak bicimde (Uy, 6a(+)) € Upos x A(0, 1) siiper stratejisi vardar.
Burada a = min {p(t) : t € [0,0]} > 0 olarak tanwmlidor.

Kanat. Keyfi € € (0,¢,] almsin ve sabitlensin. O halde (4.5.1) kosulundan,
V (t,r) € W) igin

F(t,x,u,) C DIW=O(t,2) + aB
olacak sekilde u, € P vardir. O halde V (¢,7) € W<() icin
DIWePO(t ) #

olur. Bu durumda Onerme 4.1.6 geregi, t — W<O)(t), t € [0, 0] kiime degerli
doniigiimii sagdan alttan yari siirekli olur. € € (0, ¢e,] keyfi sabitlenmis oldu-

gundan, ¥V ¢ € (0,¢,] igin t — W) (¢) kiime degerli doniisiimii sagdan alttan
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yar1 siirekli olur. O zaman Onerme 4.1.7 geregi t — W (t), t € [0,6] kiime
degerli doniigtimii sagdan alttan yari stireklidir.
vV (t,x) € [0,0] x R™ alinsi. d(z,W(t)) = e(t,z) p(t) olacak sekilde

e(t,z) > 0 vardir.
P.(t,x) = {u, € P: F(t,z,u,) C DFWt2PO (¢ ) + o B}

kiimesi tanimlansi ve a = min {p(t) : t € [0,0]} > 0 alinsin. (4.5.1) kosulun-
dan 0 < e(t,z) < e, olacak bicimdeki (¢,z) € [0,0] x R™ igin P,(t,z) # 0
olur.

Bu durumda V (¢, z) € [0, 0] x R™ i¢in siiper strateji agagidaki gibi tanimlan-

S
u, € Po(t,z) , 0<e(t,r) <e.
Uy(t,z) = (t,2) (t,2) (4.5.3)
u€P , e(t,z) =0 veyae(t,z)> e,
ve
)
main{ny (t,z,u), 1,0 —t}, 0<e(t,z) <e., u=Uyt )
main{u, y(t,z, 1), 0 —t}, e(t,z)=0, uweP
5a(ﬂ7t7$7u) =
min{u,0 —t}, e(t,x) >e., uePbP
\min{u,@ —t}, 0<e(t,r) <e., u#Uylt )

(4.5.4)
almsm. Burada kullamlan 7% (¢, z,u) sayist Onerme 4.1.5 de, ~(t,x,p) ise
Onerme 4.1.9 da bulunan sayilardir.

0 < g9 < 5 olmak iizere d(xg, W (ty)) = eop(to) olacak bigimde (to,20) €
[0,6] x R™ alinip sabitlensin. O halde (¢, 79) € WP®) olur.

Simdi (Uy, 0. (+)) siiper stratejinin, (tg,79) € WeP) baglangic noktasmda
trettigi keyfi z(-) € X (to, zo, Ua, 0 (+)) yoriingeleri igin V ¢ € [to, 0] icin,

4 (x() W (1) < cap(t) + a2 (1~ 1)

oldugu gosterilsin.
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Keyfi sabitlenmis z(-) € X (to, 2o, Ua, da(+)) yoriingesi alindiginda, & — oo
iken g, — 0 ve wp() — () dizgin yakmsayan {z,(-)},, C

Z

e (o, 2o, Ug, 00 (+)) adimli yoriingeler dizisi vardir. 2, (to, %o, Ua, 0o (+)) adimh

yoriingeler kiimesinin tanimindan, V & icin xx(-) € Y, (to, o, Us, hi(+)) ola-
cak bigimde hi(-) € A, (6a(-)) fonksiyonu vardir. x(-) adimh yoriingesi
tanimlanirken, U, pozisyonlu stratejisi ve hy(-) fonksiyonu [to, 8] araliginin bir

L{[to,0]; x4 (-) , Un, hie(-)} iyi sirali kiimesini dogurur (bkz. Onerme 2.6.3).

<8 Lo
S99t 05
oldugundan
g(e*—so)—a> %(s*—so)—%s*
_a _a
o207 9"
a e
AT
> 0 (4.5.5)
ve
a
ac, —al > ae 55 ¢
e, — 2e
= A&y — —&4
2
= &
> 0 (4.5.6)
olur.
Simdi genelligi bozmaksizin, keyfi £ = 1,2, ... i¢in
(. 1[(1( ) ] 3@5*—3049) -0
min < o, = | = (e« —€0) — | , —————— , €
0, 2 9 0 20/ + 69 0
M < (457)
1ra 3ae, — 3l
) a | * - Yy T . A ) = 0
\ mm{z [9(5 o) O‘} 24 + 60 )} =0
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olsun. Herhangi bir & alinsin ve sabitlensin. zx(-) € V,, (to, o, Ua, hi(+))

ve V t* € L{[to,0]; 71 (), Ua, hie(+)} igin

eop(ty) + (2 + )
d (zi(ts), W(ts)) < (4.5.8)

2
= tk 2
3Mkp(a)+(ﬂk+04) p

oldugu gosterilsin.

VY k icgin mx(to) = xo oldugundan, (to, zx(to)) € WP ve d (zy(to), W (to)) =
eop(to) olur.
ty = to + by (to, o, Ua(to, 7o)

olarak tamimlidir. Bu durumda

I. &g =0 olsun.
xk(+) adimh yoriingenin ve (4.5.3) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin

tanimindan, [tg, t¥] araliginda x,(-) fonksiyonu bir u, € P i¢in
$k(t) €EF (t7 xk(t)au*) ; xk(tO) =Xy

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alinir. £y = 0 oldugundan
, d(xo, W(ty)) = 0 ve (to,z9) € W oldugu bulunur. ¢t — W(t) kiime
degerli doniisiimii sagdan alttan yar siirekli oldugundan Onerme 4.1.9

geregi V' t € [to, to + Y(to, To, px)] igin,

A (a(0), W (1) < S pept) (45.9)

olur. Ayrica (4.5.4) ile verilen J,(-) fonksiyonunun tanimimdan

th = to+ hy (to, 2o, Us(to, 20))
g t0+§a (Mk,to,l’o,Ua<t0,x0>>
< to + v (to, o, fix)
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II.

olur. Bu durumda buradan ve (4.5.9) esitsizliginden,

d (z(t5), W(t)) S%ukp(t'ﬁ

2 th
< pp(th) + (2p + @) plty)

<3 - (t" —t0) (4.5.10)

elde edilir

g0 > 0 olsun.

21(+) adimh yoriingesi [to, t§] arahginda

l’k(t) € F(t,xk(t), Ua<t0,l'0>>7 ZL‘k(to) = 2o

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alimir. (4.5.3) ile verilen

U, pozisyonlu stratejinin tanimindan
F(to, Xo, Ua(to, .Io)) C D:rwgop(.)@o, xo) + CYE

olur. Bu kapsam saglandigimdan, Onerme 4.1.5 dikate almrsa, V ¢ €

[to, to + 15* (to, zo, Ua(to, 0))] icin,
d (z(t), W(t)) < eop(t) + (21 + ) (t — to) (4.5.11)

olur. Ayrica (4.5.4) ile verilen d,(-) fonksiyonunun tanimindan

th =ty + hy (to, w0, Us(to, 7o)
S t0+6a (Mk,to,l’o,Ua(to,l'Q))
< to + m5* (to, xo, Ualto, x0))

olur. Bu durumda buradan ve (4.5.11) egitsizliginden

d (w(t7), W(t})) <eop(th) + (2 + ) (] — to)
p(tr)

<eop(ty) + (2u1 + @) (t} — to) (4.5.12)

elde edilir.
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O zaman elde (4.5.10) (4.5.12)
€ L{[to,0]; xx (+), Us, hi(+) } icin (4.5.8) esitsizligi saglanir. Yani

p(t})

edilen ve esitsizliklerinden ¥

€0p(tlf) + (Z,U/k + Oé) (tlf — to) , € >0

d (w(t), W (1)) <

(t’f—to) s 80:0
(4.5.13)

2 th
i t) + o+ ) 20

olur. Acgiktir ki, 2 (t¥) icin
d (w(17), W(t1)) = eup(t))
olacak bigimde g1 = e (t¥, 2, (t})) > 0 vardir. O halde (4.5.13) esitsizliginden

1
g0 + (2ux + ) =(tF — to), g0 >0

g1 < a

2 1
ELs (2pr + ) a(f’f —to),

(4.5.14)
Eo — 0

oldugu gortlir.

3ae, — 3a 6

e <

min {
\

min {0, % [2 (e — ) - o]
min 50,206* £9) —

2a + 60

5[5 —e0)=al.

3ag, — 3(10)
2a + 60

oldugundan ve (4.5.14) esitsizliginden g = 0 iken

ve g9 > 0 iken ise

1 < -
a

af

3a a

af

ac, — ol a+ 30

a+ 30
ac. —al
— 4

a a

—= 5*

1
e1 < g0+ (2uk + ) a(tlf —to)
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)} , g0>0

) 8(]:O

1 1 o
241, [g + (17 - to)} + g(tlf — o)

23a€*—3a9 1+9 +a0
2a + 66 3 a a

(4.5.15)

(4.5.16)



oldugu bulunur. O zaman (4.5.16) ve (4.5.17) esitsizliklerinden
€1 < &4

oldugu goriiliir. Ayrica th = t¥+hy, (5, 2y, (t}), Ua(tf, 24 (tF))) olarak tanimhdir.

Bu durumda e; > 0 icin iki durum olabilir.

I. ¢, =0 olsun.
x(+) adimh yoriingesinin ve (4.5.3) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin

tammindan [t¥, 5] araliginda x(-) fonksiyonu bir u, € Pigin
ir(t) € F(t,zr(t),u.), xp(th) =ak

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alinir. £; = 0 oldugundan
d (zx(th), W(th)) = 0 ve (¢}, zx(t})) € W olur. ¢ — W (t) kiime degerli
doniisiimii sagdan alttan yari siirekli oldugundan Onerme 4.1.9 geregi v
te [th, ¢} +(th, 2f, )] icin,

 an(t), W (1)) < Zpnplt) (45.18)

olur. Ayrica (4.5.4) ile verilen d,(-) fonksiyonunun tanimindan
o=t (8 Ut )
< Y+ Bo (s 15, 2, Ua (25, 2F))

olur. Bu durumda buradan ve (4.5.18) esitsizliginden

S

(t5) (th — ) (4.5.19)

a

oldugu elde edilir.
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II. £ > 0 olsun

xx(-) adimh yoriingesi [tF, t5] arahginda
ik(t) € F (t, (1), Ua(ty, 2f)) . ap(t)) = f

Cauchy probleminin ¢6ziimlerinden biri olarak alinir. (4.5.3) ile verilen

U, pozisyonlu stratejinin tanimindan
F(t, Y, Ua(t1,21)) C DIW=PO (A}, a1) + aB

olur. Bu durumda Onerme 4.1.5 geregi

Vte [t + bt (e, of, Ua(t], 27))] igin,
A (i (t), W) < e1p(t) + (2414 + ) (¢ — 15) (4.5.20)

oldugu goriiliir. Ayrica (4.5.4) ile verilen J,(+) fonksiyonunun tanimimdan

th o= 54 hy (5, 28, Uy (¢h, o))
<t b (e t, 2%, UL (25, 28))
< to+ bt (8, 2, Ua(th, o))

olur. Bu durumda buradan ve (4.5.20) esitsizliginden

d (. (t5), W(t5)) <ewp(ts) + (2ur + ) (t5 — 1)
p(t5)

<ewp(ts) + 2uk + ) (th — 5 (4.5.21)
elde edilir. Boylece (4.5.19) ve (4.5.21) esitsizlillerinden

tk
il 2)(t§—t’f), g1 >0
(t5)

oty Wity < 4 P+ Gt

S1kp(t5) + (2 + @)

heBS)

(t]2€ - tlf)? €1 = 0

3 a
(4.5.22)
olur.
g0 = 0 olsun. O halde (4.5.14) esitsizliginden
2 1,
g1 < THk + (2ux + @) a(t1 —to) (4.5.23)
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olur. Bu durumda, eger e; = 0 ise (4.5.22)esitsizliginden

4 (w014). W(E5)) <2plth) + 2+ 0) P2 at ot
) + e+ o) P8t s

oldugu goriliir. Eger €; > 0 ise (4.5.22) ve (4.5.23) esitsizliklerinden

4 (w014). W(85) <eap(th) + @un. -+ ) 225 — gt
) + e+ ) P8t s2s)

olur. Boylece (4.5.24) ve (4.5.25) esitsizliklerinden £y = 0 iken

~—

p(th

2
d (wr(t5), W (t3)) < Shp(ts) + (2 + ) =22(t5 — to) (4.5.26)
oldugu elde edilir.
g0 > 0 olsun. O halde (4.5.14) esitsizliginden
Lok
&1 S Eo + 2/%5(251 — to) (4527)

olur. Eger €1 = 0 ise o zaman (4.5.7), (4.5.22) ve (4.5.27) esitsizliklerinden

@ (wu14). W(85)) <2peplth) + (2 + o) 22 at ot

p(th
a

\_/@

<eop(ts) + (2 + a) (t5 — to) (4.5.28)

yazilir.

Eger ¢ > 0 ise (4.5.22) ve (4.5.27) esitsizliklerinden

(tk
a
p(th
a

~—

!

d (zi(ty), W(t3)) <eap(ts) + (2ux + ) = (t5 — 1)

~

~—

<eop(th) + (2u1, + a) (th — ) (4.5.29)

elde edilir. Boylece (4.5.28) ve (4.5.29) egitsizliklerinden €5 > 0 iken

~—

p(th
a

@ (x(t5), W(15)) < cop(th) + (e + ) 2 (1 — 1) (45.30)
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oldugu elde edilir. O zaman (4.5.26) ve (4.5.30) esitsizliklerinden t§ €
LA{lto,0];x (-) , Uy, hi(+)} icin
p(t3)

eop(ty) + (2ux + @) (th —t0), g9 >0
d (zx(t3), W(t5)) < 1 @)
SHRp(5) + (2 + ) ==ty —to), 2 =0

oldugu goriiliir ve (4.5.8) esitsizligi saglanir.

Simdi, Vt£ € L{[to,0); 2% (), U, hi()} alinsim. v t5ya kargihk gelen order

sayis1t olmak tizere, V 3 < v icin
p(t5)

eop(tf) + (2pu + @) (th —to), >0

d (@ (t5), W(th)) < %(tk) (4.5.31)
g,ukp(t’;g) —+ (Q[Lk —+ Oé) aﬂ (tg — to), Eo = 0
sagladig1 kabul edilsin ve
tk
eop(th) + (2uy, + @) p(ty) (th — 1), g9 >0

a
2 p(tk
2 (%) + (2410 + o) P

3 a (tﬁ—to), 60:0

(4.5.32)

oldugu gosterilsin. * icin iki durum so6z konusudur.

1. t*mn énciilii olan t* € L{[to, 0); zx (), Us, hi(-)} sayis1 vardir. Bu du-
rumda (t%,¢5) N L {[to, 0]; 2 () , Ua, his(-)} = 0 olur.

th e L{lto,0); 21 (-), Uy, hy(+)} icin (4.5.31) saglandigindan
op(t) + i+ o) LI ), ey 0
d (xk(t§)> W(ﬂ:)) < a. .
2 k p<ta) k _
g,ukp(ta) + (2 + @) T(ta' —ty), € =0

(4.5.33)
olur. Agiktir ki x4 (t%) icin
d (z(t5), W (t5)) = eop(ts)
olacak bicimde e, = ¢ (¥, z4(t%)) > 0 vardir. O halde (4.5.33) esitsizli-
ginden

1
EQ‘l‘(Q,lLk—FOé) a(ti—to), €0 >0

IN

£o (4.5.34)

2 1
gﬂk+(2uk+a)a(t§—to), 8020
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olur.

( 1 3ae, — 3a 6
min{eo,—[g(s*—eo)—a],u)} , € >0

2 L6 2a + 66
M <
1ra 3ae, — 3a 6
o] O]y
(4.5.35)

oldugundan ve (4.5.34)’den €y = 0 iken

1 1 o
g < 2 {— + = (th — to)] + E(t(’j —to)

3 a
3ac, —3af (1 6 ab
S Tur60 (5*5) 3
B ac, —af a+30 «ab
N a+30  3a +7
ac, —al «af
= —r 747
a a
= & (4.5.36)

ve g9 > 0 iken ise

1
ge < €0+ (2 + @) a(t’; —tg)

la 0
< e+ 255(8*—50)—a+a -
< eotéEr— <o
= & (4.5.37)

oldugu bulunur. O zaman (4.5.36) ve (4.5.37) esitsizliklerinden
Er < Ex

oldugu goriiliir. Ayrica L{[ty,0];zk (+), Uq, hi(-)} kiimesinin tanimlani-
sindan

th=th 4y (88,2 (85)  Ua (85,24 (£2)))

olarak tanimhidir. Bu durumda ¢, i¢in iki durum olabilir.
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i

£y = 0 olsun.
zk(+) adimli yoriingesinin ve (4.5.3) ile verilen U, pozisyonlu strate-

jinin tammindan [t ¢X] araliginda x,(+) fonksiyonu bir u, € P i¢in

gy

ip(t) € F(tzp(t),u,), zp(th) =a*

(e

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alinir. €, = 0 oldu-
gundan d (xy(t5), W(tE)) = 0 ve (5, a(th) € W olur
t — W (t) kiime degerli déntigiimii sagdan alttan yar stirekli oldu-

gundan Onerme 4.1.9 geregi V t € [tk ek + ~(tk, 2%, )] icin,

o) o

(1), W(1)) <~ () (4.5.38)

olur. Ayrica (4.5.4) ile verilen d,/(+) fonksiyonunun tanimindan

ty = th+ by (th 2k Us(th, xk))

< tﬁ + da (/Um tcl; Ig: Ua(t];a 75’;))

S tckf + Y (t(’i: xff; :uk;)

olur. Bu durumda buradan ve (4.4.33) esitsizliginden

d (z(th), W(th)) Sgukp(tﬁ)

3
2 th
<2 np(td) + g+ 0) Pk 18y (45.30)

oldugu elde edilir.
€s > 0 olsun.

zi(-) adimh yoriingesi [tF, t¥] araliginda

in(t) € F(tap(t), Ua(th, o)), ax(th) =k

o)’ o e

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alinir. U, pozisyonlu

stratejinin tanimindan,

F(th, 2k, Ua(th,a%)) C DfWeerO (k) + oB

g)ror o) o g)ro
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olur. Bu durumda Onerme 4.1.5 geregi V
te [th th 4+ nhr(th, ok Uy(tk, 2%))] icin,

d (2 (1), W(t)) < eop(t) + 2 (t — t¥) (4.5.40)

olur. Ayrica (4.5.4) ile verilen d,(-) fonksiyonunun tanimindan,

tz}i = t§+hk(aa lng tﬁ? 0))
(Mk7t§7mg7U tﬁ? 0’))
< o+ npt(th, ok, Ua(th, «f))

o) o)

< th 44,

olur. Boylece buradan ve (4.5.40) esitsizliginden

d (2 (ty), W (t))) <eop(ty) + (2ux + a) (t; —t5)

<eop(ty) + (2 + @)

4 (aulth) Wity < 4 PG )

2 jp(th) + (2pap + )

3 a 7
(4.5.42)
oldugu gortlir.
g9 = 0 olsun. O halde (4.5.34) esitsizliginden
2 1, .
€5 < 3H + (2ux + @) a(ta — o) (4.5.43)

olur. Bu durumda, eger ¢, = 0 ise o zaman (4.5.42) egitsizliginden

(b8, W) <papla) + e ) 202
Sgukp(tlj) + Qup+a)? (j) (tF—t))  (4.5.44)

olur. Eger e, > 0 ise (4.5.42) ve (4.5.43) esitsizliginden
k k k p(t;) i Lk
d (z4(t,), W (t))) <eop(ty) + (2 + ) =2 (1, = 15)
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<) + 2+ ) P ) (45.45)

-3 a

olur. Boylece (4.5.44) ve (4.5.45) esitsizliklerinden gy = 0 iken

2 ¢k
(o E5). W) < ) + o+ 0) PO —v) (450
oldugu elde edilir.
g9 > 0 olsun. O halde (4.5.34) esitsizliginden
Lok
g0 < g0+ (2 + ) E(t" — to) (4.5.47)

olur. Eger e, = 0 ise (4.5.7), (4.5.42) ve (4.5.47) esitsizliklerinden

4 (onlt4), W) <2paplts) + (2 + ) 202 g —

3 a
p(t
<eop(th) + (2 + Oz) >(t’“ —tp) (4.5.48)
olur.
Eger ¢, > 0 ise (4.5.42), (4.5.47) esitsizliklerinden
k k k p(tlﬁ) E 4k
d (xx(t), W(t,)) <eop(ty) + (2 + @) = L2 (t, — i5)
k p(t,’f) E Lk
<eop(ty) + (2 + ) - (th —+5) (4.5.49)

elde edilir. Boylece (4.5.48) ve (4.5.49) esitsizliklerinden ¢y > 0 iken

]

(53 (tF — 5 (4.5.50)

~—

d (zp(th), W(ts)) < eop(ty) + (2ur + )

oldugu elde edilir. O zaman (4.5.46) ve (4.5.50) esitsizliklerinden t* €
L {[t07 0]7 Tk () y Ua,s hk()} icin

d (xk(tk), W(t’“)) < op(ty) + (2m + @)

2
~urp(th) + (2
3:ukp( 1/)+( Mk+04) a v

oldugu goriiliir ve (4.5.32) esitsizligi saglanir.
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2. v order sayisinin onciili  olmasin. Yani tf noktasi iyi sirah
LA{lto, 0];xx () , Uy, hi(+)} kilmesinin yigilma noktasi olsun. Bu durumda
tho<th, <...<ty <...  Viignt5 € L{[to,0);xx (-),Ua,hi(-)} ol-
mak iizere lim t§ = t& — 0 olacak bigimde {t§ }~ = dizisi vardir. O

1—00 g

zaman keyfi i i¢in t§ € L{[to,0]; 2 (), U, hi(+)} olmak iizere (4.5.31)

saglandigindan
p(t5)
eop(t5,) + (2 + o) ===(t), —to), €0 >0
d(xk(til),W(t’;l)) < 9 g(ﬁ;)
gukp(t’)fi) + (2uk + @) - i (t’j\z —t9), € =0
(4.5.51)
olur. Bu durumda g9 > 0 iken ¢ = 1,2,... i¢in
k k k p(th) i
4 (eelth) W) < eoplth) + @i +0) 22004 — ) (4552)
ve gg =0iken ¢ =1,2,... i¢in
k k 2 k p(t’ii) k

olur. i — oo iken t§ — & —0, x(-) : [to,0] — R™ mutlak siirekli,
p(-) : [0,60] — (0,00) siirekli fonksiyon, W C [0,6] x R™ kapah kiime
oldugundan, (4.5.52) ve (4.5.53) esitsizliklerinden ¢ — oo iken limit

alinirsa g9 > 0 icin

tk
4 (wt5). W) < cap(th) + 2+ ) 0k ) (4550)
ve g9 = 0 igin
k k 2 k p(ty)

4 (o E5). W) < ) + o+ 0) P —v) (45.55)
olur. O zaman (4.5.54) ve (4.5.55) esitsizliklerinden t&F €
LA{lto,0];x(-),Us, hi()} igin

p(t) k
eop(ty) + (2 + @) (&7 —to), g0 >0
@ (o (t5). W) < § 2w

9
~puep(th) + (20 + @) (th—ty), e =0

3 a

egitsizligi saglanmig olur. Boylece (4.5.8) esitsizliginin dogrulugu kanit-

lanir.
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Simdi  keyfi sabitlenmis ¢, € [to,f] alnsn. Votk ke
LA{[to,0); xx (), Uy, hy(1)} igin, 0 < tF,, —t5 < py ve k — oo iken py, — 0T
oldugundan, her £ igin

k
|t7(1()k) —tu| <

olacak bigimde tff&) € L{[to,0];zk (), Ui, hi(-)} vardir. O halde k — oo iken

thk()k) — t, olur ve ¥ k igin (4.5.8) esitsizliginden

p(th k))

€0p<t,’i(k)> + (2uk + @) (tﬁ(k) — to), g0 >0

d (zi(thy), W(thyy)) <
(xk( n(k)) ( n(k))) = P(tﬁ(k))

2
—,ukp(tfl(k)) + (2pk + @)

3 (thwy —to), €0 =0

(4.5.56)
: k k
olur. Bu durumda k — oo iken til()k) — ty, ok(-) — z(-), p <t2(3€)> — p(ts),
pur — 07, W C [0, 0] x R™ kapal kiime oldugundan , (4.5.56) esitsizliginden

aamnwm»g%mm+aﬁ?@fﬁw (4.5.57)

oldugu bulunur. ¢, € [ty, 0] keyfi sabitlenmig oldugundan, (4.5.57) esitsizligin-
den keyfi ¢ € [to, 0] icin,

d@@ﬁy@)ﬁwm@+a%r@—m) (4.5.58)

oldugu gortliir.
z(-) € X (tg, o, U, 0a(+)) keyfi oldugundan, (4.5.58) esitsizligi keyfi z(-) €
X (to, o, Ua, 0 (+)) i¢in dogru olur.
g0 > Osaywsid (z(to), W(to)) = eop(to) kogsulundan secilmektedir. Eger (¢o, zo) €
W ise, o zaman d (z(ty), W (tg)) = 0 ve gg = 0 olur. O halde (4.5.58) esitsizligin-
den, V z(-) € X (to, zo, Ua, da(+)) ve t € [to,0)] icin,
d(z(t), W(t)) < a@(t — to)

a

olur. O]

Teorem 4.5.1’den agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 4.5.1. Teorem 4.5.1%n kosullar: saglansin. (tg, zo) € [0, 0] xR™ baslangig

Ex
pozisyonu, d(xo, W(ty)) = eop(to), €0 € (0, =), < . olarak alinsin.

@

2 20

(U, 6a(+)) stper stratejisi (4.5.3) ve (4.5.4) ile tanamlansin. O zaman ¥ x(-) €
X (to, 2o, Ua, 0a(+)) ve t € [to, 0] icin

d(x(t), W(t)) < eop(t) + ]?(t — to) (4.5.59)
olur. a =min{p(t) :t € [0,0]} olarak tanimlidar.

Simdi, (4.3.26) sisteminde (U,d(-)) € Upos X A(0,1) siiper stratejisinin
(to, o) baslangig noktasindan {irettigi yoriingeler kiimesi X, (to, xo, U, 6(-)) ol-

mak tizere Teorem 4.4.1 ve Teorem 4.5.1 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.5.2. W C [0,0] x R™ kapaly kiime, p(-) : [0,6] :— (0,00) sirekli

fonksiyon e, >0, a < %8* olsun. Ve € (0,e,] ve V (t.,x,) € WL icin

F(t,, zy,u,) C DIWPO(t,, 2,) (4.5.60)

olacak sekilde w, € P olsun. O zaman Y (tg,xzo) € W, V() €
X, (to, 0, Un, 00(+)) ve Vit € [tg, 0] olmak tizere

d(z(t), W(t)) < a?(t — o) (4.5.61)

olacak bigimde (Uy, 00(+)) € Upos x A(0, 1) siiper stratejisi vardar.
Burada a = min{p(t) : t € [0,0]} > 0 olarak tanvmlidr.

Sonug 4.5.3. Sonug 4.5.2%n kosullar: saglansin. (tg,zo) € [0,0] xR™ baslangi¢

pozisyonu, d (zo, W(ty)) = eop(to), €0 € (0, %*),a < %5* olarak alinsin. O
zaman ¥ x(-) € X, (to, xo, UL, 0%(+)) ve t € [to, 0] igin
g p(t)
(x(t), W(t)) < eop(t) + T(t —to) (4.5.62)

olacak bicimde (UX,07%(-)) stiper stratejisi vardar.

Burada a = min{p(t) : t € [0,0]} > 0 olarak tansmldur.
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4.6 Ornek

Simdi, verilen kapali bir kiimenin, dinamigi kontrol edilebilir diferansiyel icerme
ile ifade edilen kontrol sistemine gore pozisyonlu zayif invaryant olmasi 6zelligini
ornekleyen bir ornek verilsin.

Davranisi
i€ [Yx—0,Vx+p]+u (4.6.1)

kontrol vektorlii diferansiyel igermesi ile verilen sistem ele alinsin. Burada
reR, tel0,1],u€[-a,a],a >0, >0olsun. Kapalh W C [0,1] x R
kiimesi

W ={(t,z) € [0,1]] x R:2z =0} (4.6.2)

olarak tammlansin. (4.6.2) ile verilen W kiimesinin (4.6.1) sistemine gore

pozisyonlu zayif invaryantlik 6zelligi incelensin.

a = (8 =0 olsun.

Bu durumda (4.6.1) sistemi
&=z (4.6.3)
olarak yazilir. (0,0) € W alinsin. O halde

H#) =0 ve a(t)= (%t)?», te0,1]

fonksiyonlar1 (4.6.3) sisteminin (0,0) noktasindan ¢ikan yoriingeleri olur. V

2
t € (0,1] igin x(t) = \/(5 t)3 ¢ W(t) oldugundan (4.6.2) ile verilen W kiimesi

(4.6.1) sistemine gore pozisyonlu zayif invaryant kiime degildir.

a > [ >0 olsun.

r=a-—p8,e.=r3vete€0,1] igin p(t) =1 alnsm. ¢ € (0,¢,) i¢in

WO = {(t,z) € [0,1] xR : |z| < e}
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olarak tammlanir ve t — WO (), t € [0,1] kiime degerli déniisiimiiniin

(t,xz) € [0,1) x R noktasindaki alt tiirev kiimesi

(
(—00,0], rT=c¢
DIWO(t,x) = (—00, 00), lz| < e (4.6.4)
[0, 00), r=—c
\

olarak bulunur. Bu durumda Teorem 4.2.1 de (4.2.1) kosulunun saglamp
saglanmadig1 incelensin.

(t,r) € [0,1] xR ve |z| < € alnsin. O zaman (4.6.4) geregi D WO (t,z) =
(—o0, 00) oldugundan, keyfi u € [—a, ] i¢in (4.2.1) kogulu saglanir.

(t,x) € [0,1) x R ve z = £ almsin. Bu durumda u, = —a« olarak segilsin. O
zaman r = a — f3, ¢, = r°, ¢ € (0,¢,), DFWPU(t, ) = (—o0, 0] oldugundan,

(4.6.1) sisteminin sag tarafi,

(Vo =B,V +0] +u. =

C (—00,0]
= DIweO(t,z) (4.6.5)
icermesini saglar.
(t,z) € [0,1) x R ve x = —¢ almsimn. Bu durumda u, = « olarak segilsin.

O zamanr = a — f3, g, =13, ¢ € (0,¢,), DfWO(t,2) = [0, 00) oldugundan,

(4.6.1) sisteminin sag tarafi,

(Ve =B Vo+8]+u. = [-Veta—p,—Veta+p]
= [-Vet+r,—Veta-B+5+7]
= [-Ve+r,—e+r+20]
C [0,00)

= DfWeO(t, x) (4.6.6)

127



igermesini saglar.

O zaman (4.6.5) ve (4.6.6) kapsamlarindan, Teorem 4.2.1 de (4.2.1) kogulu-
nun saglandigi goriiliir. Boylece o > ( > 0 durumunda Teorem 4.2.1 de
(4.2.1) kogulu saglandigindan (4.6.2) ile verilen W kiimesi (4.6.1) sistemine
gore pozisyonlu zayif invaryant kiimedir.

Simdi Teorem 4.2.1 de (4.2.1) kogulunun ¢ = 0 olurken saglanip saglanmadi-
g1 incelensin. ¢ = 0 olarak almirsa, W) = W olur. Bu durumda W

kiimesinin tanmimindan (¢, z) € W iken, (4.6.1) sisteminin sag tarafl,
F(t,z,u) =[-3,0]+u

ve (t,x) € W noktasindaki tist tiirev kiimesi D} W (¢, z) = {0} olur. O zaman

Teorem 4.2.1 de (4.2.1) kogulunun saglanabilmesi igin

[—5,8] +u c {0} (4.6.7)

olmahdir. 5 > 0 oldugunda (4.6.7) yi saglayacak bigimde u € [—«, o] buluna-
maz.

Simdi o < # durumu incelensin.

Keyfi (U,(+)) € Upos x A(0,1) siiper strateji alinsmn ve sabitlensin.
X (0,0,U,6(+)) kitmesi (U , 0(+)) sliper stratejisinin (0,0) € W baslangig pozisyo-
nunda iirettigi yoriingeler kiimesi olur. Simdi ¢ € (0, 1] igin ., (t) ¢ W (t) olacak
bigimde bir z,(t) € X (0,0, U, d(+)) yortingesinin oldugu gosterilsin.

k — oo iken p — 01 olacak bigimde {pu},-, dizisi, her k i¢in hy(-) €
A, (0(-)) fonksiyonu almsm . gy ve hy(-) fonksiyonuna kargiik zx(-) €
Y (0,0,U, hi(-)) adiml yoriingesi agagldaki gibi alinsim.

Bu durumda uék) = U(0,0) , = h(0,0 Uo ) olmak tizere xy(-) adimh

yoriingesi [0, ¢\"] arahginda

[\/K B, \/—+ﬂ}+uo . 2,(0) =0

diferansiyel icermesinin ¢oziimlerinden biri olarak alinir. Diferansiyel icerme

tekrar diizenlenirse, [O,tgk)] araliginda

x’k(t)e[“’ c@) +ul? = B, o)+ u ] 2:(0)=0  (4.6.8)
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olur. uék) € [—a,a], a < oldugundan Uo —B<0ve uo + 3 >0 olur. O

zamarn
Vo) +ul? — 8 < Ya(t) < Vo) + o) + 8 (4.6.9)

oldugundan

Yap(t) € [{’/xk( —i—uo -0, \/——i—u } (4.6.10)

olarak bulunur. Bu durumda (4.6.8) — (4.6.10) den xj(-) adiml yoriingesi
[O,tgk)] araliginda
xk(t) =3 l’k(t), ZL’k(O) =0 (4.6.11)

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alinabilir.

2 (t) = (;t)g, t e o, (4.6.12)

fonksiyonu (4.6.11) Cauchy probleminin ¢éziimlerinden biri oldugundan, ()

adimli yoriingesi [0, tgk)] araliginda (4.6.12) ile verilen fonksiyon olsun.

9 3
= a0 =\ (G40) 0 = 0 (89, 010) 40 = 0,4,

olarak almsmn. z(-) adiml yoriingesi [tgk),t;k) | araliginda

[\/ zp(t) — B, V& +5} ruy?, a ) = 2

diferansiyel icermesinin ¢oziimlerinden biri olarak alinir. Diferansiyel icerme

tekrar diizenlenirse, diferansiyel icerme [tgk), ték)] araliginda

[\/xk ) +ul® 8, ) + ul ] 2n(t) = 2 (4.6.13)

olarak bulunur. ugk) € [~a,al, a < § oldugundan ul —g<oveuV+3>0

olur. O zaman
) +ul? — 3 < V() < Vaelt) + 0P + 8 (4.6.14)
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oldugundan

V() € [\/xk +ul? — 3, )+ ul? } (4.6.15)

olur. Bu durumda (4.6.13) - (4.6.15) den xj(-) adimh yoriingesi [tgk),tgk)]

araliginda

in(t) = Vp(t),  z(t) = 2 (4.6.16)
Cauchy probleminin ¢éziimlerinden biri olarak alinabilir.

9 3
zi(t) = (575), t e [t 4] (4.6.17)

fonksiyonu (4.6.16) Cauchy probleminin ¢oztimlerinden biri oldugundan, x(-)
adimli yoriingesi [tgk), tgk)] araliginda (4.6.17) ile verilen fonksiyon olsun.

Benzer bicimde bu prosediire devam edilsin. O zaman

(t) = (575)3, te0,1] (4.6.18)

fonksiyonu, (4.6.1) sisteminin (U, d(-)) stratejisi tarafindan (0,0) baglangig
pozisyonundan iirettigi adimh yoriingesi yani, zx(-) € Y, (0,0, U, hg(-)) olur.

O zaman k — oo iken

x(t) — x.(t) = (275)3, t€0,1] (4.6.19)

oldugundan z.(-) € X (0,0,U,d(-)) olur. Yani (4.6.19) ile verilen x,(-) :
[0,1] — R fonksiyonu (4.6.1) sisteminin (U, J(-)) stratejisi tarafindan (0, 0)
baglangi¢ pozisyonundan iirettigi yoriingesidir. Bu durumda ¢ € (0, 1] igin
x.(t) ¢ W(t) olur. Yani (4.6.2) ile verilen W kiimesi (4.6.1) sistemine gore

pozisyonlu zayif invaryant kiime degildir.
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5 FONKSIYONUN SEVIYE KUMESI
OLARAK VERILEN KUMELERIN
POZISYONLU ZAYIF INVARYANTLIGI

Bu boliimde, fonksiyonun seviye kiimesi olarak verilen kapali kiimenin, davranisi
kontrol vektorlii (2.5.1) diferansiyel igermesi ile verilen dinamik sisteme gore
pozisyonlu zayif invaryanthik ozelligi ele alinmigtir. Verilen fonksiyonun yone
gore st tirevi kullanilarak seviye kiimesi olarak verilen kiimelerin pozisyonlu

zayif invaryant olmasi icin yeter kosgullar elde edilmistir.

5.1 Fonksiyonlarin Yone Gore Ust Tiirevlerinin

Kontrol Vektori Olan Diferansiyel igerme ile ili§kisi

Bu boltimde, fonksiyonun seviye kiimesi olarak verilen kiimelerin pozisyonlu
zayif invaryantligi icin elde edilecek yeter kogullarin kanitlarinda kullanilacak
tanimlar ve onermeler verilmigtir.
c(+) 10,0 x R™ — R olsun. ¢(-) fonksiyonunun (¢,z) € [0,6) x R™ nok-
tasinda (o, f) € R x R"™ yoniine gore {ist tiirevi
O clt, z) = limsup [c(t+da+d8,2+df+0dy) —c(t,x)] /o

0 (047 f) 5—0t
1(8,9)]|—0

olarak tamimlanir (bkz. [13, 20, 69]). Bu durumda ¢(-) fonksiyonunun (¢, z) €

[0,0) x R™ noktasinda (1, f) € R x R™ yoniine gore iist tiirevi

+
T AL timsup [o(t+8+08,0+51 +8y) - e(t,2)] o
o) 10
7y -

olur. Simdi ¢(-) fonksiyonunun (¢, z) € [0, 0] x R™ noktasinda («, f) € R x R"

yoniine gore farkl bir iist tiirevi tanimlansin.

Tanmim 5.1.1. ¢(-) : [0,0] x R* — R, (¢t,z) € [0,0) x R", (a, f) € R x R"
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olsun.

limsup [c(t+d0a,z+df+dy) —c(t,x)] /S
0+
i 0
saysina c(+) fonksiyonunun (t,xz) € [0,0) x R™ noktasinda (o, f) € R x R”
Dt c(t
yonune gore ust D—turevi denir ve M olarak gosterilir. Yani
D (a, f)
DT ¢(t, x)
———~ =limsup [c(t+da,z+df+dy) —c(t,x)] /o
Do) — lmsu [e( ) —c(t,z)]/

llyll—0

olur.

Bu durumda acgiktir ki,

TG =t et b1 5t

llyll—0

olur.

Asagidaki onermeler dogrudur.

Onerme 5.1.1. ¢(-) : [0,0] x R* — R, (t,2) € [0,0) x R", (a, f) € R x R"

olsun. O halde
D c(t,x) < ot c(t, x)

Da,f) = 0(a, f)

olur.

Onerme 5.1.2. ¢(-) : [0,0] x R" — R diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. O
halde ¥ (t,x) € [0,0) x R™ ve (a, f) € R x R™ i¢in
ot c(t,x) DT c(t,x)

9 (a, f) D (a, f)

_ Oc(t,x)
= a—p, +

Jdc(t, )
oz

)

olur.

Onerme 5.1.3. c(-) : [0,0] x R" — R fonksiyonu yerel Lipschitz olsun. O
halde ¥ (t,x) € [0,0) x R™ ve (a, f) € R x R™ i¢in
0% c(t,r)  D*c(t,x)

= = limsup [c Sa,x+6f)—c(t,x)]/d
T ) - Dl lmsuwle(t+iar+df)—clto)/

olur.
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Onerme 5.1.4. [20] I = {1,2,...7} sonlu bir kiime, ¥ i € I i¢in ci(-) -
[0,0] x R" — R siirekli diferansiyellenebilir fonksiyonlar, (t,z) € [0,0) x R"
¢m

c(t,x) = max ¢i(t, x)
olsun. O zaman c(-) : [0,0] x R* — R fonksiyonunun (t,z) € [0,0) x R"

noktasinda (o, f) € R x R™ yoniine gére st tirevleri asaqidaki esitligi saglar.

Dre(t,z)  0Fc(t,x) Oci(t,x) — 0ci(t,x)
D(o,f) 0o f)  ichie) {a ot + o ’f>]

Burada, Iy(t,z) = {z* €l:c,(t,x)= maxci(t,a:)},

i€l

Oci(t, x)
Ox

olarak tanimlanar.

Jci(t, ) Jci(t, )

dxy 7 0wy, !

= gradyc;(t,x) = {

Onerme 5.1.5. 8, > 0,6 € (0,6,] olmak izere, D(6), E C R" alinsin. ¥ € > 0
verildiginde ¥ 6 € (0,0(e)] igin D(§) C E + ¢ - B olacak bigimde 6(¢) € (0, d,]
olsun. Bu durumda ¥ 6 € (0,6,] i¢in D(§) C E + r(d) - B olacak bi¢imde ve

d — 0% dken r(6) — 0% olan r(-) : (0,6.] — [0,00) fonksiyonu vardur.
Kanit. Herhangi bir € > 0 verildiginde V § € (0,4(¢)] igin
D()Cc E+¢-B (5.1.1)
olacak bicimde §(¢) > 0 olsun. Onerme 2.2.2 geregi,
B(D(),E) =inf{r>0:D()C E+r- B}
olarak tanimlanir. Bu durumda (5.1.1) kapsamindan,
0<B(D(),E)<e (5.1.2)

olur. Boylece, ¥V ¢ > 0 i¢in 6 € (0,0(¢)] iken 0 < [(D(9),E) < e olacak

bi¢imde 6(g) > 0 vardir. Bu ise

lim £(D(6), E) = 0 (5.1.3)

6—0t
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olmas1 demektir. O zaman (5.1.3)’dan V § € (0, d,] igin

olacak bigimde ve 6 — 0% iken r(§) — 07 olan 7(-) : (0, d,] — [0, 00) fonksiyonu
vardir. Bu durumda yeniden Onerme 2.2.2 geregi, § — 07 iken r(§) — 0*

olmak iizere, V 0 € (0, d,] i¢in
D) Cc E+r(d)-B
oldugu gortliir. O

Onerme 5.1.6. c(+) : [0,0]xR™ — R alttan yar: siirekli fonksiyon, (t., ., u.) €
[0,0) x R™ x P i¢in
D c(t, x)
sup ————= <0 (5.1.4)
FEF (ts,xs,ux) D(L f)

olsun. O zaman ¥V p € (0,1) igin x(-) € X (., xs,uy) ve § € [0, 7 (e, Tu, Us)]
iken

c(te+0,2(ti +9)) —c(te,xs) <dp (5.1.5)

olacak bigimde T (ty, T4, uy) > 0 vardar.
Kamit. Onermenin aksi kabul edilsin. O zaman
¢ (te + Ok, Tp(te + k) — ¢ (te, i) > Op pis (5.1.6)

olacak bi¢imde ., > 0 sayis,, k = 1,2, ... 1i¢in z1(-) € X (4, x, u,) olmak iizere
{@k ()}, dizisi ve k — 0% iken &, — 07 olan {8y}, dizisi vardur.

Ayrica Onerme 4.1.1 geregi (t,, 2, u,) € [0,0] x R” x P iken Vi > 0 ve
V4§ € [0,n%) igin

X (ty +0ity, vy u,) Cay + 0+ F (ty, 20, u,) +0p- B (5.1.7)

olacak sekilde bir n* = n# (L., 1., u,) > 0 vardir. p = 1 iken n} = n! (t,, 2., u,)
olsun. Bu durumda Onerme 5.1.5 ve (5.1.7) kapsamindan 6 — 0% iken r(5) —

0" olmak tizere, V ¢ € (0,7}] igin
X (te + 0y, muyus) C oy + 0+ F (t,, 24, u,) +67(0) - B (5.1.8)
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olacak bi¢imde r(-) : (0,n}] — [0, 00) fonksiyonu vardir. Genelligi bozmaksizin,
Vk=12... icn § < n! oldugu varsayilsimn. O zaman keyfi sabitlenmis k

i¢in, (5.1.8) kapsamindan 6, — 07 iken r(dz) — 0T olmak lizere
zy, (b + 6) = T + O f + 0,7 (6) b, Ok € (0,7m,] (5.1.9)

olacak bicimde f; € F (t,, o, u,) ve by € B vardir. F(t,,x,,u,) kompakt
oldugundan, genelligi bozmadan k — oo iken f, — f, olacak sekilde bir f, €
F(t., x.,u,) bulunur.

Ye = fo — fo +7(01)0k

olarak almirsa k — oo iken || yx [|[— 0T olur. (5.1.9) esitligi tekrar diizenlenirse

ok € (0,n}] icin

T (b +0k) = @o+ 0k fr + 0k 7(0k) bi
= Ty + 0 fro + Ok fo — Ok fu + 0 7(9k) b
= @+ O fu + Ok fi — fi + 1 (dk) bi]
— 2+ O fa ot O (5.1.10)

elde edilir. O zaman V k = 1,2,... i¢in (5.1.6) ve (5.1.10) esitliginden, J; €
(0,m:] i¢in
(b + Ok, Tu 4 O [ + 0 ys) — € (s T4) > O fi (5.1.11)

olur. Buradan ve ¢(-) fonksiyonunun yone gore tist tiirevi tanimindan

0<p. < limsup [c(te+ 0k, Ts + Ok fo + 0k yr) — ¢ (te, z4)] /Ok

k—o0

< limsup [c(te +0, 2 + 0 fu +0y) — ¢ (t, x.)] /0

§—0t
llyl|—0+
Dte(t., xy)
= — 5.1.12
B, 1) 5112)
D*c(t,, x,
oldugu elde edilir. Yani bir f, € F(t.,x.,u,) igin % > 0 olur. O

zaman bu sonug (5.1.4) ile geligir. Bu durumda kabul yanhs olup V p > 0,
Va() € X (L, xs,us) ve ¥V O € [0, 7] (t, Tu, us)] igin (5.1.5) esitsizligi dogru

olacak bi¢imde 71" (¢, Z«, us) > 0 vardir. O
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Onerme 5.1.7. ¢(-) : [0,0] x R" — R alttan yare sirekli fonksiyon, a > 0,
(te, Ti, us) € [0,0) x R™ x P igin

D+
sp  elbr) (5.1.13)
FEF (ts,Ts,ux) D(laf)

olsun. O zaman ¥ p € (0,1) igin x(-) € X (s, T, uy) ve § € [0, 74 (Le, Tu, Us)]
iken

c(te +0,2(te +9)) —c(te,zs) < I (n+ ) (5.1.14)

olacak bigimde 74 (L., s, uy) > 0 vardor.
Kanat. Onermenin aksi kabul edilsin. O zaman
¢ (te + O, (b + 0)) — € (te, ) > Ok (s + @) (5.1.15)

olacak bi¢imde p, > 0 sayis,, k = 1,2, ... i¢in x4 () € X (4, ., u,) olmak iizere
{xi ()}, dizisi ve k — 0% iken ¢, — 07 olan {d;},, dizisi vardr.

Ayrica Onerme 4.1.1 geregi (t,, 2., u,) € [0,0] x R® x P iken Yu > 0 ve
Vo € [0,n"] i¢in

X (ty + 0ity, w1, uy) Cay + 0+ F (ty, 0, u,) +0p- B (5.1.16)

olacak gekilde bir n# = n* (t,, T, u,) > 0 vardir. g = 1 iken n! = n! (t., 2., u.)
olsun. Bu durumda Onerme 5.1.5 ve (5.1.16) kapsamimdan § — 07 iken r(§) —

07 olmak tizere, V ¢ € (0,7!] igin,
X (ty + 0ity, vy, 1) C ay + - F (ty, 10, u,) + 07(5) - B (5.1.17)

olacak bigimde r(-) : (0,n!] — [0, 00) fonksiyonu vardir. Genelligi bozmadan V
k=1,2,...icin 0, < n! oldugu varsayilsm. O zaman keyfi sabitlenmis k icin,

(5.1.17) kapsamindan ¢y — 07 iken r(dx) — 0T olmak tizere
Tk (b + 0k) = T + Ok fro + Ok (k) bk, Ok € (0,74] (5.1.18)

olacak bicimde f, € F (t,, 2., u,) ve by € B vardir. F(t,,x,,u,) kompakt
oldugundan, genelligi bozmadan k — oo iken f, — f, olacak sekilde bir f, €
F(t., ., u) bulunur.

Yk = fro — o +7(0k)bg
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olarak alimirsa k — oo iken y; — 07 olur ve (5.1.18) esitligi tekrar diizenlenirse

g (te +0k) = o+ 0k fr + 6 7(9k) b
= T, + 0 fo + Ok fo — Ok [ + 0 7(9k) b
= T+ 0 fo + Okl fi — fx + 7 (0k) bi]
= 2, + 0 fo + Ok (5.1.19)

elde edilir. O zaman V k = 1,2,... igin (5.1.15) ve (5.1.19) esitliginden 0, €
(0,7.] igin
¢ (te + Op, o + O fu + 0k y) — ¢ (tu, i) > O (s + @) (5.1.20)

olur. Buradan ve ¢(-) fonksiyonunun yone gore tist tiirev tanimimdan

p +a < limsup [c(t + O, s + Ok fu + 0k Yr) — ¢ (ts, x4)] /0%

k—oo

< limsup [c(ts + 0,24 + 0 fu +0y) — ¢ (te, x4)] /O

§—07*
llyl|—0*
D e(ty, )
S Mk 4 5.1.21
b1, 1.) (5:1.21)
Dre(t,, z.
oldugu elde edilir.Yani bir f, € F(t.,Z, us) i¢in % > e +a >«

olur. O zaman bu sonug (5.1.13) ile ¢eligir. Varsayim yanlg olup (5.1.14)

esitsizliginin dogrulugu elde edilir. O]

5.2 Alttan Yar: Siirekli Fonksiyonun Seviye Kiimesi
Olarak Verilen Kiimelerin Pozisyonlu Zayif
invaryantllgl I¢in Yeter Kosul

Bu bélitmde c(-) : [0,6] x R* — R alttan yar siirekli fonksiyon olmak iizere

W= {(t.2) € [0,0] x R" : ¢(t, ) < 0} (5.2.1)

ile tamimli W C [0, ] x R™ seviye kiimesinin (2.5.1) sistemine gore, pozisyonlu
zayif invaryant olmasi i¢in bir yeter kogul verilmigtir. ¢(-) fonksiyonu alttan

yari siirekli oldugundan W C [0, 0] x R™ kiimesi kapali kiimedir.
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Simdi W C [0,0] x R™ kiimesinin (2.5.1) sistemine gore pozisyonlu zayif

invaryant olmasi i¢in bir yeter kosul verilsin.

Teorem 5.2.1. ¢(-) : [0,0] x R" — R alttan yare sirekli fonksiyon W C
[0,0] x R™ (5.2.1) ile verilen kime, €, > 0 olsun. c(t,x) < e, esitsizligini
saglayan her (t,x) € [0,6) x R™ i¢in
D e(t, x)
sup ———— <0 (5.2.2)
fEF(t,x,ux) D(Lf)

olacak bi¢imde u, € P olsun. Bu durumda W kimesi (2.5.1) sistemine gore

pozisyonlu zayif invaryant kimedar.
Kamit. ¥ (t,x) € [0,0) x R" i¢in

Dte(t, x)
P(t,x)=<u, e P: sup ——-<0
( ) { feEF(t,xus) D(lu f) }

kiimesi tamimlansin.

Bu durumda V (u, t, z,u) € (0,1) x [0,0) x R™ x P igin siiper strateji

us € Po(t,x) c(t,z) < e,

U.(t,z) = (5.2.3)
ueP Jo(t, o) > e,
ve
min{t{'(t,x,u), u,0 —t} c(t,x) < e, ve u = UL(t, )
du(p, t,  u) =
man{u,0 —t} cc(t,x) > e, veya u # UL(t, x)
(5.2.4)

olsun. Burada kullamlan 7/(¢,z,u) > 0 sayisi Onerme 5.1.6 da bulunan
sayidir. Ayrica, V x € R" i¢in U,(0, x) = u, € P olsun.

c(to, xp) < g¢ olacak bicimde (to, zo) € [0,0) x R™ alinip sabitlensin ve
€0 < €4

oldugu kabul edilsin.

Simdi (U,, d.(+)) siiper stratejisinin, (tg,zo) € [0,6) x R" baglangi¢ nok-
tasinda trettigi keyfi x(-) € X (to, o, Us, 04(+)) yoOriingeleri igin YVt € [to, 0]
iken

c(t,z(t)) < e
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oldugu gosterilsin.

Keyfi sabitlenmis z(-) € X (to, o, Us, d.(+)) yoriingesi alindiginda, k —
oo iken, pi — 0% olan {ux},o, C (0,1) say1 dizisi ve z(-) — x(-) diizgin
yakinsayan {zx(-)},; C Z (to, 2o, Us,0.(-)) adimh yoriingeler dizisi vardur.
Z (to, g, Uy, 0.(+)) adimh yoriingeler kiimesinin tammmindan her k icin xy(-) €
Yy, (to, zo, Uy, hi(+)) olacak bicimde hg(-) € Ay, (64(+)) fonksiyonu vardir. x(-)
adimli yoriingesi tamimlanirken, U, pozisyonlu stratejisi ve hy(-) fonksiyonu
[to, 0] arahgmm bir L {[t, 0]; xx (), Us, hi(+)} iyi sirali kiimesini dogurur (bkz.
Onerme 2.6.3).

Genelligi bozmaksizin keyfi £k = 1,2, 3, ... i¢in

Ex — &0

7

i <

olsun. Herhangi bir & secilsin ve sabitlensin. xy(-) € Y, (to, o, U, hi(-)) ve V
tn € L{[to, 0); 21 (), Us, hi(-) } igin

e (th, zi(th)) < eo+ mlth — to) (5.2.5)

oldugu gosterilsin.
V k igin x(ty) = xo oldugundan c (ty, zx(to)) < o < &4 olur. O zaman
(5.2.3) ile verilen U,(-) pozisyonlu stratejinin tammmindan, ug = Up(tg, ) de-

nilirse ug € Py (tg, zo) olur. P,(to, o) kiimesinin tanimindan

Dte(t
sup C( o,iEo) <0
fEF(to,z0,u0) D(L f)

oldugu goriiliir. O zaman Onerme 5.1.6 geregi ¥ z(-) € X (to, o, up) ve V
o€ [O,T{Lk@o,l’o,Uo)] 1Q1n

c(to+ 0, x(to + 0)) — c(to, z0) < 0 pu (5.2.6)

olur.
Adimh yoriingenin tammmindan, xy(-) adimh yoriingesi, [to, to + hg(to, Zo, to)]
araliginda

T(t) € F (t,x(t), uo) , zi(to) = o
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Cauchy probleminin ¢6ziimii olarak almir. Yani xx(-) € X(to,xq,up) olur.
th =ty + hp(to, xo, uo), hr(t,z,u) < 0u(un,t, z,u) ve (5.2.4) ile verilen d,(+)

fonksiyonunun tanimindan,

th—ty = hy(to, To, uo)

IA

5* (/vaH th Xo, U’O)

S Tlp‘k (t0,$07U0)

olur. Bu durumda xy(-) € X (to, zo, up) oldugundan, son egitsizlikten ve (5.2.6)
esitsizliginden
c (tlfv $k(tlf)) —c(to, o) < g (tlf —tp) (5.2.7)

elde edilir. ¢ (tg, xg) < ¢ oldugundan (5.2.7) esitsizligi tekrar yazilirsa
e (17, 2 (1)) < o+ e (17 — to) (5.2.8)

olur . O halde av = 1 igin (5.2.5) esitsizligi saglanir.
Ex — &0

e < oldugundan, xy(t¥) = 2% denilirse (5.2.8) esitsizliginden

c (tlf, x'f) < &y

olur. O zaman (5.2.3) ile verilen U,(-) pozisyonlu stratejinin tamimindan u} =

U, (t, 2%) denilirse u¥ € P,(t%, 2%) olur. P,(t}, 2%}) kiimesinin tanimindan
D+ tk k
sup c(ty, «f) <0
jer(atat)y DL S)

1

olur. O zaman Onerme 5.1.6 geregi ¥V z(-) € X (th,ah,uf) ve V § €

[0, 74" (5, 2¥, ub)] icin
e (8 + 8,2 (tf +0)) — e (8, 2) < (5.2.9)

olur.
Adimh yoriingenin tanimindan, 2 (+) adimh yoriingesi, [tf, ¢ + hy (¢}, 2¥, u})]
araliginda

ix(t) € F (t,2i(t), uf), zp(th) = ¥
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Cauchy probleminin ¢oziimii olarak almir. Yani x,(-) € X (¢, 2% u¥) olur.
th =t + hp(¢h, b, ub), hi(t, v u) < 6.(up, t,r,u) ve (5.2.4) ile verilen d,(+)
fonksiyonunun tanimindan,
th—th = hy (tF, 2t uf)
AR R
< " (2t ul)
olur. Bu durumda z(-) € X (#}, 2%, u¥) oldugundan, son esitsizlikten ve (5.2.9)
esitsizliginden
c (t’;,xk(tlg)) —c (tlf, :Elf) < g, (15 —th) (5.2.10)

elde edilir. O halde (5.2.8) egitsizliginden (5.2.10) esitsizligi tekrar yazilirsa
¢ (5, wx(t5)) < eo + pu (t5 — to) (5.2.11)

olur ve oo = 2 igin (5.2.5) esitsizligi saglanir.
Simdi, V t* € L{[to,0]; 71 (), Us, hp(-)} almsin. v t*'ye kargilik gelen order

say1st olmak tizere, xy (+) fonksiyonunun tiim A\ < v igin
e (85, 2k (th)) < o+ i (5 — to) (5.2.12)

esitsizligini saglandig1 kabul edilsin. O zaman t = t’j i¢in (5.2.5) esitsizliginin

saglandig gosterilsin. t* icin iki durum séz konusudur.

I. t*'niin onciilii olan t* € L{[to,0]; 2% (), Us, hi(-)} sayist vardir. Bu du-
rumda (t%, %) N L {[to, 0]; 2, (), Us, hys(-)} = @ olur.

gy

LA{[to,0); xx (), Us, hi(+)} ktimesinin tanimlanigindan
=tk + by (52 (85) UL (8, 2 (£2)))
oldugu gortliir. Kabulden

e (8, z(th)) < eo + (5 — 1) (5.2.13)

Ex — &0

olur. O halde u; < oldugundan, z(t*) = 2% denilirse (5.2.13)
esitsizliginden
c (tk o ) < &4

gro
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olur. O zaman (5.2.3) ile verilen U,(-) pozisyonlu stratejinin tanimindan

ub = U, (th 2%) denilirse u* € P.(t% 2%) olur. P,(t% 2*) kiimesinin
tanimindan
Dt c(th, o*

per(tsabas)  DPLS) 7
olur. O zaman Onerme 5.1.6 geregi V z(-) € X (th,ak uk) ve V 6 €

o) o) ag
[0, 71 (% 2% uk)] igin

e (th+ 0,z (th +0)) — e (5, 2F) <o (5.2.14)
olur.

Adimh yo6riingenin tanimindan, xy(-) adimh yoriingesi,

[tk ¢k + hy,(¢F, 2k, ul)] arahginda

o) o o) o) o

ip(t) € F(t,zx(t),ul) rp(th) = 2F

[ea

Cauchy probleminin ¢oziimii olarak almir. Yani x,(-) € X(t%, 2%, u¥)

o)’ or o

olur.

th =tk 4+ hy (5 2k uk), he(t, o u) < 0u(pn,t, x,u) ve (5.2.4) ile verilen

oror o

. (+) fonksiyonunun tanimindan,

th—tk = hy (t(’j, zk ufj)
S 5* (Mk)tl;?xléaul;)
< Tt (th g, ul)

olur. Bu durumda z(-) € X (%, 2%, u¥) oldugundan, son esitsizlikten ve

o’ [l o

(5.2.14) esitsizliginden

e (th,ap(th)) — e (th, o) < (¢ — t5) (5.2.15)

o) o

elde edilir. O halde (5.2.13) esitsizliginden (5.2.15) esitsizligi tekrar
yazilirsa

¢ (th, 2 (th)) < eo+ p (th — to) (5.2.16)

olur ve t = t* icin (5.2.5) esitsizligi saglanir.
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II. v order sayisinin oOnciilii  olmasin. Yani tf noktasi iyi sirah
LA{lto, 0];xk (), Us, hi(-)} kilmesinin y1gilma noktasi olsun. Bu durumda
tho<th, <...<th <. Viigcint§ e L{[to,0); ¢ (-),Us, hy(-)} olmak
iizere lim t§ =tk —0 olacak bigimde {¢} }~ dizisi vardir. Varsayimdan

dolay1 V i igin

¢ (13, xx(15,)) < o+ p (£, — to) (5.2.17)

olur. Adimh yortingenin tanimlanigindan
zy(ty) = lim (15,

olur. z4(tf) = z¥ denilsin. O zaman c¢(-) fonksiyonu (¢¥, %) nok-
tasinda alttan yar siirekli oldugundan V ¢ > 0 verildiginde V (t,z) €
B ((tk,z%) ,6(e)) i¢in

v

122 v

c(thak) —e <c(t,x) (5.2.18)

olacak bi¢imde d(e) > 0 vardir. @ — oo iken (&5 xy(th)) — (tF,2%)

oldugundan i > i, i¢in (t5 ,z,(t5)) € B ((¢%,2F),d(e)) olacak bigimde

ix > 0 vardir. O zaman (5.2.18) den ¢ > i, i¢in

c(th,al) —e <c(tf, z(th)) (5.2.19)
olur. O halde (5.2.17) ve (5.2.19) esitsizliklerinden i > i, i¢in

c (tlj, xk(tlj)) — €

IN

c (t’;i, xk(tlf\))
< o+ pk (ty, — to)

< e+ (18 —to) (5.2.20)
oldugu elde edilir. (5.2.20) esitsizligi keyfi € > 0 igin saglandigindan
e (th, 2 (th)) <eo+ pu (th —to) (5.2.21)

olur. Béylece t = t* icin (5.2.5) esitsizliginin dogru oldugu kanitlanir.
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Simdi V ¢ € [to, 0] icin
c(t,z(t)) <eo

oldugu gosterilsin.

Keyfit, € [to, 6] almsin ve sabitlensin. V 5, t5 . € L{[to,0]; 2 (-), Us, hie(+)}
i¢in,
0<th , —t8 <pp vek — ooiken py — 0% oldugundan, her & i¢in

k
|t£¢()k) — | <

olacak bi¢imde t((f()k) € L{[to,0]; 2k (+), U, hi(-)} vardir. O halde k& — oo iken

tg?k) — t, olur. Diger taraftan, (5.2.5) esitsizliginden, V k i¢in
k k k

olur. £ — oo iken t((lk&) — ty, o(-) — x(-), ux — 07, ¢(-) fonksiyonu alttan

yar1 siirekli oldugundan ve (5.2.22) esitsizliginden
c(t, z(ts)) < eo (5.2.23)

oldugu bulunur. ¢, € [ty, 0] keyfi sabitlenmig oldugundan, (5.2.23) esitsizligin-
den t € [ty, 0] i¢in,

c(t,z(t)) < e (5.2.24)
oldugu gortliir.
z(-) € X (to,xo,Us, 04(+)) keyfi oldugundan, (5.2.24) esitsizligi keyfi z(-) €
X (to, o, U, 0,(+)) igin dogru olur.
g0 < €. sayisi ¢ (tg, o) < go kosulundan segilmektedir. Eger (tg,z9) € W
ise, o zaman c (g, xg) < 0 olur ve gy = 0 olarak secilebilir. O halde (5.2.24)

esitsizliginden, V z(-) € X (to, zo, Us, 64(+)) ve t € [to, 0] igin,
c(t,xz(t)) <0

oldugu goriiliir. Bu ise (5.2.1) ile tammh W C [0, 0] x R™ kiimesinin (2.5.1)

sistemine gore pozisyonlu zayif invaryant olmasi demektir. O]
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Kanitlanan teoremden agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.2.1. Teorem 5.2.1 in kosullary saglansin, (to, xo) € [0,6) x R™, g9 <
Ex, € (to,x0) = €9 olarak alinsin. (U, 6,(+)) siper strategisi (5.2.3) ve (5.2.4) ile

tanmvmlanmis olsun. Bu durumda ¥ x(-) € X (to, xo, Uy, 6.(+)) ve t € [to, 0] igin,
c(t,z(t)) <eo

olur.

5.3 Yeter Kosulun Stabilligi

Bu boliimde, (5.2.1) ile verilen W C [0, 8] x R™ kiimesinin (2.5.1) sistemine gore
pozisyonlu zayif invaryant olmasi igin bir yeter kosul olan (5.2.2) kogulunun
belli bir hata ile saglandig1 durumda, W kiimesinin pozisyonlu zayif invaryant-

liginin nasil degisecegi konusu ele alinmigtir.

Teorem 5.3.1. ¢() : [0,0] x R* — R alttan yar: sirekli fonksiyon olmak tzere
W (5.2.1) ile verilen kiime, e, > 0 ve o < 2% olsun. c(t,x) < e, esilsizligini

saglayan her (t,z) € [0,0) x R™ i¢cin

D e(t, x)
sup ———— <a (5.3.1)
fEF(t,z,ux) D(lvf)

olacak bigimde u, € P olsun. O zaman VY (tg,zo) € W, Vz() €
X (to, 2o, Uq, 00(+)) ve YVt € [to, 0] i¢in

c(t,z(t) < at —to) (5.3.2)
olacak bigimde (Uy, 0a(+)) € Upos x A(0, 1) siiper stratejisi vardar.

Kamit. ¥ (t,x) € [0,0) x R" i¢in

dte(t,x)
P,(t,z)=u, e P: sup —=<a«a
(t,) { fer(tan) O, f) }

kiimesi tamimlansin.
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Bu durumda V (u,t,z,u) € (0,1) x [0,0) x R™ x P igin siiper strateji

asagidaki gibi alinsin.

us € Py(t,x) ,c(t,z) < e,

Un(t,x) = (5.3.3)
u€e P co(t,x) > e
ve
man{ts' (t,x,u), u, 0 —t} c(t,z) < e, ve u=U,(t,x)
do(pt, t,x,u) =
main{u, 0 —t} co(t,x) > e, veya u # Uy (t, x).
(5.3.4)

Burada kullanilan 73'(t,z,u) > 0 sayist Onerme 5.1.7 de bulunan sayidir.
Ayrica V z € R" igin U, (0, x) = u, € P olsun.
c(to, o) < g¢ olacak bigimde (¢, zo) € [0,60) x R™ alinip sabitlensin ve

<&
o -
2

oldugu kabul edilsin.

Simdi (U,, d4(+)) siiper stratejisinin, (to,z9) € [0,0) x R™ baglangi¢ nok-
tasindan trettigi keyfi z(-) € X (to, xo, Ua, da(+)) yoringeleri icin V¢ € [to, 0]
iken

c(t,z) <eg+ alt—ty)

oldugu gosterilsin.

Keyfi sabitlenmis z(-) € X (to, %o, Ua, da(+)) yoOriingesi alindiginda, k —
oo iken, py — 0% olan {px}ro, C (0,1) say1 dizisi ve zy(-) — z(-) dizgin
yakinsayan {zj(-)},; C Z (to, 2o, Us, 0a(-)) adimh yoriingeler dizisi vardur.
Z (to, o, Ua, 00 (+)) adimh yoriingeler kiimesinin tanimindan her k igin x(-) €
Yo, (to, xo, Ua, hie(+)) olacak bicimde hy(-) € A, (6a(+)) fonksiyonu vardir. z(-)
adimh yoriingesi tanimlanirken, U, pozisyonlu stratejisi ve h(-) fonksiyonu
[to, 0] araliginin bir L {[to, 0]; zx (+) , Ua, hi(-)} iyl sirali kiimesini dogurur (bkz.
Onerme 2.6.3).
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oldugundan

>8* <15*<1( )
€« — €0 5 ve « 7 66* €0

oldugu bulunur. Son esitsizlikten ise
(ex —e9) —abf >0

olarak elde edilir. Genelligi bozmaksizin keyfi £ =1,2,3,... igin

(e« —€0) — b
0

Mg <

olsun.
Herhangi bir k almsin ve sabitlensin. () € Yy, (to, Zo, Ua, hi(-)) ve V tf €
LA{lto,0]; 1 (+) , Uy, hi(+)} icin

¢ (thm(th)) < g0+ (e + ) (th — to) (5.3.5)

oldugu gosterilsin.
z(to) = xo oldugundan c(tg, zx(ty)) < €9 < €, olur. O zaman (5.3.3)
ile verilen U,(-) pozisyonlu stratejinin tammindan ug = U,(to, o) denilirse

ug € Pu(to, o) olur. P,(tg, zo) kilmesinin tanimindan

D+C(t07 ZJZ())
sup _ S o
fEF(to,xo0,u0) D(l,f)

oldugu goriilir. O zaman Onerme 5.1.7 geregi ¥ z(-) € X (to, o, up) ve V
6 € [0, 75/ (to, zo, uo)] icin

c(to+ 6, zx(to +0)) — ¢ (to, o) < O (g + @) (5.3.6)

olacak bicimde 74 (to, zo,ug) > 0 vardir.
Adiml yoriingenin tanimindan, xy(-) adimh yoriingesi, [to, to + hx(to, Zo, to)]

araliginda
‘rk(t) er (twrk‘(t)v uO) ) Ik(to) =Ty

Cauchy probleminin ¢oziimii olarak alinir. Yani z(-) € X (to, o, uo) olur.

th = to + hi(to, w0, uo), hi(t,r,u) < 0.(up,t,o,u) ve (5.3.4) ile verilen d,(+)
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fonksiyonunun tanimindan,

th — t hi, (to, o, up)
da (

Lk, to, %o, Uo)

IN

T;k (t07 Lo, Uo)
olur. Bu durumda zx(-) € X (to, o, up) oldugundan, son esitsizlikten ve (5.3.6)
esitsizliginden

¢ (87, p(th)) — ¢ (to, wo) < (i + @) (£} — to) (5.3.7)
elde edilir. ¢ (to,zo) < go oldugundan (5.3.7) esitsizligi tekrar yazilirsa

c (¢}, zr(t)) < eo+ (e + ) (8} — to) (5.3.8)

olur ve § =1 igin (5.3.5) esitsizligi saglanir.
(e« —e0) — b
0

oldugundan, x;(t%) = 2% denilirse, (5.3.8) esitsizliginden

e <
c (t’f,:r’f) < &y

oldugu bulunur.
Simdi (5.3.3) ile verilen U,, pozisyonlu stratejinin tanimindan u§ = U, (t}, z¥)
denilirse u} € P,(t}, %) olur. P,(t},2}) kiimesinin tanimindan

D+ tk k
sup C( 175151)

per(tataty  DLF) 7

1

olur. O zaman Onerme 5.1.7 geregi V z(-) € X (t, 25, uf) ve V § €

[0, 74 (¢, ¥, uf)] igin
¢ (8} + 6, zp(th +0)) — e (1, 27) <6 (e + @) (5.3.9)

olacak bicimde 74 (t§, 2% u¥) > 0 vardir. Burada 74(t¥, 2%, u}) Onerme 5.1.7 de
tanimlanir. Adimli  yoriingenin tamimindan, x4(-) adimh yoriingesi,

(5,87 + hy(tF, 2%, uf)] arahgmmda

ik(t) € F (t, i(t), uf), zp(th) = of
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Cauchy probleminin ¢oziimii olarak alinir. Yani zx(-) € X (t’f,x’f,u’f) olur.
th =t + hy(th, 2% ub), hp(t, 2, u) < 0o(un, t,z,u) ve (5.3.4) ile verilen d,(+)

fonksiyonunun tanimindan,
k_ gk _ k ok ook

504 (kaa t’fa ZE’f, ulf)

< (82 up)

IN

olur. Bu durumda zx(-) € X (t’f,x'f,u’f) oldugundan, son esitsizlikten ve

(5.3.9) esitsizliginden
c (th, i(t5)) — c (¢}, 2F) < (i + @) (t5 — t}) (5.3.10)
elde edilir. O halde (5.3.8) esitsizliginden (5.3.10) esitsizligi tekrar yazilirsa
¢ (th, 2, (5)) < o+ (e + @) (t5 — to) (5.3.11)
olur ve = 2 i¢in (5.3.5) esitsizligi saglanir.

Simdi, Vt* € L {[to,0]; 21 (+), Us, hi(-)} alinsm. v t8’ye karsihik gelen order

say1st olmak tizere zy, (+) fonksiyonunun tiim A < v i¢in
¢ (15, 2x(1))) < o+ (i + ) (£ — to) (5.3.12)

esitsizliginin saglandig1 kabul edilsin. O zaman t = t* i¢in (5.3.5) esitsizliginin

saglandig1 gosterilsin. t* icin iki durum sézkonusudur.

L. t*niin énciilii olan t& € L {[t, 0]; 7% (), Ua, hi(+)} sayist vardir. Bu du-
rumda (%, ¢5) N L{[to, 0); zx (-) , Ua, his(-)} = 0 olur.

o) v

LA{lto, 0];xx () , Uy, hi(-)} kiimesinin tanimlamgindan
th=th e (8 (82) U (85, 2 (£5)))
oldugu gortliir ve kabulden

e (th, zn(th)) <eo+ (uk + ) (th — to) (5.3.13)
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(s —e0) — b

g

olur. O halde py, < oldugundan, z;(t%) = z¥ denilirse

(5.3.13) esitsizliginden
c (tk xk) < &y

g oz

olur. O zaman (5.3.3) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin tanimindan

uk = Uy (tF, 2%) denilirse u* € P,(t% %) olur. P, (t*, 2*) kiimesinin
tanimindan
Dre(th, o*

jer(tatus)  DPLS) T
olur. O zaman Onerme 5.1.7 geregi V z(-) € X (th,ak uk) ve V 6 €

o) o) g
[0, 75 (tF, 2% uk)] icin

[l g’ o

c(th+ 0,z (th +0)) — e (5, 25) <6 (i + @) (5.3.14)
olacak bicimde 75'(t*, 2% u*) > 0 vardir. Burada 75(t*, 2% uk)

Onerme 5.1.7 de tanimlanir. Adiml yoriingenin tammindan, xp(+) adimh

yoriingesi, [t5, t5 + hy(th, 2%, uk)] arahginda

.’L‘k(t) €F (taxk(t>7ulg’) ) xk(tlzj') = I’i

Cauchy probleminin ¢éziimii olarak almir. Yani zj,(-) € X (&, 2%, uk)

olur.

th =% 4+ hy(t5, 2F uk), he(t, 2, u) < 00 (pn, t, z,u) ve (5.3.4) ile verilen

g’ g’ g

do(+) fonksiyonunun tanimindan,

o)ror Yo

0o (uk,tk xk uk)

g g o

e (84, )

th—th = hy (R 2k uk)

IN

IN

olur. Bu durumda zx(-) € X (tk zk uk ) oldugundan, son esitsizlikten ve

o)’ or o

(5.3.14) esitsizliginden

e (th, ap(th)) — c (th,ak) < (u + ) (th — ) (5.3.15)

o) o

elde edilir. O halde (5.3.13) esitsizliginden (5.3.15) esitsizligi tekrar
yazilirsa

e (th,2p(th) <eo+ (e + ) (t) — to) (5.3.16)
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I1.

olur ve § = v i¢in (5.3.5) esitsizligi saglanir.

v order sayisimin onciilii - olmasin. Yani tf noktasi iyi sirah
LA{lto, 0];xx () , Uy, hi(+)} kilmesinin yigilma noktasi olsun. Bu durumda
tho<th, <...<th <...  Viigint5 € L{[to,0);xx (-),Ua, ()} ol-

mak iizere lim t§ = t& — 0 olacak bigimde {¢§ }~ dizisi vardir. Varsa-

11— 00

yimdan dolay1 V i igin
c(th zi(t)) < eo+ (i + ) (5, —to) (5.3.17)
olur. Adimh yortingenin tanimlanigindan
zi(ty) = lim @y (t5,)

olur. x,(t*) = 2* denilsin. O zaman c(-) fonksiyonu alttan yar siirekli

oldugundan V € > 0 verildiginde V (t,z) € B ((t%,2F),d(¢)) icin
c(thal) —e<ec(t,) (5.3.18)

olcak bigimde d(¢) > 0 vardir. i — oo iken (&5 @x(ty)) — (&, k)

oldugundan i > i, i¢in (5 ,2x(t5)) € B ((tf, 2%),d(e)) olacak bi¢imde
ix > 0 vardir. O zaman (5.3.18) den ¢ > i, igin
c(th,al) —e <c(th m(dh) (5.3.19)

vyr

olur. O halde (5.3.17) ve (5.3.19) esitsizliklerinden i > i, igin

c (tﬁ,mk(tﬁ)) —e < ¢ (tlf\i,xk(t];i)
< e+ (e +a) (85, — o)

< e+ (e +a) (tF — 1) (5.3.20)
oldugu elde edilir. (5.3.20) esitsizligi keyfi € > 0 igin saglandigindan
¢ (th ap(th)) < g0+ (e + a) (t — to) (5.3.21)
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olur. Boylece (5.3.5) esitsizliginin dogru oldugu kanitlandu.
Simdi V € [to, 0] i¢in

¢(t,z(t)) < o+ alt — to)
oldugu gosterilsin.

Keyfi t. € [ty,0] almsin ve sabitlensin. Votk otk €
LA[to,0); x4 (), Ua, hie(")} igin, 0 < ¢85, —tF < py ve b — oo iken

pr — 07 oldugundan, her & i¢in

k
‘t/(g()k) - t0| S 20"

olacak bigimde t%ﬁ) € L{[to,0]; xx (+), Us, hi() } vardir. O halde k — oo
iken t(ﬂk&) — t, olur. Diger taraftan, (5.3.5) esitsizliginden, V k i¢in

k k k
¢ (150 e(t50)) ) < 20+ (i + Q) (1)) — o) (5.3.22)

olur. k — oo iken t/(gk()k) — ty, x(-) — x(-), pe — 0T, ¢(-) fonksiyonu

alttan yar siirekli oldugundan ve (5.3.22) esitsizliginden
c(te, x(ty)) < eo+ alt. —to) (5.3.23)

oldugu bulunur. t, € [to, 6] keyfi sabitlenmis oldugundan, (5.3.23) esitsizli-
ginden t € [to, 0] icin,

c(t,z(t)) <eo+alt—t) (5.3.24)

oldugu gortliir.
z(+) € X (to, o, U, 6a(+)) keyfi oldugundan, (5.3.24) esitsizligi keyfi z(-) €
X (to, €0, Uq, 00(+)) igin dogru olur.
go < Z—* sayist ¢ (tg, zg)) < €o kogulundan secilmektedir. Eger (to,xo) €
W ise, o zaman c(tg,z9)) < 0 ve g5 = 0 olarak secilebilir. O halde
(5.3.24) esitsizliginden, (to, o) € W iken V z(-) € X (to, 20, Ua, 0a(+)) Ve
t € [to, 0] igin,

c(t,z(t)) < alt—to)

olur.
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Teorem 5.3.1’den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.3.1. Teorem 5.3.1%in kosullar: saglansin. &9 < % olmak tzere
(to, z0) € [0,0) xR™ baslangi¢ pozisyonu, ¢ (to, xo) < ¢ olacak bigimde segilsin.
(U, a(+)) stper stratejisi (5.3.3) ve (5.3.4) ile tanwmlansin. O zaman ¥ x(-) €
X (to, 0, Uq, 00 () ve t € [to, 0] icin

c(t,z(t)) <ep+alt—ty) (5.3.25)

olur.

5.4 Siurekli Fonksiyonun Seviye Kiimesi Olarak Verilen

Kiimelerin Pozisyonlu Zayif invaryant11§1 igin Yeter

Kosul

Bu béliimde ¢(+) : [0,0] x R" — R siirekli fonksiyon iken, (5.2.1) ile verilen
W C [0,60] x R™ seviye kiimesinin pozisyonlu zayif invaryant olmasi igin bir

yeter kosgul verilecektir.

Teorem 5.4.1. ¢(-) : [0,6] x R" — R stirekli fonksiyon olmak tzere, W C
0,60] x R™ (5.2.1) ile verilen kiime, €, > 0 olsun. 0 < c(t,z) < e, esitsizligini
saglayan her (t,z) € [0,0) x R™ i¢in

Dte(t, x)

sup ——= <0 5.4.1
fEF(t,x,us) D(17 f) ( )

olacak bigimde u, € P olsun. Bu durumda W kiimesi (2.5.1) sistemine gére

pozisyonlu zayif invaryant kimedar.

Kanat. ¢(-) : [0, 6] x R™ — R siirekli fonksiyon oldugundan, her (¢, z) € [0,6) x
R™ i¢in V p > 0 verildiginde, |7 —t| < v,(t,z), || y — ||< 7,(t, x) olmak {izere,
keyfi (1,y) € [0,6) x R™ icin

c(r,y) < c(t,z)+ p (5.4.2)
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olacak bigimde ~,(¢,z) > 0 vardir. Onerme 2.5.2 geregi, sabitlenmis (¢, z) €
0,0) x R™ ve ~,(t,z) > 0 verildiginde, V v € P ve V z(-) € X(t,z,u) ve
d € (0,8(u, t,z)] igin

| z(t+6) —x [|[< yu(t, x) (5.4.3)

olacak bi¢imde ((u,t,z) > 0 vardir. O zaman

7;(1571') = min {Vu(tvx%ﬁ(:uvt’x)} (544)

olarak alnsm. Bu durumda (5.4.2) ve (5.4.3) esitsizliklerinden ve (5.4.4)
tamimlamgindan, V g > 0 verildiginde V v € P, V z(-) € X(t,x,u) ve V
6 € (0,7, (t,z)] i¢in
c(t+0,z(t+90)) —c(t,x) < p (5.4.5)
oldugu elde edilir.
YV (t,z) € [0,0) x R™ igin
Dte(t, x)

P(t,x)=qu, e P: sup ——=<0
( ) { FEF(t,x,ux) D(Lf) }

kiimesi tanimlansin. Bu durumda V (p,t,z,u) € (0,1) x [0,6) x R™ x P igin

siiper strateji asagidaki gibi alinsin.

us € P(t,z) ,0<c(t,z) < e,

Ut z) = (5.4.6)
ueP co(t,x) > e veyac(t,z) <0
ve
min{t{'(t,x,u), u,0 —t} ,0<c(t,x) < e, ve u = U(t, )
Olpt,w,u) = § min{yi(t, @), p,0 —t}  ,c(t,z) <Oveue P
min{u,0 —t} yo(t,x) > e, veya u # UL(t, x).
(5.4.7)

Burada kullanilan 7/(t,z,u) > 0 sayist Onerme 5.1.6 da bulunan sayidir.
Y,(t ) ise (5.4.4) ile tammhdir. Ayrica V x € R" igin U.(0,z) = u. € P
olsun.

c(to, o) < &g olacak bigimde (¢, xo) € [0,0) x R™ alinip sabitlensin ve
0<¢gp<e,
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oldugu kabul edilsin.

Simdi (U, d.(+)) siiper stratejisinin, (¢g,z9) € [0,6) x R"™ baglangi¢ nok-
tasindan trettigi keyfi z(-) € X (to,xo, U, 04(+)) yortngeleri icin Vt € [tg, 0]
iken

c(t,z(t)) < eo

oldugu gosterilsin.

Keyfi sabitlenmis z(-) € X (to, o, U, d.(+)) yoriingesi alindiginda, k& —
oo iken, g, — 01 olan {px}r—, C (0,1) say1 dizisi ve z(-) — z(-) diizgin
yakinsayan {zy(-)},, C Z (to,zo,Us,0.(-)) adimh yoriingeler dizisi vardur.
Z (to, zo, Uy, 0(+)) adimh yoriingeler kiimesinin tammmindan her k icin z4(+) €
Yy, (to, xo, Uy, hy(+)) olacak bigimde hy(-) € A, (6.(+)) fonksiyonu vardir. z(-)
adimli yoriingesi tamimlanirken, U, pozisyonlu stratejisi ve hy(-) fonksiyonu
[to, 0] araliginin bir L {[to, 0]; xx (+) , U, hi () } iyl sirali kiimesini dogurur (bkz.
Onerme 2.6.3).

Genelligi bozmaksizin keyfi £ =1,2,3,... i¢in

, Ex — €
mzn{ao, *9 0} , €0>0

Ex
1 +97 ?

olsun. Herhangi bir k secilsin ve sabitlensin. xy(-) € Y, (to, o, Us, hi(+)) ve V
th € L{lto. 01 o0 (), U ()} igin

60:0

€0 +uk(t§ —ty) , € >0
¢t zi(th)) < (5.4.9)
e+ p(th —to) , €0=0
oldugu gosterilsin.
V k icin zx(tg) = z¢ oldugundan, c(to, xx(tg)) < € olur. Simdi uy =
U.(to, xo) ve
t5 = to 4 hy (Lo, 0, uo)

olarak alinsin. Bu durumda
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L.

IL.

g9 = 0 olsun. O halde ¢ (ty,zo9) < 0 bulunur.
x(-) adimh yoriingesinin ve (5.4.6) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin

tanmmindan, [tg, t¥] arahiginda x(-) fonksiyonu bir u, € P icin
t(t) € F (t,xp(t),us), xk(to) = xo

Cauchy probleminin ¢oztimlerinden biri olarak alinir. £y = 0 oldugundan,
c(to, o) < 0 ve (tg,x9) € W oldugu bulunur. ¢(-) fonksiyonu siirekli
oldugundan, (5.4.5) esitsizliginden, keyfi u € P, keyfi () € X (to, zo, u)
veV € (O,'y;’;k (to, o)) igin,

c(to+9,x(to +9)) — c(to, zo) < pix
olur. xx(-) € X(to, xo, us) oldugundan, V § € (0,7;k (to,xo)} icin,
c(to+ 8, z(tg +6)) — c(to, xo) < g (5.4.10)

olur. Burada v;; (to, 7o) > 0 degeri (5.4.4) ile tanimlanir. Ayrica c(to, o)

< 0 oldugundan, (5.4.7) ile verilen d,(-) fonksiyonunun tanimindan,
th—to =l (to, w0, uo)
S 5* (H’kathxO?uO)
S f)/;ik <t07 :L‘O)
olur. O zaman buradan, (5.4.10) esitsizliginden ve ¢(to, z9) < 0 olmasin-

dan
<pp, + p(t5 — to) (5.4.11)

elde edilir.

g0 > 0 olsun.
O halde 0 < ¢(tg, zx(to)) < €0 < &4 olur. Bu durumda ug = U,(to, zo)

denilirse, (5.4.6) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin tanimindan

Dte(t
sp  clloto) g (5.4.12)
FEF (to,z0,u0) D(l,f)
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oldugu goriiliir. Bu durumda Onerme 5.1.6 geregi, ¥ z(-) € X (to, zo, o)

ve V § € [0, 74" (to, xo, up)] i¢in,

c(to+ 8, z(to+9)) — c(to, o) < & g
olur. x4(-) adimh yériingesi [to, t¥] arahgmda

Tp(t) € F (t,xp(t),uo), xx(to) = xo

Cauchy probleminin ¢oziimii olarak almir. Yani zx(-) € X(to, o, uo)

olur. O halde V § € [0, 7" (to, xo, up)] igin,
c(to + 0,z (to + 0)) — c(to, xo) < 6 g (5.4.13)

oldugu elde edilir. Ayrica (5.4.7) ile verilen 6,(+) fonksiyonunun tanimin-

dan,

tlf—to = hk(to,xo,U,o)

IN

5* (/fl/ku th Zo, UO)

IN

1% (to, o, o)

olur. Bu durumda buradan ve (5.4.13) esitsizliginden

c (87, 2 (th)) <c(to, o) + pur(ty — to)

=€0 + Mk(tlf — to) (5414)
elde edilir.

O zaman (5.4.11) ve (5.4.14) esitsizliklerinden t} € L {[to, 0]; xx () , U, hi(+)}
icin (5.4.9) esitsizligi saglanir. Yani
g0+ pup(th —tg) , g0 >0
c(t},z(t)) < (5.4.15)
pu + e (ty —to) , €0 =0

olur. ¥ = ¢ (t§, zx(t})) denilsin. O zaman (5.4.15) esitsizliginden

g0+ pur(th —to) , € >0
e < (5.4.16)

i+ pe(th —to) , €0 =0

157



olarak yazilir.

€y — €
min {50, 7 0} , € >0
i <

Ex

1+07 Y

oldugundan ve (5.4.15) esitsizliginden g = 0 iken

50:0

c(th,mi(t)) < e + plty —to)

< up(146)
Ex
1+06
< g0t
_— (5.4.17)

ve g9 > 0 iken

c(tf,zr(t))) < €0+ p(t —to)
Ex — &0
0
0

€0t e« —¢€o

< &9+

IN

= &, (5.4.18)
oldugu bulunur. O zaman (5.4.17) ve (5.4.18) esitsizliklerinden
c (t}, zi(th)) <e. (5.4.19)
oldugu gortliir.
ty =ty + he (8, 2 (8), U (8, 2(1))) - aa(t) = 2}
k

denilsin. Bu durumda c (t’f, xl) i¢in iki durum olabilir.

L ef=c (t’f,x’f) < 0 olsun.
xk(+) adimli yoringesinin ve (5.4.6) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin

tanimindan, [t}, 5] araliginda xy(+) fonksiyonu bir u, € P i¢in
ai(t) € F (tap(t), ), ap(th) = a7
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II.

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alinir. ¢ (t’f, a:’f) < 0 oldu-
gundan (tlf, x’f) € W oldugu bulunur. ¢(+) fonksiyonu siirekli oldugundan,
(5.4.5) esitsizliginden, keyfi u € P, keyfi z(-) € X(t¥, 2% u) ve V § €
(0,9, (tF, 2)] igin,

o (t +0,2(t] +0)) — c(ty, 2Y) <

olur. z(-) € X (t}, ¥, u,) oldugundan, V &§ € (0,7} (¢}, 25)] icin,

¢ (8} + 6, i (tf +0)) — c(tf, 27) < (5.4.20)
olur. Burada ~% (#f,2f) > 0 degeri (5.4.4) ile tammlanr. Ayrica

c (1, z%)

< 0 oldugundan (5.4.7) ile verilen d,(-) fonksiyonunun tanimindan
th—th = hy (th, 2%, u)

6* (/’Lka t]fa x]fa u*)

Vo (1, 27)

olur. Bu durumda buradan, (5.4.20) esitsizliginden ve c(t¥, %) < 0 ol-

IA

IN

masimndan

c (tl2€a xk(tg)) <[k

<pup, + (s —to) (5.4.21)
oldugu elde edilir.

eh=c (t’f,x’f) > 0 olsun.

O halde (5.4.19) esitsizliginden, 0 < ¢ (t},2¥) < e, olur. Bu durumda

uf = U,(t}, x%) denilirse, (5.4.6) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin
tanimindan

D+ tk k
sup Drelty, 27) <0 (5.4.22)
per(tatay) D S)

oldugu goriiliir. Bu durumda Onerme 5.1.6 geregi V z(-) € X (8, 2% u?)

ve V & € [0, 7" (¢}, 2k, u})] icin,
c(th+6,z(ty +0)) — c(ty, z7) <6
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olur. zj(-) adimh yoriingesi [t¥, t5] arahginda

in(t) € F (tap(),uf),  ax(t]) = 2}

Cauchy probleminin ¢oziimii olarak alimir. Yani zx(-) € X (¢}, 2%, uf)

olur. O halde V § € [0, 7{* (¢}, ¥, u})] icin,
e (8 + 6,2t +0)) — c(tf, 2}) < 0 (5.4.23)

oldugu elde edilir. Ayrica (5.4.7) ile verilen 6,(+) fonksiyonunun tanimin-

dan
th—tf = hy (25, up)

6* (,U/kn tlfu xlfv ulf)

Tt 2T, ul)

IN

IN

olur. Bu durumda buradan ve (5.4.23) esitsizliginden
c (th, ap(th)) < c(th, of) + p(th — ) (5.4.24)
olur.

Boylece e = ¢ (), }) oldugundan, (5.4.21) ve (5.4.24) esitsizliklerinden

pr + (s — %), e <0
¢ (5, (1)) < 2 (5.4.25)

81+ﬂk(t§—t’f), e1 >0

olur.

g0 = 0 olsun. O halde (5.4.16) esitsizliginden
e1 < g + pr(th —to) (5.4.26)
olarak yazilir. Bu durumda, eger £; < 0 ise o zaman (5.4.25) esitsizliginden

c (85, y(t5)) <pu + pu(th — )

<pp, + i (t5 — to) (5.4.27)
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olur. Eger ;1 > 0 ise (5.4.25) ve (5.4.26) esitsizliklerinden

c (th, 2 (15)) <er+ pe(ts —t7)

<puk + p(ts — to)
olur. Boylece (5.4.27) ve (5.4.28) esitsizliklerinden £y = 0 iken
¢ (t5, 2x(t3)) < e + pua(ts — to)

oldugu elde edilir.
g0 > 0 olsun. O halde (5.4.16) esitsizliginden

&1 < g0 + u(th — to)

olur. Eger 1 <0 ise o zaman (5.4.8) ve (5.4.25) esitsizliklerinden

c (5, z(t5)) <pu + pu(ts — t5)

<eq + pu(t5 — to)

olur.

Eger 1 > 0 ise (5.4.25) ve (5.4.30) esitsizliklerinden

c (5, z(th)) <er + pi(th —tf)

<eg + px(th — to)

(5.4.28)

(5.4.29)

(5.4.30)

(5.4.31)

(5.4.32)

oldugu elde edilir. Béylece (5.4.31) ve (5.4.32) esitsizliklerinden £y > 0 iken

c (th, 2 (15)) <o+ pur(th — to)

(5.4.33)

oldugu elde edilir. O zaman (5.4.29) ve (5.4.33) esitsizliklerinden t§ €

g0+ me(ts —to), €0 >0

c (th,zy(15)) <
te + e (th — to), g0 =20

oldugu goriiliir ve (5.4.9) esitsizligi saglanir.
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Simdi, Vt* € L{[to,0); zx (), U, hi(-)} alinsin. v t*’ye kargihk gelen order
sayis1 olmak tizere, V 3 < v igin

g0 + pu(th — to), g0 >0

¢ (th, zi(th)) < (5.4.34)

.+ pk(th —to), € =0

saglandig1 kabul edilsin ve

g0 + pu(t — to), g0 >0
¢ (1%, 2 (th)) < " (5.4.35)

te + e (EE — to), go=0
oldugu gosterilsin. t* i¢in iki durum séz konusudur.

1. t*nmmn onciilii olan t& € L {[to,0]; % (), Us, hx(+)} sayist vardir. Bu du-
rumda (tk tk) N LA{[to, 0]; 21 (), Us, ()} = 0 ve

th=thth (tF, 2, (t8), U, (85, 2 () olur. t5 € L{[to,0]; zx (-), Us, hi(+)}

i¢in (5.4.34) saglandigindan

€0+,uk(tl;—t0>, go >0
c(th,z(th)) < (5.4.36)

e + p(th — o), €0 =0

olur. ek = ¢ (t¥, 2;,(t%)) denilsin. O zaman (5.4.36) esitsizliginden

g0 + ur(th —tg), >0
ek < (5.4.37)
s + p(th —to), e0=0

olarak yazilir.

140 ’

oldugundan ve (5.4.36) esitsizliginden g = 0 iken
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el =c(th, m(th)) <

INIA
=

e

_

_l’_

=

A\

= &, (5.4.38)
ve g9 > 0 iken

e =c(th,ap(th)) < g0+ pu(th — to)

< &9+

S €0+€*_€0

= & (5.4.39)
oldugu bulunur. O zaman (5.4.38) ve (5.4.39) esitsizliklerinden

el =c(th, i (th)) < e (5.4.40)

(e

oldugu goriiliir. x4(tf) = 2% denilsin. Bu durumda c (¢¥, z¥) i¢in iki

g’ O'

durum olabilir.

| o :c(tk

g 0'

) < 0 olsun.
zx () adimh yoriingesinin ve (5.4.6) ile verilen U, pozisyonlu strate-

jinin tamimindan, [t% %] araliginda x(+) fonksiyonu bir u, € P icin

Tr(t) € F (t,xp(t), uy), xk(tﬁ) = mfj

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alinir. ¢ (t’;, x’;) <0

gl 0'

oldugundan (¢, z%) € W oldugu bulunur. c¢(-) fonksiyonu siirekli
oldugundan, (5.4.5) esitsizliginden, keyfi v € P, keyfi z(-) €
X(th, xk u) ve V 6 € (0,7, (tF,2%)] igin,

o) o) o 0'

¢ (1 + 8,2tk +6)) — c(th,ab) <
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II.

olur. xy(-) € X (i, 2%, u,) oldugundan, ¥ 6 € (0,7}, (& z¥)] icin,

o) o) o) oz

e (th+ 0,21 (th +0)) — c(th, 2k) < py (5.4.41)

o) g

olur. Ayrica ¢ (t*, zF) < 0 oldugundan, (5.4.7) ile verilen 4,(-) fonk-

gro

siyonunun tanimindan

ty —tg

hy, (tk xk u*)

o’ o

5* (Mk, t§7 .I'Z; U*)

,YZI@ (tfkf’ $§)

olur. Bu durumda buradan, (5.4.41) esitsizliginden ve c(t%, z%) <0

o) o

IN

IN

olmasindan

¢ (ty, wr(ty)) <p

<puk + p(ty — 1) (5.4.42)
elde edilir.
ek =c(tk,2%) > 0 olsun.
O halde (5.4.40) esitsizliginden 0 < ¢ (t¥,2%) < e, olur. Bu du-

rumda u® = U,(t*, 2%) denilirse, (5.4.6) ile verilen U, pozisyonlu

stratejinin tanimindan,

D+ tk k
qp 2o o) (5.4.43)
FeR(th ok uk) D(, )

oldugu goriiliir. Bu durumda Onerme 5.1.6 geregi V z(-) €

X(th, ok ul) ve vV § € [0, 7" (tk, 2k, ul)] icin,

¢ (ty +6,x(ty +0)) — c(ty, x5) < 0,

olur. xx(-) adimh yériingesi [t*, t*] araliginda

o)’V

ip(t) € F(tap(t),ul), wzp(th) =k

g g

Cauchy probleminin ¢oziimii olarak alinir. Yani zx(-) € X (t*, 2%, uk)

olur. O halde Onerme 5.1.6 geregi V 6 € [0, 7{* (tk, 2%, k)] icin,

ogror o

c (th 40,z (th +6)) — c(th, 2) < 6 (5.4.44)

o) o
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olur. Ayrica (5.4.7) ile verilen 0,(-) fonksiyonunun tanimidan

th —tk = hy (t’j,x’j,u’j)
< O (Mkat§7w§7u§>
< Tty 75, ug)

olur. Bu durumda buradan ve (5.4.44) esitsizliginden
c (tllj7 xk(dﬁ)) < C(t];, 33];) + :uk(tlzj - t];)
= eF otk — 1) (5.4.45)
olarak yazilir.

Boylece (5.4.42) ve (5.4.45) esitsizliklerinden

e+ ety —t5), 5 <0
c(th,x(th)) < (5.4.46)

btk —tF), e, >0

olur. Burada e® = ¢ (%, z),(t%)) olarak tanimhdur.

g9 = 0 olsun. O halde (5.4.37) esitsizliginden
8 <+ pn(tE —to) (5.4.47)

olarak yazilir. Bu durumda, eger e* < 0 ise o zaman (5.4.46) esitsizligin-

den

e (th, p(th)) <puw + pu(th —t%)

<pu + pu (L — to) (5.4.48)
olur. Eger ¥ > 0 ise (5.4.46) ve (5.4.47) esitsizliklerinden

c(th, z(t)) <ek + p(t) —tk)

< + p(t} — to) (5.4.49)
olur. Boylece (5.4.48) ve (5.4.49) esitsizliklerinden £y = 0 iken

e (th, 2i(th)) < p + p(th — to) (5.4.50)
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oldugu elde edilir.

g9 > 0 olsun. O halde (5.4.37) esitsizliginden
eb <eo + pn(th — o) (5.4.51)
olur. Eger ¢® < 0 ise o zaman (5.4.8) ve (5.4.46) esitsizliklerinden

e (ty, xu(ty)) <pu + pilty —t7)
<eg + px(th —to) (5.4.52)

olur.

Eger ¥ > 0 ise (5.4.46) ve (5.4.51) esitsizliklerinden

c(ty, wp(t)) <ek + p(th — )

<eg + u(th —to) (5.4.53)

elde edilir. Boylece (5.4.52) ve (5.4.53) esitsizliklerinden €y > 0 iken
c (th, mi(th)) < eo+ pi(th — to) (5.4.54)
oldugu elde edilir. O zaman (5.4.50) ve (5.4.54) esitsizliklerinden t* €

L {[t()? 0]’ Lk () Us, hk()} i¢in

E()—F,Uk(tl;—to), €g >0
c(th,xp(th)) <

.+ p(th —to),  e0=0
oldugu goriiliir ve (5.4.9) esitsizligi saglanir.
. v order sayismim onculii olmasin. Yani t*¥ noktasi iyi swrah
LA{lto, 0]; xx (), Us, hi(-)} kiimesinin y1gilma noktasi olsun. Bu durumda

tho<th < ...o<th < ..., Viignt5 e L{[to,0);xx (-),Us, ()}

olmak iizere lim ¢§ = t¥ — 0 olacak bigimde {tlj}oi dizisi vardir. O
; 1 i) i=1

71— 00
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zaman keyfi i icin t§ € L{[to,0]; xx (), Uy, hi(-)} olmak iizere (5.4.34)

saglandigindan

g0 + pn(th —ty), e >0
c (t5, zi(13,) < . (5.4.55)
e+ pe(t5, — t0), €0 =0

olur. O halde ¢y > 0 iken keyfi : = 1,2,... i¢in

c (85 2i(t5)) < eo+ pn(th, —to) (5.4.56)
ve g9 = 0 iken keyfi ¢ = 1,2, ... icin

c (5, 2r(ty,)) < pu + pi(t5, — to) (5.4.57)

olur. i — oo iken t§ — & —0, x(-) : [to,0] — R™ mutlak siirekli,
c(+) stirekli fonksiyon oldugundan (5.4.56) ve (5.4.57) esitsizliklerinden

1 — oo iken limit alinirsa ¢y > 0 icin

¢ (th, 2 (th)) <o+ pr(th — o) (5.4.58)
ve g9 = 0 i¢in

¢ (b5, xr(th)) < pu + pui(th — to) (5.4.59)

olur . O zaman (5.4.58) ve (5.4.59) esitsizliklerinden
tﬁ €L {[to, 9], Tk () » Us, hk()} 1¢in
€0+,uk(t];—to), gg >0

c(th, z(t))) <
s + i (tE — o), go=0

esitsizligi saglanmig olur. Boylece (5.4.9) esitsizliginin dogrulugu kanitlanir.

Simdi  keyfi sabitlenmig ¢. € [to,0] alnsin. Votk otk €
L Alto, 1 51 (), U T} icin, 0 < 5, — 8 < g ve b — o0 iken s — 0°
oldugundan, her £ igin

k
’t((l()k) —tu] < g
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olacak bi¢imde tgc()k) € L{[to,0];zx (-),Us, hi(-)} vardir. O halde k — oo iken

4(8)

alt) — t. olur ve ¥ k igin (5.4.9)’den

g0 + ,uk(t’;(k) —tg), €0>0

pe + ety —to),  €0=0

olur. Bu durumda k — oo iken tgc()k) — i, () — x(+), px — 01, ¢(+) stirekli

fonksiyon oldugundan, (5.4.60) esitsizliginden

€9, &0 >0
c(te,x(ty)) < (5.4.61)

O, Eo — 0
oldugu bulunur. ¢, € [ty, 0] keyfi sabitlenmig oldugundan, (5.4.61) esitsizligin-
den t € [ty, 0] icin,

c(t,z(t)) < o 0=l (5.4.62)

0, =0
oldugu gortliir.
x(-) € X (to,x0,Us,0.(")) keyfi oldugundan, (5.4.62) esitsizligi keyfi z(-) €
X (to, o, U, 0,(+)) igin dogru olur.
g0 < €. sayisi ¢ (tg, o) < go kosulundan segilmektedir. Eger (tg,z9) € W
ise, 0 zaman ¢ (to, z9) < 0 olur ve g9 = 0 olarak secilebilir. O halde (5.4.62)

esitsizliginden, V z(-) € X (to, zo, Us, 64(+)) ve t € [to, 0] igin,
c(t,xz(t)) <0

olur. Yani V z(-) € X (to,zo, Us, 0.(+)) ve t € [to, 0] icin (t,x(t)) € W oldugu
elde edilir. Buise W C [0, 6] x R™ kiimesinin (2.5.1) sistemine gore pozisyonlu

zayif invaryant olmasi demektir.

Teorem 5.4.1 in kanitindan asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.4.1. Teorem 5.4.1 ’in kosullari saglansin. (to,z9) € [0,6] x R™,

¢ (to,xg) < €0, €9 € [0,e4) olarak alinsin. (Ui, d.(+)) stper stratejisi (5.4.6)
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ve (5.4.7) ile tanemlanmus olsun. Bu durumda ¥ x(-) € X (tg, xo, Us, 04(+)) ve
t € [to, 0] icin,
c(t,z(t)) <eo

olur.

Simdi 7 sonlu bir kiime olmak tizere V i € I i¢in ¢(+,-) : [0, 0] x R™ siirekli

diferansiyellenebilir fonksiyonlar olsun. (¢, z) € [0, 0] x R igin

c(t,x) = max ¢i(t, x) (5.4.63)
S
olarak c¢(-,-) : [0,0] x R® — R fonksiyonu tammlansin. Bu durumda

Teorem 2.3.1 ve Teorem 5.4.1 geregi agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.4.2. ¢(+) : [0,0] x R" — R (5.4.63) ile tanimlanmas fonksiyon, W C
[0,0] x R™ (5.2.1) ile verilen kiime, €, > 0 olsun. 0 < c(t,x) < e, esitsizligini
saglayan her (t,z) € [0,60) x R™ i¢in

Jc;(t, x) <8cz-(t,x)
ot Ox

sup  max { , f)} <0 (5.4.64)

FEF(t,mu.) 1€l (t:T)
olacak bigimde u, € P olsun. Bu durumda W kiimesi (2.5.1) sistemine gore
pozisyonlu zayf invaryant kiimedir.

Burada Iy(t,z) = {Z* e€l:¢(t,x)= maxci(t,x)} olarak tanvmlanar.

el

5.5 Sirekli Fonksiyonun Seviye Kiimesi Olarak Verilen
Kiimelerin Pozisyonlu Zayif invaryantllgl igin Yeter

Kosulun Stabilligi

Bu béliimde Teorem 5.4.1 de (5.4.1) kosulu belli bir hata ile saglanirken, W

kiimesinin pozisyonlu zayif invaryantliginin nasil degisecegi incelenmistir.

Teorem 5.5.1. ¢(-) : [0,0] x R" — R stirekli fonksiyon olmak tizere, W C

1
[0,60] x R™ (5.2.1) ile verilen kiime, €, > 0 ve o < 545 olsun. 0 < c(t,z) < e,

esitsizligini saglayan her (t,z) € [0,0) x R™ i¢in
D e(t,x
D)

— S« 5.5.1
fEF(t,xux) D(L f) ( )
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olacak bigimde u, € P olsun. O zaman Y (tg,zg) € W, Vz() €
X (to, €0, Uq, 00(+)) ve ¥t € [to, 0] igin

c(t,z(t)) < ot —to) (5.5.2)
olacak bigimde (Uy,0a(-)) € Upos X A(0, 1) stiper stratejisi vardar.

Kamt. c(-) : [0,0] x R" — R siirekli fonksiyon oldugundan, v;(Z, z) (5.4.4) ile
tanmimh olmak tizere, V 1 > 0 verildiginde V u € P, V z(-) € X (t,x,u) ve ¥V
6 € (0,75 (¢, )] igin

c(t+0,z2(t+6)) —c(t,x) <p (5.5.3)

oldugu elde edilir.
V (t,z) € [0,0) x R™ igin

Dre(t, x)
P,(t,z)=u, € P: sup ——-><a
( ) { fEF(t,x,us) D(Lf) }

kiimesi tanimlansin.
Bu durumda V (i, t, z,u) € (0,1) x [0,6) x R™ x P igin siiper strateji agagidaki

gibi alinsin.

us € Py(t,x) ,0<c(t,z) < e,

Uy(t,z) = (5.5.4)
ueP ,o(t,x) > e veyac(t,z) <0
ve
main{7ry (t,x,u), 1, 0 —t} 0 < c(t,z) < e, ve u=U,(t,x)
Sl t,z,u) = min{v,(t, ), u, 0 —t} yet,r) <Oveue P
min{u,0 —t} yo(t,x) > e, veya u # Uy(t, x).
(5.5.5)

Burada kullanilan 7(t,z,u) > 0 sayist Onerme 5.1.7 de bulunan sayidir.
vi(t, x) ise (5.4.4) ile tammhdir. Ayrica V z € R" igin Uy (0,7) = u. € P
olsun.

c(to, xp) < g¢ olacak bicimde (to, zo) € [0,0) x R™ alinip sabitlensin ve

Ex
0<¢gy < —
< €o 5
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oldugu kabul edilsin.

Simdi (U,, d4(+)) siiper stratejisinin, (to,z9) € [0,0) x R™ baglangi¢ nok-
tasinda tirettigi keyfi z(-) € X (tg, o, Ua, 0a(+)) yoriingeleri igin Vt € [tg, 0]
iken

c(t,z(t)) <eg+ al(t—ty) (5.5.6)

oldugu gosterilsin.

Keyfi sabitlenmis z(-) € X (to, %0, Uq, da(+)) yOriingesi alindiginda, k& —
oo iken, p, — 01 olan {ux},o, C (0,1) say1 dizisi ve z(-) — x(-) diizgin
yakinsayan {z(-)},; C Z (to, 20, Ua,0a(-)) adimh yoriingeler dizisi vardur.
Z (to, €0, Un, 9o (+)) adiml yoriingeler kiimesinin tanimindan her £ igin x(-) €
Yy, (to, zo, Uy, hi(+)) olacak bigimde hg(-) € Ay, (04(+)) fonksiyonu vardir. x(-)
adimli yoriingesi tanimlanirken, U, pozisyonlu stratejisi ve hy () fonksiyonu
[to, 0] araliginin bir L {[to, 0]; zx (+) , Ua, hi(+)} iyi sirali kiimesini dogurur (bkz.
Onerme 2.6.3).

< & <&
@S5 055
oldugundan
1 1 Ex
5(5*—50)—CY> 5(8*_€0>_2_6
_ & =
20 6
1 e,
A
> 0 (5.5.7)
ve
Ex
c—al > e, — —40
€ « € 50
- e Ex
- .
_ =
2
> 0 (5.5.8)



olur. Simdi genelligi bozmaksizin, keyfi £ = 1,2, ... icin

. €y — &g — af
man 80,T , €0>0

e < (559)
g, —alb

> 7 =0
1_'_97 760

olsun. Herhangi bir £ secilsin ve sabitlensin. xx(-) € V,, (to, o, Ua, hi(+))
ve V 1 € L{[to,0]; 2k (), Ua, hi(-)} iin

o+ (e +a) (th—to) , € >0
¢ (th, mi(th)) < (5.5.10)

p + (ke + @) (L —to) , €0=0

oldugu gosterilsin.

V k igin x(ty) = x oldugundan, c (tg, xk(ty)) < go olur. ug = Uy(to, zo) Ve
t]f = t(] + hk (to, Zo, Uo)
olarak alinsin. Bu durumda

I. g9 =0 olsun. O halde ¢ (to, zx(to)) < 0 olur.
xk(+) adimh yoriingesinin ve (5.5.4) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin

tanimindan, [tg, t¥] arahginda x(-) fonksiyonu bir u, € P icin
:tk(t) er (t’ xk(t%u*) ) CCk<tO) = To

Cauchy probleminin ¢oztimlerinden biri olarak alinir. £y = 0 oldugundan,
c(to,z9) < 0 ve (tg,x9) € W oldugu bulunur. ¢(-) fonksiyonu siirekli
oldugundan, (5.5.3) esitsizliginden, keyfi u € P keyfi z(-) € X (to, xo,u)
veV )€ (O,’y;;k (to, z0)] icin,

c(to+0,2(to+6)) — c(to, x0) < g
olur. z(-) € X (to, xo,u,) oldugundan, V 6 € (0,77 (to,zo)] igin,

c(to+ 6, xk(to +9)) — c(to, xo) < p (5.5.11)
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I1.

olur. Burada v} (to, o) > 0 degeri (5.4.4) ile tammlanir. Ayrica c (to, 29) <

0 oldugundan (5.5.5) ile verilen d,(-) fonksiyonunun tanimlamsindan,

th—to = hy (to, o, uo)

IN

o (fie, to, To, Up)

< 75, (to, o)

olur. O zaman buradan, (5.5.11) esitsizliginden ve c(to, z9) < 0 olmasin-

dan

c (th,a(th)) <

<+ (e + @) (15 —to) (5.5.12)
elde edilir.

g0 > 0 olsun.
Yani 0 < c(tg, zx(ty)) = €0 < % olur. Bu durumda uy = U,/(ty, 7o)

denilirse, (5.5.4) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin tanimindan

D+C(t0, ZL'())
sup

T g (5.5.13)
feF(tozoms) D1, f)

oldugu goriiliir. Bu durumda Onerme 5.1.7 geregi V u € P, V x(-) €

X (tg, xo,u) ve V & € [0, 74* (to, w0, up)| igin,
¢(to + 0, 2(to + 9)) — c(to, 7o) <6 (ux + )

olur. Burada 74* (to, 2o, u) Onerme 5.1.7 de tammlamr. z4(-) adimh

yoriingesi [to, t}] araliginda
mk(t) er (t’ xk(t)>u0) ) iUk(to) = To

Cauchy probleminin ¢oziimi olarak almir. Yani zx(-) € X(to, o, uo)

olur. O halde V § € [0, 75* (o, xo, up)] igin,

c(to+ 6, xk(to +9)) — c(to, x0) < I (pr + ) (5.5.14)
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elde edilir. Ayrica (5.5.5) ile verilen 4, (-) fonksiyonunun tanimlanigindan,

th—ty = hy(to, zo,up)

IN

504 (Nk? t07 X, uO)

S Tgk(tOrj"OauO)
olur. Bu durumda buradan ve (5.5.14) esitsizliginden
¢ (th, au(ty)) <c(to, zo) + (e + @) (8 — to)
=eo + (1 + ) (£ — o) (5.5.15)
elde edilir.

O zaman (5.5.12) ve (5.5.15) esitsizliklerinden t¥ € L {[to, 0]; % () , Ua, hi(+)}
icin (5.5.10) esitsizligi saglanir. Yani

g0+ (x + ) (tF —t9) , >0
c (8, 2(th)) < (5.5.16)

fe + (pe + @) (tF —to) , €9 =0

olur. &1 = ¢ (¢}, z4(t})) denilsin. O zaman (5.5.16) esitsizliginden

€0+(Mk+04> (t]f—to) , €0 >0

e+ (e + @) (tf —to) , €0=0
olarak yazilir.
« — & —ab
min {50,H+a} , >0
L < (5518)

g, —af

ol -0

1+ 9 ) y €0

oldugundan ve (5.5.16) esitsizliginden g = 0 iken
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c (B, ze()) < e + (i + @) (8 — to)

g —af
< o (1+6)+ab
= & (5.5.19)

ve g9 > 0 iken

¢ (t,ze(th)) < g0+ (e + @) (tF — to)

< aﬁ-wé#—(w

= got+cy—cg—ab+ab

—— (5.5.20)
oldugu bulunur. O zaman (5.5.19) ve (5.5.20) esitsizliklerinden
c (th, 2 (th)) < e (5.5.21)

oldugu gortlir.
eb = (th, mp(th)), th = th+hy, (5, 2 (¢}), Ua(th, 2 (t5))) , 21 (t}) = 2f denilsin.

Bu durumda ¢} = ¢ (t'f, x’f) icin iki durum olabilir.

I b =c (t’f,xlf) < 0 olsun.
x(+) adimh yoriingenin ve (5.5.4) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin

tammmindan, [t¥, t5] arahiginda z(-) fonksiyonu bir u, € P igin
ip(t) € F (t,xp(t),uy), xp(th) =k

Cauchy probleminin ¢6ziimlerinden biri olarak alinir. ¢ (t’f, x’f) < 0 oldu-
gundan (t}, z¥) € W oldugu bulunur. ¢(-) fonksiyonu siirekli oldugundan
(5.5.3) esitsizliginden, keyfi z(-) € X (¢}, 2%, u) ve V § € (0,7, (¢}, 2F)]
icin,

c(ty+6,z(ty +6)) — c(tf, 2}) <
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II.

olur. z4(-) € X(t},z},u.) oldugundan, vV § € (0,~;, (th, z%)] icin,
c (8 + 6,2 (tf +0)) — c(tf, 2}) < (5.5.22)

olur. Ayrica (5.5.5) ile verilen J,(-) fonksiyonunun tanimlamgmdan,

th —tk hi (87, 2%, u,)

VAN

5@ (Mkn tlf7 xlfv u*)
Vi (1, 27)

IN

olur. Bu durumda buradan, (5.5.22) esitsizliginden ve c(t¥, %) < 0 ol-

masindan

<pue + (e + @) (t5 — to) (5.5.23)
elde edilir.

ei=c (t’f,x’f) > 0 olsun.

O halde (5.5.21) esitsizliginden 0 < ¢ (§,2}) < e, olur. Bu durumda

uf = U, (th, zF) denilirse, (5.5.4) ile verilen U, pozisyonlu stratejinin
tanimindan,

D+ tk k
sup C( 171‘1)

per(tataty  DLF) 7

1

(5.5.24)

oldugu goriiliir. Bu durumda Onerme 5.1.7 geregi V z(-) € X (8, 2% u?)

ve V & € [0, 7" (th, 2k, u})] icin,
c(th+ 6,2ty +0)) —c(ty,z}) <6 (s + @)
olur. zj(-) adimh yoriingesi [t¥, t5] arahiginda
in(t) € F(tap(@®),uf),  ax(ty) = o}

Cauchy probleminin ¢oziimii olarak almir. Yani zx(-) € X (), 2%, u¥)

olur. O halde V § € [0, 75 (t§, =¥, u¥)] icin,
c (8 + 6,2ty +6)) — c(tf, 2}) <0 (u, + @) (5.5.25)
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olarak bulunur. Ayrica (5.5.5) ile verilen 6,/(+) fonksiyonunun tanimlani-
sindan,

ty—tF = hy (8, 2}, uf)
604 (Nk; tlfv xlf7 'U/]f)

< 7t )

IN

olur. Bu durumda buradan ve (5.5.25) esitsizliginden
e (ty, 2i(t3)) < ety 2y) + (e + @) (85 — 1) (5.5.26)
oldugu gortliir.
Boylece 1 = ¢ (&}, z§) oldugundan, (5.5.23) ve (5.5.26) esitsizliklerinden

e+ (g + ) (5 — 5, £, <0
¢ (5, 2(th)) < 2 (5.5.27)

g1+ (ur + a) (th — t4), g1 >0

oldugu elde edilir.
g0 = 0 olsun. O halde (5.5.17) esitsizliginden

e1 < i+ (i + @) (85 —to) (5.5.28)
olarak yazilir. Bu durumda, eger £; = 0 ise o zaman (5.5.27) esitsizliginden

¢ (t5, xx(15)) <p + (i + ) (t5 — 1)

g+ (e + o) (5 — to) (5.5.29)
olur. Eger €1 > 0 ise (5.5.27) ve (5.5.28) esitsizliklerinden

c (5, z(t5)) <er+ (e + ) (t5 — 1)

< + (g + @) (15 — to) (5.5.30)
olur. Boylece (5.5.29) ve (5.5.30) esitsizliklerinden ¢y < 0 iken
c (5, 2e(t5)) < g + (e + @) (85 — to) (5.5.31)

oldugu elde edilir.
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€0 > 0 olsun. O halde (5.5.17) esitsizliginden
e1 < g0+ (u + @) (5 —ty) (5.5.32)
olur. Eger €1 < 0 ise o zaman (5.5.18) ve (5.5.27) esitsizliklerinden

c (t’;, xk(t];)) < + (g + a) (5 — t5)
<eo+ (ux + @) (th — to) (5.5.33)

olur.

Eger €1 > 0 ise (5.5.27) ve (5.5.32)’den

c (th, i (15)) <er+ (uw + @) (15 — t7)

<eq + (uy + o) (t5 — to) (5.5.34)
elde edilir. Boylece (5.5.33) ve (5.5.34) esitsizliklerinden gy > 0 iken
¢ (th, i (t5)) <eo+ (i + @) (th — o) (5.5.35)

oldugu elde edilir. O zaman (5.5.31) ve (5.5.35) esitsizliklerinden t§ €
LA[to, 0]; zk (+) , Uas hi(+) } igin
g0 + (x + ) (5 —1y), g9 > 0

c(tg,xk(t’;)) <
fue + (pu + @) (t5 — to), go=0

oldugu goriiliir ve (5.5.10) esitsizligi saglanir.
Simdi, Vt* € L {[to,0]; 21 (+), Us, hi(-)} alinsm. v t¥’ye karsihk gelen order

sayis1t olmak tizere, V 3 < v i¢in

go+ (e +a) (th—t), e >0

c (th, zi(th)) < (5.5.36)

i+ (o + @) (L —to), € =0

saglandigi1 kabul edilsin ve

g0+ (ur +a) (8 —ty), go >0
c(th, i (th)) < (5.5.37)
pe + (o + @) (15 —to), € =0

oldugu gosterilsin. t* i¢in iki durum séz konusudur.
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1. t®mn onciilii olan t* € L{[to, 0); zx (), Us, hi.(-)} sayis1 vardir. Bu du-
rumda (t%,t5) N L {[to, 0]; z1 (), Ua, his(-)} = 0 ve t8 =tk + h (5, 2i (1),

U, (5, x4 (t5))) olur. t5 € L{[to,6]; zx (-), U, hi(-)} igin (5.5.36) saglandi-
gidan
o+ (ur+ ) (th —to), >0

c(th,z(th)) < (5.5.38)
p A (g + @) (th —to), =0

olur. ef = ¢ (t¥, 2;,(t%)) denilsin. O zaman (5.5.38) esitsizliginden

g0+ (e + ) (th—tg), € >0

ek < (5.5.39)
pe + (s + a) (tg —to), €0=0

olarak yazilir.

. 5*—50—019
min 80,T , € >0

i < (5.5.40)
€ —

- =0
1+07 , €0

oldugundan ve (5.5.38) esitsizliginden gy < 0 iken

el =c (t’;,xk(t’;)) <+ (et a) (85— to)

< u(l+6)+ab
€, —al
1+6

£ (5.5.41)

<

(1+6)+ab

ve g9 > 0 iken

ek =¢ (tfj, xk(t(’j)) < e+ Rt — )
€y —Ep— b
0

= eotes—¢cpg—ab+ab

< e+ 0+ ad

= &, (5.5.42)
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oldugu bulunur. O zaman (5.5.41) ve (5.5.42) esitsizliklerinden

el =c(th, i (th)) < e (5.5.43)

o=

oldugu gortliir.

zy,(tF) = 2k denilsin. Bu durumda % = ¢ (%, 2¥) i¢in iki durum olabilir.

L.

gro

ek =¢ (t’“ a:'f) < 0 olsun.

o g’ o

zx(+) adiml yoriingenin ve (5.5.4) ile verilen U, pozisyonlu strate-

jinin tamimindan, [t% %] araliginda x(+) fonksiyonu bir u, € P icin

o) v

ip(t) € F(tzr(t),u,), xzp(th) =aF

g

Cauchy probleminin ¢oziimlerinden biri olarak alinir. ¢ (t’;, x’;) <0
oldugundan (¢, z%) € W oldugu bulunur. c(-) fonksiyonu siirekli

oldugundan (5.5.3) egitsizliginden, keyfi u € P, keyfi z(-) €
X(th, 2k u) ve V 6 € (0,75 (5, 2k)] igin,

¢ (t];' + 67 x(dﬁ + 5)) - C<t’;7 .T’;) < Mk

olur. z(-) € X(t&, 2%, u.) oldugundan, V 6 € (0,7, (t&, 2%)] i¢in,

¢ (th + 6, x(th +0)) — c(th, ) < (5.5.44)

olur. Burada v; (t%, %) > 0 degeri (5.4.4) ile tammlamr. Ayrica
(5.5.5) ile verilen d,(-) fonksiyonunun tanimlamsindan,
th—tF = hy (tk zk u*)

g o)

< 4, (uk,t’;,x’;,u*)
< Y (t6:25)
olur. Bu durumda buradan, (5.5.44) esitsizliginden ve c(t¥, z%) <0
olmasindan
¢ (ty,x(ty)) <pw
ot () (1 — 1) (5.5.45)

elde edilir.
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I e =c (t"” xk) > 0 olsun

o) oz

O halde (5.5.43) esitsizliginden 0 < ¢ (t&,2%) < e, olur. Bu du-

rumda vt = U, (tk, 2*) denilirse, (5.5.4) ile verilen U, pozisyonlu

o)’ o

stratejinin tanimindan

Dt tk k
sup Drelly, z,) <« (5.5.46)
fEF(tlg,x(’i,u(’i) D(l’ f>

oldugu goriilir. Bu durumda Onerme 5.1.7 geregi V z(-) €

X(th, zk uf) ve V § € [0, 75%(th, %, ub)] icin,

¢ (th+6,x(th +0)) — c(th,zk) <6 (e + @)

olur. xx(-) adimh yériingesi [t*, t*] araliginda

o) v

ip(t) € F(tap(t),ul), wzp(th) = ok

Cauchy probleminin ¢oziimii olarak almir. Yani zy(-) € X (5, 2%, ub)

olur. O halde V § € [0, 75 (¢%, 2%, u¥)] icin,

c (th+ 0,2, (th +0)) — c(th, 2%) <6 (u + a) (5.5.47)

olur. Ayrica (5.5.5) ile verilen d,(+) fonksiyonunun tamimlamsindan,

~
x>
~
x>
|

o) o) [ea

L=ty = hk(tk zk uk)
Oa

IN

(luka t§7 x§7 U];)

< rfhat.l)

olur. Bu durumda buradan ve (5.5.47) esitsizliginden

c(th,an(ty)) < cltg,zg) + (ux+a) (t; —t5)

= &+ (e +a) (tF—1F) (5.5.48)
olarak yazilir.

Boylece (5.5.45) ve (5.5.48) esitsizliklerinden

Q =
IA
)

e+ (e +a) (85 —t5),
c(th,z(th)) < (5.5.49)

ot (e ta) (ty—1t7), &

B
V
(e
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olur. Burada ¥ = ¢ (¢, z;,(¢F)) dur.

g9 = 0 olsun. O halde (5.5.39) esitsizliginden
eb <+ (i + @) (tE — 1) (5.5.50)
olur. Bu durumda, eger €% < 0 ise o zaman (5.5.49) esitsizliginden

c(ty, zn(th)) <pu + (u + ) (th —t2)

g+ (e + ) (L — to) (5.5.51)
olur. Eger e¥ > 0 ise (5.5.49) ve (5.5.50) esitsizliklerinden

e (th,p(th)) <eb + (e +a) (6 —th)

<pr + (e + ) (5 — to) (5.5.52)
olur. Boylece (5.5.51) ve (5.5.52) esitsizliklerinden gy = 0 iken
e (th,or(th)) <+ (e + ) (8 —to) (5.5.53)

oldugu elde edilir.

g0 > 0 olsun. O halde (5.5.39) esitsizliginden
ek <eg 4 (ur + ) (tF — 1) (5.5.54)

olur. Eger e¥ < 0 ise 0 zaman (5.5.18), (5.5.49) ve (5.5.54) esitsizliklerin-

den

e (th, 2(th)) <pw + (i + @) (t — %)

<eg + (ur + ) (5 — o) (5.5.55)

olur.

Eger ¥ > 0 ise (5.5.49) ve (5.5.54) esitsizliklerinden

e (th, op(th)) <k + (e +a) (ty —th)

<eg+ (ur + @) (th —to) (5.5.56)
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elde edilir. Boylece (5.5.55) ve (5.5.56) esitsizliklerinden gy > 0 iken
¢ (ty, ze(th)) < eo+ (uk +a) (th — to) (5.5.57)

oldugu elde edilir. O zaman (5.5.53) ve (5.5.57) esitsizliklerinden t* €
LAlto, 0];x1 (+), Uy, hi(+)} igin

80+(Mk+0[) (tl]i—to), €0 >0
c(th,z(th)) <
pe + (i + @) (8 —to), € =0

oldugu goriiliir ve (5.5.10) esitsizligi saglanir.

. v order sayismn onculii olmasin. Yani t* noktas1 iyi siral
LA{[to,0); x (-) , Ua, hi(+) } kilmesinin y1gilma noktasi olsun. Bu durumda
tho<th, <...<th <. Viiginty e L{[to,0); 2k (-),Uq, hi(:)} ol-
mak tizere lim t§ = t& — 0 olacak bicimde {t’;}zl dizisi vardir. O

zaman keyfi i icin t§ € L{[to,0]; xx (), Uq, hi(-)} olmak iizere (5.5.36)

saglandigindan

o+ (e + @) (5, —t0), €0 >0
c(th m(th)) < » (5.5.58)

pu A (g + ) (15, —t0), €0=0
olur. O halde ¢y > 0 iken keyfi s = 1,2, ... i¢in
c (5, zk(t})) <o+ (e + @) (85, — to) (5.5.59)
ve g9 = 0 iken keyfi ¢ = 1,2,... i¢in
¢ (15, zr(ty,)) <+ (e + @) (15, — to) (5.5.60)

olur. i — oo iken t§ — t& —0, xx() : [to, 0] — R™ mutlak siirekli, ¢(-)
stirekli fonksiyon oldugundan (5.5.59) ve (5.5.60)'den i — oo iken limit

alinirsa g9 > 0 igin

e (th, mp(th)) <eo+ (uw+ @) (th —to) (5.5.61)
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ve g9 = 0 igin
¢ (th, xr(th)) < pu+ (ur + @) (£ — to) (5.5.62)

olur . O zaman (5.5.61) ve (5.5.62) esitsizliklerinden t* €
LAlto, 0];xx (+) , Uy, hi(+)} icin

80+(Mk+0[) (tl]i—to), €0 >0
¢ (ty, mi(ty)) <

pe+ (e +a) (B —to), €0 =0
esitsizligi saglanmig olur. Boylece (5.5.10) esitsizliginin dogrulugu kanit-

lanir.

Simdi keyfi ¢, € [to,0] alnsm ve sabitlensin. Bu durumda V tF, %, | €
LA{[to,0); xx (), Us, hyp(+)} igin, 0 < 8, — 8 <y, ve k — oo iken py, — 0T
oldugundan, her £ igin

K
| t(ﬁ()k) — e |<

olacak bigimde t’;;(k) € L{[to,0];xk (), Us, hi(+)} vardir. O halde k — oo iken
tg(k) — t, olur ve V¥ k igin (5.5.10) esitsizliginden

€0+ (1 + @) (5 —to), €0 >0

¢ (thon, Tr(thew)) < (5.5.63)

i+ (px + ) (tZ(k) —1t9), € =0
olur. Bu durumda k — oo iken tf;(k) — by, () — x(+), p — 07T, () siirekli
fonksiyon oldugundan, (5.5.63) esitsizliginden

got+a(ts —ty), €9>0
clto,x(t)<{ " b~ o), (5.5.64)

Oz(t*—to), 80:0
oldugu bulunur. ¢, € [to, 0] keyfi sabitlenmig oldugundan, (5.5.64) esitsizliginden
t € [to, 0] igin,

go+a(t—ty), € >0
c(t,z(t)) < (5.5.65)

Oé(t—to), 60:0
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oldugu gortliir.

z(-) € X (to, o, Uy, 0a(-)) keyfi oldugundan, (5.5.65) esitsizligi keyfi x(-) €
X (to, 0, Uq, 0o(+)) igin dogru olur.

0 < &g < &, sayist ¢ (tg, 7o) < g¢ kogulundan segilmektedir. Eger (tg,z9) € W
ise, o zaman c (g, xg) < 0 olur ve gy = 0 olarak secilebilir. O halde (5.5.65)

esitsizliginden, V x(-) € X (to, zo, Ua, da(+)) ve t € [to, 0] icin,
c(t,z(t) < al(t—to)

olur.

Teorem 5.5.1’den asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 5.5.1. Teorem 5.5.1%n kosullar: saglansin. ey € [0,%) olmak tzere
(to, z0) € [0,0) x R™ baslangi¢ pozisyonu, c(ty,xo) < go olcak bigimde segilsin.
(U, 0a(+)) stper stratejisi (5.5.4) ve (5.5.5) ile tanwmlansin. O zaman ¥ x(-) €
X (to, 0, Uq, 00 () ve t € [to, 0] icin

c(t,xz(t)) <ep+ alt—ty) (5.5.66)
olur.

Sonug 5.5.2. ¢(+) : [0,0] x R" — R sirekli fonksiyon olmak tzere, W C
0,0] x R™ (5.2.1) ile verilen kiime, €, > 0, € € (0,e,) olsun. 0 < ¢(t,x) < e,

esitsizligini saglayan her (t,z) € [0,0) x R™ i¢in

D c(t, x)
inf sup ———=<0 5.5.67
ueP fEF(t,xu) D(L f) ( )

esitsizligi saglansin. O zaman Y (to,x9) € W, Va(-) € X (to,x0,Us, 0-(+)) ve
YVt € [to, 0] igin
c(t,z(t)) <e (5.5.68)

olacak bigimde (Ue, 6.(+)) € Upos x A(0,1) siiper stratejisi vardar.
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Kanat. € € (0,6,)i¢in 0 < e < 28—9 olarak alinsin. O halde (5.5.67) kogulundan
0 < c(t,x) < &, esitsizligini saglayan her (¢,z) € [0,0) x R" i¢in
Dte(t, x)
ferttnay DL~
olacak bigimde u. € P vardir. O halde Teorem 5.5.1 geregi V (tg,z9) € W,
V() € X (to, o, Uz, 0:(+)) ve Vit € [to, 0] igin

(5.5.69)

c(t,z(t)) < a.(t —to) (5.5.70)
olacak bigimde (Ue, d:(+)) € Upos X A(0,1) siiper stratejisi vardir. V a. < 28_8’

to € [0,0] oldugundan ¢ € [to, 0] i¢in

. (t—ty) < — (t—ty) < ¢

£
20
olur. O halde (5.5.70) esitsizliginden, ¥ (tg, zo) € W,V x(:) € X (to, o, Us, 0c(+))
ve YVt € [to, 0] igin

c(t,z(t)) <e

oldugu elde edilir. O

186



6 SONUCLAR

Tezde, davranigi kontrol vektorlii diferansiyel icerme ile verilen dinamik
sistemlerin kontrol yontemleri, verilen siiper stratejinin iirettigi yoriingelerin
ozelliklerinin aragtirilmasi, verilen bir kiimenin bu sistemlere gore pozisyonlu
zayif invaryantlik ozelligi ve sistemin yoriingelerinin verilen kiimede kalmasini
garanti eden siiper stratejinin bulunmasi amaclanmistir.

Tezde gelistirilen yontemelerin temelini, fonksiyonel analizin, diferansiyel
denklemler ve igcermeler teorisinin, kiime degerli analizin, diizgiin olmayan
analizin, diferansiyel oyunlar teorisinin yontem ve kavramlari olugturmaktadir.

Bu amaclar dogrultusunda agagidaki sonuclar elde edilmistir.

1. Siiper strateji ve siiper stratejinin verilen baglangi¢ pozisyondan tirettigi
yoriingeler kiimesi tanimlanip, yoriingelerin mutlak siirekli fonksiyonlar

ve yoriinge kiimelerinin kompakt oldugu kanitlanmigtir.

2. Verilen kapali kiimenin kontrol vektorlii diferansiyel icermeye gore pozis-
yonlu zayif invaryantlik 6zelligi incelenmistir. Kiime degerli dontisiimle-
rin tirev kiimesi kavramindan yararlanarak verilen kiimenin pozisyonlu
zayif invaryant olmasi icin yeter kosul verilmistir. Bu yeter kosullardan
yararlanarak, sistemin yoriingesinin verilen kiimede kalmasini garanti
eden siiper stratejiler bulunmustur. Verilen yeter kosullar kiiciik bir hata
ile saglandiginda, pozisyonlu zayif invaryantlik ozelliginin de kiigiik bir

hata ile bozulacag1 gosterilmistir.

3. Strekli ve alttan yar stirekli fonksiyonlarin seviye kiimesi olarak verilen
kiimelerin pozisyonlu zayif invaryantlik ozellikleri incelenmigtir. Veri-
len fonksiyonun yone gore iist tiirevi kullanilarak, seviye kiimelerinin
pozisyonlu zayif invaryanthigi icin yeter kosullar verilmis ve sistemin
yoriingesinin verilen kiimede kalmasini garanti eden siiper stratejiler bu-
lunmustur. Seviye kiimesi olarak verilen kiimelerin pozisyonlu zayif in-

varyantligi i¢in bulunan yeter kogullar belli bir hata ile saglandiginda,
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pozisyonlu zayif invaryantlik o6zelliginin uygun bir hata ile bozulacag

kanitlanmigtir.

Elde edilen sonuclar, belirsizlik iceren kontrol sistemlerin yoriingelerine onceden
verilen Ozelligi garanti edecek kontrol fonksiyonlarimin bulunmasinda kullani-

labilir.
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