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HANDAN AKYAR
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Danigsman: Dog¢. Dr. Vakif CAFEROV
2005, 110 Sayfa

Bu tezde, polinomlar ve matrisler ailesinin Schur kararlihk problem-
leri arastirilmistir. Multilineer polinomlar ailesinin Schur kararlilig: igin
gerek ve yeter kosul verilmis, bu sonug¢ yardimi ile multilineer polinomlar
ailesinin kararliligini test etmek icin yeni bir algoritma elde edilmistir.
Schur diagonal kararli matrislerin baz1 yeni 6zellikleri sunulmusg, sonlu
tane 2 X 2 matris igin Stein esitsizliginin ortak diagonal ¢6ziimiiniin var-
lig1 i¢in gerek ve yeter kosul verilmigtir. 3 x 3 matrisin Schur diagonal
kararlh olmasi i¢in bir yeter kosul bulunmustur. Tim kokleri, kompleks
diizlemin basit baglantili, agik bir alt kiimesinde olan gergel ve kompleks
katsayili polinomlar ailesinin tek noktaya biiziilemeyecegi, ancak iki nok-
taya biiziilebilecegi kanitlanmistir. Ayrica kararli matrisler ailesinin tek
noktaya biiziilebilirligi de aragtirilmistir. Diisiik dereceli polinomlarin
Schur konveks y6n olmasi icin gerek ve yeter kosullar elde edilmis ve Schur
konveks yon kavrami yardimi ile aralik polinomlar ailesinin kararlilig: igin
bilinen bir teoremin yeni kanit1 yapilmigtir. 2 x 2 ve 3 x 3 aralik mat-
risler ailesinin Schur kararliligi incelenmis, 2 x 2 gergel matrislerin Schur
D-kararliligi i¢in bilinen sonucun daha kisa kanit1 yapilmistir. Kompleks
matrislerin konveks, kompakt kiimesinin anti Schur kararlilig: i¢cin Mini-

maks Teoremi kullanilarak bir gerek ve yeter kosul elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Schur Kararlilik, Giirbiiz Schur Kararlilik,
Biiziilebilirlik, Aralik Matrisler, Konveks Yo6n



ABSTRACT
PhD Thesis

STABILITY PROBLEMS OF
DISCRETE-TIME DYNAMICAL SYSTEMS

HANDAN AKYAR

Anadolu University
Graduate School of Sciences

Mathematics Program

Supervisor : Assoc. Prof. Dr. Vakif CAFEROV
2005, 110 Pages

In this thesis, Schur stability problems for the family of polynomials
and matrices are studied. A necessary and sufficient condition for the
Schur stability of family of multilinear polynomials is given and using this
result a new algorithm for testing stability of the family of multilinear
polynomials is obtained. Some properties of Schur diagonal matrices are
presented and a necessary and sufficient condition which assures the exis-
tence of common diagonal solution of the Stein equation for finite number
of 2 x 2 matrices is given. A sufficient condition for the Schur diagonal
stability of a 3 x 3 matrix is obtained. It is proved that the family of
polynomials with real or complex coefficients with all roots are lying in a
simply connected, open subset of complex plane is not contractible to a
single point but it is contractible to two points. The contractibility prop-
erty of the family of stable matrices is also investigated. Necessary and
sufficient conditions which assure the Schur convex direction for lower
dimensional polynomials are obtained and in view of the Schur convex
direction notion a new proof for a known theorem concerning the stabil-
ity of family of interval polynomials is presented. Schur stability of 2 x 2
and 3 x 3 family of interval matrices is considered and a simpler proof for
a known theorem involving the Schur D-stability of 2 x 2 real matrices is
given. Using the Minimax Theorem a necessary and sufficient condition
for the anti Schur stability of a convex, compact set of complex matrices

is obtained.

Keywords: Schur Stability, Robust Schur Stability, Contractibility,

Interval Matrices, Convex Direction
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D-kararli polinomlar ailesi

Aralik polinomlar ailesi

n. dereceden kompleks katsayili Schur kararl
polinomlar ailesi

Matrisler ailesi
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n X n boyutlu Hurwitz D-kararli matrisler kiimesi

n X n boyutlu D-kararli matrisler kiimesi
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1 GIRIS
Dinamik sistemler, durumu zamana gore degigen sistemlerdir. Uygula-
mada iki temel dinamik sistemle kargilagilir:
1. Kesikli-zaman dinamik sistemler (¢t € N veya t € Z),
2. Siirekli-zaman dinamik sistemler (¢ € R).
Kesikli-zaman dinamik sistemler bir fonksiyonun iterasyonu bi¢iminde, yani

Tip1 = f(ze), (t € Nveyat e Z)

bi¢iminde verilir.

Stirekli-zaman dinamik sistemler ise genellikle
. . dx

Strekli dinamik sistemlerde sistemin noktalar1 siirekli bir egri boyunca

bi¢iminde verilmektedir.

degisiyorken, kesikli-zaman dinamik sistemlerde sistemin noktalar: sigrama ya-
parak degisir.

Dinamik sistemler teorisi matematigin 17. yiizyilda ¢alisilmaya basglanan
klasik alanlarindan biridir. 1880 li yillarda Poincaré, siirekli dinamik sistemleri
zamanin uygun araliklarla arttigi dinamik sistemlerle degistirerek cesitli ¢alig-
malar yapmigtir.

Eger dinamik sistemde kontrol parametresi bulunuyorsa bu sistemler Kont-
rol Teorisinde aragtirilmaktadir.

Dinamik sistemlerin kararhliginin aragtirilmasi bu teoride 6nemli bir yere
sahiptir. Siirekli dinamik sistemlerin kararliligi belli matris ve polinomlarin
Hurwitz kararliligina, kesikli-zaman dinamik sistemlerin kararliligi ise Schur
kararhliga dontismektedir [1], [2]. Ancak, bir ¢ok pratik problemde parametre-
ler belirsizlikler icerdigi i¢in matrisler ve polinomlar ailesinin kararliligi prob-

lemleri aragtirma konusu olmaktadir.



a;, (i =1,2,...,n) kompleks sayilar olmak iizere,
p(s) = ag + a15 + ags® + - - + aps”, (an #0) (1.1.1)

polinomu verilsin. D kiimesi C kompleks diizleminde basit baglantili, acik bir
boélge olsun. Eger bu polinomun tiim kokleri D bolgesinde ise bu polinoma

D-kararlh polinom denir. Eger,

e D bolgesi kompleks diizlemde sol acik yar1 diizlem ise, D-kararlihiga Hur-
witz kararhlik,

e D bolgesi kompleks diizlemde acgik birim disk ise, D-kararlihiga Schur
kararhhk

denir.
2. ve 3. dereceden gergel katsayili bir polinomun Schur kararh olmas: igin

gerek ve yeter kogullar agagidaki teoremlerde verilmigtir.

Teorem 1.1.1 ([3]). 2. dereceden gergel katsayils polinomun Schur kararl ol-

mast i¢in gerek ve yeter kosul as > 0 olmak tizere,
i) |ao] < asg,
i) |a1] < ap + as

olmasudar.

Teorem 1.1.2 ([3]). 3. dereceden gergel katsayls polinomun Schur kararl ol-

mast i¢in gerek ve yeter kosul az > 0 olmak tizere,
Z) |CLO| < as,
i) lag + as| < a1 + as,

2

i) |agas — ayaz| < a3 — al

olmasidar.



a1

a21

Gn1

a12

22

Ap2

A1n

Q2

ann

(1.1.2)

matrisi verilsin. Eger A matrisin tiim 6zdegerleri kompleks diizlemin basit

baglantili, acik bir D bdlgesinde ise bu matrise D-kararli matris denir. D

bolgesi, sol acik yari diizlem ise bu matrise Hurwitz kararli matris, acik

birim disk ise Schur kararli matris denir.

2 x 2 ve 3 x 3 gergel matrislerin Schur kararlilik kriterleri agagidaki gibi

verilebilir.

Teorem 1.1.3 ([4]). 2 x 2 ger¢el matrisin Schur kararbilige i¢in gerek ve yeter

kosul

i) laiiag — apan| <1,

) |ar + age| < 1+ (11622 — a12a21)

olmasidar.

Teorem 1.1.4 (|4]). 3 x 3 ger¢el matrisin Schur kararl olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul
i) 18] <1,
i) |7+ 6] <14 p,

i) |76 — pl < 1— 62

olmasidir. Burada 6 : A matrisinin determinanti, 7 : A matrisinin izi, | ise

A matrisinin 2 X 2 baslica mindrleri toplamadar.

Eger (1.1.1) polinomunda tiim a; katsayilar1 gergel ise, bu polinomun Hur-

witz kararli olmasi i¢in gerekli kosul, a; katsayilarinin ayni isaretli olmasidir

3



(bu kogulun yeter olmadigi bilinmektedir). Kompleks katsayil (1.1.1) poli-
nomunun Schur kararhligr i¢in ise gerekli kosul olarak |ag| < |a,| esitsizligi
verilebilir.

Bilindigi gibi kompleks diizlemde

s+ 1
s—1

z =

bilineer doniisimi agik birim diskten sol acik yari diizleme bire-bir, siirekli
dontigiimdiir (Sekil 1.1). Bu doniiglimiin tersi yine kendisidir ve sol acik yari
diizlemden birim diske bire-bir, siirekli doniigtim olur. Buna gore (1.1.1) polino-

munun Hurwitz kararliligi ile Schur kararlhihigi arasinda Teorem 1.1.5 gegerlidir.

A A

Res=0« |z| =1

s-duzlemi z-dizlemi

Sekil 1.1: Bilineer doniigiim

Teorem 1.1.5 ([5]). (1.1.1) polinomu Schur kararl ise,

s+ 1
s—1

p(s) == (s = 1)"p( )

polinomu Hurwitz kararlider. Tersine, ejer n. dereceden bir p(s) polinomu

Hurwitz kararl ise

plz) = (2 — 1)

)

z—1

polinomu Schur kararly olur.



p(2) = a2+ a, 12"+ +az + ag
ﬁ(3> = bps" + bn—lsnil + -+ bis+ by

polinomlar: i¢in; a, b katsayilar vektorleri ve P, matrisi

an b, - .

PUO P()l POTL
(p—1 bn—l
PlO P20 Pln
a= b= P, =

PnO Pnl o Pnn

ao bo L 4 (n4+1)x(n+1)

olmak fizere,
P,a=D

dir. P, matrisi agagidaki 6zelliklere sahiptir.

i) P, matrisinin birinci satir elemanlar1 1 lerden olugur.

ii) P, matrisinin son satir elemanlar1 1 ile baglayip —1 ile alterne eder.

n
iii) P, matrisinin birinci siitun elemanlar ,k=20,1,...,n binom kat-

k

sayilar1 olmak iizere, matriste yukaridan agagiya dogru siralanir.

n
iv) P, matrisinin son siitun elemanlar1 (—1)* ,k=0,1,...,n binom

k
katsayilar: olmak iizere, matriste yukaridan asagiya dogru yazilir.

v) P, matrisinin herhangi (i 4+ 1). satir ve (j + 1). stitun elemana,

P” = Pz(]—l) - P(i—l)(j—l) — P(z—l)j ,i = 1,2, oo, n, ] = 1, 2, o, dir.
vi) I birim matris olmak iizere, P? = 2"[ dir.

vii) Pyl =2""p, dir.



Ornegin, n = 5 i¢in

olur.

p(z) = 1352°
polinomunun kokleri,

21,2
23,4

Z5

kompleks diizlemde birim diskin i¢inde oldugu i¢in p(z) polinomu Schur kararl

~ 0.5826156642 £ 0.3294378056¢,
~ —0.2776278952 £ 0.71253621964,

1 1

1 -1
-2 =2
-2 2

1 1

1 -1

1
5
10
10 -2
5 —3
1 -1

~ —0.8485681305

bir polinomdur. p(z) polinomu i¢in a katsayilar vektorti,

dir. p(z) polinomunun bilineer doniigiim altindaki goriintiisiinii bulmak i¢in b

katsayilar vektorii

1 1

5 3

10 2
b= P5a =

10 -2

5 —3

1 -1

135
32.21
—17.8

—14.22
—14.2

30.01

-3

135
32.21
—17.8

—14.22
—14.2
30.01

+32.212% — 17.82% —14.222% — 14.22 + 30.01

151
660.6
1750.16
964.24
739
95




olarak bulunur. Buradan Hurwitz kararh
p(s) = 1518° + 660.65* 4 1750.165° 4+ 964.245% + 739s + 55

polinomu elde edilir. Gergekten de p(s) polinomunun koklerinin

12

51,2 —1.952436045 + 2.330331946¢,
s3a ~ —0.1940219399 £ 0.66590897271,
s5 =~ —0.08191846814

kompleks diizlemde sol agik yar1 diizlemin i¢inde oldugu goriilmektedir.

Bir ¢ok pratik problemde kargilagilan (1.1.1) polinomunda ve (1.1.2) mat-
risinde katsayilar ve elemanlar kesin olarak bilinmemekte, ancak bunlarin degi-
sebilecegi sinirlar bilinmektedir. Bu durumda (1.1.1) polinomu yerine

q € Q C R! belirsizlik parametresi iceren

p(z,q) = ao(@) + ar(q)z + az(a)2” + - + an(q)2" (1.1.3)
polinomu ve
P={p(z,q):q€Q CRY (1.1.4)

ailesi ortaya cikar.
(1.1.3) polinomunda katsay1 fonksiyonlarmin q ya bagimhligi ve @ kiime-
sinin Ozelliklerine gore, cesitli aileler ortaya ¢ikmaktadir. Eger () kiimesi bir

kutu (box), yani
Q = {(q17q27"'7(ﬂ) € Rl : CJ; S Qj S q;ra J = 1727"'7l} (115)
ve

- a;(q) = ai(q1,q2,-- -, @) = ¢, (1 =0,1,...,n) ise, (1.1.3) ailesine arahk

polinomlar ailesi,

- a;(q) fonksiyonlar1 q ya gore afin fonksiyonlar ise, bu aileye afin poli-

nomlar ailesi,



- a;(q) fonksiyonlar1 q ya gore multilineer yani her bir degiskene gore afin

ise, bu aileye multilineer polinomlar ailesi,

denir.
(1.1.2) matrisinde a;; elemanlar1 yerine a,;(q) yazilirsa, q parametresine
baglh
Ala) = (a;(Q)); jo12, . n (1.1.6)
matrisi ve

A={A(q): q€ @} (1.1.7)

ailesi ortaya cikar.

(1.1.7) matris ailesinde en ¢ok aragtirilan aralik matrisler ailesidir. Bu
ailede matrisin her elemam bir aralikta degismektedir.

Bu tezde, (1.1.4) polinomlar ailesinin ve (1.1.7) matrisler ailesinin Schur
kararliligi problemleri aragtirilmaktadir.

Eger ailedeki her polinom (matris) kararh ise, bu aileye giirbiiz (robust)
kararl aile denir. Eger ailede en az bir polinom (matris) kararli degil ise, bu
aileye kararli olmayan (kararsiz) aile denir. Giirbiiz kararhlik i¢in Sifir1
Icermeme Prensibi (Zero Exclusion Principle) ¢ok énemlidir. Bu prensip, in-
varyant dereceli (derecesi degismez kalan) ve katsayilar: stirekli degisen poli-
nomlarin koklerinin parametreye gore siirekli degistigini ifade eden Teorem

1.1.6 ya dayaldir.

Teorem 1.1.6 ([6]). (1.1.4) polinomlar ailesi invaryant dereceli ve a;(q),
(1=0,1,...,n) katsayr fonksiyonlari q € Q ya gore sirekli olsun. Bu durumda

p(z,q) polinomunun kokleri de q € Q ya gore strekli degisir. Yani dyle
zi(1):Q—C, (i=1,2,...,n)

stirekli fonksiyonlary vardir ki 21(q), 22(q), - - ., z,(q) sayilar p(z,q) polinomu-

nun kokleridir.

Giirbiiz Schur kararlilik i¢in sifir1 icermeme prensibi goyledir:

8



Teorem 1.1.7 (Sifir1 Igermeme Prensibi, [1], [2]). (1.1.4) polinomlar ailesi
invaryant dereceli, Q kutu, a;(q), (i =0,1,...,n) katsay fonksiyonlar: q € Q
ya gore siirekli ve bu aileye ait en az bir p(z,q") polinomu Schur kararl olsun.
(1.1.4) polinomlar ailesinin giirbiz Schur kararle olmasi igin gerek ve yeter

kosul her z € D igin
0¢p(z,Q) (1.1.8)

olmasidir. Burada P(z,Q) = {p(z,q) : q € Q}, ID-birim diskin sinridar.

Teorem 1.1.8 ([7]). a;(q), (i =0,1,...,n) fonksiyonlar: sirekli ve
p(z,9) = ao(q) + a1(q)z + az(q)z® + - - - + a,(q)z" olmak iizere,

P(z,Q) ={pr(z,q) : q € Q}
polinomlar ailesinin Schur kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
1. En az bir qo € Q i¢in p(z,qo) polinomu Schur kararl,
2. Her q € Q i¢in p(1,q) # 0,
3. Her q € Q i¢in p(—1,q) # 0,

4. Her q € Q i¢in det S(q) # 0

olmasidir. Burada S(q) matrisi, p(z,q) polinomunun katsaylarndan olusan

(n—1) x (n— 1) boyutlu bir matristir:

an(q)  ap-1(q) ap—2(q) --- az(q) az(q) — ao(q)
0 an(@)  an-1(q) -+ as(a) —ao(q) az(q) — a1(q)
S(q) = . . . . .
0 —ao(q) —ai(q) -+ an(@) —an-4(q) an-1(q) — an—s3(q)
—ao(q) —ai(q) —ax(q) - —an-3(q) an(q) — an—2(a)

Teorem 1.1.9 ([8]). Urete¢ noktalars {p;(2)}._, Schur kararl polinomlar olan
P = conv{pi(2),pa(2),...,p(2)} monik polinomlar politopunun girbiz Schur
kararl olmasu i¢in gerek ve yeter kosul her i,j € {1,2,... 1} i¢in (—o0,0)

araliganda S(p;)S~(p;) matrisinin gercel dzdegerinin olmamasidr.

9



n X n boyutlu gercel matrisler kiimesi R™*" ile, n X n boyutlu kompleks
matrisler kiimesi C"*" ile gosterilmektedir.

Eger A € C™™ matrisinin eglenik transpozu A* kendisine egit ise, bu mat-
rise Hermityen (Hermitian) matris denir. Gergel Hermityen matris simetrik
matristir.

Eger A Hermityen matrisi her z € C", z # 0 kompleks vektorii igin
2*Az >0

kogulunu saghyorsa, bu matrise pozitif belirli matris denir ve A > 0 ile
gosterilir. Benzer olarak negatif belirli matris demekle de —A > 0 anla-
silmaktadir ve A < 0 ile gosterilir. A € R™" oldugu durumda A matrisinin

pozitif belirli olmasi, A nin simetrik ve her z € R", x # 0 i¢in
2T Az >0

kosulunun saglanmasidir. Burada T sembolii transpozu gostermektedir.
Bir A matrisinin (gercel veya kompleks) Hurwitz kararhligi Lyapunov Teo-

remi ile, Schur kararlilig: ise Stein Teoremi ile ifade edilebilir.
Teorem 1.1.10 (Lyapunov, [9]).

1) A € C™™ matrisi verilsin. A matrisinin Hurwitz kararl olmasi igin
gerek ve yeter kosul
A*"P+PA <O (1.1.9)

olacak sekilde P pozitif belirli matrisinin bulunmasidar.

2) A € R™" matrisi verilsin. A matrisinin Hurwitz kararl olmasy igin
gerek ve yeter kosul
ATP 4+ PA <O (1.1.10)

olacak sekilde P gercel pozitif belirli matrisinin bulunmasidar.

(1.1.9) ve (1.1.10) esitsizliklerine Lyapunov esitsizlikleri denir.
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Eger @ > 0 i¢in,
A*P 4+ PA=—-Qve ATP+ PA=—Q (1.1.11)

olacak gekilde P > 0 varsa, (1.1.11) esitliklerine Lyapunov denklemleri

denir.
Teorem 1.1.11 (Stein, [10]).

1) A € C™" matrisi verilsin. A matrisinin Schur kararly olmast i¢in gerek

ve yeter kosul

A*PA—P <0 (1.1.12)

olacak sekilde P pozitif belirli matrisinin bulunmasidar.

2) A € R™"™ matrisi verilsin. A matrisinin Schur kararl olmasu igin gerek

ve yeter kosul

ATPA-P <0 (1.1.13)

olacak sekilde P gergel pozitif belirli matrisinin bulunmasidur.

(1.1.12) ve (1.1.13) esitsizliklerine Stein esitsizlikleri denir.

Eger ) > 0 i¢in,
A*PA—P=—-Qve ATPA-P=-Q (1.1.14)

olacak gekilde P > 0 varsa, (1.1.14) esitliklerine Stein denklemleri denir.

Polinomlarda oldugu gibi matrislerde de Hurwitz kararlilik Schur kararliliga
ve tersine doniigtiiriilebilir. Matrisler arasindaki bu doniigtime Cayley donii-
stiimii denir.

A € C™" matrisi verilsin ve I birim matris olsun. Bu durumda [11] de
gosterildigi gibi,

A matrisi Hurwitz kararh ise (I — A)~!'(I + A) matrisi Schur kararhdir.

A matrisi Schur kararh ise (A + I)~'(A — I) matrisi Hurwitz kararhdir.
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Yukaridaki (1.1.10) Lyapunov ve (1.1.13) Stein esitsizliklerinde pozitif be-
lirli olarak aliman P matrisi pozitif diagonal ise bu kararliliga 6zel bir isim
verilir.

Eger N > 0 olmak fizere,
ATD+ DA=—-N (1.1.15)

olacak bicimde D pozitif diagonal matrisi varsa A ya Hurwitz diagonal
kararli matris denir. Benzer yolla Schur diagonal kararlilik séyle tanimlanir.

Eger N > 0 olmak fizere,
ATDA—-D=—N (1.1.16)

olacak bi¢gimde D pozitif diagonal matrisi varsa A ya Schur diagonal kararl
matris denir.

Bir gergel matrisin diagonal kararliliginin yani sira D-kararlilik kavrami da
tanimlanabilir.

A € R™"™ matrisi verilsin. Eger her pozitif diagonal D matrisi i¢in AD
matrisi Hurwitz kararh ise A ya Hurwitz D-kararli matris denir.

Eger kogegen elemanlarinin mutlak degeri 1 den kiiciik veya esit her D
diagonal matrisi i¢cin AD matrisi Schur kararli ise A ya Schur D-kararh
matris denir.

Bu tezde polinomlar ve matrisler ailesinin Schur kararliligi problemleri in-
celenmigtir.

Birinci boliimde, polinomlar ve matrislerin kararliligi teorisinden gerekli
tanimlar ve bazi bilinen sonuglar verilmistir.

Ikinci boliimde ise multilineer polinomlar ailesinin, yani katsay fonksiyon-
lar1 bir kutu {izerinde taniml multilineer fonksiyonlar olan polinomlar ailesinin,
Schur kararlilig: incelenmistir. Sifir1 Icermeme Prensibine ve multilineer fonksi-
yonlarin ekstremal 6zelliklerine dayanarak ailenin kararliligi i¢in gerek ve yeter
kosul elde edilmigtir. Bu sonuglar ve dogrusal programlama kullanilarak ailenin

kararliligini test etmek i¢in yeni bir algoritma verilmistir.
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Uciincii boliimde Schur diagonal kararli matrisler, yani Stein esitsizliginin
pozitif diagonal ¢ziimii var olan matrisler ele alinmistir. Once bu matrislerin
bazi yeni 6zellikleri verilmig, Schur kararlhiliktan farkh olarak Stein denkleminin
sag tarafinda birim matris alinamayacagi gosterilmistir. Sonra, sonlu tane 2 x 2
matris i¢in Stein denkleminin ortak diagonal ¢dziimiiniin varlhig: igin gerek ve
yeter kosul elde edilmistir. Z-matrislerin 6zellikleri kullanilarak 3 x 3 matrisin
diagonal kararliligi i¢in bir yeter kosul elde edilmigtir. Boliimiin sonunda ise
matris segmentinin diagonal kararliligiyla ilgili bir 6nerme kanitlanmigtir.

Dordiincii béliimde, kararl polinomlar ve matrisler ailesinin biiziilebilirligi
aragtirilmigtir. Literatiirde bu kiimelerin basit baglantililik 6zellikleri aragtiril-
mis, daha kuvvetli ézellik olan biiziilebilirlige hi¢ deginilmemistir. Once tiim
kokleri kompleks diizlemin basit baglantili, acik bir alt kiimesinde olan gercel
ve kompleks katsayili polinomlar ailesinin tek noktaya biiziilemeyecegi ancak
iki noktaya biiziilebilecegi ispatlanmigtir. Kararli monik polinomlar ailesinin
ise tek noktaya biiziilebilirligi gosterilmistir. Bu sonuglardan Hurwitz ve Schur
kararlilik i¢in uygun sonuclar elde edilmistir.

Bu béliimde kararli matrisler ailesinin biiziilebilirligi de arastirilmistir. On-
ce, ozdegerleri acik konveks bir kiimede olan tiim kompleks matrisler kiimesinin
tek noktaya biiziilebilirligi gosterilmistir. Sonra, Hurwitz ve Schur diagonal
kararli matrisler ailesinin tek noktaya biiziilebilirligi gosterilmistir. Boliimiin
sonunda Schur D-kararli matrisler ailesinin tek noktaya biiziilebilirligi gosteril-
mis olup, Hurwitz D-kararli matrisler i¢in bdyle bir 6zelligin varligi ise ancak
2 x 2 ve 3 x 3 matrisler i¢in ispatlanmigtir.

Bilindigi gibi polinomlarin Hurwitz kararliligi icin konveks yén kavrami
¢ok 6nemlidir. Beginci boliimde, polinomlarin Schur kararliligi ve matrislerin
kararlig: icin konveks yon kavrami ele alinmistir. Once, diisiik dereceden poli-
nomlarin Schur konveks yon olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar elde edilmig
olup, Schur konveks yon kavrami yardimiyla aralik polinomlar ailesinin karar-
lilig1 i¢in bilinen bir teoremin yeni kaniti verilmigtir. Sonra aralik polinomlar

ailesinin kararlhiligi i¢in baz bilinen 6nemli ve gerekli kosullar verilmis olup,
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boliimiin sonunda 2 x 2 ve 3 x 3 aralik matrisler ailesinin Schur kararhligi
incelenmistir.

Altinc1 boliimde, 2 x 2 gergel matrislerin Schur D-kararliligr i¢in bilinen
sonucun daha kisa yolla ispat1 verilmigtir. Sonra Schur kararli matrisin yoriin-
gesinin bir ozelligi verilmigtir. Son olarak kompleks matrislerin konveks kom-
pakt kiimesinin anti Schur kararliligi i¢in Minimaks Teoreminden elde edilen

gerek ve yeter bir kogul verilmigtir.
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2 MULTILINEER POLINOMLAR
AILESININ SCHUR KARARLILIGI

Bu boliimde, multilineer polinomlar ailesinin Schur kararliligi i¢in gerek
ve yeter kosullar verilmig ve bu sonug¢ yardimi ile kararliligi test etmek icin
yeni bir algoritma elde edilmistir. Elde edilen sonuclar, multilineer polinomlar

ailesinin Hurwitz kararliligi problemine de uygulanabilir.

2.1 Multilineer Polinomlar Ailesinin Schur Kararhhgi

p(z,q) = ao(q) + a1(q)z + - - - + a,(q)z" (2.1.1)

olmak fizere,
P={p(z,q): q€Q CRY (2.1.2)

polinomlar ailesi verilsin. Eger tiim a;(q) fonksiyonlar1 multilineer ise bu
aileye multilineer aile denir. Once bir kutu iizerinde tanimli olan multilineer

fonksiyonlarin bazi bilinen 6zellikleri verilecektir.

Teorem 2.1.1 (Kutu Uzerinde Multilineer Fonksiyon, [1]). @ C R, u¢ nok-
talar {q'}, i = 1,2,...,k olan bir kutu ve f(-) : Q — R multilineer bir
fonksiyon olsun. Bu durumda f(-) fonksiyonu maksimum ve minimum degerini

Q kutusunun u¢ noktalarinda alir. Yani,

max f(q) = max f(q’)
qeQ 3

, (2.1.3)
min f(a) = min f(q)

olur.

Teorem 2.1.2 (Déniigiim Teoremi, [12]). Q C R, u¢ noktalar {q'},

(1=1,2,...,k) olan bir kutu, f(-) : Q@ — R™ multilineer bir donisim ve

Q) ={f(a):qeQ} (2.1.4)
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olsun. Bu durumda

convf(Q) = conv{f(q")} (2.1.5)
dar.
S p O
)
|
1 T
q : q4
1
|
|
r _____ - 7
/’/q6 |
q o q?

Sekil 2.1: m = 2 i¢in Doniigtim Teoreminin geometrik yorumu

R3 teki bir kutunun multilineer doniisiim altindaki goriintiisii R? de kon-
veks olmayabilir. Sekil 2.1 de goriildiigii gibi goriintii kiimesi, kutunun ug nok-
talarinin goriintiilerinin konveks zarfi i¢cinde bulunmaktadir. Burada egriler
igeriye dogru olup konveks zarfin digina tasamaz. Bu yiizden Doniisim Teo-
remi multilineer polinomlar ailesinin kararlihiginda biiyiik 6nem tagimaktadir.
Teorem 2.1.2 nin sonucu olarak multilineer polinomlar ailesinin giirbiiz

D-kararlhilig icin yeter kogul olan agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.1.3 (Giirbiiz D-Kararlihk Kriteri, [1]). Q@ C RY, u¢ noktalar {q'},
(1=1,2,...,k) olan bir kutu ve D C C bélgesi agik ve yol baglantil,
P ={p(-,q) : q € Q} invaryant dereceli multilineer polinomlar ailesi ve bu

aileye ait en az bir p(z,q°) polinomu D-kararl olsun. Eger her z € 0D igin
0¢ conv{p(z,q"):i=1,2,...,k} (2.1.6)

1se P multilineer polinomlar ailesi gtirbiz D-kararhdur.
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Teorem 2.1.3 iin ifadesinden de anlagildig1 izere, goriintii kiimesinin kon-
veks zarfi sifir1 icermiyorsa aile kararhidir. Eger konveks zarf sifir1 iceriy-
orsa ailenin kararliligi hakkinda bir sey sdylenemez. Bunun i¢in multilineer
polinomlar ailesinin kararligi ile ilgili gerek ve yeter kogsul vermek oldukga

onemlidir.

Eger (2.1.2) ailesi Schur kararli degil ve ailede en az bir polinom Schur
kararl ise, koklerin siirekliligi teoremine gore, en az bir q € @ degeri i¢in
kokleri birim diskin simirinda olan bir polinom vardir. Once bu siirdaki kokiin
gercel oldugu yani z = 1 veya z = —1 oldugu varsayilsin. Eger z = 1 ailede

herhangi bir polinomun kokii ise

ao(q) + ai(q) + - +an(q) =0 (2.1.7)

denkleminin ) kutusu {izerinde en az bir kokii vardir. (2.1.7) esitliginin solun-
daki fonksiyon ¢ ya gore multilineer oldugundan onun () tizerindeki minimum
ve maksimumlar1 Teorem 2.1.1 yardimi ile kolayca hesaplanabilir. Bu mini-
mum degerine a, maksimum degerine de b denilsin. O zaman (2.1.7) nin @

lizerinde en az bir kokiiniin olmasi igin gerek ve yeter kosul 0 € [a, b] olmasidir.

z = —1 durumu da benzer bi¢cimde incelenebilir.

Simirdaki kok z = e, 0 € [0,27] ise, (0 # 0, 0 # )

ao(q) +ar(@)z + - +an(@)z" = (2 —e?)(z—e )
(bO —+ blz 4+ 4 bnizzn—Q)

= (22—-2cosfz+ 1) (2.18)

t
(bo+ b1z + -+ bp_oz"7?)

esitligi yazilabilir.

Iki polinomun esit olmasi icin, ayni1 dereceli terimlerin katsayilarimim esit

olmasi gerektiginden
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bulunur.

by = ao(q)

by —thy = ai(q)

by —tby +by = as(q)
by —thy + b1 = asz(q)

bp — thg—1 +bk—2 = ax(q)

bpo —thy_3+buy = an_2(q)
bn—3 - tbn—? = an—l(q)

bna = an(q)

by = ao(Q) ve by, = an(OI)

(2.1.9)

esitlikleri yardimi ile n—1 bilinmeyenli n+1 denklemden olugan (2.1.9) denklem

sistemi yeniden diizenlenirse,

fla,b,t) =

by — taog(q) — ai(q)
bg — tbl + (lo((l) — ag(q)
b3 — tbg + bl — ag(q)

b — thi—1 + br—2 — ax(q)

bn—4 - tbn—?) + Cln(Q) - an—2<q)

b3 — tan(q) — an-1(q)

0
0

(2.1.10)

n — 3 bilinmeyenli n — 1 denklemden olusan (2.1.10) denklem sistemi elde

edilir. Burada da goriildiigii gibi f, goriintii kiimesinde sifir olan vektor degerli

multilineer bir fonksiyondur.

Buradan multilineer polinomlar ailesinin kararsiz olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul olan agagidaki Teorem verilebilir.
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Teorem 2.1.4. Q C R bir kutu, (2.1.2) invaryant dereceli multilineer poli-
nomlar ailesi ve ailede en az bir p(z,q°) polinomu Schur kararl olsun. Bu
ailede z = 1 veya z = —1 kokiine sahip bir polinom bulunmasin. Bu durumda
(2.1.2) ailesinin Schur kararl olmamasi igin gerek ve yeter kosul bir q € @,

0€0,2n) veb; €R, i=1,2,...,n— 3 i¢in (2.1.10) un saglanmasidr.

Kanit. =). p(z,q°) polinomu Schur kararh ve (2.1.2) multilineer polinom-
lar ailesi Schur kararli olmasin. Bu durumda polinomun koklerinin q ya gore
siirekliligi teoreminden bir q* € @ i¢in kokleri z = e** olan bir p(z, q*) poli-

nomu vardir.

p(z,9") = ao(q") +ai(q)z+ -+ a.(q")"

= (z—e)(z—e )by +brz+ -+ by 92" ?)

bi¢iminde yazilabilir. Aym dereceli terimlerin katsayilar: esit olacagindan

q-€Q,0e€(0,2n],b; € R, i=1,2,...,n — 3 igin (2.1.10) saglanir.
<).Birqe,0€0,2n],b; e R, i =1,2,...,n— 3 igin (2.1.10) saglansn.

Bu durumda, ailede kokleri birim diskin sinirinda olan bir polinom var demek-

tir. Buradan (2.1.2) multilineer polinomlar ailesi Schur kararli degildir. O]

(2.1.10) da goriildiigii gibi b;, (1 = 1,2,--- ,n — 3) katsayilar1 (—oo, +00)
arahiginda simirsiz deger alabilir. b;, ler (2.1.9) a gbre ¢ nun multilineer fonk-
siyonlar1 oldugundan alacaklar1 degerler sinirlandirilabilir. Teorem 2.1.1 e gore,
multilineer fonksiyon maksimum ve minimum degerini ) kutusunun ug¢ nok-
talarinda alacagindan b; yi iceren araliklar bulunabilir. Bu araliklarin en dar
olanlar1 alinarak, [ boyutlu @ kutusundan, n — 3 tane b; den ve bir t € [—2, 2]

den (2.1.11) deki gibi yeni [ + n — 2 boyutlu bir Q kutusu olugturulur.

Q = g, ¢l xlag,q5] x--- x[q,q]x[-2,2] x (2.1.11)

X[bl_vbi_] X [b;ab;] X X [b_ b+ ]

n—37 “n—3

Bu durumda f(-) : Q — R vektor degerli multilineer bir fonksiyon olur.
Buradan multilineer polinomlar ailesinin Schur kararsiz olmasi i¢in gerek ve

yeter kogul olan agagidaki teorem verilebilir.
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Teorem 2.1.5. Q C R bir kutu, (2.1.2) invaryant dereceli multilineer poli-
nomlar ailesi ve ailede en az bir p(z,q°) polinomu Schur kararh olsun ve ailede
z = 1 veya z = —1 kékiine sahip bir polinom bulunmasin. (2.1.2) ailesinin

Schur kararly olmamast i¢in gerek ve yeter kosul 0 € f(Q) olmasidur.

Kanit. =). p(z,q°) polinomu Schur kararli olsun ve (2.1.2) multilineer poli-
nomlar ailesi Schur kararli olmasin. Bu durumda, Teorem 2.1.4 den bir q € @,
0 € [0,2n], b; € R, i = 1,2,...,n — 3 igin (2.1.10) denklem sistemi saglanir.
Diger taraftan b; parametreleri (2.1.10) dan dolay1 b; € [b;,b] kosulunu

177

sagladigl i¢in 0 € f(Q) dur.

<). Teorem 2.1.4 den agiktur. O

Boylece multilineer polinomlar ailesinin Schur kararliliginin aragtirilmasi
problemi @ kutusunun f altindaki goriintiisiiniin sifir1 igerip igermemesine
doniismiistiir. Bir kutunun multilineer dontigiim altindaki goriintiistini bul-
mak kolay degildir. Ancak Teorem 2.1.2 ye gore bu goriintiiniin konveks zarfi
kolay bulunmaktadir. Bu konveks zarf kutunun ug¢ noktalarinin goriintiilerinin
konveks zarfidir. Bu konveks zarfin sifir1 igerip-igermedigi dogrusal program-
lama yontemiyle belirlenebilir. Bu yontem [13| de verilmigtir. Asagida bu

yontemden kisaca bahsedilmektedir.

b; e R™ (i =1,2,...,k) vektorleri ve
P = conv{bq,ba,..., by} (2.1.12)

politopu verilsin.

B: [b]_,bz,...7bk] (2113)

matrisi tanimlansin. P kiimesinin sifir1 igerip icermedigi agagidaki teorem

yardimi ile séylenebilir.

Teorem 2.1.6 ([13|). P politopunun sifiri icermemesi i¢in gerek ve yeter kosul
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A= (A, day ., )T olmak dizere,

BA = 0
A, >0, j=1,2,...k (2.1.14)
)\1+)\2+"'—|—)\]€ —  Imax

dogrusal programlama probleminde optimal degerin sifir olmasidar.

Eger @) kutusunun konveks zarfi sifir1 igeriyorsa o zaman bu kutu daha
kii¢iik kutulara béliiniir ve her yeni konveks zarf i¢in Teorem 2.1.6 uygulanir.
Eger yeni konveks zarflar sifir1 icermiyorsa aile kararhidir. Eger halen sifiri
iceren konveks zarflar varsa bunlar yeniden béliiniir ve boylece devam edilir.
Eger aile kararliysa belli bir adimda hig¢ bir konveks zarf sifir1 icermez. Eger
algoritma siirekli dongiiye giriyorsa, bu ailenin kararsiz olmasi anlamina gelir.
Dongiiye neden olan q € () degeri yaklagik olarak bulunabilir.

Bilinenlerden yararlanarak ve elde edilen sonuclar kullanilarak multilineer

polinomlar ailesinin kararliligimi test etmek ic¢in bir algoritma verilebilir.

2.2 Algoritma

Algoritma 2.2.1. (2.1.2) multilineer polinomlar ailesi verilsin.

1. Ilk 6nce bu ailede z = 1 veya z = —1 kékiine sahip polinomun olup
olmadigu belirlenir. Eger oyle bir polinom varsa, aile kararsizdir. Ailede

z =1 veya z = —1 kékiine sahip polinom yok ise, 2. adima gecilir.

2. Q={(q1,q2,...,q) €ER': ¢ <q¢<q, i=1,2,...,1} kutusu ve
t € [=2,2] igin (2.1.10) esitlikleri yardvma ile en dar [b;, b},

177

(1=1,2,...,n—3) araliklar hesaplanarak yeni @ =Qx[-2,2] x [b;,b]]

17

kutusu olusturulur.

3. @ kutusunun ug noktalarndan olusan kiime £ = {q*, @2, ..., g%} ile gos-
terilirse, (2.1.10) dondigiimii ile j. situnu by = (&), (j = 1,2,...,k)

vektori olan B matrisi olusturulur.
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4. B matrisi i¢in Teorem 2.1.6 daki dogrusal programlama problemi simp-
leks yontemi ile ¢ozilerek Ay + Ao + --- + Ay — max optimal degeri

hesaplanar.

5. Teorem 2.1.6 ya gore, ejer maksimum deger sifir ise, P politopu sifir:
icermiyor demektir ve (2.1.2) multilineer polinomlar ailesi Schur karar-
hdwr.  Eger maksimum deger sifir degil ise, P politopu sifiry igeriyor

demektir. Bu durumda 6. adima gegilir.

6. k=14 n— 2 olmak tzere, k-boyutlu @ kutusunun her bir kenary ikiye
béliinerek elde edilen 2% tane yeni kutu @i, (i =1,2,...,2%) ile goste-
rilsin. Her bir @Z kutusuna karsilik gelen P politopu sifiry icermeyinceye

kadar 3,4,5 ve 6. adimlar tekrarlanar.
Algoritmanin nasil uygulandigr érnekler yardimu ile goriilebilir.

Ornek 2.2.2. Q = {(q1,2) € R?: —1.4< ¢ <04, —0.22 < ¢ < —0.18}

kutusu ve

p(z,q) = 22+ (0.18 — g1 — q2)2% + (0.18694 — 0.18¢; — 0.18¢2 + q1¢2) 2 +

+(0.18¢1g5 — 0.1g; — 0.0380712 — 0.055305¢5) (2.2.15)

multilineer polinomlar ailesi verilsin. (2.2.15) ailesinin Schur kararl olup ol-
madigr Algoritma 2.2.1 yardima ile incelenirse, Teorem 2.1.1 yardimuyla algo-

ritmanan ik adiminda

p(L, Qi = 0.95426370,  p(1,Qmax = 3.75607590,

(2.2.16)
(=1, Qmim = —1.19641630, p(—1,Q)max = 0.19390370

bulunur. (2.2.16) degerlerine bakilirsa, (2.2.15) ailesinin, bir q degeri i¢in
z = —1 kékii oldugu gorilmektedir. Gergekten g1 = —1.4 ve go = —0.891064376
degerleri igin elde edilen polinom Schur kararly degildir. Buradan (2.2.15) mul-

tilineer polinomlar ailesi Schur kararl degildir.
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Ornek 2.2.3. Q = {(q1,q2) €ER?: 1< q1 <2, 1< qo <2} olan bir kutu ve

p(z.q) = (30q1 + 40q1q2 + 65)z° + (2.2.17)
+(6.1q; + 1.01gy + 26.1)2* + (=22 4+ 0.2¢; + 4q1q2)2° +
+(6q1q2 — 0.02¢3 — 10q; — 10.2)2% + (4q1q2 — 0.2¢q; — 18)z +

+(0.01q2 + 4.9¢1 + q1q2 + 24.15)

multilineer polinomlar ailesi verilsin. (2.2.17) ailesinin Schur kararl olup ol-

madigr Algoritma 2.2.1 yardima ile incelenirse, algoritmanin ilk adimindan

p(laq)min - 152057 p(l,q)max = 34:9057
(=1, @Qmin = —204.95, p(—1,qQ)max = —53.95

degerleri bulunur. Buradan (2.2.17) ailesinin z = 1 veya z = —1 kokiine
sahip polinomu olmadige gorilmektedir. Daha sonra algoritmanin 2. adiminda,

(2.1.10) esitlikleri yardima ile en dar [b; ,b], i = 1,2 arabklar, hesaplanar.

177

by = tao(q) + ai(q)

by = th —ao(q) + az(q)

by = tby+as(q) —as(q)

by = tas(q) + as(q)
t€[-2,2] ve Q x [—2,2] igin birinci egitlikten by in alacagr degerler
[—82.22,73.44] arahginda ve tgiinci egitlikten ise [—727.74,284.34] araliginda

bulunur. Buradan
b7, b] = [—82.22, 73.44] N [~727.74, 284.34] = [—82.22, 73.44]

aralige bulunur. Ayni islemler by icin de yapilirsa, ikinci esitlikten

[—218.57,125.18] ve son esitlikten [—529.68,610.32] bulunur.
by, bi] = [~218.57, 125.18] N [~529.68, 610.32] = [~218.57, 125.18]

olur. Bdylece

Q=[1,2] x [1,2] x [~2,2] x [~82.22,73.44] x [~218.57,125.18]
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kutusu elde edilmis olur. Burada f : Q — R* bir multilineer dondisimdiir.
Algoritmanin 3. ve 4. adimlar, uygulandiktan sonra 5. advmda Q kutusu tara-
findan belirlenen politopun sifiry icerdigi gorilmektedir. Bunun i¢in 6. adima
gecilerek Q nun her bir kenari ikiye bolimerek 32 tane yeni kiicik kutu elde
edilir. Her bir yeni kutuya algoritmanan 3,4 ve 5. advmlar, uygulanarak bu yeni
kutular tarafindan belirlenen politoplarin sifiry icermedigi gorilir. Buradan

(2.2.17) multilineer polinomlar ailesi Schur kararhdar.

Ornek 2.2.4. Q = {(q1,q2) €ER?: 0<q1 <2, 0< g <3} kutusu ve

p(z,q) = (6.092¢q1q2 + 13.008 + 11.674q; + 5.546¢2)2* +  (2.2.18)
+(—7.74 — 18248145 — 7.94q, — 22.774q,)2° +
+(18.518¢; + 22.192¢1¢o + 11.376 + 8.788¢5) 2> +
+(=7.94g, — 7.41q; + 0.916 — 14.008¢1q2) 2z +
+1.546¢2 — 0.008¢; + 3.972¢1¢2 — 1.56

multilineer polinomlar ailesi verilsin. (2.2.18) ailesinin Schur kararl olup ol-

madige Algoritma 2.2.1 den yararlamilarak kontrol etmek igin ilk olarak,

p(17q)min = 167 p(laq)max = 167
(=1, Qmin = 29.648, p(—1,Q)mex = 632.736

degerleri hesaplanar. Buradan (2.2.18) ailesinin z = 1 veya z = —1 kikiine
sahip polinomu olmadigr gorilmektedir. Daha sonra algoritmanin 2. adima

uygulanarak (2.1.10) esitlikleri yardima ile en dar [by,b{], aralgu hesaplanar.
by, b] = [~101.818, — 2.204] N [—228.762, 27.732] = [~101.818, — 2.204]

bulunur. Yeni

Q =1[0,1] x [0,3] x [2,2] x [~101.818, —2.204]

kutusu olusturulur. f : @ — R3 maltilineer bir dontisiimdiir. Algoritmanin

diger adimlar uygulandiginda R3 te olusan politopun sifirt icerdigi goriiliir.
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Algoritmanin son adiminda @ kutusunun her bir kenary ikiye boliinerek elde
edilen yeni kutular tarafindan belirlenen politoplarin yine sifiry icerdigi gorilir.
Burada algoritmanin 3,4, 5 ve 6. advmlary defalarca tekrarlanarak her bir kenar
neredeyse tek noktaya doniisir. Bu durumda Algoritma 2.2.1 sirekli dongiiye

girmistir. Bu strekli dongiidekz,
g1 = 0.0458648839 ve g =0

degerleri alimirsa bu degerlere karsilik gelen (2.2.18) multilineer polinomlar
atlesinin koklery birim diskin sinirinda olan en az bir polinomu bulunmus olur.
Yapilan hesaplar nimerik oldugundan ailenin kararsizlvgine garanti etmek
i¢in koklerin sirekliligi teoremine gore qu ve qo degerleri (QQ kutusunda kalacak
sekilde biraz degistirilirse drnegin, ¢ = 0.05 ve qo = 0 alinwrsa ailede kok-
leri birim diskin disinda olan polinom bulunur. Buradan (2.2.18) multilineer

polinomlar ailest Schur kararl degildir.

Algoritma 2.2.1 multilineer polinomlar ailesinin Hurwitz kararliliginin in-

celenmesinde de kullamlabilir.

p(s,q) = ao(q) + ai(q)s + -+ an(q)s", q€Q (2.2.19)

ailesine bilineer doniigiim uygulanirsa,

(Z_l)np(ji’q) = <Z_1)”(a0(Q)+a1(Q)(zi>+
o)

= Go(q) +ai(q)z + -+ an(q)2"”

p(z,9) = ao(q) +ai(q)z+--+a,(q)2", q€Q (2.2.20)

(2.2.19) multilineer polinomlar ailesinin Hurwitz kararh olmasi, (2.2.20)
multilineer polinomlar ailesinin Schur kararli olmasina denktir. Bdylece bu

algoritma her iki kararlilik tipi i¢in de uygulanabilir.

25



3 SCHUR DIAGONAL KARARLILIK

Bu béliimde, Schur diagonal kararli matrisler tanimlanarak bazi ozellik-
leri ve diigiik dereceden matrislerin Schur diagonal kararliligi aragtirilmigtir.
Schur kararlilikta oldugu gibi bir matrisin 6zdegerlerine bakarak o matrisin
Schur diagonal kararli olup olmadigi belirlenemez. A ve B gibi iki matris ayni
ozdegerlere sahip iken A matrisi Schur diagonal kararli oldugu halde B matrisi
Schur diagonal kararl olmayabilir [14]. Schur diagonal kararli matris simifla-
rina Ornek olarak, Schur kararl simetrik ve Schur kararh {iggensel matrisler

verilebilir [14].

3.1 Schur Diagonal Kararli Matrislerin Baz1 Ozellikleri

Bu boéliimde, bir A matrisi Schur diagonal kararh ise, || < 1 kogulunu
saglayan her « gergel sayisi i¢in A matrisinin de Schur diagonal kararli oldugu
gosterilmigtir. Bir matris Hurwitz diagonal kararli ise, Cayley doniigiimii al-
tinda Schur diagonal kararli oldugu benzer olarak Schur diagonal kararli bir
matrisin ters Cayley doniigiimii ile Hurwitz diagonal kararli oldugu gosterile-

cektir.

Tanim 3.1.1. Eger a; > 0 ve i # j iken a;; = 0 ise A = (a;;) € RV

matrisine pozitif diagonal matris denir ve diag(aiy, ags, ..., any,) ile gosterilir.

Tanim 3.1.2. Eger i # j iken a;; < 0 ise A = (a;;) € R™™ matrisine Z

sinafindandir denir.

Tamim 3.1.3. A € R™ " matrisi verilsin. Egjer ATPA — P negatif belirli
olacak sekilde P pozitif diagonal matrisi varsa A matrisine Schur diagonal

kararly matris denir.

Tanim 3.1.4. A € R™" matrisi verilsin. Ejer AT P+ P A negatif belirli olacak
sekilde P pozitif diagonal matrisi varsa A matrisine Hurwitz diagonal kararh

matris denir.
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Onerme 3.1.5 ([14]). Her A € R™™ matrisi i¢in en az bir |a] < 1 sayst

vardir ki oA matrisi Schur diagonal kararly olur.

Onerme 3.1.6. A € R™*™ matrisi Schur diagonal kararl ise, her la] <1 igin

aA matrisi de Schur diagonal kararl olur.

Kanit. A matrisi Schur diagonal kararli olsun. Bu durumda P > 0 diagonal
matrisi icin ATPA — P < 0 olur. Stein esitsizligi kuadratik formda yazilirsa
sifirdan farkli her z € R™ i¢in 27 (ATPA — P)z < 0 olur. Buradan

2T (ATPAz) — 2" Pz < 0 (3.1.1)

dir. Eger @ = 0 ise @A = 0 olur ve 0 matrisi de Schur diagonal matristir. Eger
a # 0 ise,

P, = %P >0
olsun. Buradan

aATP.aA — P, <0

oldugu goriilebilir. Gergekten,

1 1 1
aA"P,aA— P, = o?’A"P,A— P, = AT —PA— <P =A"PA—- =P
a a a
olur. Sifirdan farkl her x € R™ icin
T( AT r 1 T (AT L 7
x' (A" PAz) — 2" — Pr =2 (A" PAr) — —a" Pz <0 (3.1.2)
a a

1
olur. Qiinkii |a| < Tigin — > 1dir. (3.1.1) saglandigindan (3.1.2) de saglanir.
a

Buradan aA matrisi Schur diagonal kararh olur. ]

Onerme 3.1.7. A Schur diagonal kararlh matris ise, (A+1)" (A—1I) Hurwitz

diagonal kararl, matrisdir.

Kanit. A Schur diagonal kararli matris olsun. P > 0 diagonal matrisi igin

2ATPA —2P <0
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dir. O zaman
2ATPA—-2P = (A" + )P(A— 1)+ (A" = P(A+1)=—-M, M >0

A"+ DHPA-D(A+ D'+ AT - P=-MA+I)"!

PA-DA+D" + AT+ D) (AT = )P = (A" + 1) 'M(A+ 1)

J

~~ g

B BT
PB+B'"P=—-(A"+D)"'MA+ID)™!

C cT

A Schur diagonal kararli matris oldugundan, (A + 1)~ ve (AT + I)~! vardir.
M pozitif belirli oldugundan,

[N
[SIES

M2C0T = KTK
K

cCMCT =CM

Her x € R, x # 0 icin 27 KT Kz > 0 olmahdur.
t"K"Kz = (Ko)" Ko = || Kz,
K=Mz2CT = M2((AT + )™
oldugundan K~! vardir. Her z € R",x # 0 igin ||Kz||> # 0 olur. O zaman
" K"Ke = (Ko)" Ko = ||Kz|]> > 0

béylece CMCT > 0 olur. (CMCT)T = CMCT oldugundan CMCT pozitif
belirli matristir.

BTP+PB <0

olur ve

A-DA+D ' =A+D)Y(A-1)
oldugu i¢in
(A+ D" A-D)"P+PA+I)"(A-1)<0
dir. Buradan (A + I)~*(A — I) matrisi Hurwitz diagonal kararh olur. O

28



Onerme 3.1.8. A Hurwitz diagonal kararl matris ise, (I —A)~'(I+ A) Schur

diagonal kararl matrisdir.

Kanit. A matrisi Hurwitz diagonal kararli olsun. P > 0 diagonal matrisi i¢in
24"P+2PA <0

(I+ AP +A)— (I - A"P(I — A)=—N, N >0

(I AT+ ANPI+A)(I - AP =P =—I—-A)INI - A)!
~ ~ / ~ 7 N —  — N’
BT B cT C

dir. A Hurwitz diagonal kararl matris oldugundan, (I — A)~! ve (I — AT)7!

vardir. N pozitif belirli matris oldugundan,

CTNC = CT(N})TN3C = (N3C) N3C = KTK
K

Her x € R", 2 # 0 icin 27 KT K2 > 0 oldugu gosterilmelidir.
" K'Ke = (Ko)" Kz = ||Kx||?,
K =N:0T = N2((1 - A)H)”
oldugu igin K~! vardir. Her z € R", z # 0 igin ||Kx||* # 0 olur. O zaman
t"KT'Ke = (Ko)' Ko = ||Kz||> > 0

buradan CTNC > 0 olur. (CTNC)T = CTNC oldugundan CTNC' pozitif
belirli matristir.

B'PB-P <0

olur. Ayrica

I-—A)'I+A4)=I+4)I—-A4)"
oldugundan
(I - AT+ A))"PI-A)I+A)—-P<0
yani (I — A)~!'(I + A) matrisi Schur diagonal kararh olur. O
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Bir matris Schur diagonal kararl ise, herhangi Q pozitif belirli matrisine
kargilik Stein denklemini saglayan bir tek D pozitif diagonal matrisi vardir.
Ancak Schur diagonal kararli matris igin Schur kararhlikta oldugu gibi [9] T
birim matrise kargilik pozitif diagonal D matrisinin her zaman bulunamayaca-

gma dair bir 6rnek verilmigtir.

Ornek 3.1.9.
0.1 0.2
0.3 04
matrist verilsin.
10 0.81 —0.26
P = >0 ve @ = >0
0 2 —0.26 1.64
matrisleri icin ATPA — P = —Q Stein denklemi saglanir. Buradan A matrisi

Schur diagonal kararl olur.

Ancak A matrisinin, Py pozitif diagonal bir matris olmak tizere,
ATPIA—P =1 (3.1.3)

denklemini saglamadige gorilmektedir. Gergekten,

A0
P = >0
0 X
olsun.
—0.99A1 + 0.09\; 0.02A; + 0.12A 10
ATPA— P = ! 2 ! 2| _
0.02A1 + 0.12X\5  0.04)\; — 0.84 ), 0 1
olmas i¢in
(
—0.99A; +0.09\, = -1
0.02A;1 +0.12X, = 0
0.02\; +0.12Xs = 0
0.04)\; — 0.84)\y, = -1

olmalidir. Bu denklem sistemini saglayan Ay, Ay > 0 bulunamadige i¢in ¢ozim
kiimesi bos kiimedir. Boylece (3.1.3) esitligini saglayan diagonal Py > 0 matrisi

bulunmamaktadar.
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Bir matris Schur diagonal kararl ise, Schur D-kararlidir. Fakat tersi her

zaman dogru degildir [14].

3.2 Sonlu Tane 2 x 2 Matris I¢in Stein Esitsizliklerinin

Ortak Diagonal Coziimiiniin Varhgi

Bu kisimda, sonlu tane 2 x 2 boyutlu Schur diagonal kararli matris i¢in
Stein egitsizligini saglayan ortak P pozitif diagonal matrisinin varligi i¢in gerek
ve yeter kosul verilmektedir. Bilindigi gibi 2 x 2 boyutlu matrislerde, Schur
diagonal kararlilik Schur D-kararliliga denktir [14] ve agagidaki gerek ve yeter
kosul gecerlidir.

Teorem 3.2.1 ([15]). A= o matrisinin Schur diagonal kararl olmas:
icin gerek ve yeter kosul
i) lad —be| < 1,
i) la+d| <1+ (ad — be),
iii) |la —d| <1 — (ad — bc)
esitsizliklerinin saglanmasidar.

A matrisi Schur diagonal kararli olsun. Bu durumda Schur diagonal ka-

rarliligin tanimindan en az bir P pozitif diagonal matrisi i¢in Stein egitsizligi

A0
saglanir. A > 0 olmak tizere, P = olsun. O zaman sifirdan farkh her
01
x
X = vektorii igin,
Y
x" (A"PA—P)x <0 (3.2.4)
olur.

x" (ATPA—P)x = (a®X =X+ *)z” +2(abX + cd)zy + (B°A + d* — 1)y°
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dir.
f=(a®X = X+ *)a? + 2(ab)\ + cd)zy + (VX + d* — 1)y? (3.2.5)

ve bir A degeri icin b\ 4+ d?> — 1 < 0 olsun. Bu durumda

f:—[\/—(bQ)\+d2—1)y— (abA + cd) )x]

VAt a2 —1
bA + cd)?
+ {a% - &%} 22 <0 (3.2.6)

bi¢iminde yazlabilir. x” (AT PA — P)x < 0 olmasi, sifirdan farkh her x vek-
torii icin f < 0 olmasia denktir. Sifirdan farkli her x vektorii igin f nin

negatif olabilmesi i¢in

(ab\ + cd)?

2)\—A 2_
a = P

<0 (3.2.7)
olmak zorundadir. Buradan son egitsizlik
VA + (2abed — 1+ a® + & — &*d* — B*)A +c* < 0 (3.2.8)

esitsizligine doniisiir.
Teorem 3.2.1 nin (i7) ve (¢ii) esitsizliklerinde her taraftan kare alinip taraf

tarafa toplanirsa,
2abcd — 14 a® + d* — a*d® — b*c* < 0 (3.2.9)
bulunur. Eger b = 0 ise, (3.2.8) esitsizligi
(—1+a®+d*—a?d®)A+ <0 (3.2.10)

esitsizligine doniiglir. Bu durumda (3.2.9) ve (3.2.10) dan

2

_ C
AR g

(3.2.11)

olur. Yani b =0 ise A € (A, 0c0) bulunur.
Eger b # 0 ise (3.2.8) in ¢oziimii
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- = —(2abed — 14 a® + d? — a?d*> — v?c?) — \/(2abed — 1 + a2 + d? — a2d? — b2c2?)2 — 4b2c2
B 2b?
ve
3 — —(2abed — 1+ a® + d? — a®d® — b?c?) + \/(2abed — 1 + a2 + d% — a2d? — b2c2)2 — 4b2¢2
B 202
olmak tizere,
AT <A< At (3.2.12)

dir. (3.2.9) dan A~ ve AT ifadelerindeki karekokler iyi tanmimhidir. Gergekten
de,
(2abed — 1+ a® + d* — a*d® — b*c?)* — 4b*c?

ifadesi
(—=bc+1—a—d+ad)(—bc—1+a—d+ad)(—bc—1—a+d+ad)(—bc+1+a+d+ad)

bigiminde garpanlarina ayrilmaktadir ve Teorem 3.2.1 in (ii) ve (7i7) kogulun-
dan,

(=bc+1—a—d+ad) >0, (~bc—1+a—d+ad) <0
(=bc—1—a+d+ad) <0, (bc+1+a+d+ad) >0

olup bunlarin ¢arpimi pozitif olacagindan karekokiin i¢i de pozitiftir.

0
Teorem 3.2.2. P = olmak tizere, ATPA — P < 0 olmast icin gerek
0 1

ve yeter kosul A € (A", \") olmasidir (Bu aralik, b = 0 ve b # 0 olmas

durumunda yukarida tanimlanmagtir).
Kanit b # 0 durumu i¢in yapilacaktir.
Kanit. <). A € (A7, A1) olsun. O zaman
PA+d>—1 < PAX +d°—1

< —2abed — 1 —a® + d® + a*d® + b** +

+\/(2abcd —14a?+ d? — a®d? — b?c?)? — 4b%?

IN

0
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oldugu goriilmektedir.

—2abed — 1 — a® + d* + a*d* + b*® + (3.2.13)

++/(2abcd — 1 4 a2 + d? — a2d? — b2¢2)? — 4b%c2 < 0
esitsizliginin saglandig1 gosterilebilir. 11k olarak,
—2abed — 1 — a® + &* + a*d* + b*c?
ifadesinin negatif oldugu kanitlanmaktadir.
—2abed — 1 — a® + d* + a*d* + v*c*> = (d—a)(d+a)— 1+ (ad — be)?
= (d—a)(d+a)+ (ad—bc—1)-
(ad — bc + 1)
dir. Buradan (3.2.13) esitsizligi
(a —d)(a+d) > (ad — bec — 1)(ad — bc + 1) (3.2.14)

esitsizligine doniigiir. Bu ise Teorem 3.2.1 in (7), (i¢) ve (i) kosullar yardimi

ile gosterilebilir.

(ad —bc—1) <0 ve (ad—bc+1) >0
oldugu i¢in
(ad —bc—1)(ad —bc+1) <0 (3.2.15)
dir. (3.2.15) esitsizligini ve a ile d nin alabilecegi biitiin degerleri de gézoniinde
bulundurarak (3.2.14) esitsizliginin dogru oldugu kanitlanabilir.
1. durum: —a < d < a olsun. Buradan a +d > 0 ve a — d > 0 olacag igin
(3.2.14) egitsizligi saglanir.
2. durum: —d <a <dolsun. a+d>0vea—d<0= —(a—d) >0 olur.
Kosul (ii) ve (i7i) den a+d < 1+ ad — bc ve —(a — d) < 1 — ad + be dir.
—(a—d)(a+d) < (14+ad—bc)(1—ad+ bc)
(a—d)(a+d) > (ad—bc+1)(ad—bc—1)
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oldugundan (3.2.14) esitsizligi saglanir.

3. durum: a < d < —a olsun. Buradan a +d < 0 ve a —d < 0 olup
carpimlar1 pozitif olacag i¢in (3.2.14) esitsizligi saglanir.

4. durum: d < a < —dolsun. a+d < 0= —(a+d) >0vea—d>0olur.

Kosul (i7) ve (iti) den —(a+d) < 1+ ad —bc ve (a —d) < 1 — ad + be dir.
—(a+d)(a—d) < (1+ad—"0bc)(1—ad+ bec)

(a—d)(a+d) > (ad—bc+1)(ad —bc—1)

oldugu igin (3.2.14) esitsizligi saglanir.
(3.2.14) ifadesinin dogrulugu kanitlandig: i¢gin buna denk olarak

—2abed — 1 — a® + d* + a*d® + b*c* < 0 (3.2.16)

oldugu gosterilmis olur.
(3.2.16) saglandigy igin (3.2.13) esitsizliginde kokiin oniindeki ifade saga

atilip her iki tarafin karesi alinirsa,

2
<\/(2abcd —1+4+a?+d? — a?d? — b?c?)? — 4b202> <

(2abed + 1+ a® — d* — a*d® — b*c?)?
veya
—4(—a —bed + ad?)* < 0

olur. Buradan da b*X + d*> — 1 < 0 oldugu goriilmiis olur. Bu durumda f

fonksiyonu

(abX + cd) ’
NEEra

2y o (abA + cd)? ]
+ [a A—A+c AT 1 (3.2.17)
x
seklinde yazilir. O zaman sifirdan farkli her x = vektorii i¢in f nin

Y
negatif olabilmesi i¢in gerek ve yeter kogul (3.2.17) de ikinci kare parantezin
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negatif olmasidir, yani
b’ A% + (2abed — 1+ a® + d* — a®d* — b’ )N+ c* < 0

olmasidir. Bunun igin ise A € (A7, AT) olmalidir. O halde P pozitif diagonal
matrisi icin ATPA — P < 0 olur.

x
=). Sifirdan farkli her x = vektoriii¢in f < Oolsun. x =0vey =1

degerleri icin

f=PA+d*>-1<0

olur. Buradan

2
(abX + cd)
= — —(PA+d? = 1)y — x| +
f [\/ ( )y Na ey
9 s  (abA+cd)* ]
x
yazilir. Sifirdan farkl her x = vektorii icin f < 0 olmasi i¢in gerek ve

Y
yeter kosul (3.2.18) de ikinci kare parantezin negatif olmasidir. Bunun i¢in ise

gerek ve yeter kogul A € (A7, AT) olmasidir. O

Bulunan A\ degerlerine bakilirsa bu degerlerin bir aralikta degistigi goriil-
mektedir. Sonug olarak, (3.2.11) veya (3.2.12) araligindan alinacak her A degeri
i¢in Stein egitsizligi saglanir. Fakat bu araligin disindan alinan herhangi A > 0
sayis1 i¢in Stein esitsizligi saglanmaz. Simdi sonlu tane Schur diagonal kararlh

A;, (1 = 1,2,...,k) matrisi verilsin. A; Schur diagonal kararli matrislerine
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kargihk A, < A < Al araligi bulunabilir. Yani,

A0
Ay Schur diagonal kararli matrisi igin =~ P, = !
0 1
Ao 0
Ay Schur diagonal kararhh matrisi igin = P, =
0 1
. L A 0
Ay Schur diagonal kararli matrisi i¢in = P, =
0 1

vardir.

L=0O" A0, (i=1,2,...k)

177

olsun. Bu durumda sonlu tane Schur diagonal kararli matris i¢in ortak P
pozitif diagonal matrisin var olmasi i¢in gerek ve yeter kosul olan asagidaki

teorem verilebilir.

Teorem 3.2.3. Ay, As, ..., Ag sonlu tane 2 x 2 boyutlu Schur diagonal kararh
matrisler olsun. Bu durumda {A;, As, ..., Ax} ailesi igin Stein egitsizligini
saglayan ortak P pozitif diagonal matrisinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

k

()i # 0

olmasudar.
A0 e . R
Kanit. =). P = pozitif diagonal matrisi { Ay, As, ..., Ay} ailesi igin
0 1
Stein egitsizliginin ortak ¢oziimii olsun. O zaman her i =1,2,... kigin A € [;

k k
ve \ € m[i olur. Boylece ﬂ]i # () dir.

=1 i=1

k k
<).i=1,2,..., k olmak iizere, ﬂ[i # () olsun. O zaman \ € ﬂ[i vardir.

i=1 =1
o A0 e
Bu durumda {A;, As, ..., Ag} ailesi igin ortak P = pozitif diagonal

0 1
matrisi var demektir.
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Ornek 3.2.4.

—-0.6 —0.3 0.8 0.3 —-0.6 —0.3
Al = 7A2 = 7A3 = )
—-0.7 —0.3 0.1 0.5 0.7 —-0.1
0.5 —0.3 0.5 —-04
A4 = aA5 =
0.7 04 —-0.8 0.2
Schur diagonal kararly matrislers verilsin. Her bir A;, 1 = 1,2,...,5 matrisine
karsihk P; = : s A < N < A pozitif diagonal matrisleri vardir. I
0 1

degerleri (3.2.12) esitsizligi yardima ile hesap edilirse,

Ay Schur diagonal kararly matrisi ig¢in, I, = (1.0800,5.0410)
A, " I, = (0.0411, 2.7022)
Az " I3 = (0.7737,7.0362)
Ay v I = (0.7054,7.7179)
As " I5 = (1.0984, 3.6415)

bulunur.

5
()i = max ), <A < min A = 1.0984 < \ < 2.7022

=1

dir. Boylece { Ay, Aa, As, As, A5} ailesi i¢in ortak

A0
P = , 1.0984 < A < 2.7022
0 1

pozitif diagonal matrisi bulunmus olur.

Ornek 3.2.5.

0.9 0.1 —-0.1 0.7
A = ve Ay =
—0.8 0.2 0.4 —-0.1

Schur diagonal kararly matrisleri verilsin. Ay matrisine karsilik

At 0 L A2 .
P = ve Ay matrisi i¢in de Py = pozitif diagonal mat-
0 1

risleri vardwr. (3.2.12) egitsizligi yardvma ile A\ € I; = (3.5061, 18.2538) wve
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Ay € Iy = (0.1645,1.9842) bulunur. Burada
Il N IQ — @
oldugundan {Ay, Ay} ailesi i¢in Teorem 3.2.3 e gore ortak P pozitif diagonal

matrisi yoktur.

3.3 3x3 Boyutlu Matrisin Schur Diagonal Kararhlig: I¢cin
Bir Yeter Kosul

Bu kisimda, 3 x 3 boyutlu matrisin Schur diagonal kararliligi i¢in bir yeter

kosul verilmektedir.

Teorem 3.3.1.
aix G2 13
A= ayn asx ay
az; Gaz2 @33
matrisi Schur kararly olsun. Eger i # j iken a;; > oyi, (1,5 = 1,2,3) ise,

A matrisi Schur diagonal kararlidwr. Burada aj; = (—1)7T|\my;| olup aj; nin

kofaktoridiir.

Kanit. A matrisi Schur kararli olsun. Bu durumda A matrisinin Cayley
doniigiimii altindaki goriintiisii olan B = (A 4+ I)7'(A — I) matrisi Hurwitz

kararl olur.

b1 —Qo1 + a2 —Q31 + a3
B=Fk| —ap+ay bao —Qzg + ag3 | s
—Q3 + a3z1 —Qoz + G392 b33

2
b= det(A) +tr(A) +p+1"

I = Q1 + Qe + 33 sayisi, A matrisinin baglica mindrleri toplama,

1
b11 = §(det(A) — t’f‘(A) — Q11 + Qoo + i3z + 2@11 - 1),
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1
622 = §(det(A) — tT(A) + Q11 — (99 + Q33 + 2&22 — 1),

1
bag = 5 (det(A) — tr(A) + an + az — ags + a3 — 1)

olur.

A matrisi Schur kararl oldugu igin Schur kararlilik kogullarindan biri olan
|det(A) +tr(A)| <1+ pu
kogulunu saglamasi gerekir [4]. Bu ise
—1—p<det(A) +tr(A) <1+pu

det(A) +tr(A)+1+pu>0

demektir ve buradan

2
- 0
dot(A) F (A + 14

olur. i # jiken a;; > ayy, (4, = 1,2,3) olup a;; —aj; > 0 oldugu i¢in B matrisi
—Z smifindandir. —Z smifinda, bir matrisin Hurwitz kararhiligiyla Hurwitz
diagonal kararlihgi denk oldugu i¢in [16] B matrisi Hurwitz diagonal kararh

olur.
B=(A+1)"'(A-1)
oldugundan
(A+1)B = (A-1)

A = (B+I)(I-B)!

A = (I-B)YB+1)
dir. B matrisi Hurwitz diagonal kararli matris olup, A matrisi ise B nin
Cayley dontigtimii altindaki goriintiisii oldugu igin A matrisi Schur diagonal

kararl olur. 0

Sonug 3.3.2.
a11 Q12 a3

A= Q21 QAg22 (23

31 Aaz2 G33
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Schur kararly matrisi verilsin. A matrisinin elemanlars,
aij(l + akk) 2 aikakj, Z 7’é j 7é k (3319)
kosulunu saglyor ise, Schur diagonal kararldur.

(3.3.19) kosulu acikga yazilirsa,

arp(1+azz) > aizas
agi(1+ass) > agsas
ags(1+ay) > asnams (3.3.20)
as(1+an) > asai
ai3(1+ag) > aiass
azi(1+axn) > aznan

elde edilir.
Eger A Schur kararh simetrik matris ise, (3.3.20) kogulunda esitsizlik sayisi

yariya iner ve

aia(1 + ass)

Vv

13032

\%

ass(l+an) > asas (3.3.21)
ais(1+asn) > ajsas

olur.
Ornek 3.3.3.
—0.3 0.2 0.1
A= 06 0.2 0.5
05 0.3 —-0.2

Schur kararly matrisi i¢in
o1 — 007, 31 — 008, 12 = 037, Q39 — 021, Q13 — 008, Qg3 = 0.19

dur. 1 # j tken a;; > aj; oldugu i¢in A matrisi Schur diagonal kararly olur.

Ornek 3.3.4.
g BB

B=|g6 58| 0<8<,
888
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Schur kararl matrisi i¢in i # j tken aj; = 0 ve by; = (8 oldugundan ¢ # j iken

bij > ay; dir. Buradan B matrisi Schur diagonal kararly olur.

3.4 Matrisler Segmentinin Schur Diagonal Kararlilig:
Bu kisimda, matrisler segmentinin Schur diagonal kararliligi aragtirilmigtir.

Tanim 3.4.1. A; € R™" ve Ay € R™™ matrisleri verilsin.
{AM1+ (1 —=NAy: A€ [0,1]}

matrisler kiimesine matrisler segmenti denir.

Onerme 3.4.2. z € R*, A € R™" ve P > 0 olmak tizere
f(A,P)=a2T(ATPA)x — 2" Px

fonksiyonu P ye gore lineer A ya gore konvekstir.

Kanit. f fonksiyonunun P ye gore lineerligi agik¢a goriilmektedir. f nin A

ya gore konveksligini kanitlamak igin

F: R — R
A — 2T(ATPA)x

fonksiyonunu tanimlansin. F' fonksiyonunun konveks oldugunu gérmek igin

olacak sekilde ¢ ve ¢ fonksiyonlar1 agagidaki gibi tanimlansin.
p(A) = Az

lineer doniisiim ve
U(y) =y' Py
olsun. v fonksiyonunun konveks oldugu goriilebilir. P > 0 pozitif belirli

matrisi i¢in ) = Pz > 0 matrisi de pozitif belirli simetrik matristir.

U(y) =y Q% =y QQy = (Qy)" Qy = ||Qy||*,
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ve norm fonksiyonu konveks oldugundan, ¢ (y) konveks fonksiyon olur.
F() = ¥(¢(+)) fonksiyonu konveks fonksiyonla lineer fonksiyonun bilegkesi
oldugundan, F' de konveks fonksiyon olur. Buradan, konveks fonksiyonla lineer

fonksiyonun farki konveks oldugu i¢in
f(A, P)=a2"(AT"PA)x — 2" Px
fonksiyonu konveks olur. ]

Onerme 3.4.3. P > 0 diagonal matrisi A; ve Ay matrislerine karsilik gelen
Stein egitsizliginin ortak ¢ézimi olsun. Bu durumda, P matrisi her X € [0, 1]

icin Ay + (1 — X\) Ay matrisine karsihik gelen Stein esitsizligini de saglar.

Kamt. P > 0 diagonal matrisi i¢cin AT PA; — P <0 ve ATPA; — P < 0 dir.

Bu ifadeler sifirdan farkl her z € R” i¢in kuadratik formda yazilirsa,
2T (ATPA)r — 2" Pr <0 ve 27 (AT PAy)z — 2" Pz <0

olur. f(A) = 2T(ATPA)x — 2T Pz < 0 fonksiyonu konveks fonksiyondur.

Konveks fonksiyonun tanimindan
FOAL + (1= XN)A2) < Af(A1)+ (1= N)f(A2) <0
olur. f nin tammmindan her A\ € [0, 1] i¢in
2T (AAL + (1= N A)TPOAA + (1= N Ay)x — 2" Pz < 0

bulunur. Bu ise P > 0 diagonal matrisinin her A € [0,1] i¢in AA; + (1 — \) A,

matrisine kargilik gelen Stein esitsizligini saglamasi demektir. ]
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4 KARARLI POLINOMLAR ve MATRISLER
AILESININ BUZULEBILIRLIGI
Bu boéliimde, 6nce tiim kokleri kompleks diizlemin basit baglantili, agik
bir alt kiimesinde olan n. dereceden gercel ve kompleks katsayili polinomlar
ailesinin biiziilebilirligi aragtirilmigtir. Daha sonra, n xn boyutlu kararli komp-

leks matrisler ailesinin tek noktaya biiziilebilir oldugu kanitlanmigtir. Diagonal

kararli ve D-kararli matrisler ailesinin biiziilebilirligi de aragtirilmigtir.

4.1 D-Kararl Polinomlar Ailesinin Biiziilebilirligi

D kompleks diizlemin basit baglantili, acik bir alt kiimesi olmak iizere,
tiim kokleri D bolgesinde olan polinoma D-kararli polinom denir. Tim n.

dereceden D-kararli polinomlar ailesi P ile gosterilsin. Bu durumda
P = {p(s) : p(s) D-kararh polinom}

dir. Eger p(s) polinomu n. dereceden gergel katsayili D-kararli polinom ise, D
bolgesi gercel eksene gore simetrik olmak zorundadir.

[17] ve [18] de Hurwitz kararl ve D-kararl polinomlar ailesinin polinomlar
uzayinda basit baglantili agik koni olugturdugu kanitlanmigtir. Bu ¢alismada,
n. dereceden D-kararli kompleks katsayili ve D-kararh gercel katsayili polinom-
lar ailesinin iki noktaya biiziilebilirligi kanitlanmigtir. Buna goére D-kararh
n. dereceden kompleks ve gercel katsayili polinomlar ailesi iki basit baglan-
tili kiimeden olusmaktadir. Ayrica, n. dereceden kompleks katsayili D-kararh
polinomlar ailesinin tek noktaya biiziillemedigi gosterilmektedir. Ozel olarak,
D bolgesi kompleks diizlemde sol agik yar1 diizlem segilirse, Hurwitz kararh
polinomlar ailesi elde edilir. n. dereceden gergel ve kompleks katsayili Hurwitz
kararli polinomlar ailesinin de iki noktaya biiziilebilirligi gosterilmistir. Benzer
olarak, D bolgesi kompleks diizlemde agik birim disk alinir ise Schur kararh

polinomlar ailesi elde edilir. n. dereceden Schur kararli polinomlar ailesinin de
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iki noktaya biiziilebilir oldugu gosterilmisgtir. Bu béliimde gerekli olacak bazi

tanim ve teoremler agagida verilmektedir.

Tanim 4.1.1. X metrik uzay, F : X x[0,1] — X sdrekli fonksiyon ve xg € X
olsun. Eger her x € X i¢in F(z,0) =z, F(z,1) = xo ise X kimesine xo € X

noktasina bizilebilir kiime denir.

Tanim 4.1.2. X yol baglantily metrik uzay olmak zere, I' C X keyfi kapal

bir egri olsun. Eger
1. Her x €T i¢in F(z,0) =z,
2. Her x € T igin F(z,1) = xg

olacak bigimde xo € X noktasi ve F': X x[0,1] — X sdrekli fonksiyonu varsa,

X kiimesine basit baglantily kiime denir.

Teorem 4.1.3 (Agik Doéniigiim Teoremi, [19]). Eger f fonksiyonu bir S € C
agik kimesi tzerinde sabit olmayan analitik fonksiyon ise w=f(z) donisimii

altinda S nin gorintisi de agik bir kiimedir.

Teorem 4.1.4 (Riemann Doniigiim Teoremi, [19]). Eger D C C bélgesi si-
nirinda birden fazla nokta olan basit baglantily bélge ise D bolgesinden birim

diske analitik, bire-bir, orten bir f fonksiyonu vardar.

Tim n. dereceden kompleks katsayili D-kararli polinomlar ailesi P ile gos-

terilmigti.
p(8) = aps" + ap 18"+ - +as + ag, (a, #0) (4.1.1)
polinomunun kokleri sy, 8o, ..., s, € D ise p(s) € P dir ve bu polinom
p(s) = an(s —s1)(s —s2) -+ (s — sp) (4.1.2)

bi¢iminde yazilabilir. P kiimesinin biiziilebilirligini incelemek igin

Py ={p(s): a, ¢ (—0,0), p(s) kompleks katsayili D-kararh polinom},
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Py ={p(s) : a, € (—,0), p(s) kompleks katsayili D-kararh polinom}
altkiimeleri tanimlansin. Bu durumda
P =PLUP,y
dir.

Teorem 4.1.5. D C C bélgesi basit baglantily ve sinirinda birden fazla nokta
olsun. Bu durumda s, € D olmak tizere, n. dereceden kompleks katsayily D-

kararl polinomlar ailesi ki noktaya bizilmektedir:

1. Py polinomlar ailesi (s — s.)™ polinomuna biizilir.

2. Py polinomlar ailesi —(s — s.)™ polinomuna bizilir.

Kanit. D bolgesi basit baglantili ve D bolgesinin sinirinda birden fazla nokta
oldugu i¢in Riemann doniisiim teoremine gére D bolgesinden birim diske ana-
litik, bire-bir ve orten f fonksiyonu vardir. f fonksiyonu bire-bir, 6rten oldugu
icin f~! ters fonksiyonu vardir. Acik doéniisiim teoremine gore f~! fonksiyonu
siireklidir. Gercekten, A C D keyfi acik kiime ise A nm f~! altindaki ters
gortintiisii f(A) dir ve f fonksiyonu D {izerinde analitik oldugundan A iizerinde

de analitiktir ve Agik Déniigiim Teoremine gore f(A) da agiktir.
fH0)=s.€D

olsun. p,(s) polinomu,

pi(s) = anls = A=) f(s)]] - [s = f A=) f(s2)]] -+ [s = (1 =) f(s0)]]

seklinde tanimlansin.



fonksiyonu siireklidir. Ayrica

F(p(s),0) = p(s),
F(p(s),1) = (s—s.)"

olur. (s — s,)" € Py dir. Buradan P; polinomlar ailesinin (s — s,)"

polinomuna biiziiliir.

F 7)2 X [0, 1] — PQ
= pt(

F(p(s),t) = (1—15)—81% a, € (—00,0)
fonksiyonu siireklidir ve
F(p(s),0) = p(s),
F(p(s),1) = —(s—s.)"

olur. —(s — s,)" € P, dir. Buradan da P, polinomlar ailesi —(s — s,)"

polinomuna biiziilmektedir.

]

n. dereceden kompleks katsayili D-kararli polinomlar ailesinin tek noktaya

biiziillemedigi gosterilebilir.
P = {p(s) : p(s) n. dereceden kompleks katsayilh Schur kararli polinom}

ailesi tanimlansin.

Teorem 4.1.6. n. dereceden kompleks katsayily Schur kararl polinomlar ailesi

PS tek noktaya biizilemez.

Kanait.

p(8) = 4p8" 4 ap_15" '+ - +a1s + ag

Schur kararli polinomun sagladigi gerekli kogula gore |ag| < |a,| dir. Olmayana

ergi yontemine gore, n. dereceden kompleks katsayili Schur kararli polinomlar
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ailesinin tek noktaya, once s" polinomuna biiziilmesinin miimkiin olamayacagi

kanitlansin. Bu durumda

F : PSx[0,1] — P
F(p(s),0) = p(s), (4.1.3)

F(p(s),1) = s"
siirekli fonksiyonu vardir. Eger

F(p(s),t) = falag,ar,...,an,t)s" + fai(ag,ay,... an,t)s" 1 4+

+f0(a07a17"‘)an7t) (414)
A ={(ag,a1,...,a,): p(s) n. dereceden Schur kararh polinom}
A=Ax0,1]

denilirse o zaman agagidakiler saglanmaktadir:

1. fi:A—C, (:1=0,1,...,n) fonksiyonlar: siireklidir,
2. filag,ay,...,a,,0) =a; (1=0,1,...,n
flaosar, - 0,0) = i, ) s
3. filag,aq,...,a,,1)=0, (1=0,1,...,n—1)
4. fulag,aq,...,a,,1) =1
(4.1.4) polinomu Schur kararh oldugundan, her (ag, a1, ..., a,,t) € A igin

(fO(a07a1a <o 7an7t)7fl(a07a17 CI aa'nat)7 e afn(a07a17 < 7an7t)) € Aa

|f0(a07a17 s 7an7t)| < |fn(a07ala s 7an7t)|
dir. Simdi
k. C—{0}x[0,1 —C— {0}
k(z,t) = f.(0,0,...,0,2,1)
———

n—tane

strekli fonksiyonu tanimlansin. (4.1.5) e gore

k(z,0) = f.(0,0,...,0,2,0) = =z
k(z,1) = f,(0,0,...,0,2,1) = 1
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dir ve k fonksiyonu iyi tanimlidir.

Yukaridaki kogullar altinda tanimlanan siirekli k£ fonksiyonu ile delinmis
kompleks diizlem bir noktaya, z = 1 noktasina biiziildii. Delinmig diizlem bir
noktaya biiziilemeyeceginden [20] n. dereceden Schur kararli polinomlar ailesi
s" polinomuna biiziilemez. Bu durumda bu kiime herhangi bir p.(s) € P
noktasina da biiziilemez. Gercekten, eger biiziilseydi o zaman her p(s) € P°
icin

F(p(s),0) = p(s),
F(p(s),1) = p.(s)
olacak bicimde

F:PSx[0,1] — PS
siirekli fonksiyonu bulunurdu.
f:PSx[1,2] —» PS
fonksiyonu s” ile p,(s) arasimndaki herhangi siirekli yolu gostersin.

F, = PSx[0,2] — PS
F(p(s),t), te]0,1]
fp(s),t), tel,2]

Fi(p(s),t) =

siirekli fonksiyonu tanimlandiginda,

F(p(s),0) = p(s),
F(p(s),1) = pu(s)
f(p(s),1) = pi(s)
f(p(s),2) = s"

olur. Bu durumda PS kiimesi F siirekli fonksiyonu yardimi ile s” polinomuna
da biiziiliirdii. Bu ise ¢eligkidir. O halde n. dereceden kompleks katsayili Schur

kararli polinomlar ailesi tek noktaya biiziilemez. ]

Teorem 4.1.7. D C C bolgesi basit baglantily ve D bélgesinin stmarinda birden
fazla nokta olsun. O zaman n. dereceden kompleks katsayils D-kararl polinom-

lar ailesi PS kiimesine homeomorfdur.
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Kanait.

n. dereceden D-kararli bir polinom olsun. D bdlgesi basit baglantili ve D
bolgesinin sinirinda birden fazla nokta oldugu i¢in Riemann doniigiim teoremi-
ne gore D bolgesinden birim diske analitik, bire-bir ve orten bir f fonksiyonu
vardir. f fonksiyonu analitik ve bire-bir oldugundan f~! ters fonksiyonu vardir.
Acik déniisiim teoremine gore f~* fonksiyonu siireklidir. f ve f~! fonksiyonlari
yardimi ile D kararh polinomlar ailesinden Schur kararli polinomlar ailesine bir
F homeomorfizmasi tanimlanabilir:

F : PP

Fp(s) = anls = f(s0)] - [s = fs2)] -+ [s = f(s)
dontistimii siirekli, bire-bir ve ortendir.
F' : PSP
FAp(s) = anls = f71GE)] - [s = 78]+ [s = f7(50)]

fonksiyonu da siireklidir. Buna gore P kiimesiyle P® kiimesi homeomorfdur.

]

Sonug 4.1.8. D bilgesi basit baglantily ve D nin sinirinda birden fazla nokta
olsun. n. dereceden kompleks katsayily D-kararl polinomlar ailesi tek noktaya

biiziilemez ve iki noktaya biizilmektedir.

Sonug 4.1.9. n. dereceden kompleks katsayily D-kararl polinomlar ailesi, ki
noktaya bizilebildiginden polinomlar uzayinda ki basit baglantily kiimenin bir-

lesimidir.

Sonug 4.1.10. n. dereceden kompleks katsayils D-kararl polinomlar ailesi yol

baglantilidr.
Agagida monik polinomlar ailesinin biiziilebilirligi aragtirilmaktadir.
Pi = {p(s) : p(s) n. dereceden kompleks katsayilh D-kararli monik polinom}

kiimesi tamimlansin.
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Onerme 4.1.11. D C C bélgesi basit baglantil ve D bélgesinin siarmda
birden fazla nokta olsun. Bu durumda s, € D olmak tizere, n. dereceden D-

kararly monik polinomlar ailesi (s — s,)™ polinomuna bizilmektedir.

Kanmt. Teorem 4.1.5 in kamitininda bahsedildigi gibi D bdlgesinden birim
diske analitik, bire-bir ve orten f fonksiyonu vardir. f fonksiyonu analitik
ve bire-bir oldugundan f~! ters fonksiyonu vardir. Acik déniisiim teoremine

gore f~! fonksiyonu siireklidir. f~(0) = s. € D ve p(s) € P} olsun.

F 7711 X [O, 1} — 'Pll
F(p(s),t) = [s=f A =6)f(s)l]-[s = A=) f(s2)]] -
s = A=) f(sa)]]

fonksiyonu siireklidir. Ayrica
F(p(s),0) = p(s),
F(p(s),1) = (s—s0)"

olur. (s — s,)™ € P} dir. Buradan P] polinomlar ailesi (s — s,)" polinomuna

buzulir. ]

Benzer sekilde, gercel katsayilh D-kararli polinomlar ailesinin biiziilebilirligi

de incelenebilir.
P = {p(s) : a, >0, p(s) gergel katsayil D-kararli polinom},

P = {p(s) : a, <0, p(s) gercel katsayili D-kararli polinom}

ayrik kiimeleri tanimlansin. Burada D bolgesi kompleks diizlemde gercel ek-

sene gore simetrik bir bolgedir.

Onerme 4.1.12. D C C bélgesi stnirinda birden fazla nokta olan basit baglan-
tily ve gercel eksene gore simetrik olan bir bolge ve n = 2k olsun. Bu durumda
S« € D olmak tizere, 2k. dereceden D kararly gercel katsayily polinomlar ailesi

ki noktaya bizilmektedir:

o1



1. Bas katsaysi pozitif olan polinomlardan olusan PR polinomlar ailesi

(s — s4) - (s = 5,)]F polinomuna biizilir.

2. Bas katsaysi negatif olan polinomlardan olusan PX polinomlar ailesi

—[(s = 8.) - (s = 3.)]* polinomuna biiziiliir.

Kanit. D bolgesi, D = D; U D} bicimindedir. Burada * igareti kompleks
eslenigi gostermektedir. Kompleks diizlemde birim disk B ile gosterilmisti.

4.1.3 ve 4.1.4 Teoremlerine gore
f . Dl — B

analitik, bire-bir, 6rten ve f~! ters fonksiyonu siirekli olan bir f fonksiyonu

vardir. f ve eglenik fonksiyon yardimi ile

g  Di—B
g(s) = [f(5)
fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda ¢ fonksiyonu siirekli, bire-bir, érten ve

g~ ! tersi de siirekli olan bir fonksiyondur.
f70) =5, €D

olsun.

olur. Buradan

dir.

pi(s) = anls = fTHA =) f(s)]] - [s = fHA =) f(s2)]] -+
s = ST = f(s)]] - [s — g7 (L= t)g(s)]]-
s =g A= 1g(s2)]] -+ [s — g7 (1 = D)g(su)l]

seklinde tanimlansin.
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F : PErx]0,1] — PF

Pt = e o >0

F(p(s),0) = p(s),
F(p(s),1) = [(s—s.)(s—5.)]"

ve [(s — s,) - (s — 5,)]" € PR dir. Buradan P polinomlar ailesi

[(s — s,) - (s — 5,)]* polinomuna biiziiliir.

F o PEx[0,1] — P
Fo(9.0) = s o<
fonksiyonu siireklidir. Ayrica
F(p(s),0) = p(s),
F(p(s),1) = —[(s—s)- (s —5)"

ve —[(s — s,) - (s — 5,)]" € PE dir. Buradan P¥ polinomlar ailesi

—[(s—s,) - (s —3,)]" polinomuna biiziilmektedir.

]

Sonug 4.1.13. D kararly gercel katsaylr ¢ift dereceli polinomlar ailesi iki nok-
taya buzilebildiginden, polinomlar uzayinda ki basit baglantily ayrik kiimenin

birlesimidir.

Onerme 4.1.14. D C C bélgesi sumrnda birden fazla nokta olan basit baglan-
tals, gercel eksene gore simetrik bolge ve n = 2k +1 olsun. Bu durumda s, € D
olmak tizere, (2k + 1). dereceden D kararl gercel katsayly polinomlar ailesi iki

noktaya biiziilmektedir:
1. PE polinomlar ailesi (s — s,)™ polinomuna biiziiliir.

2. PX polinomlar ailesi —(s — s.)™ polinomuna biiziiliir.
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Kanit. (4.1.1) polinomunun kokleri D = D;UD5 bolgesi iginde olur. D bolgesi
sinirinda birden fazla nokta olan basit baglantili, gergel eksene gore simetrik ve
gergel ekseni kesen (n nin tek olmasindan dolayi) bir bélge oldugu i¢in Riemann
doniisiim teoremine gére D bolgesinden birim diske analitik, bire-bir ve orten
f fonksiyonu vardir. f fonksiyonu bire-bir oldugundan f~! ters fonksiyonu
vardir. Acik doniisiim teoremine gore f~! fonksiyonu siireklidir. z, € B olmak
uzere

fz)=5.€D

gercel eksen iizerinde olsun.

pe(s) = anls = [T =) f(s0)]] - [s = F (A=) f (s2)]] -+ [s = f T (1= 1) f (s0)]

seklinde tanimlansin.

1.
F : PEx][0,1] — P}
pi(s)
F t) = ————, a, >0
w(s)t) = et e
fonksiyonu siireklidir. Ayrica
F(p(s),0) = p(s),
Fp(s),1) = (s—s)"
olur. (s —s,)" € P{ dir. Buradan Pf polinomlar ailesi (s — s,)" polino-
muna biizilir.
2.
F : PEx[0,1] — P}
= Pe(s)
F t) = ————, a, <0

F(p(s),0) = p(s),
F(p(s),1) = —(s—s.)"
olur. —(s — s,)" € P dir. Buradan da P5 polinomlar ailesi —(s — s,)"

polinomuna biiziiliir.
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Sonug 4.1.15. D kararl gercel katsayil tek dereceli polinomlar ailesi iki nok-
taya bizilebildiginden polinomlar uzaynda ikt basit baglantily ayrik kimenin

birlesimidir.

Sonug 4.1.16. P ve P3 kiimeleri ayrik olduklarindan n. dereceden gergel

katsayly D kararl polinomlar ailest tek noktaya biiziilemez.

D bolgesi kompleks diizlemde sol agik yar1 diizlem secilsin.

Pl = {p(s):a, ¢ (—o0,0), p(s) kompleks (gercel) katsayilh Hurwitz

kararli polinom},

Pt = {p(s):a, € (—0,0), p(s) kompleks (gergel) katsayih Hurwitz
kararli polinom},

seklinde tanimlansin.

Onerme 4.1.17. D = {s : s € C~} olsun. n. dereceden kompleks (gercel)

katsayly Hurwitz kararl polinomlar ailesi iki noktaya bizilmektedir:

1. PI* polinomlar ailesi (s + 1) polinomuna biiziliir.

2. Pt polinomlar ailesi —(s + 1)™ polinomuna biizilir.

Kanit. p polinomu (4.1.1) deki gibi kompleks (gercel) katsayih kokleri s;,
(1=1,2,...,n) olan Hurwitz kararli bir polinom olsun. p(s) polinomu (4.1.2)

seklinde yazilabilir. Simdi
pi(s) =ap[s — (L —=t)sy+t]-[s— (1 —t)sg+t]---[s — (1 —1)s, + 1]

polinomu tanimlansin.

1.
F : Pltx[0,1] —PH
P t) = e o (-0.0
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fonksiyonu siireklidir.

ve (s+1)" € PJ* dir. Buradan PJ* polinomlar ailesi (s+ 1)™ polinomuna

buzulir.

F . PIx[0,1] — P}
2 _ pe(s)

A=t)—ta, €70

F(p(s),0) = p(s),
F(p(s),1) = —(s+1)"

ve —(s+1)" € PJ oldugundan P}t polinomlar ailesi —(s+1)" polinomuna

buzulir.

O

Sonug 4.1.18. n. dereceden kompleks (gercel) katsayily Hurwitz kararl poli-

nomlar ailesi iki basit baglantily ayrik kiimenin birlesimadar.

D bolgesi kompleks diizlemde acik birim disk segilirse, Schur kararl poli-

nomlarin biiziilebilirliginden sézedilebilir. Bunun igin

PS = {p(s):a, ¢ (—00,0), p(s) kompleks (gercel) katsayili Schur

kararli polinom},

Ps = {p(s):a, € (—00,0), p(s) kompleks (gergel) katsayili Schur
kararli polinom},

olsun.

Onerme 4.1.19. D = {s : |s| < 1,5 € C} olsun. n. dereceden kompleks

(gercel) katsayuly Schur kararl polinomlar ailesi iki noktaya bizilmektedir:
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1. P¢ polinomlar ailesi s™ polinomuna biiziiliir.
2. Ps polinomlar ailesi —s™ polinomuna biizilmektedir.

Kanit. p polinomu (4.1.1) deki gibi kompleks (gercel) katsayili ve kokleri ve

|sil <1, (i =1,2,...,n) olan Schur kararli bir polinom olsun. p(s) polinomu

(4.1.2) geklinde yazilabilir.

pi(s) =ap[s — (L —t)s1] - [s — (1 —t)sa] -+ [s — (1 — t)s,]

seklinde tanimlansin.

1.
F o PEx[0,1] —PF
Fo(90) = e o (=500

fonksiyonu siireklidir.

F(p(s),0) = p(s),
F(p(s),1) = s"

dir. s" € P dir. Buradan P{ polinomlar ailesi s polinomuna biiziiliir.

F : PSx[0,1]—Ps
Fo(9).0) = s an e (.0

fonksiyonu siireklidir.

F(p(s),0) = p(s),
F(p(s),1) = —s"

—s" € Pg dir. Buradan P§ polinomlar ailesi —s" polinomuna biiziiliir.
O

Sonug 4.1.20. n. dereceden kompleks (gercel) katsayily Schur kararly polinom-

lar ailest ikt basit baglantily ayrik kumenin birlesimidir.
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4.2 Kararh Matrisler Ailesinin Biiziilebilirligi

Bu kisimda, n x n boyutlu kararli matrisler ailesinin tek noktaya biizii-
lebilir oldugu gosterilmistir. Diagonal kararli ve D-kararli matrisler ailesinin

biiziilebilirligi de aragtirilmigtir.

Onerme 4.2.1. S, n x n boyutlu Schur kararly kompleks (gercel) matrisler

atlest O matrisine buzilebilirdir.

Kanait.
F : S§x]0,1]—S8

F(At) = (1-t)A
stirekli fonksiyondur. A Schur kararli matris ise, her ¢ € [0,1] igin (1 —¢)A

matrisi de Schur kararh olur.
F(A,0)=A, F(A,1)=0

dir ve sifir matrisi Schur kararli matristir. Bu durumda n x n boyutlu Schur

kararli matrisler ailesi biiziilebilir kiimedir ve 0 matrisine biiziilebilir. [
Sonug 4.2.2. S ailesi basit baglantilidur.
I, n x n boyutlu birim matrisi gostersin.

Onerme 4.2.3. H, n x n boyutlu Hurwitz kararl kompleks (ger¢el) matrisler

atlest —I matrisine bizulebilirdir.

Kanait.
F : Hx[0,1] = H

F(AL) = (1-0A—tI

fonksiyonu siireklidir. %—t = « denirse, her t € (0,1) i¢in @ > 0 dir. A
matrisi Hurwitz kararl ise A—aJ matrisi de Hurwitz kararh olur. Gergekten, A
matrisinin keyfi 6zdegeri A ise, A matrisi Hurwitz kararli oldugu i¢in Re(\) < 0
dir. Ozdegerin tanimindan,
det(A—X) = 0
det(A— X —al+al) = 0
det(A—al —(A—a)l) = 0
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olur. a > 0 ve Re(\) < 0 oldugu i¢in Re(A — a) < 0 olur. Buradan A — ol

matrisinin de Hurwitz kararli oldugu goriliir. Ayrica
F(A0)=A, F(A1)=-1

dir ve —I matrisi Hurwitz kararhidir. Bu durumda n x n boyutlu Hurwitz

kararli matrisler ailesi biiziilebilir kiimedir ve —1 matrisine biiziilebilir. O

Sonug 4.2.4. 'H, n x n boyutlu Hurwitz kararle matrisler ailesi basit baglants-

ludar.

Onerme 4.2.5. D C C konveks kiime ve z, € D olsun. M, n x n boyutlu

D-kararly kompleks matrisler ailesi z, I matrisine buizilebilirdir.

Kanait.
F : Mx][0,1] =M
F(At) = (1—=t)A+tzd
strekli fonksiyondur. A matrisi D-kararli ise, (1 — t)A + ¢z, ] matrisi de
D-kararhdir. Ciinkii (1 — t)A + ¢z, ] matrisinin keyfi 6zdegeri A ise, sifirdan
farkl her x vektorii i¢in

(1-t)A+tzl)x = M

(A —tzy)
Ar = ———= 1
x T x, t#

—tzy)

olur. A matrisi D-kararh oldugu igin € D dir. Buradan

€ (1-t)D+tz

A
A = (1—t)d+tz, deD

dir. D kiimesi konveks oldugu i¢in A € D olur. Boylece (1 — t)A + tz.[
matrisinin de D-kararl oldugu gosterilmis olur.
F(A,0) = A, F(A,1) = 2.1

dir ve z,I matrisi D-kararlidir. Bu durumda, n x n boyutlu D-kararli matrisler

ailesi biiziilebilir kiimedir ve z,I matrisine biizilebilir. ]
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Sonug 4.2.6. D C C konveks kiime olmak tizere, M n x n boyutlu D-kararh

kompleks matrisler ailesi basit baglantilidur.

Sonug 4.2.7. D C C konveks kiime, DNR # () ve z, € D gergel eksen tizerinde
bir nokta olsun. n x n boyutlu D-kararly gercel matrisler ailesi biiziilebilir

kiimedir ve z,I matrisine bizilebilirdir.

Onerme 4.2.8. Dy, n x n boyutlu Schur diagonal kararl matrisler ailesi 0

matrisine buziulebilirdir.

Kanait.
F Dd X [0, 1] — Dd

F(At) = (1-t)A
stireklidir. A Schur diagonal kararh matris ise her ¢ € [0, 1] igin (1 —¢) A matrisi

de Onerme 3.1.6 e gore Schur diagonal kararl olur.
F(A,0)=A, F(A,1)=0

olur ve 0 matrisi Schur diagonal kararli matristir. Bu durumda n x n boyutlu
Schur diagonal kararli matrisler ailesi biiziilebilir kiimedir ve 0 matrisine bii-

zilebilir. O]

Sonug 4.2.9. Dy, n x n boyutlu Schur diagonal kararle matrisler ailesi basit

baglantilidr.

Onerme 4.2.10. D., n x n boyutlu Hurwitz diagonal kararly matrisler ailesi

—1I matrisine bizilebilirdir.

Kanait.
F : D.x[0,1] — D.

F(AL) = (1-0A—tI

t
, =a denirse, her t € (0,1) i¢in & > 0 dir. A matrisi

fonksiyonu siireklidir.
Hurwitz diagonal kararh ise A — ol matrisi de Hurwitz diagonal kararh olur.

Ciinkii, A matrisi Hurwitz diagonal kararli oldugundan, en az bir P pozitif
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diagonal matrisi icin Lyapunov esitsizligini saglar; yani ATP + PA < 0 dir.
Aymi P porzitif diagonal matrisi i¢in,
(A—al)"P+ P(A—al)=ATP4+ PA—2aP <0
=
<0 >

olur. Buradan A — ol Hurwitz diagonal kararli matristir.
F(A0)=A, F(A1)=—-1

dir. —7 matrisi Hurwitz diagonal kararlidir. Bu durumda n x n boyutlu
Hurwitz diagonal kararli matrisler ailesi biiziilebilir kiimedir ve —I matrisine

biiziilebilir. ]

Sonug 4.2.11. D., nxn boyutlu Hurwitz diagonal kararly matrisler ailesi basit

baglantilidr.

Onerme 4.2.12. I,, nxn boyutlu Schur D-kararl matrisler ailesi 0 matrisine

bliztilebilirdir.

Kanait.
F ]D)d X [0, 1] — ]Dd

F(At) = (1-tA
stirekli fonksiyondur. A Schur D-kararli matris ise her |D| < [ i¢in AD Schur
kararli matristir. Burada |D| < [ ile D = diag(dy,ds,...,d,), |d;| < 1,
(i =1,2,...,n) kastedilmektedir. Her ¢ € [0,1] igin (1 — ¢)AD matrisi Schur

kararl oldugu igin her ¢t € [0, 1] igin (1 — t) A matrisi Schur D-kararl olur.
F(A,0)=A, F(A,1)=0

dir ve 0 matrisi Schur D-kararli matristir. Bu durumda n x n boyutlu Schur

D-kararli matrisler ailesi biiziilebilir kiimedir ve 0 matrisine biuiziilebilir. O

Sonug 4.2.13. Dy, n x n boyutlu Schur D-kararly matrisler ailesi basit bag-

lantiladar.
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Onerme 4.2.14. ., 2 x 2 boyutlu Hurwitz D-kararl gercel matrisler ailesi

—1I matrisine buzilebilirdir.

Kanait.
F : D.x][0,1] — D.

F(At) = (1-tA—tI

t
, =a denirse, her t € (0,1) i¢in o > 0 dur.

siirekli fonksiyondur.

A=
c d

matrisi Hurwitz D-kararhi ise A — o matrisi de Hurwitz D-kararli olur. Ger-

cekten, A matrisi Hurwitz D-kararli ise her

d; 0
D= , dy,do >0
0 ds
diagonal matrisi i¢in

ad1 bd2
cd;  dds

AD =
matrisi Hurwitz kararh olur. AD matrisinin karakteristik polinomu,
pap(s) = s* — (ady + ddy)s + dyda(ad — be)
dir. 2. dereceden polinomun Hurwitz kararliligi kriterinden
ady + ddy < 0 ve dyds(ad — be) > 0 (4.2.6)

dir. D = I matrisi i¢cin A matrisi Hurwitz kararh olacagindan A matrisinin

kararkteristik polinomu,
pa(s) = s — (a+d)s+ ad — be
olup 2. dereceden polinomun Hurwitz kararliligi kriterinden

a+d<0vead—bc>0 (4.2.7)
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dir.
((l — Oé)dl bdg

Cdl (d — a)dz

(A—al)D =
matrisinin karakteristik polinomu ise,

p(A_a])D<8) = 82 + (Oé(dl + dg) — (CLdl + ddg)) S+
+ (ad — b+ o® — a(a + d)) didy

dir.  (4.2.6) ve (4.2.7) esitsizliklerinden p(a_qnp(s) polinomunun tiim kat-
sayilar1 pozitif oldugu icin p(a—arp(s) polinomu Hurwitz kararhdir. Buradan
(A—al)D matrisi Hurwitz kararli buradan da A—af matrisi Hurwitz D-kararl
olur.

F(A,0) = A, F(A,1)=—I

dir, —I matrisi Hurwitz D-kararli oldugundan 2 x 2 boyutlu Hurwitz D-kararh

gercel matrisler ailesi biiziilebilir kiimedir ve —I matrisine biiziilebilir. ]

Onerme 4.2.15. D,, 3 x 3 boyutlu Hurwitz D-kararl gercel matrisler ailesi

—1I matrisine buzilebilirdir.

Kanait.
F : D.x][0,1] — D,

F(AL) = (1-tA—tI

siirekli fonksiyondur.

— =a denirse, her t € (0,1) i¢in a > 0 dir. A matrisi
Hurwitz D-kararli ise A —«l matrisi de Hurwitz D-kararhi olur. Gergekten [21]
deki teoreme gore A matrisi Hurwitz D-kararli ise her D > 0 diagonal matrisi
icin A — D matrisi de Hurwitz D-kararhidir. Burada D = ol alimirsa A — ol

matrisi de Hurwitz D-kararlh matris olur.
F(A0)=A, F(A,1)=—-1

dir ve —I matrisi Hurwitz D-kararli oldugundan 3x3 boyutlu Hurwitz D-karar-

I1 gercel matrisler ailesi biiziilebilir kiimedir ve —I matrisine biiziilebilirdir. [J
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Sonug 4.2.16. D, 2 x 2 ve 3 x 3 boyutlu Hurwitz D-kararly matrisler ailesi
basit baglantilidar.

n X n boyutlu Hurwitz D-kararh gercel matrisler ailesinin biiziilebilir olup

olmadigi ise bilinmemektedir.
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5 KONVEKS YONLER, ARALIK
POLINOMLAR ve 2 x 2, 3 x 3 ARALIK
MATRISLER AILESI

Bu boliimde, kararli polinomlar uzayinda diigiik dereceli polinomlarin
Schur konveks yon olmasi i¢in gerek ve yeter kogullar verilmigtir. Matrisler
icin konveks yon kavrami ele alinmistir. Aralik polinomlar ailesinin kararlihig
i¢in bilinen teoremin Rantzer’in artim kogulu kullanilarak yeni bir kanit1 ya-
pilmigtir. 2 x 2 ve 3 x 3 aralik matrisler ailesinin giirbiiz kararliligi i¢in gerek

ve yeter kogullar verilmistir.

5.1 Polinomlar i¢in Schur Konveks Y6n Kavrami

Bu kisimda, giirbiiz kararhlikta onemli rol oynayan konveks yonlerden
bahsedilecek ve derecesi n < 3 olan bir polinomun Schur konveks yon olmasi

icin gerek ve yeter kogullar verilecektir.

Tamim 5.1.1. n. dereceden Schur (Hurwitz) kararl polinomlar uzaymnda,
asaqidaki kosullary saglayan ve derecesi m < n olan g(z) polinomuna Schur

(Hurwitz) konveks yon denir.

1. f(z) n. dereceden Schur (Hurwitz) kararh,
2. f(2)+ g(z) Schur (Hurwitz) kararh,
3. Her \ € [0,1] igin derece(f(2) + Ag(2)) = n iken,
her A € (0,1) igin f(z) + Ag(2) polinomu Schur (Hurwitz) kararlidar.

Sekil 5.1 den de agik¢a goriildiigii gibi, kararli polinomlar uzayinda her
A € [0,1] icin f(2)+Ag1(#) kararh kaldigindan, ¢; () polinomu konveks yondiir.
Diger taraftan, f(z) + Aga(z) polinomu en az bir A > 0 degeri i¢in kararsiz

oldugundan, g»(z) polinomu konveks yon degildir.
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kararli ve kararsiz polinomlar
arasindaki smir

f(2) + Aga(2)

f(2) + 92(2)

n. dereceden
kararsiz

polinomlar konveks yon degil

n. dereceden
kararli polinomlar

()
f(2) konveks yon
— >

f(2) f(2) +201(2)

Sekil 5.1: Polinomlar uzayinda konveks yonler

Teorem 5.1.2. g(z) polinomunun Schur konveks yon olmasu i¢in gerek ve yeter

kosul
s+1
s—1

g(s) = (s =1)" g( ) (5.1.1)

polinomunun Hurwitz konveks yon olmasidar.

Bu teorem, Hurwitz kararlilikla Schur kararlilik arasindaki bilinen baglan-
tinin bir sonucudur.
Tamim 5.1.3 ([1], [22]). Her w > 0, g(iw) # 0 i¢in

%arg(g(iw)) < sin2(ar2g£]§(iw)))

(5.1.2)

kosulunu saglayan g(s) polinomuna, “growth” artvm kosulunu saglayan polinom

denir.

Teorem 5.1.4 ([22]). (s) polinomunun Hurwitz konveks yon olmasu igin gerek

ve yeter kosul g(s) polinomunun (5.1.2) artim kosulunu saglamasidor.
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gliw) = z(w) + iy(w) (5.1.3)

olmak tizere, (5.1.2) artim kogulu agagidaki forma doniigtiiriilebilir [23]. Bu-

rada, x(w) ve y(w) gergel degerli fonksiyonlardir.

|z(w)y(w)|,Yw > 0 (5.1.4)

gl

Y (w)z(w) — 2 (w)y(w) <

' (w) ve y'(w) ile tiirev kastedilmektedir.
g(s) polinomu Hurwitz konveks yon ise, her k # 0 sayis1 i¢in kg (s) polinomu

da Hurwitz konveks yon olur [1].

5.1.1 I. Dereceden Schur Konveks Yon

g(z)=z+a

olsun. Bu durumda,

olur. §(s) polinomu igin (5.1.4) artim kogulu

1—a 1—a
<
1+a " |1+a

esitsizligine denktir. Bu esitsizlik tiim a # —1 degerleri i¢in saglanir.

Eger a = —1 olursa,

Bz =2 =12 () = (s = D] - 1) = als) =2

olur. Her sabit polinom Hurwitz konveks yon oldugundan, her a igin g¢1(2)

polinomu Schur konveks yon olur.

Sonug 5.1.2. Schur kararly polinomlar uzayinda 1. dereceden her polinom

Schur konveks yondiir.
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5.1.2 1II. Dereceden Schur Konveks Yon

g(2) =2 +bz+a

olsun.
N 2(1 - a) l+a—b
2
Gals) = s e T 1rary

l+a+b#0

olur. go(s) polinomu i¢in (5.1.4) artim kogulundan

2(1—a)< 1+a—b<
—_ veya ———————
l4+a+b— Y 14+a+b—

elde edilir.

Onerme 5.1.3. g2(2) polinomunun Schur konveks yon olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul
a>l,a+b>—1
veya
a<l,a+b< -1
veya
a—b< —-1l,a+b>-1
veya
a—b>—-1l,a+b< -1

olmasudar.
Buradan su sonug elde edilir.

Sonug 5.1.4. g5(z) polinomunun Schur konveks yon olmasy i¢in gerek ve yeter

kosul (a,b) vektorinin Sekil 5.2 deki taral bolgenin disinda olmasidar.

5.1.3 III. Dereceden Schur Konveks Yon

3. dereceden bir polinomun Hurwitz konveks yon olmasi i¢in bilinen ko-
sullar kullanilarak, 3. dereceden bir polinomun Schur konveks y6n olmasi igin

gerek ve yeter kosul verilebilir.
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Sekil 5.2: II. dereceden Schur konveks yonlere kargilik gelen bolgenin tiimleyeni

Yardimc1 Teorem 5.1.4 (|23|). 3. dereceden c(s) = s* + as? + 3s + v poli-

nomunun Hurwitz konveks yon olmast i¢in gerek ve yeter kosul
af < v veya aw* — 2yw? + By < 0, Yw >0 (5.1.5)
olmasidar.

Yukaridaki Yardimci Teorem daha da iyilestirilerek asagidaki sonug elde

edilmigtir.

Sonug 5.1.5. ¢(s) polinomunun (5.1.5) artim kosulunu saglamas i¢in gerek
ve yeter kosul

af <y wveyaa <0, <0, v>0 (5.1.6)

olmasidar.

Kanit.
aw* — 2yw? + By <0 (5.1.7)

esitsizligini arastirmak icin w? = t olsun. Buradan

sup(at® — 2yt + Bv) <0 (5.1.8)
>0
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olur.

aff >, sup (at2 — 29t + ﬁv) <0 (5.1.9)

t>0

esitsizlikleri dogru ise

a<0, 6<0,v>0 (5.1.10)

oldugunu gostermek gerekmektedir.

a > 0 olsun. t — oo iken at? — 2yt + 3y — oo olacagindan, (5.1.8)
esitsizligi saglanmaz, bu durumda « > 0 olamaz. (5.1.9) ifadesinin ikinci
esitsizligine gore a < 0 olmalidir. a = 0 olmasi1 da miimkiin degildir. Eger
a = 0 olursa, (5.1.9) dan v < 0 elde edilir, bu ise (5.1.9) ifadesinin ikinci

esitsizligine celigkidir. Dolayisiyla a@ < 0 dir. Bu durumda

2
sup (t2——7t+@> >0 (5.1.11)

t>0 04 a
elde edilir. (5.1.11) in gergeklesmesi i¢in parantez igindeki ii¢ terimlinin A

diskirminanti i¢in ii¢ durum vardir:
1. A=0,
2. A <O,
3. A > 0, ancak ti¢terimlinin ¢; ve to kdklerinin her ikisi pozitif degil.

1. durumda,
1
A= (- af) =0

dir. (5.1.9) ifadesinin ilk esitsizliginde v — a8 < 0 oldugu igin v = 0 bulunur.
2. durumda,

1

a2

A= ol )| <0

7 —of
——
<0

oldugundan, v > 0 elde edilir.
3. durumda, A > 0 dan y(y — aff) > 0, buradan da v < 0 elde edilir. Bu

esitsizlik ise, a < 0 esitsizligi ile birlikte
2
ttty=—1 <0
a
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esitsizligi ile ¢eligir. Yani 3. durum gercgeklegemez.
Diger taraftan, a < 0, v > 0 ise a8 > 7 esitsizliginden, § < 0 elde edilir.
Tersine, (5.1.6) esitsizliginden, (5.1.5) in ¢iktigr agiktir. O

Elde edilen Sonug 5.1.5, 3. dereceden polinomun Schur konveks yon olmasi

problemine uygulanabilir.

g3(2) =2° + ez +bz+a

olsun.
3—3a—b+c 3+3a—b—-—c 1l—-a+b-c
gs(s) = s° ? 14-a+b 0
9a(s) Tt avbrce  Titatbre Itatbre tatbie#
« 5 ¥
olur. g3(s) polinomunun (5.1.6) esitsizliklerini saglamasi igin
a’+b—ac—1>0veya
3—3a—-b+c 3+3a—b—c< 1—a+b—c>

Y Y

< _—
l+a+b+c l+a+b+c = " 1l4+a+b+c ™
olmalidir. O halde, 3. dereceden bir polinomun Schur konveks yon olmasi i¢in

su sonug elde edilir.

Sonug 5.1.6. g3(2) polinomunun Schur konveks yon olmasu i¢in gerek ve yeter

kosul
A: a>+b—ac—1>0
veya
4 )\ 4 3\
A1 1+a+b+c>0 Bi:1+a+b+c<0
Ay: 3—3a—b+c<0 By: 3—3a—b+c¢>0
> veya
As: 34+3a—b—c<0 Bs: 34+3a—b—c>0
\ Ay: 1—a+b—c>0 ) | By: 1—a+b—c<0
olmasidar.
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3. dereceden bir polinomun Schur konveks yon oldugu bolge Sonug 5.1.6 da

verilmistir ve bu bolge KC ile gosterilsin.
/C:AU{A1ﬂAgﬂAgﬂA4}U{BlﬂBgﬂBgﬂB4}
olur. Bu bolgenin tiimleyeni alindiginda,

K'=AN{AUA,UA;UA,}N{B,UB,UB,UB,}

dir. Yani
A ad?+b—ac—1<0
ve

Al:1+a+b+c<0 \ ( B;:1+a+b+620\
veya veya

Ay 3—3a—b+c>0 By: 3—-3a—b+c<0
veya ve veya

Ay 34+3a—-b—c>0 By: 3+3a—b—c<0
veya veya

A 1—a+b—c<0 By:1—a+b—c>0

\ W \

bulunur. Tiimleyenin olusturdugu K bolgesinden 6rnegin
A ={(a,b,¢): a®* +b—ac—1<0}
Al ={(a,b,¢): 1+a+b+c <0}
By = {(a,b,c) :3+3a—b—c<0}

esitsizlikleri ele alinip, b = 0, a = —n, ¢ = 2a segilirse,

—n?—1— —00
——

n—oo

olacagmdan, A" N A N B niin sirsiz oldugu goriiliir. Buradan X' bolgesi

simirsizdir.
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Sonug olarak, 2. dereceden Schur konveks yon olmayan polinomlarin kat-
sayilarinin olugturdugu boélge siirli olmasina ragmen, 3. dereceden Schur kon-

veks yon olmayan polinomlarda bdyle bolge sinirsizdir.

Ornek 5.1.7.

p1(2) = a3z’ + ax2* + a1z + ag
pQ(Z) = b323 -+ 6222 + b12 —+ b()
simetrik kissmlar, ayni olan polinomlar ise, ps(z) — p1(z) Schur konveks yon

olur. Simetrik kisimlarimin ayni olmass,

ag + ag = bo+b3
a; +ap = b1+b2

esitliklerinin saglanmasiy demektir. Gergekten,

by —a by —a by — a
3 2 2 9 1 1 0 0
_ — (ba —
p2(2) — p1(2) Z° by — a3 bs — a3 bs — a3 (bs — as)
—— v ——
olur.
a1+a2:b1+b2$b1—a1 :—(bg—ag)
a0+a3:b0+b3@bg—agz—(bo—ag)
dar.
by — ao by — ag 1
a = = = —
bs — a3 —(bo - @0)
bulunur.

pa2(2) —pi1(2) in Schur konveks yon olmasy igin, II1. dereceden Schur konveks
yon kosullarindan birini saglamas: gerekir. Burada a®> +b—ac —1 > 0 kosulu

saglanwr. Gergekten elde edilen degerler yerine yazilirsa,

bl—al bg—ag bl—a1+b2—a2
( ) bg—ag ( bg—ag bg—CLg
_ bl—al—(bl—ch):O
b3—a3

bulunur. O halde, ps(2) — p1(2) Schur konveks yondiir.

73



5.2 Matrisler I¢in Schur Konveks Y6én Kavram

Polinomlarin giirbiiz Schur ve Hurwitz kararliliginin incelenmesinde kon-
veks yon kavrami sik kullanilmigtir. Fakat matrisler i¢in konveks yon kavra-
mina daha az deginilmistir. [24] makalesinde, matrisler i¢in Hurwitz konveks
yonler karakterize edilmigtir. Burada ise Schur kararli matrisler uzayimda bir
matrisin Schur konveks yon olmasi i¢in gerek ve yeter kosul olan bilinen bir

teorem verilecektir.

Tanim 5.2.1. n X n Schur (Hurwitz) kararle matrisler uzayinda, A matrisi
Schur (Hurwitz) kararl ve A+ G matrisi de Schur (Hurwitz) kararl iken, her
A € (0,1) igin A+MG matrisi de Schur (Hurwitz) kararl oluyor ise G matrisine

Schur (Hurwitz) konveks yon denir.

Tamim 5.2.2. Eger tekil olmayan bir S € R™™ matrisi icin B = S™1AS
esitligi saglanwyor ise, B € R™"™ matrisine A € R™"™ matrisine benzerdir

denir.

Schur kararli matrisler uzayinda konveks yonlerin bir ka¢ 6zel simifta top-

landigin1 karakterize eden teorem su sekildedir.

Teorem 5.2.3 (|25]). G matrisinin Schur konveks yon olmasu i¢in gerek ve

yeter kosul asagidaki matrislerden birine benzer olmasidar.

i)GleéIn
0 « a 0
ZZ)GQZ ,ng
0 0 0
0 a O
i) Go= |0 0 0
0 0 0

Burada I,, matrisi n X n birim matris, « ise gercel sayidur.
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Ornek 5.2.4. 2 x 2 boyutlu Schur kararl matrisler uzayinda,

0 2
C, =
0 0
matrisi Schur konveks yon iken,
0.7 0
Oy =
0 0.2

matrisi Schur konveks yon degildir. Ornegin,

—1.5 1.6
—0.8 1.5

Schur kararl matrisi ele albindiginda, A + Cy ve A 4+ Cy matrisleri de Schur

kararlidir. Her A € [0,1] i¢in A+ ACy in Schur kararl oldugu gorilebilir.

—1.54+0.7A 1.6
—0.8 1.5+ 0.2)

A+ N\Cy =

matrisi ise, A = 0.7 degeri i¢in Schur kararl degildir.

5.3 Aralik Polinomlar Ailesinin Schur Kararlilig:

Bu boéliimde, kararli polinomlar uzayinda Schur konveks yon kavraminin
bir uygulamasi olan aralik polinomlar ailesinin Schur kararliligi incelenecektir.

Q uc noktalar1 {q'} olan bir kutu olsun.

n

plz.q) = g g (5.3.12)

=0

seklinde aralik polinomu tanimlansin ve

Pr={p(1q): q€Q} (5.3.13)

aralik polinomlar ailesini gostersin. Kharitonov Teoremine gore [26], @ ku-
tusunun ug¢ noktalarina karsilik gelen 6zel se¢ilmig dort tane polinomun Hur-

witz kararli olmasi aralik polinomlar ailesinin giirbiiz Hurwitz kararli olmasi
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icin gerek ve yeter kosuldur. Fakat () kutusunun ug¢ noktalarina kargilik ge-
len polinomlarin Schur kararl olmasi aralik polinomlar ailesinin giirbiiz Schur

kararliligi i¢in yeterli degildir. Buna karsit bir 6rnek verilmektedir.

Ornek 5.3.1 ([27]).
L1717, 3, 1

= - — —z°— = 5.3.14
aralik polinomlar ailesinin giirbiiz Schur kararllige arastirilsin.
17 17 . L .
q=—g igin p(z, _§> polinomunun kékleri z; 5 ~ 0.786 £ 0.5961,

23~ 0.924, z4 ~ —0.371 dir ve kompleks diizlemde a¢ik birim diskin i¢indedir.
q= %7 icin p(z, %7) polinomunun kékleri de z; o ~ 0.786+0.5961, 23 ~ —0.924,
z4 =~ 0.371 dir ve kompleks diizlemde agik birim diskin i¢indedir. Ama ¢ = 0
icin p(z,0) polinomunun kokleri z; o ~ £1.303i, 23,4 ~ +0.4433 dur ve p(z,0)
polinomunun tim kékleri kompleks dizlemde agik birim diskin i¢inde degildir.

Buradan (5.3.14) aralik polinomlar ailesi Schur kararly degildir.

@ kutusunun ug noktalarinin kararliigindan tiim ailenin Schur kararlilig
gikmadigina gore aralik polinomlar ailesinin Schur kararliligini test etmek igin
yeni teoremlere ihtiya¢ duyulmugtur. Bunlardan [28| deki ve biraz daha gelig-
tirilmig hali Teorem 5.3.3 tiir ve [29] makalesinde verilmistir. Burada ise Teo-
rem 5.3.3 Schur kararli polinomlar uzayinda konveks yon kavramindan yarar-

lanilarak yeniden kanitlanmaktadir.

Tanim 5.3.2 (“Nontriviality” Kosulu).

Lo = Zq[ ve pg = Zq:r olsun. Eger
i=0 i=0

pe < 0 veya pg >0
ise, (5.3.12) aralik polinomuna “Nontriviality” kosulunu saglar denir.

Teorem 5.3.3. Q ug noktalarr {q'} olan bir kutu olsun, Pr aralik polinomlar

ailesi verilsin ve “nontriviality” kosulu saglansin. Ayrica

V . . (n+1) L - _ .+t
Eger n tek ise, i=-+75=+1,--- ,nigin q =g

Eger n ¢ift ise, i=241-,nigin ¢ =q
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olsun. Bu durumda Pz ailesinin giirbiiz Schur kararl olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul p(z,q') u¢ polinomlarimin Schur kararh olmasidr.

Kanit. Kamitin gerekli kogulu agiktir. Pz ailesi giirbiiz Schur kararl olsun.
p(z,q') € Pr oldugu icin p(z,q') ug polinomlar: da Schur kararli olur.
Simdi yeterliligi kanitlamak icin p(z, q') ug polinomlar: Schur kararh olsun.

Bu durumda ailenin giirbiiz Schur kararli oldugu gosterilecektir.

p(z,q) = 2" + @2+ a2+, 9€Q

polinomunun bilineer doniigiim altindaki goriintiisii,

Bs.q) = <s—1>”p(3“,q)

s—1

_ ( 1)n s+1 n+ s+1 n_1+ N s+ 1 n
= (s an P Qn—1 p— 0 — %
= s+ )" +qua(s+1)" (s —1)+-+

+a(s+1)(s—1)" (s —1)" (5.3.15)

dir. Pz aralik polinomlar ailesinin giirbiiz Schur kararli olmasi i¢in gerek ve
yeter kogul

Pr={i(~q):a€qQ}
polinomlar ailesinin giirbiiz Hurwitz kararli olmasidir. (5.3.15) den de go-

riildiigii gibi s™ nin katsayisi Z% dir. “Nontriviality” kosulu bu toplamin
=0

sifir olmasini engeller, buradan Pz ailesi invaryant derecelidir. Baglangigta ug
polinomlar Schur kararlh kabul edilmisti, bilineer déniigiim ile her bir p(s,q')
polinomu Hurwitz kararli olur. Simdi 73; ailesinin Hurwitz kararh oldugu gos-
terilebilir.

n = 2m — 1 olsun. p(s,q) afin belirsizlik yapisina sahip oldugu i¢in Kenar

Teoremi kullamlabilir [1]. Bu ailenin herhangi bir kenari i¢in dyle
n+1

k< = m vardir ki ¢ # k i¢in ¢; = qii ve ¢ = k i¢in ise, q; parametresi

¢ » 4] araliginda degismektedir:

Pr(s, ) = qe(s + 1" (s = )" F 4+ " gF(s + 1)i(s — )" (5.3.16)
itk
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. <aq < g

Bu kenar ¢, = g;, ve ¢, = q; degerleri i¢in Hurwitz kararhdir.
Her qr € (g5, ,q; ) degeri i¢in (5.3.16) kenar polinomunun Hurwitz kararli

oldugu gosterilirse, 7/5; ailesinin Hurwitz kararlihigi kanitlanmis olur. Bunun

i¢in,
(s, ar) = @i (s +1)"(s — 1)"*’i+z ¢GF(s+1)i(s—1)"" (5.3.17)
a(s) 7k
denkleminde g(s) = (s + 1)¥(s — 1)"* polinomunun Hurwitz konveks yon

oldugu gosterilmesi yeterlidir.
Her w > 0 igin ¢(s) nin artim kogulunu sagladig1 gosterilmelidir. Bunun

i¢in buna denk olan (5.1.4) esitsizliginin gergeklegtirdigini gostermek yeterlidir.

gliw) = (w+ 1w — 1)t
= [V1+w?(cosy +isin go)]k
[V +w?(cos(m — @) + isin(m — ¢)
= (VI+ )" [cos(kp) + isin(ky)] -
~eos ((n = k)(m — @) +isin((n — k)(7 — ¢))]
= (14 w?)? [cos ((n — k)m — (n — k) + ko) +
(n=k)m —(n—k)p + ko)
)% [cos ((n — ) — (1 — 2k)p) +
+ isin((n — k)T — (n — 2k)p)]
= (1+ w2)% [(=1)" " cos ((n — 2k)p)] +

[ /

1"

+ isin ((n —

|3

= (1+w?

z(w)

+i (14+w?)® [(—=1)"* sin ((n — 2k)¢)]

e

y(w)

g(iw) = z(w) + iy(w)

yazilabilir. z(w) ve y(w) fonksiyonlarimin tiirevleri hesaplanirsa,

2 (w) = (-1)"""(1+ wQ)%_l [nw cos ((n — 2k)p) — (n — 2k) sin ((n — 2k)p)]

-1

y'(w) = (-1)"" (14 w2)% [nwsin ((n — 2k)p) + (n — 2k) cos ((n — 2k)p)]
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bulunur. Her w > 0 i¢in artim kosulunun dengi olan

|z (w)y(w)| (5.3.18)

S

Y (w)z(w) — ' (w)y(w) <
esitsizliginin saglandigini gormek yeterlidir.

y (w)e(w) = (=120 (1 4+ w?)* ! nwsin ((n — 2k)p) +
+ (n — 2k) cos ((n — 2k)¢)] - cos ((n — 2k)p)

Pwly(w) = (=12 4 w2 fwcos (n — 26)¢) —
— (n—2k)sin ((n — 2k)p)] - sin ((n — 2k)p)

Y (w)z(w) —2'(w)y(w) = —(1+w*)"" (n - 2k) [cos® ((n — 2k)¢) +
+ sin® ((n — 2k)y)]

= —(1+w*)""(n—2k) (5.3.19)

rly(e)] = |1+ w?) (=12 P cos (n — 2K)g)sin ((n — 2K))

1 2\n
= LU0 2 ((n - 20)p)
1 2\n
— % - |sin(~2¢)]
1 2\n
- % - sin(2¢p)
1 2\n
2w
1 2\n :
_ (1+w’)" smngOSQw
w cos
(1 +w?)" tan @
w 1+ tan2g0
(1 +w?)" w
w 14 w?
= (1+w*)"! (5.3.20)

(5.3.19) ve (5.3.20) esitlikleri yardimi ile (5.3.18) yeniden yazilirsa,
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Y wpe(w) - ' (wy(w) < —la(w)y(w)| (5.3.21)
—4 ) (- 2k) < (L)
2k—n < 1
E < m

bulunur. Buradan g¢(s) polinomu Hurwitz konveks yondiir.

(5.3.16) kenar polinomununun ug polinomlar1 Hurwitz kararh idi. & < m
i¢in g(s) Hurwitz konveks yon oldugundan, (5.3.16) kenar polinomu Hurwitz
kararli olur. Kenar Teoremine gore, katsayilar: afin belirsizlik yapisina sahip
73; polinomlar ailesinin Hurwitz kararliligi tiim kenarlarinin Hurwitz kararlilig
ile test edilebilir. Tiim kenarlar kararli oldugu i¢in aile Hurwitz kararli olur.
O halde Pz aralik polinomlar ailesi Schur kararhdir.

n’nin ¢ift oldugu durum da benzer yolla kanitlanir.

]

Simdi ise, gergel katsayili aralik polinomlar ailesinin Schur kararliligi igin
bilinen bazi gerekli kogullar verilecektir. Burada, kompleks analizin bazi teo-
remlerinden yararlanilmig ve iki bag katsay1 yardimi ile ailenin Schur kararlilig:

i¢in gerekli kosullar verilmigtir.

Teorem 5.3.4 ([30]). g, > 0 ve n+1 tane gercel aralik I, = [q; , q;'] seklinde

n

gosterilsin. p(z) = Zqizi, ¢ € I;, n. dereceden aralik polinomlar ailest ol-

=0
sun. Eger ailede her polinom Schur kararl ise, bu durumda asagidaki kosullar

saglanar:

max{|q, 1|, [gn_1|} <2 (ln+ (%) + (J) s (5.3.22)

1
In*(x) := max(0,Inx) ve C := <F4(21>/47T2> < 4.38
Eger ¢ — g, = 0 ise (5.3.22) esitsizliginin sag tarafi oo olur.
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Eger ¢ — ¢, =2-t-q, ise (5.3.22) esitsizligi

1
wox(lg bl <2 (' (5) +0) o

2t
esitsizligine doniisiir.
Yukaridaki teoremden yararlanilarak asagidaki gerekli kogullar da elde edi-

lebilir.

Teorem 5.3.5 ([31]). ¢, > 0 ve n+ 1 tane gercel aralik I, = [q; , q;'] seklinde
gosterilsin. p(z) = Zqizi, q; € I;, n. dereceden aralk polinomlar ailesi ve
i=0

g —q, =2-t-q, olsun. Eger ailede her polinom Schur kararl ise bu durumda

asagqudaki kosul saglanwr: C := (I*(3)/47?) olmak iizere,

1
max{|g, |, g1} < (1 +1) (2 In (1 + ;) + C) g (5.3.23)

dur.

Teorem 5.3.6 ([31]). ¢, > 0 ve n+ 1 tane gercel aralik I, = [q; , q;'] seklinde
gosterilsin. p(z) = Zqizi, q; € I;, n. dereceden aralik polinomlar ailesi ve
=0

qr—q, =2-t-q, olsun. Eger ailede her polinom Schur kararl ise bu durumda

asagqidaks kosul saglanar:

1
max{|g, |, g1} < 4- (1 + %) g, (5.3.24)

dar.

Teorem 5.3.7 ([31]). g, > 0 ve n+ 1 tane gercel aralik I; = [q; , q;'] seklinde

gosterilsin. p(z) = Zqizi, q; € I;, n. dereceden aralik polinomlar ailesi olsun.

Eger ailede her polm_om Schur kararly ise bu durumda
Gy — Gy 40 gy (5.3.25)

dar.

81



5.4 2 x 2 ve 3 x 3 Aralik Matrisler Ailesinin Kararhlig:

Bu kisimda, 2 x 2 aralik matrisler ailesinin Schur kararliligt ve 3 x 3
aralik matrisler ailesinin hem Schur hem de Hurwitz kararliligi aragtirilmigtir.
Polinomlar uzayinda konveks yon kavrami ve multilineer polinomlar ailesinin

kararliligi ile ilgili elde edilen algoritmanin uygulamasi yapilmigtir.

Tanim 5.4.1. Eger n X n matriste her eleman bir aralikta degisiyorsa, bu

aileye aralik matrisler ailesi denir ve A(q) ile gdsterilir. Ornegin,

Alq) = [ql_,ql] [qg_,qz]
95, 43] laq 47

2 X 2 aralik matrisler ailesidir.

Tanim 5.4.2. Eger
P(A q) = det(A(q) — M)

karakteristik polinomu giirbiiz Schur kararlh ise, n X n boyutlu

A={Aq): qe@}
matrisler ailesine giirbiz Schur kararlidir denir.

2 x 2 aralik matrisler ailesinde, u¢ noktalarinin kararliigindan, ailenin giir-

biiz Schur kararlihgimm ciktigini ifade eden Onerme asagidaki gibidir.

Onerme 5.4.3.

q1 42
Aq) = , Q€ Q
q3 qa

Q={a:¢ <q¢<gq, i=1,2734}

2 x 2 aralhk matrisler ailesinin Schur kararl olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

her bir A(q") u¢ matrisinin Schur kararl olmasidar.

Kanit. =). Kanitin bu yonii agiktir.
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<). Her A(q") ug matrisi Schur kararh olsun. A(q) matrisinin karaktesistik

polinomu,

Pa@)(2) = 2+ (a1 — @)z + @1qs — @2g3 = 2> + a1 ()2 +ag(q)  (5.4.26)

a1(q) ao(q)

katsayilar: multilineer fonksiyon olan ikinci dereceden multilineer bir polinom-

lar ailesidir. pa(q)(2) polinomunun Schur kararli olmas i¢in

1> Jao(q)| ve Jax(q)| <1+ ao(q), Vq €@
veya bunlara denk olan

1 —ap(q) >0, 1+ ao(q) >0,

(5.4.27)
1+ ao(q) + al(q) > 0, 1+ ao(q) — al(q) > O, Vq - Q

kogullarinin saglanmasi gerekir [3]. pa(q)(2) polinomuna bilineer déniisiim

uygulanirsa,

Pa(s) = (1+ao(q)+ai(q))s® + (2 — 2ag(q))s + 1 + ag(q) — ai(q)
= (1—q1— @1+ qq— qqz) s> +2(1 — qqs + 2q3)s +

1+ g+ @+ @ga — 4203 (5.4.28)

olur. pPa(q)(s) polinomunun katsayilar1 da multilineer fonksiyon oldugu i¢in
multilineer polinomlar ailesi olur. pa(q)(s) polinomunun Hurwitz kararlihigi
aragtirililabilir. Multilineer fonksiyon maksimum ve minimum degerlerini

kutusunun u¢ noktalarinda alacagi i¢in Q kutusunun ug noktalarinda,

cmin {1—q1 — g1+ Qg — gzt > 0

cmin {1 —q1gs+ g} > 0

i:Ime{l + @1+ @+ Qg — qagz} > 0

veya

max {1 —q1 — g1+ Qg — gzt < 0

Jmax {1 —qigs+qags; < 0

izn{laxlﬁ{l + @+ @+ Qg — g < 0
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ise, aile Schur kararhdir. (Burada i = 1,2, ..., 16 indisi @ kutusunun uglarinin
numarasini gostermektedir)

(5.4.28) polinomunun katsayilari (5.4.27) den dolay1 hi¢ bir zaman negatif
olamaz. Her q € @ igin (5.4.28) polinomunun katsayilar1 pozitif oldugu
i¢in Pa(q)(s) polinomu Hurwitz kararl olup, buradan p4q)(2) polinomu Schur

kararh olur. O

Ancak 2 x 2 aralik matrisler ailesinden farkl olarak, daha yiiksek boyutlu

matris ailelerinde u¢ noktalarin kararhiligindan tiim ailenin kararliligi ¢ikma-

yabilir.
Ornek 5.4.4.
—-0.3 —-0.8 —0.6
Al)=1| 08 01 02 |, q€[-050.5 (5.4.29)
0.5 —04 ¢q
aralik matrisler ailesi verilsin. ¢ = —0.5 i¢in A(q) matrisi Schur kararldur.
Clinkii,
—-0.3 —-08 —0.6
A(-05)=| 08 01 02

0.5 —-04 -0.5
matrisinin ozdegerleri Ao ~ —0.25591 £ 0.96343¢, A3 ~ —0.18819 olup mo-

dilleri 1 den kiiguktir. ¢ = 0.5 i¢in A(q) matrisi de Schur kararlhdir. Cunkii,

0.3 —0.8 —0.6
A(05)=1] 08 01 02
05 —04 05

matrisinin 6zdegerleri Ao ~ —T7.1775 x 1072 £ 0.97392i, A3 =~ 0.44355 olup
modilleri 1 den kii¢iktir. Fakat ¢ = 0 degeri i¢in A(q) matrisi Schur kararl
degildir. Clinkii,

—0.3 —08 —0.6
A0)=1| 08 01 02
05 —04 0
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matrisinin 6zdegerlerinin modilleri:

Aio| ~ | —0.15749 + 1.0007i] ~ 1.013 > 1,
As| ~ ]0.11499| < 1

dir. O halde, (5.4.29) aralik matrisler ailesi Schur kararl degildir.
A(q) matrisinin karakteristik polinomu,
PN, q) = A%+ (0.2 — ¢)A* + (—0.2¢ + 0.99)A — 0.61¢g — 0. 118
dur. Bu drnekte, pg+(N) — pg—(X) polinomunun konveks yon olmadige da goste-
rilebilir:
1. ¢ = —=0.5 igin pi- (N) = N +0.7A2+1.09A+0.187 polinomu 3. dereceden

Schur kararly polinom,

2. ¢t = 0.5 igin pg+ (A) = A% = 0.3A% + 0.89\ — 0.423 polinomu Schur kararl

polinom,

P (A) + a(pg+(N) —pg-(N) = A+ (0.7 — a)A? + (1.09 — 0.20) A+
40.187 — 0.610,
her o € [0,1] i¢in derece (pg— (A) + a(pg+ (A) — p- (X)) =3
iken her o € [0,1] igin p,-(A) + a (pg+(A) — pg-(N)) polinomu Schur
kararl olmayabilir.
Omegjm a = 0.3 i¢in,

Pg-(A) + @ (pg+ (X)) — pg- (X)) polinomunun koklerinin modiilleri:
|A12] >~ 1.014129874 > 1,

|\s| ~ 0.003889912 < 1

dir. O halde pg+(X) — py-(X) polinomu Schur konveks yon degildir.
Pyt (A) —pg- (X) polinomu Schur konveks yin degil ise bu durum bize ailenin
Schur kararl olup olmadigine hala séylemez. Ancak yukarida bu ailenin Schur

kararsiz oldugu gosterilmistir.

85



Ornek 5.4.5.

ai; Qrz2 a3
Alq) = g ax as | 94€lq.q"] (5.4.30)
asy as2 ass
biciminde aralik matrisler ailest verilsin.

A(q) matrisinin karakteristik polinomu,
PN Q) =N — TN\ =9
olur. Burada, T = aj1 + a9 + asz, 6 = det(A(q)), p = myy + mag + mas,
M1 = G22G33 — A23A32 , M2 = 411433 — A13A31 , M33 = A11022 — A12(¢

dur. q = q~ ig¢in A(q) matrisi Schur kararle olsun ve karakteristik polinomu
pe- () ile gdsterilsin.
q = q" i¢in A(q) matrisi de Schur kararle olsun ve karakteristik polinomunu

pet+ () ile gdsterilsin.
Pq- (\) = AP — T\ (M1 + Mg + ar1a2 — a19g )N — 6(q7)

Per(A) = X = 727 + (ma1 4+ moo + ar1a22 — arog )X = 8(q")

P+ (A) = pg-(N) = ara(q” —q")A +\(q+a12a33 — qTayzaz — ¢ apazz + q_a13a32)1

b(g)=sabit

Pg+(A) — pg-(A) = a(g)A + b(q)

bulunur. pg+(A) — p-(A) ifadesi X ya bagl birinci dereceden bir polinomdur.
Her birinci dereceden polinom Schur konveks yin oldugu icin pg+(X) — pg-(N)

Schur konveks yon olur ve (5.4.30) aralik matrisler ailesi Schur kararlidor.
Simdi daha genel olarak

q1 Q92 g3
Ad)=| @ ¢ ¢ | 9€@ (5.4.31)

g7 4s Q49
Q={aq: ¢ <@ <gq', i=12.,9}
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3 x 3 aralik matrisler ailesinin hem Schur hem de Hurwitz kararliiginin aras-

tirilmasina gecilmektedir.

1) (5.4.31) aralik matrisler ailesinin Schur (Hurwitz) kararli olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul iki boyutlu yiizlerin Schur (Hurwitz) kararli olmasidir
[32].

Aralik matrisler ailesinde belirsizlik parametre sayisi k ise, iki boyutlu yiiz

k(k—1)

sayist 2872 . dir. k£ =9 icin iki boyutlu yiiz sayis1 4608 olur. Burada

iki boyutlu yiiz ile 6rnegin,

GGG
@ o ¢ |6 <a<da, 6 <e<dq (5.4.32)
¢ a5 a9

gibi matrisler kastedilmektedir. Iki boyutlu yiizlerin kararhlig1 su sekilde kont-

rol edilebilir. (5.4.32) matrisinin karakteristik polinomu,

P(z,q1,0) = 2° + (~1 — 43 — 45)2° + (—a7 a5 + Qa3 + 4505 — 41 05 + Qs —
— 595 )2+ (07 G G5 + 0106 G + 07 45 G5+ 447G 95 — D50 —
—a{e5q3)

tigiincii dereceden multilineer polinomdur. Bdylece iki boyutlu yiizlerin ka-

rarliligi multilineer polinomlar ailesinin kararlilig1 problemine doniigiir. Bu ise

multilineer polinomlar ailesinin kararlilig ile ilgili 2. Boliimde verilen algoritma

yardimi ile ¢oziilebilir.
2) Eger (5.4.31) aralik matrisler ailesi
& 42 g3
A(q): C]4 ﬁ (JG I q;SqlSQ;rv (i:2,3,4,6,7,8)veo¢,6,7€R

qr g8 Y
(5.4.33)

bigiminde ise, yani araliklar kogegen diginda ise (5.4.33) matrisler ailesi-
nin kararli olmasi igin gerek ve yeter kosul A(q") ug matrislerinin kararh

olmasidir.
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=). (5.4.33) aralik matrisler ailesi kararh olsun. A(¢') € A(q) oldugu igin
A(q") ug matrisleri de kararh olur.

<). (5.4.33) matrisinin karakteristik polinomu

pa(2) = 2+ (—a—B—)2+ (—@ar + oy + By — @qi+ B — qegs)z +

(. / (. /

ngR a1‘(,q)
+aq6qs — 429697 + 43978 + @227 — By — q3qags (5.4.34)

ao(q)

3. dereceden multilineer bir polinomdur. (5.4.34) polinomu ug noktalarda

kararli ve ¢° = (49, 43, ¢, 43, 4%, ) kutu iginde keyfi bir nokta olsun (Sekil 5.3).

1

q

I
I
I
I
I
I
e St
/
, /

/ q

Sekil 5.3: Kutunun herhangi noktasindaki kararliligin gosterilmesi

Ornegin,
¢ =(05,0,49,9% 995 ), ¢ = (43,45, 44 + 4 » 47 » 5 )

Q nun iki ug noktasi ele alindiginda bu ug¢ noktalar igin p,s(z) ve p,e(2z) poli-

nomlar1 kararlidir. Ailede derece diigsmesi yoktur ve

Peo(2) = pp(2) = (@i(g®) — a(@))z + (ao(¢®) — aol@®))  (5.4.35)

birinci dereceden bir polinom olur. Kararli polinomlar uzayinda her birinci

derece polinom konveks yon oldugu i¢in
ADgs (z) +(1— /\)pq5 (2),A €[0,1]

88



polinomu kararli olur. Buradan ¢® = A¢° + (1 — \)¢® A € [0,1] noktasina
kargilik gelen polinom kararli olur. Benzer olarak (5.4.34) polinomu ¢” ve ¢®

noktalarinda kararh oldugu igin (5.4.35) dan dolay1
Apgr(2) + (1 = X)pgs(2), A € [0,1]

polinomlar segmenti kararh olur. Bu durumda ¢* = A" + (1 — \)¢® nok-
tasinda da kararhdir. (5.4.34) polinomu ¢ ve ¢* noktalarinda kararh oldugu
i¢in ¢® noktasinda da kararh olur. Benzer diigiince ile (5.4.34) polinomunun
¢' noktasin da da kararh oldugu gosterilir. Boylece (5.4.34) polinomu ¢' ve
q* noktalarinda kararh oldugu igin, (5.4.35) den her birinci derece polinom
konveks yon oldugu icin ¢ noktasinda da kararl olur. ¢° keyfi nokta oldugu
i¢in kutu iizerinde alinan her noktaya karsilik elde edilen polinom kararlh olur.
(5.4.34) polinomlar ailesi kararhdir. Buradan (5.4.33) aralik matrisler ailesi de
kararli olur.

(5.4.31) aralik matrisler ailesinin kararlihg aragtirilirken konveks yon yar-

dimi ile iki boyutlu yiiz sayist 1920 tane azalir ve 2688 yiiziin kararliligina

bakilir.

Ornek 5.4.6.
05 0 q
A@=| 1 05 —-1]|,q€Q (5.4.36)
@2 g3 0.3

Q={(q1,q2,53) ER*: —05< ¢ <0.2, —0.4 < ¢ <0.25, 0.2 < g3 <0.17}

olsun. (5.4.36) aralik matrisler ailesinin kararkteristik polinomu,
pa(z,q) = 22=0.3224+(¢s—0.25—q142) 2+0.075+0.5¢3 — 13 +0.5q1¢2 (5.4.37)

dir. (5.4.37) polinomu @Q kutusunun u¢ noktalarinda Schur kararhder. 2. du-
ruma gore uglarin kararbihgindan (5.4.37) polinomlar ailesi Schur kararlidur.

Buradan (5.4.56) aralik matrisler ailesi Schur kararl olur.
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Ornek 5.4.7.

@ 0 @
Blgg=|1 ¢ -1 (5.4.38)
@ 0 03

Q = {(CJ17Q%Q3,CI4> € R4 : —0.8 S q1 S 087 - 0.9 S q2 S 097

—05<q3 <05, —01<g<0.1}
B(q) matrisinin karakteristik polinomu,
p5(2, @) = 2’ +(=01—¢5—0.3) 2"+ (=204 +q193+0.3¢1 +0.3g3) 2+ 42394 —0.3q1.¢3

dur.  B(q) matrisinde belirsizlik parametre sayist 4 oldugundan 24 tane iki

boyutlu yiz vardwr. Bunlardan 20 tanesi,

@ 0 g ¢ 0 q; @ 0 QQi
1 gg —1],] 1 g —-1].|1 ¢ -1
¢t 0 03 gk 0 0.3 g 0 0.3

@ 0 g o 0 ¢

I g =1 |, 1 g -1

¢ 0 03 @ 0 0.3

dir. 1. duruma gére bu 20 tane yizin kararliige multilineer polinomlar ailesi-

nin kararbilg ile ilgili Algoritma 2.2.1 yardvma ile test edilebilir ve bu yiizlerin

kararl oldugu gorilmektedir.

4 tane
CJ% 0 ¢
1 ¢ -1
g 0 0.3

yuzin kararbilge ise 2. duruma gore uclarin kararbiligindan ¢ikar. Buradan

(5.4.38) aralik matrisler ailesi Schur kararlidor.
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Boylece:

1. 3x3 boyutlu aralik matrisler ailesinin Schur (Hurwitz) kararhligi genelde
2688 tane 2 boyutlu yiizlerin kararhhigimdan cikar. Iki boyutlu yiizlerin
kararliligi da 2. Boliimdeki Algoritmayla test edilebilir.

2. Eger araliklar kdsegen diginda ise, yani kogegendeki elemanlar kesin bili-

niyorsa uglarin kararlihigindan ailenin kararliligi ¢ikar.

3. Eger aralik tek bir tane ve kogegen iizerinde ise ailenin kararliligi poli-

nomlar segmentinin kararliligina doniistir.

4. Eger aralik iki tane ve kogegen iizerinde ise ailenin kararliligi bir tane
multilineer ailenin kararhiligina doniigtir ve 2. Boliimdeki Algoritmayla

test edilir.

5. Eger araliklar ii¢ tane ve hepsi kogegen iizerinde ise ailenin kararlilig: alt
tane iki boyutlu yiizlerin kararliligina doniisiir ve 2. Boliimdeki Algorit-

mayla test edilir.
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6 SCHUR D ve ANTI SCHUR
KARARLILIK

Bu béliimde, 2 x 2 gercel matrislerin Schur D-kararliligi igin bilinen bir
sonucun daha kisa kanit1 verilmig ve Schur kararli matrisin yoriingesinin bir
ozelligi incelenmigtir. Son olarak, kompleks matrislerin bir konveks kompakt
alt kiimesinin anti Schur kararliligi i¢in Minimaks Teoreminden elde edilen

gerek ve yeter bir kosul verilmigtir.

6.1 Schur D-Kararlilik

2 x 2 gercel matrislerin Schur D-kararli olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
ug kararli olmasidir. Burada, bu bilinen teorem ikinci dereceden polinomlarin
Hurwitz kararliligi kriteri kullanilarak yeniden kanitlanmigtir.

A, n xn matrisinin tiim A € C 6zdegerlerinin kiimesine A matrisinin spek-

trumu denir ve o(A) ile gosterilir.
p(A) =max{|\|: A € 0(A)}

sayisina da A matrisinin spektral yarigapi denir.

A, n X n matrisinin belirledigi politop,
P(A)={AD : D = diag(dy,ds, ... ,d,),—1<d; <1,i=1,2,...,n}

seklinde tanimlansin.
Eger D = diag(dy,ds, ..., d,) kosegen matrisinde |d;| < 1 ise, (|d;| = 1)
(i =1,2,...,n) bumatris i¢in |D| < I (|D| = I) sembolii kullanilir.

Tanim 6.1.1. A n X n gercel matrisine,

i) Eger |D| < I olmak iizere, her D gercel kosegen matrisi i¢in p(AD) < 1

1se Schur D-kararh,
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ii) Eger |D| = I olmak iizere, her D ger¢el késegen matrisi i¢in p(AD) < 1

1se u¢ kararl,

iii) Eger n — 1 elemaninin mutlak degeri 1 olmak izere, her
D = diag(dy,ds,...,d,), —1<d; <1, (i=1,2,...,n) gercel kiosegen

matrisi i¢in p(AD) < 1 ise kenar kararl,

matris denir.

A matrisi Schur D-kararly ise A € Dy yazilor.
Onerme 6.1.2 ([4]).

A:
c d

2 x 2 gercel matris olsun. Bu durumda A matrisinin Schur D-kararl, olmasi

icin gerek ve yeter kosul
i) lad —bc| < 1,
i) la+d| <1+ (ad — be),
iii) |la —d| <1 — (ad — bc)
olmasudar.

Onerme 6.1.3 ([4]). A 2 x 2 gercel matrisinin Schur D-kararl olmas: igin

gerek ve yeter kosul u¢ kararl olmasidr.

Onerme 6.1.3 bilineer doniisiimden yararlanilarak yeniden kanitlanmistir.

Kanit. =). A matrisi Schur D-kararli olsun. Bu durumda |D| < I olan her
D gergel kogegen matrisi igin p(AD) < 1 demektir. |D| = I alimirsa her D igin
p(AD) < 1 olur. Buradan A matrisi koge kararlidir.
<). A matrisi u¢ kararh olsun. |D| = I olan her D gergel kdgegen ma-
trisi i¢in p(AD) < 1 dir. A matrisi ug kararh oldugundan, |D| = I i¢gin AD
matrisleri Schur kararlidir.
d 0

D = , dl,dg € [—1, 1]
0 ds
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olsun ve AD matrisinin Schur kararli oldugu goriilebilir.

a b d, 0 ad; bd
AD — 1 _ 1 2

c d 0 ds cdy  dds

matrisinin karakteristik polinomu,
p(2) = 22 — (ady + ddy)z + (ad — be)dyd,

dir. p(z) polinomu igin bilineer déniigiim uygulanirsa,

1\? 1
<S+ ) —(ad1+dd2)(3+1)+(ad—bc)d1d2

ps) = (s—1)

= (1 — ad1 — ddQ + (ad — bC)dldg) 52 + 2 (1 — (Cld — bC)d1d2> S+
+1+ ady + ddy + (ad — be)dyds

s—1

olur. p(z) polinomu dy,dy € [—1,1] araliginin u¢ noktalarinda yani

(d1>d2) € {(L 1)7 (17 _1)7 <_17 1)7 (_17 _1)}

degerleri igin Schur kararli oldugundan, p(s) polinomu da bu ug noktalarda

Hurwitz kararli olur.

. /

p(s) = (1—ady —ddy+ (ad — be)dyds) s* + 2 (1 — (ad — be)dydy) s+
a;(,d) a;(d)
+ (1 + (Zdl + ddg + (CLd - bC)dldg)

. /

ao(d)
p(s,d) = ay(d)s® + ay(d)s + ap(d) polinomunun katsayilar1 d; ve dy ye gore

multilineer fonksiyonlardir.
ar(d) = 2(1 — (ad — be)dyds)
katsayisi ele alinirsa, A matrisi Schur kararli oldugundan,
lad —bc| < 1= —1<ad—bc <1
olur. (dy,ds) € (1,1),(1,—1),(—=1,1), (=1, —1) degerleri i¢in
ai(d) = 2(1 — (ad — be)dyds) > 0
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bulunur.

p(s) polinomunu dy,dy nin ug noktalarinda Hurwitz kararli ve a;(d) > 0
oldugu igin ikinci dereceden bir polinomun Hurwitz kararli olabilmesi i¢in tiim
katsayilarin ayni isaretli olmasi kogulundan dolay1, as(d) > 0 ve ag(d) > 0 olur.
O halde tiim katsayilar dj, ds nin ug degerlerinde pozitif olur. dy,dy € [—1,1]
ve

a;:[-1,1]x [-1,1] > R, (i =0,1,2)

multilineer fonksiyon oldugu i¢in maksimum ve minimum degerlerini u¢ nok-
talarda alir. dy, ds nin ug degerlerinde katsayilar pozitif ve minimum degeride
pozitif oldugundan, di, ds nin diger degerleri yani dy,dy € [—1,1] i¢in de tiim
katsayilar pozitif olmak zorundadir. O halde p(s) polinomu Hurwitz kararl
olur. Bu ise p(z) polinomunun Schur kararli olmasi demektir. Dolayisiyla AD

matrisleri Schur kararl olur. Buradan da A matrisi Schur D-kararldir. O]

Onerme 6.1.4 de ise 3 x 3 gercel matrisin Schur D-kararli olmasi icin gerek

ve yeter kosul verilmektedir.

Onerme 6.1.4 ([33]). A 3 x 3 gercel matrisinin Schur D-kararl olmasu i¢in
gerek ve yeter kosul

1) 0] <1,

i) |7+ <1+p,
W) |a1n — age — agz + 0| < 1+ myg — may — mag,

i) |a;n + ag — azs — 0| < 1 —mqyq — mag + mag,

v) |an — age +azy — 6| < 1 —may + maa — mas,

vi) |76 —p| < 1—46%,
vii) |(—ai1r — ase + ags)d + myy + may —mgz| < 1— 62,

vitt) |(—aiy + age — as3)d + myp — mag + mag| < 1 — 62,
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i) [(a11 — agy — ass)d — may 4 Mgy + mas| < 1 — 6

olmasidir. Burada 6 : A matrisinin determinanty, T : A matrisinin izi,
my : (i =1,2,3) A matrisinin 2 X 2 baslica mindrleri, p ise A matrisinin 2 X 2

baslica mindrler: toplamadar.

Onerme 6.1.5 ([33]). A 3 x 3 gercel matrisinin Schur D-kararl olmasu i¢in

gerek ve yeter kosul u¢ kararl olmasidur.

Ancak n > 3 igin A gergel matrisi ug kararli oldugu halde Schur D-kararh

olmayabilir.

Ornek 6.1.6 ([33]).

32 -39 —27 19
1] 40 36 35 41
A= — (6.1.1)
D48 —40 40 25

-21 -14 -8 =35

matrisi u¢ kararhdur. Ancak
D = diag(1,1,1,0)
matrisi i¢in AD matrisi Schur kararly degildir.

(6.1.1) A matrisinde son n—4 tane satir ve siitun sifirlarla tamamlandiginda
n x n boyutlu bir A matrisi elde edilir, 6yleki A matrisi u¢ kararh oldugu halde
Schur D-kararh degildir.

Bu ornekten yola c¢ikarak n > 3 igin, A gercel matrisinin kenar kararl
olmas1 Schur D-kararli olmasini gerektirir mi sorusu sorulabilir. Bu sorunun

cevabi ise gimdilik bilinmemektedir.

Tanim 6.1.7. Her D pozitif diagonal matrisi icin AD veya DA matrisi Hur-

witz kararl ise A matrisine Hurwitz D-kararhdir denir ve A € D, ile gdsterilir.
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Bir matris Schur D-kararli ise Cayley doniigiimii altinda ki goriintiisii Hur-
witz D-kararli olmak zorunda degildir. Benzer olarak, A matrisi Hurwitz
D-kararli ise Cayley dontisiimi altinda ki goriintiisii de Schur D-kararli ol-

mayabilir.

Ornek 6.1.8.

matrisi verilsin. Her D pozitif diagonal matrisi icin AD matrisi Hurwitz karar-

hdvr. Gergekten,

di 0
D= ,di >0, dy >0
0 do
olsun.
0 —ds
AD =
di —dy

ve AD matrisinin karakteristik polinomu,
p(S) = 52 + dQS + dldg

olur. dy > 0, dy > 0 ve ikinci dereceden monik polinomun Hurwitz kararlhiig
kriterinden p(s) polinomu Hurwitz kararly olur. Buradan A matrisi Hurwitz
D-kararlidar.

A matrisinin A = (I — A)"YI + A) dondisiimii altinda ki gorimtisi,

A:

wio wi=
Wl Wl

olarak bulunur. A matrisinin Schur D-kararly olmast i¢in her

~1,1] 0
0 [-1,1]

matrisi ile carpumy Schur kararl olmaldur. Ornegin,



alimirsa,

AD =

Wiy Wi
W= wiN

- 1
olur. AD matrisinin ozdegerleri ise 1, —3 oldugu i¢in Schur kararly degildir.

Buradan A matrisi Schur D-kararl degildir.

6.2 Schur Kararli Matrisin Y6riingesinin Bir Ozelligi

Tanim 6.2.1. Asaqidaki kosullary saglayan || - || : R™" — R fonksiyonuna

matris normu denir.

1A >0, [JA] =0 A =0
2. Her ¢ € C i¢in ||cA]| = |¢|||A]]
3. |[A+ Bl < [|A]| +|B]]

4 [[AB|| < ||All- 1Bl

Matrisler tizerinde (1)-(3) ozelliklerini saglayan norma genellestirilmis
matris normu denir.

1
n n 2
I|A]|, = Z la;;| ve [|Allz = (Z |aij|2) matris normuna ornek olarak

i,j=1 65=1

verilebilir.
Genellestirilmis matris normu olup, matris normu olmayan ||-|| : R"*"* — R
fonksiyonuna ¢rnek olarak,

1Al =, max fa]

-----

gosterilebilir. Bu fonksiyon i¢gin Tanim 6.2.1 in (1) — (3) kogullar saglanmak-

tadir, ancak 4. kosul saglanmayabilir:

A:



ise
A? =24,
1A2]] = [[24]] = 2
A2 =1

oldugu icin 4. kosul saglanmamaktadir.

Tanim 6.2.2. ||-|| normu ger¢el vektor uzayinda bir vektor normu olsun. R™*"

de bu vektor normu tarafindan tretilen matris norm

4] = max || Az]| (6.2.2)

ll|=1

seklinde taniymlanir. Bu matris normuna operator normu da denir.

A
1] = mas [|Az]| = max ||Az]| = max 1221
ol =1 le]<1 =0 ||z]]
oldugu gosterilebilir.
Yardimc: Teorem 6.2.3 ([34]). || - ||, (6.2.2) ile tansmlanan operator normu

olsun. Her A € R™" ve her x € R™ i¢in ||Azx|| < ||Al].||z|| dir.

Yardimci Teorem 6.2.4 ([34]). A matrisi Schur kararl ise ||A|| < 1 olacak

sekilde || - || matris normu vardur.

Teorem 6.2.5. A n x n gercel matris ve x # 0 olmak tizere her x € R™ i¢in
k — oo iken A¥x — 0 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A matrisinin Schur

kararly olmasidur.

Kanit. =). z # 0 olmak iizere her x € R" i¢in k — oo iken A¥z — 0 olsun.
Her z € C" icin de A¥z — 0 dir. Ciinkii 2,y € R” icin 2 = = + iy olsun. O
zaman

AFz = AFz + i ARy
olur.

Az — 0 ve Ay — 0

99



oldugundan

Akz =0

olur. A € C, A matrisinin keyfi 6zdegeri olsun. Azy = Az olacak gekilde A

ozdegerine kargilik z;, kompleks 6zvektorii vardir.

AZO = )\Zo

AkZO = )\kZO
Ak zy — 0 oldugundan Mz, — 0 olur. Buradan
[IN*20]| = (AL |20]| = [A*]]20]| — O

dir. 2y, A matrisinin 6zvektorii oldugu igin zp # 0 dir. O halde [A|[* — 0 olmak

zorundadair.

MNF—=0= |\ <1

dir. Bu esitsizlik A matrisinin her 6zdegeri i¢in gercekleseceginden A matrisi
Schur kararli olur.

<). A matrisi Schur kararlh olsun Bu durumda Yardimc: Teorem 6.2.4 ten

||A|| < 1 olacak sekilde en az bir || - || matris normu vardir. Her x € R” igin
k — oo iken ||A*z|| < ||A]|[*||z|] — O dir. O halde k¥ — oo iken A¥z — 0
olur. O

6.3 Matrisler Ailesinin Anti Schur Kararhhgi

Tanim 6.3.1. Eger bir matrisin tim ozdegerleri kompleks diizlemde kapal

birim diskin disinda ise bu matrise anti Schur kararl matris denir.

Onerme 6.3.2. A € C™™ matrisinin anti Schur kararl olmasy i¢in gerek ve
yeter kosul
A*PA—-P>0 (6.3.3)

olacak sekilde P pozitif belirli matrisinin olmasidar.
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Kanit. =). A € C™" matrisi anti Schur kararh olsun. A matrisinin keyfi

ozdegeri A ile gosterilirse [A| > 1 dir. O zaman A~ vardir. Bu durumda A~*
1

matrisinin 6zdegerleri 3 olup modiilleri 1 den kiiciiktiir. A~! matrisi Schur

kararlidir. Stein teoremine gore en az bir P > 0 matrisi vardir 6yleki
(A™H*PA™' — P <0,
veya M > 0 olmak iizere,
(ANY'PA'—P=—-M

dir. Buradan

(AP —PA = —MA
P— A*PA = —A'MA
A*PA— P = A*MA

elde edilir. M > 0 ve A matrisi tersinir oldugundan A*M A > 0 olur.

Gergekten,
1. A*M A Hermityen matristir:
(AAMA)" = AAM*"A=A"MA
dir.
2. Her z # 0 kompleks vektorii igin,
Z(A'MA)z =2"A"MAz = 2iMz >0
Burada
Az =12, Z7A" =2 ve 2 #0 & 21 #0
oldugundan A*PA — P > 0 dir.

<). P pozitif belirli matrisi igin A*PA — P > 0 ve A matrisi anti Schur
kararhh olmasin. Bu durumda A marisinin |[A\| < 1 kosulunu saglayan A

ozdegeri vardir. Bu 0zdegere karsilik z 6zvektorii igin

Az =z & 277A* = \2°
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dir. Buradan
2*(A*PA—-P)z > 0

Z*A*PAz — 2*Pz > 0

2 *
(A" = 1)g"Pz >0

olur. Bu geligkiden dolay1r [A| > 1 olmak zorundadir.
0]

Onerme 6.3.3. A matrisinin anti Schur kararl olmasi icin gerek ve yeter

kosul sifirdan farkl her z € C" i¢cin
Z*(A"PA—-P)z>0 (6.3.4)
olacak sekilde P = P(z) pozitif belirli matrisinin olmasudar.

Kamt. =). A matrisi anti Schur kararl olsun. En az bir P > 0 matrisi i¢in

A*PA — P > 0 oldugundan sifirdan farkli her z € C" igin
Z*(A*PA—P)z>0

saglanir. O halde bu P matrisi P(z) olarak alinabilir.

<). Sifirdan farkl her z € C" igin (6.3.4) esitsizligini saglayan
P = P(z) > 0 matrisi var olsun, fakat A matrisi anti Schur kararli olmasim.
Bu durumda A matrisinin |[A| < 1 kogulunu saglayan bir A 6zdegeri vardir.

Bu 6zdegere karsilik gelen z 6zvektorii icin Az = Az ve 2*A* = \z* saglanir.

Buradan
2*(A*PA— P)z = z*A*PAz —z*Pz
= M*PMz—2*Pz
= (A2 =1)z*Pz
< 0
elde edilir. Bu ise (6.3.4) ile celisir. O

Onerme 6.3.4. A C C™" kompakt, konveks kiime ve z € C", z # 0 icin
P(A,z)={P>0:2"(A"PA— P)z >0, her A€ A i¢in}
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kiimesi tanimlansin. P pozitif belirli matrisler kiimesini géstersin.

Bu durumda asagqidaki 6nermeler denktir:
1. A anti Schur kararlidor.
2. Her z € C", 2 # 0 i¢in P(A, z) # ¢ dur.
Kamt. (2) = (1). P(A, z) # ¢ ise her A € A ve her z # 0 i¢in
Z*(A*PA—P)z>0

olacak sekilde P € P(A, z) vardir. Onerme 6.3.3 e gore A anti Schur kararhdur.
(1) = (2). A anti Schur kararh olsun. Keyfi Ay € A i¢in bir Py > 0 vardir

oyleki sifirdan farkh her z € C" i¢in
Z*(ASP()AO — Po)Z >0

olur.

Z*<A3POA0 - P())Z =«

denirse a > 0 dir. Keyfi A > 0 igin

Z*(Aa()\Po)AO - )\Po)Z =

olur.
supz*(AgPAy — P)z > supz™ (A (AFPy) Ao — AFPp)z = supAa = +0o0,
PeP A>0 A>0

Buradan

inf supz*(A*PA — P)z = +0

AeApcp
olur. Minimaks Teoreminden [35]

sup inf z*(A*PA — P)z = +00
pPcpAcA

inf 2*(A*PA— P)z > 1

AeA

dir. Buradan P(A, z) # 0 dir. O
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7 SONUCLAR, TARTISMA VE ONERILER

Bu calismada, katsay1 fonksiyonlar: bir kutu iizerinde tanimli multilineer
fonksiyonlar olan multilineer polinomlar ailesinin Schur kararliligi i¢in gerek ve
yeter kogullar verilmistir. Bu sonuclar Sifir1 Icermeme Prensibine ve multilineer
fonksiyonlarin ekstremal Ozelliklerine dayanmaktadir. Multilineer polinomlar
ailesinin Schur kararliliginin aragtirilmasi problemi elde edilen yeni kutunun
multilineer doniigiim altindaki goriintiisiiniin sifir1 igerip icermedigi problemi-
ne doniismektedir. Bir kutunun multilineer doniistim altindaki goriintiisiinii
bulmak kolay degil, fakat goriintiiniin konveks zarfin1 bulmak kolaydir. Bu
konveks zarf, kutunun u¢ noktalarimin goriintiilerinin konveks zarfidir. Kon-
veks zarfin sifirn igerip icermedigi ise dogrusal programlama yontemiyle be-
lirlenebilir. Bu tezde, elde edilen sonuglar ve bilinenler yardimiyla multi-
lineer polinomlar ailesinin Schur kararhiligini test etmek ic¢in yeni bir algo-
ritma olusturulmustur. Eger kutunun ug¢ noktalarinin goriintiilerinin konveks
zarfi sifir1 icermiyorsa multilineer polinomlar ailesi kararhidir. Konveks zarf
sifir1 igeriyorsa bu kutu daha kii¢iik kutulara boliiniir ve her yeni konveks
zarf sifir1 igermiyorsa aile kararlidir. Eger hala sifir1 iceren konveks zarflar
varsa bunlar yeniden béliiniir ve boyle devam eder. Burada amacimiz kutular:
bolerek gergek goriintii kiimesine yaklagsmaktir. Eger aile kararli ise belli bir
adimda hig bir konveks zarf sifir1 icermez. Eger algoritma dongiiye giriyorsa bu
ailenin kararsiz olmasi anlamina gelir. Bu algoritma, Hurwitz kararlilikla Schur
kararlilik arasindaki bilineer doniigsiimden yararlanilarak multilineer polinom-

lar ailesinin Hurwitz kararliliginin incelenmesinde de kullanilabilir.

Algoritmanin uygulanmasinda, polinomun derecesi yiiksek ve polinomun
katsayilarinin degistigi kutu da yiiksek boyutlu ise kutu béliinerek her bir yeni
kutu i¢in dogrusal programlama caligacagindan ve defalarca tekrarlanacagin-
dan bilgisayarin kapasitesi yetmeyebilir. Diger durumlarda algoritma iyi ¢alig-
maktadir. Sonug olarak, multilineer polinomlar ailesinin kararliligi i¢in bilinen

yeter kogul [1], [2] yerine gerek ve yeter kogul verilmig, kararhligi test etmek
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i¢in bir algoritma olusturulmustur.

Tezde, Stein esitsizliginin pozitif diagonal ¢6ziimii var olan Schur diago-
nal kararli matrisler ele alinmigtir. Bir A matrisi Schur diagonal kararl ise,
la] < 1 kosulunu saglayan her « gergel sayist i¢in @A matrisinin de Schur
diagonal kararh oldugu gosterilmistir.

Hurwitz diagonal kararli matrisin Cayley doniistimii altindaki goriintii-
siiniin Schur diagonal kararli oldugu, Schur diagonal matrisin ters Cayley
doniistimii altindaki goriintiisiiniin ise Hurwitz diagonal kararli oldugu goril-
miustur.

Bir matris Schur diagonal kararli ise herhangi () pozitif belirli matrisine
kargilik Stein esitsizligini saglayan bir tek D pozitif diagonal matrisi vardir.
Ancak Schur diagonal matris i¢in Schur kararhlikta oldugu gibi I birim mat-
rise kargilik pozitif diagonal D matrisinin bulunamayacagina dair bir 6rnek
verilmigtir.

2 x 2 boyutlu Schur diagonal kararli matris i¢in Stein esitsizligini saglayan
pozitif diagonal ¢ozlimiiniin varligi i¢in gerek ve yeter kosul verilmigtir. Bu
durum, sonlu tane 2 x 2 boyutlu Schur diagonal kararli matris igin Stein
esitsizliklerinin ortak diagonal ¢oziimiiniin varligi icin gerek ve yeter kosula
genellegtirilmigtir.

—Z smifindan yani, kogegen elemanlar1 disindaki elemanlar: sifir veya pozi-
tif olan bir matrisin Hurwitz kararl olmas1 Hurwitz diagonal kararli olmasinina
denkliginden yararlanip 3 x 3 boyutlu bir matrisin Schur diagonal kararliligi
i¢in bir yeter kogul elde edilmigtir.

P pozitif diagonal matrisi A; ve A; matrislerine kargilik gelen Stein egit-
sizliginin ortak ¢oziimii ise, P matrisinin her A\ € [0,1] i¢in AA; + (1 — ) A
matrisine kargilik gelen Stein esgitsizligini de sagladigi gosterilmigtir.

D kompleks diizlemin basit baglantili, agik bir alt kiimesi olmak {izere,
tiim kokleri D bolgesinde olan, n. dereceden D-kararli polinomlar ailesinin
polinomlar uzaymda basit baglantili agik koni olugturdugu [17] ve [18]| den bi-

linmektedir. Basit baglantililikta kiimede alinan her kapali egri kiimede kala-
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cak gekilde siirekli bir bi¢imde kiimedeki bir noktaya biiziilmektedir. Oysa
biiziilebilirlikte, bir kiime kiimedeki bir noktaya biiziilmektedir. Buna gore
biiziilebilirlik kavrami basit baglantililiktan daha kuvvetlidir. Bu tezde, n.
dereceden D-kararli kompleks ve gercel katsayili polinomlar ailesinin tek nok-
taya biizlilemeyecegi ancak iki noktaya biiziilebilecegi ispatlanmigtir. D-kararh
n. dereceden monik polinomlar ailesinin ise tek noktaya biiziilebilirligi goste-
rilmigtir. D bolgesi kompleks diizlemde sol agik yari diizlem ve agik birim disk
alinarak, n. dereceden kompleks ve gercel katsayili, Hurwitz ve Schur kararl
polinomlar ailesi i¢in de benzer sonuglar elde edilmigtir.

Benzer diigtinceyle, n x n boyutlu Schur ve Hurwitz kararli matrisler ailesi-
nin tek noktaya biiziilebilir oldugu goriilmiistiir. Tiim 6zdegerleri agik, konveks
bir kiimede olan tiim kompleks matrisler kiimesinin tek noktaya biiziilebilir-
ligi gosterilmigtir. n x n boyutlu Hurwitz ve Schur diagonal kararli matrisler
ailesinin de tek noktaya biiziilebilir oldugu kanitlanmigtir. n xn boyutlu Schur
D-kararli matrisler ailesinin tek noktaya biiziilebilirligi gosterilmis olup, Hur-
witz D-kararli matrisler i¢in boyle bir ozellik, ancak 2 x 2 ve 3 x 3 boyutlu
matrisler i¢in kamitlanmigtir. n > 3 iken, n x n boyutlu Hurwitz D-kararh
matrisler ailesinin biiziilebilir olup olmadigi ise aragtirma konusudur.

Konveks yon kavrami polinomlarin kararlhiligi i¢in oldukg¢a 6nemlidir. Bu
tezde, derecesi n < 3 olan polinomlarin Schur konveks yon olmasi igin gerek
ve yeter kogullar verilmistir. Schur kararli polinomlar uzaymda 1. dereceden
her polinomun Schur konveks yon oldugu gosterilmistir. 2. dereceden Schur
konveks yon olmayan polinomlarin katsayilarinin olugturdugu bolge simirli ol-
masina ragmen, 3. dereceden Schur konveks yon olmayan polinomlarda kat-
sayilarinin olusturdugu bolgenin siirsiz oldugu goriilmiistiir.

Aralik polinomlar ailesinin Schur kararhilig ile ilgili [29] daki teoremin Rant-
zer’in artim kosulu kullanilarak yeni bir kaniti yapilmistir.

Bu ¢aligmada, 2 x 2 aralik matrisler ailesinin Schur kararliligi ve 3 x 3 aralik
matrisler ailesinin hem Schur hem de Hurwitz kararhigr igin gerek ve yeter

kosullar verilmistir. 2 x 2 boyutlu aralik matrisler ailesinde her bir u¢ matrisin
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Schur kararli olmasindan ailenin Schur kararliligi ¢ikmaktadir. Ancak, 3 x 3
boyutlu aralik matrisler ailesinde her bir u¢ matrisin Schur kararli olmasindan
ailenin Schur kararli olamayacag1 bir 6rnekle gosterilmigtir. Bu durum daha
yiiksek boyuta da genellegtirilebilir.

[32] ye gore, 3 x 3 aralik matrisler ailesinin Schur (Hurwitz) kararlilig: igin
iki boyutlu yiizlerin Schur (Hurwitz) kararli olmasi gerek ve yeter koguldur.
3 x 3 aralik matrisler ailesinde iki boyutlu yiiz sayist 4608 dir. 3 x 3 aralik
matrisler ailesinin kararhihigi aragtirilirken, konveks yon yardimai ile iki boyutlu
yiz sayist 1920 tane azaltilabilir. Diger iki boyutlu ytizlerin kararlihigi da
2. Boliimdeki Algoritmayla test edilebilir. Sonug olarak, araliklar kogegen
disinda ise, yani kosegendeki elemanlar kesin biliniyorsa uglarin kararlihigindan
ailenin kararlihigi ¢ikar. Eger, aralik tek bir tane ve kdgegen iizerinde ise ailenin
kararliligi polinomlar segmentinin kararlihigina doniigiir. Eger aralik iki tane ve
kosegen tizerinde ise ailenin kararliligi bir tane multilineer ailenin kararliligina
doniigiir ve 2. Boliimdeki Algoritmayla test edilir. Eger araliklar {i¢ tane
ve hepsi kogegen iizerinde ise ailenin kararlihigi alt1 tane iki boyutlu yiizlerin
kararliligina doniisiir ve 2. Boliimdeki Algoritmayla test edilebilir.

Bu galigmada [4] deki, “2 x 2 gercel matrisinin Schur D-kararli olmasi igin
gerek ve yeter kosul u¢ kararli olmasidir”, Teoreminin bilineer doniigiimden
yararlanilarak daha kisa kaniti1 yapilmigtir. Burada n > 3 igin, bir gercgel
matrisin kenar kararli olmasi Schur D-kararli olmasimi gerektirir mi sorusu
sorulabilir ve bu sorunun cevabi su anda bilinmemektedir.

Cayley doniiglimiiniin, Schur D-kararli matrisi Hurwitz D-kararli matrise
ve Hurwitz D-kararli matrisi de Schur D-kararli matrise doniigtiirmeyebilecegi
bir 6rnekle goriilmiistiir. Schur kararli matrisin yoriingesinin sifira gittigi gos-
terilmigtir. Kompleks matrislerin konveks kompakt kiimesinin Schur kararhligi
i¢in bilinen gerekli kosuldan yola ¢ikarak, kompleks matrislerin konveks kom-
pakt kiimesinin anti Schur kararliligi i¢in Minimaks Teoreminden elde edilen

gerek ve yeter bir kogul verilmigtir.
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