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Bu tezde dejenere metrik tensorle donatilabilen tiirevlenebilir M
manifoldlariyla ilgilenilmistir. Ko-ranki bir olan dejenere metrik
tensor kullanilarak Newton-Cartan manifoldu, Newton-Cartan bag-
lantis1 ve Galilei grubu tanimlanip, ozellikleri verildikten sonra, de-
jenere Clifford cebri yardimiyla dejenere spin grubu, dejenere simet-
rik bilineer formun ortogonal ve 6zel ortogonal grubu insa edilip,
bunlarin yari-dogrudan ¢arpimla olan iligkileri gosterilmistir. Newton-
Cartan 4-manifoldunda, Newton-Cartan baglantis1 dejenere spinor
demetine tagsinmistir. Son olarak, tagsinan bu baglantiyla dejenere

Dirac igslemcisi ve Newton-Levy-Leblond denklemleri tanimlanmastir.

Anahtar Kelimeler: Dejenere metrik tensor, Yari-Dogrudan Carpim,
Dejenere Spin Grup, Dejenere Spinor Demet,

Dirac i§lemcisi
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In this thesis, it is concerned with smooth manifolds M which
can be furnished by degenerate metric tensor. Newton-Cartan man-
ifolds, Newton-Cartan connections and Galilei group are defined by
the use of co-rank one degenerate metric tensor and their properties
are given. Orthogonal and special orthogonal group of degener-
ate symmetric bilinear form, degenerate spin group are constructed
by the aid of degenerate Clifford algebra, and their relation with
semi-direct product is shown. Newton-Cartan connection is lifted
on degenerate spinor bundle in Newton-Cartan 4-manifold. Finally,
degenerate Dirac operator and Newton-Levy-Leblond equations are

defined with the lifted connection.
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1 GIRIS

Newton'un gravitasyon teorisinin geometrik formulasyonu ilk kez 1920’lerde
E.Cartan ve K.Friedrichs tarafindan diigtintilmiistiir [3], [4],[13]. Daha yakin
zamanlarda Newton-Cartan uzay-zamanlarinda gravitasyon teorileri Trautman
[22], Havas [15], Kiinzle [17] ve Dixon [9] tarafindan tekrar ele alinmigtir. De-
jenere metrik iceren gravitasyon teorileri ile ilgili ¢aligmalar giintimiizde de
devam etmektedir [14],[7],[12],[21],[20],[8]. Einstein'in teorisinde oldugu
gibi bu teorilerde de herhangi bir madde dagilimi uzay-zaman egriligine kay-
naklik eder. Ote yandan J.M. Levy-Leblond 1967 de quantum mekanigiginin
temelini olusturan Schrodinger denklemini lineerlestirerek relativistik Dirac
denkleminin relativistik olmayan kargihigimi bulmusgtur [19]. Bu denklemler
Levy-Leblond denklemleri olarak bilinmektedir. Daha sonralar1 Schrodinger ve
Levy-Leblond denklemleri Newton-Cartan uzay-zamanlarinda gravitasyon teo-
rileri ile birlikte egriligi olan uzay-zamanlarda tekrar ele alimmustir [16] , [11], [18].
Bu teorilerin zeminini olugturan matematik yapi, matematik acidan ilgi ¢ekicidir.
Bu teorilerde manifoldun dejenere bir metrik tensorle donatilmasi ve yari-
dogrudan carpim kavrami temel bir rol oynamaktadir [10],[5],[2]. Cebirsel
olarak dejenere Clifford cebri ve bu cebrin iginde gomiilii olan dejenere spin
grubu tammlanmgtir [1],[6]. Fakat dejenere spin grubunun yari-dogrudan
carpimla olan iligkisi herhangi bir boyut ve rank i¢in agikc¢a ortaya konmamaigtir.
Diferansiyel geometri agisindan dejenere spin ve spinor yapist baghi basina
bir aragtirma konusudur. Ozellikle, dejenere metrikle uyumlu simetrik bir
baglantinin teget demetinden dejenere spinor demetine invaryant bir bigimde
taginarak, spinorler icin bir kovaryant tiirev iglemcisi tanimlamak onemlidir.
Baglantinin invaryant olarak tasinmasi, Dirac islemcisinin dejenere yapidaki
karsiliginin olugturulmasini saglar. Dirac islemcisinin dejenere olmayan yapilar-
da hem fiziksel hem de matematiksel agidan 6nemi ortadadir. Dolayisiyla boyle
bir islemcinin dejenere durumlardaki karsiligi hem fiziksel hem de matematik-

sel olarak onemli olmalidir.



Tezde, Newton-Cartan manifoldu, Galilei grubu ve Newton-Cartan baglantisi
tanimlanarak, Newton-Cartan baglantisinin 6zellikleri verildikden sonra,

i) Dejenere bilineer formun ortogonal grubu O(r,p,q), dejenere bilineer
formun 6zel ortogonal grubu SO(r, p,q) ve dejenere spin grubu SPIN(r,p,q)
tanimlanarak yari-dogrudan garpimla olan iligkisi ortaya konacak, dejenere
metrigin korankinin 1’e esit oldugu 6zel durumda, dejenere spin grubuna denk
olan grup belirlenecek,

ii) Dejenere spin manifoldu tammlanarak, SO(1,0,3) ve SPIN(1,0,3)
ozel durumunda Lie cebirleri belirlenecek, M*%3 dejenere spin manifoldunun
simetrik ve dejenere metrikle uyumlu baglantisi invaryant olarak dejenere spinor
demetine taginarak dejenere Dirac islemcisi tamimlanacak ve Newton-Levy-

Leblond denklemi olugturulacaktir.



2 NEWTON-CARTAN MANIFOLDLARI

Tamim 2.1 n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun (I'(TM), C*> (M))
vektor alany modilinde g ve T tensor alanlary asaqdaki sartlar saglayacak
sekilde verilsin:
(G1) g (0,2)-tipinde, simetrik, dejenere (det g =0) ve rank (g) =n — 1,
(G2) T (0,1)-tipinde (yani bir kovektor alani) ve g nin dejenerelik sartin
saglayan oyle bir V€ I'(T'M) vektér alany vardur ki 7 (V) =1 dir.
(M, g, ) dglisine (M nin g,7 ile donatilmasina) Newton-Cartan manifoldu

denir.

g tensor alanimin dejenere olmasi, Vp € M igin g, tensoriintin dejenere ol-
masidir. O zaman 6yle bir U € T'(T'M) vardwr ki, Vp € M ve VX € T'(TM)
icin [g (U, X)] (p) = g, (U,, X,,) = 0 esitligini saglayan U, € T, M teget vektorii
Vp € M igin sifirdan farklidir. ¢ tensor alaninin ranki demek Vp € M igin
gp tensorinin ranki demektir. Bu durumda 7, M nin herhangi bir baz kul-
lanmilarak g, tensortiniin olusturdugu matrisin ranki Vp € M i¢in n — 1'dir ve

bilindigi gibi rank baz se¢ciminden bagimsizdir.

Teorem 2.2 g’nin dejenerelik sartini saglayan bitin vektor alanlary birbir-

leriyle lineer bagimbidir ve T altindaki gorintileri sufirdan farkldar.

Kanit. Varsayalim ki birbiriyle lineer bagimsiz olan ve dejenerelik sartini
saglayan iki vektor alam U, W olsun. Bu takdirde Vp € M i¢in U,, W, teget
vektorleri de lineer bagimsiz olacaktir ve g, nin dejenerelik sartim saglayacaklar-
dir.  Bu teget vektorlerini 7,M nin bir {U,, W), (X1),, ..., (Xs-2),} bazina
tamamlayarak g, nin matrisini olusturursak dejenerelikten dolay ilk iki siitun
ile ilk iki satir tamamen sifir degerini alacaktir. Bunun anlam ise, rank(g) nin
n — 2 olmasidir. Bu sonug rank(g) = n — 1 ile geligmektedir. Demek ki,
dejenerelik sartini saglayan biitiin vektor alanlari birbiriyle lineer bagimhidir.
Bunun sonucu olarak, Vp € M i¢in a (p) # 0 olan o € C'*° (M) kullamlarak de-

jenerelik sartini saglayan biitiin vektor alanlarim tanimda verilen V' € T'(T'M)
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vektor alani cinsinden oV olarak yazabiliriz. Son olarak gostermemiz gereken
Vp € M i¢in 7, (a(p)V,) # 0 oldugudur. 7 (V) = 1 oldugunu biliyoruz.
Oyleyse; Vp € M icin [7 (V)] (p) = 7, (V,) = 1 olmalidir. Buradan ispatimzin
son adim 7, (a (p) V) = a (p) 7, (V,) = a (p) # 0 seklinde elde edilir. m

Teorem 2.3 g =g+ 7® 1 seklinde tanvmli g, dejenere olmayan, simetrik bir

tensor alanidur.

Kanit. Simetriklik acikga goziikmektedir. ¢ nin simetrik olmasindan dolay:

VX,Y e I'(T'M) igin

FXY)=g(X,Y)+7(X)7(Y) (2.1)
F(X,Y)=g(V,X)+7(Y)T(X) (2:2)
gXY) =g, X) (2.3)

bulunur. Demek ki g de simetriktir.

g'nin ker(7)’ya kisitlanmisinimn g |ier(r)xker(r): ker(7) x ker(r) — C* (M)
yani, Vp € M icin (gp) |ker(r,)xker(r,): ker(7,) x ker(7,) — R'nin dejenere ol-
madigim gostermeliyiz. Oyleyse, oyle bir U € ker(7) vektor alani olmahdir
ki; Vp € M ve VX € ker(7) icin (gp) |ker(ry)xker(r,) (Up, Xp) = 0 esitligini
saglayan U, € ker(7,) teget vektorii Vp € M igin sifir olmalidir. Eger, Vp € M
icin U, # 0 olsaydi U vektor alan1 ¢g’'nin dejenereligini saglayan bir vektor
alan1 olurdu ki, biz (2.2) de bu vektor alanlarinin 7 altindaki goriintiilerinin
sifirdan farkli oldugunu gostermistik. Oyleyse burada (2.2) ile bir geligki vardir.
Bilindigi gibi ker(7) = {X € I'(T'M) | 7 (X) = 0} duir. Dolayisiyla Vp € M igin
Up =0, yani (gp) [ker(r,)xker(r,)dejenere degildir. Cebirin bir temel teoremi; ayni
bir F' cismi tizerinde sonlu boyutlu iki vektor uzayr X ve Y ise, bir F-lineer
f X — Y déniigimi i¢gin dim X = dim (V') + dim (ker(f)) esitliginin var
olmasidir. Bu teorem geregi dim 7, M = dim M = n ve dimR = 1 oldugundan
R-lineer 7, : T,M — R doéniisliimii i¢cin n = 1 + dim (ker7,) olur. Buradan

dim (ker7,) = n — 1 bulunur. Bu durumda artik ¥p € M igin ker 7, nin dyle
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bir {(ap), ; (ap), .., (ap), |} bazini segebilirizki, 1 <i<n—1vel <j<n-1
olmak ftizere;
0 , 1#7j igin
(9p) kermy xkerm, ((ap)i , (ap)j> = 0ij = L (24)
1 , i=J i¢in
olur. Eger bu baza, Vp € M i¢in 7,(V,) = 1 oldugu igin ker 7,'nin elemamn
olmayan V, teget vektoriinii dahil edersek (Vp € M icin V, # 0), T,M i¢in
{Vp, (ap),, (ap), ..., (ap), ,} bazini bulmusg oluruz. Vp € M icin teoremde
verilen g, = g, + 7, ® 7, tensoriiniin matrisini bu baza gére olugturursak,

1<i<n—1vel<j<n—1olmak lizere;

9p Vo Vo) = 9o (Vp, Vi) + 7 (Vo) 7 (V) = 1 (2.5)
9p ((ap)i g (%)j) = 9 ((ap)i , (ap)j> + 7 ((ap)i) Tp ((‘%)j) =0; (2.6)
Ip (‘/p? (ap)i) = 9 (Vpa (ap)i) +Tp (Vp) Tp ((ap)i) =0 (2‘7)

olacagl ic¢in, s0z konusu matrisin kosegenindeki elemanlarinin hepsi sifirdan
farkli, diger elemanlar ise sifir olacaktir. C)yleyse, Vp € M icin, bu baza gore
det g, # 0 olmahdir. Biz biliyoruz ki, bu yolla olugturulan matrislerin determi-
nantinin sifirdan farkli olmasi (veya sifir olmasi) baz se¢iminden bagimsizdir.
Dolaysiyla, daima Vp € M icin detg, # 0 dir. Determinantin sifirdan farkh
olmas1 Vp € M i¢in g, tensoriintin dejenere olmamasi demektir. Bu da g tensor

alaninin dejenere olmamasi demektir. m
Onerme 2.4 VX € T(TM) i¢in 7 (X) =g (V,X) dir.

Not: Bir bagka deyigle 7 nun duali V' dir 7* = V. Burada V vektor alanm g
nin dejenerelik gartin saglayan ve 7 (V') = 1 olan vektor alamidir.

Kamt. §=g+7®7ise VX, Y € I'(TM) icing (X,Y) = g (X, Y)+7(X) 7 (V)
yazilabilir. Eger X =V alinwrsa 7 (V) =1 ve VY € I'(TM) igin g (V,Y) =0
oldugundan, VY € I'(T'M) i¢in

gVy) = g(V,Y)+7(V)7(Y) (2.8)
gVY) = 7(Y) (2.9)



bulunmus olur. m

Sonug 2.5 § yardumayla (2,0) tipinden h tensér alam h(a, ) = g(a*, 3*)
olarak taniymlansin. Burada o ve 3 1-formlar ve o, 5* onlarin g-dualleridir.
h nin simetrik oldugu agikter. Bunun yanisira h dejenere deildir. Bu metrik-
dualitenin tanvmindaki U(T*M) — T'(T'M) seklindeki bire-bir ve drten olan

dogrusal dontsimin a¢ik sonucudur.

Onerme 2.6 h = h — V ® V olarak tanimlanan h tensoru simetrik ve de-

jeneredir.

Kanmit. Ah’nin simetrik oldugu agiktir. Dejenereligi su sekilde gosterilebilir.

Her 6 1-form igin

h(r,0) = h(r,0)—V(r)V(0)
(7%,07) =7 (V)8(V)

I
Qi

(V,67) = 6(V)

[
o w

bulunur ki, bu dejenerik i¢in yeterlidir. m

Onerme 2.7 Herhangi bir koordinat sisteminde

S g, =0 (2.10)
A=1
ve
D gy, =6k = Vi, (2.11)
A=1
dir.

Kamt. (2!, ...,2") koordinat sisteminde

0y = Guda (2.12)
A=1



olacaktir. g dejenere olmadigindan g, terslenebilir bir matrisdir. Bu matrisi

g ile gosterirsek yukaridaki egitlikten

n

dz =" g0y (2.13)

A=1

sonucunu buluruz. Oyleyse,

h(da",dz’) = Z G h(8%, 0%)

A k=1

_ Z g,u)\ VK— a)” )

A k=1

Z 77 G

A k=1
= g (2.14)

bulunur ki bu; acikca,

n

Z h‘u}\g)\y E(d&?”, d'r)\)g)\y = 65

demektir. Diger esitlik soyle elde edilir: § = g+7®@7ve h=h+V @V

ifadelerinden yukaridaki sonug kullanilarak

n

(WA VIV (ga +1am) = 6L (2.15)

A=1
yazilabilir. Buradan da,

n

Z(h“’\g,\u + WAT, + VEV g + V“V’\T,\Tl,) = oM

v
A=1

(2.16)

elde edilir. Burada 7(V) = 1 ve g,h dejenere oldugundan ZV/\T,\ =1,
A=1

Z gu,\VA =0 ve Z R 7\ = 0 esitlikleri gecerlidir. Dolayisiyla
A=1 A=1

Y W, =8 = Vi, (2.17)
A=1

sonucu bulunmus olur. m



Tanim 2.8 Her X, Y € I'(TM) i¢in g(e(X),o(Y)) = g(X,Y) ve (V) =
V' ézelliklerini saglayan C*°(M)-lineer ¢ : I'(TM) — T'(T'M) déniisimiine
dejenere metrigi koruyan dontsum denir.

Bu durumda, her p € M noktasinda g, dejenere metrigi koruyan R-lineer
op : T,M — T,,M doniigiimleri vardir. Yani her p € M ve X,,Y, € T,M icin
9p(2p(Xp), 0p(Yp)) = 9p(Xp, V) ve (V) =V, dir.

Tanim 2.9 Dejenere metrigi koruyan ve det(¢) = 1 olan ¢ dénisimlerinin

olusturdugu gruba, Galiler grubu denir.

Not: Ikinci boliimde boyle doniistimlerin bir grup olusturdugu ve Galilei

grubunun matrislerle

soon-1)={| " 4 |Re SO —1) A€ Mat(lx (n—1))}
0 R

seklinde ifade edilebilecegi gosterilecektir. Galilei grubunun, daha genel bir
yapinin 0zel bir hali oldugu ve yari-dogrudan carpimla olan iligkisi de ikinci

boliimde ortaya konulacaktir.

Tanim 2.10 Vx herhangi bir baglantinin kovaryant turevi olmak tuzere
Vxr=0 , Vxg=0

ise, bu baglantiya Newton-Cartan baglantisy denir.

Onerme 2.11 Vx bir Newton-Cartan baglantisi ise VxV =0, Vxh =0 ve
Vxﬁ =0 dir.

Kanit. Oncelikle Vxg=Vxg+VxT®7+7RVxr =0 dir. Simdi Onerme
2.4 den herhangi bir Y € I'(T'M) i¢in 7(Y) = g(V,Y) bulunur. O zaman
VxT=0ve Vxg =0 den

Vx(t(Y)) = Vx(@VY))
(VxT)(Y)+7(VxY) = (Vxg)(V.Y) +g(VxV,Y) +g(V,VxY)
T(VxY) = g(VxV)Y)+g(V,VxY)

8



elde edilir. Tekrar Onerme 2.4 kullanilirsa, 7(VxY) = g (V, VxY') olacagimdan
9(VxV,Y) =0 buradanda VxV = 0 bulunur.
Simdi h = h — V @ V ifadesi goz éniine alinirsa,

Vxh = Vxh—VeVxV-VxVaV

Vxh = Vxh

bulunur. Oyleyse, Vxh =0 oldugu gosterilirse V xh = 0 elde edilmig olur. «, 8
herhangi iki 1-form alani ve «o*, §*’lar onlarin g-dualleri olan vektor alanlar

olsun. Burada (Vya)* = Vy(a*) dir. Gercekten
) = alU)  Uex(M)
Vx(g(a",U)) = Vx(a(U))
) = (Vxa)(U) + a(VxU)
) = (Vxa)(U)

olur. Ote yandan g(a*, VxU) = a(VxU) oldugundan (Vxa)* = Vxa* olur.
Bu sonug ile birlikte h(a, 8) = g(a*, 8*) ve Vxg = 0 asagida kullanilirsa

(Vxh)(a,8) = Vx(h(a,)) — M(Vxa, B) — h(e, Vx13)
(Vxh) (a.0) = Vx(g(a”,5)) = §(Vxa", %) —gla", Vx") = 0.
bulunur. m
Simdi Newton-Cartan baglantisinin varhigiyla ilgilenecegiz. (M, g, 7) Newton-
Cartan manifoldlarindan, (M, g) Riemann manifoldlarina gecig yapilabilecegini
daha once gordiikk. Bu durumda g nin burulmasiz ve metrikle uyumlu olan

Levi-Civita baglantisinin bir Newton-Cartan baglantisi olup olamayacagi sorusu

giindeme gelmektedir. Bu tartigma agsagidaki teoremle verilmektedir [20],[8].

Teorem 2.12 Newton-Cartan manifoldundan elde edilen g nin Levi-Civita
baglantisinin kovaryant tirevi V x ile gosterilirse, Vx1 =0, Vx g = 0 (Newton-
Cartan baglantist) olmast i¢in gerek ve yeter kosul, dr = 0, Ly g = 0 olmasidar.
(Burada ” Ly ile Lie (tensir) tirevi gosterilmektedir. V' vektér alany g nin

dejenerelik sartiny saglayan ve 7 (V) =1 olan vektor alanidur)

9



Kamt. Once, dr = 0 ve Ly g = 0 olmasi durumunda Newton-Cartan baglantisim

elde edelim. dr = 0 ifadesinin anlam1 VX, Y € I['(T'M) i¢in
Xt(Y)=Y7r(X)-7([X,Y])=0 (2.18)
esitligidir. Bu esitlik Onerme 2.4 den dolay1
Xg(V,Y) =Yg (V. X)—g(V,[X,Y]) =0 (2.19)

seklinde de yazilabilir. Burada [X,Y] parantezi X,Y nin Lie parantezidir.
Ote yandan herhangi bir tensor tiirevi icin verilen carpim kuralm Lie (tensor)

tiirevi igin kullanirsak, VX € I'(T'M) igin

(LvT)(X) = LvT(X)—T(LvX)
(Ly7) (X) = V7 (X)-7([V,X]) (2.20)

olur. Ilk esitlikten
Vr(X)—-7(V,X])= X7 (V) (2.21)

elde edilir. Bu yukarida yerine konursa
(Ly 7)(X) = X7 (V) (2.22)

bulunur. 7 (V) = 1 oldugundan dolay1
Lyt=0 (2.23)

olur. Ote yandan Ly 7 = 0 ise, § = g + 7 ® 7 oldugundan

ng = ng+Lv(T®T) (224)
Lyg = Lyg+(Ly7)@7+7® (LyT) (2.25)
Lyg = Lvg=0 (2.26)

elde edilir. Cilinkii teoremimizin kosullarindan birisi Ly g = 0 dir. Bu du-

rumda, tensor tiirevleri igin verilen garpim kuralindan, VX,Y € I'(T'M) igin,

Vg(X,Y)—g([V,X],Y)—g(X,[V,Y]) =0
Vg(X,Y)—i—g(K[X,V])—g(X,[V,Y]) =0 (2'27)
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bulunur. Simdi herhangi bir tensor tiirevi i¢in verilen carpim kuralini ko-

varyant (tensor) tiirevi i¢in kullanirsak, YU, W € I'(T'M) i¢in

(Vo) (W) = Vygr(W)—1(VygW)
(Vor)(W) = Ur(W)—1(VyW) (2.28)

yazabiliriz. Burada da Onerme 2.4 den yararlanirsak ifademiz
(Vur)(W)=Ug(V.W) =g (V. VyW) (2.29)

seklini alir. Levi-Civita baglantisi, Koszul formiilii ile karakterize edilir ve bu
formil I'(7T'M) nin biitiin elemanlar igin gegerlidir. Bu durumda yukaridaki

esitlikte g (V, VyW) = g (Vg W, V) nin yerine Koszul formiiliinden;

GVOWV) = S{UGIVV)+Wg (V,U) = Vg (U, W)
—g (U, V) + 3OV, [V.U) + 3 (V [V, W)} (2.30)

ifadesi konur ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa,
1
(Vur)(W) = S{VgUW)+g U, [W,V]) -g(W[V.U])}
1
+WUgW V) -wyg(V.U) -g(V.[U,W])}  (2.31)

bulunur. Kivrik parantez igerisindeki ilk terim ile ikinci terimin sifir oldugu

yukarida (2.19) ve (2.27) da gosterilmigti. Bu durumda,
(Vyr) (W) =0 (2.32)

elde edilir. Oyleyse YU € I'(TM) icin Vy 7 = 0 oldugu gosterilmistir. Son
olarak, =g+ 7@ 7 ve VU W € ['(TM) i¢in (Vy 1) (W) = 0 oldugundan,

Vxg = ng—l-VX(T@T) (233)
Vxg = Vxg+(Vx7)@7+7®(Vx71) (2.34)
Vxg = Vxg (2.35)

bulunur. Teoremde V x g = 0 oldugu verilmistir (metrikle uyumluluk). Oyleyse

yukaridaki esitlikten dolay1 VX € I'(T'M) igin Vx g = 0 bulunmug olur.
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Simdide Vx g = 0 ve Vx7 = 0 olmasi durumunda d7 = 0 ve Ly g = 0 oldugunu

gorelim: Vx7 =0 ise, her X, Y € I'(T'M) igin

Xr(Y)=7(VyY) =0
Y7(X) - 7(VyX) =0

yazilabilir. Bu iki ifade taraf tarafa gikarilirsa
X7(Y)=Y7(X)—7(VxY —VyX)=0
elde edilir. Levi-Civita baglantisinin burulmas: sifir oldugundan
X7(Y)-Y7r(X)-7([X,Y]) =0

sonucuna ulagthr ki; bu, (d7)(X,Y) = 0 yani dr = 0 demektir. Tkinci olarak
Vx g =0 ise, 6zel olarak X =V alimirsa her U, W € I'(T'M) i¢in

V(U W) =g(VyUW)+g(U, VyIV)
yazilabilir. Burulmanin sifir olmas1 burada da kullanilirsa,
V(U W) =g([V,U]+ VeV, W)+ g(U,[V,W]+ VyV)
elde edilir. Genel olarak LxY = [X, Y] demek oldugundan,

Va(U,W) = g([LyU,W) — g(U, LyW) = g(VuV, W) + g(U, Vi'V)
(Lvg)(U W) = g(VyV, W)+ g(U, VyV)

bulunur. Bu durumda, her XY € I'(T'M) igin g(Y,VxV) = 0 oldugunu
gosterirsek (Lyg)(U, W) = 0 yani Ly g = 0 oldugunu gostermisg oluruz. Tekrar
Vxg=0dan, her ZY € T'(TM) igin

yazilabilir. Yukaridaki esitlikte Z = V alindiginda, g’'nin dejenereliginden
dolay1 g(Y, VxV) = 0 bulunur. m
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Sonug 2.13 Eger Vx ile g nin burulmasiz ve metrikle uyumlu olan (Levi-
Civita) baglantisinin kovaryant (tensor) tirevini gosterirsek, bir (x', ..., 2™) ko-
ordinat sisteminde V x in baglanti katsaylar (Christoffel sembolleri) bilindigi
qibi
- 1—/§>\ 8§ by ag)\ ag
T = Zh o v Ky
v Z 2 (Gm” * Ozt Oz

A=1

olmaktadvr. Ifadeyi dejenere tensorler cinsinden yazmak istersek, yukarida

elde edilen sonuclar kullanilarak

n

1 Ogux | 99w OGuw or,
rc — _hnA K _ M KZTH
H ; 2 < ozv i Ozt Ozt v dzv

ifadesini elde ederiz.
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3 DEJENERE SPIN GRUBU

Tanim 3.1 R" de (,) : R" x R" — R simetrik bilineer form olsun. Eger her
x € R™ i¢in (v,x) = 0 olacak sekilde sifirdan farkle en az bir v € R™ varsa (,)

ye dejenere simetrik bilineer form denir.

-
R™mnin {e1,..., €, €115, €rtp, Eripils-- -, Eriptqt (T +Dp+q=n) olarak

gosterilen ve

(e1,e1) = (eg,€9) = ... = (ep,€,) =0
<€r+17 67‘-1—1) - <67‘+27 er+2> — ... = <€r+p7 6T+p> =-1
(€rtpi1, €ripr1) = (€rapi2, €ripi2) = - = (€ripiqr Eriprqg) =1

olan (diger bilegenler sifir) bir baz1 vardir. Bu baz goz oniine alindiginda,
(,) dejenere simetrik bilineer formu {e, ;1 ... €,4p+4} baz elemanlarinin gerdigi
(p+ q)-boyutlu alt uzaya kisitlandiginda (p, ¢) seklinde ne pozitif ne de negatif
tanimli dejenere olmayan bir simetrik bilineer form elde ederiz. (p+ ¢) olan bu
boyut degerine dejenere simetrik bilineer formun ranki, r degerine de koranki

denir.

Teorem 3.2 ¢ : R"P? — R"P4 [ineer donusimler olmak tzere

O(r,p,q) = {¢ | Vo,w € R"PT igin (pv, pw) = (v,0) ve @ |spier..ey= id}

olarak tanimlanan O(r,p,q) kimesi Aut(R™) = GL(n,R) grubunun bir alt

grubudur.

Kamit. Oncelikle O(r,p,q) nin Aut(R") = GL(n,R) nin bir alt kiimesi
oldugunu gérelim. O zaman O(r, p, ¢) nin elemanlarimin terslenebilir, bir bagka
deyisle ¢ lerin bire-bir ve orten oldugunu gostermeliyiz. Elimizdeki korank: r
olan dejenere simetrik bilineer form nedeniyle R™?? = R" ¢ RP¢ yazilabilir
(burada R" = sp{e;...e.} ve R = sp{e,41...€4prq} dir). Bu durumda

R"™P4 nin her elemanini, v = v" + vP? geklinde ikiye ayrabiliriz (v € R™P9).
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Ayrica (,) nin RP? ye olan kisitlamigindan elde edilen (,) |ge.« nin dejenere ol-
mayan bir simetrik bilineer form oldugu agiktir. Gergekten yukaridaki bazlarin
yardimiyla (,) |ge.e nin olugturdugu matrisin determinant1 sifirdan farkhdir.
Ik olarak ¢ nin bire-bir oldugunu gorelim. Herhangi iki v, w € O(r,p,q) igin

p(v) = p(w) ise

p" + 0P = p(w" +wh)

vV 4 (P = w4+ p(wh?) (3.1)
olur (O(r, p, q) nin 6zelliklerinden). Her x = 2" 4+ 277 € R™P9 i¢in

(" + ("), ()

(V" + ("), p(z" + xP)
(V" + (W), 2" + (")
{p(v™9), ()

(P P

) {
) {
) = (W +pwP?),x" + ("))
) {
) {
{

(WP 2P |gpa =

bulunur (O(r, p, q) nin 6zelliklerinden ve v", w", x" dejenereligi saglayan vektorler
oldugundan). (,) |ge« nin dejenere olmadigi séylenmisti. Bu durumda her

2P? e RP? j¢in
(VP — WP P9 |gpa= 0

olacagindan v”? — wP? = () ve vP? = wP9 bulunur. Bu sonug (3.1) de yerine
konursa v” = w" olur. Oyleyse v = w olup @ bire-birdir. Artik ortenlik agiktir.
Ciinkii ¢ bire-bir oldugundan Cek(y) = {0} dir ve cebrin bilinen teoreminden
© nin goriintiisiiniin boyutu r + p + ¢ = n bulunur ki bu ¢ nin orten olmasi

demektir. §imdi alt gurup aksiyomlarina bakalim. ¢,n € O(r,p,q) ise

((pon)(v), (pon)(w)) = (pn)),pn(w)))
= (n(v),n(w))

= (v, w)
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olacaktir. (¢ 0 1) |spie,...e,3= id oldugu aciktir. Bu durumda g on € O(r,p, q)
dir. Aym sekilde n = ¢! alinirsa

((poe™)(®),(pog™)(w) = (v,w)

ve p € O(r, p, q) oldugundan dolay1

((poe™)(®), (poe ™ )W) = (p(e™'(v), (¢ (w)))

= (¢ (v),97 (W)

dir. Oyleyse bu iki esitlikten (¢~ (v), " (w)) = (v, w) bulunur. Ote yandan
@ lspler...e,y= td oldugundan ¢! |ge, e1=id dir. O zaman ¢~' € O(r,p,q)
demektir. Bu iki aksiyom saglandigindan O(r,p, q) < Aut(R"™) dir. m

Onerme 3.3 R™7% nin {e1,..., €, €11, €rip, Cripils- - Criprq} DAZLICIN

O(r,p,q) grubu

[r><r Arx(p+q)

O(r,p,q) = { | Re€ O(p,q) A€ Mat(r x (p+q))}

0(p+Q) Xr R(p+q) X (p+q)

olur.

Kanit. Bu baza gore (pv, pw) = (v,w) Ve ¢ |spie,..,}= td nin matris ifadeleri

Z w“agp’/5<eu> 6V> = <ea7 €g> (SD ‘sp{ey..er})rxr = I x,
p,v=1
Z (’OZMGUVSOVﬂ = Gaﬁ (90 |8P{61...er})7“><1” = Lxr
p,rv=1
q)th> =G (CID ’Sp{61.~.er})7‘><'r' — [T‘Xr (32)

olur. Burada

07‘ Xr Or X (p+q)

G = <6u7€1/> =

O(p+q) xr 1 (p+9)x(p+q)

dir. ¢ blok matrislerle yazilirsa (3.2)'nin ikinci ifadesinden dolay1

P — Irxr Ar><(p+q)

B (p+q)xr C(p+q) x(p+q)
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olur. Bu matris (3.2)"nin ilk ifadesinde yerine kondugunda ¢'G nin esiti

[rxr B:X(p_,'_q) Opscr 07~><(p+q) _ O xr B:X(p—‘rq)
AEp—l—q)Xr Cfp—i—q)x(p—i—q) O(P-H])XT I(P+Q)X(P+Q) 0(p+Q)><7" Cfp—&-q)x(p—i—q)
olacagindan
(BtB)rXr (BtC)TX(erq) _ Opxr OTX(Hq)
(CtB)(p+q) xr <CtC>(p+q) X (p+q) 0(p+q) Xr I(1D+(1) X (p+q)

bulunur ve buradan
ctc=1 C*B=0 B'C =0 B'B=0

elde edilir. Burada ilk esitlikten det(C') = F1 bulunur ki bu C nin terslenebilir
oldugunu, dolayisiyla C'C* nin terslenebilir oldugunu gosterir. Ote yandan yine

ilk egitlikten

c'Cc=1
cc'c=cC
cctecet =oct

bulunur. Her iki taraf CC? nin tersiyle ¢arpihirsa C'C* = I sonucu elde edilir.
O zaman yukaridaki ikinci esitlik soldan C'ile carpilirsa B = 0 bulunur. Bu
sonug tglincii ve dordiincii denklemlerle de uyumludur ve C' € O(p, ¢) oldugu

artik agikca ortadadir. Bu durumda O(r, p, q)

[7“><r Arx(p+q)

O(r,p,q) ={ | Re€ O(p,q) A€ Mat(rx (p+q))}

0(p+q) X7 R(p+q) X (p+q)

olarak ifade edilebilir. m
Sonug 3.4 Eger R € SO(p,q) ise

Ir><r ArX(p+q)

SO(r,p,q) = { | R € SO(p,q) A€ Mat(r x (p+q))}

0(p+q) Xr R(p+q) x(p+q)
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kiimesi O(r,p,q) nin bir alt grubu olur. Bu kiimeye ait matrislerin deter-
minantinin 1 oldugu, determinantin ik r sutuna gore ac¢ilimindan kolayca
gorilir. Ayrica X,Y € SO(r,p,q) ise det(XY) = det(X)det(Y) = 1 wve
det(XX ') = det(X)det(X) = det(X~') = 1 olacaktur. Oyleyse gercekten
SO(r,p,q) < O(r,p,q) dir.

Tanim 3.5 O(r,p, q) ye dejenere bilineer formun ortogonal grubu, SO(r, p, q) 'ye

dejenere bilineer formun ozel ortogonal grubu denir.

Sonug 3.6 Ozel ortogonal grubunda r = 1,p = 0,q = n — 1 olarak alinirsa

birinci bolimde tanwymlanan SO(1,0,n — 1) Galilei grubu elde edilmis olur.
Onerme 3.7 O(r,p, q) ve SO(r,p,q) i¢in

O(r,p,q) ~ O(p,q) Xig Mat((p+q) x 1)
SO(r,p,q) ~ SO(p,q) Xiq Mat((p+q) X r)

dir.

Kanit. Izomorfizmi

A O(r,p,q) —  O(p,q) Xqg Mat((p+q) x )
]r><7' Arx(p-i-q) N (R, At)
0(p+q) Xr R(p+q) x(p+q)

olarak alirsak bire-bir ve orten oldugu acikdir. Homomorfizmay1 gorelim. Her-

hangi iki elemanin ¢arpiminin

I A I A I A+ AR
0 R 0 R 0 RR'

oldugnu daha 6nceden biliyoruz. O zaman

I A+ AR
0 RR'

— (RR, (A + AR

—_ (RRI,AIt+RItAt>



olur. Ote yandan

(R, AY(R',A") = (RR' id(R1)(A") + A"

(

= (RR, A" +id(R")(A"))
(RR/,A/t+R/t(At))
(

RR/,A/t +R/tAt)

bulunur. Burada R’ € O(p, q) oldugundan R'~! = R'* dir. Verilen \ izomor-

fizmas1 SO(r, p, q) i¢gin de aynen gegerlidir. m

Sonug 3.8 Oyleyse SO(1,0,n—1) seklindeki Galilei grubu yari-dogrudan ¢carpimla
SO(1,0,n —1) ~ SO(n — 1) X;g Mat((n — 1) x 1) olarak ifade edilir.

Bundan sonrasinda her v, w € R""? i¢in (r + p+ ¢ = n) iglemi;

bilineer form yardimiyla

vw + wv = 2(v, w)

bu dejenere

olarak tanmimlanan C/, , , " Dejenere Clifford Cebrinin” icerisinde yatan SPIN(r,p, q)

"Dejenere Spin Grubu” tamimlanip, bu grubun yari-dogrudan carpimla olan

iligkisi belirlenecektir.

Not: (,) nin dejenereligine olan vurguyu gii¢lendirmek igin
{€1, . €, ity ooy Cripy Cripils - vy Cripiq)
olarak gosterdigimiz bazlar1 bundan sonra
{fi, o s fr€lye e €py€pit, e €pig)
olarak gosterecegiz.

Onerme 3.9 a,b € sp{er, ..., ep,€pi1,. . €piqt, FVF € sp{fi,

manlar alinsin, dyle ki (a,b) =0 olsun. Bu durumda

exp(aF') =1+ aF

exp(aF) exp(bF") = exp(aF + bF")
dir.
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Kamt. Ustel fonksiyonun seriye acihmimdan
1
exp(alF) = 1+aF—|—§aFaF+...

dir. Burada dejenerelik ve Clifford carpiminin 6zelliginden aF = —Fa, F? =0

oldugunu biliyoruz. Oyleyse gercekten
exp(aF) =14 aF
dir. Tkinci esitligi gormek icin her iki tarafi ayr1 ayr1 olugturalim:

exp(aF)exp(bF') = (1+aF)(1+bF")

= 14 aF +bF + aFbF
Diger taraftan

1
exp(aF +bF') = 1+aF +0F + S (aF +bF)(aF +bF') + ..

1
= l+aF+bF + §(aFaF + aFbF' + bF'aF + bF'OF") + . ..
olur ki, buradan aF = —Fa, F? =0 ve bl = —F'b, F'? = 0 esitliklerinden
U / 1 / /
exp(aF +bF') = 14 aF +bF +§(anF +bF'aF) + ...

bulunur. (a,b) = 0 oldugundan ab = —ba dir. Ayrica Fb = —bF, F'a = —aF"
ve FF' = —F'F esitliklerinden

exp(aF' +bF') = 1+aF +bF + —(ab—ba)F'F + ...

1
2
exp(aF +bF") = 1+ aF +bF' +abF'F+ ...

exp(aF +bF') = 1+ aF +bF' + aFbF’

bulunur ve ikinci egitligin dogrulugu kanitlanmig olur. Burada diger terimler

ozdes olarak sifira egittir. Gergekten
(aF +bF')? = (aF +bF')*(aF + bF")
(aF +bF')> = abF'F(aF + bF")
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oldugu yukaridaki sonucun ikinci satirmndan anlagilmaktadir. Oyleyse F2 = 0,

F'? =0 ve FF' = —F'F esitliklerinden
(aF +bF')> =0
oldugu kolayca gortiliir. m

Teorem 3.10 (Crumeyrolle, [6]) C{,,, nin bir alt kimesi olan S, ,, Clif-

ford carpima altinda bir gruptur.

ST,p,q = {S,yl“'fprrq(l—’_G) ’ s € SPIN(p,Q),

v =14+ eiZCilfla G € sp(fu, - fr;)}

=1
Not. 1 < gk <7, 1 <i<p+qvecy € Rolup, sp(fi,...[fr,) ise
R"™P49 nin sadece { f1, ..., f.} den ibaret baz elemanlarimin Clifford ¢arpimindan
olusturulan C¢,, nin {fx, ... fx;} tipindeki baz elemanlarmin gerdigi alt ce-
birdir.
Kamt. Oncelikle Clifford carpimimimn bu kiime iizerinde kapal oldugunu gosterelim.

Bunun i¢in S, , den

= sNY2-- Vpra(l + G)

IS

I = sy -7;,;+q(1 +G')

seklindeki iki elemanin Clifford carpimina bakalim:

IV

Ol = s Ypre(L+ GNP Yy g1+ G)

I

= M2 Vora(SVVs - Vprg TGSV ) (LG,

/

vi garpanlarmi v, = 1 + ¢;F; ile gosterip Gs' = §'G ve G, = 7.G esitlikleri

kullanilirsa

1+G)(1+G)=1+G+G+GG =1+G" (3.5)
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gosterimiyle birlikte

O = 7Y Ypra(8VV2 - Ypig T8N VprgG) A+ G)
= M2 YpraS N2 V(L T G+ G)
= MY YpraS NV2 - Vprg(L + G
= s(I+efr)... (14 eprglprq)sn - - -7;,)+q(1 +G")

= s(I+eFh)... (8 4+ eprgFprgs )V Ypyg(1 +G”)
olur. Fjs' = s'F; den

OI = s(1+eiFr)...(8" 4+ epigS Forg)Vi - Ypig(1 +G")
= s(l+eFr) ... (845 eprgs Fopg)n - - Voyg(L+G")

= s(l4+eF1) ... 1+ eprgS FprgVt - Yprg(1+ G”)

olur. Burada her v € RP? igin

p: SPIN(p,q) — SO(p,q)

s —  p(s)(v) == svs™!

olarak tanimlanan 2 : 1 grup homomorfizmasi kullanilirsa
Ol = s(1+eF)...s(1+p(s' ) (epiqg) Fpra) Vi - - -7;/7+q(1 +G")

buluruz. s’ ¢arpanini 7,,, 1 Uzerinden ayni sekilde atlatip bu islemi v, yi de

kapsayacak gekilde devam ettirirsek

Ol = ss'(1+p(s)(e))F1) ... (14 p(s™") (eprq) Fpra) i -- -'71/3+q(1 +G")
olur. Burada ~] ¢arpanlarimida v, = 1 + ¢; F} olarak gosterip (3.3) kullanilirsa

OI1 = s5'(1+ p(s")(e) 1) .. (L+ p(s" ) (eprg) Fya) (1 + €1 FY)

---(1+6p+qF/ )(1+G”)

= 55" exp(p(s' ) (e1) F1) - .. exp(p(s'™") (€pyq) Fog) exp(er FY)

c.exp(epr )1+ G")

p+q
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bulunur. p(s"~!) € SO(p, q) oldugundan {p(s'~')(ex), p(s" 1) (e&1)) = (ex, &) =0

dir. O zaman elde edilen son ifade de (3.4) kullanilabilir ve

ptq ptq
Ol = s¢ exp(z p(s M (e;) Fy) exp(z exFy)(1+ G") (3.6)
j=1 k=1
bulunur.
ptq
p(s () = pmjem (3.7)
m=1
dersek (pn; € R)
ptq ptq
Y oSN ENE = > pmienk
j=1 m.j=1
p+q
= D emomif
m,j=1
pt+q
= ) emF) (3.8)
m=1
bulunur. Burada
pt+q
Ep =" pmiF; (3.9)
j=1
dir. (3.8)’i (3.6)'da yerinde kullanilirsa
ptq ptq
eIl = ss exp(z emF)) exp(z exFy)(1+ G")
m=1 k=1

elde edilir. Burada tekrar (3.4) ve sonra (3.3) kullanilirsa

Ol = ss'(1+eF)...(1+ ey F)

p+q

Y1+ e F)...(1+ ey F)

p+q

)1 +G")

bulunur. Genel olarak (a,b) = 0 ise (1 + aF")(1 +bF') = (1 +bF')(1 + aF")
oldugu kolayca goriilebilir. Oyleyse OII ifadesini

Ol = ss'(1+eF)(1+eF))... (14 ey F)

p+q

)1+ €p+qFl+q)(1 + G//)

p

olarak yazabiliriz. Burada parantezler acilirsa ve genel olarak gegerli olan

F'F' = —F'F" F"? = ['? = () esitlikleri kullanilirsa
OIl = ss'(1 + e (F' + F}) — F['FY)

+ F

"'(1+ep+q(FH p+q

p+q

) _ F/I FI )(1 + G”)

p+q~ pt+q
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Ol = s¢'(1+ ey (F} + F}))(1 - F{'F}))

e (1 + €p+q(FI§/+q

FF )1 = Bl B )14 GY)
olur. k # licin (1 — F/F)(1 +e(F'+F)) =1 +e(F'+ F))(1 - F/F)
oldugu kolayca gosterilebilir. Oyleyse

/
+ FPJFQ

Ol = ss' (1 + e1(F' + FY)) ... (1 + epyq(F

p+q

) (1 — F'FY))
o (I=F . )1+ G

olacaktir. Burada
F" =F'+F (3.10)
1+G"=1-F'F))..01-F' F. .)N)1+G" (3.11)

p+q” pt+q

gosterimleri kullanilirsa

Ol = ss(1+eF") .. (1+eppoF

pt+q

)(1+G") (3.12)

bulunur ki bu Clifford ¢arpiminin kiime tizerinde kapali oldugunu gosterir.

Clifford cebri birlesmeli bir cebir oldugundan Clifford ¢arpimi bu kiime (ki

Clifford cebrinin bir alt kiimesidir) iizerinde de birlegsmelidir.

Birim eleman 1s, , , = 1spiN(p,q) = 1 dir. Gergekten S, ,, de ¢y = 0 olarak

secilip G = 0 alimwrsa (G = fi1f1 =0) 1 € S,.,, olur.

Son olarak © = s(1+e1Fy) ... (14 epiqFpiq)(1 +G) € S, 4 gibi bir elemanin

tersinin
p+q p+q
O =s1—er Y puFr) .. (L= epeqg > piprgili) (1 — G)
k=1 k=1

oldugunu gorelim (burada p; ile (3.7) numarali esitlikdeki matris gosterilmigtir).

Dikkat edilirse kapalilik gosterilirken kullandigimiz IT elemaninda

p+q

s =351t F = — Zpika G =-G
k=1
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almig oluyoruz. O zaman ©©~! olusturuldugunda (3.5) den hemen G” = 0
buluruz. (3.9) dan dolay1 da F] = —F}" olur ve bu (3.10) dan F;” = 0 sonucunu
gikarir. F) = —F] ise F/F! = 0 demektir ve artik G” = 0 oldugundan (3.11)
ifadesi G = 0 sonucunu verir. Oyleyse F” = 0 ve G"” = 0 sonuclar (3.12)
de yerinde kullanilirsa ©©~! = ss7! = 1 elde ederiz. Aymi yolla 710 = 1

bulunur. m

Onerme 3.11 S, , grubu tizerinde

SV - Ypra(L+G) ~ 8™ -7;/3+q(1 +G) & s Vg =S N -7;,0+q

olarak tanimlanan baginty bir denklik bagintise olup, S,p, grubunun islemsi

(Clifford ¢arpimi) Sy, 4/ ~ nin dzerine tasinabilir.

Kanit. Bagintinin denklik bagintisi oldugu agiktir. Islemin tagiabilirligini
gorebilmek i¢in v = 71 ... Yp44 gosterimini kullanarak, sy(1+G) ~ 7' (1+G)
ve 55(1 +G) ~ 57 (1 + @’) seklinde iki eleman alalim. Bu durumda

sY(1+ @)35(1+G) = sv55(1 + G + G + GG) (3.13)
olacagini biliyoruz. Ote yandan bunlara denk olan elemanlarin ¢arpimindan
SY1+G)FF(1+G) = §YF71+G +G +GQ)
= 5571+ G +G +G'G) (3.14)

bulunur. Ciinkii denklik bagintimizin tanimi geregi sy = s+ ve s7 = 37/
dir. Dolayisiyla (3.13) ve (3.14)’e bakildiginda yine denklik bagintimizin geregi
¢arpim sonuclarinin ayni denklik sinifinda oldugunu buluruz. m

Dolayisiyla S,.,,/ ~ de tagman bu iglemle birlikte bir grup olur. Bu du-

rumda agagidaki tanimi verebiliriz.

Tanim 3.12 (Crumeyrolle, [6]) Denklik siniflarindan olusan S,.,, ./ ~ grubuna
Dejenere Spin grubu denir ve SPIN (r,p, q) ile gosterilir.
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Bu tanim dejenere spin grubunun elemanlarinin denklik siniflarindan olustu-
gunu soyler. Fakat 6zel olarak r = 1 alimirsa SPIN(1,p, ¢) grubunun, denklik
siniflar1 igermeyen, Clifford cebrinin iginde yatan ve iglemi Clifford ¢arpimi

olan bir gruba izomorf oldugu gosterilebilir. Bunun i¢in iki adim vardir.

Onerme 3.13 7 =1 i¢in S1,,
Sipg={sQ1+vf)1+ef)|seSPIN(p,q),ve R eecR}

dir

Kanit. Ozel olarak r = 1 ise 1 <i < p+ q ve ¢; € R olmak tizere

Sipg =157 Ypsqg(1 +G) | s € SPIN(p,q), vi = 1 +eicif, G € sp(f)}

dir. Burada herhangi bir € gercel sayisi icin G = €f den bagka birsey olamaz.
Oyleyse

N1+ C) = (Lt crenf)... (1+ cprgepraf)(1+€f)
= sexp(ererf) ... exp(cprqepraf) (1 + €f)
= sexp(crerf + ...+ cprgepigf) (1 + €f)
= sexp((cre1 + ...+ cprgepiq) f) (L +€f)
= sexp(vf)(1+ef)

= s(14+ovf)(1+ef)
bulunur. m

Onerme 3.14 Cly,, nin
S={s(14+uvf)|seSPIN(p,q), ve R}
olarak tamimlanan alt kimesi Clifford carpima altinda bir grup ve
SPIN(1,p,q) ~ S
dir.

26



Kamt. Once kapahhg gorelim:
S 4o +0S) = (54 sof)(s + 50 f)
= ss'+ssVf+svfs +svfs'Vf
= 558 + 85"V f + svs'f — svfis'y
f? = 0 oldugundan
s(I+ovf)s'(1+0'f) = ss'+ss'V'f+ svs'f
= 55 + 55V f + 55’ s f
bulunur. Genel olarak p(s)(z) = sxs™! oldugundan dolayida
s(L+vf)s(1+v'f) = ss'+ss'v'f+ssp(s ) (v)f
= ss'(1+ (' +p(s)(©)f)

elde edilir. Goriildiigii gibi iglem kapalidir.

Clifford cebri birlesmeli bir cebir oldugundan Clifford ¢arpimi bu kiime (ki

Clifford cebrinin bir alt kiimesidir) iizerinde de birlegmelidir.

Birim elemani 1g = 1gpinp,q) = 1 dir. Gergekten S de v = 0 olarak segilirse

1 € S olur.

Ters eleman

(s(1+vf)"" = s (1—p(s)(v)f)
dir. Yukarida kapalilik i¢in yapilan adimlar burada tekrarlanirsa bu elemanin
ters eleman oldugu hemen goriiliir. Oyleyse S bir grupdur. Ayrica Onerme
3.13 den ve SPIN(1,p,q) = Si,p,/ ~ oldugundan [s(1+wvf)] € SPIN(1,p,q)
olacaktir. Bu durumda
=: SPIN(l,p,q) — S
s(1+0f)]  — s(1+vf)

I

27



dontigiimiiniin bire-bir 6rten ve iglem koruyan oldugu aciktir, yani bir grup
izomarfizmasidir. Oyleyse SPIN(1,p,q) ~ S dir. m

Not: Bundan sonraki bolimde r = 1,p = 0,q = 3 6zel durumunda dejenere
spin grubu alinip asal demetler iizerinden baglanti taginarak dejenere Dirac
islemcisi olugturulacaktir. Bu nedenden dolayr Onerme 3.13 ve 3.14 6nemlidir.
Ayrica énermedeki SPIN(1,p,q) ~ S izomorfizmasindan dolay1 artik r = 1
icin dejenere spin grubunun elemanlar1 S nin elemanlar1 olarak alinacaktir.

Fakat gosterim olarak S kullanilmayip yine SPIN(1,p, q) kullanilacaktir.
Onerme 3.15 SPIN(r,p,q) ~ SPIN(p,q) X, Mat((p+q) x )

Not: Burada Mat((p + q) x r) ile gosterilen (p + ¢) X r tipinden matris-
lerin kiimesi, matrislerin bilinen toplama iglemi altinda bir gruptur. O zaman
p: SPIN(p,q) — SO(p,q) seklindeki 2 : 1 érten grup homomorfizmasini
p: SPIN(p,q) — Aut(Mat((p + q) x r)) seklindeki bir grup homomorfiz-
mast olarak da alabiliriz. Gergekten p(s) € SO(p,q) oldugundan elimizde
(p + q) x (p + q) tipinden terslenebilir matrisler var demektir ve bunlarin
(p + q) x r tipinden matrislerle bilinen matris ¢arpimi anlamhdir. Matrislerin
carpimi, matrislerin toplami tizerine soldan (ve sagdan) dagilabildiklerinden
p(s) matrisleri bu anlamda Aut(Mat((p + ¢) X 7)) nin de elemanlaridirlar.

Kanit. Izomorfizim

n: SPIN(r,p,q) — SPIN(p,q) %, Mat((p+q)xT)
[s71 - Wpral (s, (ca))

dontigiimii ile verecegiz. Buradaki (¢;;) € Mat((p + ¢) x r) matrisini S,.,, nin

tanimindan bildigimiz, v; = 1+e¢; Z cafi = 1+e; F; ifadesinden elde ediyoruz.
=1

Dolayisiyla, bu doniigtimiin bire-bir ve ¢rten oldugu acgikca ortadadir. Geriye

doniisimin bir grup homomorfizmasi oldugunu gostermek kalmistir. S, ,, , den

alian iki elemanin ¢arpimini

p+q

E, = Z Pmi k5
j=1
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seklindeki (3.9) gosteriminin yamsira (3.10), (3.11) ve (3.12) gosterimlerini

gozoniinde tutarak

O] = [ss'(1+e(FY + FY)) ... (1 + epiqg(Fyy + Fpig)) (1 + G™)]
p+q p+q
= [ss'(L+er()_ piiFs + F)) o (L4 eprgD - poraiFs + Fpig)) (1 + G™)]
j=1 j=1
p+q p+q
= [s5(0+ed_piFi+ F)) o (1 epig) - praiFy + Fyi))l
i=1 i=1

olarak yazabiliriz. Ayrica F; = Z cufi ve F! = Z ¢, fi oldugundan
=1 =1

r  ptq r ptq
O] = [ss'1+er Y O pjcii+c)f) (L4 epg > O prayicit + Copa) f)]
=1 j=1 =1 j=1

olur. O zaman bu ifadenin yukarida verilen 7 altindaki goriintiisii

pt+q

n([O[I) = (', (Y piyen + i) (3.15)

j=1
olacaktir. Ote yandan 7([0]) = (s, (cy)) ve n([l]) = (¢, (c;)) ifadelerinin

yari-dogrudan carpimi

olacaktir. Burada

p+q

p(s (€)= pmiem

seklindeki (3.7) gosterimi hatirlanirsa p;; matrisi p(s'~!) nin matrisinden bagkasi
degildir. Ayrica yukarida belirtildigi gibi (c¢;) € Mat((p + q) X ) grubunun
islemi matrislerin bildigimiz toplama iglemi oldugundan ve matrislerin bilinen
carpimiyla p(s'™') € Aut(Mat((p + q) x r)) oldugundan

pt+q

n([ODn([]) = (s, ca)(s', ) = (s8', (Z piiCit + Ci))

bulunur ki bu (3.15) numaral ifadenin aynisidir. m
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Sonug 3.16 Bu durumda ozel olarak

SPIN(1,p,q) ~ SPIN(p,q) x, Mat((p+q) x 1) ~ SPIN(p,q) x,RP

dir. Gergekten Mat((p+q)x1) nin elemanlar: siitun vektéorleri olarak diigtiniilirse

s(1+vf) ~ [s(1+vf)] € SPIN(1,p,q) elemanmdaki (Onerme 3.13 ve 3.14

den) v € RP? vektori bu matrislerle bire-bir eglenmis olur.

Onerme 3.17 Asaqidaki gibi tanymlanan A dontdsimi 2 : 1 grup homomor-

fizmadar;

A: SPIN(p,q) x, Mat((p+q) xr) — SO(p,q) Xia Mat((p+q) x r).
(s, A) o A(s, A) == (p(s),24)

Kanit. p grup homomorfizmasi 2 : 1 oldugundan A nin da 2 : 1 oldugu agik

olarak ortadadir. Ayrica
(5, A) (s, A) = (s5', p(s" ) (A) + A
dir. Buradan
A((s, A)(s, A)) = (p(s5), 2(p(s 1) (A) + A) = (p(s)p(s), 20(s 1) (A) + 24")

elde edilir. Ote yandan

A(s, A)A((S', A)) = (p(s),24) (p(s"), 247) = (p(s)p(s), id(p(s) ") (24) + 24")

= (p(s)p(s), 2p(s")(A) +24)

bulunur ki bu A nin homomorfizma olmasi demektir. m
Not: Bu homomorfizmada 2A seklinde duran 2 carpani yerine sifirdan farklh

bir bagka carpan da kullanilabilirdi. 2 carpaninin ozelligi

SPIN(p,q) x, Mat((p + q) x r) 2= SO(p, q) x:qa Mat((p+q) X 1)

nT | l”

SPIN(r,p,q) & SO(r,p,q)
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diagramim komutatif yapmasidir. Burada A ve  Onerme 3.7 ve 3.15%in is-

patinda not edilen grup izomorfizmalari olup,

g SPIN(r,p,q) —  SO(r,p,q)

s — p(s)(z) :=sxs!

olarak verilen 2 : 1 grup homomorfizmasidir [6]. Kisaca bircok A vardir

(carpana bagh olarak) fakat p’ ile komutatif olan 2 garpanimina sahip olan

A dir.

Sonug 3.18 Yukaridaki diagram goz ontune alinirsa

o =X"'An: SPIN(r,p,q) —  SO(r,p,q)
I 2(Cij)t
0 p(s)

dir. Burada s = [$71...%Vpiq] Olup, v = 1+ eiZCilfl oldugundan dolay

=1
¢i; € Mat((p + q) x r) matrisinin transpozesi ve p(s) € SO(p,q) anlambdur.
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4 DEJENERE DIRAC ISLEMCISI

Onceki boliimde bahsedilen gruplarn islemlerinin siirekli, tiirevlenebilen ol-
mas1 ve elemanlar1 terslerine gotiiren doniigiimiin de stirekli, tiirevlenebilir
olmasi bu gruplara bir Lie grubu yapisi kazandirir. Ayrica, gecen boliimde

yari-dogrudan carpim yoluyla elde edilen

SO(r,p, q) ~ SO(p,q) x, Mat((p+q) x )
SPIN(r,p,q) ~ SPIN(p,q) X;a Mat((p+q) x )

izomorfizmalar1 yoluyla p : SPIN(p,q) 2, SO(p, q) seklindeki grup homo-

morfizmasindan
p' s SPIN(r,p,q) = SO(r,p,q)
homomorfizmasini elde ettik. Bu durumda artik asagidaki tanimlari verebiliriz:

Tanim 4.1 Dejenere bir metrikle donatilmis herhangi bir M manifoldunun,
Psorpg) Ve Pspingpq asal demetlerinin pog = p' o Qap esitliging saglayan

gecis fonksiyonlar, varsa, yani;

SPIN(r,p,q)
@aﬁ /i
pl2:1

er N Uﬁ Tw) SO(T7p7 Q)
diagrami komutatif ise M 'ye Dejenere Spin Manifoldu denir.

Bundan sonra o0zel olarak yukaridaki diagrami » = 1, p = 0, ¢ = 3 du-
rumunda kullanarak 4-boyutlu Newton-Cartan manifoldunda Newton-Cartan
baglantisi Pso(,0,3) asal demetinden Pspry(1,0,3) asal demetine, buradan da
dejenere spinor demetine tasiyarak, dejenere Dirac iglemcisini olugturacagiz.

Bunun icin oncelikle Lie cebirlerini belirlemeliyiz.
Onerme 4.2 R03 gip {f,e1,ea,e3} bazina gére
SO(1,0,3) = {® € Mat(4 x 4) | D'GP =G @ |gpipy=1}
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yani;
SO(1,0,3) = { | Re SO(3) Ae Mat(1 x 3)}
0 R

olan Galiler grubunun Lie cebri

50(1,0,3) = {¢ € Mat(4 x 4) | (Go)' + G¢ = 0}

yani;
0 a
s0(1,0,3) = { |7 € s0(3) a€ Mat(1l x3)}
0 r
dir. Burada
0 000
G pu—
0 I3><3
dir.

Kanmt. SO(1,0,3) den a(t) egrisini alalim 6yleki o(0) = I olsun. Bu durumda
a(t)!Ga(t) = G olacagindan

((%a(t)t)Ga(t) + Oz(t)tG%a(t)) o= 0
(S at) |0)Ca(0) + a(0) G alt) o) = 0
() l=o)'G + G alt) o) = 0
bulunur. ¢ = %a(t) li—o denirse
PG+ Gp=0
(Go)' +Gop =0

elde edilir. «(t) egrisi



seklinde olacagindan (¢t = 0 igin A(0) = (000) ve R(0) = I3x3 olacak sekilde)

d d [ 1 At) 0 LA(t) |10
%a(t) |i=0= 7 t=0= C;t
0 R() 0 LR(1) g
olarak elde edilen matris birimdeki teget uzaya yani, Lie cebrine aittir. Burada
R(t) € SO(3) oldugundan %R(t) li—o=r € s0(3) olacaktir. %A(t) |i=0 ise a

ile gosterilen (1 x 3) tipinden herhangi bir matristir. m

Not: Bu durumda so(1,0,3)’lin taban elemanlar

0 100 0 010

e}
e}
e}
—_

Eq = Eg = Eoz = (4.1)
0 O 0 O 0 O
0 000 0 000 0 000

Ep = Ei3 = Foz = (4.2)
0 12 0 T13 0 T23

olarak secilebilir. Burada
0 10 0 01 0O 0 O

re=1 -1 0 0 ri3 = 0 00 ras=10 0 1 |(43)
0 00 -1 0 0 0 -1 0

matrisleri so(3)’tin bir tabanidir.
Onerme 4.3 R03 4in {f,e1,ea,e3} bazina gore,
SPIN(1,0,3) = {s(1 +vf) | s € SPIN(3),w € R® = sp{es, e9,€3}}
olarak tamimladigimiz Lie grubunun Lie cebri;
spin(1,0,3) ={a | a € sp{fei, fea, fes, e1e2, €165, €3e3}} C Cly g3
dar.

Not: Burada SPIN(1,0,3) Onerme 2.14 de not edilen 7 = 1 durumunda
verilen gruptur.

Kamt. Once i,j = 1,2,3 icin
a(t) = cos(t) + sin(t)e;e;
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egrilerini alalim. Goriildiigii gibi ¢t = 0 igin «(0) = cos(0) + sin(0)e;e; = 1. Bu
durumda,

d .
d_ta<t> li—o= (—sin(t) + cos(t)e;e;) |i—o= e;€;

olarak elde edilen {ejes, eje3, ese3} elemanlar: birimdeki teget uzaya yani Lie

cebrine aittir. Simdi de ¢ = 1,2, 3 i¢in
B(t) =1 —sin(t)e; f

egrilerini alalim. «(t) gibi bu egri de grubun biriminden ge¢mektedir. Yani

B(0) =1 —sin(0)e; f = 1 dir. Bu durumda,

& 8(0) leo= (~ cos(t)eef) o= —euf = fe

olarak elde edilen { fey, fes, fes} elemanlar: da birimdeki teget uzaya yani Lie
cebrine aittir. Oyleyse lineer bagimsiz {fex, fea, fes, e1ea, €163, e0e3} eleman-
larinin gerdigi alt1 boyutlu vektor uzay1 aradigimiz Lie cebridir. m

Bir 6nceki boliimde Sonug 2.18 de agik olarak verilen p’ grup homomorfiz-

mas1 bu 6zel durumda v = vie; + veey + v3e3 olmak tizere
o =A1tAn: SPIN(1,0,3) — SO(1,0,3)
1 21)1 2U2 2’03
0 p(s)

olur. Bu homomorfizmanin tiirev doniigiimii yukaridaki Lie cebirleri arasinda

sL+vf)  —

bir izomorfizmadr.
Onerme 4.4 p niin tirev donisimi olan

(@0 ) 15pinaios : 5PIN(1,0,3) — s0(1,0,3)
1zomorfizmasi, bazlar tizerinden

(dp/)lspmu,o,s) (eiej) = 2E;;

(dp/)lsPIN(l,o,s)(fei) = —2E,

dir. Burada Ey; ve E;; swraswyla (4.1), (4.2) de verilen matrislerdir.
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Kanit. Tekrar, baz elemanlarim veren

a(t) = cos(t) + sin(t)e;e;

B(t) = 1—sin(t)e;f

egrileri alinirsa tiirev doniigtimiiniin tanimindan

d
(dp/)lspmu,o,s)(eiej) = (dpl)lspmu,o,s)(aa(t) |t=0)
d
= L o)) oo
d

= 2 a)
B d 1 000
Cd o ) )
0 000
0 2p(a(t)) imo

bulunur. Burada matris igersindeki ifadenin esiti;

S P(0)) 1m0= (@0)1 iy (0 (8) i) = (@01 (i)

dir. Bilindigi gibi SPIN(3) igin;
(dp)lsPIN(:s)(eiej) = QTU

dir. Burada r;; matrisleri (4.3) de verilenlerdir. Bu sonu¢ SPIN(3)'iin Lie
cebrinin bazlarin1 verecek sekilde secilen bir egri ve p nun tiirev doniigimii

kullanilarak kolaylikla elde edilebilir. ()yleyse

0 000

(dpl) lspIn(,0,3) (ei ej) =
0 2rij

0 000
0 rij
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bulunur. Simdi 7 = 1 i¢in 3(t) = 1 — sin(t)ey f olur. Oyleyse

d
(dpl)lsPIN(l,O,S)(fel) = (dpl)l.S‘PIN(l,O,S)(%ﬁ(t) |t:0)

4
= S0 0B I

d

Epl(ﬁ(t)) =0

d (1 —2sin(t) 00

dt \ g 0 =0

=}

—2c08(t) |t=0 00
0

o

=}

-200

(a]
(@)

0 100

0 0
= 2B,

bulunur. Benzer yolla i = 2 ve i = 3 i¢in (dp')15p,50 .0 (€2f) = —2Ep,
(AP )1spinaos(€3f) = —2Ep3 olacagl agikga ortadadir. Bu durumda gergekten
(dp,)lsPIN(Lo,g)(eif) = —2Fkp; dir. m

Simdi dort boyutlu Newton-Cartan manifoldunun Newton-Cartan baglantisi

V yardimiyla bir U, agiginda W € I'(T'U,) olmak tizere
3
AW) = (Vi Xy) = > WY, (4.4)
c=0
yani, girdileri reel degerli 1-formlar olan matrisler olarak
3
A, = Z %ef = wap (4.5)
c=0

seklindeki gosterimle ifade edilen matris degerli A, 1-formunu alalim. Burada
{Xo, X1, Xo, X3} kiimesi T'(TU,) nin, {e° e’ e? e*} kimesi de, e*(X,) = 4

olarak tammmlanan, I'(T*U, ) nin yerel kesit tabanlaridir (¢erceve ve ko-gergeve
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tabanlar1) 6yle ki; bu tabanlar i, 7 = 1,2, 3 olmak iizere;
9(Xo, Xi) = 9(Xi, Xo) =0 9(Xi, X;) = 6y
h(e® e') = h(e',e’) =0 h(e',el) = 6"
esitliklerini saglarlar. g ve h nin matris gosterimleri

0000 . . 0 000
(gab):G:Gab (ha):H:Ha :Gab:
0 I3><3 0 I3><3

seklindeki gosterimle verilir. Newton-Cartan baglantisi metrikle uyumlu oldugun-

dan, a,b,c = 0,1, 2,3 olmak tizere;
Xeg(Xa, Xp) — 9(Vx, Xa, Xp) — 9(Xa, VX, Xp) =0

dir. Burada g(X,, X;) degeri 1 yada 0 oldugundan gerekli gosterimler kul-

lanilarak
3
Z(gdbrga + gaal'%) = 0
d=0
3
Z (9T e’ + gaal pe) = 0
c,d=0

3
> (G + Gaa's) = 0
d=0

3
Z(gbdwda(w) + Gaawy(W)) =0
d=0

sonucu elde edilir. Demek ki;

(GAL(W))E + GAL(W) =0

dir. Goriildiigi gibi A, (W) € I'(so(1,0,3)) dir. Bu durumda bir {U,, ¢, } at-
last igin (4.4) deki gibi tamimlanan I'(so(1, 0, 3)) degerli {A,} 1-form ailesinin
baglant1 1-formlari oldugunu yani, uyumluluk kogulunu sagladigini gostermeliyiz.
Uy, NUs # 0 olacak sekildeki bir Ug agiginda, I'(TUs) ve I'(T*Us) nin yerel
kesit tabanlarmi sirasiyla {X,} ve {&°} ile gosterelim (6%(X,) = 6¢). TM nin
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gecis fonksiyonu g, ile T M nin gegis fonksiyonu £, arasinda her x € U,NUp
ve 6 € (RY)* igin
Epa()(0) = 0 0 ppa(z)™

bagintis1 vardir. Buradan &g,'nin matrisi =, (g, nin matrisi de ® olarak

gosterilirse;
Eab — (((I)fl)ab)t — ((I)il)ba (46)
sonucu elde edilir. Ayrica T'M ve T* M nin basitlestirmeleri kullanilarak,

Xo=¢a'(va) e =E(e) (4.7)
Xo=9¢5'(va) & =E"(c") (4.8)
seklinde, aciklar iizerindeki { X, }, {X,}, {e*}, {é*} tabanlarin veren {v,} € R*
ve {€*} € (R*)* tabanlari vardir. Oyleyse (4.4) numaral ifade tekrar yazihirsa
A (W) = e(VwXy)
= &) (Vs (b))
= &5 (68 (")) (Vwes (9sal(wp)))

olur. Burada &g, ve @g, 'nin matrisleri ve (4.6) ifadesi kullanilirsa

AdW) = > 6 E“) (Ve (Qava))
¢,d=0
3
= Z 285 () (VwPapy ' (va))
¢,d=0
3 ~
= =6 (Viy Pap X )
¢,d=0
3 ~ ~
= ) ECE(W(Pa) Xa + P Viw Xo)
¢,d=0
3 3 ~
= D (@ )aW () + > () acParf (Vv Xo)
c=0 c,d=0
3 3 ~
= Z(@_l)ac(dCch)(W) + Z (q)_l)aC(éC(VWXd))q)db
c=0 ¢,d=0
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sonucunu elde ederiz. Dikkat edilirse tizerinde toplam olan indisler matris-
lerin ¢arpimina uygun olarak yerlerini almaktadirlar. O zaman son ifade gegis

fonksiyonlarina bagl olarak yazilirsa,
As(W) = & (Vi Xy)
oldugundan;
Aa(W) = @50 0 (dpga) (W) + @0 0 As(W) 0 ppa

seklindeki uyumlululuk kosulu bulunur. Oyleyse {A.} 1-form ailesi {Ua, @a
atlasia gore baglant1 1-formlaridir.
Bu durumda so(1,0,3)tin (4.1), (4.2) seklindeki baz secimine ve (4.5)

gosterimine bagl olarak

3 3
A, = ZwOiEOi + Z wi; Bij (4.9)
i—1 i<j=1
3 L3
Aa = ;wOiEOi + 5 ljzﬂ wijEZ-j (410)

yazilir.

Yapi grubu G olan bir E vektor demetinden, Py asal G-demetine gegilebildi-
gini biliyoruz. Oyleyse yapr grubu SO(1,0,3) olan TM teget demetinden
de Pso(1,0,3) asal SO(1,0,3)-demetine (gerceve demeti) gecilebilir ve 7'M nin
{A.} baglant1 1-formlar: artik Pso(1,0,3)tin de baglant: 1-formlaridir. Bu du-
rumda Onerme 3.4 de verilen p’ 2:1 grup homomorfizmasimn tiirev déniigiimii
yardimiyla Pso(1,0,3) tin {A.} baglant1 1-formlar1 Psp; N(1,0,3) € tagmabilir. Ek’de
verildigi gibi

Aa(W) = (dp');; (A (W)

1spPIN(1,0,3)
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ifadesi Psprn(1,0,3) 1in baglant: 1-formlaridir. Onerme 3.4 ile birlikte (4.9) (veya
(4.10)) ifadesi kullanilirsa

3 3
A (W) = (dpl)fg,lp,N(Lm)(ZWOi(W)EOi+ > w(W)E

i<j=1
3

_ -1
o ZWOz 1SP1N(1 0 3)(E0i) + Z wij(W)(dpl)lsPINu,o,:a)(Eij)

i<j=1

1 3
= —= ZWOZ f@l Z Wij (W)eiej
z<j:1

veya

3
== Z woi (W) fe; + Z wij(W)ese; (4.11)

15

sonucuna ulagilir. Buradan Psprn(i,0,3) 1in baglanti 1-formlar

3 3
~ 1 1
A = 3 ;:1 woi fe; + 1 E Wij €iC; (4.12)

ij=1
olur.

Bilindigi gibi SPIN(1,0,3) grubunun iglemi Clifford garpimi olup, kiime
olarak da Cf;3'tn bir alt kiimesidir. Oyleyse Cly 3 i¢in verilecek bir cebir

homomorfizmasi, SPIN(1,0,3) igin bir grup homomorfizmas: olacaktir.

Tamm 4.5 Clyo37in 0 : Cly g3 — End(C*) seklindeki cebir homomorfizmast
(temsili) verilsin. 6 : SPIN(1,0,3) — Aut(C*) grup homomorfizmaswyla ver-
ilen Psprn(1,0,3) Un Psprn,o,3) Xo C* asosiye vektor demetine Dejenere Spinor

Demeti denir.

Bu tanimdaki 0 temsili, ileride Newton-Levy-Leblond denklemleri bahsinde
orneklendirilecektir. Simdi Psprn(1,0,3)’e ait olan (4.12)’da verilen baglanti 1-
formlarm 6 : SPIN(1,0,3) — Aut(C*) grup temsilinin tiirev doniigiimii
yoluyla Ek’de

Aa(W) = (db) (A (W)

1sprn(1,0,3)
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olarak verildigi gibi Psprn(1,0,3) Xo C* dejenere spinor demetine tagiyabiliriz.

Burada baz elemanlarini veren

a(t) = cos(t) + sin(t)e;e;

B(t) = 1—sin(t)e;f

egrileri alinirsa tiirev dontigiimiiniin tanimindan ve #’nin bir cebir homomor-

fizmasi oldugu da goz oniinde tutularak

d
(de)lsPIN(Lo,:s)(eiej) = <d9>15P1N(1,0,3)(aa(t) ‘t=0)
d

= %(9 o a)(t) |i=o

d

= Ee(a(t)) |i=0

d ,
= E(cos(t)l—|—s1n(t)9(ez-)6’(6j)) |i=0

= (—sin(t)I + cos(t)0(e;)0(e;)) li=o
= 0(e:)0(e;)

ve

d
(de)lspfzv(l,o,a)(fei) = <d9)1SP1N(1,0,3)(%ﬂ<t) ‘t=0)
d
= 2 (005)(1) li=o

d

= S0 I

d .
= %(I —sin(t)0(e;)0(f)) |t=o
= (—cos(t)0(e;)0(f)) li=o
= —0(e)0(f)

= 0(f)0(e:)
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sonuclarma ulagiriz. Bu sonuclarla birlikte, (4.11) kullamldiginda {.A,} baglant1

1-formlar:
ZQ(W) = (d9>1SP1N (1,0,3) <"Z (W))

= (d9>15‘P1N(1,0 3) Z wOl fel Z wl] 616]

z] 1
13
= _5 wOl(W) (de)lspuvu 0,3) fel Z wl] 1SP1N(1,0,3) (eiej)
=1 z] 1
1< 1<
= =5 2 wa(W)o(f)0(e:) + > wii(W)8(e:)0(ey) (4.13)
i=1 ij=1
ve buradan
— 1< 1<
Ao = 5 ZWOie(f)e(ei) + 1 Z wijf(e;)0(e;) (4.14)
i=1 ij=1

elde edilir.

Dejenere spinor demeti bir vektor demeti olup artik bu demet itizerinde
(4.14) ile verilen baglant1 1-formlar1 vardir. Dolayisiyla bu vektor demeti
izerinde bir baglantidan ve kovaryant tiirev iglemcisinden bahsedebilriz. ),

ile {U,, po} atlasima gore yerel dejenere spinor alani gosterirsek;

(Vo) (W) = Vigtha = (dta) (W) + (Aa(W))(¢a)

ifadesi dejenere spinor demetinin baglantisi, dolayisiyla kovaryant tiirev iglemcisidir.
(4.13) numarali ifade burada yerine yazilirsa, dejenere spinor demetinin baglantisi

(veya kovaryant tiirev iglemcisi)

(Vo) (W) = Viwthe = (dipa) (W) — = Zwm 0(e:) (V)
(4.15)

- Zwu )0(c;)(t)

z] 1
olarak elde edilir.
Dirac islemcisini olugturabilmek i¢in C¢; 3 iin 6 ile verilen temsilini teget

demetinin dejenere Clifford demetine C¢(T'M) genisletmemiz gerekecektir.
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Onerme 4.6 PSPIN(I,O,?)) X C€17073 = CE(TM) dir.

Buradaki ¢ : SPIN(1,0,3) — Aut(Cl13) grup temsili her ¢ € Cly o3 igin

s+ 0(s)(c) :==scs !

seklinde tanimhidir.
Kanit. Bu denklik i¢in, bir U, aqiginda ¢, (x) ile Psprn(i,0,3)in, ne(x) ile de
CL(T'M)'nin trivilizasyonlar1 gosterilirse; her x € U, i¢in mspin103)(u) = @

olmak tizere; once yerel,

[, c] — na (@)™ (0(Pa (@) () () = a(@) ™ (Gal) () ¢ Pa(x)(u) ") (4.16)

dontigiimiiniin iyi tanimli bir diffeomorfizim oldugunu, sonra bu diffeomor-
fizmin koordinat sisteminden bagimsiz yani evrensel oldugunu gostermeliyiz.

Gergekten [u, c] ye denk olan [us, o(s)™*(c)] alimirsa

[us, 7(s) ()] — na(2) " (Pa (@) (us)o(s) ~ (€) Pa (@) (us) ")
[us, o() " (0)] F— na(2) " (Pa(z) (w)ss ™ cs(Pa (@) (u)s) )
[us, o(5) " (0)] F— na(2) " (Pa(z) (w)ss ™ 8™ (@) (u) ")

[us, o(5) " (0)] +— 10 (@) (Pa(@) (w)e@a (@) (u) ")

bulunur ki bu denk elemanlarin tek bir deger aldigini gosterir (genel olarak
herhangi bir asal demet i¢in ¢, (z)(ug) = @o(z)(u)g dir). Simdi bu déniigiimiin
tersini bulalim. Herhangi bir ¢ € ’H'C_el(TUa)([L') alindiginda 7, (x)(c) € Clios
olacaktir. Bu elemana karsilik gelen s € SPIN(1,0,3) ve ¢ € Cly 3 vardir
oyle ki;

o(s)(c) = na(z)(c) (4.17)
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dir. Gergekten bir s € SPIN(1,0,3) i¢in o(s) € Aut(Cl1p3) oldugundan
Na(z)(c) € Cli s e karsihk bir ¢ € Cly o5 vardir. Oyleyse ¢ (x)(s) € 7 ()

olacagindan, dontigiimiin tersini

c— [@5 ' (z)(s), ]

olarak alabiliriz. Kontrol edilirse

(8o (2)(8), ] — na(@) " (0(Ga()(B4 (2)(5)))(c))

(25 ()(s), c] = na(2) ™' (o(5)(c)),
(4.17) den dolay1 da
(25" (@)(s), ] ¢
bulunur. Burada suna dikkat edilmelidir: 7q(z)(c) € Clyo5 elemani icin
a(s')(¢') = na(x)(c) (4.18)

olacak sekilde bagka s € SPIN(1,0,3) ve ¢ € Cly3 elemanlar1 da olabilir.

Bu durumda

c— [p, 1 (2)(s), ]

olur. Fakat dikkat edilirse [¢.'(z)(s),c] ~ [p.'(x)(s),c] dir. Gergekten
s~ s’ € SPIN(1,0,3) igin

Po'(2)(s)s7's" = @i (2)(Pa(2)(@5 " (z)(5))s™'s)
= @, (x)(ss7s)
= &5 (2)(s)
o(s's) () = o(s' 's)(c)



(4.17) den dolay1

o(s7's) 7 e) = o(s" ) (ma()(c)

olur ve (4.18) den
o(s ') He) =¢

bulunur. Kullanilan déntigiimler tiirevlenebilir oldugundan (4.16) ile verilen
doniigiim diffeomorfizmadir. Simdi de (4.16)’iin koordinat sisteminden bagimsiz,
yani evrensel oldugunu gorelim. Bu doéniigiime kisaca f deyip tekrar yazarsak;

x € U, N Upg noktasinda gecis fonksiyonlar1 kullanilarak,

flue) = na(z)" (o(alz)(w))(0)

= () "'pa(2)(0(Pap(x) (Ps(x) (1)) (c))

ifadesini elde ederiz. Burada C¢(T'M)nin gecis fonksiyonlari n,4(x) ve Psprn,0.3)

nin gecis fonksiyonlar: da @ag(x) dir. Psprn(i,0,3) bir asal demet oldugundan

Pap(x) € SPIN(1,0,3) olup @up(x)(Ps(z)(u)) = Pas(z)Ps(x)(u) dir. Dolayisiyla
o bir cebir homomorfizmas: oldugundan (SPIN(1,0,3) C Cl;3) yukaridaki

son ifade

fllu.d) = n5(2)  nga(@)(0(Pap(@)Ps() (1)) (c))
= 75(2) 15a(7) (0(Gap (@) (0 (G5(x) (1)) ()

= 75(2) " ((Msa () 0 0(Gap())) (0 (s(x) (u))(c)))

seklini alir. Burada o(@g(x)(u))(c) € Cly o3 oldugundan

U(@g(l’)(ﬂ))(C) € Sp{L f7 €1,...,6€3, f617 LR f€37 ER f616263}

dir. Ote yandan ngq(2) ve o(@as(z)) i ikisi de cebir otomorfizmi oldugundan,
bunlarin bilegkeleri de cebir otomorfizmasidir. Yani; hem lineer, hem cebrin

islemini koruyan bir déniigimdiir. O zaman 7, () 0 0(Pas(x)) otomorfizmasi
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once, o(Pg(x)(u))(c)’yi olugturan toplam terimlerinin (lineerlikden), sonra da

carpanlarin (cebrin iglemini korumasindan) igine kadar girer. Bu

(150(2) © 0 (@as(@)) ((Ba(@)(W)() = - + - (pa(2) © T(Fas(@)))(€0) .. + ...

seklindeki gosterimle ifade edilirse, artik 6nemli olan 7g,(x) © o0(@as(x)) mn
RM*%{in taban elemanlar1 olan {e,}’lar (a = 0,1,2,3 ve ¢g = f) altindaki
degerleridir. O zaman, Tamm 4.1 deki @, = p’ 0 Pap ile verilen komu-
tatif diagram hatirlanirsa, her v € RY3 C Cly 03 ve s € SPIN(1,0,3) igin

o(s)(v) = p'(s)(v) oldugundan

(M8a(2) 0 0(ap()))(€a) = (Msa(7) © p'(Pas(x)))(€a)

(N () 0 0(Pap(®)))(€a) = (Npa(®) © Pap(®)))(€a)

bulunur. Burada ¢.g(z) teget demetinin gecis fonlsiyonlaridir. Bilindigi gibi

Cl(TM)'nin gecis fonksiyonlar1 n,s(z)

R103 L"(Q R103

i J

o8 (1)
Clyos 222 Cl o5

seklindeki diagramla anlatildigr gibi @.g(x)’den elde edilen genigletmeyle ve-
rilir ve 6zel olarak her v € RY3 C Cly 5 i¢in nas(2)(v) = pap(x)(v) dir. Bu

durumda

(Mpa(2) 0 0(Pap(z)))(€a) = (15 (x) © pas(x)))(ea)
(Nga(®) 0 0(Pap()))(€a) = (pa(2) © Pap(x)))(€a)
(Nga(2) 0 0(Pap(2)))(€a) = (Pap() ™ © pas(@)))(ea)
(Nga(x) © 0(Pas(x)))(€a) = €q

bulunur ki; bu,

(Ma(®) 0 0(Pap(x))) (0 (Pp(x

(Mga () © 0(Pap(@))) (0 (Ps(x) (u))(c))

N—
~—~
IS
SN—
SN—
—~
@)
SN—
SN—
I
+
—
3
)
Q
~—~
8
N—
O
S
—~
RSy
Q
@
—~
8
SN—
S~—
SN—
—~
D
S
SN—
+

!
_l_
g
+



demektir. Bu yukaridaki gosterimle verilen her carpanda boyledir. Oyleyse,

(Nga () © 0(Pap(2))) (0 (s(2)(u))(c) = o (Ps(x)(w))(c)

sonucunu elde ederiz. Bu sonug, yukarida f([u, c]) igin elde edilen

f([u, cl) = ns(z) " ((1a(2) © 0 (Pas(x))) (0(Ps(x) (1))()))

ifadesinde yerine konursa,

bulunur. Bu f’nin koordinat sisteminden bagimsiz yani evrensel olmasi de-
mektir. m

Artik Cly3'in temsili olan 6 cebir homomorfizmasi C/(T'M) demetine
genigletilebilir. Bu genigletme, C¢(T'M)’ye denk olan Pspin(1,03) %o Clio3

kullanilarak

0 : PSPIN(LO,S) Xeo 051,0,3 — End(PSPIN(l,O,S) Xg (C4)

[u, c] — O([u, e)([u, v]) := [u, 6(c)(v)]

seklinde verilir. Oncelikle verilen bu déniigiimiin iyi tanimlh oldugunu gorelim.

Bunun i¢in

[u’ C] ~ [uﬁ, 0(5)_1<C)]

[, v] ~ [us, 0(s) ™" (v)]
seklindeki denk elemanlar alinirsa

O([us, o(s) " ()])([us, 0(s) " (v)]) = [us,0(c ()" (c))(0(s) " (v))]



bulunur. Dikkat edilirse burada [u,6(c)(v)] ~ [us,8(s)~'(0(c)(v))] dir. O
zaman,
0([us, o(s)""(c)])([us, O(s) " (v)]) = [u,0(c)(v)]
elde edilir. Denk elemanlar tek bir deger aldigindan, yapilan tanim iyidir.
Simdi homomorfizma’y: elde edelim: C{(T'M) bir cebir demetidir ve iglem
[u, ][u, ] = [u, c]

ile verilir (iglemin iyi tamml oldugu aciktir). Oyleyse

O([u, cc([u, v]) = [u, 0(cc)(v)]
= [, 0(c)(6() ()]
= O([u, ) (O([u, 1)([u, v]))
= (0([u, c]) o 0([u, 1) ([u, v])

olacagindan

0([u, cc']) = 0([u, ]) @ O([u, ])

elde edilir.
Bu durumda Pspin(i,03) Xo Clios = CLTM) den dolayr a = 0,1,2,3
olmak tizere, yerel kesit tabanlar1 {X,} i¢in [u,e,] = X, denkliginden dolay:

(eq € RM03 C Cly03), Dirac iglemcisi agagidaki gibi verilir.

Tanim 4.7 Pspry03) Xo C* dejenere spinor demetinde

Dy = > (9(Xa, X)) O(X) (V) (X)) = Y (9(Xa, X6) 7' 0(Xa) (Vi 0)
a,b=0 a,b=0

olarak ifade edilen D : T'(Psprn(1,03 %XoC*) — T'(Pspin.o,3) XoC?) iglemcisine

dejenere Dirac islemcisi denir.
Burada g ilk boliimde tanimlanan dejenere olmayan kovaryant metrik tensorudiir.

Eger h(e?, eb) = (§(Xa, Xp)) " kullanilirsa (e?(X,) = 6¢); Dirac iglemcisi

Dy = Zhe )X (VE)(X5)) = D h(e®, €)0(Xa) (Vx,¥)

a,b=0 a,b=0
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seklinde yazilabilir. Buradan 6(X,) € End(C?) = gl(4,C) elemam 0(X,) = 7,
ile gosterilip, indis kaldirma h®~y, = +? ile gosterilirse; Dirac islemcisi klasik
olarak
3
Dy = 7(V)(Xa) =D 7'V,
a=0 a=0
biciminde ifade edilebilir.

Dirac iglemcisinin tanimi koordinat sisteminden bagimsizdir. Yani Dirac
islemcisi evrenseldir. Gergekten burada I'(TU,)'nmn {X,} yerel kesit taban-
larmin yamsira, U, N Uz # 0 olacak sekilde I'(T'Us) nin yerel kesit tabanlar
{X,} olarak gosterilirse, (4.7) ve (4.8) dan

Dy = (G(Xa, X3)) " 0(Xa) (V) (X0))

M«

£
o
Il

0

(9(9a (va), 0o (16)) 7 0(05 (va)) (V) (5" (vh)))

M«

0

= (9(¢5 " (95a(va), 5" (95a(v6))) " 0(¢5 " (95a (L)) )(VY) (5" (95a(vs)))

=0

e
w T

8
Sl

olur. Hatirlanacag1 gibi ¢g, nin matrisi @ ile gosterilmigdi oyleyse

Dy = Z (g(@gl(q)caUC)a @El(q)dbvd)))_lg(sp,gl((I)pavp))((vw)(@gl(cbqbvq))

a,b,c,d,p,q=0

= Z q)paq)qb(cbca(pdbg(@,gl(%)> 90,51(Ud)))ile(%gl(Up))<<v¢)<90§1<vq>)

a,b,c,d,p,q=0
3

=Y D Pe®ad(Xe, X)) O, (VE)(X,)

a,b,c,d,p,q=0

= Y Dl ®a(Xe X)) Pa) A (VE)(X,)

a,b,c,d,p,q=0
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bulunur. Dikkat edilirse iizerinde toplam olan indisler matris ¢arpimina gore

yer almaktadir. Demek ki G, = g(f(p, Xq) gosterimi kullanilirsa

3

Dy = Y (B(P'CR) D), 0(X,) (Ve)(X,)

p,q=0
3

= D (20TIGTH(O) ), 0(X,) (VE)(X,)
= D GoX)(Ve)(X,)

= D (30X, X)) (V) (X,)

P,q=0
bulunur. Bu Dirac iglemcisinin koordinat sisteminden bagimsiz olmasi, yani
evrensel olmasi demektir.
Dirac iglemcisinde kovaryant tiirev iglemcisinin yerine (4.15) ile verilen

esitini kullanirsak

Dy = 3" () (X) — 5 D wn KOO (w)
a=0 = (4.19)
1 2 win(Xa)f(en)d(es) (Vo))

ifadesini elde ederiz. Dahas:
Aa Z el = wap

seklindeki (4.5) gosterimi tersden kullanilirsa

DY = 37 ((d) a—-ZF eotie)
g (4.20)
LS et ()

bulunur.

Clp3"in 0 temsiline verilebilecek ¢rneklerden biri ¢ = 1,2, 3 i¢in

0(f) =0 = fle)=v=| | (4.21)



dir. Burada o;’ler Pauli spin matrisleridir. Yukaridaki matrisler Levy-Leblond
tarafindan Schrédinger dalga denkleminin lineerlestirilmesi esnasinda ortaya
konmustur. Sonugta ortaya c¢ikan denklem Levy-Leblon denklemi olarak isim-

lendirilmistir.
Tanim 4.8 Psprn(i,0,3) Xo C* dejenere spinor demetinde
D) + 2miviy =0
olarak ifade edilen denkleme Newton-Levy-Leblond denklemi denir.

Burada D Dirac iglemcisi; (4.21)’de verilen temsiller kullanilarak olugturulan
ve (4.19) (yada (4.20)) ile verilen iglemcidir. m ile s6z konusu parcacigin kiitlesi

gosterilmektedir.
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5 TARTISMA VE SONUC

Bu tezde, dejenere spin grubu SPIN(r,p,q) ve dejenere bilineer formun 6zel
ortogonal grubu SO(r, p, q) arasindaki 2 : 1 grup homomorfizmasinin verilmesi-
nin yani sira, bunlarin yari-dogrudan carpimla olan denkleri grup izomor-
fizmalar1 yoluyla elde edilmistir. SPIN(r,p,q) nin dejenere Clifford cebrine
denklik siiflar1 olusturularak nasil gomiuldigi agikca verilmistir. Biitiin bun-
lar herhangi birer rank ve boyut degerleri icin yapilmistir. Ozellikle yari-
dogrudan ¢arpimla verilen tiim denkliklerin herhangi bir rank ve boyutta acik¢a
ortaya konmasi tezin 6zgiin taraflarindan biridir. Tezin bir diger 6zgiin tarafi
r = 1 6zel durumunda SPIN(1,p,q) nin dejenere Clifford cebrinin i¢inde
yatan, denklik simiflar1 icermeyen bir bagka gruba izomorf olmasidir. Verilen
bu denklik sayesinde SPIN(1,0,3)-manifoldlar: incelenirken grubun Lie ceb-
rinin tayini kolaylagmis ve dolayisiyla baglantinin dejenere spinor demetine
taginmasi basitlesmistir. Dejenere spin manifoldlar1 ve dejenere spinor demeti,
tizerindeki baglant1 yapist ile birlikte M 103 6zel durumunda [15],[10], [17]'de
fiziksel motivasyonla dile getirilse de, diferansiyel geometri acisindan mate-
matiksel olarak invaryant bir bicimde bu tezde ortaya konmustur.

Herhangi bir boyut ve rank ic¢in boyle bir baglantinin varligi halinde onun
dejenere spin manifoldu kurularak dejenere spinor demetine invaryant bir bigim-

de tagiip taginamiyacagl yanitlanmasi gereken onemli bir sorudur.
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EK-1
BAGLANTI VE BAGLANTININ
KALDIRILISI

Tanim 1 F tirevlenebilir bir vektor G-demeti olsun. E tizerinde V baglantist

her f € C®(M) ve ¢ € T'(E) i¢in
V(f) = Vi +df @
kosulunu saglayan V : T'(E) — I'(T*M ® E) donisimine denir.

Kovaryant tiirev iglemcisi Vx : ['(E) — I'(E), Vx¢ = (V¢)(X) olarak

tanimlanan iglemcidir. Goriildiigii gibi bu iglemci X e gére C'°° (M )-lineerdir.

Teorem 2 E nin bir {U,, ¢} atlas i¢in A, : TU, — G seklinde G-degerli

{A.} 1-form ailesi verilsin. x € U, NUg ve v € T,.(U, NUg) olmak tizere

(Aa(@))(v) = @gal(@) " 0 (As(2)) (V) © pa(z) + Ppalr) ™" © (dpga)(@)(v) (1)

uyumluluk kosulunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter sart,

(V)(@)(v) = @a (@) ((da) (2)(v) + Aa(2) () (Ya(2))) (2)

ifadesinin E tizerinde bir baglanty olmasidir. Burada ¥ (x) := @q(x)(¢(x))

seklinde tanimly standart lifin yerel demet kesitidir.

Kanit. (2)nin Tamm 1 deki kosulu sagladigr agiktir. Simdi, (2) ifadesinin
E {izerinde bir baglant1 olmasi durumunda, (1)’in elde edildigini gosterelim.

(2)’nin baglant1 olmas1 demek, z € U, N U ve v € T,.(U, N Up) igin

Pa(@) " ((diba) () (v) + Aa (@) (v) (Ya(2)))
= @p(r) " ((dih) () (v) + Ag(2) (v) (¥5(2))) (3)
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olmasi demektir. Gegig fonksiyonlart pag(z) = pa(z) 0 ps(z)~! oldugundan

standart lifin yerel kesiti

bal®) = pa()(¥(2))
= (pap(r) 0 pp(2)) (¥ (2))
= $ap(r)(ps()(¥(2)))
= Pap(@)(V5(2)) (4)

olarak yazilabilir. Eger x = v(tg) ve v = —~(t) |14, olacak sekilde ~y(t) egrisi

at’
alinirsa, (4) ile birlikte

(@) @)0) = 5 (a0 ity

= 200

= L as VO WD) et

= (jt@aﬁ( (8)) le=to)(©5(7(t0))) + @as(y(t))(; wﬁ( (£)) le=to)

= ((dpap) () (0)(5(x)) + pap(x)((dp)(z)(v ))

elde edilen bu esitlik (3)’de kullanilirsa,

#a ()" (((dpap) () (v) (V3(2)) + Pap(@)((dihg) () (V) + Aa(@) (V) (Ya(2)))
= 05(2) " ((di) () (v) + Ag (@) (v) (¥5(2)))

elde edilir. Burada ¢, (2)7! 0 pas(r) = @al(r) ™' 0 0u(z) 0 ps(z) ™! = pu(z)~"
ve (4)’den ifade,

(@) As(@) (V) (¥5(2))) = walz) " ((dpap)(@)(v))(¥s(x))
+pa(7) 7 (Aa(2) (v) (Ya(@)))
As(2)(0)(p(2))) = ©pal@)(Aa(z)(0)(Ya()))
+ps0(2)((dpap) (2)(v) (¢s(2))
As(@)(0)(¥s(2))) = Pas(@)” (Aa(2)(0)(as(2)(¥5(2))))
+0ap(2) " ((dag) () (v)) (Y5(x))
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seklinde sadelesir. Son olarak v3(z) = ¢s(z)(¢(z)) den

As(@)(0)(0s(2)(¥(2))) = (Lap(r)" 0 Aa(2)(v) 0 pas(z)
+0ap(2) " 0 (dipag) () (1)) (p5(2) (P(2)))

olacaktir. Biitiin 1 kesitleri i¢in yukaridaki ifade gecerli olacagindan

As()(v) 0 ps(x) = (ap(2) " 0 Aa(2)(v) 0 pas(x)

+0ap(®) " 0 (dpag) () (v)) © @5(2)

yazilir ve buradan, ¢g(x)~! kullamlarak kolayca

As() (1) = ag(@) ™" 0 Aa(@)(v) © Pas(®) + Pap(®) " 0 (diap)(z)(v)

bulunur.

Simdi (1)’den hareketle (2)'nin baglant: oldugunu, yani (2)nin koordinat

sisteminden bagimsiz oldugunu gosterelim. (1) ifadesi, (2)’de yerine konuldugunda,

(Vi) (@)(v) = @a(@)” ((dva)(z)(v))
+0a(7) 7 (Ppalx) " 0 (Ap())(v) © Ppa()
+05a(7) " 0 (dpga) () (1)) (Ya(x)))
(Ve)(@)(v) = pa(@) ((As(x))(v)(¥5(2)))
+0a ()7 ((da) (2) () + a(2) " ((dpga) () (1)) (Ya(2)))

(4) kullanilarak bulunur. Burada (dygs)(z)(v) igin aymi yukaridaki gibi 7 egrisi

kullanilirsa g, (x) = ©(x) 0 pa(x) " oldugundan dolay,

((dpga)(2)(v))(Ya(2)) = (dihp)(2)(v) = Pgalr)((da)(2)(v))

sonucu bulunur. Bu yukaridaki ifadenin son teriminde kullanilirsa,

(V)(@)(v) = @p(x) " ((dihs) () (v) + Ag(2) (v)(¥5(2)))

elde edilir. m
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Bu teoremde {A,} 1-form ailesi bir vektér G-demeti iizerinde verilmigtir.
Vektor G-demetinin tanimi geregi G Lie grubu, girdileri cismin (R, C,H) e-
lemani olan bir matris grubudur (yani dogrusal déniigiimlerin grubudur). Bu
yiizden G’nin Lie cebri bir matris cebridir. Dolayisiyla (1)’deki bilegke gosterimi
(yani matris ¢carpimi) anlamh bir gésterimdir. Bu 1-form ailesini, herhangi bir
G-demeti iizerinde diigiinmek istersek (mesela bir asal G-demeti iizerinde), G
Lie grubu artik bir matris grubu olmak zorunda olmadigindan (1)’deki gosterim
(bilegske gosterimi) her zaman anlamli olmayabilir. Gosterimlerin kesin olarak

anlamli olmasi i¢in baz1 6n hazirliklar yapmak gerekecektir.

Tanim 3 Herhangi bir G Lie grubu tzerinde belirlenmis bir g € G i¢cin

R,: G — G
h +— Ry(h):=hg

ve
Ly: G — G
(6)
h +—— Ly(h) = gh

olarak tanvmlanan tirevlenebilir Ry, L, dontsimlerine siraswyla sagdan etki ve

soldan etki denir.

Onerme 4 Herhangi bir G Lie grubu tizerinde Yy := Lyo Ry olarak tanimla-

nan

T,: G — G

(7)
h — Y,(h):=ghg™*

donistima tirevlenebilir grup izomorfizmasidir.

Kanit. Bire-bir, orten ve tiirevlenebilir iki dontigiimiin bilegkesi yine bire-bir,

orten ve tiirevlenebilir bir déniisiimdiir. Ote yandan
T, (k') = ghh'g™' = ghg 'gh'g™ = Y, (h)Y,(K)

oldugundan doniigiim izomorfizmadir. m
Artik, herhangi bir G-demet {izerinde adina baglant1 1-formlar1 diyecegimiz

{A.} 1-form ailesini tanimlayabiliriz.
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Tanim 5 Fg herhangi bir G-demeti ve bu demetin {U,, vo} atlast i¢in verilen
Ay 1 TU, — G seklindeki G-degerli { Ay} 1-form ailesi, her x € U, N Ug ve
ve T, (U, NUp) igin

Aa(2)(0) = (AT gy 2)-1)e(Ap(2) (V) + (AL, ()1 ) @) ((dippa) () (V) (8)

kosulunu saghyorsa {A.} ailesine Fg 'min {U,, pa} atlasina gore baglanty 1-

formlary denir. Bu kosula uyumluluk kosulu adv verilir.

Burada ¢,s(z) gecis fonksiyonlar: tanimi geregi G nin elemamdir. Bu du-

rumda, Ty, (2)-1 ve Ly, z)-1 tammlh olup tiirev dontigtimleri
(dpga) (@) : To(Up N Ua) — Ty )G

(dT@ﬁa(x)q)e T.G=Gg—T.G=¢G
(Lg s )pa@) * Topu)G — T.G =G
seklindedir.

Onerme 6 Yukardaki tamimda 6zel olarak, G bir matris grubu ise (8) nu-

maraly uyumluluk kosulu

(Aa(2))(v) = ppalr) ™" 0 (Ap(2))(v) © Ppa(®) + pala) ™ o (dppa)(z)(v)
seklindeki (1) numaraly uyumluluk kosuluna dénisir.

d
Kamt. G matris grubu tizerinde a = Ev(t) li=t,€ G ve y(to) = e € G olacak

sekilde bir v matris egrisi segelim (dyleyse a da bir matristir). Belirlenmig bir
g € Gicin (dY,). : G — G doniisiimii

d

(@C,)ela) = L(0q0N®) limt

= LTG0 et

d

= 3 —(g7(t)g ") li=to

d
= g—~(t) l—p ¢!
gdtW(Ht—tog

= gag "
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olacaktir. Bu matrisler, birer dogrusal doniigiim belirttiginden matris ¢arpimi

gosterimi yerine (dY,)c(a) = goao g™t gosterimi de kullamlabilir. O zaman

a = (Ag(z))(v) ve g = pga(x)~" olarak alimrsa (1)’in ilk terimi elde edilmig

olur.

d
Benzer gekilde, b = %7(0 li=t,€ T,G ve v(to) = g € G olacak sekilde bir

~ matris egrisi secelim (Gyleyse b de bir matristir). Belirlenmis bir g € G igin
(dLg-1)q : T,G — G doniislimii

d

(dLg-1)g(0) = —(Lg=107)(t) le=ts

d
= S (100 i
d B _
= a(g Y1) Ji=to
4 d
dt
g g_lb

=g Y(t) le=t

olacaktir. Bir énceki paragrafdaki nedenlerle (dL,-1),(b) = ¢g~' o b olarak
gosterilebilir. Eger b = (dgga)(z)(v) ve g = @ga(x) olarak alinirsa (1)’in,
ikinci terimi de elde edilmis olur. m

Tleride 6nemli iki teoremin ispatinda kullanacagimiz baz egitlikleri agagidaki

onermede ifade edelim.

Onerme 7 G, G Lie gruplary arasinda p : G- G grup homomorfizmas: ve-

rilsin. Belirlenmis herhangi bir g € G 1¢in

Lygop=pols Rygop=poR; Tygpop=poTy (9)

(dLy)-1)p@ © (dp)g = (dp)zo (dLg-1)g (10)
(dRyg)e o (dp)e = (dp)g o (dRg)z (11)
(dYy@)e 0 (dp)e = (dp)zo (dT5)z (12)

dir. Burada €, e siraswyla G ve G nin birim elemanlaridar.
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Kanit. p bir grup homomorfizmas1 oldugu icin p(e) = e, p(g=1) = p(g)~"! ve
p(Gh) = p(7) p(%) dir. Oyleyse sagdan ve soldan etki tammlar kullanilarak

(Lo o p)(h) = p(g)p(h)
= p(Gh)
= p(Lg(h))

= (poLg)(h)
bulunur. Ayni yontemle, diger iki esitlik kolayca elde edilir. Tiirev dontigiimleri

ile ilgili esitliklerde, tiirev doéniigiimiiniin d(f o g)(z) = (df)(g(x)) o (dg)(x)

ozelligi kullanilacaktir. Birinci esitlik L,g-1) 0 p = po Lz-1’den hareketle

d(Lyg-1 0 p)g =d(po Lg-1)g
(dLyG-1))p@ © (dp)g = (dp)(r, 15) © (dLg-1)g

(dLo@) 1)o@ © (dp)g = (dp)e o (dLg—1);
bulunur. Diger iki esitlige,
d(Ryg o ple =d(po Rg)e  d(T g op)e=d(poTg)e
ifadelerinden ayni sekilde ulagilir. m

Teorem 8 Ayni M manifoldu tizerinde Fg, ]?é demetleri ve p : G — G
k.1 érten grup homomorfizmasi verilsin (k € Z%). Ayrica Fg, j-:@ nin oyle
{Uas 0o}t ve {Uy, pa} atlaslary olsun ki, Fg ve .7::@ ‘nin gecis fonsiyonlary ile p

arasinda p o a3 = Pap Ozelligi saglansmn.

Demetlerin yandaki diagram komutatif olacak N G
Pap l
Pl k:1

UaNUs 55 G

sekilde atlaslary var olsun: po Pag = Pags-

Eger {A.} ailesi Fg nin {U,, pa} atlasina gére baglanty 1-formlary ise, her
x €U, i¢cin

Au(z) = (dp);" 0 Au(r) (13)
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olarak tamimlanan {A,} ailesi de j-:é nin {Uy, Pa} atlasina gore baglants 1-

formlaridar.

Not. Burada p grup homomorfizmasi & : 1 ve 6rten oldugundan, (dp)z bire-bir
ve orten, yani terslenebilirdir.

Kamt. {A,} ailesi F¢ nin {U,, p,} atlasina gore baglant1 1-formlar: ise

Aa(2)(v) = (AT gy (2)-1)e (A (@) () + (AL, @)1 )ppa (@) (dPsa) () (v))

seklindeki (8) numarali uyumluluk kosulu gecerli demektir. Oteyandan teo-

remde verilen p o 3 = @ag, yani p(@as(r)) = pas(x) ifadesinden

Aa(2)(v) = (dT pggq () 1)e(As(2) (1) + (ALpEs0 )1 )o(@sa @) (P © Ppa) ) (2) (V)

yazabiliriz. Her iki tarafin (dp)s' altindaki goriintiilerine bakilirsa,

(dp)z " (Aa(2)(v)) = (dp)z (AL p(zy, () —1)e(Ap(2) (v)))
H(dp)z" (AL p(Ga )~ o502 (AP © $sa)) () (v))),
((dp)z* 0 Aa(@))(v) = ((dp)z" 0 (AT p(y())-1)e) (As(2) (v))
+((dp)z" 0 (AL (0 () 1) p(Fsa () (d(p © Ppa)) (2) (0)),

Aa(@)(v) = ((dp)z" 0 (AT p(z,0(0))-1)e) (As(2) (V)
+((dp)z" 0 (ALp(pa()~1)p(@sa@) © (8P)gun(a)) ((dPsa) () (v)) (14)

elde edilir. (12) ifadesinde, § = Pg,(z)~* olarak almirsa

(dY pGsa@)-1)e 0 (dp)e = (dp)zo (A, @)-1)e
(dp)z* O(dTp(Wga @)-1)e = ([dYT5, @-1)z0 (dp)' (15)

buluruz (burada p grup homomorfizma oldugundan p(s.(2) ™) = p(@pa(z)) ™
dir). Benzer yolla (10) ifadesinde de g = @g,(x) olarak alinrsa,

(ALp(3s0(2) 1) p(@sa (@) © (@0)350(x) = (dp)z o (ALg,. () 1)psa(x)  (16)
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buluruz. (15) ve (16) esitlikleri (14)’de yerlerinde kullanilirsa

Aa(@)(v) = ((dT5,,@-1)z 0 (dp)z ) (As(z)(v)
+((dp)z" 0 (dp)z © (AL, ()1 )70 () (dBa) () (V)
= (dT5,,@-)e((dp)z " (As(x)(v)))
(AL g0 (@) 1) 750 @) (dPpa) (2) (V)
= (dYg.m1)e((dp)z " 0 As(2))(v)
(AL () 1) Fpa() (dP5a) () (V)
= (A )e(As(@) () + (AL (1) 1) a0 ((dP50) (2) (1)

-1

sonucunu elde ederiz. Dikkat edilirse bu son esitlik, {A,} ailesi ve {Us, Ba}
atlasi i¢in (8) numarali uyumluluk kogulunun aymsidir. O zaman {ja} ailesi

.7?@ nin {U,, ¢, } atlasima gére baglant1 1-formlaridir. m

Teorem 9 Py bir asal G-demeti olmak tizere; onun E = Pgx¢V* ile gosterilen
ve 0 1 G — Aut(VF) = GL(k,V) grup homomorfizmas ile verilen Pg nin
asosiye vektor demeti alinsin. Eger { Ay} ailesi P 'nin {Uy, po} atlasina gore

baglanty 1-formlar: ise, her x € U, i¢cin
Aa(@) = (df)e 0 Aal(z) (17)

olarak tamamlanan {A.} ailesi de E’nin {U,,3,} atlasina gére baglants 1-

formlaridar.

Not: Burada V* ile (R,C,H) cismi iizerindeki k-boyutlu V vektor uzayi
gosterilmektedir.

Kamt. {A,} ailesi Pg nin {U,, p,} atlasina gore baglant1 1-formlar ise

Aa(2)(v) = (dT gy (2)-1)e(Ap (@) (V) + (AL, @)1 )ppa (@) (dPsa) () (v))

seklindeki (8) numaral uyumluluk kosulu saglanir. A, (z) = (df). o Au(7)
ifadesi v € T,(U, N Ug) C T,U, igin A,(z)(v) = (d).(Aa(r)(v)) demektir.
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Oyleyse,

Aa(@)(v) = (d0)e((dYy,, @)1)e(As(x)(v))
ALy, (@)-1) gpa(@) (dpsa) () (v)))
= ((d0)e o (dT gy, @)-1)e) (As(2)(v))
H((d0)e 0 (AL, ()-1) ppae)) (dppa) () (V)

elde edilir. (12) ifadesindeki p : G — G homomorfizmasinin yerini, burada

0 : G — Aut(V¥) = GL(k,V) homomorfizmasi almigtir. Dolayisiyla (12)

(18)

burada
(dYgg))ia o (dB)e = (df)eo (dYy)e
seklindedir ve g = pg,(2)~* olarak segilirse,
(d)e © (AT (0)-1)e = (AL o0 ()-1) Jia © (dB)e (19)
bulunur. Benzer gekilde (10) ifadesi de burada,
(dLo(g)-1)a(g) © (d0)g = (dO)c o (dLg-1),
seklini alacaktir ve g = g, ()" olarak segilirse,

(d0)e o (AL (@)1 )gpata) = (ALo(psa(@)~1)0(psa () © (A0)ps0 () (20)

bulunur. (19) ve (20) esitlikleri (18)’de yerlerinde kullanilirsa,

Aa(@)(v) = (AT pppa)-1)ia © (d0)e) (As()(v))
+((dLo(ppa (@)1 )0(0pa (@) © (A0) 50 (2)) ((dippa) () (v))
= (AT g0 ()~1)ia((d0)e(Ag(z)(v)))
F(( Lo g0 (2))~1)0(0pa () ((0) 50 @) © (dpga) () (v)
= (dTo(ppa(e-1)ia(As(2)(v)))
+((dLo(p s (@)1 )0(0pa (@) (A0 © 50 )) (2)) (V)

ifadesine ulagilir. Bir asal G-demetinin gecis fonksiyonlar1 ¢, ise bu asal

demetin asosye vektor demetinin gegis fonksiyonlarimim .5 = 6 o p,s5 (veya
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Yap(x) = 0(0ap(r))) oldugunu biliyoruz. Oyleyse bu esitlik elde edilen son

ifadede kullanilirsa,

Aa(@)(v) = (AL 0)-1)ia(As(@) () + (ALuyso ()1 50 x) (dig) () (1))

sonucunu elde ederiz. Dikkat edilirse bu son esitlik A, ailesi ve {U,, %, } atlasi
icin (8) numaral uyumluluk kosulunun aymisidir. O zaman, {A,} ailesi de E
asosye demetinin {U,, %, } atlasina gore baglant1 1-formlaridir. m

Not: Bu uyumluluk kogulu, Onerme 6’dan dolayr,

(Aa(@))(v) = tpa(@) " 0 (As(2))(v) © Yga(@) + Psa(z) " 0 (dihsa) (2) (v)

olarak da yazilabilir.
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EK-2
YARI-DOGRUDAN CARPIM

Tanim 1 G bir grup, H < G, N < G onun alt ve normal alt gruplary olsun.
Eger G = HN ve HN N = {1} ise G ye H ile N nin yari-dogrudan ¢arpyma

denir ve G = H x N olarak yazlr.

Onerme 2 Ejer G = H x N ise h — 0(h)(n) := hnh™" olarak tanumlanan

0: H — Aut(N) grup homomorfizmas: vardr.

Not: Aut(N) bilegke iglemi altinda gruptur.
Kanit. Normal alt grubun tanimi geregi, her g € G ve n € N icin gng~! € N

olacagindan verilen doniigiim iyi tammmhdir. Ayrica

O(hl')(n) = hh'n(hh')™"
= hWnh 'R
= hO(K)(n)h™
= 0(h)((O(1')(n)))
= (0(h) o 0(1))(n)

olur ve O(hh') = 0(h) o O(h') seklindeki homomorfizma da elde edilir. m

Teorem 3 H ve N gibi herhangi iki grup ve 0 : H — Aut(N) grup homo-

morfizmast verilsin. O zaman H X N kiimesi tizerinde
(h7n>(h/7n,) = (hh,ae(h,_l)(”)”/) (1)

olarak verilen islem asagidaki ozellikleri saglar:

1) Bu islemle birlikte H x N bir gruptur,

2)H=Hx1y<HXN,

3) Nolyx N<HXN,

4) HXx N=(HXx1y)(1g x N)ve (Hx1y)N(1g x N)={(1g,1n)},
5) Hx N=(Hx1y)Xg(lg x N)= H xgN.
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Not: Bu ozellikleri saglayan (1) iglemi tek degildir. Bu iglemden farkli olan
islemler vardir, oyle ki bu ozellikler saglanir.
Kanit. Islemin kapal oldugu agiktir.

Birlesme ozelligi:

((hyn) (R, ) (R n") = (RR', 0(R""")(n)n') (R, ")

(BB, (R ) (O(R") (n)n)n")

= (RI'R" O(R" 1) (O(h")(n))0(h" ) (n")n")
( )
(

hh/h// ( (h//—l)oe(h/ 1) ( )9<h//—1)(n/)n//)

ote yandan,

(h,n)((H, ) (B, n")) = (h,n)(W'R", O(h"1)(n)n")
— (hh/h//7 9((h/h//)—1)(n)0(h//—1)(n/)n//)
— (hh/h//7 G(h"*lh’*l)(n)ﬁ(h”*l)(n')n”)

bulunur.

Birim eleman 1g4ny = (1, 1y)

(h,n)(1g,1n) = (h1g,0(15")(n)ly)
= (h,id(n)ly) = (h,n)

ve

(1H7 lN)(h,n) = (th,Q(h_l)(lN)n)
= (h,1yn) = (h,n)

bulunur. Burada Aut(N) grubunun birim elemani id birim doniigtimdiir. 6
grup homomorfizmasi oldugundan, 6(1g) = id olur. §(h™') € Aut(N) de bir
grup otomorfizmasi oldugundan, 6(h~')(1y) = 1y dir.
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Ters eleman: (h,n)~' = (h=1,0(h)(n™1))

(h,n)(h~",0(h)(n™")) = (A", 0((h ")) (n)0(h)(n™"))
= (1g,0(h)(nn"))
= (1g,0(h)(1n)) = (1g,1N)

ve

(A=, 0(h)(n™1))(h,n) =

bulunur. Burada 6 grup homomorfizmas: oldugundan 6(h~t) = 6(h)~! dur.

H = H x 1y oldugu acikca ortadadir. (h,1y)"' = (h7',1y) € H x 1y ve
(hy 1) (W, 1n) = (I, 1x) € H x 1y oldugundan, H x 1y < H x N dir.

Ayni gekilde N = 15 x N oldugu da agiktir.
(1g,n) = (1, 0(1g)(n™ ) = (g, id(n™Y)) = (Ilg,n™ ) € 1y x N
ve
(g, n)(1g, ') = (1g, 0(15" ) (n)n') = (1g,id(n)n’) = (1g,nn') € 1y x N
oldugundan, 1y x N < H x N dir. Ayrica,

(h,n) (L, ) (h,n) ™ = (h,n)(La, n') (B, 0(h)(n™"))

(h,

(h, 0(1" ) (n)n) (™, 0(h)(n™1))
= (h,nn)(h™1,0(h)(n™"))

(L

,0(h)(nn)0(h)(n™")) € 1y x N
oldugundan dolayi1 da 15 x N < H x N olur.
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(h,n) € Hx N elemani i¢in aday olarak (h, 1) ve (1g,n) elemanlar segilirse,
(h, 1n)(1g,n) = (h,0(15")(1x)n) = (h,n) bulunur. Varsayahm ki, (1, 15)’den
bagka bir de, (h,n) € (H x 1y) N (1 x N) olsun. Oyleyse (h,n) € H x 1y
olur ki, bu n = 1y demektir. (h,n) € 1y x N’de olacagindan, h = 1y olur.

Demek ki (h,n) = (14, 1x) dir.

Dordiincii adimdaki bu ozellikler yari-dogrudan ¢arpimin sartlaridir. O zaman,
H x N kiimesi bu iglem altinda H x N = (H x 1y) Xg (1g X N) = H xg N
seklinde bir yari-dogrudan carpimdir. Buradaki izomorfizma, ikinci ve tigiincii

adimdaki izomorfizmalardan kolayca elde edilir. m
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