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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

REEL CLIFFORD CEBIRLERININ TEMSILLERI
Senay KARAPAZAR

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Danigman: Yrd.Dog¢.Dr. Nedim DEGIRMENCI
2004, 149 Sayfa -

Bu tezde reel Clifford cebirleri ve temsilleri incelenmigtir. Ilk iki
boliimde Clifford cebirlerinin tanimlanmasinda kullamlan simetrik
bi-lineer formlar ve tensdr carpimlari verilmigtir. Uglincii bdliimde
sonlu boyutlu reel vektér uzaylar: ilizerinde Clifford -cebirleri
tanimlanmig ve bazi 6zellikleri elde edilmistir. Dordiincii béliimde
R™ iizerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinin izomorf oldugu
matris cebirlerinin tablosu verilmistir. Bu tablo genel olarak
bilinmesine ragmen s6zkonusu izomorfizmlerin acik ifadeleri
literatiirde bﬁlunmamaktadlr. Besinci boliimde s6zkonusu tabloda
gecen izomorfizmlerin agik ifadeleri verilmis ve genel olarakta R"
tizerindeki dejenere olmayan bir Clifford cebirlerinden izomorf oldugu
matris cebrine giden izomorfizmin nasil elde edilecegine dair bir
yontem verilmigtir. Altinci ve yedinci béliimlerde dejenere olmayan
Clifford cebiﬂerinin temsilleri verilmistir. Son boéliimde de dejenere

Clifford cebirlerine deginilmistir.

Anahtar Kelimeler: Simetrik bi-lineer form, Kuadratik form, Tens6r

carpimi, Clifford Cebri, Cebirin Temsili



ABSTRACT

Master of Science Thesis
REPRESANTATIONS OF REAL CLIFFORD ALGEBRAS

Senay KARAPAZAR

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Mathematics Program

Supervisor: Yrd.Dog¢.Dr. Nedim DEGIRMENCI
2004, 149 Pages

In this thesis Real Clifford algebras and their represantations are
studied. In the first two chapters symmetric bilinear forms and
tensor produét which are necessary to define Clifford algebras are
given. In the third chapter Clifford algebras on the finite-dimensional
real vector spaces are defined and their some properties are
obtained. In the fourth chapter the table of matrix algebras which
become isomorphic of non-degenerate Clifford algebras on R" is
given. Although this table was generally known, there are no explicit
expressions of these isomorphisms in literature. In the fifth chapter,
Clear expressions of the isomorphisms in the mentioned on table is
given and thus a method is developed to obtain an isomorphism from
a non-degenerate Clifford algebra on R" to related matrix algebra.
In the sixth and seventh chapter represantations of non-degenerate
Clifford algebras were given. In the last chapter degenerate Clifford

algebras are mentioned.

Keywords: Symmetric bilinear form, Quadratic form, Tensor

product, Clifford algebra, Represantation of algebra
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1 SIMETRIK BI-LINEER FORMLAR

Bu boliimde, Clifford cebirlerinin tamimlanmasinda temel unsurlardan biri
olan simetrik bi-lineer formlarin bazi temel Szelliklerine deginecegiz. Bunlar:

sonlu boyutlu reel vektor uzaylar: igin géz oniine alacagiz.

- Tamim 1.1 V .sonlu boyutlu reel vektor uzay: olsun ve b : VXV — R dénisimd

verilsin. Eder b dontisimi her z,y,z',y € V ve her oo € R 1igin,

b{z+2',y) = b(z,y)+b(z,y)
b(z,y+y) = b(z,y) +b(z,y)
b(az,y) = a.b(z,y)
b(z,ay) = ab(z,y)

kogullarins sdglzyorsa bu déniigiime V dzerinde bir bi-lineer (iki lineer) form
denir. Ayrica Y,y € V igin b(m,y) = b(y,z) kosulu da saflansyorsa b ye
simetrik bi-lineer form denir. Bu durumda (V,b) ikilisine de simetrik bi-lineer

uzay denir.

Tamm 1.2 (V,b) simetrik bi-lineer uzay olmak tzere, z,y € V' igin

b(z,y) =b(y,z) =0

oluyorsa z ve y vektorlerine ortogonal (dik) vektorler denir. Ortogonallik
kavrama alt-kimeler i¢in de anlamldir. Yani X ve Y, V nin alt kiimeleri iken

herz € X ve hery € Y igin b(z,y) = 0 oluyorsa X ve Y ye ortogonaldirier

denir.

Yardimc: Teorem 1.1 Xt = {z €V | hery € X igin b(z,y) =0 } alt kiimesi

V nin bir alt uzayrder.
Kamt. 3,y € X+ alai1m. Vz € X icin b(y,z) =b(y,z) = 0 dir.
bly+ ') = b(y2) +b(y,2) =0
olacagimdan y + 3 € X* elde edilir. a € R olsun. Vz € X igin
ab(y,z) =0=>b(ay,z) =0==o0ay € X*
olur. Buradan X< in, V nin bir alt uzay: oldugu elde edilir. =
1
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XCYiseYtc Xtdir yeYtalam z€ X CYicinb(z,y) =0
dir. z € X ve b(z,y) = 0 oldufundan y € X+ olmahdir. Buradan Y+ c X+
sonucu elde edilir. W C V ise (W, b |wxw) bir simetrik bi-lineer uzaydir ve

bunu b |yx.= by, ile gosterecegiz.

Tamm 1.3 (V,b) ve (V' b') simetrik bi-lineer uzaylar olsun.

(i) Eger 1-1 bir 0 : V — V' lineer déniigiimii Vz,y € V igin

V(o (z),0 1)) =b(zy)

kosulunu sagliyorsa bir izometri olarak adlandurilar.

(i) o : V — V' drten bir izometri varsa (V,b) ve (V', V) uzaylar izometrik
veya izomorfik olarak adlandirlir ve (V,b) & (V',¥) olarak gésterilir.

(1)) o : V .———> V izometrilerin olusturdudu gruba ortogonal grup veya
(V,b) nin otomorfizm grubu denir. b(o (z),o (y)) = b(z,y) gdsterimi c*b = b
ile ‘ifade edilébilir. O (V,b) veya Aut(V,b) ile gosterilir. Ortogonal grubun

elemanlart ortogonal dénigimlerdir.

Tanim 1.4 V bir vektor uzays olsun. @ : V — R dondsimdi,

i)V € V,a € R icin Q (az) = o2Q (z) dir.

i) Vz,y € V igin b(z,y) = 2(Qz+y)—Q(z) —Q(y) donugima
V' dizerinde simetrik bi-lineer fomﬁdur
kosullarim sagliyorsa, bu dondsime V dzerinde bir kuadratik form denir. Bu

durumda (V, Q) ¢iftt bir kuadratik ‘uzay' olarak adlandsrilur.

ii)-de ki b simetrik bi-lineer formuna @ ya kargihk gelen simetrik bi-lineer
form denir. Diger taraftan V tizerinde bir b simetrik bi-lineer formu verildiginde
Q(z) = b(z, z) seklinde tammh Q : V — R déntisiimii V {izerinde bir kuadratik
formdur ve bu kuadratik forma b ye karsihk gelen kuadratik form denir.

1.1 Simetrik bi-lineer formlar i¢in matris g&sterimi

(V,b) simetrik bi-lineer uzay ve £ = {ey, €, ...,e,} V nin bir tabam olsun.
B = (b(es, e5)) = (bi;) seklinde tanimlanan B matrisine b bi-lineer formunun §

tabanina gére matrisi denir.

ki

LG



Herhangi z,y € V vektorlerinin b altindaki goriintiilerini B matrisi yardimmiyla
hesaplamakta miimkiindiir. Soyle ki z = 5 z;e; vey = Y yje; olmak ﬁzere, :
i=1 j=1

i=1

in By i =

elde edilir. V nin baska bir £’ = {e},€), ..., €, } tabam igin, T = (t;;) taban

b(z,y) = (Zmzez,z%e]) sz (es,€5)y sz i5 Y

Al

degisim matrisi olmak tzere j =1,...,7m i¢in €’ Zt” e; yazabiliriz. Simdi &'

tabamna kargihik gelen b bi-lineer formunun rnatnsuu hesaplayacagiz.

Yardimc: Teorem 1.2 B, = TtBb,gT dir.
Kanat.

bef,e;) = b (Ztkiek,2t1j61> = Ztkibkltlj

= Zt,m (B.T), TtBT)

Eger B = T'AT olacak sekilde terslenebilir T' matrisi varsa A ve B

matrislerine benzerdirler denir.

Teorem 1.1 Iki bi-lineer uzoy izometriktir <= ki bi-lineer uzayin simetrik
bi-lineer formlarmn keyfi tabanlara gore belirttiklers matrisler benzerdir.

Kanat. (=) (V,b) ve (V',V) siraswla = {e1, €3, ....,en},& = {€}, €, ..., €0}

~

tabanlary ile iki bi-lineer uzay ve (V,b) = (V' V) olsunlar.O zaman
o :V —— V' birebir orten lineer dontsimi vardir Syle ki o (e;) = > €55y
=1

ile S = (Sji),,, matrisi tanvmlar. o déndsimi izometri oldufundan

z'By = b(iv,y) =V (0(2),0 () = (c(z)) B (o (y))

dir. ac-—Z:cze1 ve 3,/—2:%6J iseo(z) =S8 -zveo(y)=2S5 y dir. O halde

i=1 j=1
z'By = (o (2))" B (0 (y)) = (S-2)" B'(S-y) = 2*S'B'Sy
egitlifinden B = S*B’S sonucu elde edilir.

3



(=) (V,b) nin € = {e1, ey, ...,en} tabamna gére matrisi B ve (V',0) nin
£ = {e},eh,....e"} tabamna gére matrisi B' olsun. (V,b) ve (V',b) bi-lineer
uzaylarinan bu tabanlara gére belirttikleri simetrik matrisler benzer olsun. Yami

B = S'B'S olacak sekilde S terslenebilir matrisi var olsun. o : V — V'

birebir Orten lineer db’n@ﬁmﬁnﬁ her z € V z'g:in o(z) = S -z seklinde

tamemlayalim. O zaman z = Zmzem ve y = }:yjej ise o(z) = S -z ve
.og=1

o(y)=2S8-y dir.

b(z,y) = 2'By=3'S'B'Sy=(S-z)'B' (S v)
= (0(2))B'(c(y)) =V (0(2), 7 (v))

oldugundan iki bi-lineer uzay izometriktir. m

Ozel olarak (V,b) = (V',V) ve & = ¢ ise izometrinin S matrisi igin
B = 5'BS kogulu elde edilir.
O(V,b) = {S|detS #0,B = S5*BS} izomorfizmi vardir. ¢ : V — V

n
birebir crten lineer déniigiim ve o (e;) = > Skiex olmak tizere,
k=1

blei,e;) = blole:),o(es))
= (ZSkzekaZSlgel> = > Skib (ex, &) Sij
PY
= > SkibuSy = Z%Ski.( S)y; = (S*BS)y;
k’ .

k,l

oldugundan B = S*BS sonucu elde edilir.
Boylece simetrik bi-lineer uzaylarin izometri simflar ile simetrik matrislerin
" benzerlik simflan arasinda birebir drten bir egleme vardir.

V bir vektor uzay: ve V*, V nin dual uzayim belirtsin.
V*={f]f:V — R lineer}

uzay1, tiim lineer fonksiyonellerin vektor uzayidir. V nin tabani {e, ez, ..., €5}
ise buna kargilik gelen {e3, e, ..., ex } , V* dual uzayinin tabam olarak adlandirihr
ve '
1,7 =7 iken

ej (ej) = 05 =
! ’ 0,7 # 7 iken



- olarak tammlanir. Ayrica z = Y z,e; € V igin
=1

=€ (Z%‘%‘) =zl (e) =
j=1 J=1
olacagindan he‘rhangi birzeV icin €} (z) = z; dir.
Tanmim 1.5 (V,b) bi-lineer uzay ise
b: V. — v*
r — b(x): VoR
vy (b(=)) )
(13 (w)) (y) = b(z,y) olarak tansmlanan b lineer déniigimine adjoint dontisiimii

denir.

Yardimc: Teorem 1.3 ¢ = {ey, €2, ..., en} V nin tabani ve buna karsilik gelen
£ = {el,e5, ..., ei} V* dual uzaywmin tabama ise & ve £ tabanlamna karsilik
gelen b man matrisi, £ tabanina kargilik gelen b bi-lineer uzayinin B matrisidir.

Kanat. (E (ei)) (e;) = b(ei,€j) olduffu kullamlirsa,

b(e;) =kZ:;mkez = (A ) (kaek) e;) Z:ckek (e;)

j = k iken (Z)(ez)) (e;) = z; olacaktir. Buradan b(e;) = Zb(ei,ek) e; elde
: k=1 .
edilir. O halde b man matrisi, £ tabanina karsilik gelen b bi-lineer uzayinin B

matrisidir. n

Yardimci Teorem 1.4 W, (V)b) bi-lineer wuzaywn bir alt uzayr ise
7 V* — W* projeksiyon olmak tizere W+ = Ker < o B) dir.

Kanit. z € Wt alabm. y € W igin <13 (z)) (y) = b(z,y) = 0 dor.
Buradan (l; (x)) lw= 0 olacafindan z € Ker (7r013> elde edilir. O halde
W+ C Ker <7r o I;) dir(1). §imdi z € Ker (7r o 3) olsun.

(wo{)) (z) =0= (5 > lw=0
y € W igin b(z,y) = 0 oldugundan z € W+ elde edilir ve buradan

Ker (w05> C W+ (2) olur. Béylece (1) ve (2) den W+ = Ker (7708)

sonucu elde edilir. =



1.2 Regiiler Uzaylar ve Ortogonal Toplam

(V,b) simetrik bi-lineer uzay olsun. V% = {0} ise V ye regiilerdir,
non-singiilerdir yada non-dejeneredir denir. Buna gore regiler bir uzayda
z € V olmak tizere her y € Vigin b(z,y) = 0 ise z = 0 dur, yani regiiler
bir uzayda tim vektorlere dik olan yegane vektor sifir vektoridir. V4 alt

uzay1 (V, b) simetrik bi-lineer uzaymin radikali olarak adlandmrilir ve
Rad(V)=V*+={z €V |hery € V igin b(z,y) = 0}

ile tanmumlanir.

Sonug 1.1 b bir izomorfizm (veya buna denk olarak b bi-lineer formunun

matrisi B terélenebilir) ise (V. b) regulerdir.

Kanit. b bir izomorfizm ise (V, b) nin regiiler oldugunu gosterelim. v € V+
alahm. Vz € V i¢in b(z,v) = 0 dur. (13 (v)) (z) = 0 ve b lineer oldugundan
b(v) =0dw. b(v) =0= 13(0) ve b birebir oldugundan v = 0 olmahdir. O
halde (V, b) regiilerdir; Simdi de b nin matrisi B terslenebilir oldugunda (V, b)
nin regiiler oldugunu gosterelim. v € V4 alahm. Vz € V igin b(z,v) = 0
dir. b(z,v) = z*Bv = 0 oldugundan ve bu her z icin saglanacagindan Bv =0
olmalidir. B terslenebilir oldugundan B~!Bv = B~!0 egitliginden v = 0 olur.’
O halde (V, b) regiilerdir. m

Tanim 1.6 Vi, V5, ..., Vi lar V nin alt uzaylar olsunlar. Her birz € V

, k
elemant z; € V; olmak tizere x = Zmi seklinde tek tirli yazlabiliyorsa, V ye
=1 .
Vi, Vo, ..., Ve alt-uzaylarman  bir  i¢  direkt  toplamadir  denir  wve

V=VioVe.. oV seklinde gosterilir.

Tamm 1.7 V; ve Vs, (V, b) uzaywman iki alt uzayr olsun. Efer V. =V, & V3
ve Vi LV, ise V ye Vi ve Vy nin ortogonal toplama denir. Vi ve Vo ye V nin
tamamlayict alt uzaylart da denir ve V = Vi L V3 ile gdsterilir. Genel olarak
V=Vie..eV,vei#tjiginV, LV;ise V=V, L... 1V, dir. Béyle bir

ayrigima (V, b) nin ortogonal ayrgim denir.



Yardimectr Teorem 1.5 W, (V,b) nin regiler alt uzayr ise V=W L W+ dir.
Kanit. W L W+ oldufu agiktir. Bu yiizden V. = W @ W oldulfunu
gostermek yetecektir. W regiler oldujundan ve yardimct teorem (1.4) den

Ker(bw) =0dr zeVowvef= <?) (:c)) lw ise W regiiler oldugundan
f= (5w> (y) olacak sekilde bir y € W vardir. Béylece her z € W igin,

(@2 = (0@) @) =@ = (o @) D =bwa) @)

olacagindan b(z,z) — b(y,z) = 0,b(z—y,2) = 0 elde edilir. 2z € W
oldugundan z —y € W+ olur. (1.1) denkleminden dolayr z = y + (z —y)
yazabiliriz. Bu da V. =W + W+ oldugunu ispatlar. =

Teorem 1.2 Her (V,b) simetrik bi-lineer uzayr bir boyutlu alt uzaylarn
ortogonal toplamadur. Diger bir ifadeyle V, ortogonal vektor ¢iftlerinden olusan

bir tabana sahiptir.

Kanmit. b = 0 ise V nin her ayrisimu direkt toplam olarak ortogonal

ayrigimdir. b5 0 ise b (z,y) # 0 olacak sekilde z,y € V vardir.

b(z,y)=-(@E+y,z+y)—b(z,2)-b(y,y))

DN

oldugundan b (z, z) # 0 olacak sekilde bir z vektorii var olmahdir(z = z,y, z + y gibi).
Vi = Rz bir boyutlu alt uzayr regiilerdir. Onceki yardimci teoremden
V=V 1Vt dir. Vit e tiimevarim yonteminin uygulanmas: ile kanit tamam-
lanmir. =

R deki katsayilarla siitun vektorlerinin R™ vektor uzaymm digiinelim. B,

n X n tipinde simetrik bir matris ise,
bg: R®xR* — R
(z,y)  — bs(z,y)=2'By

seklinde tanimlanan bg simetrik bi-lineer formdur ve (R™, bg) bi-lineer uzaymni

< B > ile gbsterecegiz.

Teorem 1.3 Her simetrik B matrisi bir diagonal matrise benzerdir.

Anedelr; Universitasi
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Kanit. Onceki teoremden simetrik (B) bi-lineer uzayt icin {zq,...,z,} -
ortogonal tabanim segelim. Bu durumda (bg (z;,z;)) bir diagonal matristir

ve 1 # j iken bp (z;,z;) = 0 dir. O halde bi-lineer uzayn matrisi agagidaki
sekildedir.

bB (.’L’l, £E]_) 0 L 0
0 bB (332,1'2) 0
0 bg (Tn, Tn)

Teorem 1.4 (Sylvester) (V,b), n-boyutlu simetrik bi-lineer uzay olsun. V nin

dyle bir {e1,eq, - ,€x} tabany vardur ki b formunun bu tabana gére matrisi

asafrdaki sekildedir.

Burada I, p x p tipindeki birim matrisi, 1o, q X q tipindeki birim matrisi ve 0,
iseT X T tipindeks: sifzr matrisini géstermektedir. Ustelikprg-sayitary-seeilen

~tabandan bamsizder:

Kanit. Onceki teoremdeki {z,...,,} ortogonal tabaninin elemanlarm -
b(z;, z;) > 0, b(zi, z;) < 0 ve b(z;, z;) = 0 olarak gruplandirahm. b(z;, z;) > 0
olanlarm saysim p, b(z;, z;) < 0 -olanlarm sayismi ¢ ve b(z;, z;) = 0 olanlarin
sayisin da 7 ile gosterelim. Simdi de tnce pozitif olanlari, soﬁra negatif olanlar
son olarakta sifir olanlari yazmak suretiyle. verilen taban elemanlarmm yerlerini

degigtirerek elde edilen yeni tabami {z1,..., 2, } seklinde gésterelim.

1

< - < . . .'= [ S
1<:<pugine; b(zi,zi)zz

. . 1 :_"""—'1—‘_~
prlsispraigne ===

p+g+l1<i<pt+g+r=nigne =z

vektorlerini alalim. Elde edilen {e, g, -, en } vektorlerinin lineer bagimsizligi
z; lerin lineer bagmsizhigindan elde edilir. Ayrica {ej,es, - ,e,} tabanna

gore b nin matrisi istenilen gsekilde olur. =
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Ustelik buradaki p, g sayilari secilen tabandan bagimsizdir ( Bakiuz [1]).
-Tek tirli belirli olan (p,q) ciftine b simetrik bi-lineer formunun imzasi
(signature ) denir.

Yukaridaki teoremde sozii edilen tabana (V,b) uzaymin Sylvester taban:

denir. b nin bu tabana gore ifadesi

b(z,y) = oY1 + - + TpYp — Tp+1¥p+1 — *° — Tprqlatp

seklinde olur. b ye kargilik gelen @ kuadratik fomiunun bu tabana gore ifadesi
de

2 2 2 2
Q(iC)=$1+"'+$p-1'p+1—"--—$p+q

geklindedir.
Tamm 1.8 (V,b) ve (V',b') iki bi-lineer uzay ise V & V' vektdér uzaylarmin
direkt toplamu altinda simetrik bi-lineer uzayima (V, by L (V.V) olarak

wazabiliriz.  (V,b) L (V',V) bi-lineer uzay, (V,b) ve (V',V) bi-lineer

uzaylarvman ortogonal toplama olarak adlanduribir. b LV bi-lineer formu da

(b LY)(z,2),(y,y)) =b(z,y) +V (z,y)

seklinde tanymlansr. Buradan sonlu tane bi-lineer uzayn ortogonal toplamant
da tammlayabiliﬁz. Ortogonal toplamiarin yapist, dogal olarak birlesmelidir.

Buna gére b ve b ye karsilik gelen Q ve Q' kuadratik formlarin toplama
Qe Q) (z2) =Q () +Q ()

da V@V’ dzerindeki (b L V) simetrik bi-lineer formuna kargiltk gelen kuadratik

form olur.



2 TENSOR CARPIMI

U ve V iki reel vektor uzayr ve W da U x V kiimesi tarafindan iiretilen

serbest vektor uzay: olsun. Yani tim formal lineer kombinasyonlarin kiimesi

olsun.

FUV)=W= {Zai (ui,v;) | I sonluy, a; € R, (uiy v3) € U X V}

&1

T,y € F(U,V) =W vec € R alahm. x—zaz(uz,vz)Vey“Zb( v;)
i=1
olsun.

Tty = Zai (ui,'Ui) + ij (u’g’vg) |

=1 j=1
c.x = ic.ai (wi, vs)
iglemleri ile F' (U, V) = W bir reel vektor uzayidur.

R CW agagidaki tipdeki elemanlar tarafindan tiretilen alt uzay olsun.
(au+ bu',v) — a (u,v) — b (v, v)
(u,av+ ') — a (u,v) - b(u,v'). |

F(U,V) /R bélim uzayma U ve V nin tensdr carpimi denir ve U @ V

seklinde gosterilir. Yani U®V = F(U,V) /R dir. v € U,v € V iken (u,v)

}a,bER,u,u’EUvev,v’EV

nin dogal izdigiim altindaki goriintisti (yani (u,v) nin denklik smufi) u @ v

geklinde gosterilir ve buna u ile v nin tenstr carpimi denir. Buna gore
u®uv=[(u,v)] = (u,v) + R
dir ve ® : F (U, V) — U ® V dontigiimii bi-lineerdir.
(ug + u2) @ v = (u1 ® V) + (u2 @ v)
oldugunu gorelim.

(uy + ug,v) — (ug,v) — (ug,v) € R ve (cu, v) - c(u,v) € R

oldugundan |
[(ur + ug, v) — (u1,v) = (u2,v)] = 0 [(cu,v) —c(w,v)] =0
[(uz + w2, v)] = [(w,v)] = [(u2,v)] = 0 [(cu, v)] = [e(u, v)] = c[(u, v)]
[(u1 + uz, v)] = [(w, v)] + [(u2, V)] (cu) ® v =c(u®v)

(U1 +u) V=1 QU+ U@V

10



elde edilir. Benzer yolla

u® (v + 1) = (u®uv1) + (u® ) veu®(cv)=c(u®b)

esitliklerinin de dogru oldugu gosterilir.

U ® V uzay1 evrensel ozellik olarak bilinen agagidaki zellige sahiptir:

E herhang] bir reel vektsr uzay1 ve ¢ : UxV — E bi-lineer dontistim olsun.
Bu takdirde c,; : U®V — FE tek bir lineer dbm'igiinﬁi a§a§1daki diyagrami
degismeli yapacak gekilde vardir( yani o ® = ¢ ).

UxV 2 UV
e\ LD

' E
Simdi boyle bir  doniigiimiiniin var ve tek oldugunu gosterelim. W = F(U, V)
nin elemanlar1 U X V nin elemanlan tarafindan tiretildiginden p yip : W — E
tanmml ve V(u,v) € U x V icin @ (u,v) = ¢(u,v) kogulunu saglayan bir
lineer doniigiime genigletebiliriz. ¢ bi-lineer oldugundan @ |g= 0 dir. Bunu

gosterelim.

@ ((au +bv,w) —a(u,w) —b(v,w)) = ¢((au+bv,w)—a(u,w) —b(v,w))
= @ (au+bv,w) — ap (u,w) — by (v, w)
= 0

Aym sekilde @ ((u, av + bw) — a (u,v) — b (v, w)) = 0 oldugu elde edilir. O

halde
¢: FWUV)/R — E

[(w,)] = @luwv)] =gy
olur.
Simdi de  min iyi tammh olup olmadigina bakalim. [(u,v)] = [(«/,7)]

olsun. O zaman (u,v) — (v/,v') € R dir.

& (u, )] = @ (u,v) ve B[, )] = @ (&, v)

11



oldugundan

¢ (w,v)] = 3 [(u', )] (u,v) — @ (u', ')
((u,v) = (,v")) (@ lineer oldugundan)
=

((u,v) — (W,v) € R)

ol
Sl Sl

®
0

elde edilir. Bu da ¢ [(u,v)] = @ [{v/,v")] oldugunu gosterir. O halde
¢:(F(UV)/R)=URV —E

lineer doniigtimi iyi tammmhdir dyle ki,

UxV & UV

N Lo
E

diagrami degigmelidir, yani @ o ® = ¢’dir.
U®YV, u®wv formundaki elemanlar tarafindan gerildigi icin ¢ tektir.

Teorem 2.1 U ve V vektér uzaylar verilsin. @ : U XV - UQV ve ® :

UxV — URV iki tensér carpyms ise 8 : U @V — URV izomorfizmi tek

olarak vardwr dyle ki,
UxV 2 UV

QN L6
UV

bu diagram defismelidir. Yani, 0o ® = & dir.

Kanit. ® ve ® iki tensor carpimi ise agagidaki diagramlarn degismeli yapan

tek bir 0; ve 0, lineer d'c)nﬁgiimleri vardir.

UxV 2 UV UxV 2 U&V
@\ |6 &N\ |0
UV UV
f1o®@=Q 920®=®>

12



UxV & UV UxV -2 Ugv

QN 1T RN, lb00,
UV URv
Jo®=® 920910®=920(910®)=020®=®

Tensor ¢arpiminin evrensel ozelliginden dolay1 tek bir lineer doniisiim olmaliydi.
O halde 8500, = I olmak zorundadir. Ayni sekilde 6, 00y = I dir. Bu nedenle

61 ve 85 den biri digerinin tersidir. Dolayisiyla tek bir 8; izomorfizmi vardir. m

E®F =2 F® FE oldufunu gosterelim. Bunun icin ¢ : EX F — FQ E ve
Y : Fx E— E® F bi-lineer déniistimlerini ¢ (z,y) =yQz ve ¥ (y,z) =zQ®Yy
seklinde tammlayalim. Evrensel 6zellikten
ExF 2% EQF

e\ LS
FQE

tek bir f: EQ® F — F ® E lineer doniigiimii vardir dyle ki,

fo®(zy) = ¢(@y) , F@EY) = ¢@y) , f(z®y) =y®=z

dir.
FxE -2 FQE
YN Ly
EQF

Evrensel ozellikten tek bir g : F® E — E ® F' lineer déniistimii vardir 6yle ki;

go®(y,z) = ¢Y(yz) , 9@@w2) = vz , gY®z)=20y

dir. (gof)(z®y) = g(f(z®y)) = g(y®z) = = ® y oldugundan
go f =1 dir. Aym gekilde f o g = I oldugundan f ve g biri digerinin tersi

olan izomorfizmlerdir. -

VieheV2(VeV,) V=V ® (V2@ Vs) oldugunu gosterelim.
, ®@% Iy ® .
VixW)xVy —F (VieVy)xVs — (1@V)0V,

Vix (VaxVy) 222 vix (heV) -5 Ve (hes)

13
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Nx(GxW)elxhx 2 Vekel
‘ ®2 ™\ 10
Vi@ (V2 ®V3)
Evrensel 6zellikten dolay: tek bir 4 lineer doniistimii vardir yle ki § o ®5 = ®,
VixVaxVzeVix (axVs) =5 Vi@ (1he V)
| | ®3 "\ 19
VieV, Vs
Yine evrensel ozellikten dolayr tek bir o lineer dontistimii vardir oyle ki

Y o ®y = R dir.

VixVaxVsa = ViV, VixVaxVe 25 VidVhol
3\, I R3 "\, lod
Vi@V Vs Vi@V Vs

(Yobf)o®@= P(fo®3) = (Yo®2)=®s
‘elde edilir. (¢ 00) 0o ® = ®;3 oldugundan yukaridaki diagram defismelidir.
Bvrensel ozellikten bu iki diagrami degismeli yapari tek bir lineer déntisim
olmaliydi. Bu nedenle 9 o § = I olmahdir. Aym gekilde 8 o 1) = I oldugu elde
edilir. Dolayisiyla biri digerinin tersi olmaktadir. Yani

NeVeV: =2V g (V,®Vs)

elde edilir. Diger izomorfizlerde benzer gekilde gosterilir.
Benzer yolla Vi, V,, ..., Vi gibl k—tane vektor uzayimn da tensor garpimi

tanimlanabilir ve V1 ® - -+ ® V;, seklinde gosterilir.

Tanim 2.1 a € Vi ® --- ® Vi, eleman, 1 < 1 < k i¢in v; € V; olmak 1izere

a=1v1Q® - Qu seklinde yaznlabiliyorsa o ye aynstirlabilirdir denir.

Yardimc: Teorem 2.1 V,W ki vektor uzayr ve A = {ei, e, - ,en} ,
B = {fi,feo, -, fm} kimeleri de swraswyla bu uzaylarin tabani olsun. Bu
takdirde C ={e; ® fj |i=1,--- ,nvej=1,--- ,m } kilmesi V@ W i¢in bir

tabandar.

14



Kanit. Keyfi bir « € V @ W alahm. Bu durumda a = sz ® w; seklinde
yazabiliriz. v; = ) ¢;je; ve w; = Zdzk fe ise o = > bijke; ® fr olacagindan

J .5,k
C kiimesi V @ W y1 gerer. Simdi de > bijre; ® fr = 0 ise by, = 0 oldugunu
ik
gosterelim. Tens6r carpimimin tamrmundan ) b (65, fr) € R olacaktir. An-
4,5,k

cak Zb”k (5, fr) toplarm R deki elemanlar tarafindan tiretilemeyeceginden
bijk = 0 olmahdir. O halde C’ kiimesi V @ W icin bir tabandir. =

Sonug 2.1 Vi, V,, ..., Vi vektor uzaylarman tabanlar siraswyla By, B, .. ., By

w5e V1@ Vo ® - ® Vi vektdr uzayinin tabana
jBZ{U1®’U2®-'-®’Uk11SZ‘Sk’l:§’l:7LUi€Bi}

dar.

E,F,G, H vektor uzaylan, ¢ : E — F ve ¥ : G — H lineer doniisiimler

olsun. Bu durumda
MEXG—F®H

Az,y) =0 (z) @Y (y)
bi-lineer doniisiimiinii tanimlayalim. Bi-lineer oldugu kolaylikla dogrulanabilir.

ExG -2 E®G

AN Lx
FQH

Evrensel ozellikten dolay1 bx . E® G — F® H tek bir lineer doniistimi vardir
oyleki x (z ® y) = ¢ (z) ® ¢ (y) dir. Bu gekilde tanimh x doniisiimiine ¢ ve 9
doniigtimlerinin tensér ( ya da Kronecker ) carpimi denir. Bazen x = ¢ ® ¢

gdstérimi de kullanilir.
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Yardimci Teorem 2.2 E, F,G, H vektor uzaylar, ¢ : E — F ve vV:G—H
lineer dondgtimler ayrica bu uzaylarin sirasiyla {ey, eq, - - - vem}, {f1, far oo o fa}

A91, 92, .95} ve {hy, ho,- - , hq} tabanlar verilsin. o ve 9 nin bu tabanlara
gore matrisleri de swraswyla A = (a;;) ve B = (by) olsun. Bu durumda

X = @ ® Y donistiminin
{ei®g;:i=1..,mj=1..,p} ve {fi®h;:i=1,.nj= 1L.q}

tabanlarina gore matrisi ng X mp tipindeki C' = (a;;B) matrisidir(Bu matrise

de A ve B matrislerinin Kronecker carpyma denir. ).

Kanit. $Simdi x dontsiminin {e; ® g; Li= L.,m, j7=1,...,p} ve
{fi®h;:i=1,..,n, j=1,.., ¢} tabanlarina gére matrisini bulalim.
X (e ® g;) = ¢ (e:) @9 (g5)
oldugundan,

X (e ®g;) = (aufi+anfo+ -+ anifn) ® (briha + byjha 4 - - + byshy)
= (awubi;) A®h 4+ (a1ibg;) f1 ® hg+ -+
(Gnib1;) fo ® hy + - + (Gnibys) fn ® g

bulunur. O halde y doniiglimiiniin verilen tabanlara gbre matrisini agik olarak

vazarsak agagidaki matris elde edilir.

anbin anbay --- a’llblp o Qimbu - almblp

aanl aanz T a’llbqp ce a'lmbql' Tt a’lmbqp
C =

Gn1b11 Gpibiz - a'nlblp cor Qumbu e a’n'm.blp

anlbql a'nlbqZ e anlbqp e anmbql e anmbqp

Elde ettigimiz bu C matrisi C = (a;; B) ozelligindedir. w

ngxmp
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Yukanda belirtilen (¢, ) — x eslemesi
B:L(E;F)x L(G;H) - L(EQG;F®H)

seklinde bir bi-lineer déniigiim tanumlar. Yine tenstr carpiminin evrensel
ozelliginden
f:L(E;F)QL(G;H)— L(E®G,F®H)

tanimh ve tek tiirlii belirli f lineer doniistimi her (p,v) € L(E; F) x L(G; H)
icin B (¢, %) = f (¢ ® ¥) kogulunu saglayacak sekilde vardir.

Onerme 2.1 L(E;F) ve L(G;H) wvektér uzaylammin tensér carpum
L(E;F)® L(G; H) olsun.

B:L(E;F)xL(G;H)—L(EQG;F®H)
bi-lineer dontgiminin belirledigi

fiL(E;F)®L(GH) — LE® G FH)
lineer doniigimi birebirdir.

Kanit. w € L(E;F) @ L(G;H) elemamm alahm, 0&yle ki
f(w) = 0 olsun. w # 0 oldugunu kabul edelim. O zaman ¢; € L(E;F),
Y; € L(G; H) olmak tizere,

U):Z‘Pi@#’i

=1

olur. Burada % ve 9; ler lineer bagimsizdir. f(w) = Y B(p;, ;) dir.
1=1
f (w) = 0 oldugundan Vz € E,y € G ifti i¢in

S (@) @3 ) =0 21

olur. Simdi ¢ € E vektoriinii segelim Oyle ki ¢, (a) # 0 olsun.
{©, (a),w,(a),...,0, (a)} kiimesinde lineer bagimsiz vektorlerin maksimal

sayist p > 1 olsun.
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Yani her 2 <7 < 7 igin ¢, (a) # 0 ve {; (a),0,(a),...,u; (a)} kiimesi
ile lineer baglmlz olacak gekilde hem sifirdan farkhi hem de lineer bagimsiz
bir {¢;, (a),...,¢;, (a)} kitmesini elde edelim. Indislemede tekrar dizenleme
vaparsak {¢; (a),...,¢,(a)} olur. O halde j =p+1,...,r icin

P
a) = X ()
=1
olur. y € F icin (2.1) egitliginden,

S @ v+ 3 (ixﬁmw)@%(yb

j=p+1 \i=1

Zsoi (a) ® < E Aty (y) + (y)> =

=1 J=p+1

sonuglan elde edilir. ¢ = 1,...,p ve Vy € F igin ¢, (a) lar lineer bagimsiz
oldugundan

P (y) + 20 A (y) =

- T_7=p+1 ‘
Vit 2 A =0
j=p+l1
Y= — . > Ajil/)j
J=p+1

sonuglar: bulunur. Baglangigta ¢, dontiglimlerini lineer bagimsiz olarak almgtik.
Oysa yukaridaki sonu¢ hipotezimizle geligti. O halde f birebirdir. =

. Vektor uzaylarinda oldugu gibi iki cebirin de tensor carpimi tamimlanabilir.
U ve V reel vektor uzaylari cebir yapisina sahip olsunlar, bu durumda U @ V
nin vektdr uzay1 oldﬁgunu biliyoruz. U ® V tizerinde vektérlerin carpmasi da

tiretegler iizerinden u;,uq € U ve vy, v9 € V olmak {izere
(u1 @ v1) - (U2 ® v2) = (u1u2) ® (V1)

seklinde tamimlanir (Bu tammlama tensor carpimin evrensel ézelliginden elde

edilir. Bakiniz [7]).

18



Tanim 2.2 V vektor uzay olsun. Her n > 0 tamsayisy icin V' nin n. tensér

kuvvets,

R
™ (V_) =< Vv

, n=201se
, n=1 1se
Ve -V , n>2ise

olarak tanimlanir ve

TPV)eTr (V) = Tr(V)eT° (V)= T” (V)
m(V)QT™(V) = T (V)

ozelliklert vardar.

T(V)=ReV&®(VeV)® .- direkt toplamm diigiinelim. T'(V) nin
elemanlari, p = 0,1,2,... icin 2z, € T? (V) olmak tizere (2o, 2y, ...) dizisidir

Gyle ki her bir dizide z, nin sadece sonlu tanesi sifirdan farklidir. Simdi

TWV)xT (V) — T(V)
(u, v) — U-v
bi-lineer déniisimiing, v = ) u, ve v = ) Uy i¢gin u - v = ) u, ® v, olacak
sekilde tanimlayalim. Bu garénn T (V) yi 1q)i’r1e§meli yapar. ?’f, 0,0,...) dizisi
birim elemamdir. T (V) ye V vektdr uzay: tizerinde bir tensér cebri denir.
1 skaleri ve V nin elemanlar: tensér cebirini {iretir. Simdi tensér cebirinin
evrensel ozelligini tammlayalim. A birlegmeli ve birimli keyfi bir cebir olsun.
1.: V — T (V) gbmme doniisimii ve v : V — A lineer déniistim ise, tek bir
U:T(V) — A cebir homomorfizmi agagrdaki diagram dégigmeli yapacak
sekilde ( yani U o4 = u ) vardr.

VoS T(V)
uN, U
A

Daha detayh bilgi icin [7] ye bakiniz.
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3 CLIFFORD CEBIRI

V sonlu boyutlu bir reel vektor uzay: ve @ da V tizerinde bir kuadratik form
iken (V, Q) ikilisine bir kuadratik uzay demistik. Bu bolimde (V, Q) ikilisinin
belirledigi V' yi (ashinda bir kopyasim) igeren birimli, birlegmeli reel bir cebir

tammlayacagiz.

Tamm 3.1 (V,Q) bir reel kuadratik uzay, T(V) =RoVe (VeV)ae...
V vektér uzayeman tensér cebri ve I (Q) da bu cebir igerisinde {v ® v — Q (v) - 1}
formundaki elemanlar tarafindan tretilen ikt tarafls ideal olsun. Bu durumda

Cl(V,Q) =T (V) /I(Q) bélim cebirine (V, Q) nun Clifford cebiri denir.
Cl(V,Q) Clifford cebiri agaghdaki ozelliklere sahiptir:
1. CI(V,Q) birimli ve birlesmeli bir cebirdir. =~ Tensoér cebri birimli
oldugundan tensor cebrinin biriminin bélim déntigimi (dogal izdiistim)
T(V) & T(V)/I(Q)=CL(V,Q)
v W =v+I1(Q)
altindaki  gortntist  CI1(V,Q)  Clifford  cebirinin  birimidir
([1]-[e] = 1@ o] = [o]).
Simdi CI(V,Q) Clifford cebirinin birlesme 6zelligini tensdr ¢arpiminin

birlesme 6zelligini kullanarak gosterelim.
o], 18], (7] € CL(V,Q), (8,7 € T (V) ) olsun.
[e] - (18] 1) = [e]-(B@A])

oldugundan CI (V, Q) Clifford cebiri birimli ve birlesmeli bir cebirdir.

2. VIS (V)/I(Q)=Cl(V,Q) doniisimi altinda V' nin goriintist,
V nin CI(V,Q) igindeki bir kopyasidir, Gstelik her v € V igin
j ()’ =Q(v)-1olur.
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Her v € V igin,

j () =moi(v) =m(v) = [v] oldugundan
J)*=j@)-j@) =] b =veu

olur. Burada [v ® v] = [¢] diyecek olursak, v ® v — t € I (Q) olacagindan

t =@ (v) - 1 olmak zorundadir. Bu durumda

P =ped=QW U=QW- 1]=Q() 1
elde edilir.

. Cl(V,Q), 1vej (V) =V ler tarafindan wretilir. j: V — CI(V, Q) lineer
dontistimi birebirdir. j (V) C CI(V, Q) kiimesi cebiri ¢arpimsal olarak

{iretir.

. Cl(V,Q) Clifford cebirinin evrensel dzelligi: A, R iizerinde birimli
ve birlesmeli bir cebir ve u : V — A lineer dontisimii her v € V igin
u (v)* = Q (v) - 1 kogulunu saghyorsa, bu takdirde

Vv L Cl(V,Q)

N\, LU
A

diyagrarm degismeli olacak sekilde ( yani U o j = u) tek bir
U:ClL(V,Q)— A

cebir homomorfizmi vardir.

Simdi bayle bir U mn var ve tek oldugunu gosterelim. u : V — A lineer

dontisim ve u (v)* = Q (v) - 1 olsun.
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u lineer dontstim oldugundan tensdr cebrinin evrensel ozelliginden U :

T (V) — A tek bir cebir homomorfizmine genigletilebilir dyle ki,

v ST
uN, U
A

diagram degismeli olur, yani U o ¢ = u dur.
U(vi®...0u) = u)...u(vs) dir ve I(Q) C kerU dur. Cergekten
a®Vev—Q () 1)®pB e I(Q) igin,

Ue®@@wev-QW) -1)®8) = u(a)u@u®) —Q @) 1u(p)
= u(a).0u(B)=0

elde edilir. O halde I (Q) C ker U dir.

U: T(V)/1(Q = CLV,Q) — A
o] = U(a)=U(a)
seklinde tanmmlanan U nim iyi taniml oldugunu gosterelim. [o] = (] dersek,
a—pel(Q)olur. Budurumda U(a—5)=U(a)—U(B)=0 dir. Buradan
U([e]) = U(|B)) elde edilir. Her v € V icin j (v) € CI(V,Q) oldugundan
(Tos) @) =03 () =u() dir |
9imdi de U nin cebir homomorfizmi oldugunu gosterelim. U dénigtimiintin

cebir homomorfizmi oldugumu biliyoruz. [a],[8] € CL(V,Q) ve X € R igin,

U(le].18) =U([a® ) =U(a®B)=U(a) .U (B) = U () .U (I8))
Ul + 8D =U(la+ ) =Ula+p) =U(a)+U(B) =T (o) + U ([8)
Ul =U(r®@a)=U(A®a)=AU(a) =AU (la])

kogullar: saglandigindan U bir cebir homomorfizmidir.
Onerme 3.1 Bir quadratik formun CL(V,Q) Clifford cebirinin
B:CL(V,Q) — Cl(V,Q)

bir involusyonu vardwr Syle ki agafidaki kosullar saglansr.
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(i) B bir cebir homomorfizmi ve 5° = I dur.
(i)
Clo(V,Q) ={z € C1(V.Q) | B(z) = =}

ve

Ch(V,Q)={z€ClL(V,Q)| B (z) = —z}

ise CL(V,Q) = Cly (V,Q) ® Cly (V, Q) seklinde yazilabilir (Bakinaz [6]).

Her clifford cebiri 8 : CL(V,Q) — CI(V,Q) involusyonunun yamsira bir
anti involﬁsyon taglr. Bunu su sekilde agiklayallm. A bir cebir ise
z*y = y.r carpumi ile A kiimesi {izerinde yeni bir A* cebrini tamimlay-
alm. (V] Q) kuadratik formuna karsihk gelen clifford cebri-Cl(V, Q) olsun.
A* = CL(V,Q)" cebrini disiimelim. V —2 A* = CI(V, Q)" lineer dontigimii
i¢in

J ()i (@) =3 (). =@ =Qw)1
iligkisi ~A* cebirinde de gegerlidir. O halde Clifford cebrinin evrensel
zelliginden tek bir v : CL(V,Q) — CI(V,Q)" cebir homomorfizmi vardir
| oyle ki her v € V igin j (v) = v o j (v) kosulu saglamr.

v -5 Cl(V,Q)
I\ e’
ClL(V,Q)*

v: CL(V,Q) — Cl(V,Q) doniigiimiiniin agagidaki czellikleri vardir.

Onerme 3.2 Her Clifford doniisiimii i¢in asalidaki 6zelliklers sadlayan bir « :
ClL(V,Q) — Cl(V,Q) lineer dontisimi vardr.

(1) v lineerdir.

(%) yory =1 (v bir involusyon) dur.

(iii) Vv € V C CL(Q) igin v (v) = v dir.

(iv) z,y € CL(Q) igin v (z.y) =7 (y) v (z) dir.
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Tanim 3.2 A bir R-cebri olsun. Ay ve A1, k =1+ j(mod2) igin A;A; C Ay
kosuluriv saglayan R-vektér uzaylars olmak tizere A cebri Ay & Ay seklinde
yaznlabiliyorsa A cebrine Zg ~ graded cebri denir. T (V) tensér cebri, Zs-

graded cebrine drnek olarak gésterilebilir. Burada

(T(V)y = Re(VeV)s---

TWV), = Ve(VeVveV)se---
seklindedir. Ayrica Cl(V,Q) Clz'ﬁord cebride Zq-graded cebridir. Cl(V, Q)
Clifford cebri icin Clo(V,Q) , V wvektér uzayman elemanlarmn cift
sayndakilerinin,  Cly(V,Q) , V  wvektor wuzaypmin elemanlarinin  tek

sayrdakilerinin carpims ile Gretilir.

Bir ortogonal toplamin Clifford cebrini bulabiliriz. Bunun i¢in A = Ay® A
ve B = By @ B; olmak tizere Zy-graded R-cebirlerinin AQB graded tensér
carpimina ihtiyacimiz olacak. Bu garpim a,a’ € A, b, € B igin,

(a®b) (a' ®¥) = (—=1)°D%) 45’ @ b¥f

seklinde tanimlanmr. Burada 0 (b) b'nin derecesi 9 (o) ise a’ nin derecesidir(bu

derece 0 ya da 1 olacaktir.). ARB cebri,

(A®B)0 = A ®By+AR®B

(A®B), = A1®By+Ai® By
ile Zs-graded cebridir. ( Bakimz [9] )

Onceki beliimde (V4, Q1) ve (Va, Q1) seklinde iki kuadratik uzay verildiginde,

V =V, &V, vektor uzéyl tizerinde de @1, @2 yardimiyla bir kuadratik form
tanimlanabildigine igaret etmi§t'1k ve bunu @ = @1 ® @2 seklinde gostermistik.
Simdi bu kuadratik uzaylara karsilik gelen Clifford cebirleri arasindaki iligkiyi
veren bir teoremi ifade edelim. Kisalik i¢in CI (V, Q) yerine Cl(Q) gosterimini
kullanacagiz.

Onerme 3.3 C1(Q: ® Qy) = C1(Q1) ®CIL(Qs) dir.

. Kanat.
w: V@ Ve — OL(@Q1) C1(Q2)

u (v +v2) =1 (11) ® 1+ 1 Ja (v2)
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seklinde u lineer déndgimini tansmlayalim. Burada j, ve Jo

i Vio—= ClQ)  ji(n)’ =Qi(w)-1
jo: Vo — CL(Q2)  ja(v2)® =Qa(wy)-1

kosullarina saglayan lineer déniisimlerdir.

u(vy+wm)? = (1 (1) ® 1 +1® g2 (v2)) (1 (n) ®l+1®j, (v2))
. = 7 (0)?®1+41 (v1) ® 2 (v2) — 1 (1) ® ja (v2) + 1 ® o ()
= Q1(v1)-1@1+1®Q(ve) -1
= (Q1(v1) +Q2(v2))- (1®1)
= (Q®Q)+v) - 1=Q(vi+w)-1

u(v; + 1)2)2 = @ (v1 + v2)-1 oldugundan Clifford cebirinin evrensel 6zelliginden
dolayr, tek bir g : CL(Qy ® Q2) — CL(Q1) ®CL(Qs) cebir homomorfizmi varder
oyle ki go j = u dur.

nel - ClQio@)
U lg
Cl{@Q1) ®CL(Q2)

Simdi |

Vi VieV, Vv, S Viel,

(S e d ('U]_, 0) Vg (0, ’UQ)
gomme dondgtimlering alalvm. Bu déniisiimler izometridirler.

Vi &, Vi®V, ENNYo/] (@12 Q) j o1 lineer déntsimdir

i9 j

Vo = VeV, = Cl{Q19@2) j oty lineer dontsimdir.

v CL(Qy) v, ClL(Q2)
joi]_\ lzc joi2\ l]c
Cl(Q1 @ Q2) - Cl(Qr @ Q2)

Clifford cebirinin evrensel ozelliinden tek turli i, ve j. cebir homomorfizmler:

vardwr. Buradan
(Godi) (v) = 7 (v))F G (1)) = 52 ((v1,0))
= (Q1+Q2) (v1,0) - 1=Q1(vy) -1
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(Foia)® () = j(i2(v2)) ] (2 (v2)) = 5% (0, p))
= (Q1+Q2)(0,v9)-1=Qz(vg) 1

sonuglar elde edilir. §imdia € Cl{(Q1), b € Cl(Q2) olmak tizere
f:CL{@Q) &CI(Qs) — CL(Q1 & Qo)
fla®b) =1:(a).j. (D)

seklinde f lineer déndgtimiind tanimlayalim. f nin cebir homomorfizmi oldufunu

gbstermek i¢in
i (@) Je (b) = (~1)%® 5. (0) i, (a)

oldugunu géstermek yeterlidir. a € Cl(Q1) ve b € Cl(Q2) oldugundan

T, € Vigina=21...%p
y; € Vaiginb=1yy...y, dersek
ic(a).je(b) = tc(z1-.-Zp)Je(y1.- - Yg)

= (). 1 (Zp) Je (W1) - - Je (¥g)
elde edilir. Her i, (z;) ve j.(y;) vektorleri, Vi @ V, deki i¢c ¢arpyma kargilik

(3.1)

ortagonal oldugundan
e (22) Je () = —Je (¥5) e .(fz')
dir. Bu durumda (3.1) esitligi
ic (@) g (0) = (=)™ je (91) - - Je () e (1) - e (@) = (=1)7 Je (b) 1c ()
sekline donisur. O halde |

F:CLH@Q1) &CL(Qe) — Cl(Q1 8 Q2)

lineer dondigiimii homomorfizmdir. Ayrica

g:Cl(Q1® Q) — CL(Q1) &CL(Qn)
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lineer dondgtiiminin homomorfizm oldugunu géstermistik.  f wve ¢ min

tanymindan
gof(@®1) = g(f(z®1))
= g(ic(z) 7. (1))
= g(i(z))
= g(z®0)
= u(z®0) (g homomorfizm oldufundan)

gof(z®1)=2®]1 elde edilir. Benzer sekilde go f (1®y) = 1®y bulunur.
Buraday =1 alimrsa-go f (1®1) =1®1 elde edilir. C1(Q1) ®CI(Qs) cebri,
z®1,1®y ve 1®1 elemanlar: tarafindan dretildifinden g o f = I sonucu elde

edilir. Difer taraftan her x € Vi ve y € V3 igin

{

flu(zoy)

= fUhi(z)®1+1®75:(y))
FlU(@) @)+ f(1®7h(y)

e (1 (2)) + Je (52 (9))

= 1 (2) + Je (¥)

feglzay)

Il
o,

fog(z®y) =z @y olur. Benzer sekilde fog(l®1l) =1&1 elde edilir. O
halde fog =1 dur. Tiim bu egitliklerden dolay: f ve g birt diferinin tersi olan

izomorfizmlerdir. m

Simdi de Clifford cebirlerinin belirlenmesinde faydali olan iki teorem

verecegiz.

Onerme 3.4 V n-boyutlu bir vektdr uzayr olsun. Bu durumda Cl(Q) vektor
uzaywman boyutu 2™ dir. Yani, dimgCl(Q) = 2" dir.

Kanit. Teorem (1.4) den bir kuadratik form, n tane bir boyutlu kuadratik
formlarin toplam seklinde yazilabilir. O halde @ =Q1 @ --- & @, dir.
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Bir boyutlu kuadratik formun clifford cebiri Cly (Q) = R , Cly (@) =Re

ve e’ = Q(e) - 1 dir. O halde bir boyutlu kuadratik form i¢in dimgCl (Q) = 2
dir. Onerme (3.3) den

Cl@Q) =ClR,Q1)& - &CL(R,Qy)
olur. Boylece dimgCl (Q) = 2" elde edilir. m

Onerme 3.5 (V,b) bi-lineer form ve V nin bir tabana {vi,... v} ise 1 £ 5
iken b (v;,v;) = 0 olsun. O zaman CL(Q) Clifford cebiri, {vy, ... Unt €V C
Cl(Q) elemanlar tarafindan dretilir ve v? = Q (v;) .1, 1 # 7 sken viv;+v;v; =0

egitliklers saglansr. CI(Q) vektor uzayiman tabans
Lovew...v, (1<4 <ig<---<i;<nvel<s<n)
elemanlar tarafindan olusturulur.

Kanit. V C Cl(Q), Cl(Q) yu carpimsal olarak iiretir. {vi,...,v,},
V' vektor uzaymun bir tabam olsun. Boylece {vs,...,v,}, Cl(Q) cebrini de

tiretir. Ayrica v2 = Q (v;) -1 ve
Wity =Qu+v) 1=Q W) 1+Q(v;) - 1=0] + ]

dir. Buradan 7 # j iken v;v; 4+ v;v; = 0 sonucu elde edilir. Burada 2" eleman
Cl(Q) yu tiretir. Sonug olarak dimCl(Q) = 2™ oldugundan 2" tane eleman

bir taban olmak zorundadir. m

Ornek 3.1 V vektor uzayr tzerinde Q@ = 0 quadratik formunu disinelim. Bu

durumda CL(V,Q) = A (V) ya V nin dis cebri denir.

Herhangi (V, Q) ciftine kargihik CI (V, @) Clifford cebrini tammladik. Acaba
V tizerinde @; ve Q2 gibi denk iki kuadratik form verilirse kargilik gelen Clifford
cebirleri arasindaki iligki nedir? Asagidaki 6nerme bu iligkiyi agiklar.

Onerme 3.6 V dzerinde Q1 ve Qo gibi denk iki kuadratik form verilsin. Bu
kuadratik formlara karsilik gelen Clifford cebirleri CL(V, Q1) ve CL(V, Q2) ise
bir f: CL(V, Q1) — CL(V,Q2) izomorfizmi vardar.
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Kanait. (V, Q1) kuadratik vzayina karsilsk gelen Clifford cebiri Cl(V, Q1)
oldugundan Clifford cebrinin evrensel dzellifinden her v € V icin

71 (v)* = Q1 (v) - 1 kogulunu saflayan

j1 . (V, Ql) — Cl (V, Ql)

lineer déndgtimi vardsr. Aym sekilde (V, Qq) kuadratik uzayina kargihk gelen

Clifford cebiri Cl(V, Q) oldugundan herv € V igin jo (v)2 = Q2 (v)-1 kosulunu

saglayan
jo i (V,Q2) = CL(V, Q2)

lineer dontgimi vardir. Q1 ve Qo kuadratik formlar denk oldufundan o :
(V, Q1) — (V,Q2) birebir érten lineer dontgiimi vardur oyle ki her v € V igin
Q1 (v) = Qs (¢ (v)) kosulu saglanir.

u=(jz00): (V;Qa) = CL(V, Q)

lineer donusimint alolim. Herv €V igin

u(®)? = (j00)(v)(j200)(v) =2 (0 ()’
= G2(0()-1=0Q1(v)-1
dir. Bu durumda Clifford cebirinin evrensel ozelliginden diagrama defigmeli
yapacak sekilde (yani U o jy = u) tek bir U : CL(V,Q1) — CL(V,Q2) cebir
homomorfizmi vardur. o : (V,Q1) — (V,Q2) doniigimi, birebir drten lineer

doniigiim oldugundan o™ : (V,@2) — (V, Q1) yazabiliriz ve her v € V igin
Q2 (v) = Q1 (c7 (v)) dir.

’u,l = (.71 00’_1) . (V, Qz) e Cl (V', Ql)

déniisiimai lineer dontgimdir ve her v € V igin

W @)? = (roo™) @) (roo™) @) =i (07 (v))°
= Qi (07 () 1=Q2(v) 1

esitligt saglanar.
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Bu durumda Clifford cebirinin evrensel dzelliffinden diagrams dedismeli
yapacak sekilde (yani U’ o jo = u') tek bir U' : CL(V, Q) — Cl(V,Q1) cebir

homomorfizmi vardsr.

V,Q:) & ClV,Q) (V@) B CLV,Qy)
AN W\, LUl
CL(V, Q) CL(V, Qa)

Yukardaki diagramlars deffismeli yapacak sekildeki Cl(V,Qz) — Cl(V,Qq)
dénigimi tek olmak zorunda oldugundan U o U’ =U'oU = I olmalhdir. Bu
durumda U ve U’ dontsimleri, biri diferinin tersi olmaktadir. Dolayiswyla U

bir izomorfizmdir. m
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4 R" UZERINDEKIi DEJENERE OLMAYAN
CLiFFORD CEBIRLERI

Bu boliimde V' = R” reel vektor uzaymi ve bu uzay iizerinde tammlanan
@ : R™ — R dejenere olmayan kuadratik formlar: alacagiz. Bunun icin de

Qe) =z} +z5+ - +azi—ao — - —22, (n=p+q)

kuadratik formunu gozoniine almak yeterlidir. Bundan boyle R™ tizerinde Q(z)
kuadratik formuna karsilik gelen Clifford cebrini de Cl, 4 seklinde gosterecegiz.

Simdi Onerme (3.5) yi kullanarak sirasiyla Clg,, Clog,Cly,Clap ve Cly 4
Clifford cebirlerini hesaplayalim. Yani bilinen hangi cebirlere izomorf oldugunu
belirleyelim.

1) R iizerindeki dejenere olmayan formlara kargilik gelen Clifford
cebirleri:

1) Q(z) = z? kuadratik formu alindiginda (R, Q) kuadratik uzayma kargihik
gelen Clifford cebrini Cl; g ile gosteriyoruz. {e} bu kuadratik uzay i¢in Sylvester
tabani olsun. O zaman Q(e) = 1 olup € = Q(e) - 1 = 1 dir ve Onerme (3.5)
den dolay1 Cly o = span {1, e} olur. Herhangi bir o € Cl; o eleman ap, 01 € R
i¢in @ = ol + o€ geklinde yazilabilir. Bu durumda, tabanlar tizerinde

Ui0: Clip — ReR
1 - (1,1
e ~ (-1,1)
seklinde tanimlanan ¥, o doniiglimd bir cebir izomorfizmidir. Bu izomorfizmi

daha acik olarak
Uy o(apl + are) = (g — a1, 00 + 1)
seklinde yazabiliriz. O halde Cl, o cebri R @ R cebrine izomorftur.

ii) Q(z) = —=z? kuadratik formu allhdlglnda (R, Q) kuadratik uzayma
kargilik gelen Clifford cebrini Clo; ile gésteriyoruz. {e} bu kuadratik uzay
icin Sylvester tabani olsun. O zaman Q(g) = —1 olup €2 = Q(¢) - 1 = —1 dir
ve Onerme (3.5) den dolay1 Cly; = span{1l,e} olur. Herhangi bir a € Clg;

eleman1 ag, a; € R icin a = agl 4+ o seklinde yazilabilir.
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Bu durumda, tabanlar tizerinde

Yo,: Clpy — C
1 =1
E g
seklinde tammlanan ¥y ; doniigimi bir cebir izomorfizmidir. ¥ ; déniigiimiintin

acik ifadesini de
Vo 1(aol + a18) = ap + a3t

seklinde yazabiliriz. O halde Cly; cebri C kompleks sayilar cebrine izomorftur.

2) R? {izerindeki dejenere olmayan formlara karsilik gelen Clifford

cebirleri::

1) Q(z) = 22 + z2 formu gozoniine alindiginda kargilik gelen Clifford cebri
Clao dir. {e1,es} bu kuadratik uzay igin Sylvester tabam olsun. O zaman

Qle:) = 1 olup €2 = Q(e;) - 1 = 1 dir ve Onerme (3.5) den dolay
Clao = span{l, e, es, e1e5}
olur. Herhangi bir a € Clyg elemam oy, o1, a2, 012 € IR icin
a = ol + are, + aneg -+ ajgeren

seklinde yazilabilir. Bu durumda, tabanlar tizerinde

\112’02 Cl270 - R(2)

10
i —
0 1
01
€1 —
10
- 4.
1 0
€9 —
0 -1
0 -1
€18y
1 0

seklinde tamimlanan ¥qo doniigiimii bir cebir izomorfizmidir. Bu déniisiimiin

daha acik ifadesi de agagidaki seklindedir.
Qo+ o1 — on2

Uoo(apl + arer + azen + arzerer) =
(a3} -+ Q19 Op — Q9
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Sonug olarak Cly ¢ cebri R(2) cebrine izomorftur.

ii) Q(z) = 7% — 22 formu gozoniine almdiginda kargihk gelen Clifford cebri
Clyy dir. {e,e} bu kuadratik uzay igin Sylvester tabam olsun. O zaman
Q(e) =Llolup e’ =Qe)-1=1ve Q(e) = —1 olup € = Q(¢) - 1 = —1 dir.
Onerme (3.5) den dolay: Cli1 = span{1,e,¢,ec} olur. Herhangi bir o € Cly
elemani ag, a1, @z, a2 € Ricin o = ogl+one+age+aqes seklinde yazilabilir.
Bu durumda, tabanlar tizerinde

“I’l’li Czl,]_ - R(2)
- -

1 0
1 b
0L
0 1
e —
1 0
0 -1
£ — .
1 O
I~ "
1 0
eg g
0 -1

seklinde tanmimlanan ¥, ; doniigiimi bir cebir izomorfizmidir. Bu déntistimiin

daha acik ifadesi de

Qo+ g Q1 — Qg
U1 (aol + are + aoe + anee) =
Q3+ Qo — Q2

seklindedir. Sonug olarak C’ll,.l cebri R(2) cebrine izomorftur.

iii) Q(z) = —z? — z2 formu gdzonine alindiginda kargilik gelen Clifford
cebri Clgo dir. {e1,e2} bu kuadratik uzay icin Sylvester tabam olsun. O
zaman Q(g;) = ~1 olup €? = Q(&;) - 1 = —1 dir. Onerme (3.5) den dolay1

Cly2 = span {1, E1,E2,E162}
olur. Herhangi bir o € Clg 5 eleman1 op, oy, a2, @12 € R igin
a = apl + aye1 + ages + ai2€182
seklinde yazilabilir.
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Bu durumda, tabanlar iizerinde

Yoo: Clpp — H
1 - 1

g1 = 1

€2 ]

€169 +— k

seklinde tanmmlanan oo donistimii bir cebir izomorfizmidir. Bu déntigtimiin

daha acik ifadesi de
\Ifoyg(aol -+ (167 + ey + OélZEiEg) =agl + a1+ O!zj + a0k

dir. Sonug olarak Clgo cebri H cebrine izomorftur.

Yukaridaki Srneklerde goruldugi gibi boyut biiyiidiikge, bu yolla ilgili
Clifford cebrinin bilinen hangi cebire izomorf oldugunu belirlemek
gliglesmektedir. Bu nedenle farkh boyutlardaki Clifford cebirleri arasinda

indirgeme iligkisi veren a@&éidaki ti¢ temel izomorfizm bizim i¢gin faydah olacak.

Onerme 4.1 1)Clonio = Clop ® Cly o
2)Clpy2,0 = Clon ® Clag
3)Clpt14+1 = Clyg ® Clyy

Kanit. Bu izomorfizmler sirasiyla agagidaki gibi tanimlanir.
71t Clopsa — Cloo @ Cloo
€i—2 @ E1E 3<i<n+2ise,
1 (a;) =
1®¢; 1=1ve1=2 ise,
o 2 Cln+2,0 — Cloyn & Cl270
Ei—a Q e1€9 3S’LSTL+218€,

7o (€;) = . ' . ve
1Q®e; 1=1vei=2Iise,

w3 Clp+17q+1 — Clp’q X Cll,l

e;®ee; 1<4< pise,
73 (&) = ,
1®e; 1 =p-+1 1se,
Ej®€1€1 1_<_j§q18€,

73 (g5) = , _
1®e . j=gq+1 ise,



Yukandaki 71,7y izomorfizmleri yardimyla da Clopnss cebri ile Cly,, ®
Clap ® Cly cebri arasinda asagidaki izomorfizm elde edilir ve bu izomorfizm

dortlii bir indirgeme formiilii verir.

T: Clonta — Cluz0®Cloy — Cloyn ®Clog ® Closo
€1 — 1®e; = 1®1®e
€9 — 1Q®e&q — 1®1RQes
£3 = e ®ei1€n — 1Q®e Qe »
€4 — es ®E1€ = 1 ®e®erey
€5 = e3 @ ergy = g1 Qee @ Er8
Eg = e4 ®E1€2 = € Qe Qe
b= | d
Enta = enia ® €169 = En Qe ®E1€

Bu son izomorfizm Clyg e iki kere uygulanirsa
Clpg =2 Cla o ® Clpa ® Clay ® Clo o
elde edilir. Keyfl bir n icin Clp 45 € iki defa 7 uygulamrsa ve
| Clé,s = Cl;,o ® Cloa ® Clyo ® Clgo
oldugu kullanihrsa, Clg,, tipindeki Clifford cebirleri arasinda
Clonts = Clor, ®Clyg

seklinde 8-1i bir indirgeme formiilii elde edilir.
Benzer iglemler yapilarak Cl, o tipindeki Clifford cebirleri arasinda da
Clpyso = Clpp ® Clg o seklinde 8-1i bir indirgeme formiilii elde edilir.
Yukaridaki izomorfizmler kullanilarak titm Clifford cebirleri hesaplanabilir.
Ancak bu hesaplamalar sirasinda reel cebirler arasindaki agagidaki
izomorfizmler gerekmektedir. Asagida gecen tensér carpimlarinin hepsi R reel

sayilar cismi tizerinden yapilmaktadir.

1. K=R,C veya H olmak iizere R (n) ® K= K(n) dir ve bu izomorfizm
[aij] ® k — [ka;;] seklinde verilir.
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2. R(n)@R(m)=R (nm) dir ve bu izomorfizm A ® B — (a;;B) seklinde
verilir. (Bu eglemeye iki matrisin tensér garpimi bazen de Kronecker

carpimi denir.)
3. C®C = CaC dir ve bu izomorfizm z ® w — (zw, Zw) seklinde verilir.
4. C®H = C(2) dir ve bu izomorfizm
f: COH — Endc(H)=C(2)
' z ® q = f 2,q
gseklindedir ve bu doéniisim her z € H i¢in f,,(z) = 227 seklinde
tammlanir.  Ileride € ® H min taban vektorlerinin f altindaki

goriintillerine ihtiyacimiz olacak. Bu nedenle z € {1,1} ve ¢ € {1,1,J,k}

igin f,, larmn H nin {1, j} kompleks tabanina gore matrislerini bulahm.

f1(1)=111=(1)1 - 10
fii () =141=(1)j 01

—— N N N
. . " 3 o . . e .
i |
: - S = F
'_—\
|
=
I
[
Nt
<
S —’
any
ES
I
(@)
|
o~
—_

5. H®H = R (4) dir ve bu izomorfizm
®: HH — Endg(H)=R(4)

1®ep — Puge
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seklindedir ve @y, 4, dontigiimii de her ¢ € H igin @4 ,,(9) = Gqf
seklinde tanimlanir. Simdi her ¢, @ € {1,4, 5, k} igin @y, 4, lerin H = R*
uzaymin {es, s, €3, e4 } standart tabanina gore matrislerini bulalim.Yapilan
islemler sonucunda bu iglemler agagrdaki §ekﬂdedi_r. |

r - ~ -

1000 0 =10 0
0100 1 0 0 0
¢, = ®,, =
0010 0 0 0 —1
000 1 0 0 1 0
0 10 0 10 0 0
100 0 01 0 0
¢, = ¢, =
0 00 —1 00 -1 0
0 01 0 00 0 -1
0 0 10 0 00 -1
0 0 0 1 0 01 0
®y; = 0y =
1 0 00 0 10 0
0 -1 00 100 0 |
00 0 1 0010]|
| 0 0 —1 0 000 1
Qi = Q. =
01 0 0 1000
10 0 0 0100
0 0 —1 0 00 0 -1
00 0 1 00 -1 0
@j,l": q)k,l':
10 0 0 01 0 0
0 -1 0 0] 10 0 0
000 1 0 0 -1 0
0010 0 0 0 1
®j,’i: Qk,z:
0100 10 0 0
100 0 010 0
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1 0 0 0 0100

0 -10 0 1000
@55 = Op; =

000 1 0 000 1

00 0 -1 0010

0 -100 1 0 0 0]

-1 0 00 0 -1 0 0
@j’kZ @k’kz

0 0 01 0 0 -10

0 0 10 | 0 0 0 1

Daha Gncecien R ve R? tizerindeki tim dejénere olmayan formlara karsilik
gelen Clifford cebirlerini bulmustuk. Simdi yukarida verilen bilgiler kullamilarak
diger Clifford cebirleri de hesaplanabilir.

Onerme (4.1) den dolay1 Clps = Clig ® Clpy dir. Daha 6nceden
ClioZReR, Clyg = R(2) ve Clyy = H izomorfizmleri elde edilmigti. Bunlar
kullanilirsa,

| Cls &2 RoRH=RH)o(ReH)=2=HoOH
Cloa = Clyo® Cloy =R (2) QH = H (2)
Clos = Cloy®Clog®Cloa 2 CQR(2)@H = Co (H® R (2))
CIMIR(2)2C(2)®R(2) = (COR(2)QR(2)
~ CoRE)QR(2)=COR4) 2C®{)
Clos @ HOH , Clgy = H(2) ve Clps = C (4) izomorfizmalar: elde edilir.

12

Benzer sekilde,

Clos = Cloa®Clay® Cloy 2 H®R (2) OH
HeHQR(2) ¥R(4)R(2) =R(8)

114

Clos = Clgs®Clao® Clop = (He H) QR (2) H
~ HoH)HQR(2) = (HoHeoH®H)®R(2)
= R(4HSR4)®R(2)=R(@B)SR(8)

Cly 8. > Clpa® Clag® Clos = Clag ® Cloa ® Clao ® Cloe

2 RQIGHIR(2)H=R(2)3R (2) RH®H
>~ R(4)Q®R(4) 2 R(16)
Clos 2 R(8), Cloy = R(8) @R (8) ve Clog = R(16) izomorfizmalan elde

edilir.
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Simdi de 3 < n < 8 igin Cl, ¢ Clifford cebirlerinin izomorfizmlerini Onerme

(4.1) yi kullanarak hesaplayalim.

Daha 6nceden Cly; = C, Clys & H ve Clao = R (2) izomorfizmleri elde

edilmisti. Bunlar kullanilirsa,

Clsp
Clsp
Cls,o

IR

14

Cloa®Cly 2 COR(2) 2 C(2)
Clos ® Clap *HO R (2) = H (2)
Clig®Cla®Clhp= (ROR)GHR R (2)

= ReR)®(R (2) ®H) = (R(2) &R (2)) H

= (R(2)®H) @ (R(2)®H) = (HRR(2)) @ (HOR(2))
H(2) @ H(2) | |

If
1

I

{1

Clag =2 C(2), Clyo 2 H(2) ve Cls o = H (2) ® H(2) izomorfizmalar: bulunur.
Benzer gekilde

Cleg =

1

Clig =

IR

14

|4

Cls o

Clag®Cloa@Clg =ZR(2)QHQR(2) 2 HQRR (2) ® R (2)
HeR(4) 2 H(4)

Clsg®Cloa ® Clap 2 C(2)H® R (2) = CRR (2) 9H Q R (2)
COH®R(2)QR(2)XC(2)@R(4)2CRR(2) R (4)
C®R(8) 2 C(8)

Clio ® Clos ® Clay *H(2) SHOR (2) *HOR (2) SHS R (2)

~ HoHQRR(2)QR(2) 2R (4) ®R (4) = R(16)

Cleo 2 H(4) , Cly o =2 C(8) ve Clgo =2 R(16) izomorfizmalarn elde edilir.

Bu elde edilenleri ve Onerme (4.1) yi kullanarak tiim Cl,, lar1 da

bulabiliriz.

I].k ba§ta Cl]_,l = IR(2) y CZOJ = C ve Cll,o =~ R&® R izomor-

fizmlerini elde etmigtik. Bunlar kullamhrsa agagidakiler elde edilir.
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Clay
Clig
Cls,
Clas

Clis

CZ1’4
Clas

Clag
Clss

R IR IR

e

1%

Clhio®Ch; = Re&R)®R(2) =R (2)0R(2)
Clo1®Cli; Z=CoR(2) = C(2)

Clooy®Cli1 ER(2)QR(2) =R
Chi®Cli; ZR(2)QR(2) =R (4)
Clop ® Cliy *HRR(2) = H(2)
Clos®Cli, = (HoH) @R (2) 2 H(2) 9H (2)
Clhy®Ch; =C(2)QR(2)2COR(2) @R (2)
CRR(4)=C(4) |

Clo1 ®Clig 2 (R(2)BR (2)) @R (2) X R (4) R (4)
Clio®Cl, 2CE2)@R(2) XCOR(2) @R (2)
C®R(4) = C(4)

) =

Bu sekilde devam ettirirsek agapgidaki tabloyu elde ederiz.
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"6

C(16) -

2|9 1 12 - 13 4 5 T 8 |

J(;' R c H HeH H(2) C(4) R (8) R(8)OR(8) [R(16)

1| R&R R (2) C(2) H (2) H(2)eH(2) |H@) - | C(8) R(16) R (16) &R (16)
2 | R(2) R(2) @R (2) | R(4) C (4) H (4) H(4)0H(4) [H(®) |cas) R (32)

3| C) R(4)  |R@GRM) [R(E) C(8) (M@ | HEOHE) |H() C (32)

4| H(2) C(4) R (8) R(8)®R(8) [R(16) C(16) H(16) H (16) ©H (16) | H (2%) |

5| H(2)oH (2) | H@) C (8) R (16) R(16)®R (16) | R(2F) | C(2%) @) H (25) ®H (2°)
6 | H(4) H (4) H (4) | B (8) C(16) . R (2°) |REY)OR() | R(2) C (2%) H (2°)

7] CE) | | H(8)@H(8) | H(16) C(2%) R (2°) R @R (2°) | R(2)) c() -

8 | R (16) H(16) | H(16) ®H (16) | H(2°) C (2% R (27) R (2°)

Clp,q Clifford cebrinin izomorfizm tablosu

R (2") @R (27)




Dikkat edilirse yukaridaki tablo olugturulurken birkag tanesi disinda izomor-
fizmlerin acik ifadeleri gerekmedi. Bu tablodan ve periyodiklik iligkilerinden
yararlanarak herhangi C'l,, , Clifford cebrinin bilinen hangi matris cebrine izomorf
oldugunu, arada acik bir izomorfizm vermeksizin, tespit etmek mimkiindiir.
Ornegin R% iizerindeki C’l7’14‘ Clifford cebrinin bilinen hangi matris cebrine

izomorf oldugunu kolayca bulabiliriz. Periyodiklik iligkisinden
Clr4 = Cl7grg =2 Clrs ® Clog

dir, bu durumda tabloya bakildifinda Cl7s = R (2°) @R (2°) (7. satr ve 6.
stitundan) ve Clos = R (16) (0. satir ve 8. siitundan) oldugu goriiliir. Bunlar

yerine yazilirsa
Clris = (R(2°) @R (2°)) ® R(16) = R (2'°) &R (2'°)

elde edilir. Benzer hesaplamalarla diger Cl,, Clifford cebirleri i¢cin agagidaki
tablo elde edilir.

p —¢ (mod?8) Clyg

0
1
2
3
4 H (2'71)
5
6
7

Burada [ sayis1 3—“}" nin tam kismidir.

Bizim amacimiz herhangi Cl,, Clifford cebri verildiginde ilgili matris
cebrine giden izomorfizmin agik olarak elde edilmesi ig¢in bir ydntem
vermektir. Bunun i¢in ¢nce Cly, tipindeki Clifford cebrinden ilgili matris

cebrine giden izomorfizmi bulacagiz ( bu tip izomorfizmler [5] de verilmigtir).
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Sonra 7y : Clpyog — Clo, ® C’lg,o izomorfizminden yararlanarak Cl, g
tipindeki ttim Clifford cebirleri igin ilgili izomorfizmleri elde edecegiz. Cly,, ve
Cl, o ler icin izomorfizmler elde edildikten sonra 73 : Clyyy g1 — Clp q @ Clyy
izomorfizmini kullanarak da tiim Cl,, Clifford cebirleri i¢in de sz konusu
izomorfizmleri elde edecegiz. Cly, Clifford cebirleri i¢in izomorfizmleri 6nce

1 < n < 8 icin, sonrada bunlar yardimiyla n > 8 i¢in stzkonusu izomorfizmleri

elde edecegiz.

4.1 Cly, Clifford cebirleri icin izomorfizmlerin elde

edilmesi

1) 1 < n < 8 icin izomorfizmlerin elde edilmesi (Tabloda 0. satir)
1) n =1 igin Yo : Clp; — C geklinde bulmustuk.
ii) n =2 igin ¥y : Clpo — H geklinde bulmugtuk.
iii) n = 3 igin Vg3 : Clps — H & H izomorfizmini,daha 6nce buldufumuz

Vio: Clho—R O R ve Voo : Clye — H izomorfizmlerinden yararlanarak

bulahm.
Clos — Clig®Cloy, — (RS R)® — HoH
€1 — 1®e — (L,1)®1¢ — (1, 1)
g2 +— 1Qe = (L1)®J = (J,7)
€3 = & QE189 — (1,-1)®k ~— (k,—k)

iv) n = 4 igin ¥gq : Clos — H(2) izomorfizmini daha tnce buldugumuz
oo : Clog — R(2) ve ¥gy : Clgz — H izomorfizmlerinden yararlanarak

bulalim.

42



020,4 — Clg,o@.)Clo’Q — R(2)®H - H(2)

: 10 _ 1 0
€1 — 1®e > Q1 —
0 1 0 1
1 0 ) j 0
€ = 1®ey — ®j +
01 0 j
L J L N
01 0 k%
€3 = e Q€169 — Rk —
10 k O
1 k 0
€4 ey ®E1Eg — Rk —
0 -1 0 —k

v)n=>51i¢n Y5 : Clps — C (zl) izomorfizminin agik ifadesini, daha 6nce
buldugumuz izomorfizmlerin agik ifadelerini kullanarak bulalim.
Clos — Cloi®Clho®Clhys — COH@R(2)

0
€1 — 1®1®e = 1 ®I®
01
T10
€9 = 1®1Qes = 1®I®
01
01
E3 > 1®61®€1€2 g 1®k‘®
' 1 0
1 0
E4 — 1 ®e; ®eiey — 1 Qk®
‘ 0 -1
L
. 0 -1
€5 = €1 Qe ® e162 = 1Qk®
1 0

C®H dan C(2) ye giden izomorfizm altmda 194,10 7,1Qk:1Q%k
vektorlerinin goriintiilerini elde etmigtik. Bunlar kullamlirsa agagidakiler elde

edilir.
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-7 0 10 -1 0 10
— ® — 1Q® &
0 = 01 01 01
0 1 10 01 10
— ® — 1® &
-1 0 01 -1 0 01
- 7 [~ . T r
0 —3 01 0 -1 0 1
— X — 1Q® ®
—1 0 | 10 -1 0 10
0 —2 1 0 ) 0 -1 1 0
— ® — 1 ® X
I -1 0 0 -1 -1 0 0 -1
0 1 0 -1 01 10 -1
> ® =1l Q
10 1 0 10 1 0

Son gelinen asamada R (2) ® R(2) cebrinin R (4) cebrine izomorf oldugu
kullanilirsa agagidaki bulunur.

Clos — C®R(4) — C(4)
- - - -
-1 000 - 0 00
, 0 -1 00 0 —i 0 0
€1 o ) >
0 0160 0 0 720
0 001 i 0 00 ¢
0 010 0 010
0 001 0 001
€9 — 1® t—r
-1 000 -1 000
0 -1 00 0 -1 00
L 4 3 : - -
0 0 0 -1 0 0 0 —
_ 0 0 -1 0 0 0 —i 0
€3 — 1 —r ‘
0 -1 0 O 0 — 0 0
-1 0 0 O - 0 0 O
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€4

€5

>

00 -1 0 00 —i 0]

_ 00 01 00 0 i
1 ® —>

1210 0o —~ 0 00

01 00 0i 00|

0 00 -1 0 00 -1

0 01 0 0 01 0
1® >

0 10 0 0 -1 0 0

1 00 0 1 00 0

—

L : - . L =
vi) n=6igin Yo : Clog — R(8) izomorfizminin agik ifadesini, daha dnce

buldugumuz izomorfizmlerin agik ifadelerini kullanarak bulalim.

Cl(),s — Cl0,2 & Clz’o ® Olo’z — HQH®R (2)

€1

€2

€3

€4

€5

€6

—

—

1®1®E1

.1®1®62

1®e ®e89

1®es®e169

€1 ®e1ea ®E1€7

€2 Q€169 B €167

— 1®1®

- 1Q5®

— 1®kE®
— 1Qk®
— 1RQkR

— I Qk®

T

T

o H 9O o Rk = o ©O = ©

1

0
1
0
1
1
0

0

H @ H dan R (4) ye giden izomorfizm altnda 1®14,1®j,1Qk,iQk, i Qk

vektorlerinin goriintiilerini elde etmistik. Bunlar kullamlirsa agagidakiler elde

edilir.
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Clog

k]

€1

£2

€3

€4

€5

€6

R(4) QR (2)
010 O
-1 00 0 10
&®
0 00 -1 01
001 O
0 010
0 001 1 0
-1 000 01
0 -1 00
T- -
00 01
00 -1 0 0 1
® .
01 00 1 0
-1 0 00
L =
00 01
00 -1 0 1 0
®
01 00 0 -1
-1 0 00
r 9
0010
0 001 0 -1
&
1000¢-]1 O
0100
0 -1 00
-1 000 0 -1
®
0 0 01 1 0
0 010
L .
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Clog — R(8)
[ 0 01000 o
0 00100 0
~1 00000 0
. L | o-roo0o00 o
0 00000 -1
0 00000 0
0 00010 0
0 00001 o0
[0 0 0 010
"0 0 0 0071
0 0 0 000
0 0 0 000
€5 —
1 0 0 000
0-1 0 000
0 0 -1 000
0 0 0 -100
0 000 0 O
0 000 0 O
6 000 0 -1
0 000 -1 0
€3 -
0 001 0 0
0 010 0 0
0100 0 0
-1 000 0 0
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&4

€5

€6

o O O o o o

I
[

(o]
O O O O = O O O o o o o

|
p—t

o O = O O O O O

o O

0 1.

-1 0
00
00
00
00

o O o o O

- O O O O O O O O O O = O o o o

!
=t o

o O o o o

0

o O O o o

| !
- o O 0 O O O O O &

o O O o o o = O

0

o O

[
—

o O O o O

o O O o o O O oo o o o o o - ©

1

o O O O = OO O o

|
O O O O O O O 0 O O O O O

[
—

0

O = O O O O O O O O O =2 O O O O O o O O o O

0

I
e N

f
O O 0O 0O 0O O O 0 O B O O 0O O O O O O

I
(@n] =

0
0

|

it

JL

vii) n = 7 igin ¥gy7 : Cloy — R(8) ® R (8) izomorfizminin agik ifadesini,

daha 6nce buldugumuz izomorfizmlerin agik ifadelerini kullanarak bulalim.
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Cloy — Clog®Cloyo®Clyy — (HeH)@HRR(2)

[1 0]
€1 = 1el®e — (1,1))®@:1®
0 1
" !
) 10
€9 — 101Qe; = (L,L1)®5®
01
01
€3 — 1®e ®ee — (L1)®k®
10
10
€4 = 1 Rey®e1€g — (LD®k®
LO -1
o 0 -1
€5 — €1 ®eies ® €169 - (3,1 ®k®
1 0
‘ . . _1
£6 = £y @ erer ®E169 = (7,7)®k®
1 0
7 — g3 e1ey ® 169 — (k,—k)®k® a
1 0

H ® Hdan R (4) ye giden izomorfizm altinda 1®1, 197,10k, 1Qk, jQk, k®

k vektorlerinin goriintiilerini elde etmistik. Bunlar kullanilirsa agagidakiler elde

edilir.
Clo7 — HeoHeoH®H)®R(2)
. 10
£1 — (14,101 ®
01
. , 10
0 1
, 01
Eg = (1®k,1®k)®
10
1 0
E4 — (1®k1Qk®
_ 0 -1
-1
€s — (1QkI1®k)®
1 0
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‘1’0,7 (52) =

Uo7 (e3) =

\1’0,7 (54) =

Uo7 (e5) =

o = O O

= O O O

I
—

O = O O O = O O

o o o =,

o O

o o = o

o o o = o O o = O O =k O O

QO = O O
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Uo7 (g6) =

‘1’0,7 (57) =

Burada

Clpﬂ - R(4) ®]R(

‘1’0,7 (51) =

Uo7 (e2) =

‘1’0,7 (Es) =

Yo7 (e4) =

Uo7 (es) =

0100 | o

~1 000 ~1

0 o001l | o

0 010 0

1 0 00 ~1

1o <1 00 0

0o 010/ 1| o

0 0 01 0

dogal dagilma

2) O R (4) @R (2)

010 0f

100 0 10
. )

000 -1 01

001 0 |

0 010

0 001 10

| ® |

1 000 01

0-100

00 01

00 -1 0 01
® :

01 00 10

10 00

00 01

00 -1 0 1 0
® ,

01 00 0 -1

10 00

0010

0001 0 -1
® :

1000 1 0

0100

51

O O - O

= O O O

O = OO

-1
dbniigijﬁn'i

o O o =
= o O O

o O =2 O O O o

'
= O

o O = O O O

o O O = O O = O O

o O

¥
—

o o O =

| .

1

kullanahm.
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0-100 0 -1 0 0
-1 000 0 -1 -1 000 0 -1
Vo7 (e6) = ® , ®
0 0 01 1 0 0 0 01 1 0
0 010 0 010
1 0 00 -1 00 0
0 -1 00 0 -1 010 0 0 -1
Vo7 (e7) = ® : . ®
0 0 -10 1 0 001 0 1 0
0 0 0 1J 000 -1
Burada Kronecker garpimi kullanihirsa, aradigimiz izomorfizm agsagidaki gibi
olur.
Cloy —R (8)dR(8)
| 0 01000 0 O
0 00100 0 O
-1 00000 0 O
0 -1 0000 0 O
E1 = ] olmak tizere \I’077 (61) = (El, El)
0 00000 -1 O
0 00O0O0O 0 —1
0 00010 O O
] 0 00001 O O_
0 0 0 01000
0 0 0 00100
0 0 0 00010
0 0 0 00O0O01
By = olmak {izere \1’077 (62) = (Ez, Ez)
-1 0 0 00000 '
0 -1 0 00O0GO0CO
0 0 -1 00O0O00O
0 0 0 -10000
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Ey =

o O = O O o o ©O©

o O O O o o

= O O O O o o O o o o = O o o o

O o = O (ow] (a=) o] o

O O O O O O O O = o o o o

I
o O O O O o O o =

|
(e —

| I
- O O O O O O =

o O o O O

o O O O O o = O

et

o O O O o o o

o O O O = O O O

O O O O = O O O o O o O o o o +=

O O O O O O @ =-.oO

o O O O O O O O =

o O o O O o o o

I
ot

o O O O O
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olmak tizere ‘110’7 (83) = (E3, E3)

olmak tizere Wo 7 (€4) = (Ey, Ey)

olmak tizere Yo7 (e5) = (Es, Es)



00 010 00 0]
00-100 00 O
01 000 00 O
Ee = 10 000 00 0 - olmak tizere Wo 7 (¢5) = (Eyg, Eg)
00 000 00 —1 ’
00 000 01 O
00 000 -10 0
| 00 001 00 0]
(01 00 000 0
1 0 00 000 O
0 0-01 000 O
E; = 0 0 -10 000 0 olmak tizere Vo7 (e7) = (Er, —E7)
0O 0 00 010 O
0 0 00 -100 0
0 0 00 000 —1
0 0 00 001 O

sonuglari elde edilir.
vill) n = 8 i¢in Vg : Clog — R (16) izomorfizminin acik ifadesini, daha

once buldugumuz izomorfizmlerin agik ifadelerini kullanarak bulalm.
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Cl(),g

€1

€2

€3

&4

€5

&g

€7

£y

Clg,o R 010,2 & 012’0 X CZO,Q

I®1®l®e

191®1®e

1R1®e ®eieq

1R1®e;®eies

1@e®ees@eres

1®es®ees ®eres

€1 ® 162 Q@ e1e3 Q €162

ey Q169 Q e1e5 R £189
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Clog

€1
€2
€3
€4
€5
€6
€7

€3

R2)GR2)HRH
Fl 0 10 '
® QI
01 01
10 10 .
& ®1®7
01 01
10 01 '
& Lk
01 1 OJ
10 1 0
® ®1k
01 -0 -1
L - 3 o
1 0. 0 -1 _
& QIR k
01 1 0
10 0 -1 _
® RIR®k
01 1 0
e . . ~
01 0 -1
& RkRk
10 1 0
- - L J
1 0 -1
&® RERE
0 -1 0
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Closg

k]

€1

€2

€3

€4

€5

g

QO O = O O O -~ O O O O = O O = O O O O = o

OO O kO O == o O

_ O O O O = O O o

= o O O = O O O o = O O

QO = O O = O O O

010 0-
-1 00 O
®
000 —1
i 001 O
0 010
0 001
®
-1 000
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0 0 00-100 0 000 00 0 00]
0 0 00 010 0 000 00 0 00
0 0 00 001 0 000 00 0 00
0 0 00 000 -1 000 00 0 00
1 0 00 000 O 000 OO 0 00
0-1 00 000 O 000 00 0 00
0 0-10 000 0 000 00 0 00
0 0 01 000 0 000 00°0 00

€g > . : .
0 0 00 000 0 000 O1 0 00
0O 0 00 000 O 0OQO0O 0O0-1 00
0 0 00 000 0 000 00 0 —10

0 0 00 000 0 000 00 0 01
0 0 00 000 0-100 00 0 00
0O 0 00 000 O 010 0O O 00O
0 0 00 000 0 001 00 0 00

0 0 00 000 0 000-10 0 00

2) m =n+8 (n > 1) iken Clym, ler i¢in izomorfizmlerin elde edilmesi

n > 1 igin Clopnys Clifford cebirlerinin izomorf oldugu cebirleri bulmak

~milmkiindiir. Clg s cebrine iki kez dortlii indirgeme formiilii uygﬁlanirsa

Cl(),n+8 = Olo’n+4 ® 01270 ® Ololg = Clo,n ® OlQ,() ® OZO’Q ® OZQ,O ® CZO,Z
= Clyn®Clog | |

olur. Bunu daha ég1k olarak agagidaki sekilde ifade edelim.
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Clonts — Clonia @ Clyy ® Cloy

&1 — 1®1® &1

€2 — 1®1®es

€3 = 1Qe ®eie

€4 = 1 ®e;®een

Es — 51 & €1€9 R E1E9

€6 = £y Qerer ® E16

£7 > g3 Qe1e ®E182

58 — &4 X €1€9 ® €189

€9 = g5 ®eer ®eEr18

€10 = g ®ereq ® €162
—

Ents = Epya D e1e2 @ €167

L

Clon ® Clag ® Clys @ Clog ® Clgo
I11QR1Q1®e
1101Q®@1RQe
19101® e ®ees
11Q1Qer®ere,

191Q¢e; Qerer @er6
1®1®62®61€2®€152

1Re; ® €182 @ €16y V€162
1R®exRerea@eren ®ereg

€1 Qe1er Q€169 B €13 Q €18

Ea Qeer VeEres @ e1es R8s

— &, Qeier ®e1Er D erey D erer

Buradan da agagidaki sonug elde edilir.

Clonts — Clon ® R(16)
€1 — 14
€2 — 1® A,
€3 — 1Q® As
E4 — 1® A
o — 1® As
€6 1@ Ag
6% — 1Q® A7
€3 — 1@ Ag
Eg = & ® B
€10 | — & Q®B
—
En+8 — £, ®B

Burada A; = Ugg(e1) , Az = Pos(€2) , As = Yog(e3) , Ag = Ypgles) ,

As = Wog(es) , As = Yog () , Ar

Uos(e7) , As =

Buradaki B matrisi ise agagidaki matristir.
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5 Cl,, CLIFFORD CEBIRININ
IZOMORFIZMLERININ ELDE EDILMESI

Onceki bolimdeki tabloda Cliffdrd cebirlerinin izomorf oldugu matris
cebirleri verﬂmi§ oldu ancak Cly, tipindeki Clifford cebirleri disinda ilgili
izomorfizmlerin agik ifadeleri verilmedi. Bu boliimdeki amacimiz tabloda gegen
tiim izomorfizmlerin agik ifadelerini elde etmek. Bundan boyle hem kisahk icin

hemde iglemlerde kolaylik saglamas: i¢in

0 1 1 0 0 —1 '
=0y, =09, = 0102
1 0 0 -1 10
(o?=0}=1, (g109)°=-T)

diyecegiz ve Cly,, lerde dahil olmak tizere tiim izomorfizmleri bu gosterimleri
kullanarak elde edecegiz.

1) R? tizerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinin (yani, Cly g ve Clo;1
) izomorfizmlerinin agik ifadelerini dnceki boliimde yazmigtik.

2) R? tizerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinin (yani, Clag ,Cli;
veClys ) izomorﬁzmleriniri acik ifadelerini 6nceki bolimde yazmsgtik.

3) R? iizerindeki dejenere olmayan Clifford cebirleri tabloda goriildigi gibi
Clso 2 C(2), Clay =R(2)BR(2) , Clip 2 C(2), Clos = HOH seklindedir.
Bu izomorfizmlerin acik ifadeleri agagidaki gibidir.

i) Usg: Clgg — C(2)

Clag —’~Clo,1®C'lz,o — CoR(2) — C(2)
- 01 01 '
g — 1®¢e — 1R — =01
: 10 10 '
. 1 0 1 0
€3 — 1®e — 1® > =0y
' 0 =1 0 —1 ‘
. ) 0 -1 0 — ]
£3 — e &89 — 1® — = 10102
' 1 0 i 0
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ii) g1 :Cly; — R(2)BR(2)

Ol271 - Cll’o ® Oll)l — R (2) @R (2)
01 01
e — 1®e; — ) =(017U1)
10 10
1 0 -1 0
€9 = e QeE; > » | = (02) —02)
0 -1 01
= = F- =
0 -1 0 -1 :
g1~ 1®g — : = (0109,0102)
' 1 0 1 0
111) \1’1’2 : Cl1,2 —C (2) i i i i
CZLQ - Clg7l.® Cl1,1 — (C K R (2) ‘ — (C (2)
' : - 10 1 01
eq = 1 ®ey — 1® — =0
10 1 0
F -
0 -1 0 -1
€1 — 1®e = 1® — = 0109
1 0 1 0
. 1 0 1 0 .
D) = g1 @ eer — 1 — =102
0 —1 0 —1
iv) Ups : Clys — HOH )
Cloyg, — Cll,o & ClO’Q — (R ) R) — H & H
£1. — 1®e — (L) ®31 — (z, 1)
£9 — 1®ey = (L)®7 -~ (4,J)
€3 = £; Q€169 - (1L,-1)®k +— (k, —k)

4) R* tizerindeki dejenere olmayan Clifford cebirleri tabloda gorildigu
gibi Clyg = H(2) , Clsgy = R(2)BR(2) , Clyp = C(2) , Cly3 = HeH ,
Clo,4 = H (2) seklindedir. Bu izomorfizmlerin agik ifadeleri asaphdaki gibidir.
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l) \114’0 . 01470 —r H(Q)
01470 — Clo)g@glg,o

€1
€2
€3

€4

i) U3,
Clg’l

€1
€2
€3

&1

013’1
€1

€2
€3

€1

—

=

:Clgq — R'(él)
— Clyg®Cly,y

1

!

1 1171

1®€1

1®ey

e1®erey

€2 & ees

1® €1
e; ® e
€2 @ ey

1@51

R(4)
I®01 ‘
0'1.® 02

092 & 09

I® o109

L d

H@R(2)
[0 1
1®
10
1 0
1®
0 —1
10 -1
1Q
1 0
) 0 -1
1
1 0
]R(2)®]R(2)
1 0
®
0 1
01
129
1 0
10
0 -1
1 0
01
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lll) \1’2’2 : CZQ’Q — R (4)

Cly — Chi®Clh, — R(2)SE(2) ~ R(4)
(1 0 01
el > 1®el > ® ' > I®0-1
01 10
01 1 0
€9 — e; Qe — & 0y Q02
10 0 —1
1.0 0 -1
gr = 1®e — ® —~ 1 Qo009
: 01 1 0
, 0 -1 1 0
€9 — £ Qeig — & = 0102 Q 02
1 0 0 -1
iv) Uy3: Clyg— H(2) i
C'l1,3‘-—> Cla®Clh, — HR(2) — H(2)
01 01
e > 1Qe; — 1® F— . =0
10 10
. 0 -1 0 —~1
&1 — 1®e; — 1® = = 01072
' 11 0 1
_ 1 0 7 0 ]
Eg = £ & eg; = 1 ® — =109
0 —1 0 —1
| 1o ool
Eg = £9®e18 — 1 — =J]02
0 —1 : 0 —j3

v) o4 : Clog — H(2) (Bunu dnceki bolimde yazmustik, simdi kisaltilog
sekliyle tekrar yaziyoruz. ) ‘

Uoa(er) = 4l
Youler) = jI

Voales) = ko

W4 (£4) = kos

5) R® iizerindeki dejenere olmayan Clifford cebirleri tabloda goriildigi gibi
Clso = H(2) ®H(2) , Clay 2 C(4) , Claz ® R(4) @R(4) , Cloz = C(4)
, Clia = H(2) e H(2), Clys = C(4) seklindedir. Bu izomorﬁznﬂerin acik
ifadeleri agagidaki gibidir.
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i) U 5,0
Cls

€1

€2

€3

€4

. 65

ii) 1114,1
Cla,
€1
€2
€3
€4

€1

:Clsp — H(2) o H(2)

— Clo3®Cly — (HeH)eR(2) — H(2)oH(2)
101
= 1®€1 = (171)® = (q17o-1)
10
' _ 1 0
— 1®ey — (L)® | = (09,09)
| 0 —1
. 0 -1 . .
= g1 ®eer T (4,1)® A b (10109,10102)
1
. 0 -1 . .
= g9 @ ees = (7,7)® 0 = (30102730102)
1
0 -1
= £3® ejes = (k,—k)® — (ko,og, —kayo)
1 0 :
3Cl411‘—>C(4)
— C(4)
S I®O’1
= 01 ®0g
> 0'2®O’2
— 10109 09
= 1 Qo109

i) U3 : Clyy — H(2) @ H(2)

Cls2

€1

€2

€3

€1

€3

B 1®61 ‘ —

0
1
Sl (B
= ea®eE; . 0 _1 )
| (] 1
0

~ Clu®Chy — (R(2)SR(2)OR(Q)

10 0
0 1 1
o o1 [o1]\ [1 o
B A 0)® 0 —1
1 0
1

1 0y
— 1®51 = IR
0 1

= g1 Qe = ' 1|
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V) \If1’4 : Ol174 — H(z) & H(Z)

Ol1’4 s Olog,@Oll’l — (HEBH) ®R (2) - H(Z) @H(Q)
o1 |
€1 s 1®61 — (1,1)@ = (0'170'1)
1 0
0 —1
€1 = 1®e — (L,L1)® = (0102,0109)
: 1 0
10 | |
€9 = & ®eE - (4,1 ® —  (igg,109)
0 -1
. 10 .
€3 —. e2®ee; [ (j,])@ = (30'21902)
0 -1
. 10
€4 = g3 es — (k,—k)® —  (kog, —kos)
0 -1

vi) Yo : Clps — C(4) (Bunu 6nceki bsliimde yazmistik, simdi kisaltilmug

sekliyle tekrar yaziyoruz.)

Uos(e1) = —io2®1
Uos(e2) = —0102®1
o5 (e3) = —io1 Q0
Tos(ea) = —ioy ® 0y
Uos(e5) = 01® 0109

Clegp = H(4) , Cly; £ H(4) , Clag 2= R(8), Clss 2 R(8), Clyy = H(4)
, Clis ® H(4) , Clos = R(8) seklindedir. Bu izomorfizmlerin agik ifadeleri
agapidaki gibidir. ‘

1) \116,0 : Cls’o —H (4)

Clg,o
€1

€y -
€3

€4

€5

€s

—

I T 117171

H(2)9R (2) 2 H(4)

Cloa®Clyg —

1®e; = [ Qo
1®e — I ®o;

g1 ® ejeq = 1l @009
€ ® ejes. — jI ® 0102
€3 ® eeq — ko1 ® 01079
£4 R €169 — Koo ® 0109
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11) ‘115,1 . Clg,’l - H(4:)

Cls; — Clyo®Cly,

€, — 1® €1

€2 = e ®egy
€3 = e @ ey
€4 = e3® elgi
€5 = e4 Qe
€1 = 1® €1

111) \114,2 : 014’2 - R (8)

Clys — Cl3g1®Clyy
€1 — 1 ® e

€2 = e Qeg;

€3 = €9 ® €1&1

€4 — €3 &® €1&1

&1 — | 1 Qe

£9 = £ Qeg;

iV) \If3,3 : Cl3,3 - R (8)

C’l3,3 hd 012,2 & Cll’]_
€1 = 1® €

€2 = e ®e&

€3 e @ e18y

€1 — 1®e;

Ea — £, ®ee;

€3 = g2 Qe1gy

iV) \P2,4 . 012,4 — H (4)

Cl274 d Cl173 X C’ll,l
el = 1®e;

2. B e Qe

£1 — 1®e;

€2 = 6 ® 6181‘

€3 = E3 @ e18;

€a l——> Esg ® €i1&1

L A

U1 11

!

17T U1 11 1 1 1

1

—

>

H(2) @R (2) = H(4)
I®o;

01 Q02

o2 ® 02

i0105 ® 0
Jjo102 @ 02

I ® o109

R(4)®R(2)2R(8)‘
I9I®0;

I®o @0z

01802 Q02

09 Q02 Q09
I®I®0'102.
I®c102® 09

R(4)QR(2) =R(8)
IRI®o;
I®oi®os

01 ®02® 02
IQI®oioq
I'®0102®a_2

0102 Q@ 02 ® 09

H (2) @R (2) = H (4)
I® o

01 ® 0y

I® o109

0102 ® 02

102 ® 02

Jjos ® a2
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V) @1’5 : Cl1’5 — H(4)

Clhs — Cla®Clh; — H(2)®R(2) — H(4)
' 10 01
0 1 10
10 0 -1
. El — 1®€1 | d ® d I®0-10-2
01 1 0
F - - ‘ -~
1 0 1 0
€9 — £ Q e& — ® — IQoy .
0 1 0 -1
Fj 0 Fl 0 |
€3 — €9 ® eje; - ® = I ® oo
0 j 0 —1
FO k 1 0
€4 | s E3®6151 > . X — k01®0-2
k 0 0 —1
k 0 1
€5 £y ®eg; — ® > koy @ o9
0 -k 0 —1

v) Yo : Clpg — R (8) (Bunu onceki bsliimde yazmistik, simdi kisaltilmig
sekliyle tekrar yaziyoruz.) |

Yo (€1) = —02®0102® 1
Uos(e2) = —0102@I1Q1
Vo6 (53) = —01®002Q 0,
Uos(€s) = —01R0102Q 09
Uos(es) = 01®1Q0107
Uos(e6) = —02Q 0 ®.0’1U2

7) R7 {izerindeki dejenere olmayan Clifford cebirleri tabloda goriildiigii gibi
Clip=2C(8),Clsgy 2 HA)pHM),Cls.=C(8),Clus =R(B)dR(8),
Cl3a=C(8),Clhs =2 H4)oH(4),Clig=C(8), Clos Z2R(B) o R(8)
seklindedir. Bu izomorfizmlerin agik ifadeleri agagidaki gibidir.
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0) Wrg: Clyg — C(8)

Clro
€
€2
€3
€4
€s

€s

€7
il) W
Cls1

’

€1

€2

€s

€4

€s

€g

€1

Cls 1
€1
€2
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ifadeleri agagidaki gibidir.’

i) Ugg: Clgs — H (16) & H (16)

I®I®I®01,I®I®I®O’1)
I-®I®O’1®O’2,I®I®Ul®0‘2)

C1R0r® 0y Q 03,01 Q0309 ® 03)

(
(
= (I®01®02®02,I®01®'02®U2)
(
(02 @0 ® T2 ® 09,02 Q02 Q02 Q 03)
(

10109 Q 09 R 02 ® 02,1010 Q03 Q72 ® 0'2)
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Ugs(er) = (j0102®02® 02 ® 03,70102 @ 03 ® 02 ® 09)
W3 (eg) = (ko102 ® 02 ® 03 ® 09, ~k0103 ® 03 ® 72 ® 03)
‘1’83(61) = (I®I®I®c0:,IQRIQIR0107)

83(€2) = (I®IR0102®02,IQI®0102® 03)
‘1’83(53) = (I®010:002Q 0, Q0102802 03)

11) \I’7 4 0174 — C (32)

Clzy — Clgg®Clh; — C(16)R(2) = C(32)
el — 1®e; — IQIRQRIRIR o

es — e ® e — IQIQI®c®0

e3 = es Qe = IQI®o Q@0 ® 0
ey — ez ®eg = Qo ®o®02Q 0
es ey ®es — 01 Q03Q0rP03R® 09
es — es ® ee = 0aQ0a® 0 Q09 ® 0y
er = e e = 10102 Q02 R 03 ® 02 Q 0
€1 — 1®e; — I®I®I®’I®0102
€9 — £ ®eE; — IQIRIRc09Q 0y
€3 g9 ®ee; = QIR0 R03Q 0y
E4 — e3® e18; = I QR0105Q02Q 09 R o9

iii) W5 : Clgs — R (32) ® R (32)

Ts,5 (€1 I®RI®RIRI®:,IRIRI®I® )
IRI®RIR0®0,IQRIQIQ0; ®ay)
I®I®01®02®02,I®I®Q1®02®02)

- We 5 (€2

)

)
Tes(es) =

)

)

( (

( (
Uss(e)) = (IR01Q0a®0:002, Q0,803 0y Q 09)
Ues(es) = (01020020020 02,0100:00,802Q03)
Ve 5 (eg) = (02®02®02®02®02,—02®02®02®02®a2)
Uos(e) = IQIRI®IR0105, Q1R QIR 0109)
Uss(ea) = (I®IQRIR0102R02,IRIBI® 0102 ® 09)
\Ilss(a)‘ = (IQ®IQR010:R02:80,IQI® 01020 02 03)
Uss(es) = ([®0102Q 0280309, ] Q0103Q 02 ® 02 ® 03)
Uss(es) = (0102® 02020020 02,0102Q 02 02 ® 02 ® 03)
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1V) \115 6 - CZS 6 C (32)

Clsg — C(16)®R(2) — C(32)

e1 — 1®e; — IQIRIRIRI

ey — e ®ee; — IQIRIR o ®o;
e3 = ey ®eE = I®IQc ®oyQ0os

€4 —  e3®ee = I®01Q®0Q 02 09
es ey ®eie — 01®02®02®02®U2
€1 = 1®e = IQIQIRI®o0;
€9 = £ ®ee — IQIQRIRQRoi10yR® 0y
€3 — £y ®e16 = I®I®o109Q03® 09
E4 = g3 Qeie; = IQ®0102Q®02® 0307
€5 — £4 ® e1eq = 0102Q 02 Q02 Q02 02
Eg ‘»‘—> €5 @ e — W0 ® 0 Q09 R0y R 09
V) Wu7: Clyy — H(16) @ H (16)

Uyr(er)= (IQIQRI®,IRIQI®a)
Usr(e) = (I®1®01802,101®01®03)
Uyr(es)= (I®0100:002,]R01Q02®02)
Uyr(eq) = (01R02Q02® 02,01 ® 0y ® 03 ® T3)
Uir(e)= (IQI®I®0105,IQIRI®0102)
U,z (eg) = (I®I®&102®02,I®I®?71U2®0’2)

Uy 7 (53) = (I®0102R02 ®'a2, IR 010209 ® 02)
Uyr(e4) = (0102Q02Q 020 02,0102 Q 02® 02 03)
Uyr(es) = (i02® 09 ® 02 ® 09,102 ® 03 @ 03 ® 03)
\114,7(8;)= (302®02®02®02,j02®02®02®02)
‘\114,7(6%)-— (ko2 ® 02 ® 02 ® 03, —koy ® 02 ® 02 ® 02)
- vi) Ugg: Clzg — C(32)

Clag — Clp7®Cliy — C(16)®R(2) = C(32)
el — 1l®e; = IQIQRI®IQ0;

es — e ®ee; — IRIRIQRoIRo;

es3 — e2®ee — I®l1®01»®02®02

€1 = I®e — IQIQRIRI®o0,

92



£g
€3
€4
€5
€p
€7

€8

11111 11

€1 X €1€1
g2 & €161
E3 Y €181
g4 €183
€5 ® €16
g & e1e1

Er & €181

il

1

11 1 1

IQRIRIR0102@ 03
I®IQo02Q02Q 09
-0, @I ® 02 Q02 02 ‘
—0102 @I Q0@ 02 ® 09
-0 Q01 R02Q 09 @ 02
-0 Q02 R 020 09 @ 09

0180102808028 02

12) R*2 tizerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinden tabloda gériilen-

ler Cls = C(16), Clry = H(8) H (8), Clos = C (16), Clss = R (16) OR (16)

, Clyz 2'C(16) , Clss

ifadeleri agagidaki gibidir.
1) \118,4 : Cl8,4 — H (32)

Clsa
€1
€2
€3
€4
€5
€e
€r
€g
€1
€2
€3

€4

—

L A A A A A

Clzs ® Cly 1
1®e;

e1 ®ee;
e @ ei€;
e3 Q e1€;
€4 ® €1&1 .
€x X €184
es @ ei€1
€r ®‘81€1
1® &1

€1 ® e&;
E9 ® €1€1

g3 @ e1€;

—
—>
>
>
>
—
aad
e d
L d
>
—
>
—

=~ H (8) ®H (8) seklindedir. Bu izomorfizmlerin agik

H (16) @ R (2) = H (32)
IRIQRIQRIRo;
IRIRIRo; R0,
IRI®o1®oy @0
I®01®52®02®02

‘ 01 Q09 &0y ®_02‘® o9

02 Q02 R0y Q02& 09
10102 ® 09 ® 02 ® 0y ® 03
jO105 @ 09 ® 03 ® 09 Q 09
IQI®I®I®aio:
IQRIRIRo0:® 09
I®l®o102Q02Q02
I®0,02Q 0302 03
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11) \1’7’5 : 017,5 —R (64)

017’5
€1
€2
€3

e
€5
€g
€7
€1
&2
€3
€4
€5

ii) Ys 6
Clgs
€1
€2
€3
€4
€s
€
€1
€2
€3
€4
€5

€g

—

L A A A A A A

Clsa ® Cly 1
I1® €1

€1 ® 1€
e ® 615‘1
e3 ® ej€e;
€4 ®>6161
es ® ei1e;
es @ e1€;
I1® €1

€3 ®"61€1 '
€2 Q €161
€3 ® e1€1

E4Q e1&

: Cls,s — R (64)

L e A A A A

Clss ® Cly
1 ® €1

e1 ®ee;
ez ® e1e;
€3 ® €1&1
€4 ®‘61€1
es ® e1€;
1 ® €1

£, ® e1€;
E£9 Q€18
£3® e1€1
€4 ® €€

Es KR €1€1

L A A A

L T

R(32) @ R(2) =R (64)
IRIRIRIRIR® o,
IRIRIRIRoI Qs
IRIQIR®0L®03® 0y
IRI®o1®02Q0: Q09
I®c1 Q0280280280
01® 020028028 02R 02
02Q 02 Q02 Q02Q02Q 02
IRIQI®IRI® 00
IQRIRIRIR0102Q 0
IRIQRIQR0102Q02® 07
IRIRo10:Q02Q 03 Q09
I®0102®02®d2®02®02

R(32) @R (2) 2R (64)
I®I®I®I®I®01
IQRIRIRIR T ® 0y
IRIRIR® oL ®oa® 09
I®IR0I®02Q02Q 02
IR0 ®0aQ@0® 02 02

01 Q09 02Q03Q 03 02

IRIRIRIRIRQ o109
IRIRIRIR®Ro10:® 09
IQRIRIRo102R02Q 03
IRIRT10:Q002802Q 02
I®0102®U2®02®0’2®02

0109 Q02Q 02 Q0202 Q09
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111) \115,7 : Cl5y7 — H (32)

Cls; — H(16)®R(2) — H(32)

e — 1®e; = IQIQRIRIR gy

es — e ®es — IQI®IQo Qo

es — ey ®e8; = I®I®o1®o02Q 0y

€4 — e3® eie = IQ01®02Q02Q 09
es o eq ®ere; — 01®02®52®02®02
€1 — 1 Qe — IQIQRI®I® o0,

2P — g1 QeE; — IQRIRIRoi09Q 09
€3 £2®e€ = 1QI®0102802Q 0
€4 — £3® e16; = J®0100Q02® 02 ® 09
€5 g4 Qee; b 0109 Q02 Q02 Q03 @ 09
Ep = &5 ® ee; = 102 R02Q02Q02Q 09
€7 = £g ® e1€ = J02Q02Q02Q 0202

iV) \1]4,8 : 014,8 — H (32)
Clyg — Cl3;®Cl; — H(16) QR (2) = H(32)

e1 = 1®e — IQRIRIRITIRQ oy

e > el®elsl — IQRI®TIRQo ®Roy

es = ey ®es; — I®IQ0® 0, ® os

s .+ e3®ee; — Q01 ®02®0Q 09
&1 — 1®e = IQIRIRIR o0,
€ - H— g1Qe& — ‘1"'®I®I®0102®02
53‘ +—->. €9 ® e1€; — I®I®0102®02‘®02
€4 — g3 ®ee; = I®0102Q02Q02® 09
g5+ &4®ee = I ®0y® 0 ® 0 ® 0y
E6 = &5 ®e8 = Q0 R®0®02Q 02"
€7 — g5 ®e8 = ko1 Q@03 ®02®02® 09
€8 = g7 ®eg; b koo ®02 8020209

13) R™ iizerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinden tabloda goriilen-

ler Clss 2 C(64),Clyg 2R (64) OR (64) , Clsr =2 C (64) , Cls s = H (32) SH (32)
seklindedir. Bu izomorfizmlerin acik ifadeleri agagidaki gibidir.
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1) ¥gs 0185 — C(64)

Clss — Clia®Clhy — C(32)@R(2)=C(64)

ex — 1Qe; — IQRIQIQIRIR o

en = e; ® e& = IQIRIRI®II®o,

es ey ® ejey = IQIQRIQo ®oa®0,

‘e = e3 ® eje; — QIR Qs ®0yQ 02

es = eq Qeer = Q01 ®0Q02Q 03 09
eg’ . es @ e1€; = 01Q00:Q0280,007 Q09
er = eg Qee; = 0o ® 0203 Q02Q 02 & 09
es — er®eg; > 10102 ® 02 Q02 ® 02 ® 02 ® 09
&1 = 1®e — IQRIQIRIRIRo09

€9 — &1 Q ee — IQIQIRIRo100R 09
£3 — g2Qeg  H IQRIRIR0102802R 0y
€4 = g3 e = I®@IQo102003 802809
€5 = E4Q e8] = I®0102Q0:Q 0 Q02 ® 02

ii) Urg: Clyg — R (64) ® R (64)

1117,6 e)=(IQRI®I®RI®RI®Rs,I®RI®RIRIRI® o)

er) = (I®I®I®I®01®02,I®I®f®l®al®02)

‘1’7,6 &) =(I®I®]®01®0:00,IQIRIQ 0, ®02Q02)
Ui6(er) =(IQ®I®01 Q020028 02,IQI®01 Q02002 02)

Yq g es) = I®0'1®0”2®02®0'2®0'2,I®0'1®0‘2®0”2®o’2®0’2)

' 180,002 ®02 Q020 02,01 00,803 80380, ® 03)
02Q03802R03Q03802,—02802Q03R 02 03 ® 03)
IRIRIRIRI®RC102,IRIQRIRIQRI®v107)

=
=
=
= (
Ur6(e3) =(IRIQI®010:®02®02,IQIQRIQ 0102 ® 02 ® 03)
(
(
(

W76 (£4) = I®I®010o5R03Q0sR09,IQIQ0102Q 05 ® 02 ® 02)
Ur6(e5) = ([®010:®0: 002002802, ]81Q010:Q03Q 02 02)
U7 s (g6) = 0'10'2®U2®02®02®02®U2,0102®0'2®U2®0'2®0'2®o’2)
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iii) g7 : Clg7 — C (64)
Clsz

€1
€2
€3
€4
€5
€6
€1
€9
€3
€4
€5
€g

&7

!

A A T T S S A

C(32)@R(2) — C(64)

1®e; — IQIQIRIRIR o,

e1 ® e1&; = IQIRIQRIRQc o,

es ® €161 = IQIRIR0I®0® 0y

ez ® e1e; = IQIQoi®oQ@02Q 09
es®es; — IQ01®0802002 02 .
es ® e1€; = 018028028028 028 09
1®ée; = IQRIRIRIRIR 0109
£1® e1€; = IQIQIR 01028 09

£9® e1e = IQIRIRTi10R 02 R 09
g3 ® e1€; = IQI®00,®0Q 02 09
£4 ® €161 = Q0102802802802 02
€5 Q €187 - = 0100802 Q0:Q0:802Q 03
g6  e161 = 102Q02Q02R02Q 02 09

Us g (61
s s (€2
V58 (e3
‘1’5,8 (64
s s (es
Vs (€1
Vs s (€2
Ps,s (€3
Us s (ea
Uss (es
U5 (26
Vs 5 (7
s s (€3

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

I

(I®I®I®I®01,I®I®I®I®ol)
IQIRI®c®0,IRIRIQ 01 ® 0s)
(I®I®01®0®02,IQIQ0 ®02® 03)
I®01®02Q02809,] Q01 ®02® 02 Q03)

(01 ®02@02R02Q 02,01 802 02 ® 02 ® 02)
(I®I®I®I®0102,I®I®I®I®0102)
IRI®RI®R00sR09,IQRIRIQ 0102 ® 09)
IQI®010:Q 02802, Q1Q 0102 ® 03 ® 03)
(I®0100Q02R0202,] Q0102 Q@ 03 @ 02 ® 03)
(0102 Q@ 02 @ 0 QU3 ® 09,0102 R T2 ® 02 @ 02 ® 0g)
(102 @ 02 ® 02 ® 02 ® 02,102 Q@ 03 @ 03 QU2 @ 02)
(jo2® 02002 Q020 02, j02a ®02® 02 R 03 ® 03)
(kaz®Ug®02®02®02,—k02®02®Uz®02®02)
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14) R iizerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinden tabloda gériilen-
ler Clgg = R(128) , Cly7 = R(128) , Clg s = H (64) seklindedir. Bu izomor-

fizmlerin agik ifadeleri agagidaki gibidir.
1) \Ijgyg : Olg’s —C (64)
Clsg — Cliz®Cliy —

€1

€2

€3

€4

€s

€

€7

€8

€1

€9

€3

€4

€s

€g
11) \117’7

Ol777

€

€2

€3

€4

€5

€g

€7

€1

&2

r1 v 1111111111

—

: Ol7’7 —R (128)

r1 v 1101 11 1|

1 ® e

€1 ®eig;
€9 X €i1&1
€3 & €184
es @ ey
€5 ® €184
es ® €161
(4 ® €1€1
1 X e

g1 ®e1e;
g2 @ ei€;
€3 e1€
Eq ® €1€1

€5 ® e1€1

Clss ® Cly 1
1® €1

e1 ® e€;

e2 @ e1e;

€3 ® €181

€4 ®ei€;

€5 Q e1€;

€g [034] €184
1®¢e

€1 ® e

r 171711111111 11

!

117111 1 1 11

R(64) @ R(2) 2 R (128)
IQIQRIRIRIRIR 0,y
IQIRIRKRIRIRII Qo
IRIRIRIRT,®028 02
IQI®RI®II®02®028 09
IRIQRI ®o2Q03Q 02 R 03
IR QR R0 Qo Q0 0
01Q03R02RQ0sRQ02R@ 09 R 0y
02Q02Q02Q 02028 02 0y
IRIRI®RIRIQIR 0109
IQRIQRIQRIQIQo102Q0s
IQRIRIRI®RC102® 03 72
IRIRIR010:Q02R 03 ® 02
IRIQRT0sRQ02RQ0,R 09 03
I®R0105R0:002Q0;Q02% 02

R (64) @ R (2) = R (128)
IRIRIRIRIRIR oy
IRIRIRIRe; ®oy® 02
IRIRIRrI Ry ®02® 09
IRI®RcQ@oQ02Q 02 R 02
IRo1 Q02020380207
IR1Q0:Q0,80,02Q 09
01Q0:Q02Q02Q02X 03X 03
IQRIRIRIRIRIR 0109
IQRIRIRI®RIRui102 0

98



€3
Eq
€s
€g

&7

if) s,

C le s
€1
€2
€3
€4
€5
€6
€1
€2
€3
€4
€5
s
€7

€8

111 1 1

8- CZS,S - H (64)
— H(32) QR (2)

[

>

T T T 7117117117111

€2 ® e1e1
€3 Q€18
€4 Q €1€;
£x & €1&1

€ Q e1€;

1® €1

€1 &® €1&1
€2 ® e1€;
€3 (039 €1&1
€4 &® €181
€x ®.€1€1
1®61

€1 e
€2 Qe
£3Q e1€;
€4 ® €181
£s X €181
€6 ® €161

E7 Q €16

11111

L A A

IRIRIQRIRQT10:RQ 03 R 09
I®IRIRT105Q02® 02 Q09
IQRIR010R0,R02R 03 R oy
1R0105R0:Q0sR 02 R 03 R 09

0102 Q8 02Q02R 028028 03 ® 09

H (64)
I®I®I®I®I®01
IRIRIRIR o, R0y
IRIRIRu Rua® 0y
I®IRo1®028 0303
I®Ro1®02Q02Q02® 09
018 02Q02Q 02 R 09 0y
IQIRI®RI®RIRQoi07
IRIQRIRI®0102Q 09
IQI®RI®oI028 02 Q0
IRIRci02R 0203 R 03
IR010oRQ 02 R 09 R 09 ® 09
0109 R 03 Q0203 R0y Q 09
10 Q02 Q02Q 02 Q02 02

joa @02 Q02 Q02® 0303,

15) R*® tizerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinden tabloda goriilen-
R (128) geklindedir. - Bu izomorfizmlerin agk

ler 013,7

= R(128) , Clrg
ifadeleri agagidaki gibidir.

1) \1’8,7 : Cl8,7 — R (128) &R (128)
Bi=IQIQIQIR®I&IKoc; olmak iizere,

\I’gg (61) = (Bl, Bl) dir.

B,=IRI®IQI®IQ o, ® oy olmak lizere,

: ‘I’8,7 (62) = (BQ,BQ) dir.

Bi=IQIQRIRIQRci® s ® 02

\118,7 (63) = (Bg, Bg) dir.
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Bi=I®I®RIQc; ® oy 02 ® 0y olmak iizere,
g 7 (eq) = (By, By) dir.
Bs=1QRIQ0,Q02Q 0y® 09 ® 0o Olmak iizere,
Ug 7 (e5) = (Bs, Bs) dir.
Bs=1®01®0,Q02Q 0,8 03 @ 02 olmak tizere,
U7 (eg) = (Bs, Bs) dir. |

B =01Q0yQ0yR 09 ® 02 ® 02 ® 09 olmak {izere,
Vg 7 (e7) = (By, By) dir.

By =03Q 03 ® 09 ® 0y ® 02 ® 03 @ 09 olmak iizere,
Usr (es) = (Bs, —Bs) dir.
By=IQIQIQ®QRIQI QIS g,09 olmak tizere,

s 7 (e1) = (By, By) dir.
Bo=IRIQ®I®I®IQo,0; ® oy olmak lizere,
Uy 7 (g2) = (Bio, Bio) dir.

Bnu=IQIIQ1Qci09 ® 09 ® o olmak lizere,
Us 7 (3) = (Bu, Buy) dir.

Bio=IQI®IQc Q0,09 R 02 ® oy olmak {izere,
Us 7 (e4) = (Big, Bye) dir.

B3 =1®1I®0,0y®0;® 02 ® 02 ® 03 olmak tizere,
Us 7 (e5) = (B3, Bis) dir.

Buyu=IQ0100Q007Q 03 R 09 @ 09 ® 0 olmak lizere,
Vs 7 (€5) = (Bi4, Big) dir.

Bis = 0105 ® 03 ® 02 ® 02 ® 03 ® 02 ® 03 olmak {izere,

‘Ifs,7 (87) = (315,315) dir.
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ll) \I"y’g . Cl?,8 — C (128)
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e1 ®eie;
€2 ® €1€1
e3 @ e
€4 @ e1€1
es ® e1€1
es Q €181
1 ®'€1

€1 Q e1g;
€2 @ e1€;
g3 Q€18
gs ®e1€;
€5 ® e1€;
€s @ e1&

g7 X e1€;

1111l lrri1r1riIr1r1r1rornod

C(128)
IRIRIRIRI®RIR o
IRIRIRIRI®o; oy
IQIRI®IRTI Q0@ 03
IRIQIRo1®02Q02® 03
IRI®01Q03Q02Q02Q 02
IR ®0sQRy R Q02 Q 0y
C1R®03802Q02R02Q 0202
IRIRIR®RIRIRIRQ g0,
IRIQRQIRIRIR 0102 03
IRI®RI®RIRCI0:Q02Q 09
IQIRIRui0:Q02®02Q 09
I®IQRu10:Q02Q02Q02® 09
I®0102®o—2®02®d2®02®02
0102 Q02Q02Q02Q 02807 & Tg

10 R02Q02Q 020028 02 ® 09

16) R'® iizerindeki dejenere olmayan Clifford cebirlerinden tabloda gériilen-

= R (128) seklindedir. Bu izomorfizmlerin agik ifadeleri agagidaki

ler Clg,g
gibidir.
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1) \I’&g : Clg’g —-R (128)
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€4 ® €161
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g7 ® €i€1

L A

R(64) @ R(2) = R(128)
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IRI®IRIRIRIRo; R0,
IRIRIRIRIIRo2®@ 0203
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6 MATRIS CEBIRLERININ TEMSILLERI

Onceki boliimde tiim reel dejenere olmayan Clifford cebirlerinin R (n), C (n),
H(n) yada R(n) @ R(n),H (n) ® H(n) tipindeki matris cebirlerine izomorf
oldugunu gorditk. Bu nedenle Clifford cebirlerinin temsillerini inceleyebilmek
icin oncelikle bu tip matris cebirlerinin temsillerini anlamak gerekmektedir. Bu
boliimde 6ncelikle matris cebirlerinin temsillerini inceleyecegiz. C (n) cebrini
reel cebir veya kompleks cebir, R (n) ve H (n) cebirlerini de reel cebir olarak

alacagiz. F' ile, R, C veya H dan birini gosteriyoruz.
Tanim 6.1 A bir reel cebir ve V', F' cismi tzerinde bir vektdr uzays olsun.

p:A— Endr (V)
.reel Zz'neer donisimi, Va,b € A ve 1, A cebrinin birimi olmak tzere,

p(ad) = p(a)op(b)

kosullarini sagliyorsa p doniigimine A min bir F-temsili denir. ( F = H,
V =H" olmast durumunda, H defigme 6zellifine sahip olmadifindan H™ , H

tlizerinde bir modildir. )

p1:A— Endpg (V1) ve py : A — Endp (Va), A cebrinin iki temsili olsun.
Her a € A igin, py(a) = f o p;(a) o f~1 olacak gekilde f : Vi — V5 lineer

izomorfizmas: varsa p; ve p, ye denk temsiller denir.

| P (a) | 1 pa(a)
vi L ow

p doniglimiintin cekirdegi A cebrinde iki tarafh idealdir. p(l) = Id
oldugundan 1 ¢ Kerp dur. |

Yardimci Teorem 6.1 F'(n) matris cebirlerindeki her iki tarafls ideal, ya

{0} ya da tim matris cebiridir. (Bakiniz [8])
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Sonug 6.1 F (n) nin her temsili birebirdir.
Kamit. Va,b € F (n) icin p (a) = p (b) olsun. Yv € F™ igin,

p(a)(v) =p(b) (v)

pla)(v) —p(b) (v)=0

pla—b)(v) =0

a—be Ker(p)
elde edilir. p doniistimiiniin gekirdegi, F'(n) de iki tarafli idealdir. Yardimci
teorem (6.1) den F'(n) matris cebirindeki iki tarafli ideal ya {0} ya da tiim
matris cebiridir. Bu durumda a — b ya {0} ya da tiim matris cebiridir. Ancak

a — b tiim matris cebiri olamaz. Ciinkii 1 ¢ Ker (p) dur. O haldea —b =10
dir. Buradan da a = b elde edilir. =

Tamim 6.2 a € F (n) ve x € F™ igin,
p: F(n) — Endp (F™)
pla)z =azx

seklinde tanamlanan F (n) nin bir F-temsiline, F' (n) nin standart temsili denir.

a € C(n) verildiginde a nin konjuge matrisini @ olarak alalm. a € C(n)
ve z € C™ olmak fizere,
p:C(n) — Endc (C™)
pla)
seklinde tamumh C (n) reel cebrinin C-temsili, C (n) nin konjuge temsili olarak

adlandirilir.

z=0az

A nmin her C-temsili veya H-temsili aym zamanda bir R-temsildir. R-temsil
olarak C (n) nin standart temsili ve kdnjuge tersili denktir. Ancak C(n) nin
standart temsili ve konjuge temsili, C-temsil olarak denk degillerdir.

Bir p: A — Endp (V) temsili verildiginde, V' uzaymn her a € A igin
p(a) (W) C W olacak gekilde {0} ve V den farkli bir W alt uzay1 varsa bu
temsile indirgenebilir temsil denir. FEger bir temsil indirgenebilir degilse o

temsile indirgenemez temsil denir.
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Tanim 6.3 p; : A — Endr (V1) ve py : A — Endp (Va) A cebrinin iki

temsili olsun.
p=1(p1®py) : A—> Endp (Vi ®V2)

p(a) =pi(a) @ ps(a)
seklinde tamwmlanan p dondsimi A nin bir F-temsilidir. p = p; @ p,y
formunda yazlabilen p dénigimanin F-temsili, F-indirgenebilirdir. Eger A

nan F-temsili indirgenebilir deifilse bu temsile indirgenemez F'-temsil denir.

Teorem 6.1 F™ dzerindeki F (n) nin temsili, F(n) nin indirgenemez

R-temsilidir.

Sonug 6.2 C(n) reel cebrinin standart C-temsili ve konjuge C-temsili olmak

lizere tki indirgenemez C-temsili vardur.
Sonug 6.3 H(n) nin H"* tzerindeki standart temsili, indirgenemez H-temsildir.

Yardimci Teorem 6.2 F =R veya H olmak tzere F' (n) & F (n) cebrinin ki
indirgenemez F-temsili vardir. Bunlar (a,b) € F (n) ® F(n) ve herz € F™
olmak tzere,

pi(a,b) (z) = az

pa(a,b) (z) = bz
seklindedir.

Bu durumda Boliim 5 de elde edilen tabloyu

p—q(mod8) | p+q |  Clyy
0,2 2k R (2%)
1 - |2k+1 | R(2¥) @R (2})
3,7 2k+1| . C(2%)
4,6 2%k + 2 H(2%)
5 2k + 3 | H(2*) oH (2¢)

seklinde ifade edelim. Bu son tabloya bakarak agagidaki sonuglar elde edilir.
1) p—¢=0,2 (mod8) durumunda Cl,, = R (2¥) oldugundan Bolim 5 de

verilen izomorfizmler Cl, , i¢in indirgenemez R—temsillerdir.
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2) p—q =1 (mod 8) durumunda Cl, ~R (2¥) ®R (2¥) oldugundan Bslim
5 de verilen izomorfizm ve sonrada R (2F) ® R (2¥) den R (2¥) ye giden birinci
izdiistim kullanilirsa bu tip Clifford cebirleri i¢in indirgenemez R—temsiller elde
edilmis olur. Eger R (2F) & R (2¥) den R (2*) ya ikinci izdiigiim kullanilirsa
oncekine denk olmayan indirgenemez R—temsiller elde edilmig olur.
3) p—q=3,7 (mod8) durumunda Cl,, = C (2%) oldugundan Boliim 5 de
verilen izomorfizmler bu tip Clifford cebirleri i¢in indirgenemez C—temsillerdir.
- 4) p—gq = 4,6 (mod8) durumunda Cl,, & H (2*) oldugundan Bélim 5 de
verilen izomorfizmler bu tip Clifford cebirleri igin indirgenemez H—temsillerdir. |
5) p—g = 5 (mod 8) durumunda Cl,,, = H (2¥) ©H (2°) oldugundan Bslim
5 de verilen izomorfizm ve sonrada H (2’“) oH (2’“) den H (2’“) ye giden birinci-
izd{iglim kullanilirsa bu tip Clifford cebirleri i¢in indirgenemez H—temsiller elde
edilmis olur. Eger H (2*) & H (2¥) den H (2*) ya ikinci izdiigtim kullamilirsa

oncekine denk olmayan indirgenemez H-—temsiller elde edilmig olur.
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7 Cl,, CLIFFORD CEBRININ REEL
TEMSILLERININ ELDE EDILMESI

Onceki boliimde Cl,, Clifford cebirlerinin indirgenemez F—temsillerini
verdik. Bu boliimdeki amacimiz Cl,, Clifford cebirlerinin indirgenemez reel
temsillerini elde etmektir. [4] de Cly, tipindeki Clifford cebirlerinin
indirgenemez temsilleri elde edilmigtir. Bu temsilleri ve 6nceki béliimdeki
yardimel teorem (6.2) yi kullanarak diger Cl,, tipindeki Clifford cebirlerinin
indirgenemez temsillerini bulacagiz.

Ay, Ay iki reel cebir ve p; 1 Ay — Endr(Vh) , py 1 A2 — Endr(V2)
bu cebirlerin temsilleri olsunlar, bu gekildeki doniistimler yardimiyla bolim
2 de p; ® py : A1 ® Ay — Endg(Vi ® Va) seklinde tek tiirlii bir déniisiim
tammlandigin séylemistik. Bu dontigime p; ve p, temsillerinin tensor ¢arpimi
denir. p; ® p, doniistimii de A; ® Ay cebrinin V; ® V;, vektor uzayl tizerinde bir
temsilidir. p; : A; — Endr(V1) , py : A2 — Endr(V2) indirgenemez temsiller
iken p; ® p, temsili indirgenemez bir temsil olmak zorunda degildir. Ornegin
p, ve py yi H nin R* tizerindeki standart reel temsilini alirsak, bunlarn tensor
garpimi

p1® py: HRH — Endz(R* @ R*) & Endg(R')

geklinde bir cebir homomorfizmi verir. Ancak H ® H = R(4) oldugundan,
H ® H nin indirgenemez modiilii R* olmak zorundadir. Dolaysiyla p; ® p,
indirgenemez bir temsil degildir. Baz1 durumlarda indirgenemez iki temsilin

tensor carpimui da indirgenemez bir temsil olur.

Yardimci Teorem 7.1 3) p; : F(n) — Endr(F™) ve py : R(m) — Endg(R™)
indirgenemez temsillerinin tensér carpimu indirgenemez bir temsildir.

ii) py : F(n)® F(n) — Endg(F™) ve p; : R(m) — Endg(R™) indirgenemez
temsillerinin tensor carpymi indirgenemez bir temsildir.

Bu temsillerin tensor garpimi p; ® py : Fi(n) ® R(m) — Endr(F" @ R™)

seklinde bir homomorfizmdir.
F(n) @ R(m) & F(nm) ve Endg(F" @ R™) = Endg(F™™)
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izomorfizmlerinden ve F(nm) nin F™ tzerindeki reel temsili indirgenemez
oldugundan p; ® p, indirgenemez bir temsildir.

Oncelikle Cl,400 22 Clo, ® Clag = Clo, ® R(2) izomorf olma iligkisinden
yararlanarak Cl,, o tipindeki Clifford cebirlerinin indirgenemez temsillerini -
bulabiliriz. p,,, déniistimii Cly, nin [4] de verilen indirgenemez temsili, p da
R (2) nin R? iizerindeki standart temsili olsun. Bu durumda p,, ® p tensor
carpimi Cl,49 0 nin indirgenemez bir temsilini verir.

Benzer sekilde Clytig41 = Clpg ® Cliy = Clpq ® R(2) izomorf olma
iligkisinden yararlanarak tiim Cl, ; tipindeki Clifford cebirlerinin indirgenemez
temsillerini bulabiliriz. Baglangigta p = 0 ise Cl, , nun indirgenemez temsili
Ppq [4] de verilmis, ¢ = 0 ise Cl,, nun indirgenemez temsili p,, nun nasil
elde edilecegini yukarida soyledik. p,, ile R(2) nin indirgenemez temsilinin
tensor ¢arpimi Clyyq 441 cebrinin indirgenemez bir temsilini verir. Bu gekilde
tim Cl,  Clifford cebirlerinin indirgenemez temsilleri elde edilmis olur.

Simdi yukarida belirtilen yontemle tablodaki Clifford cebirlerinin
indirgenemez temsillerini listeliyoruz ( Ashnda s6z konusu R-lineer
endomorfizmlerin ilgili uzaydaki standart tabana gore matrisini Veriyoruz.).‘

n =1 i¢in, |

Clhp — R
e1 = =1
Cloy — R(2)

€1 = 0109

n = 2 igin,

Cloy — R(2)

€1 — =0

O
o =

€3 — =02

Cll,l — R(2)

!

€1 01

&1 > 0109
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Clo,g - R(4)

€1 — I Q0,109
€9 = 0102 Q02
n = 3 igin, ‘
Clsg ~— Clg1 ®Clag
e1 — 1®e;
e — 1®eq
€3 = €1 ®eee
Clyy — Clig®Cly;
€ = 1® €1
€2 e ®ee;
€1 — 1®e
Clis — Clg1®Clyy
€1 — 1® €1
&1 = 1® €1
€9 g S ) & €1€1
Clgs — R(4)
€1 — I ® o009
£9 = 0109 ® 02
€3 = 0102 Q01

I

!

=

R (4)
I®0’1
I®02
0102 ® 01079
ROR(2) = R(2)
01 01
1® = =0
1 0 10
1 0 -1 0
—1® = = —09
0 -1 0 1
0 -1 0 -1
1® = = 01073
1 0 10
R(2)®R (2) =R (4)
10 01
® =I®O'1
0 1 10
1 0 0 —
X =I®O'10'2
01 1 0
L - L
0 -1 1 0
& =010 Q 02
1 0 0 -1 :
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n =4 igin,

Clyg — Clpa®Clyy — R(4)®R(2) ZR(8)
eg — IRIRo;

e2 — I®IRo;

€3 I®d102®0102

€4 — 0109Q 09 Q0102

Clss — Cloo®Ch; — R(2)GR(2) R (4)

€1

€2

€3

€1

>

—

1® €1 —
€7 ® €1&q b
es Q@ e1e; —
1®e (R

012,2 - Cl1,1®0l1,1 —

€1 > I®o’1

ea — 01Q 09

€1 = I®O’10'2

€ — 0102Q 02

Clhig — Cla®Cli; —

€ 1®61
g = 1®¢g
€g = &1 Qe

€3 = £2®e16

Cloa
€1
€2
€3

€4

T T 11

!

R (8)
I®QI®o0,
I Q0102 ® 09
01801028 0,

9 Q0102 Q 01

10

01 10

01 1 0
®

10 0 -1

1 0 1 0
Y

0 -1 0 -1

10 0 -1

b2
0 -1 10

R(2)®R(2) =R (4)

R(4)©R(2) =R (8)

— QIR0
— I®IQo0o,
— I®O’10’2®0’2

= 0109 ® 02 & 09
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n =95 igin,

Clsg — Clos®Cly — R(4)QR(2) ZR(8)

€1
€2
€3
€4

€s

Claa

€1
€2
€3
€4

&

P11 11

Clzz

€1

€2

€3

E1

€2

Clys

€1
€2
&1
€2

€3

r 17 11

I®I®Ro
IQRIRoy
I ®0102® 0109
0109 ® 02 ® 0102

0102 ® 01 & 0107

— Clgpo®Cl; — R(4)QR(2)=R(8)
— 1®e; — IRIQm
- e; ®ee; = Qo @0,
> eg ® eig; = I ®oa® 0,
—  e3 ®eE; — 0109 ® 0109 Q 03
— & ®ee; = I®IQoi09
— Cl1®Ch; — R(2IQR(2)=R(4)
1o0] [o1
— 1®e — ® =1I®o;
01 10
0 1 1 0 .
— e ®eE; — ® =01 Q 02
1 0 LO -1
L d - .
-1 0 1 0
= e ®ei — &® = =03 & 02
L 0 1 LO -1
10 0 -1
— 1®e; — ® =1Q® 009
01 1 0
0 -1 1 0
= £ Q eg — & = 0102 Q 09
10 0 -1 '

— Chs®Cly; — R(4)QR(2) =R(8)
1®e; +— IQI®a

e1®ee; = IQo®o;
1®¢e = IQIQoi00
g1 ®ee; = IR0102® ag
g2 €16 0102®52®02
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Clie — Clos®Clh, — R(4)®R(2) =R(8)

e — 1®e; — IQI®o

g H— 1®eg — I®IQoi0

g2 — €1Qeeg — [Q0102Q09
€3 > E§®elal —~ 0102 ® 02 @ 02
€4 — €3Qe1€6; = 0102801802
Clos — R(8)

€1 > =0 ® 1 ®0102

€9 — —010oQI1IQ1

€3 — =01 ®01® 0102

€4 = ~01 Q09 & 0102

€5 = 01 Q01021

n = 6 igin,

Cleg — Cloa®Clypy — R(8)®R(2) ZR(16)
eg = IQRIRIROo;
€y = I®I®I®O’2

e3s — I®IRo00R0102
€4 I®0’10’2®0’2®0’10’2
es 0180102801 Q0102
€g — 0280102801 Q0102

Clsy — Clyo®Clh,; — R(8)@R(2) =R(16)

e — IQIRIQo;

€y I®I®01®02

es — IQRI®oy®o0,

es — IQ0102Q 0102 ® 09
es > 0102Q 09 Q010202
g1 = IQIRIR o0,
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Clyy — Cl31®Clh; — R(4)OR(2)=ZR(8)

ey I®I®al

ea — I®0; Qo0
€3 01®02‘®02
ey — 03®02Q 0y
g1 = I®I®o0;
Ea = 02@® 0109 09

Clsg — Cla®Cli;y — R(4)QR(2)=R(8)
ex = IQI®o,
ez — I®01 Qo0
€3 '01®02®02

I®o0,Q@09

=
&1 I®I®O'10'2
€9

>

€3

Clyy — Ch3®Cl, — R(8)®R(2) =R(16)

0109 Q@ 09 & 09

e — 1Qe — IIQIQo;

ea — e1®ee; = IRIQT Qo3

g, — 1®eg = IQIQIQ oo
€ — €1Qee] — [IQRIQRTI0;® 09
€3 — £a®eE; — I®0102Q02® 03
€4 > E3®€1€1 — 0102Q02Q028 02
Clhis = Cla®Cliy — R(8)SR(2) =R (16)
e — 1®e¢ = IQIQRIQo

€1 — 1®¢ = IQIQ®RI®oi0s
€g — g1®eEe; = IQIR00:Q 03
€3 > £3QeE; = I1RQR0102Q02R 09
€4 > eé@elsl = 0100102001 02
€5 = £4R0€1E1 — 03R010:3RQ 01 Q09
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Oloys — R(16)

€1 -0 ®0102Q [

E9 —0"10'2®I®I

€4 —01 80102 Q@ 02

€5 —01RI1IQ o109

>
>
€3 M —01®0109Q 0,
>
=
—

€6 -0 ® 01 ® 0102

n =7 igin,

Clrp — Clygs®Clyp — R(8)®R(2) =R (16)

e; — IQRIQRIQo

eg — IQRIRI® o

e3 — —02QR1I®0,02® 0102
e = —010@I®IQ 010y
es — —01801 80,09 0102
eg > —01Q 0380102 Q 0102
er = 010010201 0102

Clsy — Clsp®Cliy — R(B)@R(2) ZR(16)

e7 — IQRIRIRo;

e — IQIRo Qor

es — I®RIQ®ua®09

es — I®0100Q0102Q 02
ces = 010280280102 ® 02
eg Hr 0103Q01 Q0102 R 02
gr — IQRIQRI®oi09
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Clsp — Clyi®Clh,; — R(8)®R(2) =R(16)

er — IRIRIRQo;

es — IQIQo ® o,

e3 — I®0c;Q0y®0s

e — IQoa®0y® 0y

es 01028 0102Q 0203
g1 — IRIQIRoi02Q 0,
g = I®IQ010:® 09

Clys — Cl32@Cly, - R(4) ®R (2) =R (8)
eg — IQRIRT,

e — IQ®o1 Q09

e3 — 01Q02Q 02
€y > —02802Q 0
g 1®1IQ 009
gy I®O‘10’2®0'2
g3 — 0109 Q03 Q 0y

Ol374 — 012,3 ® Cll,l — R (8) RR (2) >R (16)

er — 1®e; = IQIQI® Oy

e = e1®ecg = IQRIQo; Qo)

e3 — ea®eE; — IR ®oa®os
er — 1Q®e — IQI®I® oo,

€2 — &1Qe& — IRIRQT109R 0y
€3 — e3®ee; — [IQR002Q 0y R0y
€4 — E3Qe18; 0102®02®02®02
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Clig
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Eg

e d

—

=

>
=
e d
>

Clos
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6)
~R(1
R (2) =
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—
l ®Cll,l IRI® -
Clyig ) 01
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g 3 - o ® o9
® B 0109
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l =
b ®€1€1 I®ala2 oo
- €1®€151 = 0102®q2®02®02
>
— €2®61€1 0102®Ul(2)gR(16)
£3 - R
- ®€1€1 R(g)@
€4 B -
B lia .
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01
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IRIRIQRu1®0Q02Q 0
I®I®R0o1®02Q02Q 02 ® 02

€1
€2
€3
€4
€s
€g
€7
€s
€1
€2
€3
€4
€s
€p

&7

€1
€3
€3
€4
€5
€6
€7
€1
ey
€3
€4

&g

1 11 7 11711

I T 1 11 11

1171 11

11 11

I®R01Q0200:802Q 02 03

01Q02Q02Q02 Q02 Q02 R 09

—09 Q@02 R0R02RQ03R02Q T3

IQIRIRIR®I®I®o09
I918I8I8I8 0080
IRIRIQRIR0102Q 09 ® 02
IRIRIRu02Q 02 02 ® 02
IRIR0100Q02Q T2 R 09 ® 09
I®0100Q02 Q00202002 0

01090 Q02Q03RQ 02 R0y Q02 & 03

Clzs — Clg7;®Cliyy — R(128)QR(2) = R(256)

es & e1€;
1 X e

€1 ®ei1€;
€2 ® €16
€3 ®e1€;

g4 @ €181

1 1 7T 1 1 1171171

— IQIQIRIRIRIRIR o

— IQIQIQIQRIRIR0I® o0,
IRIRIRIRI®T; ® 0209
IRIRIRI®RIIRr:®02Q 03
I®I®RI®Ro1®0280:@02Q 02
I®IRII®02802802802 03
IR V3Q02Q002Q032R03 R 09
IRIQIRI®I®RI®I®c10,
IRIQRIRI®I®IR 0102 02
IRIRIRIRI®RII,®02® 03
IQI®QI®I®0102Q02802Q 03
I®I®I®010:Q02802802Q 02
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€g > E50ee; = [QIRTI0:Q02R02RQ 09 R 0y R0y
Er = ®eE; — Q013 Q0aRIIRI2Q TR0y R 0

gg > g7 R®ee; = 0102Q IV 02Q03Q02Q02Q 09 R 09
n = 16 icgin,

Clgg — Cli7®Cli; — R(64)QR(2) =R (128)

e; = IQRIQRIRIRIRIRIR oy

e — IQRIQRIRIQRIRIR®o; ®oy

s — IQIRIRIR0 ®0y® 0y ® 0y

es — I®IQRI®RIRII®02802® 0

es — IQRIRIQRo;iRua® 0y ® g ® 0y

eg + I®‘I®01®02®02®02®02®02
er I®01®02®02®02®02®02®02
eg — 01000 Q02R802Q02Q 02 QT2
g1 — IQRIQRIRIQRIRIRIRQ 0109 |
gy — IQRIQRIRIRIRIRo10:Q 09

g3 + IQIRIQRIRIR 010, R0y R 03

g = IQRIQRIRI®UI0:®@02Q02Q 02
s = IQRIQRIRCI0:Q0aR03Q 03 R 09
€g I®I®'0102®02®a2®02®02®02
g7 > IQ0100Q0:00:Q03 Q02802 02
€g > 0102002802002 02Q02Q02Q 02
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8 DEJENERE CLIFFORD CEBIRLERI

Doérdiincii boliimde R™ iizerindeki

Q)=at+ - +ai—ad, —-—22,, (n=p+q)

seklinde dejenere olmayan kuadratik forma karsihk gelen Cl,, Clifford

cebirlerini inceledik. Bu boliimde R” iizerindeki
Q) =al+ +ap 2o~ — 3, (n=p+g+rr>0 (81

geklinde dejenere kuadratik forma karsibk gelen Clifford cebirlerini
“inceleyecegiz. Bu tip bir kuadratik forma karsihik gelen Clifford cebri Clp 4,
seklinde gosterilir ve buradaki r dogal sayist kuadratik formun dejenerelik

mertebesini géstermektedir

8.1 Dejenere Clifford cebirlerinin dejenere olmayan

Clifford cebirleri igerisine gdmiilmesi

Bu tip Clifford cebirlerini de dejenere olmayan durumda oldugu gibi teorem
yardimiyla belirlemeye caligacagiz. |
R™ tizerindeki (8.1) deki dej enere kuadratik formuna karsilik gelen Sylvester

tabanim
{en,e2,...,6p,€1,8,. o Eqy b1, ..., 0.}

seklinde gosterelim. Bu durumda herhangi farkl: iki taban elemani anti-commute

(jzelh'gihdedir yani z,y bu tabana ait herhangl farkh iki eleman iken zy = —yz

olur, ayrica
1

1<j<q ign &=0Q() 1=-1

1<k<r icin 6i=Q(6)-1=0

1<i<p igin e =Q(e)1

)

olur. Teorem (3.5) den dolay1 biliyoruz ki R™ tizerindeki Q(x) dejenere kuadratik
formuna karsihk gelen Clifford cebirleri bu tip elemanlar tarafindan tiretilir.

Jimdi diisiik boyutlarda bunun birkag 6rnegini inceleyelim.
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V = R 1-boyutlu reel vektdér uzay1 tizerindeki dejenere kuadratik form
@(z) = 0 formudur ve bu forma kargihk gelen Cliffor.d cebri 6, € R
Q(61) = 0 ozgelliginde bir eleman olmak tizere Clog; = span{l,6;}
seklinde yazilabilir, bu aym zamanda R iizerindeki A(R) dig cebridir. Daha acik
olarak yazilirsa Clpgy = {al +b6; | a,b € R} olur, buradaki gaipma iglemi

al +b6,,d'1 + b0, Clpp, cebrinin elemanlar: olmak tizere
(al+b6:) - (a'1 +'6:) = aa’l + (ab' + ba') 6,

seklindedir. '

V = R" iizerinde Q(z) = 0 sifir kuadratik formu alindipinda karsiik gelen
Clifford cebrine dig cebir ( Grasman cebri ) denir ve Clyg, = A(R™) seklinde
gosterilir.

V=R 2-boyutlu reel vektor uzay: tizerinde Q(z) = z? dejenere kuadratik
formuna kargilik gelen Clifford cebri Cl; g1 dir. Bu uzayn Sylvester tabam
{e1,61} olmak tizere Cly o1 = span {1,e1,0;,e10:} olur, buna gore herhangi

zeCly 01 elemany
T = 9.1+ z11 + 2201 + z3€101 (20,71, 72,73 ER )

seklinde yazilir. Burada skalerle carpma ilgili elemanin katsayilarimin skalerle
carpilmas: geklinde, vektorlerin toplami da aymi taban elemanina karsilik gelen
katsayilarin toplami seklindedir. Vektorlerin carpimi ise y € Cly o1 ikinci bir

eleman olmak iizere

z-y = (z0.1+ 101 + 2201 + z3€101) - (Yo0.1 + yre1 + Y201 + yse161)

= (zoyo + z1y1) -1 + (zoy1 + Z1%0) €1 + (Toy2 + ToYo + T1y3 — T3y1) 61

+ (Zoys + T3Yo + Z1Y2 — T2y1) e16h

seklindedir.

Cly 0,1 dejenere Clifford cebri bir matris cebri degildir. Ancak bir matris
cebri igerisine yatirmak miimkiindiir, bunu g;bylé bagarabiliriz:

Once Cly o, cebrini, dejenere oimayan Cls Clifford cebri igine yatirahm,

Cly; cebrinin de R(2) @ R (2) matris cebrine izomorf oldugunu biliyoruz.
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Cli1 cebrini de Cly; cebri igine gomme doniiglimii taban elemanlan

lizerinde
[ 011,0,1 — 052,1

ep > e

01 — ex+er
seklinde tanimlidir. Bu sekilde tammlanan doniisiim gercekten bir cebir
homomorfizmasidir. Toplam ve skalerle carpimin korundugu asikardir.
Carpmanin da korundugunu gosterebiliriz ve bunu da iretecler iizerinde

gostermek yeterlidir. f(e2) = f(1) =1 = [f(e))]* = € ve

@) = FO)=0=[f0)] =[e2+ &)
= e§+egsl+aleg+sf=1+0—1=0

olur ve f 1-1 dir. Bu sekilde tammli f homomorfizmas: ile bélim 5 de elde
edilen C’lm cebrinden R (2)&R (2) cebrine giden W5 ; izomorfizmasimn bilegkesi
kullanihirsa
Cligg — Cli=R(2)aR(2)
01 01
10| |10
1 -1 -1 -1

0 > eyt e = 5
1 -1 1 1

[} ) — €] =

seklinde 1-1 bir cebir homomorfizmasi yani bir gomme elde edilmig olur.

1 -1 11 _
(e = , dir. )
1 -1 -1 .-1

Buna gore herhangi bir zeClig; elemanmi aldifimizda
T = :co.i + 2181 + 1907 + x3e,0, olarak yazabiliriz. Buradan da 1,e;,0:,e161

degerlerini yerine yazarsak agagidakileri elde ederiz.

10 1 0 01 01
z = Ip. , + 2. )
01 |01 10 10
1 -1 -1 -1 1 -1 1 1
+l’2. ) . . +x3" )
1 -1 1 1. 1 -1 -1 -1
Io+To+2Tg Ty, — T2 — I3 Tog— Lo+ Ty Ty — To-+ I3
T1+ To+ 23 ZTo— Ty — T3 |z 4o —zs Tot+ o — 23
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Buna gore Cl; g ; dejenere Clifford cebiri R (2) & R (2) matris cebirinin

Zo+To+Ts T1-To-T3 To-T2+T3 T1-Ta+T3 ,
, o z;€R,1=0,...,3
CL‘1+ZQ+CL'3 To~To-T3 T1+To-Ts  To+IToT3

seklindeki alt cebirine izomorftur.

V = R? 2-boyutlu reel vektor uzay tizerinde Q(z) = —z? dejenere kuadratik
formuﬁa karsilik gelen Cliffofd cebri Cly;, dir. Benzer gekilde bu dejenere
Clifford cebrini de uygun bir matris cebiri igerisine gdommek miimkiindiir.
Once Clg; cebrini dejenere olmayan Cly 5 cebri igerisine yatwalim. Ayrica
Cly2 cebrinin de C (2) matris cebrine izomorf oldugunu Biliyoruz.

Clg,1,1 cebrini Cly » cebri igine gdmme doniigimi taban elemanlarn iizerinde

Clo1: > Clia=C(2)
g €1 |
04 — e1+ &
seklinde tammhdir. Yukandaki 6rnege benzer sekilde bu sekilde tanimlanan
doniisimiin 1-1 ve cebir homomorfizmas: oldugu gosterilebilir. Bu sekilde
| tammb homomorfizma, ile boliim 5.de elde edilen Cly 5 cebrinde C (2) cebrine

giden ¥, o izomorfizmasinin bileskesi kullanilirsa

010,1,1 — Cl1,2 =C (2)

0 -1 -1 1
€1 = £ = e =
1. 0 72 1
7 1
b = ete=
1 —

seklinde bir gomme elde edilmis olur. Buna gtre herhangi bir zeCly;
elemanini z = z4.1 + 2161 + 226, + x3€16; seklinde yazabiliriz. Buradan da |

1,€1, 01,10, degerlerini yerine yazarsak agagidakileri elde ederiz.

‘ 10 0 -1 1 1 -1 1
r = XIy. + z7. + Zq. + Z3.
01 1 0 1 — 1 1
To— T3+ Lot —T1 + To-+ T3l .

Z1+ T2+ T3l To+ T3 — Tal
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Buradan

To— T3+ Tot —T1 + To + Tsl '
Clogn = £ 7 €Ri=0,1,23) cC(2)
T1+To+ T3t Tog+ Tz — Tot

oldugu elde edilir.

V = R® 3-boyutlu reel vektor uzay tizerinde Q(z) = —=i — 2} dejenere
kuadratik formuna karsilik gelen Clifford cebri Cly o, dir. Benzer §ekilde bu
dejenere Clifford cebrini de uygun bir matris cebiri icerisine gommek miimkiindiir.
Bunu yukaridaki drneklerde belirttigimiz gibi Clgo; cebrini once dejenere
olamayan Cly3 cebri igerisine yatmyoruz. Clyg cebrinin H(2) matris
cebrine izomorf oldugunu biliyoruz. Clg a1 cebri de Cl; 3 cebri icerisine gémme

dontisiimii taban elemanlan tizerinde

CZO,Q,I — Cllyg = H(Q)

&1 — €1
€9 — E9
91 — e; + &3

seklinde tanmmlidir. Bﬁ sekilde tanumli homomorfizma ile bolim 5 de elde

edilen Cl; 3 cebrinden H (2) cebrine giden ¥, 3 izomorfizmasinin bilegkesi ahmirsa

010,2’1 > Cl]_’g = H(Q)

0 —1 0 1 -1 j
€1 = g = €162 = , &b =
1 0 i 0 | 5 1
i 0 : k 1 T —
E9 = E9 = 82012 , 8162912'
0 —i L—z’ k k1
j 1
61 = e; T+ €3 =
1 =

seklinde bir gmme elde edilmis olur. Buna gore herhangi bir zeCly 5, elemanim
T = z0.1 + 181 + Toca + T301 + TeE182 + T5E101 + Te€201 + Tre18201

seklinde yazabiliriz.
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Buradan da €1, €9, 01,162,161, €201, 616207 degerlerini yerine yazarsak

agagidakiler elde edilir.

10 0 -1 1 0 7 1
T = T + 1 + Ty + 23
' 01 1 0 0 —1 1 —
0 9 -1 3 ki 1 —k
+I4 + x5 + Zg + z7
1 0 7 1 -1 k| k 1

o= $0f$5+(12+$7)’i+$3j+1'6k —$1+$3+($4+$5).i+$5—1‘7k
Ty + I3+ (£E4 — .’136) 1+ CEsj + £E7k 7'20 + 5+ ('—332 “+ ZU7) 71— 1L'3j -+ xsk'
O halde Cly s, dejenere Clifford cebriz; e Rve i =0,...,7 olmak tizere H (2)

matris cebrinin

To—Ts+ (T2 +27) i+ 23] + 26k —z1+ 23+ (Ta+ 26) 1 + T5 — 27k

T1+ T3+ (T4 — T6) 1 + T5] + 20k To + Ts + (—T2 + Z7) T — T3] + T6k

gseklindeki alt cebrine izomorf olur.

V = R3 3-boyutlu reel vektor uzay: iizerinde Q(z) = z2 — 22 dejenere
kuadratik formuna kargihk gelen Clifford cebri Cly;; dir. Bengzer §ekilde
bu dejenere Clifford cebrini de uygun bir matris cebiri igerisine gémmek
miimkiindtir. Bunu yukaridaki 6rneklerde belirttigimiz gibi Cl, 1 cébrini once
dejenere olamayan Clg’é cebri igerisine yatiriyoruz. Clz g cebrinin R (4) matris
cebrine izomorf oldug‘tmu biliyoruz. Cly 11 cebrinin de Clyy cebri igerisine

gbmme doniisiimii taban elemanlar iizerinde

Cliaa — Clys = R(4)
e+ e;
g = €1
6, — eg + €2

seklinde tanimhdur.
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Bu sekilde taniml homomorfizma ile bsliim 5 de elde edilen Cls 5 cebrinden

R (4) cebrine giden ¥, 3 izomorfizmasimn bilegkesi alinirsa

Ol1,171 — C’lz’ggR(ﬁb
0100
10 00
61 — 61-_-“-.- .
0 001
0010
0 -1 0 O
1 0 0 O
N
00 0 -1
0 0 1 O
0 0 0O
0 0 0O
) — 01 =ey+éey=
2 0 0 0}
0 -2 00
seklinde bir gémme elde edilmig olur. Burada
100 0 0 0 00
0 -1 0 O 0 0 0O
€€ = 73191= s
0 0 1 0 0 -2 00
0 0 0 -1 2 0 00
(0000 0000
0000 0 000
8191 = ,618191 =
0200 2 000
2 000 LO 2 00

egitlikleri vardir. Buna gore herhangi bir zeCl; ; ; elemamm
T =Tl + z160 + 2981 + 117391v—|— T4€1€1 + 56101 + x5€161 + z7€16104

seklinde yazabiliriz.
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Buradan da ey, €9, 61,162,101, €901, 61690, degerlerini yerine yazarsak

agsagidakileri elde ederiz.

1 000 0100 0 -1 0 O
0100 1000 1 00 0O
T = Io. + 2 + zo. '
0 010 0 00 1 0 00 -1
0 001 0010 0 01 O
0 000 1 00 0 (0000
0 000 0 -1 0 0 0 00O
+z3. + T4 + 5
2 000 0 01 0 0200
0 -2 00 0 00 -1 2 0 0 0
0 000 0 00O
0 000 0 00O
—HUG + z7 ‘
0 -2 0 0 2 000
2 000 0 200
Buradan
To + T4 1 — 29 0 0
T1+ Z9 To — T4 . 0 0
T =
21173 + 2.’1?7 23)5 - 2{1’)6 To+ Ty T1— Zo
2r5 + 225 —2x3+2x7 T1+ T2 Tog— T4 ]
oldugu elde edilir.
O halde Cl, 1, dejenere Clifford cebri R (4) matris cebrinin
(T | T \
To+ 24 T1 — I9 0 0
‘ - 0 0 :
J| Bre T Z;€Ri=01 .79

223+ 2z7 225 — 226 To+ T4 T1— To

\ 225 + 2z —2x3+2T7 Ty +2To To— T4 |

seklindeki alt cebrine izomorf olur.
Agagida bazi dejenere Clifford cebirlerinin ilgili matris cebri igerisine gmme

doniigimleri verilmigtir.
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Yukanida yaptigimiz rneklere benzer gekilde gbmme déniistimlerinin acgik

ifadeleri elde edilebilir.

Clos1 — Ch,s=H((2)oH(2)
Clogy — Chs=H(4)
Clope — Clag=C(4)
Clogz — Clyy,=H(4)
Clogas — Clys=H(4) ®H(4)
Cliig — Clya=R(4)
Chaor — Cly3=C(4)
Cliza — Clyy=H(4)
Clig1 > Clos=H(4)®H(4)
Clige — Cl2=R(4)eR(4)

Buradan tiim Cl, ,» dejenere Clifford cebirleri igin sézkonusu gommelerin ne

oldugunu agagidaki tablodan yararlanarak kolaylkla bulabiliriz.

(p — ¢) (mod 8) p+q | Clpg, nin icine gomildugt matris cebri
0,2 om COR(2™)
1 om + 1 R (2™7) @ R (27+7)
3,7 2m + 1 C (27+7)
4,6 2m + 2 H (2m+7)
5 om + 3 H (27+7) @ H (2m+7)

Simdi yukaridaki orneklerin 1181 altinda dejenere Clifford cebirleri ile ilgili bir

teorem ifade edelim:

Teorem 8.1 Cl,,, dejenere Clifford cebri, dejenere olmayan Clpirqqr

Clifford cebri icerisine gomdilebilir.

Kanit. Bunun icin C lpg,r den Cly, i o1 ye giden 1-1 bir cebir homomorfizmi
vermek yeterlidir. S6z konusu homomorfizmi de taban elemanlar: iizerinde

tanimlayip tiim cebire genigletmek miimkiindiir.
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Taban elemanlar: tizerinde agagidaki sekilde tanimlanan dontsiim istenilen

homomorfizmi verir:

Upgr: Clogr —  Clyrgir

€1 = €1
& €p
&1 — €1
& €q

91 L €pt +.Eq+1

01- = Eptr 4 Eq+r

Gergekten

2 2
‘I’p,q,r(gg ) = Upgr(0) =0=[Tper(0:)]" = [ep+i + £4+i]
632,4_1- + epti€qii T Egrilpri T 52—}4’
= 1+ eptifqri — €ptri€qri —1 =0

egitlikleri vardir. =

Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 8.1 Cl,,, dejenere Clifford cebri R(m),C(m) , H(m), R(m) & R(m)

, H(m) ® H(m) tipindeki matris cebirlerinin ig¢ine gomiilebilir.

8.2 Dejenere Clifford cebirlerinin reel temsilleri

Bolim 7 da dejenere olmayan reel Clifford cebirlerinin  reel
 temsillerinin agik ifadelerini elde etmigtik. Dejenere durumdaki reel
Clifford cebirlerinin reel temsillerini, dejenere olmayan reel Clifford cebirlerinin

reel temsilleri yardimiyla elde etmek miimkiindiir.
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Bunu da &nce ornekler iizerinden inceleyelim.

Cly,1,1 dejenere Clifford cebrini dejenere olmayan Cl; o cebrinin igerisine
gbmilldiigini yukarida séyledik. $Simdi Cl; o nin Bolim 7 de verilen reel
temsili yardimiyla Clg ;1 in bir reel temsilini elde edelim. Hatirlanacag: izere
bir A reel cebrinin reel temsilini vermek demek A dan uygun bir R(m) ye gi-
den Bir cebir homomorfizmi vermek demektir. A nin bir Clifford cebri olmas:
durumunda ise s6z konusu homomorfizmin tiretegler iizerindeki degerlerini bilmek

yeterli olur. Ornegimize geri dénecek olursak: Oncelikle

010,1,1 — Cll,2
g1 = &1

61 > e; 4 &g

gommesiyle Clg 11 den Cly 5 ye gidilirse ve sonrada Bolim 7 de C'; 3 nin verilen

reel temsili kullambrsa

Cloiy — R(4)

0 -1 0 0
1 0 0 O
) — =I® o0
0 00 -1
0 01 0
0 1 -1 0
1 0 01 ‘
61 — =]1Q01+ 0102 ® 09
1 0 01
0 —1 1 0

elde edilir.
Cli01 dejenere Clifford cebrini dejenere olmayan Clo; cebrinin igerisine
gomiildiigiini yukarida soyledik. Simdi Clpq nin Bsliim 7 de verilen reel temsili

yardimyla Cly 0 in bir reel temsilini elde edelim.
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Oncelikle
C’ll,o,l > Clz,l

€1 = €1
0, = egt+ €
gémmesiyleCll,o,l den Cly; e gidilip ve sonra da Bolim 7 de Cls1 nin verilen

reel temsili kullanilirsa

Clipp — R(2)

01
€1 —
110
1 -1
-0 —
1 -1

Cly 01 dejenere Clifford cebrinin reel temsili elde edilir.
9imdi daha genel olarak Cl,, , . dejenere Clifford cebirlerinin reel temsillerini
verecegiz. Bunu verirken de Boliim 7 de verilen dejenere olmayan Clifford

cebirlerinin reel temsillerini kullanacagiz.

Clogr = Clyprgr — R (n)
e el — Ay
ep — ep F— A,
Eq — Eq — B,

01 = epriteEgr = Apri+ B

91‘ = ep+r + 5q+r = p+T + Bq+r

Burada 1 <t < p-+rvel < j < g+ r olmak lizere A; ve B; ler dejenere
olmayan Clyirg4r Clifford cebrinin reel temsilidir. Aymca herhangi farkh iki

taban elemam z ve y ise zy = —yz Ozelligi vardir.
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Bu durumda e} = 1,7 = —1 ve 1 < k < 7 olmak iizere,

2 _ 2 ‘ 2
(eptk +Eqtk)” = €pip + €ptaorn T Eqrklprr T €y

= 140-1=0

dar.
Not: Yukarida elde edilen temsiller indirgenemez degildir. Ornegin Clioa
in yukarida elde edilen temsiline p diyelim. Herhangi bir z € Cl; 5 elemamm

T = ol + z1e1 + z201 + z3€10; seklinde yazabiliriz. O zaman

10 01 1 -1 1 -1
plz) = =g + 4 + T3 + T3 _
01| 10 1 -1 1 —1

To+Te+T3g T1—T2— I3
T1+ZTo+2T3 To— To— T3

olur. R? nin V = {(v,v) | v € R} alt uzaym aldigimizda p(z) V' C V oldugu
elde edilir. Gergekten

p(m)v—- .Z‘0+.’.E2+.’E3 Ty — Tg2 — T3 v . (Lﬂo+l‘1)’l)
T1+ T+ T3 To— Tog — T3 v | | (zotz)V

olur. O halde Cl; o, dejenere Clifford cebrinin temsili indirgenemez degildir.
Bunu genel durumda da agagidaki teoremin sonucu olarak da

soyleyebiliriz ( Bakimz [3] ).

Teorem 8.2 A reel bir cebir ve p : A — R(m) indirgenemez bir temsil ise,

Rad(A) = N olmak iizere, her a € N igin p(a) = 0 dir.
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