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Kiimeler igin "kendine benzerlik" kavramm fraktal geometrinin temel bir
kavramidir. Ancak fonksiyonlar icin "kendine benzerlik" kavrami tizerinde
genel bir uzlagi yoktur. Fonksiyon grafiginin bir kiime olarak kendine benzer
olma kogulu, fonksiyonun kendine benzerligi icin tam tatminkar goriinmemek-

tedir.

Bu ¢alismada, fraktaller tizerindeki harmonik analizin kavramlar: yardimiyla,
Sierpinski Ucggeni 6rnegi tizerinde, fonksiyonlarin kendine benzerligi igin yeni
bir tamm oneriyor ve araliklar icin Barnsley tarafindan verilmis olan fraktal
Interpolasyon teoremini Sierpinski Uggeni tizerindeki bir fraktal interpolasyon

teoremine genellegtiriyoruz.
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The notion of "self-similarity" for sets is a fundamental concept of fractal
geometry. But there is no agreement on the concept of "self-similarity" for
functions. The condition of the self similarity of the graph of a function as a

set is not a satisfactory approach for self similarity of functions.

In this study we propose a new definition for self-similarity of functions on
the example of the Sierpinski Gasket using the concepts of harmonic analysis
on fractals. Then we have generalized the fractal interpolation theorem on
intervals given by Barnsley to a fractal interpolation theorem on the Sierpinski

Gasket.
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SIMGELER DiZiNi

H(X)
IFS
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1 GIRIS

Bu boliimde ¢ahgma sirasinda kullamlan baz: genel kavramlar ve bilgiler

verilmektedir.

1.1 Biiziilme Doniigiimleri ve Atraktorler

(X, d) tam bir metrik uzay olmak tizere, X in bog kiimeden farkli kompakt

alt kiimelerinin uzay: H(X) ile gosterilir ve
H(X)={A:AC X, A+# 0 ve A kompakt}

seklinde tammlamr. z € X ve B € H(X) olmak iizere z noktasinin B kiimesine
olan uzakhig ise

d(z, B) = min{d(z,y) : y € B}

olarak tanumlamr. B kiimesi kompakt ve d(z, y) siirekli bir fonksiyon oldugun-
dan dolay:1 bu tamum anlamhdir. Yani

{d(z,y) :y € B}

kiimesi bir en kiigiik elemana sahiptir. Simdi bu tammdan yararlanarak X in
kompakt alt kiimeleri arasindaki uzaklig tammlayahm. A, B € H(X) olsun.

Bu durumda A kiimesinin B kiimesine olan uzakhig
d(A, B) = max{d(z,B) : z € A}

biciminde tamimlamir. Benzer bicimde A ve B kiimelerinin kompakthigi ve
metrigin siirekliliginden dolay: bu tamim da anlamlidir. O halde A, B € H(X)
kiimeleri icin

d(4, B) = d(zo, %)
olacak gekilde zy € A ve yo € B noktalan vardir. Fakat X iixerinde tamimh d
metrigi H(X) uzay: tizerinde bir metrik degildir.



Bunun sebeblerinden biri ise kolayca goriilecegi iizere VA, B € H(X) igin
d(A,B) =d(B, A)

esitliginin saglanmamasidir.
Simdi X metrik uzay1 tzerindeki d metrigine bagl olarak H(X) uzay:

iizerinde bir metrik tamimlayahm.
Tanim 1.1 (X,d) tam bir metrik uzay ve A, B € H(X) olmak izere
h(A, B) = max{d(A, B),d(B, A)}
degerine A ile B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhi denir.
h fonksiyonunun H(X) iizerinde bir metrik oldugu kolaylhkla goriilebilir.

Teorem 1.1 (X,d) tam bir metrik uzay olsun. Bu durumda (H(X),h) uzays

da tam bir metrik uzayduwr [1].

(X,d) tam metrik uzay olmak iizere, X in bos kiimeden farkli kompakt
alt kiimelerinin uzayiin uygun bir metrik tanimlayarak tam uzay oldugunu
gordiik. Calismamiz dogrultusunda simdiki amacimiz ise bu tam metrik uzay

tizerinde bir biiziilme doniigiimii tanimlamak olacaktir.

Tamim 1.2 (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu verilsin. V z,y €
X i¢in
d(f(z), f(y)) < s d(z,y)

olacak gekilde bir 0 < s < 1, s € R varsa f ye bir bizilme donisimi denir.

Bu egitsizligi saglayan s sayisina da f nin bizilme katsayisi denir.
Tanim 1.3 (X, d) bir metrik uzay ve f : X — X fonksiyonu verilsin.
f@*) =z

esitligini saglayan bir * € X noktas: varsa, z* noktasina f nin sabit noktas

denir.



(X,d) bir metrik uzay olmak iizere f : X — X doniisiimiini diigtine-
lim. f nin iterasyonlar1 f(z) = z, fY(z) = f(), ..., f**(z) = fo f™(z) =
(=), -

ff:X—-Xn=0,12,..

doniistimleridir. Bu noktada cahsmamizda siirekli olarak kullandigimz énemli

bir teoremi verelim.

Teorem 1.2 (Biiziilme Teoremi) (X, d) tam bir metrik uzay ve f : X — X
biiziilme doniistimi olsun. Bu durumda f nin bir tek z* € X sabit noktas:
vardr ve keyfi x € X idgin {f™(2)}2, dizisi f nin z* sabit noktasina yakinsar.
YoniV z € X igin

lim /(@) = o

dir [1].

Yani bir tam metrik uzay iizerinde tanmimh bir biiziilme déniigiimiiniin bir
sabit noktasi vardir ve tektir. Ayrica bu sabit nokta uzaydan alinan keyfi bir

elemanin f altinda iterasyonuyla elde edilir.

Yardimci Teorem 1.1 (X,d) bir metrik uzay ve w : X — X bir bizilme

déndisiimii olsun. Bu durumda w streklidir [1].

(X, d) bir metrik uzay olmak iizere w : X — X bir biiziilme doniigimi

olsun. Bu durumda bir A € H(X) icin
w(d) = {w(z) | = € 4}

kiimesinin de Yardimci Teorem 1.1 geregi H(X) in bir elemam olacag: agik-
tir. O halde (X,d) metrik uzayl. iizerinde verilen bir w biiziilme doniisimii
yardimiyla (H(X), h) metrik uzay tizerinde bir biiziilme doniigtimii tanimlan-

abilir.

Yardimci1 Teorem 1.2 (X, d) bir metrik uzay ve w : X — X bizilme kat-
saysy s olan bir biizilme donigimi olsun. Bu durumdaV B € H(X) igin
w:H(X) — H(X)
w(B) = {w(z) | « € B}

3




olarak tamimlanan w dondigimi de (H(X),h) uzaymda biiziilme katsayisy s

olan bir bizilme dontsimddir [1].

Yardimac1 Teorem 1.3 (X, d) bir metrik uzay h Hausdorff metriifi olmak tizere

¥ B,C,D, E € H(X) igin
h(BUC, DU E) < max{h(B, D),h(C, E)}
dir [1].

Yardimc: Teorem 1.4 (X,d) bir metrik uzay olmak tizere {w, | n = 1,2, ..., N}
déniigimleri (H(X), h) uzaynda bizilme katsaylar siraswyla s, olan bizilme

déniigimler: olsun. Bu durumda V B € H(X) icin

W H(X) — H(X)
W(B) = wl(B) U ’U)Q(B) U---uU ’U)N(B) = U wn(B)

n=1
olarak tanymlanan W donigimi de bir blizilme dondstimiidiir ve biiziilme kat-
say1s1 |

s =max{s, |n=1,2,..,N}

dir [1].

Tamim 1.4 (X, d) tam bir metrik uzay olmak tizere, n = 1,2, ..., N igin biizilme
katsayilar siraswyla s, olan w, : X — X bizilme doniisiimlerinin kiimesine
(hiperbolik) itere fonksiyon sistemi (IFS) denir. Ayrica, bir IFS, bizilme kat-
sayust

s=max{s, |n=1,2,..,N}

olmak tizere

{X;wp,n=1,2,...,N}

seklinde gosterilir.

Biiziilme teoreminin bir sonucu olarak asagidaki teorem kolayca ispat-

lanabilir.



Teorem 1.3 Bizilme katsayse s olan {X;w,,n = 1,2,..., N} hiperbolik itere
fonksiyon sistemi verilsin. Bu durumda ¥ B € H(X) igin

W : H(X) — H(X)

W(B) = w1 (B) Uwy(B)U--- Uwn(B) = U w,(B)
olarak tanamlanan W déniigima de (H(X), h) tam metrik uzay: tizerinde biizilme

katsayist s olan bir biizilme déniisimiidir. YaniV B,C € H(X) igin
W (B),W(C)) < sh(B,C)
olacak sekilde 0 < s < 1,s € R vardwr. Ayrica

A=W(A) = U wa(A)

n=1

olacak sekilde bir tek A € H(X) vardir ve VB € H(X) icin

A= lim W™(B)

n—oo

dir.

Tanmim 1.5 Teorem 1.3 de ifade edilen A € H(X) sabit noktasina IFS nin
atraktori denir. Ayrica bir kiime bir IFS nin atroktori ise kendine benzer

kime adina aler.

Incelemelerimiz sirasinda kolaylik agisindan yukarida bahsi gecen IFS nin
atraktoriini

A{wla W3, ..y 'LUN}
olarak gosterecegiz. Bu durumda
N
A=W(A) = U u,(A)
ise
A{wl,wg, ...,'U)N} =A
dir. Ve keyfi bir B € H(X) i¢in
A= lim W*(B)

dir.



1.2 Fraktal Interpolasyon Fonksiyonlar:

Tanim 1.6 o < 71 < 29 < --- < z,, olmak tzere
{(zi;, F;) eR?*|i=0,1,2,...,n}
kiimesine bir veri kiimesi denir. Bu noktalardan gecen
[t [@o, 2] = R, stirekli ve f(z;) = F;

fonksiyonuna bu veri kiimesine karsilik gelen bir interpolasyon fonksiyonu ve

(z:, F;) € R? noktalarina da interpolasyon noktalar denir.

Bu durumda f fonksiyonuna bu veri kiimesini interpole eder denir. Agiktir
ki bir veri kiimesi verildiginde ona karsihik gelen birgok interpolasyon
fonksiyonu vardir. Fakat parcali lineer tek bir interpolasyon fonksiyon olacag
da agiktir. Bu durumda bu tek tiirld belirli olan fonksiyona da pargali inter-
polasyon fonksiyon denir. Agiktir ki bu fonksiyon z € [z;_1,%i],1 = 1,2,...,n
icin
flz)=F+ M}'(m — 1)

3~ Li—1
olarak tammlidir. Fraktal interpolasyon fonksiyonlar: ise grafigi 6zel bir itere

fonksiyon sisteminin atraktorii olarak belirlenir. Simdi bu fonksiyonlarin tamm-

lamisim adim adim gorelim.
{(z:, F}) |1 =10,1,2,...,n}

veri kiimesi verilsin. R? de atraktorii (z;, F;) noktalarindan gegen siirekli bir
f fonksiyonunun grafigi olan bir itere fonksiyon sistemi aranmaktadir. Fakat
genel durum hakkinda stz sahibi olmak zor olacagindan, bu diisiincemizi afin
doniigiimlere kisitlayalim. O halde

w; : R? — R?

wi(z,y) = (aiz + e;, iz + diy + fi)
olmak {izere

{R%w;,i=1,2,...,n}

6



itere fonksiyon sistemini diigtinelim. Amacimiz bu itere fonksiyon sisteminin

atraktoriiniin bu noktalardan gecen stirekli bir fonksiyonun grafigi olmasidir.
w;(Zo, Fo) = (zi—1, Fi_1)

’U)i(mn, F’n) = (CE,:, E)

kogullari ile bir A € H(R?) kiimesi i¢in wp(A), w1 (A), ..., w,(A) kiimelerinin ug

uca eklenmesi saglanmaktadir. Bu durumda

(a;zo + €, cixo + diFo + fi) = (@1, Fio1)

(a;zn + e ciTn +diFn+ i) = (25, F)
olacaktir. Buradan
a;To+ € = Ti-1

0iTnt+€ = T

cro+diFo+fi = Fi
Cin + diFn + fi

F;

egitlikleri elde edilir. Bu sistemde tek parametreye bagh olarak a;, b;, ¢;, d;, €, fi

belirlenir. Parametre olarak d; alimirsa

Li— Ti—1
a; = ——
Ty — T
TnTi—1 — ToZ;
€ = Ti—QiTp,=——"—"—
Tn — X9
-Fi - Ei—-l Fn - FO
C = - dz g
Tn — Zo T — Lo
fi = F—cz,—diFy
_ znﬂ—l — -'L'O-Fi d mnFO - xOFn
= — G
Ty — Zo In — T0

elde edilir. Parametre olarak d; nin secilmesinin nedeni; w; doniigtimlerinin
y—eksenine paralel dogru pargasim yine y—eksenine paralel bir dogru pargasina
resmetmesidir. Yani L, y—eksenine paralel bir dogru parcasi iken w;(L) de y-
eksenine paraleldir. Ayrica w;(L) nin uzunlugunun L dogru parcasinin uzun-

luguna oram da d; dir.Yani d;, = sabit tutuldugunda y—ekseni boyunca degisim

7



orammi vermektedir. d; ye diisey Ol¢lim carpam -denilir. O halde d; yi
parametre segerek her bir doniisiimiin diigey Olglimiinii agik olarak belirtmig
olacagiz. Amacimiz bu doniisiimleri R? nin keyfi bir altkiimesine uygulayip

itere
ettirerek siirekli bir fonksiyon grafigini elde etmekti. O halde biiziilme teo-
reminin kogullar1 geregi, w; dontisiimlerinin biiziilme doniigiimii olmas1 gerek-

mektedir. Simdi bununla ilgili yardimci teoremi verelim.

Yardimc: Teorem 1.5 n > 2, n € N, olmak iizere
{(z;, F;) |i=0,1,...,n}
veri kiimesine iliskin 0 < d; <lwvei=1,...,n i¢in
{R%w; ,i=1,..,n}

itere fonksiyon sistemi verilsin. 0 < 0 < min{%ﬂﬁl—fll | i =1,...,n} olmak tizere

dg :RZxR2 >R
do((z1,11), (T2, 92)) = |21 — T2| + 0 |y1 — 1]
bigiminde tanamlanan dg, R%deki Oklid metrigine denk bir metriktir ve w;

déniigiimlers bu metrige gére bizilme donisimleridir [1].

Teorem 1.4 (FRAKTAL iNTERPOLASYON TEOREMI) 7 >2,n €
N olmak izere

{(z;, F}) |i=0,1,2,..,n}

vers kiimesine iligkin

{(R%w;,i=1,2,...,n}
itere fonksiyon sistemi verilsin. Ayrcai=1,2,..,n ig¢in
0<d; <1
ve G, IFS nin atraktori olsun. Bu durumda G
{(z:, F3) | 1=0,1,2,...,n}

8



veri kiimesini interpole eden bir f : [zo, z,] — R stirekli fonksiyonunun grafifidir.

Yani f(z;) = F; olmak iizere

G ={(z,f(2)) | 20 < = < 2}
dir [1].

Tanim 1.7 Yukaridaki teoremde ifade edilen IFS nin atraktori olan f fonk
siyonuna

{(z;, F;) |[1=0,1,2,...,n}

vert kiimesine karsilik gelen fraktal interpolasyon fonksiyonu denir.

1.3 Sierpinski Ucgeni Uzerinde Harmonik Fonksiyonlar

Tanim 1.8 (R?, d.,.) tam metrik uzayinda p1, pa, ps noktalars kenar uzunlugu
1 birim olan bir eskenar iicgenin kése noktalars olsun. u; : R* - R?,i=1,2,3

z = (zV,2@) ve p; = ™M, ) olmak iizere

2® +pl) @ 4 p®

seklinde tanamlanan bizilme déniigimleri olmak iizere
{RZ;Ul,Uz, uz}
itere fonksiyon sisteminin atraktérine Sierpinski tiggeni (SG )denir (Sekil 1.1).

Bu durumda

A{ul, Ug, 'U,3} = SG

dir. Yani
11 (SG) Uua(SG) Uus(SG) = SG

dir.



Sekil 1.1: Sierpinski Uggeni (SG)

[k adimdaki kose noktalar: kiimesini Vo = {p1, p2, ps} ile gosterecegiz. m >
1 icin
U : H(R?) — H(R?), U(A) = u1(A) Uug(A) Uug(A)

olmak iizere

Vo = Ot(Vin1) = 11(Vin1) Ua(Vin1) U (Vi)
= U(Vous) = U™(V)

bigiminde tanimlanan kiimeye m. adimdaki koge noktalar: kiimesi denir. Tanim-
lamgmdan dolay1

WwCcWhcC---CVp

olacag agiktir.Ayrica, Go (Sekil 1.2) kige noktalar: 1 birim olan egkenar ticgen
olmak iizere m. agamadaki grafigi

3
Gn = illeUi(Gm—ﬂ = U1 (Gm—1) Utz(Gm-1) Uuz(Gm-1)

olarak gosterilir [4].

10
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D, DPs

Sekil 1.2: G

By = {(p1,p2), (p1,p3), (P2, p3)}
By = {(uilp),uilm)) |1 <k<1<3,1<i<3}

B = {(uiro Uim(@r),uin 0 Um(®)) | 1 <k <1<3,1< 1, < 3}

seklinde tammlanan B, ye de m. adimdaki kenarlarin kiimesi diyecegiz.

olsun. V, 1n kapamig1 bize yukarida tanimlanan Sierpinski Ucgenini verecektir.
Yani

V., =SG

dir. Simdi ¢alismamizda kullanilan baz1 notasyonlar: verelim.

{1,2,3}" = {wwe... W, | 1 < wry,wy, ..., wn, < 3}

olarak tammlanr. Bu durumda w € {1,2,3}™ i¢gin

Uy T Uy; O Uy, O * O Uy,

Uyp(SG) = (Uwy O Unp O+ 0 Uy, )(SG)
dir. Aynicai=1,2,3 ve w € {1,2,3}™ igin

i (w) = Uy (p1)

11



dir. Bu notasyonlarla

V= e gt (V) (Vo) = {p1(w), pa(w), ps(w)}

olarak yazlabilir.

Simdi Sierpinski iiggeni tizerinde harmonik fonksiyonu tamimlamak icin
gerekli baz1 kavramlar: tanimlayahm.

Sekil 1.3 de goriildiigii gibi ¢; noktas: i¢in V; koge noktalar kiimesinde ¢; e
B; de bagh olan 4 tane nokta vardir. Bu noktalar gekilden de goriilecegi izere
D2, D3, g2 Ve g3 dir. Benzer gekilde ¢, noktas: igin p, ps, ¢1, g3 ve g3 noktasi icin
de pi, p2, q1, g2 olmak {izere 4 nokta vardir. Fakat p;, ps ve ps noktalar: icin bu
ozellikteki noktalar 2 tanedir. Ornegin p; noktas: icin; ¢ ve g3 dir. Benzer
sekilde bir p € V,,, noktasi i¢inde V,,, koge noktalar kiimesinde p ye B,, de bagh
olan noktalar vardir. Bu noktalar p € V,, \ V; ise 4, p € V} i¢in 2 tanedir. Bir
p € V,,, icin bu gekildeki noktalarmm kiimesi V, , ile gosterilir ve

Vinp = {9 € Vi | (p, q) veya (q,p) € B}
olarak tanimlanir.

P

q; q,

P> q, Ps

Sekﬂ 1.3: Gl
Tanmim 1.9 (V) = {f | f : Vim — R} olmak dizere
Hpy (Vi) = U(Vin)
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f € (V) igin
Hof(p)= Y (f(@) — f(®)

qum,p
olarak tanimlanan Hy, operatirine (Vy,, By,) grafii izerindeki ayrik laplasiyen

denir.

SG iizerinde taniml gergel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesi C(SG) ile
gosterilir ve

C(SG)={f|f:5G—R, f siirekli}

olarak tamimlanir. Simdi Sierpinski ticgeni iizerindeki harmonik fonksiyonu

tanimlayacagz.
Tanim 1.10 f € C(SG) olmak izere efer Vm > 1 ve Vp € V,,\Vp igin

Hnf(p) =0

ise f ye harmonik fonksiyon denir.

p1, P2, P3 kKOge noktalarmda sirasiyla «, 8, v degerleri verilsin. Acaba bu

degerleri V) koge noktalar: kiimesine
Hif(p)=0

olacak sekilde nasil genisletebiliriz.

D,

q; q,

P> q, P

Sekil 1.4: Gy
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(Hif){@) = f(p2) + f(ps) + flae) + f(gs) — 4f(q) =0
(Hif)(@2) = f(o1) + f(ps) + f(q) + Flgs) — 4f(g2) = O
(Hif)(@) = f(p1)+ f(p2) + faq) + Fgz) — 4f(gz) =0

olmasi istenilmektedir. O halde bu sistem o, B ve 7 ya bagh olarak ¢oziiliirse

Ha) = a_t?_gjﬁl
fla) = ZEEEZ
flo = 2E2ED

elde edilir.

f(a2) 212 f(p2)

f(q1) . 122 f(p1)
f(g3) 221 f(p3)

olarak yazlabilir.

2a+2ﬁ7<\/<ﬁ+27

B a+2f+2y /4
' 5

Sekil 1.5: Vi de harmonik fonksiyon

Bu durumda f nin V1\V; kise noktalarindaki degerleri V4 kége noktalarin-
daki degerler yardimiyla bulunmaktadir. Aslhinda aralarindaki bu iligki bir

kurala baglhdir. Dikkat edilecek olunursa bulunan bu degerler o noktanin V4
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da komsu noktalardaki degerlerin iki kati ile karsi noktadaki degerin tek kat
toplaminin bege boliimiidiir. Ashinda bir sonraki agamada da aym algoritma
gecerlidir. Ciinkii bir sonraki agamada herbir kiigiik iiggen i¢in aym mantik
gecerli olacaktir.

pi(w)

q;(w) q,(w)

P, (W) q, (W) p;(w)

Sekil 1.6: w € {1,2,3}™ icin u(Go)

Dolayistyla herhangi bir w € {1, 2, 3}™ i¢in p;(w), p2(w), ps(w) noktalarin-
daki degerler biliniyorken

Hm+1f(qi(w)) =0

denklemi coziilerek

fl@(w)) 22 f(pi(w))
flow) | =51 21 2 || Fflpa(w)
flas(w)) 2 2 1)\ flps(w))

olarak elde edilir [2].
Yani eger fonksiyon harmonik ise ve smirdaki degerleri biliniyor ise tek tiirli
belirlidir ve bu algoritmayla hesaplanabilir. Simdi bununla ilgili bir teorem

verelim.

Teorem 1.5 Keyfi a, B, € R deiferleri verildifi takdirde f(p1) = a, f(p2) =
B, f(p3) = 7 olacak sekilde bir tek harmonik fonksiyon vardur [2].
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Tanim 1.11 f € C(SG) ve p € V,,\Vs igin

(B f)B) = 5™ (Ho ) 7)

olmak tzere
max{|(Anf)(p) — ¢()| p € Vn\Vo} =0

olacak sekilde bir ¢ € C(SG) varsa ¢ ye SG iizerinde f nin Laplasiyeni denir

ve
Af =¢

olarak gosterilir. Burada A ya Laplace operatori denir.
Bu durumda bir f harmonik fonksiyonu igin agiktir ki
Af=0

dir.
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2 KENDINE BENZER FONKSIYONLAR

2.1 Kendine Benzer Fonksiyon Kavramina Yaklagimlar

(X,d) tam bir metrik uzay ve u; : X — X,i = 1,2, ..., n biiziilme doniistimleri
olmak tizere A(uy,us,...,u,) = A olsun. A iizerinde tamml gercel degerli

stirekli bir fonksiyonun kendine benzer olmasi ne demektir?

Genel durum hakkinda fikir sahibi olmak i¢in, oncelikle kapali bir aralk
iizerinde tamiml bir fonksiyonun kendine benzer olmasinin ne demek oldugunu
tartigalm. Bu durumda akla gelecek en makul yaklagim, kiimelerin kendine
benzerligi kavramindan yola cikarak, grafigi kendine benzer bir kiime olan
fonksiyona kendine benzerdir demek olacaktir. Bu ise f : [a,b] — R siirekli
fonksiyonunun grafiginin bir hiperbolik itere fonksiyon sisteminin atraktorii ol-
mast demektir. Su halde, tim itere fonksiyon sistemlerine hakim olmak zor

olacagindan bu itere fonksiyon sistemlerinin 6zel bir simfi olan
w; : R? = R? wi(z,y) = (e + e,z +diy + fi),i =1,...,n (1)
afin lineer doniisiimlerini ele alalim. Bu durumda ilk olarak amacimiz,
{R%w;,i=1,..,n}

itere fonksiyon sisteminin atraktorit A mn, hangi kosullar altinda stirekli bir f
fonksiyonun grafigi oldugunu gérmektir. Yani, bir f fonksiyonunun grafigi G
olmak tiizere

A= Owi(A) = Gy 2)

esitliginin var olmasi igin w; doniistimleri hangi kogullar saglamalidir?

Oncelikle w; doniigtimleri biiziilme doniisiimii olmah ve yukaridaki esitligi
saglamahdir. Tk etapta biiziillme oldugunu kabul edip, bu egitligi saglayan w;

déniistimlerinin hangi 6zellikleri saglamas) gerektigini aragtiralim.
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w; doniiglimiintin birinci bilegenini ele alalm. Birinci bilesen z e baghdir
dolayisiyla sadece x ekseni {izerinde bir doniisiimdiir. Ayrica bu doniigiim
kapah aralig1 kapali bir araliga resmeder. Ilk olarak akla gelen (2) esitliginin
saglanmasi gerektiginden bu doniigtimlerin biiziilme olmasi, yani aralig) biizmesi
gerektigidir. Ancak bu durumda sadece biiziilme olmasimi istemek yeterli
olmayabilir. Biiziilme olabilir fakat biizlip arahgin digina tteleyebilir veya
arahigin icinde kalacak sekilde biizse bile araligi doldurmayabilir. Ornegin
k € R olmak iizere, y = k sabit fonksiyonu da bir biiziilmedir ancak boyle
bir durumda (2) egitligi saglanmaz. O halde s6z konusu bu durumlara engel
olmak igin bu doéniigiimiin [a, b] arahgim, icinde kalacak gekilde bir alt arahga
resmetmesi ve tamamen aralig1 doldurmas: igin de goriintii kiimelerinin tek

noktada kesigmeleri istenebilir. Bu durumda [a, b] arah@immn bir boliintiisi
a=20< 1< - <ZTp=0b

olmak iizere a;x + e; doniigiimii, [a, b] arahgim [z;_1, z;] alt aralifina resmetsin,

~ yani

aate = T

a;b+e; T;

olsun. Bu esitlikler coziilerek,

0 = Zi — Ti1
’ b—a
bxi_l — ax;
e = T;—oab=—"————

b—a
elde edilir. Simdi w; doniisiimiiniin ikinci bilegeninin katsayilar icin yeterli
kosullar arayahm. (z, f(z)) € Gy iken (2) esitliginden w;(z, f(z)) € Gy ol-

malidir. Bu durumda
wi(z, f(z)) = (az + e, ciz + dif (z) + f3)
olmak tizere

(a:z + e, ¢z + dif(z) + fi) = (a:x + &, f(aiz + €;))
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olmaldir. Yani
Gt +dif(z) + fi = fax +€;)
olmahdir. z = a igin
ca+dif(a)+ fi = f(zi_1)
z = b icin
cb+dif (b) + fi = f(i)
elde edilir. Bu 3 bilinmeyenli 2 denklem d; ye bagh olarak coziiliirse,

f@:) = f(@iz)
b—a b—a

fi = f(z)—cb—dif(b)

bf(air) — of(w) _, bf(a) = af )

b—a ¢ b—a

c; =

elde edilir.
Aynica n > 2 ve |d;| < 1 ise yarduna teorem (1.5) geregince w; ler dy
metrigine gore biiziilmedir ve yukarida elde edilen katsayilardan sadece ¢; ve

fi, di ye bagh olarak degistigi icin |d;| < 1 oldugu takdirde
(R%w;,i=1,...,n}

IF'S hiperboliktir, yani w; doniigiimleri buiztilmedir ve atraktorii bir fonksiyonun
grafigi olabilir.

Burada ¢ = 1,2, ..., n igin u;(z) = a;z + e; olmak iizere
A(uy, ug, ..., up) = [a, b]
olduguné dikkat edelim.. Ayrica v;(z,y) = ciz+d;y+ f; olmak tizere (1) egitligi
wi(z,y) = (ui(z), vi(z, y))

seklinde yazilabilir. Bu incelemelerden sonra wu; ve v; yukarida tammlanan
fonksiyonlar olmak tizere kendine benzer fonksiyon tammni agagidaki gibi ya-

pabiliriz;
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’f : [a,b] — R strekli fonksiyonu, A(ui,ug,...,un) = [a,b] olmak dizere
z € u;([a, b)) icin
f(@) = vy M), f(u;'(2)))

esitlifini saglyorsa f ye kendine benzerdir diyelim.”

Ancak bu tamm kapali aralik tizerinde tammh, gercel degerli bir f fonksi-
yonu i¢in anlaml olarak goriilse de, bunu herhangi bir atraktor tizerinde tanimh
fonksiyonlara genellemek imkansiz olacaktir. Ciinkii A = SG igin yukarida

tamimlanan v; fonksiyonu anlamim yitirecektir.

O halde bu yaklagimdan vazgecip fonksiyonlar icin "kendine benzerlik"
kavrammi yeniden ele alalim. Kolaylik agisindan [a,b] kapali araligim [0, 1]

aralig1 olarak alalim. Bu kiime,

w : [0,1] = [0,1],uy(z) = (3)

808

+1
2

us @ [0,1] = [0,1], uz(z) =

biiziilme doniisiimleri olmak iizere, bu doniistimlerin olusturdugu itere fonksiyon
sisteminin atraktoridiir. Yani A(ui,ue) = [0,1] dir. Simdi [0,1] arahg
tizerinde grafigi Sekil 2.1 de verilen f fonksiyonunu diigiinelim.

N

y

Pk [ v - —
h\'d
=

Sekil 2.1: [0, 1] de bir f fonksiyonu

Bu fonksiyonun kendine benzer olmas: i¢in ilk yaklagimimiz soyle olabilir:

Fonksiyonun grafiginin [0,%] aralg tzerinde kalan kismu ile, [2,1] aralbif
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izerinde kalan kisimlar: tiim arahk {izerindeki grafikle aym olabilir. Bu du-

rumda
fis 053]~ R, fi(e) = £(20) = £ (@)
fo + B~ R fle) = [z —1) = (5 (2))

olmak iizere
Floy=fi, Flay=r (4)

olmahdir.

h

N | e e e e D

Sekil 2.2: f1(z) = f(2z) fonksiyonu

£

(=)
N =
—

Sekil 2.3: fa(z) = f(2z — 1) fonksiyonu

Bu durumda f nin grafigi agagidaki gibi olmalidir.
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I
|
1
|
i
i
0 1 i
2
Sekil 2.4: f; ve f, fonksiyonlar

Oncelikle, Sekil 2.4 de goriilecegi iizere, ele aliman fonksiyonun bu yaklagima
gore kendine benzer olabilmesi igin z = 0 ve £ = 1 de aldiph degerlerin aym
olmas: gerekir, yani f(0) = f(1) olmalidir. Aksi takdirde z = 1 noktasina farkh
iki deger karsilik gelecek, dolayisiyla f nin fonksiyon olusuyla celisecektir. Bu
durumda, ele ahnan fonksiyonun baglangi¢ ve bitig degerleri aym olmalidir. O
halde f smur noktalarinda aym degerlere sahip, grafigi asagidaki gibi verilen
fonksiyon olsun (Sekil 2.5). ' -

4

Sekil 2.5: [0,1] de f(0) = f(1) olan bir f fonksiyonu

Bu durumda f; ve f, fonksiyonlarimin grafikleri agagidaki gibi olacaktir.
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h

Vv
*

1
!
1
I

1

2

Sekil 2.6: fi(z) = f(2z) fonksiyonu

Sekil 2.7: fo(z) = f(2z — 1) fonksiyonu

z € [0,1] igin f(z) = fi(z) ve z € [5,1] i¢in f(z) = fa(z) olmas gerek-
tiginden f nin grafigi agagidaki gibi olmalidur.
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Jekil 2.8: f; ve fo fonksiyonlan

(4) esitliginden agiktir ki f fonksiyonunun z = 0,z = 3 ve z =1 de aldif
degerler esittir. Bu diistincemizi ilerletirsek,
1.. 1 1 1 1 1
T o= e, f(Z) = fl(Z) = f(§) = f(z) = f(§)
3 .. 3 3 1 3 1
z = ; idn, f(z) = fz(z) = f(§) = f(Z) = f(a)
elde edilir ki buradan

FO)=£() = £(3) = £(3) = f1)

elde edilir. Benzer bigimde

v = gidn [) = Alg) = F7) = f) = £(3)
v = gidin Q) = A3 =) = ) = 1C)
v = g, £3) = fi(3) = 1) = 1) =1}
v = 1 isin, f(g) = @) = 1G) = 1) = 1)
elde edilir. Dolayisiyla
£0) = 1(3) = () = FG) = 1(3) = F) = 1) = (D) = £

bulunur. Boylece goriiliiyor ki, f fonksiyonu bu arahikta sayilabilir sonsuz
noktada aym degeri almahdir. Bu sayilar [0,1] de yogun oldugundan ve f
stirekli oldugundan Vz € [0, 1] i¢in f(z) = ¢ dir, yani f sabittir.
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Bu yaklagimin sonucunda ise sadece sabit fonksiyonlarin kendine benzer
olduklarim gordiik ki bu da ¢ok kat1 bir kisitlamadir. En azindan ”Jeytan Mer-
diveni” nin kendine benzer olmasin istedigimizden, Seytan Merdiveni 6rnegin-

den yola ¢ikarak yeni yaklagimlara dogru ilerleyelim.

Grafigi agagida verilen Seytan Merdivenini diisiinelim.

0.8

0.6

0.4-

0.2

g 02 04 06 08 1
Sekil 2.9: Seytan Merdiveni

Grafigin, [0, ] arali iizerindeki pargasi, grafigin tamamimn 3 oramnda
biiziilmesiyle elde edilir. Benzer olarak (2, 1] arahig iizerindeki parcasi, grafigin
tamaminin % oraninda biiziiliip y—ekseni boyunca %— otelenmesiyle elde edilir.
Goriiliyor ki

3f(3z) ; z€[0,3]
flz) = 3 ; €32
lfBz—2)+%1 ; zel}]]
seklindedir. Bu durumda

z-+1 z+2
au2($)=—3—aus($)= 3

wi(z) = %

A(“’l) Uz, U3) = [07 1]
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fila) = 5(32) = 37 (@)
fola) = §=0f(u;1<x>>+1
fa(z) = %f(?)a:— )+—=—f(u (m))+%

olmak tizere z € v;[0, 1] igin

f(z) = fi(2),i=1,2,3

dir.

Bu 6rnegin 1s1g1inda yeni kendine benzerlik yaklagimimz su gekilde olacak-
tir, oyle ki bu yaklagimimiza gore en azindan Seytan Merdiveni kendine benzer

olacaktur;
" Alug, ug, ...y uy) = A ve f: A — R siirekli fonksiyonu verilsin.

fitui(A) =R, fi(2) = aif(ui"l(x’)) + B;

olmak tizere her =’ € u;(A) igin
F(a") = filz')

esitligi saglayacak sekilde a;, B; € R varsa, f ye kendine benzerdir denir.”
Simdi bu tamma goére Sierpinski tiggeni iizerinde kendine benzer fonksi-

yonlar1 aragtiralim.

Ornek 2.1 R?, klid metrifiyle bir tam metrik uzaydir. Kése noktalar: (0,0), (1,0)

ve (3, ?) olan Sierpinski ticgensi

u RZ—’RZ,Ul(m,y) (x g

2’2
1
up @ RZE—RY uz(wy)—(x_'_ g
+ y+3§3

us : R* - R% us(z,y) =

— )
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bizulme déniigiimleri olmak tizere bu doniigimlerin olusturdugu itere fonksiyon

sisteminin atraktoriudir. Yoni
A(ul,’u,z,U3) =5G
dir (Sekil 1.1).
Qimdi bu biizilme dondgimlerinin atraktéri olan bu kiime dzerinde

f:SGoR, f(z,y)=z+y

fonksiyonunu diginelim. Acaba bu fonksiyon kendine benzer midir? Yani

i=1,2,3, (z',¢) € u;(SG) igin

f@y) = asf (w2, y)) + B

olacak sekilde a;, B; katsayilary var madir?

i=1 olsun. (z',y') € u1(SG) igin
fEy) = f@e, )+ By = 2’ +y = a2(a" +y) + B

olacak gekilde ay, B, € R olmalidir. Bu ise kolayca gorilecedi iizere oy = 3 ve
B, = 0 olmast durumunda saglanar.

i =2 olsun. (z',y') € ua(SG) igin
@ y) =af(2r = 1,2) + By = &' + 1/ = 22(2" + 7)) — 2 + B,

olacak sekilde oy, B, € R olmalidir. Bu egitlik de ap = % ve By = % oldujunda
saglanar.

i =3 olsun. (z',y') € ug(SQG) igin

fl@y) = osf(2d’ - 1,27] - —\/—_3:) + B3

2 2
V3+1
2

= +y=032(z"+y)—as + B

olacak sekilde as, B3 € R olmalidir. a3 = % ve B3 = 3%251— olmast durumunda
saglanacaktr. ‘

O halde SG fizerinde tanimlanan ve Sekil 2.10 da grafigi verilen f fonksiyonu
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kendine benzer bir fonksiyondur.

Sekil 2.10: SG iizerinde f(z,y) = z + y fonksiyonu

Ornek 2.2
f:8G—-R, f(z,y) =zy

fonksiyonunu ele alalim.
Acaba bu fonksiyon da kendine benzer midir? Yanii =1,2,3, (¢/,y) € w;(SG)
1¢in

& y) = auf (uy (2, y)) + B;

olacak sekilde o, B;katsayilart var mudur?

i=1 olsun. (2',y’) € u1(SG) i¢in
f&y) = anf(22',2¢) + By = 2y = nda’y + B,

olacak sekilde aq,B, € R olmaldir. Bu egitlik a; = % ve B, = 0 olmas:

durumunda saglanar.
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i =2 olsun. (2',y’) € u2(SG) igin
f@y) = oaf(22' - 1,2¢)+ 5,
= z'y = sy — a2y’ + B,
=

(1 - 40{2)33,y, — 2a2y' =+ ,32 =0

olacak sekilde o, By € R olmalideir. Bu esitliffin V(z',y') € ua(SG) icin saflan-

mast gerektifinden,

1-— 40[2 = 0
-—2&2 = 0
ﬁz =0

olmalidir. Fakat bu sistemin bir ¢6zimd yoktur. O halde Sekil 2.11 de grafiji

verilen f fonksiyonu kendine benzer defildir.

Sekil 2.11: SG tizerinde f(z,y) = zy fonksiyonu

Orneklerden Sierpinski iizerinde tamimh bir fonksiyonun burada tamim-

landi1 manada kendine benzer olmasi icin afin lineer olmasi gerektigi sezilmek-
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tedir. Bu sezgiyi kontrol etmek icin Sierpinski tizerinde tanimh bir fonksiyonun
kendine benzer olmasi igin hangi 6zellikte olmasi gerektigini inceleyelim.

p1, P2, 3 koge noktalarinda sirastyla ay, as, ag degerleri verilsin. Bu degerleri
SG ye nasil genigletmeliyiz ki ortaya c¢ikan f fonksiyonu bu manada kendine
benzer bir fonksiyon olsun. Simdi bu fonksiyonu adim adim olusturmaya

caligalim.

§24

Sekll 2.12: Go

Sekil 2.13: V; da fonksiyon degerleri

Biliyoruz ki

T+ P2
2

T+ P3
2

T+
2

w(z) = ,ug(z) = ,us(z) =

olmak iizere

SG = A(ul) U2, U3)
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dir. Oncelikle f nin kendine benzer olmas: icin V 2’ € u;(SG), i = 1,2, 3 icin

f@) = aif(ui}(2") + B
olacak sgekilde a;, B; € R sayilarimin varolmas: gerekir. Ilk olarak

Vi = {plap2ap3: d1,42, q3}

kose noktalarinda sirasiyla {ay, ag, as, b1, be, b3} degerlerini alan f fonksiyonu

icin saglanmasi gereken egitlikleri yazalim.

P
7\A/qz\
p, q, P

Sekil 2.14: G4

a
/%\A/bz\
4 b, a;
Sekil 2.15: V; de fonksiyon degerleri
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P1,G2, 93 € w1 (SG) ve

ui ' (p1) = p, ui(g2) = ps, uiH(gs) = p2

oldugundan,

a; = a1a1+ﬂ1
by = maz+ B

dir. 1. ve 3. denklemlerden,

bs — a;
a =
a2 — ay
aiay — bsa;
,31 = 0o = ——
a2 —ay

elde edilir. Bu degerler 2. denklemde yerine yazilarak,

(a2 — a1)be + (a1 — a3)bs = ayaz — aja3
elde edilir. Benzer bigimde, po, 1, g3 € u2(SG) ve

uy (p2) = P2, 45 (1) = p3, uz " (gs) = P
oldugundan,

a; = aga2+ B,
by = waz+ B,

by = aga;+ B,

dir. 1. ve 3. denklemlerden,

bs — a
Qg =
ay —ag
a109 — b3a2
By = ag— agay = ———~
a; — Gz

elde edilir. Bu degerler 2. denklemde yerine yazilarak,

(a1 — a2)by + (a2 — a3)bs = a1z — az03
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elde edilir. Benzer olarak g¢;, g2, ps € u3(SG) ve

u?,_l(Ps) = D3, U:?l((h) = P2, U;?l(%) =pm

oldugundan

a3 = azaz+ B3
b2 = a3a1+ﬂ3

bi = aszaz+ P

dir. 1. ve 3. denklemlerden

by — a3
a3 =
Gy — ag
azaz — bias
53 = a3 —03a3 = ——————
Qg — ag

elde edilir. Bu degerler 2. denklemde yerine yazilarak
(a3 — al)bl + (ag — a3)b2 = G203 — 103

elde edilir. Son olarak

(a2 — a1)b2 -+ (CL1 — a3)b3 = aiag — aia3
(a1 — az)bl + (az - a3)b3 = Qai1ag9 — adq0as3
(CL3 — al)bl + ((12 — a3)b2 = Qga3 — ai10a3

denklem sistemi elde edilir. Bu sistem ¢oziilerek

__ Gy +ag

a+a
by = ; _ 3

a,+a
by = . _ 2

’b3 2

elde edilir.
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a +a, a, +a,

a, a,+a, as

Sekil 2.16: Vi de kendine benzer fonksiyonun almas: gereken degerleri

Dikkat edecek olursak bu degerler o noktay: orta nokta kabul eden kenarin
ug noktalarindaki degerler toplamimn yarisidir (Sekil 2.16). Bulunan degerler

by — a1 b3 — a2 b — a3
Qg = Qg = —

a].: y X2 — ’
g — Qg a1 — ag a9 — ag

esitliklerinde yeriné yazilarak

DN =

Q1 = Qg = 03 =

elde edilir. Benzer bicimde
Bi = a; — a;a;

i = 1,2, 3 esitliklerinde yerine yazilarak da

elde edilir. Simdi V2\V; deki noktalar icin gerekli egitlikleri yazahm.,
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Sekil 2.18: V; de fonksiyon degerleri

71,72, 73 € u1(SG) ve
-1 _ -1 _ -1 _
urt(r1) = @, uy (r2) = g2, ui (r3) = g3
oldugundan,

a = abh+5
c2 = b+
C3 = a1b3 + ,31
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dir. Buradan,

ag + ag a ar+az a;+as
o — bita 9 2 2 _btbs
2 2 2 2
0 = by + aq
2
5 = bs + a1
2

elde edilir. 14,75, 76 € u2(SG) icin de

w3 (r4) = q1,u5 ' (5) = @2, 43 (T6) = s
oldugundan
ca = agbi+ B,
s = agby+ B,
cg = b+ fy

dir. Buradan oy ve 3, yerine yazilarak

- by + as
2
ay +as a1+az az-+as
o = b2+a2= 2 +a2_ 2 9 :b1+b3
T2 2 a 2 2
6 = b3 + a3
2

Benzer sekilde 7,75, 79 € u3(SG) igin de
uz'(r7) = q1,u3" (78) = g2, uz" (10) = s
oldugundan
cr = osb+ B4
s = asgby+ B4
cg = ogbs+ B3

dir. a3 ve 5 yerine yazilarak

o = b1 + as
2
by + as
Cg — )
a; + as a;+as a4+ ag
o bytaz T 9 +a3_ 2 9 bhitb
@ = 79 = 2 = 2 -T2
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elde edilir. Goriiliiyor ki yine bulunan bu degerler o noktay: orta nokta kabul

eden kenarmn ug noktalarindaki degerler toplaminm yarisidir (Sekil 2.19).

3 b, +b, 2
2
b, +b,
a, +b, btb, a,+b,

a2 a, +bl bl a, +bl a3

Sekil 2.19: V;, de kendine benzer fonksiyonun almasi gereken degerler

Bu incelemeler sonucunda herhangi bir asamadaki nokta icin de ayni 6zel-
ligin korundugunu tiimevarim yontemiyle gorelim. Yani m. agamadaki koge
noktalar1 icin o noktalardaki degerler o noktay:1 orta nokta kabul eden dogru
parcasimn ug noktalarindaki degerler toplaminin yarisi olsun. Acaba (m + 1).
agamadaki kose noktalar1 i¢in de aym 6zellik korunur mu? Simdi keyfi bir
z € Vypyp alalim. 3 4= 1,2,3 icin z € u;(SG) dir. O halde

flz) = 3£ (@) + 2 @

dir. y = u;}(z) € V,, dir. V;, deki noktalar icin kabuliimiiz geregi = ve z"
u;*(x) i orta nokta kabul eden dogru pargasimin ug noktalar1 olmak tizere f(y),

bu noktalara kargilik gelen degerlerin aritmetik ortalamasidir. Yani

) = LEVEIED
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dir. Bu durumda (5) egitligi

f@) = 3f@)+%

f(= )-;f(ﬂB ) +a; J(= 2)+ai + f(=z 2)+ai

f(z )2+ o f(z ;-i-a
kabul eden dogru parcasimin ug¢ noktalarina kargihik gelen degerler oldugunu

haline doniigiir. Simdi : degerlerinin z i orta nokta
gorelim. wu; dontisimii y € V,, noktasimin bulundugu dogru parcasimi tam
olarak = € Vj,4; noktasimn bulundugu dogru parcasina resmeder. u;(z’) ve

"

u;(z ) noktalarina karsilik gelen degerler

f(ui(z)) = %f(ufl(ui(x')))_l_.‘fi

2
f(z) +a
2

olur. Benzer bigimde

Jau) = I E ) + 5

2
fz") + a;
2

olur. Simdiye kadar olusturulan f fonksiyonu hakkinda sadece m > 1 olmak
tizere herbir z € V,, i¢in f(z) in z i orta nokta kabul eden herbir dogru
pargasinin ug noktalara kargilik gelen degerlerin toplaminin yarisi oldugunu
biliyoruz. Simdi bu ¢zelligi saglayan bir f fonksiyonunun afin lineer oldugunu

gormeye caligacagiz.
Yardimci Teorem 2.1 f:R? — R fonksiyonunun a,b,c € R olmak iizere
flz,y) =azx+by +c

biciminde olmasi icin gerek ve yeter kosul f nin R? de alinan her dofru parcasiman
orta noktasindaki deferinin ug¢ noktalardak: dederlerin aritmetik ortalamas: ol-

masider. Yani dofru parcasimin u¢ noktalar: zg ve x; olmak tizere

e ﬂ; A f(zo) er f(z1)

olmasidar.
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Kanit. =Kabul edelim ki a, b, ¢ € R olmak iizere

flz,y) =az+by+c

olsun. R? de ug noktalan zo = (23, 23),21 = (z},2?) olan keyfi bir L dogru
parcasi alalim.
o+, x5+ z} zd+
w§+xd zE+a?

= oy

1 ) 1
g T8 ¢ i
20 520, 0, 0
2 T03 T3t
azy+bzi+c  azl+bri4c

2 2
f(zo) + f(21)
2

+c

2

Ty C
—l—b2—¥—2

= a

olarak bulunur. Bu da istenilen esitligi verir.
<=9imdi her L dogru parcas: icin bu 6zelligin saglandigim kabul edip f

nin a, b, ¢ € R olmak iizere ax+by+c seklinde oldugunu gorelim. (0,0, (0, 0)),
(1,0, f(1,0)), (0,1, f(1,0)) noktalarindan gegen D diizleminin denklemi
(Sekil 2.20)

z y z—f(0,0)

1 0 f(1,0)— f(0,0) |=0

0 1 f(0,1)— f(0,0)

dir. Bu determinant: agarsak

(f(0,0) = £(1,0))z + (f(0,0) — £(0,1))y + 2 — f(0,0) =0

denklemi elde edilir.
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(0,0) ©,nH

1,0)

Sekil 2.20: (0, 0), (0,1) ve (1,0) noktalarindan gegen diizlem

Simdi (1,1, f(1,1)) noktasinmn, bu ii¢ noktanin olugturdugu diizlemde bu-

lundugunu goérelim. Yani

f(O’O)"'.f(l’O)—f(0’1)+f(1a1)=0

oldugunu goérelim. Ly, (0,0) ile (1, 1) noktasim birlegtiren dogru pargasi, L, de
(1,0) ile (0,1) noktalarim birlestiren dogru parcas: olmak iizere (3, 3) her iki
dogrunun da orta noktasidir (Sekil 2.21). Kabuliimiizden dolay1 L; dogrusu
icin,

1 1) _ f(0,0) + f(1,1)

2’2 2

ve Ls dogrusu igin de

PER (RS ()
dir. Yani
f(070)+f(1’1) = f(0’1)+f(1’0)
dir. O halde

f(010)+f(1a1)—f(O’l)—f(l?O)=O
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dir. Buda (1,1, (1, 1)) noktasmin diizlem denklemini sagladigini yani diizlem

tizerinde oldugunu gosterir.

(A))

K

Sekil 2.21: (0,0), (0,1) ve (1,0) noktalarindan gegen diizlem

a b

Simdi V k € Nigin a,b =0, 1, ..., 2 olmak iizere (2k, 2,c,f (2k, 2,c)) geklin-

deki noktalarinda bu diizlem tizerinde oldugunu gorelim.

a b a b
Ay = {('z—k,ﬁaf(ﬁ,ﬁ)) |a,b=0,1,...,2°} ¢ D

olsun. Simdi

a b a
Ak+1 = {(2k+1’ 2k+1’f(2k+1’ 2k+1))

la,b=0,1,..,2"} c D

oldugunu gorelim. Bunun igin keyﬁ bir

ag

alalim. Bu durumda Sekil 2.22 de goriilecegi lizere
o B 1 ),
A (e =)}
(B o (Tt ),

ao+1 by+1 ag+1 bg+1
( ok+1 ' 9k+l » £ ok+1 * 9k+l )
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noktalar1 A; min elemamdir.

Nz

(3]
2
£
™
%
AN S,

P | / y

l / v /l

l ¢/ 7 /// ‘ 7
1,0 dow Lo WL Ll L L L
(/ @D
X

Sekil 2.22: (0,0), (0,1) ve (1,0) noktalarindan gecen diizlem ve béliintiiler

O halde D diizlemini A;, daki

ao—l bo—l ao—-l bo—l
( 9k+1 ' 9k+1 ’f( 9k+1 7 9k+1 ))
a0+1 bo-l 0/0+1 bo—-l
(v g £ g )
G,(]—l bo+1 ao—l b0+1
( 9k+1 7 9k+1 ’f( 9k+1 ° 9k+1 ))

noktalarim baz alarak gtyle de ifade edebiliriz.

ao—-]. bo—l ao—l bo—l
T o ! 2= f( ok+1 * Qk+1 )
1 ap+1 bp—1 ag—1 byg—1 -0
Pa 0 f( ok+1 ' 9k+1 ) — S ok+1 2k+1) -
1 ap—1 bg+1 ag—1 bg—1
0 2k f( Ok+1 7 9k+1 )= f( ok+1 * 2k+1)

Bu determinant1 acarak

1 ao-—l bo—l
ﬁ(z—f(“w’%?))

1 ao—]. bo—l a0+1 bo—l ao—l
?(f(—fkﬁ—’_z_’;l—) ~ S S N~ o)

1 bo—l apg — 0—1 ao—]. b0+1
+§(y_ ok+1 )(f( 9k+1 7 Qk+1 )_f(_éma—ﬁ‘))zo
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diizlem denklemini elde ederiz. Denklemi —2% ile sadelegtirerek,

1 —1 b—1
2k( f( 2k+1 2k+1 ))
—1 bo ap + 1 bo 1 apg — 1
+(f( 2k+1 ? 2k+1 ) f( 2k+1 ? 2k_|_1 ))(w 2k+1 )
bp — 1 —1 bg— —1 bp+1

+(y - ok+1 )(f( ok+1 7 ok+1 )_f( ok+1 QR+l ) =0

bo ag bo
2k+1’ 9k+1" f(2k+1’ 9k+1

elde edilir. Simdi ( )) noktasinin diizlem iizerinde oldugunu

gorelim. Yani diizlem denkleminde

- Qo b b
=¥ = 0% = f(2k+1’ 2k+1)
yazarak
bo ag — 1 bo
?(f(%’ W) - f( ok+1 ' 9k+1 ))
1 -1 pyp—1 ap+1 bg—
2k+1 (f( 2k+1 ) Tok+1 )_ f(T-I-l—’ —EIT))
% —1 bp+1

+2k+1 ((f( 2k+1 ? ok+1 ) f( 2%k+1 ° 9k+1 )) =0
oldugunu gorelim. Diizlem denkleminde gerekli iglemler yapilarak elde edilen

ag bo a0—|—1 bo—l 1 ao—l bo-l-].
ok f(2k+1’ 2k+1) ok+1 K Ok+1 ' Ok+1 )— ok+1 f( ok+1 ' 9k+1

)=0

a0+1 bo ] ao—]. bo-l—l
ok+1 ' 9k+1 ) 1e (W’——z—ﬁl—
ao bo
2k+1 ) 2k+1
O halde kabultimiizden dolay1

esitligi gorelim. L, (——— ) noktalarim birlegtiren

dogru pargasi olmak iizere ( ) bu dogru parcgasinin orta noktasidir.

ag+1 byg—1 ap—1 by +1
a by £ ok+1 * Qk+1 )+ f( ok+1 * ok+1 )
f(2k+1’ 2k+1) - 2
dir. Boylece
b ap+1 b -1 b+1
o 0 0 (¢ 0
2kf(2k+1’ 2k+1) k+1 f( 9k+1 7' ok+1 ) 2k+1 f( 9k+1 ’ 9k+1 )
ap+1 by — f ap—1 by +1
g o M e o
=% 2
1 ag+1 by — ag—1 bp+1
T 9k+1 £ ok+1  9k+1 ) 2k+1 K ok+1  9k+1 )

=0
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dir. O haldeV k € Rigin A, C D dir.

A=U A,

olmak tizere A, [0, 1} x [0, 1] de yogun oldugundan ve f siirekli oldugundan keyfi
bir z € [0,1] x [0,1] de bu diizlem {izerindedir. Benzer mantikla R? deki tiim
noktalarin bu diizlem {izerinde oldugu gosterilebilir. ‘O halde f afin lineerdir.

Sonug olarak, SG tizerinde bu anlamda kendine benzer fonksiyonlar sadece
afin lineer fonksiyonlardir. Acaba SG {izerinde harmonik fonksiyonlar da
kendine benzer midir? Ornegin f, p1, p2, p3 kose noktalarinda sirasiyla 1,0, 0,

degerlerini alip harmonik genisleyen fonksiyon olsun.

P

q, q,

P> q, P

Sekil 2.23: G,

Bu durumda f(q1) = %, f(g2) = 2, f(gs) = £ dir. f nin kendine benzer

olmasi i¢in z’ € u3(SG) igin

f(a') = asf(uz'(z") + Bs

olacak sekilde a3, B3 € R sayilar1 bulunmaldir. Sirasiyla g1, ¢z, p3 € us(SG)
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icin istenilen egitlikler yazilirsa

fla) = oasf(uz'(q)) + Bs
fla2) = asf(uz'(ge))+Bs
flps) = asf(uz'(ps)) + Ba

olacak gekilde as,8; € R sayilarinm varligim arastiralm. u3'(q) = p,

uz*(g2) = p1, u3 ' (p3) = p3 oldugu gozoniine alinarak

1
5 = s
2
5=043+,33
0 = B

denklem sistemi elde edilir. Fakat bu sistem tutarsizdir. Goriiliiyor ki ilk
adimda bile bu esitligi saglayacak as, 35 sayilar1 yoktur. O halde SG tizerinde
harmonik fonksiyonlar bu manada kendine benzer degildir.

Bu tanimin da ;§1§1nda bagka bir yaklagim gtyle elde edilebilir. Bu tanima gore
fi: ui4) = R, fi(2) = asf (u7"(a)) + B;

olarak tanimlanan f; fonksiyonu f nin bir fonksiyonu idi. Acaba f nin herhangi
bir fonksiyonu i¢in de uygun bir yaklagim elde edilebilir mi? Yani v;, f nin bir

fonksiyonu olmak tizere

file) = vi(f (v (=) = vi(f (=)

alindig takdirde hangi fonksiyonlar kendine benzerdir. Ornegin 8;, = in bir

fonksiyonu olmalk izere
vi(f(2)) = i f (z) + By(z)
olabilir. Bu durumda z = u;"}(z') olmak {izere
filz") = vi(f(2)) = i f (u;* (2)) + Bi(u; ™ (2))

dir. Bu durumu incelemek icin kolaylik agisindan aralik {izerinde bu manada
hangi fonksiyonlarin kendine benzer oldugunu arastiralm. Ornegin f grafigi

agagida verilen [0, 1] aralig: tizerinde tanumh bir fonksiyon olsun.

45



f@)-f&)

(. f(x)

S — - —
K aatataly
N
=

[ SR

Sekil 2.24: Bir f fonksiyonunun kendine benzerlik yaklagim

Sekil 2.24 de [0,1] araligmim {0, 3,1} bolintiist tizerinde bir f fonksiyonu

ele alinmigtir. Yani

T 41
uy(z) = 5,’“2(%) = )
olmak iizere
.A{’Uq_, Uz} = [0, 1]

dir. Acaba f bu manada kendine benzer midir? Bu durumda i = 1,2 ve bir

z € u;([0,1]) igin
fila) = aif (' (2") + Bi(u; (=)

olmak tizere
f(z) = filz")
esitligi saglanmahdir.

Sekil 2.24 de de goriilecegi lizere, uy ye karsilik gelen vs fonksiyonu dyle bir
fonksiyon olmali ki, bir ' € [, 1] noktas: u;" fonksiyonu ile geri cekildiginde,
elde edilen z € [0,1] noktasimin f altindaki resmine v, uygulandiginda, tam
olarak z' noktasinin f altindaki goriintiisii elde edilmelidir. Benzer bicimde
vy fonksiyonu da aym ozelligi tagimalhidir. Su halde v;,  sabit tutuldugunda
y—ekseni iizerinde tammh tek degiskenli ayarlama fonksiyonu olarak diisiiniilebilir.

Yani, z € 4;([0,1]) ve 2’ = u;(z) olmak tizere

viz(y) =y — [f(z) - f(z)]
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olarak alnabilir. Bu durumda verilen keyfi f fonksiyonu ve 7 = 1,2 i¢in

a; =1, f;(z) = f(ui(z)) — f(=z)

geklinde alirsak

ui(f(2)) = viz(f(2)) = uf () + Bi(x)

olacaktir.

file) = u(f(2) = u(f(v;" ()
= flu7' (=) + Bi(wi(#'))
= flu (@) + [f (ws(u™ (@) — f 7 (2))]
= f(a)

olarak elde edilir. Keyfi alinan bir f fonksiyonu icin

o; =1, Bi(z) = f(ui(z)) - f(z)

olarak alindig: takdirde

f@) = fila')
elde edilir. Bu ise [0,1] araligy iizerinde tanimh biitiin stirekli fonksiyonlarin
kendine benzer olmast demektir. Bu ise istenilen bir sonug degildir. O halde
B; x in keyfi bir fonksiyonu olarak alinamaz. Dolayisiyla v; f in herhangi bir

fonksiyonu olarak genellenemez.

B;, Barnsley’in fonksiyonlar icin kendine benzerlik yaklagimindan hareketle
Biz)=cz+ f;

olarak segilebilir. Fakat bu durumun da genel atraktor yapisina uymadigim
daha once soylemistik. Bu durumda f; afin lineer fonksiyonu atraktoriin
yapisina, uygun olarak secilebilir. Yani A atraktorii R? oklidyen uzaymm alt

kiimesi ise z = (z1,z2) € A igin

Bi(z) = v;x1 + dsza2 +
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olarak almak mantikh olacaktir. Benzer sekilde atraktor R™ oklidyen uzaymn
bir alt kiimesi ise 8; R™ tizerindeki afin lineer fonksiyonlarin atraktér iizerine
kisitlanmigi olarak almabilir. Ornegin SG igin bu durumu inceleyecek olursak
B;, R? sklidyen uzay: iizerindeki afin lineer déniigiimlerin SG iizerine kisitlan-

mig! olarak alinabilir. Yani

Bi(z,y) =cz + diy + [

olabilir. Bu durumda SG iizerinde yeni kendine benzerlik anlayigimiz goyle
olacaktir.
»f: SG — R fonksiyonu verilsin. z' € 4;(SG) igin

f(@) = oaf (u} (@) + Bilwi ()

olacak sekilde oy, ¢;, d;, f; € R varsa f ye kendine benzerdir denir.”
SG iizerinde afin lineer doniigsiimler bu anlamda. da kendine benzer olurlar.
Acaba SG iizerinde harmonik fonksiyonlar kendine benzer olur mu? Bunu

istememizin nedeni ise SG tizerinde harmonik fonksiyonlar
Af=0

egitligini saglayan fonksiyonlardir. Burada A Laplace operatorii gercel sayilar
tizerinde tamm gergel degerli fonksiyonlar igin tiirev operatorii olarak diisiinii-
liirse, harmonik fonksiyonlar SG iizerinde sabit fonksiyonlar olarak diigiiniilebilir.
Yani harmonik fonksiyonlara bu gozle bakilacak olunursa kendine benzer ol-
masinm beklemek mantikl olacaktir. Fakat kolayca dogrulanacag iizere har-
monik fonksiyonlar icin yukaridaki egitlikleri saglayacak o, ¢;, d;, f; katsayilan
yoktur. Yani harmonik fonksiyonlar bu manada kendine benzer degildir.
Diigiincemizi, atraktoriin yapist ile ilgili olarak tnceki tanimimizla da paralel
olacak gekilde ilerletirsek harmonik fonksiyonlar da sabitler gibi diigiiniilebile-
cefi igin, B, kendisi de bir harmonik fonksiyon olarak almabilir. Simdi s6z
konusu bu durumu ele alahm. Strichartz ve ark. [3] tarafindan Sierpinski
ticgeni iizerindeki harmonik fonksiyonlarin uzayr H° ile gosterilmigtir. Aym

notasyonu burada da kullanacak olursak,
H={f:SG—-R|Af=0}
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dir. Kose noktalar p;, p2, p3 olan Sierpinski tiggeni

z+ T+ z -+
w(7) = 52 (@) = T us(e) =

olmak tizere {R?;u;, us,us} itere fonksiyon sisteminin atraktoriidiir. Bu du-
rumda A{uy,us,uz} = SG olmak iizere f : SG — R fonksiyonunun kendine
benzerligini goyle tammlayabiliriz. Vz' € 4;(SG) i = 1,2, 3 icin

f@) = 0if (ui (=) + Bi(ui*(2))

olacak sekilde o; € R, 8; € H® varsa f ye kendine benzerdir diyelim.
Fakat elbette atraktorii SG olan daha bagka itere fonksiyon sistemleri de

vardir.
pn=n
1 (SG)
2,)=p,Q2) r(D=p0O
p(2=p, 7,2 =p,0) p=p03)
Sekil 2.25: w = 1,2, 3 i¢in u,,(SG)
Ornegin, 4,5 = 1,2,3 igin wj(z) = w(y(z)) olmak {zere

A{ug1, u1a, U3, Uy, Usgg, Uss, U1, Usz, Usz} =SG dir.
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u,,(SG)

u,,(SG) u;;(SG)

Sekil 2.26: w € {1,2,3}? i¢in u,,(SG)

Benzer mantikla {1,2,3}™ = {wjwy -+ wy, | 1 < wy,ws, ..., wy, < 3} ve

w € {1,2,3}™ icin

Uy = Unyam.. w5 (L) = Uagy (Ungg (- Uy, (2)-..))

olmak tizere

A{uw }w€{1,2,3}m = 5G

oldugu aciktir. Bu durumda SG tizerinde kendine benzer fonksiyon tamim

agagidaki gibi olacaktir.

Tanim 2.1 A{uy}wepiozm = SG olmak dzere f : SG — R fonksiyonu
verilsin. EferV ' € u,(SG) icin

f(@') = cwf(uz' (@) + By,

olacak sekilde o, € R, B, € H® ve m dogal sayst var ise f ye SG tzerinde

kendine benzer fonksiyon denir.
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Ornek 2.3 SG iizerinde tansmbs harmonik fonksiyonlar kendine benzer fonksi-
yonlardar.
f, SG de harmonik bir fonksiyon olsun. A{uy,us,us} = SG olmak izere

r €4 (SG),i=1,2,3 icin
&) = 0af (uiM(2)) + Biui (2)

esitlifini saflayacak o; € R ve B8; € H® oldugunu gorelim. z = u;*(z') dersek

x € SG dir. Bu durumda yukaridaki egitlik

f(ui(z)) = e f(2) + Bi(z)
esitliffine doniigir. f harmonik bir fonksiyon olmak tizere B, : SG — R

Bi(z) = f(ui(z))

olarak tanimlanan (; fonksiyonunun da SG nin tamame tzerinde harmonik
olacag agiktir. O halde o; = 0 ve B;(x) = f(ui(z)) olarak ahnarsa istenilen

egitlik saglanar dolayisiyla harmonik fonksiyonlar kendine benzer olur.

Ornek 2.4 R? izerinde tanumle afin lineer fonksiyonlarin SG tizerine kisit-

lanmisr kendine benzerdir.

A{uy, ug, u3z} = SG olmak tizere ' € u;(SG) igin
f(@) = cif (u* () + Bi(wi ("))

~ olacak sekilde o; € R ve B; € H® oldugunu gérelim.

B, fonksiyonunu soyle tanimlayalvm. Biliyoruz ki Vi kése noktalar: kiimesinde
keyfi degerler verildigi takdirde Vi da bu dejerlere egit ve SG tizerinde harmonik
olan bir tek fonksiyon vardir. Ayrica Vo da verilen dejerler her ti¢ noktada da
birbirine esit ise bu durumda SG tzerine harmonik olarak genigleyen fonksiyon
SG nin tamaminda ayns defere sahip harmonik fonksiyon olacaktyr. O halde

¢ € R olmak tzere

Bi(z) =c
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sabit fonksiyonu SG tzerinde harmonik fonksiyondur. Bu durumda afin lineer

bir f fonksiyonu icin ' € u;(SG) olmak iizere
f(@) = aif (u (@) +ec

olacak sekilde a;,c € R sayularinin varligima ise daha once gérmiistiik.

Simdi SG {izerinde bir f fonksiyonunun kendine benzerligi igin gerek ve
yeter kosul arayahm.
A{twtwer23ym = SG olmak tizere f : SG — R fonksiyonu verilsin. Eger f
kendine benzer ise bu durumda V 2’ € u,,(SG) icin
(@) = aufuz! (@) + B,

olacak sekilde oy, € R, 3, € H° vardur.
Simdi

fé)l f 02 f;)3

Sekil 2.27: H° mn tabanlar

sinir degerleriyle verilen fo1, fo2, fos harmonik fonksiyonlarim diisiinelim [3].
{fo1, fo2, fos}, H° m bir tabamdir [3]. Bu durumda 8,, harmonik fonksiyonu
fo1, foz, fos fonksiyonlan cinsinden tek tiirlii olarak belirlidir. O halde z € SG
icin

Buw(z) = Burfor(2) + Buafor(z) + Busfos(z)
olacak gekilde B, 8u2,Bus € R saylan vardir. Bu durumda z' € 4, (SG)

w € {1,2,3}™ olmak iizere

f@) = owfluz'(@) + Bu(uy' (=)
= 0y fug! (@) + Bur for(ug' (2)) + Buz foa(u (7)) + Bua foa (g (2)
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esitligi saglamr. Tersine bu esitligi saglayacak sekilde au, 8,1, 8wz Buws € R
sayllar: var ise f kendine benzer olacaktir. O halde A{uy}uwef123m = SG
olmak iizere f : SG urefl R fonksiyonunun kendine benzer olmasi igin gerek

ve yeter kosul 2’ € u,,(SG) w € {1, 2,3}™ olmak iizere

F(@) = awf (uy," (') + Bua for (ug," (') + Bunfor(uy! (&) + Bus fos(uz (2)

olacak gekilde a, 8,1, Bu2 Bws € R olmasidir.

2.2 Sierpinski Uggeni Uzerinde Kendine Benzer Fonksi-

yonlar Icin Interpolasyon Problemi

Simdi SG iizerinde tammh kendine benzer fonksiyonlar igin interpolasyon
problemini ele alalim. Yani SG nin herhangi bir béliintiisii ve bu béliinti
tizerinde keyfi degerler verildigi takdirde bu noktalardan gegen kendine benzer
fonksiyonun varliginmi aragtiralim. Genel duruma adapte olabilmek amaciyla
oncelikle V; iizerinde keyfi degerler verildigi takdirde bu noktalardan gegen
bir kendine benzer fonksiyonun varhigim aragtirahm. fp : V3 — R fonksiyonu
verilsin. Bu durumda f : SG — R ve f |y,= fo olacak sekilde bir kendine
benzer bir fonksiyon bulmay: amaglayalim.

F=A{f:8G " RIfm) = folpr), f(2) = folp2), f(P3) = folps)}

fonksiyon uzaymi tanumlayalim. F uzay: iizerinde f,g € F icin

d(f, ) = max{|f(z) - g(2)l}

z€SG

'metrigini tanimlayalim. (F,d) bu tammlanan metrik ile tam metrik uzay-
dir. Amacimiz (F,d) tam metrik uzay: {izerinde biiziilme olacak sekilde uy-
gun bir operatér tammlamaktir. Daha sonraki amag ise Biiziilme teoremi
geregince bu operatoriin sabit noktasimin verilen noktalardan gegen kendine
benzer fonksiyon oldugunu gérmek olacaktar.

Bu mantikla hareket edilirse (F, d) uzay: tizerinde f € F ve z’ € u;(SG) igin

(TH(E) = asf (ui(z) + B for (w7 (@) + Brafor (w (&) + Big foa (ui ()
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seklinde bir 7" operatorii tanimlamak yerinde olacaktir. 7 operatériiniin sabit
noktasimin verilen sinir degerlerinden gegen kendine benzer fonksiyon olmasi
istenildiginden, 7 f in de siur noktalarinda f; ile aym degeri almasi istenile-
cektir. Bu takdirde V5 C V; oldugundan 7 f in V; da da fp ile aym degeri
alacag agiktir. Ayrica Vi\Vp daki noktalar iki farkh gekilde elde edildigi icin
T f de bu noktalarda iki farkli sekilde tanimlidir. Dolayisiyla istenilen bu egit-
likler ayhl zamanda, ayni noktaya referans eden iki farkl temsilin 7 f altinda

aym degerlere sahip oldugunu yani 7 f in iyi tanimh oldugunu gstermektedir.

p=p )

u,(SG)

p:(D=p,3)

p,(D=p,(2)

p,(A)=p, 2,(2)=p,(3) py=p;03)

Sekil 2.28: w = 1,2, 3 igin u,,(SG)

Bu dogrultuda p, (¢), p2(%) ve p3() ¢ = 1,2, 3 noktalar icin istenilen esitlikler

yazilirsa
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folm(@) = Tf(p())
= aif (4 (p(2) + B for (w7 (91 () + Bizfor (i (p1(3)))
+Bi3 foa(u; ! (p1(4)))
folp2(1)) = Tf(p(3))
= 0if (47 (2(9))) + Bir for (u H (p2(2))) + Biafor (v (p2(4)))
+B3fos(u;i ! (p2(4)))
folps(®) = T f(ps(4))
= aif(u; ' (p3(2))) + Bar for (u; *(p3())) + Bz for (i (p3 (i)
+B33 foa(u; ™ (p3(4)))

elde edilir. |
u; (p1(5)) = pr,u; H(p2(6)) = po, vy (ps3(2)) = ps

foa(p1) = 1, foa(p2) = fos(ps) =0
f02(p2) = 1,. foz(Pl) = foz(pg) =0
fos(ps) = 1, fos(p) = fos(p2) =0

oldugundan yukandaki egitlikler

fo1(®)) = ouf(pr) +Ba
fo(p2(3)) = aif(pa2) + i
fo(ps(¥)) = aif(ps) + Bis

haline doniigiir. f € F oldugundan f(p1) = fo(p1), f(p2) = fo(p2) ve f(ps) =
fo(ps) oldugu da gozoniine alnarak §;;, 8., 05 katsayilar verilen f, fonksi

yonuna ve ¢; ye bagh olarak ¢oziiliirse

Ba = fo(pi(i)) — cifolpr)
Bz = fO(Pz(i)) — a; fo(p2)
Biz = folps(i)) — cifo(ps)
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olarak elde edilir. O halde f € F ve 2 € 4;(SG) olmak iizere u;(z') =

dersek

(Tf)(ml) = a;f(z) + [fo(p1(?)) — 0 fo(p1)) for () + [fo(p2(5)) — i fo(p2)] foa ()
+[fo(p3()) — i fo(ps)] fos(z)

olarak elde edilir. $imdi bir f € F icin 7 f € F oldugunu gorelim. Bunun igin

Oncelikle

(T £)(p1) = fo(pr), (T f)(p2) = folp2), (T f)(3) = fo(ps)

oldugu agiktir. Ayrica f € F oldugundan 7 f her bir u;(SG) de stireklidir.
Vi1\W daki noktalar da da iyi tamiml oldugundan dolay1 7 f SG nin tamam
tizerinde siireklidir.
Simdi 7 operatoriiniin biiziilme olmas: igin gerekli kogullar1 aragtiralim.
frg € F igin

d(Tf,Tg) < sd(f,9)

olacak sekilde 0 < s < 1 gergel sayisimin varhigim aragtirahm.
AT f,Tg) = max{|(T f)(z) = (Tg)(z)l}
dir. SG = u1(SG) Uuz(SG) Uus(SG) oldugundan bir 2’ € 4;(SG) igin

(THE) - Te)E)| = laal |6 - 9(u7 ()
< |a’tld(fag)

oldugu goriliir. O halde s = _I_nla2x3{|a,-|}se§ersek her z € SG icin

(T F) () = (Tg)(z)| < sd(F9)

olur. Dolayisiyla
d(Tf,Tg) < sd(f,9)

elde edilir. Bu durumda 0 < |o;| < 1 segilirse 0 < s < 1 olur, yani 7 biiziilme
olur. O halde 7 nin tek bir f sabit noktas: vardir. Bu durumda

Tf=f
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olacagindan dolay1 2’ € u;(SG) olmak tizere dersek

&) = af(w (=) + [folpa(d)) - ai fo(p1)] for (ui (z))
+fo(p2(4)) — @i fo(p2)) foz (w2 (z))
+fo(ps(i)) — aifo(ps)] fos(u; (z))

dir. Dolaysiyla f kendine benzerdir ve

flw=fo
dir.

Aynica Vi = 1,2,3 igin o; = 0 olmasi durumunda ise B;;, B;0, B3 kat-
saywlar tek tiirlii olarak belirlidir. Bu durumda ise aramlan kendine benzer
fonksiyon verilen fy fonksiyon degerleriyle her bir u;(SG), u2(SG) ve u3(SG)
kiimelerine harmonik olarak genigleyen, yani pargah harmonik bir fonksiyon-
dur. Ciinkii,(6) esitliginde Vi = 1,2,3 i¢in o; = 0 yazilirsa 7 operatoriintin
sabit noktas: f olmak iizere 2’ € 4;(SG), i = 1,2,3 icin

7

f@) = foer()for(w; () + folp2(d)) forlui (2
+fo(ps(8)) fos(u; *(z))
olacaktir. foi, foo ve fos fonksiyonlar1 SG de harmonik ve harmonik fonksi-

!

)

yonlarin lineer birlesimi de harmonik olacagindan egitligin sag tarafi SG de
harmonik bir fonksiyondur. Dolayisiyla bu egitlikten i = 1,2,3 icin f |,
harmoniktir. Ayrica f nin V] e kisitlanmis1 fy olacagindan f her bir kiigiik
icgenin koge noktalarinda f; ile aym degere sahip olacaktir. ¢ = 1,2,3 igin
4;(SG) nin p; (2), p2(2), p3(?) kose noktalarinda bu degere sahip ve harmonik bir
tek fonksiyon olacagindan f, iddia ettigimiz gibi parcali harmonik bir fonksiyon
olacaktur.

Yapilan bu incelemeler sonucu V; koge noktalar1 kiimesi iizerinde keyfi
degerler verildigi takdirde bu noktalardan gecen bir tek kendine benzer fonksi
yonun varhgindan so6z edebiliriz. V; icin izlenilen bu yolla SG nin herhangi
bir boliintiisii ve bu boliintiiye kargilik keyfi degerler verildigi takdirde bu nok-
talardan gecen kendine benzer bir fonksiyonun varligh sezilmektedir. Simdi

bununla ilgili olarak agagidaki teoremi ifade ve ispat ediyoruz.
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Teorem 2.1 fy:V,, — R fonksiyonu verilsin. Bu takdirde

[ lve= fo
ve Vw € {1,2,3}™ igin
0<|ay| <1

olacak sekilde bir tek f : SG — R kendine benzer fonksiyonu vardur.

Kamt.

z+ D1
2

z+ z + p3
ua(e) = P (o) =TT

ur(z) =

ve w = wyWs...Wn, € {1,2,3}™ icin

Uy wa... wm—1 (IL‘) + Dwn, (w1w2---wm-1)
2

Uy wo.. wm (.’E) ==
olmak iizere
A{uw}w€{1,2,3}m = SG

dir. Simdi
F={f:5G" " R f(;) = folpr), F(p2) = folpa), F(s) = fo(ps)}

fonksiyon uzayimn tammlayalim. f,g € F olmak tizere

d(f,9) = max{|f(z) — g(z)|}

z€SG

metrigi ile (F,d) bir tam metrik uzaydir. Simdi tamamen V; dekine ben-
zer mantikla (F,d) tam metrik uzay: iizerinde biiziilme olacak gekilde uy-
gun bir operatér tamimlayalim. Daha sonra biiziilme teoremi geregince bu
operatoriin sabit noktasinin istenilen kendine benzer fonksiyon olmasini isteye-
cegiz. Dolayisiyla bu mantikla hareket edersek (F, d) uzay izerinde f € F ve
T € u,(SG) igin

(THE) = 0w f(uz! (@) +Bun for(ug! (2) +Bunfor(uz (@) +Busfos (uz' 2)

seklinde bir 7 operatorii tanimlamak yerinde olacaktir. 7 operatoriiniin sabit

noktasimin Vi da fy ile aymi degerleri almasim istedigimizden dolayi, 7 f in de
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Vi da fo ile aym degerleri almasi gerekmektedir. Bu dogrultuda p, (w), pz(w)

ve ps(w) noktalar: igin istenilen esitlikleri yazarsak

folpi(w)) = Tf(p(w))
= awf(ug' (p1(w))) + Bur for (ug (01 (w))) + Bus foa(ug (p1(w)))
+Busfos(ug' (1 (w)))
fo(p2(w)) = T f(pa(w))
= awf(uy (p2(w))) + Bur for (v (P2(w))) + Bz foa(uy (p2(w)))
+Buus fos (ug (p2(w)))
folps(w)) = T f(ps(w))
= o f(uy! (p3(w))) + Bur for (ug" (P3(w))) + By foa (g (ps(w)))
+Busfos(uy (ps(w)))

elde edilir. u,,'(p1(w)) = p1, ug,' (p2w)) = P2, uy! (ps(w)) = ps

fa(m) = 1, fu(p2) = for(ps)
foo(p2) = 1, foa(p1) = foz(ps)
fos(ps) = 1, fos(p1) = fos(p2)

0
0
0

oldugundan yukaridaki esitlikler

folpr(w)) = owf(p1) + Bus
fo(p2(w)) = wf(p2) + Bue
fo(ps(w)) = owf(ps) + Bus

haline doniigiir. Ayrica f € F oldugundan f(p1) = fo(p1), f(p2) = fo(p2)
ve f(ps) = fo(ps) dir. Bu ifadeler de yukaridaki esitliklerde yerine yazilarak

Bt Buwas Bus degerleri a,, ye bagh olarak ¢oziiliirse

Bwr = folm(w)) — awfo(p1)
Buz = fo(pa(w)) — 0w fo(p2)
Bus = fo(ps(w)) — awfo(ps)
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olarak bulunur O halde 7 operatérii #' € u,(SG) igin

(THE) = awfluz'(@)) + [folpr(w)) — cwfolpr)] for (ug' ()
+[fo(p2(w)) — awfo(p2)] for(uz'(z'))
+[fo(ps(w)) — o fo(ps)] fos(uy (z))

olarak elde edilir. imdi f € F iken 7 f € F oldugunu goérelim. Bunun igin
oncelikle i = 1,2, 3 icin

(Tf)(Pz) = fO(pi)

oldugunu daha sonra da 7 f in SG nin tamamut iizerinde siirekli bir fonksiyon

oldugunu gostermeliyiz. Simdi

(T )(p1) = fo(pl)

oldugunu goérelim. w = 11---1 olmak iizere p; € u,, oldugundan

(Th)(p1) = owf(uy (01))+ [fo(pr(w)) — awfo(pr)] for(ug' (p1))
+{fo(p2(w)) — aw fo(p2)] for (ug ' (p1))
+[fo(ps(w)) — aw fo(ps)] fos(uy (1))

dir. p;(w) = uw(p:) oldugundan u ! (p;(w)) = p; ve w =11---1 i¢in py(w) =
p1, for(p1) = 1, foa(p1) = fos(p1) = O oldugundan

(T£)(p1) = awfolp1) + [folp1) — awfo(p1)] = fo(p1)
dir. Benzer gekilde w = 22 - -2 olmak iizere p, € u,,(SG) dir. O halde
(THp2) = awf(ug(p2)) + [folpr(w)) — cwfolpr)lfor (uy (p2)

+[fo(p2(w)) — w fo(p2)] foa (ug' (B2))
+[fo(ps(w)) — cw fo(ps)) fos (g (p2))

dir.
u (p2) = pa, p2(W) = Py

foo(p2) = foa(p2) =0, for(p2) =1
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oldugundan

(7 f)(p2) = cwfo(p2) + [fo(p2) — awfo(p2)] = folp2)

olarak elde edilir. w = 33---3 i¢in p3 € u3z(SG) oldugundan

(TH@) = cwfluy'(ps)) + [folpr(w)) — o folpr)]for (uy (ps))
+[fo(p2(w)) — o fo(p2)] for(uy' (ps))
+[fo(ps(w)) — o fo(p3)] fos (ug' (ps))
dir.
Uy (ps) = ps, p3(w) = s
Jor(ps) = foa(ps) = 0, fos(ps) = 1

oldugundan

(T f)(ps) = e f(p3) + [fo(p3) — cwfo(ps)] = fo(ps)

dir. Simdi 7 f in SG nin tamam {izerinde siirekli oldugunu gosterelim. 7 f
her bir w € {1,2,3}™ i¢in u,(SG) de stireklidir. 7 f, Vi/Vp daki noktalarda
iki farkli bicimde belirlidir. 7 f in siirekli hatta daha 6nce fonksiyon olabilmesi
icin bu farkli belirlemeden elde edilen degerlerin aym oldugunu goérmeliyiz. Bu
durumda 7 f zaten siirekli olacaktir. Simdi keyfi bir p;(w) € Vi/V; alahm. Bu

durumda
pi(w) = p;(w’)
olacak gekilde j = 1,2,3 ve w' € {1,2,3}™ vardir. 7f in tammlamsindan
dolay1
T f(pi(w)) = fo(pi(w))
T f(ps(w) = fo(p;(w))

dir. p;(w) = p;(w') ve' fo bir fonksiyon oldugundan dolay:

fo(pi(w)) = folps(w))

dir. Yani
T f(pi(w)) = Tf(p;(w))
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dir. Yani 7 f stireklidir. Simdi |a,,| < 1 icin 7 nin bir biiziilme déniisiimii
oldugunu gosterelim. 7 f,7¢g € F oldugundan

d(T{,Tg) = max{|(Tf)(z) - (Tg)()|}
seklindedir. Keyfi bir ' € u,,(SG) icin
(THE) = (TOE)| = loul [f51E) - 9(uz @)
< owld(f,9)
dir.

s = weﬁgﬁ;}m{lawl}

olmak tizere |s| < 1 dir. O halde z € SG igin

(TF) (=) — (T9)(z)| < sd(f,9)

dir. Sonug olarak
dTf,Tg) < sd(f,9)

dir, yani 7 |a,| < 1 igin biiziilmedir. Biiziilme teoremi geregince
Tf* —_ f*

olacak sekilde bir tek f* € F vardir ve f* |y, = fo dir. Budurumda 8,1, B2, Buws
bulunan degerler olmak tizere 7 € u,(SG) w € {1,2,3}™ icin

&) = awf* (@) + Bur for (uz (@) + Buafor(wsH (@) + Busfoa(ui! (2)

dir. Yani f* kendine benzerdir. m

V4 dekine benzer olarak Yw € {1,2,3}™, oy, = 0 olmas1 durumunda aranan
kendine benzer fonksiyon her bir wu,(SG) kigik ticgenine verilen fy
fonksiyonunun degerleri ile harmonik olarak genisleyen pargali harmonik fonksiyon-

dur.
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