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2003, 124 Sayfa 

Bu tezde, aralık üzerinde tanımlı kompakt, konveks küme değerli 

dönÜ§Ümler için konveks devam tanımlanmı§, konveks devamın varlığı 

ara§tırılmı§ ve konveks devamın olmadığı durumlar incelenmi§tir. Ayrıca 

konveks devamın maksimallik özelliği ele alınmı§, küme değerli 

dönÜ§Ümlerin konveks devamının varlığı ile Lipschitz sürekliliği arasındaki 

bağlantı ara§tırılmı§tır. Bunun yanında verilen küme değerli dönÜ§ÜmÜn 

değer kümelerine uzaklığı, verilen değeri geçmeyen erİ§im kümelerine 

sahip diferansiyel içermenin bulunması problemi ele alınmı§tır. Problem, 

önce verilen dönÜ§ÜmÜn afin tüp olduğu özel durum için çözülmÜ§tÜr. 

Sonra özel durum için sunulan yöntem kullanılarak kompakt, konveks 

değerli, sürekli küme değerli dönÜ§Ümler için çözüm verilmi§tir. 

Anahtar Kelimeler: Konveks Devam, Küme Değerli DönÜ§Üm, 

Diferansiyel İçerme, Eri§im Kümesi, integral Tünel. 

Anadolu Oniversites 
Merkez l{ütüphane 



ABSTRACT 

PhD Thesis 

CONVEX CONTINUATION OF 

THE CONVEX SET VALUED MAPS 

AND 

APPLICATIONS 

TO THE DIFFERENTIAL INCLUSION THEORY 

SERKAN ALİ DÜZCE 

Anadolu University 

Graduate School of Natural And Applied Sciences 

Mathematics Program 

Supervisor: Assoc. Prof. Kh.G. GUSEINOV 

2003, 124 Pages 

In this thesis, convex continuation for the compact, convex set valued 

maps on an interval was defined, existence of the convex continuation of 

the compact, convex set valued maps was studied and the cases which 

there is no convex continuation were investigated. Maximality of the 

convex continuation was also considered. The relation between the 

existence of the convex continuation of the compact, convex set valued 

maps and the Lipschitz continuity of the set valued maps was 

investigated. Finally, an inverse problem of the differential inclusion 

theory was considered. lt is required to define a differential inclusion so 

that the Hausdorff distance between the reachable sets of this inclusion 

and the value sets of the given set valued map does not exceed the given 

value. Asa first step, the problem was solved for a special case where the 

set valued map is an affine tube. Then, on generalizİng this approach, 

a solution was obtained for the compact, convex valued, continuous set 

valued maps. 

Keywords: Convex Continuation, Set Valued Map, Differential 

Inclusion, Reachable Set, Integral Funnel. 
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI 

llxll 

B 

B 

( x, y) 

B(xo, 6) 

B(xo, 6) 

d(x, A) 

C([to, B], lRn) 

K (JRn) 

h(E, F) 

X(to, xo) 

X(to, Xo) 

X(t; to, xo) 

X(t; to, Xo) 

H(to, xo) 

H(to, Xo) 

n+v(t, x) 

n-v(t, x) 

Gerçel sayılar kümesi 

n-boyutlu Oklid uzayı 

x vektörünün Öklid normu 

JRn uzayının açık birim yuvarı 

JRn uzayının kapalı birim yuvarı 

x ve y vektörlerinin iç çarpımıarı 

x0 noktasının açık 6 komşuluğu 

x0 noktasının kapalı 6 komşuluğu 

x noktasının A kümesine uzaklığı 

[t0 , B] aralığından lRn uzayına tanımlı, sürekli fonksiyonlar uzayı 

lRn uzayının boş olmayan, kompakt alt kümeleri uzayı 

E ve F kümeleri arasındaki Hausdorff uzaklığı 

Diferansiyel içermenin x (to) = x0 başlangıç koşulunu 

sağlayan çözümlerinin kümesi 

Diferansiyel içermenin x (to) E X 0 başlangıç koşulunu 

sağlayan çözümlerinin kümesi 

(t0 , x 0 ) başlangıç noktası için diferansiyel içermenin 

t anındaki erişim kümesi 

(t0 , X 0 ) başlangıç kümesi için diferansiyel içermenin 

t anındaki erişim kümesi 

Diferansiyel içermenin (t0 , x 0 ) noktasından çıkan integral tüneli 

Diferansiyel içermenin (t0 , X 0 ) kümesinden çıkan integral tüneli 

V ( ·) küme değerli dönüşümünün ( t, x) noktasındaki 

üst sağ türev kümesi 

V(·) küme değerli dönüşümünün (t, x) noktasındaki 

üst sol türev kümesi 
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. . 
GIRIŞ 

Küme değerli analiz matematiğin çe§itli dallarda pek çok uygulaması olan 

çağda§ alanlarından biridir. K üm e değerli analizin temel tanım ve konuları 

ilk olarak kontrol sistemleri teorisindeki bazı problemlere çözüm aranırken 

ortaya konmu§tur. O yıllardan bugüne küme değerli analiz, matematiğin 

önemli dallarından biri haline gelmi§tir. 

Fizik, ekonomi, mekanik ve daha birçok uygulama alanında ortaya çıkan 

problemlere çözüm aranırken kar§ıla§ılan dönÜ§Ümler tek değerli olmayabilir ya 

da bulunan fonksiyonlar diferansiyellenebilir olmayabilir. Bu tür problemierin 

çözümlerinin ara§tırılmasında klasik analizin yöntemleri yetersiz kalmaktadır. 

Bu nedenle diferansiyellenebilir olmayan fonksiyonlar ve küme değerli 

dönÜ§Ümler için yeni metodlar geli§tirilmesi gerekmi§tir. Bugün, klasik 

analizin birçok problemi, küme değerli analiz kapsamında incelenmektedir. 

Küme değerli dönü§ümlerin alttan yarı sürekliği, üstten yarı sürekliği (bkz. 

[1- 6] ), diferansiyeli ve türev kümeleri (bkz. [1, 7- 19]), alt yarı sürekli 

fonksiyonlar için ortalama değer e§itsizliği (bkz. [20 - 22]), küme değerli 

dönÜ§Ümlerin sabit noktalarının, denge noktalarının varlığı (bkz. [23- 31]), 

küme değerli dönÜ§Ümlerin integralleri (bkz. [1, 32- 37] ), bu problemlere 

hemen verilebilecek örneklerden birkaçıdır. 

Sadece klasik analizin bilinen problemlerini genel formda incelemekle 

kalmayan küme değerli analiz, bugün kendine ait konuları da ara§tırmaktadır. 

Bu konular arasında küme değerli dönÜ§Ümlerin parametrelendirilmesi (bkz. 

[1, 38- 40]), küme değerli dönÜ§Ümlerin sürekli, ölçülebilir, Lipschitz türü 

selektörlerinin varlığı (bkz. [1, 41- 50]), konveks, monoton küme değerli dö­

nÜ§Ümlerin özellikleri (bkz. [50- 54]) sayılabilir. 

Küme değerli analizin uygulama bulduğu alanlardan biri de diferansiyel 

içermeler teorisidir. Diferansiyel içermeler iki açıdan ele alınabilir. İlk olarak 

diferansiyel ıçerme, sağ tarafı küme değerli dönÜ§Üm olan diferansiyel 

denklemdir. Ikinci olarak davranı§ı diferansiyel denklemle verilen kontrol 
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sisteminin genel formudur. Diferansiyel içermeler ilk olarak (bkz. [55, 56])'da, 

sağ tarafı küme değerli dönÜ§Üm olan diferansiyel denklemler olarak 

incelenmi§, daha sonra (bkz. [44, 57])'de, sağ tarafı durum vektörüne göre 

süreksiz diferansiyel denklemler için Cauchy probleminin çözümlerinin varlığı 

ara§tırılırken altyapı olarak kullanılmı§tır. 

60'lı yıllarda diferansiyel içermeler için Cauchy probleminin çözümlerinin 

varlığı, eri§im kümeleri ve integral tünelin kapalılığı, kompaktlığı, bağlantılılığı, 

çözümler kümesinin ba§langıç ko§ullarına bağımlılığı ara§tırılmı§tır 

(bkz. [44, 58- 63]). 70'lerde diferansiyel içermeler bir kontrol sistemi olarak 

incelenmeye ba§lanmı§, davranı§ı diferansiyel içerme olarak verilen kontrol 

sistemleri için Pontryagin maksimum prensibi kanıtlanmı§tır 

(bkz. [21, 64, 65]). Bunu 80'lerde diferansiyel içermelerin evalusyon denklem­

lerinin bulunu§u (bkz. [66, 67]), çözümlerin viability özelliklerinin inceleni§i 

izlemi§tir (bkz. [7, 68- 76]). 80'li yılların sonu ve 90'lı yıllarda diferansiyel 

içermelerin viability özelliği, diferansiyel oyunlar teorisi ve Hamilton-Jacobi 

denklemleri teorisinde çe§itli uygulama alanları bulmu§tur (bkz. [77 - 86]). 

Verilen bir diferansiyel oyunun değer fonksiyonuna, bir ba§ka Hamilton-Jacobi 

denkleminin bir viscosi ty (veya minimaks) çözümü kar§ılık getirile bileceği ve 

tersine verilen bir Hamilton-Jacobi denkleminin bir viscosity çözümünün, bir 

ba§ka diferansiyel oyunun değer fonksiyonu olduğu kanıtlanmı§tır 

(bkz. [84, 87- 89]). Böylece diferansiyel oyunlar teorisi ve Hamilton-Jacobi 

denklemleri teorisi arasındaki sıkı bağ ortaya çıkarılmı§tır. 

Diferansiyel içermelerin eri§im kümeleri ve integral tünelinin özellikleri, 

eri§im kümeleri ve integral tünellerinin nümerik hesaplanması konuları geni§ 

kapsamlı olarak ara§tırılmı§ konulardır (bkz. [90 - 98]). 

Tez be§ bölümden olu§maktadır. İlk bölümde tezde yapılan ara§tırmalar 

kapsamında konveks analiz, küme değerli analiz ve diferansiyel içermeler 

teorisinin bazı temel tanım ve teoremleri verilmi§tir. 

İkinci bölümde konveks küme değerli dönÜ§Ümler için devam tanımı 

verilmi§, konveks, kompakt küme değerli dönÜ§Ümlerin konveks devamının 
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varlığı incelenmiş ve konveks devamın olmadığı durumlar araştırılmıştır. Elde 

edilen sonuçlar, küme değerli dönüşümün türev kümeleri yardımıyla ifade 

edilmiştir. 

Uçüncü bölümde maksirnal konveks devam tanımlanmış ve devamın olduğu 

durumlarda, konveks, kompakt küme değerli dönüşümün maksirnal devamının 

özellikleri incelenmiştir. 

Dördüncü bölümde kapalı, sınırlı aralıkta tanımlanmış konveks, kompakt 

küme değerli dönüşümün konveks devamının varlığı ile bu küme değerli dö­

nüşümün Lipschitz sürekliliği arasındaki ilişki incelenmiştir. Konveks küme 

değerli dönüşümlerin Lipschitz sürekliliği [99- 101 ]'de araştırılmıştır. Kapalı, 

sınırlı kümede tanımlı konveks küme değerli dönüşümler bu aralıkta Lipschitz 

sürekli olmayabilir. Tez'de kapalı, sınırlı aralıkta tanımlı ve konveks devamı 

olan konveks küme değerli dönüşümlerin bu aralıkta Lipschitz sürekli olduğu 

kanıtlanmıştır. Tersine değerlerinin içi boş olmayan, Lipschitz sürekli, konveks, 

kompakt küme değerli dönüşümün konveks devamının varlığı da kanıtlanmış­

tır. 

Beşinci bölümde diferansiyel içermeler teorisinin bir ters problemi incelen­

mektediL Verilen konveks, kompakt değerli küme değerli dönüşümün değer 

kümelerine Hausdorff uzaklığı c sayısını geçmeyen erişim kümelerine sahip bir 

diferansiyel içermenin bulunması problemi ele alınmıştır. Bu türden problem­

Ierin çözümü, matematiksel modellernede faz durumu kesin ölçülemeyen belir­

siz kontrol sistemlerin dinamiğinin bulunması için kullanılabilir. Ters problem 

[99 - 101 ]'de incelenmiştir. [102]'de grafiği konveks, kompakt küme değerli 

dönüşümler için problem çözülmüştür. Tezde, problem önce verilen küme 

değerli dönüşümün afin tüp olduğu özel durumda, sonra da özel durum için 

sunulan yöntem uygulanarak konveks, kompakt değerli, sürekli küme değerli 

dönüşümler için çözülmüştür. 
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.. . . 
1 ON BILGILER 

Bu bölümde analiz, konveks analiz, küme değerli analiz ve diferansiyel 

içermeler teorisinin sonraki bölümler için gerekli olan bazı temel tanım ve 

teoremleri verilecektir. 

ı. ı Temel Tanım ve Teoremler 

JRn ile n-boyutlu Öklid uzayı, x = (xı, ... , Xn) E JRn ve y = (Yı, ... , Yn) E 

JRn için 

llxll = ~'f;xl 
ile x vektörünün normu, 

n 

(X' y ) = L X i . Yi 
i= ı 

ile x ve y vektörlerinin iç çarpımıarı gösterilsin. Açıktır ki, llxll = J ( x, x) 

olur. 

A c JRn olmak üzere, A ile A kümesinin kapanışı, oA ile sınırı, int(A) ile 

içi, co(A) ile kapalı konveks zarfı gösterilsin. 

JRn'nin açık birim yuvarı B, kapalı birim yuvarı B ve JRn'nin birim küresi 

üzerindeki noktalar da S ile gösterilsin. Yani, 

olsun. 

x0 E JRn ve 6 > O olmak üzere, x0 noktasının açık 6 komşuluğu 

B(xo, 6) = {x E JRn lllx- xoll < 6} 

ve x0 noktasının kapalı 6 komşuluğu 

B(xo, 6) = {x E JRn lllx- xoll :::; 6} 

ile gösterilsin. 
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Bunların dışında, x noktasının A kümesine uzaklığı 

d(x, A) = inf llx- all 
aEA 

olarak tanımlanır. 

K(JRn) ile JRn uzayının boş olmayan, kompakt alt kümelerinin ailesi göste­

rilsin. 

Kümeler için cebirsel toplam ve skaler ile çarpma aşağıdaki gibi tanımlanır. 

Tanım 1.1.1. E, F C JRn olmak üzere 

{e+ f 1 e E E, fE F} 

kümesine E ile F kümesinin cebirsel toplamı denir ve E + F ile gösterilir. 

K(JRn) küme ailesi, kümelerin cebirsel toplamı işlemine göre kapalıdır. Yani 

olur. 

E, F, G E K (JR n) olmak üzere 

1. E+F=F+E 

2. E+(F+G) = (E+F)+G 

eşitlikleri kolayca doğrulanır. 

Tanım 1.1.2. E C JRn olmak üzere 

{.X·eleEE} 

kümesine E kümesinin ,\ E JR ile çarpımı denir ve ,\ · E ile gösterilir. 

K(JRn) küme ailesi, kümelerin skaler ile çarpımına göre kapalıdır. Yani 

olur. 

\::1 a, j3 E JR ve E, FE K(JRn) için aşağıdakiler doğrudur. 
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1. a · ({3 · E) = ( aj3) · E 

2. ı· E= E 

3. a ·(E+ F) = a ·E+ a · F 

4. (a + {3) ·E ca· E+ j3 ·E. 

Önerme 1.1.3. a, j3 ~O ve E E K(Rn) konveks küme ise 

( a + {3) · E = a · E + j3 · E 

olur. 

C ([a, b], Rn) ile x (-) : [a, b] --+ Rn sürekli fonksiyonların kümesi gösterilsin. 

x(·) E C([a,b],Rn) için 

ll x (-) ll c = max ll x ( t) ll 
tE[a,b] 

olsun. C ([a, b], Rn) kümesi ll·llc ile normlu uzaydır. 

Aşağıdaki önerme Rn uzayındaki kümelerin kompaktlığını karakterize et­

mektedir. 

Onerme 1.1.4. A c Rn kümesinin kompakt olması için gerek ve yeter koşul, 

A kümesinin kapalı ve sınırlı olmasıdır. 

f (-) : [a, b] --+ Rn fonksiyonunun mutlak sürekliliği aşağıdaki gibi tanımlanır. 

Tanım 1.1.5. f (-) : [a, b] --+ Rn olsun. V c > O ve [a, b] aralığının ikişer ikişer 

ayrık keyfi (ai, bi), (i = ı, 2, ... , k) alt aralıkları için :E:==ı (bi - ai) < 6 iken 

k 

L llf(bi) - f(ai) ll <c 
i==ı 

olacak biçimde 6 = 6(c) > O sayısı varsa, f (-) fonksiyonuna [a, b] aralığında 

mutlak sürekli fonksiyon denir. 

Yukarıdaki tanımdan mutlak sürekli fonksiyonlar aynı zamanda düzgün 

süreklidir. Ancak bunun tersi doğru değildir. 
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Tanım 1.1.6. f (·) : [a, b] --+ IRn bir fonksiyon olsun. Her tı, t2 E [a, b] için 

olacak şekilde L > O sayısı varsa, f ( ·) fonksiyonuna L sabiti ile Lipschitz 

sürekli fonksiyon denir. 

Tanım 1.1. 7. f ( ·) : IR m --+ IR n bir fonksiyon olsun. H er D C IR m sınırlı 

kümesi ve her xı, x 2 E D için 

olacak şekilde L = L(D) > O sayısı varsa, f (·) fonksiyonuna yerel Lipschitz 

fonksiyon denir. 

Mutlak sürekli fonksiyonların tanımından aşağıdaki önermeler elde edilir. 

Önerme 1.1.8. f (-) : [a, b] --+ IRn fonksiyonu Lipschitz sürekli ise [a, b] ara­

lığında mutlak süreklidir. 

Önerme 1.1.9. u(·) : [a, b] --+ IR integraZlenebilir fonksiyon ve her t E [a, b] 

ıçın 

f(t) =lt U(T) dT 

ise, f ( ·) : [ a, b] --+ IR mutlak sürekli fonksiyondur. 

f ( ·) : IR n --+ IR fonksiyonunun konveksliği aşağıdaki gibi tanımlanır. 

Tanım 1.1.10. Va, (3 ~ O, a + (3 = 1 ve xı, x2 E IRn için 

eşitsizliğin i sağlayan f ( ·) : IR n --+ IR fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. 

Teorem 1.1.11. {53, 103} f (·) : IRn --+ IR konveks fonksiyon ise yerel 

Lipschitzdir. 
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Önerme 1.1.12. {103} K C JRn kapalı, konveks bir küme ve y0 tJ. K olsun. O 

zaman llxo- Yoll = d(yo, K) olacak şekilde bir tek Xo E K vardır ve her x E K 

ıçın 

(xo- Yo,Xo- x) :S O (1.1.1) 

eşitsizliği sağlanır. Tersine x0 E K olmak üzere her x E K ıçın (1.1.1) 

eşitsizliği sağlanıyorsa, 

llxo- Yoll = d(yo, K) (1.1.2) 

olur ve (1.1.2) eşitsizliğini sağlayan x0 E K tektir. 

1.2 Küme Değerli DönÜ§Ümler. Süreklilik Kavramı ve 

Tür ev K üm el eri 

Bu bölümde küme değerli analizin temel tanımları verilecek ve konu ile 

ilgili bazı teoremler ifade edilecektir. 

Aşağıda JRn'de verilen iki küme arasındaki Hausdorff uzaklığı tanımlanmak­

tadır. 

Tanım 1.2.1. E, F C JRn olsun. 

h( E, F) =max {sup d(x, F), sup d(y, E)} 
xEE yEF 

sayısına E ve F kümeleri arasındaki H ausdorff uzaklığı denir. 

Hausdorff uzaklığı aşağıdaki özellikleri sağlar. 

ı. Her E C ]Rn için h(E, E) =O, 

ıı. E, F c JRn için h( E, F) =O{::} E= F, 

iii. Her E, F c JRn için h( E, F) ~O, 

ıv. Her E, F, G c JRn için h(E, F) :S h(E, G) + h(G, F). 
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ii. koşulundan E, F c nın ve E =f. F için h( E, F) = O olabileceği görül­

mektedir. Bu nedenle yukarıdaki gibi tanımlanan h fonksiyonu 2JRn üzerinde 

yani, nın uzayının tüm alt kümelerinin oluşturduğu küme üzerinde bir metrik 

değildir. 

h(·) : K(nın) x K(nın)--+ [0, oo) fonksiyonu metrik koşullarını sağlar. Yani 

(K (nın), h) bir metrik uzaydır. 

Çoğu zaman iki küme arasındaki Hausdorff uzaklığının bulunması için 

aşağıdaki önerme kullanılır. 

Önerme 1.2.2. E, FE K(nın) olsun. 

h( E, F) = inf{r > O ı E c F + r ·B , F c E+ r ·B} 

olur. 

Aşağıda küme değerli dönüşüm kavramı tanımlanmıştır. 

Tanım 1.2.3. A C nın ve her x E A için F(x) C nım olsun. Bu durumda, 

F(·) dönüşümüne küme değerli dönüşüm ya da küme değerli fonksiyon denir 

ve F(·) : A--+ nım şeklinde gösterilir. Ayrıca 

{ (X, y) E A X nı m ı y E F ( x)} 

olarak tanımlanan kümeye F(·) küme değerli dönüşümünün grafiği denir ve 

gr F ( ·) ile gösterilir. 

Süreklilik 

Fonksiyenlara benzer olarak küme değerli dönüşümler için de süreklilik 

tanımı verilebilir. 

Tanım 1.2.4. A C nın olmak üzere F(·) : A--+ K(nım) ve x 0 E A olsun. Her 

c > O sayısına karşılık keyfi x E B ( x 0 , 6) için 

h(F(x), F(x0)) <c 

olacak şekilde 6 = 6(c, x0 ) >O sayısı varsa, F(·) küme değerli dönüşümüne x 0 

noktasında süreklidir denir. 
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F(·) küme değerli dönüşümü her x 0 E A noktasında sürekli ise F(·) küme 

değerli dönüşümü A kümesinde süreklidir denir. 

Önerme 1.2.2 uyarınca F(·) küme değerli dönÜ§Ümü x0 noktasında sürekli 

ise verilen V c > O için x E B ( x0 , 6) iken 

F(x) c F(x0 ) +c· B 

F(xo) C F(x) +c· B 

olacak biçimde 6 > O vardır. 

Tanım 1.2.5. A C Rn olmak üzere F(·) : A--? K(Rm) ve x 0 E A olsun. Her 

c > O sayısına karşılık keyfi x E B(x0 , 6) için 

F(x) C F(x0 ) +c· B 

olacak şekilde 6 = 6(c, x 0 ) >O sayısı varsa, F(·) küme değerli dönüşümüne x 0 

noktasında üstten yarı süreklidir denir. 

Tanım 1.2.6. A C Rn olmak üzere F(·) : A--? K(Rm) ve x 0 E A olsun. Her 

c > O sayısına karşılık keyfi x E B(x0 , 6) için 

F(xo) c F(x) +c· B 

olacak şekilde 6 = 6(c, x 0 ) >O sayısı varsa, F(·) küme değerli dönüşümüne x 0 

noktasında alttan yarı süreklidir denir. 

Açıktır ki, F(·) küme değerli dönÜ§Ümü, x0 E A noktasında hem alttan 

hem de üstten yarı sürekli ise x0 E A noktasında sürekli olur. 

Yine fonksiyonlarda olduğu gibi küme değerli dönÜ§Ümler için de Lipschitz 

süreklilik tanımı yapılabilir. 

Tanım 1.2.7. F(·) : Rn--? K (Rm) olsun. Her x, yE Rn için 

h(F(x), F(y)) ~ L //x- y/1 

olacak şekilde L > O sayısı varsa, F(·) küme değerli dönüşümüne L sabitiyle 

Lipschitz koşulunu sağlıyor veya L sabitiyle Lipschitz süreklidir denir. 
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Konveks küme değerli dönüşüm ve kompakt küme değerli dönüşüm tanımları 

aşağıda verilmiştir. 

Tanım 1.2.8. A C ]Rn konveks küme olmak üzere F(·) : A ---7 K (:~Rm) küme 

değerli dönüşümünün grafiği konveks küme ise F(·) küme değerli dönüşümü 

konvekstir denir. 

Tanım 1.2.9. A C ]Rn olmak üzere F(·) : A ---7 K (:~Rm) küme değerli dö­

nüşümünün grafiği kompakt küme ise F(·) küme değerli dönüşümü kompaktır 

denir. 

Onerme 1.2.10. A C ]Rn konveks küme olmak üzere F (·) : A ---7 K (:~Rm) 

küme değerli dönüşüm olsun. F ( ·) küme değerli dönüşümünün konveks olması 

için gerek ve yeter koşul her ,\ E [O, 1] ve her xı, x2 E JRn için 

(1.2.3) 

içermesinin sağlanmasıdır. 

Kanıt. (::::}) A C ]Rn konveks küme olmak üzere F ( ·) : A ---7 K (:~Rm) konveks 

küme değerli dönüşüm olsun. ,\ E [O, 1] ve xı, x2 E A için (1.2.3) içermesinin 

sağlandığı kanıtlanmalıdır. 

yE ,\ · F (xı) + (1- .-\) · F (x2) (1.2.4) 

olarak alınsın. O zaman y = ,\·Yı+ (1- .-\) · y2 olacak biçimde Yı E F (xı), 

Y2 E F(x2) vardır ve (xı,Yı) E grF(·), (x2,y2) E grF(·) olur. A C JRn 

konveks olduğundan 

A . Xı + (1 - .X) . X2 E A 

ol ur. F ( ·) : A ---7 K (:~Rm) konveks küme değer li dönüşüm old uğundan gr F ( ·) c 

A x ]Rm konveks kümedir. O halde 

olur. Buradan 

,\ · (xı,Yı) + (1- .X)· (x2,Y2) E grF(·) 

,\·Yı+ (1- .-\) · Y2 E F (.-\ · Xı + (1- .-\) · x2) 

ll 



ve (1.2.3) uyarınca 

olduğu elde edilir. Bir başka deyişle (1.2.3) içermesi sağlanır. 

( .ç:::) Tersine her A E [O, ı] ve her X ı, x2 E A için (1.2.3) içermesi sağlansın. 

gr F ( ·) C A x JR m kümesinin konveks olduğu kanıtlansın. ( xı, Yı) E gr F ( ·) , 

(x2, Y2) E grF (-) ve A E [0, ı] olsun. O zaman Yı E F (xı), y2 E F (x2) ve 

,\ · xı +(ı - -\) · x2 E A olur. Buradan 

,\·Yı+ (ı--\) · Y2 E ,\ · F (xı) +(ı--\) · F (x2) 

ve (1.2.3) uyarınca ,\ E [0, ı] için 

A ·Yı+ (ı--\) · Y2 E F (-\ · xı +(ı--\) · x2) 

olduğu bulunur. Bu ise 

(-\ · xı +(ı--\)· x2, A ·Yı+ (ı--\)· Y2) E grF (·) 

,\ · (xı,Yı) +(ı--\)· (x2,y2) E grF(·) 

olması demektir. Bir başka deyişle gr F ( ·) C A x ]Rm konveks kümedir. 

Tür ev K üm e leri 

K C JRn kapalı bir küme olsun. V x E JRn için 

T}I(x) ={rE ]Rn Iliminf ~ d(x + c5. r, K)= o} 
6-tü+ u 

T}((x) = {rE lRn 1 lim ~ d(x + c5 · r, K) =o} 
6-to+ u 

olarak tanımlansın. 

Tanım 1.2.11. [B] T}f(x) (T/((x)) kümesine K kümesinin x noktasındaki üst 

(alt) contingent konisi adı verilir. 

Önerme 1.2.12. K C JRn kapalı küme olmak üzere V x E JRn için T}f (x), T/((x) 

kümeleri kapalıdır. 
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• x rf. K ise T}I (x) = 0, Tf((x) = 0, 

• x E intK ise T}I(x) = IRn, Tf((x) = IRn. 

Önerme 1.2.13. T}I(x), Tf((x) kümeleri konidir. 

Bir küme değerli dönüşümün alt ve üst diferansiyeli tanımları aşağıda ve­

rilmiştir. 

Tanım 1.2.14. [1] V(-) : [a, b] -+K (IRn) herhangi bir küme değerli dönüşüm 

olsun. p E IR olmak üzere grafiği T{j ( t, x) C IRn+ı kümesiyle aynı olan 

küme değerli dönüşümüne V ( ·) küme değerli dönüşümünün ( t, x) noktasındaki 

üst diferansiyeli denir. 

Tanım 1.2.15. [1] V(·) : [a, b] -+K (IRn) herhangi bir küme değerli dönüşüm 

olsun. p E IR olmak üzere grafiği T{: ( t, x) C IRn+l kümesiyle aynı olan 

küme değerli dönüşümüne V(·) küme değerli dönüşümünün (t, x) noktasındaki 

alt diferansiyeli denir. 

(t,x) E [a,b] x IRn olmak üzere, 

DuV(t, x)ı(1) = rE IRn ı ::l xk E V(tk), tk > t, lim = r 
{ 

Xk- X } 

tk-tt+ tk - t 

kümesine V(·) dönüşümünün (t, x) noktasındaki üst sağ türevi, 

DLV(t,x)ı(1) = {rE IRn ı ::Jx(T) E V(T), T > t, lim x(T)- x = r} 
7--tt+ T-t 

kümesine V(·) dönüşümünün (t, x) noktasındaki alt sağ türevi, 

DuV(t,x)ı(-1) = rE IRn ı ::Jxk E V(tk), tk< t, lim = r 
{ 

Xk- X } 

tk--+t- tk - t 

kümesine V(·) dönüşümünün (t, x) noktasındaki üst sol türevi, 

DLV(t,x)ı(-1) = {rE IRn ı ::Jx(T) E V(T), T < t, lim x(T)- x = r} 
7--tt- T-t 

kümesine V(·) dönüşümünün (t, x) noktasındaki alt sol türevi denir. 
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Onerme 1.2.16. Türev kümeleri kapalı kümelerdir. 

Önerme 1.2.17. Aşağıdaki eşitlikler doğrudur. 

DuV(t, x)ı(1) = { rE :!Rn ıliminf ~ d(x + 6 · r, V(t + 6)) =o} 
8--+o+ u 

DLV(t, x)ı(1) = { rE :!Rn ı lim ~ d(x + 6 · r, V(t + 6)) =o} 
8-tO+ u 

DuV(t, x)ı( -1) = { rE :!Rn ıliminf ~ d(x- 6 · r, V(t- 6)) =o} 
8--+o+ u 

DLV(t, x)ı( -1) = { rE :!Rn ı lim ~ d(x- 6 · r, V(t- 6)) =o} 
8-tO+ u 

Türev kümelerinin, teğet konilerle bağlantısı a§ağıdaki önermede verilmek­

tedir. 

Önerme 1.2.18. Aşağıdaki içermeler doğrudur. 

DuV(t,x)ı(1) C {rE IR ı (1,r) E T{f(t,x)} 

DLV(t,x)ı(1) C {rE :!Rn ı (1,r) E Tt(t,x)} 

DuV(t,x)ı(-1) C {rE :!Rn ı (-1, -r) E T{f(t,x)} 

DLV(t,x)ı(-1) C {rE :!Rn ı (-1,-r) E Tt(t,x)} 

Eğer V(·) küme değerli dönÜ§ÜmÜ Lipschitz ko§ulunu sağlıyorsa yukarıdaki 

içermeler e§itliğe dönÜ§Ür. 

( t, x) E int (gr V ( ·)) ise türev kümelerinin tamamı :!Rn, ( t, x) ~ gr V ( ·) ise 

bo§ küme olur. f türevlenebilir fonksiyon ve Vt E [a, b] için V(t) = {f(t)} ise 

Vt E (a,b) için 

DLV(t, x)ı (1) = DuV(t, x) ı ( -1) 

DLV(t, x)ı( -1) = { d:~t)} 

olur. Kolaylık olması açısından 

DuV(t, x) ı(1) 

DLV(t, x) ı(1) 

ile gösterilecektir. 

n+v(t,x), 

DtV(t,x), 
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Önerrne 1.2.19. V(·) : [a, b] X ]Rn -+ K(JRn), W(·) : [a, b] X ]Rn -+ K(JRn) 

grafiği kapalı küme değerli dönüşümler, t 1 , t2 E (a, b) ve her t E [t1 , t2] ıçın 

W (t) =V (t) olsun. O zaman \ft E (t1 , t2 ) ve V x E JRn için 

olur. 

D+w(t,x) 

D-W(t, x) 

. 

D+v(t,x), 

D-V(t, x), 

D:w(t, x) = D:v(t, x), 

D;W(t, x) = D;V(t, x) 

1.3 Diferansiyel Içermeler. Varlık Teoremleri ve 
. 
Invaryantlık 

Bu bölümde diferansiyel içermeler teorisinin temel tanımları verilecek ve 

konunun bazı önemli teoremleri ifade edilecektir. 

F(·) : [a, b] x ]Rn -+ K(JRn) küme değerli dönüşüm olsun. 

dx(t) 
~E F(t,x(t)), tE [a,b] (1.3.1) 

ifadesine diferansiyel içerme denir. Burada x (·) : [a, b] -+ ]Rn bilinmeyen 

fonksiyondur. 

Tanım 1.3.1. Hemen her t E [a, b] için (1.3.1) içermesini sağlayan mutlak 

sürekli x (·) : [a, b]-+ JRn fonksiyonuna (1.3.1) diferansiyel içermesinin çözümü 

denir. 

Özel olarak, (1.3.1) diferansiyel içermesinde F(·) küme değerli dönüşümü 

tek değerli ise (1.3.1) diferansiyel içermesi diferansiyel denkleme dönüşür. Yani 

keyfi (t, x) E [a, b] x JRn için F(t, x) = {f(t, x)} ise, (1.3.1) diferansiyel içermesi 

dx(t) 
~ = j(t, x(t)) , tE [a, b] 

diferansiyel denklemine dönüşür. 

(1.3.1) diferansiyel içermesinin t0 E [a, b] olmak üzere x(t0 ) = x0 koşulunu 

sağlayan çözümlerinin bulunması problemine Cauchy problemi denir. Somut 
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olarak, t0 E [a, b] olmak üzere, Cauchy problemini aşağıdaki gibi yazılır. 

x(t) E F(t, x(t)) 

x(to) = xo 

(1.3.2) 

(1.3.3) 

(1.3.2) - (1.3.3) probleminin çözümler kümesi X(t0 , x0 ) ile gösterilsin ve 

t E [a, b] için 

X(t; to, xo) = { x(t) E JRn ı x(·) E X(to, xo)} 

H(to,xo) = {(t,x) E [a,b] X JRn ıx E X(t;to,xo)} 

olarak tanımlansın. X(t; t0 , x0 ) kümesine, (1.3.2) diferansiyel içermesinin (to, x0 ) 

başlangıç noktası için t anındaki erişim kümesi, H(t0 , x0 ) kümesine ise (t0 , x0 ) 

başlangıç noktasından çıkan integral tüneli denir. t 0 E [a, b] ve X 0 c JRn olmak 

üzere, (1.3.2) diferansiyel içermesinin x (to) E X 0 başlangıç koşulunu sağlayan 

çözümler kümesi X(t0 , X0) ile gösterilsin. Yani X(t0 , X0 ) 

x (t) E F(t,x(t)) 

x(to) E Xo 

Cauchy probleminin çözümlerinin kümesi olsun. Açıktır ki, 

olur. 

X(to, Xo) = {x(·) E X(to, xo) ı Xo E Xo} 

X(t; to, Xo) = { x(t) E JRn ı x(·) E X(to, Xo)} 

H(to,Xo) = {(t,x) E [a,b] x JRn ıx E X(t;to,Xo)} 

(1.3.4) 

(1.3.5) 

olsun. X(t; t0 , X0 ) kümesine (1.3.4) diferansiyel içermesinin (to, X0 ) başlangıç 

kümesi için t anındaki erişim kümesi, H(t0 , X 0 ) kümesine (to, X0 ) başlangıç 

noktasından çıkan integral tüneli denir. 

Teorem 1.3.2. [7, 104} F(·) : [a, b] x JRn --+ K(JRn) konveks değerli, alttan 

yarı sürekli dönüşüm ve t0 E ( a, b) olsun. O zaman ( t0 - 8, t0 + 8) aralığında 

(1.3.2) - (1.3.3) Cauchy probleminin çözümü var olacak şekilde 8 > O vardır. 
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Teorem 1.3.3. [7, 104} F(·) : [a, b] x JRn -+ K(JRn) konveks değerli, üstten 

yarı sürekli dönüşüm, t 0 E ( a, b) olsun. O zaman ( t 0 - 6, t 0 + 6) aralığında 

(1.3.2) - (1.3.3) Cauchy probleminin çözümü var olacak şekilde 6 > O vardır. 

Teorem 1.3.4. [7, 104} F(·): [a, b] xlRn-+ K(JRn) konveks değerli, üstten yarı 

sürekli dönüşüm, t 0 E [a, b] ve X 0 C JRn kompakt küme olsun. 

V (t, x) E [a, b] x JRn ve bir c> O sayısı için 

max {11!11 1 f E F(t, x)} ::; c (1 + llxll) (1.3.6) 

eşitsizliği sağlansın. O zaman V x(·) E X(t0 , X 0 ) çözümü tüm [a, b] aralığında 

tanımlanmış fonksiyondur ve 

i. V x(·) E X(to,Xo) için llx(·)llc::; R, 

ii. V tE [a, b], x E X(t; to, Xo) için llxll ::; R, 

iii. V (t, x) E H(to, Xo) için ll(t, x)ll ::; R +Ibi 

olacak biçimde R > O vardır. 

Teorem 1.3.5. [7, 1 04} Teorem 1. 3.4 'ün tüm koşulları sağlansın. O zaman 

X(t0 , X 0 ) çözümler kümesi C ([a, b], JRn) uzayında, H(t0 , X 0 ) integral tüneli 

[a, b] x JRn uzayında ve her tE [a, b] için X(t; t0 , X 0 ) erişim kümesi JRn uzayında 

kompakt kümelerdir. 

V C [t0 , O] x JRn kapalı bir küme, t E [t0 , O] için 

V(t) = {x E lRn 1 (t,x) E V} 

olsun. V kümesinin, 

i: (t) E F (t, x (t)) (1.3.7) 

diferansiyel içermesine göre zayıf invaryantlığı a§ağıdaki gibi tanımlanır. 
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Tanım 1.3.6. [7, 13, 20, 68} V C [t0 , O] x JR.n kapalı kümesi ve (1.3.7) dife­

ransiyel içermesi verilsin. Keyfi (t*, x*) E V noktasına karşılık, her t E [t*, O] 

(tE [t0 , t*]) için x (t) E V (t) olacak biçimde x (·) E X (t*, x*) çözümü varsa, 

V kümesi (1.3.7) diferansiyel içermesine göre sağa (sola) zayıf invaryanttır 

denir. 

Sıradaki teorem, V kümesinin (1.3. 7) diferansiyel içermesine göre zayıf in­

varyantlığını karakterize etmektedir. 

Teorem 1.3.7. [20, 69}F(·): [t0 ,0] x JR.n--+ K(JR.n) küme değerli dönüşümü 

ve V C [t0 , O] x JR.n kapalı kümesi verilsin. 

i. F ( ·) üstten yarı sürekli, 

ii. V (t,x) E [t0 ,0] x JR.n için F(t,x) konveks, 

iii. V (t, x) E [t0 , OJ x JR.n ve bir c> O sayısı için 

max {JJfJJ J fE F(t, x)} ~c (1 + llxll) 

eşitsizliği sağlanıyor olsun. 

V kümesini n, (1.3. 7) diferansiyel içermesine göre sağa zayıf invaryant ol­

ması için gerek ve yeter koşul t < O olmak üzere V (t, x) E V için 

F(t, x) n D+v (t, x) =!=- 0 

olmasıdır. 

V kümesini n, (1.3. 7) diferansiyel içermesine göre sola zayıf invaryant ol­

ması için gerek ve yeter koşul t > t0 olmak üzere V ( t, x) E V için 

F(t, x) n D-v (t, x) =!=- 0 

olmasıdır. 
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Önerme 1.3.8. {105} V C [t0 , B] x JR.n kapalı kümesi (1.3.7) diferansiyel içer­

mesine göre sola zayıf invaryant ve (t0 , x0 ) E V olsun. O zaman V t E [to, B] 

ıçın 

V (t) c X (t; to, xo) 

içermesi sağlanır. 

V kümesinin (1.3. 7) diferansiyel içermesine göre güçlü invaryantlığı aşağıdaki 

gibi tanımlanır. 

Tanım 1.3.9. [7, 13, 20, 68} V C [t0 , B] x JR.n kapalı kümesi ve (1.3.7) dife­

ransiyel içermesi verilsin. Keyfi (t*, x*) E V noktası, keyfi x (·) E X (t*, x*) 

çözümü ve her t E [t*, B] (tE [t0 , t*]) için x (t) E V (t) oluyorsa, V kümesi 

(1.3. 7) diferansiyel içermesine göre sağa (sola) güçlü invaryanttır denir. 

Aşağıdaki teorem V kümesinin (1.3.7) diferansiyel içermesine göre güçlü 

invaryantlığını karakterize etmektedir. 

Teorem 1.3.10. {20, 6g} F (·) : [t0 , B] x JR.n-+ K (JR.n) küme değerli dönüşümü 

ve V C [t0 , B] x JR.n kapalı kümesi verilsin. 

ı. F ( ·) sürekli, 

ı ı. V t* E [ t 0 , B] için F ( t*, ·) : JR. n -+ K (JR. n) yerel Lipschitz, 

iii. V (t, x) E [t0 , B] x JR.n için F (t, x) konveks, 

ıv. V (t, x) E [t0 , B] x JR.n ve bir c> O sayısı için 

max {ll/ll 1 fE F (t, x)} :S c (1 + llxll) 

eşitsizliği sağlanıyor olsun. 

V kümesinin, (1.3.7) diferansiyel içermesine göre sağa güçlü invaryant ol­

ması için gerek ve yeter koşul, t < B olmak üzere, V ( t, x) E V için 

F(t, x) c n+v (t, x) 
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içermesinin sağlanmasıdır. 

V kümesini n, (1.3. 7) diferansiyel içermesine göre sola güçlü invaryant ol­

ması için gerek ve yeter koşul, t > t0 olmak üzere, V ( t, x) E V için 

F(t, x) c n-v (t, x) 

içermesinin sağlanmasıdır. 

Önerme 1.3.11. {105} V C [t0 , B] x JRn kümesi (1.3.7) diferansiyel içermesine 

göre sağa güçlü invaryant ve (t0 , x 0 ) E V olsun. O zaman V tE [to, B] için 

X (t; t0 , x0 ) C V (t) 

içermesi sağlanır. 

Önerme 1.3.8 ve önerme 1.3.11 kullanılarak şu teoremler elde edilir. 

Teorem 1.3.12. {105} V C [t0 , B] x JRn kümesi ve (1.3.7) diferansiyel içermesi 

verilsin. V t E [t0 , B] için V (t) = X (t; t 0 , X 0 ) olması için gerek ve yeter koşul 

V kümesinin (1.3. 7) diferansiyel içermesine göre sola zayıf invaryant, sağa 

güçlü invaryant ve V (to) = X 0 olmasıdır. 

Teorem 1.3.13. {105} F (-) : [t0 , B] x JRn ---+ K (JRn) küme değerli dönüşümü 

ve V C [t0 , B] x JRn kapalı kümesi verilsin. 

ı. F ( ·) sürekli, 

ı ı. V t* E [ t 0 , B] için F ( t*, ·) : JR n ---+ K (JR n) yerel Lipschitz, 

iii. V (t, x) E [to, B] xlRn için F (t, x) konveks,V (t, x) E [t0 , B] xlRn ve bire> O 

sayısı ıçın 

max {ll/ll 1 f E F (t, x)} :S c (1 + llxll) 

eşitsizliği sağlanıyor olsun. 
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V t E [t0 , O] için V (t) 

V (t,x) E V için 

X (t; t0 , X 0 ) olması için gerek ve yeter koşul 

ve V (to) = X 0 olmasıdır. 

F(t, x) c n+v (t, x), 

F(t, x) n n-v (t, x) =1=- 0 
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2 KONVEKS DEVAM 

Bu bölümde konveks, kompakt küme değerli dönüşümler için konveks de­

vam kavramı tanımlanacak ve konveks devamın varlığı için gerekli koşullar 

araştırılacaktır. Ayrıca konveks, kompakt küme değerli dönüşümlerin hangi 

durumlarda konveks devamının olmadığı incelenecektir. 

2.1 Konveks Devamın Tanımı 

Konveks, kompakt küme değerli dönüşümler için devam şöyle tanımlanır. 

Tanım 2.1.1. V(·) : [t0 , O] --+ K (JRn) konveks, kompakt bir küme değerli 

dönÜ§Üm olsun. 

a >O sayısı ve Vt E [t0 , O] için W(t) = V(t) olacak §ekilde 

W(·) : [to- a, O]--+ K (JR.n) 

konveks, kompakt küme değerli dönÜ§ÜmÜ varsa, V ( ·) küme değerli dönÜ§Ü­

münün sola (sağa) konveks a-devamı vardır denir. Bu W(-) küme değerli 

dönÜ§Ümüne, V ( ·) küme değerli dönÜ§Ümünün sola (sağa) konveks a- devamı 

denir. 

a >O sayısı ve Vt E [t0 , O] için W(t) = V(t) olacak §ekilde 

W(·) : [to- a, O+ a]--+ K (JR.n) 

konveks, kompakt küme değerli dönÜ§ÜmÜ varsa, V ( ·) küme değerli dönÜ§Ü­

münün konveks a- devamı vardır denir. Bu W ( ·) küme değerli dönÜ§Ümüne, 

V ( ·) küme değerli dönÜ§Ümünün konveks a- devamı denir. 

V(·) : [to, OJ --+ K (JR.n) konveks, kompakt küme değerli dönüşüm olsa da 

konveks devamı olmayabilir. Bu duruma bir örnek aşağıda verilmiştir. 

Örnek 2.1.2. Her tE [O, ı] için 

V (t) = {X E JR.I- ı- Vt ~X~ ı+ Jt} 
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olarak tanımlansın. grV(·) = {(t,x) E [0, lJ x IR Jx E V(t)} olsun. grV(·) 

konveks, kompakt küme olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Ancak bu küme değerli 

dönüşümün sola konveks devamı yoktur. 

Önerme 2.1.3. a > O için W(·) : [to- a, OJ -+ K (IRn) ve V(-) : [t0 , OJ -+ 

K (IRn) kompakt, konveks küme değerli dönüşümler olsun. W (to) = V (to) ve 

her t E (t0 , OJ için V (t) C W (t) ise 

{ 

W (t) , tE [to- a, to) 
Va (t) = 

V (t) , tE [t0 , OJ 

biçiminde tanımlanan Va(-) : [to- a, OJ -+ K (IRn) dönüşümü, V(-) küme 

değerli dönüşümünün sola konveks a- devam ıdır. 

Kanıt. Va(-) küme değerli dönüşümünün kompakt olduğu açıktır. Her t E 

[t0 , OJ için Va (t) =V (t) olduğundan, Va(-) dönüşümünün, V(·) küme değerli 

dönüşümünün sola konveks a-devamı olduğunu kanıtlamak için 

küme değerli dönüşümünün konveks olduğunu göstermek yeterli olacaktır. tı, 

t2 E [to - a, OJ ve A E [0, 1] olsun. Önerme 1.2.2 uyarınca 

(2.1.1) 

olduğunu görmek yeterlidir. Genelliği bozmadan tı < t2 olarak kabul edilirse 

üç durum söz konusudur. 

1. tı, t2 E [t0 -a, t0 ) ise Xı E W (tı), x2 E W (t2) olur. W(-) konveks küme 

değerli dönüşüm olduğundan 

olur. tı, t2 E [t0 -a,t0 ) iken V .>ı E [0, lJ için (1- Jı) tı +Jıt2 E [to-a,to) 

olacağı için 

olur. Bir başka deyişle t 1 , t2 E [to- a, t0 ) iken (2.1.1) içermesi sağlanır. 
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2. t 1 , t2 E [to, OJ ise x1 E V (t1), x2 E V (t2) olur. V(-) konveks küme 

değerli dönüşüm olduğundan 

(1 - A) . Xı + A . X2 E V ( (1 - A) tı + A t2) 

olduğu elde edilir. t 1 , t2 E [t0 , OJ ise YA E [0, 1] için (1- A) t 1 + A t2 E 

[to, OJ olduğu için 

olduğu bulunur. Yani t 1 , t2 E [t0 , OJ iken (2.1.1) içermesi sağlanır. 

3. tı E [to- a, to), t2 E [to, O] ise x 1 E W (t1) ve x2 E V (t2) olur. Yt E 

[t0 , OJ için V (t) C W (t) olduğundan x2 E V (t2) C W (t2) ve buradan 

YA E [0, 1] için 

(1- A). Xı + A. X2 E w ((1- A) tı + A t2) 

olduğu elde edilir. 

Ao = to - tı olarak seçilsin. O ~ A < Ao iken 
t2- tı 

(1 - A) tı + A t2 E [to - a, to) 

(2.1.2) 

olur. t E [to - a, t 0 ) için Va (t) = W (t) olduğundan, (2.1.2) uyarınca 

O~ A < Ao için 

olur. Bir başka deyişle 

(1- A) ·Va (tı) + A ·Va (t2) c Va ((1- A) tı + A t2) (2.1.3) 

içermesi sağlanır. 

Ao ~ A ~ 1 olduğu varsayılsın. x 0 = (1 - Ao) · x1 + Ao · x2 olsun. 

(1 - Ao) t 1 + Ao t2 = t0 olduğundan, (2.1.2) uyarınca 

xo E W (to) =V (to) (2.1.4) 
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olur . 

.X0 :S .X :S ı için .X = (ı-!') Ao + /' olacak biçimde /' E [O, ı] vardır. 

Buradan .X0 :S A :S ı için 

(ı- .X)· xı + A · x2 =(ı- ((ı-!') Ao + !')) · xı +((ı-')') Ao + !') · x2 

= (ı - -Xo) (ı - !') · Xı + (ı - !') Ao · x2 + !' · x2 

(2.1.5) 

ve 

(ı- .X) tı +.X t2 =(ı- ((ı-!') -Xo + !')) t1 +((ı-!') Ao + !') t2 

=(ı- -Xo) (ı-!') tı +(ı-!') Ao t2 + ')'t2 

= (ı - !') to + !' t2 (2.1.6) 

olur. Buradan t2 E [t0 , OJ olduğundan /' E [0, ı] iken (ı - !') t0 + /' t2 E 

[t0 , B] olur. O halde .X0 :S A :S ı iken 

(ı - .X) tı +.X t2 E [to, OJ (2.1.7) 

olduğu elde edilir. V(-) konveks küme değerli dönüşüm ve x2 E V (t2 ) 

olduğu için, (2.1.4) uyarınca 

olduğu bulunur. (2.1.5) - (2.1.8) uyarınca .X0 :S A :S ı için 

(ı- .X) . Xı + A. X2 E V ((ı- .X) tı + A t2) 

olur. tE [t0 , B] için Va (t) =V (t) olduğundan, (2.1.7) uyarınca 

olur. Bir başka deyişle .X0 :S A :S ı için 
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içermesi sağlanır. (2.1.7) ve (2.1.9) içermelerinden keyfi,\ E [0, 1] için 

içermesinin sağlandığı elde edilir. 

Keyfi tı, t2 E [to- a, O] ve ,\ E [0, 1] için her üç durumda da (2.1.1) 

içermesinin sağlandığı görüldü. O halde Va ( ·) küme değerli dönÜ§ÜmÜ kon­

vekstir. 

Önerme 2.1.4. a > O için W(·) : [t0 , O+ a] -+ K (JRn) ve V(·) : [t0 , OJ -+ 

K (JRn) kompakt, konveks küme değerli dönüşümler olsun. W (O) = V (O) ve 

her tE [t0 , O) için V (t) C W (t) ise 

Va (t) = 
{ 

V (t) , tE [t0 , OJ 

W(t), tE(O,O+a] 

biçiminde tanımlanan Va(-) : [t0 , O+ a] -+ K (JRn) dönüşümü, V(-) küme 

değerli dönüşümünün sağa konveks a- devam ıdır. 

Kanıt. Va(·) küme değerli dönÜ§Ümünün kompakt olduğu açıktır. Sağa kon­

veks a-devamın ve Va(·) küme değerli dönÜ§Ümünün tanımlanı§ından dolayı, 

Va(·) dönÜ§Ümünün konveks olduğunu göstermek yeterli olacaktır. tı, t2 E 

[to, 0 + a] ve ,\E [0, 1] olsun. Önerme 1.2.2 uyarınca 

(2.1.10) 

olduğunu görmek yeterlidir. Genelliği bozmadan tı < t2 olarak kabul edilirse 

üç durum vardır. 

1. tı, t2 E [t0 , O] ise xı E V (tı), x2 E V (t2 ) olur. V(-) konveks değerli 

dönÜ§Üm olduğundan V,\ E [0, 1] için 

ve (1- ,\) tı +,\ t2 E [t0 , O] olduğundan Va(-) küme değerli dönÜ§Ümünün 

tanımı uyarınca 
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olduğu elde edilir. Yani t1 , t2 E [t0 , OJ ise (2.1.10) içermesi sağlanır. 

2. t 1, t2 E (0, O+ a] ise x1 E W (tı), x2 E W (t2) olur. W(-) küme değerli 

dönü§ümü konveks olduğundan VA E [0, ı] için 

olur. (ı- A) t1 + A t2 E (0, O+ a] olduğundan Va(-) küme değerli dönü-

§Ümünün tanımı uyarırica 

olduğu bulunur. Yani t1 , t2 E (0, O+ a] ise (2.ı.ıo) içermesi sağlanır. 

3. t1 E [t0 , 0], t2 E (0, 0 + a] ise x1 E V (tı) ve x2 E W (t2) olur. Vt E [t0 , OJ 

için V (t) C W (t) olduğundan x1 E V (tı) C W (t1) olur. W(·) küme 

değerli dönÜ§ÜmÜ konveks olduğundan VA E [0, ı] için 

(2.1.11) 

olduğu bulunur. 
o- tı 

Ao = ve Xo = (ı - Ao) · Xı + Ao · x2 olsun. (ı - Ao) tı + Ao t2 = O 
t2- tı 

olduğundan (2.1.11) uyarınca 

xo E W ((ı- Ao) tı + Aot2) =W (O)= V (O) (2.l.ı2) 

olur. Ao < A ::::; ı için (ı- A) t 1 + A t2 E (0, O+ a] olur. tE (0, O+ a] için 

Va (t) = W (t) olarak tanımlandığından (2.1.11) uyarınca Ao < A ::::; ı 

ıçın 

(2.l.ı3) 

olduğu bulunur. O halde Ao < A ::::; ı için (2.l.ıü) içermesi sağlanır. 

O ::::; A ::::; Ao için A = 'Y Ao olacak biçimde 'Y E [0, ı] vardır. Buradan 

(ı- A) tı + A t2 = (ı- "fAo) tı +"fAo t2 

=(ı-"!) tı +"'tı -"(Aotı +"!Aot2 

= (ı - "!) tı + 'Y [(ı - Ao) tı + Ao t2] 

= (1 - "!) tı + 'Y o 
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eşitliğielde edilir. t 1 E [t0 ,0] olduğundan/' E [0,1] iken (1 -!') tı+/'0 E 

[to, OJ olur. (2.1.14) eşitliğinden O :::; .\ :::; .\0 için 

(1 - .\) tı + A t2 E [to, OJ (2.1.15) 

olduğu bulunur. Ek olarak O :::; A :::; .\0 iken 

(1 - .\) · xı + A · x2 = (1 - f'Ao) · Xı + f'Ao · x2 

= (1 -!') · Xı + /' · Xı - f'Ao · Xı + f'Ao · X2 

= (1 - !') · Xı + f' · [(1 - Ao) · Xı + Ao · x2] 

= (1 -/') · Xı + /' · Xo (2.1.16) 

olur. V(-) konveks değerli dönüşüm ve x 1 E V (tı) olduğundan (2.1.12), 

(2.1.16) uyarınca 

(2.1.1 7) 

olduğu bulunur. Her t E [t0 , OJ için Ye, (t) = V (t) olduğundan (2.1.15) ve 

(2.1.1 7) uyarınca 

(2.1.18) 

olduğu elde edilir. Bir başka deyişle O :::; A :::; .\0 iken (2.1.10) içermesi 

sağlanır. (2.1.13) ve (2.1.18) ifadelerinden keyfi O:::; A :::; 1 için (2.1.10) 

içermesinin sağlandığı elde edilir. 

Keyfi tı, t2 E [to, e+ a] ve .\ E [O, 1] için her üç durumda da (2.1.10) 

içermesinin sağlandığı görüldü. O halde Va ( ·) küme değerli dönüşümü kon­

vekstir. 

2.2 V_f(t*, x*) ı (·) ve V'YR(t*, x*) ı (·) Küme Değerli 

DönÜ§Üınleri 

Bu bölümde V(·) konveks, kompakt küme değerli dönüşümünün konveks 

devamının varlığı kanıtlanırken kullanılacak olan V'YL(t*, X*) ı (·)ve V'YR(t*, X*) ı 
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( ·) küme değer li dönüşümleri tanımlanı p, bu dönüşümlerin sağladığı özellikler 

incelenecektir. 

V(·) : [t0 , O] -+ K (IRn) bir küme değerli dönüşüm olsun. Bu dönüşümün 

grafiği 

gr V(·)= {(t, x) E [to, OJ x IRn ı x E V (t)} 

ile gösterilsin. ry > O sayısı, t* E [t0 , O], x* E IRn ve V(-) : [t0 , OJ -+ K (IRn) 

küme değerli dönüşümü için 

(t) = (ı- t-t;+ 'Y) . X*+ t-t;+ 'Y . V (t*) (2.2.ı) 

(t) = (ı- t* +;- t) . X*+ t* +;- t . V (t*) (2.2.2) 

olmak üzere v'YL(t*, x*) ı (-) : [t*- ry, o+ ry] -+ K (IRn) ve v'YR(t*, x*) ı (·) 
[to- ry, t* + ry] -+K (IRn) küme değerli dönüşümleri tanımlansın. 

Önerme 2.2.1. V(·) : [t0 , OJ -+ K (IRn) küme değerli dönüşümü konveks, 

kompakt değerli dönüşüm vet* E [t0 , O], x* E IRn olsun. (2.2.ı) ve (2.2.2) ile 

tanımlanan 

V'YL(t*, x*) 

V'YR(t*, x*) 

(-) : [t* - ry, O+ ry] -+ K (IRn), 

(·) : [to-"(, t* + ry] -+K (IRn) 

dönüşümleri konveks, kompakt küme değerli dönüşümdür. Ayrıca bu dönüşümler 

Lipschitz koşulunu sağlar. 

Kanıt. t* E [t0 , O], x* E IRn olsun. 

küme değerli dönüşümünün konveks, kompakt değerli dönüşüm olduğu ve Lip­

schitz koşulunu sağladığı kanıtlanacaktır. 

V'YL(t*, X*) ı (-) küme değerli dÖnÜşÜmÜnÜn konveks olduğunu kanıtlamak 

için t1 , t2 E [t* - ry, O+ ry] ve A E [O, ı] alınsın. Önerme 1.2.ı0 uyarınca 

-\ · v;(t*, x*) ı (tı) +(ı--\)· v;(t*, x*) ı (tz) c v;(t*, x*) ı (-\ tı +(ı--\) tz) 

(2.2.3) 
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içermesinin sağlandığını kanıtlamak yeterlidir. 

olsun. Bu durumda X= A·Xı + (1- ,\) ·X2 olacak biçimde Xı E v'YL(t*, x*) ı (tı) 

ve x2 E V-J'(t*, x*) ı (t2 ) vardır. V7L(t*, x*) ı (-) küme değerli dönüşümünün 

tanımlanışından i = 1, 2 için 

olur. Buradan x = ,\ · xı + (1- -\) · x2 olduğundan 

ve x E V7L(t*, x*) ı (-\ tı + (1- -\) t2 ) olduğu elde edilir. Bir başka deyişle 

(2.2.3) içermesi sağlanır. Ü halde V
7
L(t*, X*) ı (·) küme değerli dönÜŞÜmÜ 

konvekstir. 

V-J'(t*, x*) ı (·) küme değerli dönüşümünün Lipschitz koşulunu sağladığını 

kanıtlamak için tı, t2 E [t*- "(, () + "!] alınsın. Genelliği bozmadan tı > t2 

olduğu varsayılabilir. Bu durumda önerme 1.1.3 uyarınca 

olduğu elde edilir. Buradan v'YL(t*, x*) ı (·)küme değerli dönüşümünün tanımlanışı 

uyarınca 

(2.2.4) 
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olur. V (t*) kompakt küme olduğundan I_·(V (t*)- x*) c L·B olacak biçimde 
'Y 

L > O sayısı vardır. (2.2.4) eşitliğinden 

(2.2.5) 

olduğu bulunur. tı ile t2 keyfi seçildiğİnden (2.2.5) içermesinden 

eşitsizliğinin sağlandığı görülür. O halde V; ( t*, x*) ı ( ·) küme değerli dönüşümü 

Lipschitz koşulunu sağlar. 

~R(t*, x*) ı (-) : [to - "(, t* + 'Y] -7 K (lRn) küme değerli dönüşümünün kon­

veks, kompakt küme değerli dönüşüm olduğu ve Lipschitz koşulunu sağladığı 

da benzer olarak kanıtlanabilir. 

2.3 Sola Konveks a-Devamın Varlığı 

Aşağıda konveks, kompakt bir küme değerli dönüşümün sola konveks de­

vamının varlığı ile ilgili teorem verilmiştir. 

Teorem 2.3.1. V(·) : [t0 , OJ -+ K (JR.n) konveks, kompakt bir küme değerli 

dönüşüm, x 0 E JR.n ve a >O olsun. Vv E V (t0 ) için 

içermesi sağlanıyorsaV t E [t0 , OJ için 

V (t) c v;(to, xo) ı (t) (2.3.1) 

olur. 

Kanıt. t* E [to, OJ için 

(2.3.2) 

olduğu varsayılsın. Vf(t0 , x0 ) ı (to) =V (to) olduğundan, to noktasında (2.3.1) 

içermesinin sağlandığı açıktır. 0 halde t* E (to, OJ olur. (2.3.2) uyarınca 
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X* t/:. vaL(to, Xo) ı (t*) olacak biçimde bir X* E V (t*) vardır. Vt E [to, 8] için, 

VaL(to, Xo) ı (t) kompakt, konveks küme Ve X* tj:_ VaL(to, Xo) ı (t*) olduğundan 

dolayı önerme 1.1.ı2 uyarınca 

olacak biçimde tek w* E Vf(to, xo) ı (t*) vardır ve V w E Vf(t0 , xo) ı (t*) için 

(2.3.3) 

eşitsizliği sağlanır. Vf(t0 , x0 ) ı (-) küme değerli dönüşümünün tanımlanışı 

uyarınca Vw* E Vf (to, x0 ) ı (t*) için 

(ı t*- to+ a) t*- t0 + a 
w* = - · x0 + · vo 

a a 
(2.3.4) 

eşitliğini sağlayan v0 E V ( t0 ) vardır. t E [ t0 , 8] için 

X (t) = ı- · Vo + ·X* ( 
t- to) t- to 
t*- to t*- to 

(2.3.5) 

olmak üzerex (·) : [t0 , 8] ---+ JRn vet E [t0 , t*] için 

w ( t) = ı - · v0 + · w* ( 
t- to) t- to 
t*- to t*- to 

(2.3.6) 

olmak üzere w(·) : [t0 , 8] ---+ IRn fonksiyonları tanımlansın. (2.3.4) eşitliğinden 

w ( ·) fonksiyonu 

w (t) ( 
t - t0 ) t - to (to - t* (ı to - t*) ) ı - · vo + · · Xo + - · vo 
t* - t0 t* - t0 a a 

( 
to- t) to- t 

ı - -a- · vo + -a- · xo 

ve buradan 

( 
t - to + a) t - to + a 

w (t) = ı- a · Xo + a · Vo (2.3.7) 

biçiminde de ifade edilebilir. Burada w (to) = v0 , w (t*) =w* olduğu açıktır. 

Keyfi v E V (to) seçilsin ve sabitlensin. 

( 
t*- t0 + a) t*- t0 + a 

W= ı- · Xo + ·V 
a a 

(2.3.8) 
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olsun. (2.2.1) uyarınca w E Vf(t0 , x0 ) ı (t*) olur. (2.3.3), (2.3.4) ve (2.3.8) 

uyarınca 

O< (x*-w*,w*-w)=\x*-w*, t*-:+a·(v0 -v)) 

t*- to+ a 
= (x*- w*, vo- v) 

a 

t*- t0 + a 
ve > O olduğundan (x*- w*, v0 - v) 2: O olduğu elde edilir. 

a 
v E V (to) keyfi seçildiğinden, Vv E V (to) için 

(2.3.9) 

eşitsizliği sağlanır. 

tE [to, t*] ve w E Vf(to, xo) ı (t) olsun. V w E Vf(to, xo) ı (t) için 

(ı t - t0 + a) t - to + a 
W= - · Xo + ·V 

a a 

olacak biçimde bir v E V (to) vardır. Buradan 

(x (t)- w (t), w (t)- w)= / t- to · (x*- w*), t- to+ a . (v0 - v)) 
\ t*- to a 
t- to t- to+ a 

= . (x* -w*, vo- v) 
t*- t0 a 

olduğundan (2.3.9) eşitsizliğinden, Vt E [t0 , t*] ve V w E Vf(t0 , x0 ) ı (t) için 

(x (t) -w (t), w (t)- w) 2: O 

eşitsizliği sağlanır. Önerme ı. 1.12 uyarınca 

d (x (t) 'v;(to, xo) ı (t)) = ııx (t) -w (t)ıı 
t- to 

= ııx*- w*ll t*- to 

olduğu bulunur. r* = ııx*- w* ll seçilirse Vt E [t0 , t*] için 
t*- to 

d (x (t), Vf(to, xo) ı (t)) 
---=-----------'- = r * 

t- to 
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olur. v = 
1 

·(x* - v0 ) olarak belirlenirse Vt E [t0 , t*] için (2.3.5) e§itliğinden 
t*- to 

X (t) = Vo + (t- to) ·V 

ve 
. d (vo + (t- to)· v, Vf(to,xo) ı (t)) 
lım = r* >O 

t--ttci t- t0 

olduğu elde edilir. 

D+vL(t )ı(t )-{ı ı· . fd(vo+b·v,Vf(to,xo)ı(t0 +b)) -o} 
a Q, Xo Q, Vo - V Im lll X -

6-+0+ u 

olarak tanımlandığından, 

(2.3.10) 

olur. 

x* E V (t*), v0 E V (to) ve gr V(-) konveks olduğundan (2.3.5) e§itliğinden, 

Vt E [t0 , t*] için x (t) E V (t) ve d (x (t), V (t)) =O olur. O zaman 

ı . . f d ( v0 + ( t - t0 ) · v, V ( t)) 
0 ımın = 

t-ttt t- to 

ve buradan 

(2.3.11) 

olduğu bulunur. (2.3.10) ve (2.3.11) uyarınca 

olur. Ancak bu sonuç teoremin ko§ulu ile çeli§ir. O halde varsayım doğru 

değildir. Yani Vt E [t0 , OJ için V (t) C Vf(t0 , x0 ) ı (t) olur. 

Önerme 2.1.3 ve teorem 2.3.1'den a§ağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 2.3.2. V(·) : [t0 , O] --+ K (Rn) konveks, kompakt bir küme değerli 

dönüşüm, x 0 E Rn ve a >O olsun. Vv E V (to) için 
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ise V ( ·) küme değerli dönüşümünün sola konveks a- devam vardır ve V t E 

[to - a, OJ için 

{ 

Vf(to, xo) ı (t) , tE [to- a, to) 
W(t) = 

V (t) , tE [t0 , O] 

olarak tanımlanan W(-) : [to- a, OJ ---7 K (IRn) dönüşümü, V(-) küme değerli 

dönüşümünün sola konveks a- devamıdır. 

Kanıt. Teorem 2.3.1 uyarınca a >O sayısı ve Vv E V (to) için 

n+v(to, v) c n+v; (xo) ı (to, v) 

içermesi sağlanıyorsa Vt E [t0 , OJ için V (t) C Vf(t0 , x 0 ) ı (t) olur. 

Vt E [t0 , OJ için V (t) C Vf(t0 , x 0 ) ı (t) olduğundan dolayı önerme 2.1.3 

uyarınca 

) 
{ 

Vf(to, xo) ı (t) , tE [to- a, to) 
W(t = 

V (t) , t E [t0 , OJ 

olarak tanımlanan W(·) : [to- a, O] ---7 K (IRn) dönüşümü, V(·) küme değerli 

dönüşümünün sola konveks a-devamıdır. 

2.4 Sağa Konveks a-Devamın Varlığı 

Benzer teoremler sağa konveks devam için de kanıtlanabilir. 

Teorem 2.4.1. V(-) : [t0 , O] ---7 K (IRn) konveks, kompakt küme değerli dönüşüm, 

x 0 E IR n ve a > O olsun. Vv E V (O) için 

D-V(O, v) C D-VaR (0, Xo) ı (0, v) 

içermesi sağlanıyorsa V t E [ t 0 , OJ için 

V (t) C VaR (0, Xo) ı (t) (2.4.1) 

olur. 
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Kanıt. t* E [t0 , B] için 

(2.4.2) 

olduğu varsayılsın. VaR (0, xo) ı (·) küme değerli dönüşümünün tanımlanışı 

uyarınca VaR (B, x0 ) ı (B) = V (B) olduğundan t = B için (2.4.ı) içermesinin 

sağlandığı açıktır. o halde t* E [to, B) olur. (2.4.2) uyarınca X* ~ vaR (B, Xo) ı 

(t*) olacak biçimde x* E V (t*) vardır. Vt E [t0 , B] için VaR (B, x0 ) ı (t) kompakt, 

konveks küme ve X* ~ vaR (B, xo) ı (t*) olduğundan, önerme ı.ı.ı2 uyarınca 

eşitliğini sağlayan tek w* E VaR (0, xo) ı (t*) vardır ve V w E VaR (0, xo) ı (t*) 

için 

eşitsizliği sağlanır. VaR (0, xo) ı (·) küme değerli dönüşümünün tanımlanışı 

uyarınca V w* E VaR (B, x0 ) ı (t*) için 

(ı B+a-t*) B+a-t* w* = - · x0 + · v0 a a 
(2.4.3) 

eşitliğini sağlayan v0 E V (B) vardır. Şimdi tE [t0 , B] için 

( 
B-t) B-t X (t) = ı- -- · Vo +--·X* 
e-t* e-t* 

(2.4.4) 

olmak üzere x ( ·) : [to, B] ---7 Rn ve t E [to, B] için 

w (t) = ı - -- · v0 +--·w* ( 
B-t) B-t 
e-t* e-t* 

(2.4.5) 

olmak üzere w(·) : [t0 , B] ---7 Rn fonksiyonları tanımlansın. (2.4.3) eşitliğinden 

dolayı w ( ·) fonksiyonu 

w (t) = ( 
e - t ) e - t ( t* - e ( t* - e) ) ı--- ·vo+--· --·xo+ ı--- ·Vo 
e-t* e-t* a a 

( 
t-e) t-e 

ı - -----;-- · vo + -----;-- · xo 

ve buradan 

( 
B+a-t) B+a-t 

w (t) = ı- a · xo + a · Vo (2.4.6) 
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biçiminde de ifade edilebilir. w (O) = v0 , w (t*) =w*, olur. 

Vt E [t*,0] ve Vw E VaR(O,xo) ı (t) için 

(x (t)- w (t), w (t) -w) 2 O 

olduğunu kanıtlamak için keyfi y E V (O) seçilsin ve 

(ı O+a-t*) O+a-t* w= - · Xo + · y 
a a 

(2.4. 7) 

olsun. Ü zaman W E VaR (0, Xo) ı (t*) olur. (2.4.3), (2.4.7) e§itliklerinden ve 
e+ a-t* u --- > O oldugundan 

a 

0 < (x*- W*' W*- w)= (X*- W*' {j +:- t* · (vo- y)) 
e+ a-t* 

= (x*- w*, vo- y) 
a 

(x* -w*, v0 - y) > O olduğu elde edilir. y E V (O) keyfi seçildiğİnden 

Vy E V (O) için 

(2.4.8) 

e§itsizliğinin sağlandığı bulunur. 

tE [t*, 0] ve w E VaR (0, xo) ı (t) olsun. V w E VaR (0, xo) ı (t) için 

(ı e+ a-t) e+ a-t w= - · Xo + · y 
a a 

olacak §ekilde bir y E V (O) vardır. Buradan 

(x (t)- w (t) 'w (t)- w)= \:~tt* . (x*- w*)' (ı- t: 
0

) . (vo- y)) 
e-t ( t-e) 

= {j _ t* ı - -----;--- (x* -W*, Vo - y) 

ve (2.4.8) e§itsizliğinden Vt E [t*, OJ ve Vw E VaR (0, x0 ) ı (t) için 

(x (t) -w (t), w (t) -w) 2 O 

olduğu elde edilir. Önerme ı.ı.ı2 uyarınca, Vt E [t*, O] için 
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d (x (t), VaR (e, Xo) 1 (t)) 
-----'------'-----'-----__c_, = r * 

e-t 

olur. V = -e l · (x* - Vo) olarak belirlensin. t E [t*, e] için (2.4.4) e§itliğinden 
- t* 

X (t) = Vo +(t-e)· V 

ve 
. d ( Vo - (e - t) · V, VaR (e, X o) 1 ( t)) 
lım e = r* > O 

t-+(}- - t 

olduğu elde edilir. 

{ 
d (vo - 6 · v VR (e xo) 1 (e- 6)) } 

D-vaR (e, xo) 1 (0, vo) = v Ilim inf ' a 
6 

' =O 
cl-+O+ 

olarak tanımlandığından 

(2.4.9) 

bulunur. 

x* E V (t*), v0 E V (e) ve gr V(-) konveks olduğundan (2.4.4) uyarınca 

Vt E [t*, OJ için x (t) E V (t) ve d (x (t), V (t)) =O olur. Buradan 

ı . . f d (v0 +(t-O)· v, V(t)) O 
ımın = 
t-+(}- t- (} 

ve 

v E D-V((}, vo) (2.4.10) 

olduğu çıkar. (2.4.9) ve (2.4.10) uyarınca 

olur. Ancak bu sonuç teoremin ko§ulu ile çeli§ir. O halde varsayım doğru 

değildir. Yani Vt E [to, OJ için 

V (t) c vaR (0, Xo) ı (t) 

içermesi sağlanır. 
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Önerme 2.1.4 ve teorem 2.4.1 kullanılarak a§ağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 2.4.2. V(-) : [t0 , 0]--7 K (Rn) konveks, kompakt küme değerli dönüşüm, 

X o E Rn ve a > O olsun. Vv E V (O) için 

n-V(O, v) C n-vaR (0, Xo) 1 (0, v) 

ıse V(-) küme değerli dönüşümü için sağa konveks a-devam vardır ve 

Vt E [t0 , O+ a] için 

W (t) = { V (t) , tE [to, OJ 

VaR(O,xo) 1 (t) , tE (O,O+a] 

olarak tanımlanan W(-) : [t0 , O+ a] --7 K (Rn) dönüşümü, V(·) küme değerli 

dönüşümünün sağa konveks a- devamıdır. 

Kanıt. Teorem 2.4.1 uyarınca a >O sayısı ve V v0 E V (O) için 

n-V(O, Vo) C n-vaR (0, Xo) 1 (0, Vo) 

ise Vt E [to, OJ için V (t) C VaR( e, xo) 1 (t) olur. 

Vt E [t0 , OJ için 

olduğundan dolayı önerme 2.1.4 uyarınca, 

W (t) = { V (t) , tE [t0 , OJ 

VaR( O, Xo) 1 (t) , tE (0, 0 + a] 

ile verilen W(·) : [to, O+ a] --7 K (Rn) küme değerli dönü§ümü, V(·) küme 

değerli dönÜ§Ümünün sağa konveks a-devamıdır. 

2. Kanıt. Her t E [t0 , OJ için 

Y ( t) = V ( t 0 + O - t) (2.4.11) 

olarak tanımlansın. Bu durumda Y (to) = V (O), Y (O) = V (to) ve V (t) = 

Y (to+ O-t) olur. (tı, xı), (t2, x2) E grY (·) ise 

(to+ 0- tı, xı) E gr V(-), 
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ve gr V ( ·) konveks küme olduğundan her ,\ E [0, ı] için 

(ı-..\) · (to+(}- tı, xı) +..\·(to+(}- t2, x2) = 

=(to+(}- ((ı-..\) tı + ..\ t2,), (ı-..\)· xı + ..\ · x2) E gr V(·) 

olduğu bulunur. O halde 

ve buradan 

(ı-..\) · (tı, xı) + ..\ · (t2, x2) E grY (-) 

olduğu elde edilir. O halde Y (·) : [t0 , (}] ---+ K (JR.n) konveks küme değerli 

dönÜ§Ümdür. 

d (w - b · v, V ( (} - b)) = d (w + b · (- v) , Y ( t 0 + b)) 

olduğundan 

n-v (e, w) 
{ 

ll]) n ı ı· . f d (w - b · v, V ( (} - b)) O} 
vE~ ımın x = 

o-tO+ u 

{ 

ll]) n ı 1. . f d (w + b · (- v) , Y (to + b)) O} 
vE~ ımın x = 

o-tO+ u 

{vE JR.n ı (-v) E D+Y(to,w)} 

olur. Buradan 

n-v (e, w)= -n+y (to, w) (2.4.ı2) 

olduğu bulunur. t' = t0 + (}- t olmak üzere 

olduğundan 

n-v:- (e, xo) 1 (e, w) 

(ı - (} + : - t) · x0 + (} + : - t · V ( (}) 

(ı t'- to+ a) t'- to+ a y ( ) - · Xo + · to 
a a 

Yf (to, xo) ı (t') 

= {vE ]Rn Iliminf d (w- 8. v, vaR ?,xo) ı (O- 8)) =o} 
Ö--+0+ 

{ 

ıı:ıın l 
1
. . f d (w + 8 · (- v) , Y f (to, xo) 1 (to + 8)) 

0
} = vE ır.. ımın ı: = 

Ö--+0+ u 

= {vE lRn 1 (-v) E n+y; (to,xo) 1 (to, w)} 
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olur. Buradan 

(2.4.13) 

eşitliği elde edilir. Teoremin koşulundan (2.4.12) ve (2.4.13) uyarınca Y (-) : 

[to, OJ --+ K (Rn) kompakt, konveks küme değerli dönüşümü her \1 w E Y (to) 

ıçın 

n+y (to, w) c n+yf (to, xo) ı (to, w) 

koşulunu sağlar. Teorem 2.3.2 uyarınca Y (-) küme değerli dönüşümünün sola 

konveks a-devam vardır ve \lt E [to- a, OJ için 

{ 
Yf(to, xo) ı (t) , tE [to- a, to) 

W* (t) = 
Y (t) , t E [t0 , OJ 

(2.4.14) 

olarak tanımlanan W*(-) : [to- a, OJ --+K (Rn) küme değerli dönüşümü Y (-) 

küme değerli dönüşümünün sola konveks a-devamıdır. 

W(·) : [t0 , O+ aJ--+ K (Rn) küme değerli dönüşümü 

W (t) =W* (to+ O-t) (2.4.15) 

olarak tanımlansın. O zaman (2.4.11), (2.4.14) ve (2.4.15) uyarınca 

W(t) = 
{ 

yaL(to, Xo) ı (to+ 0- t) , tE (to- a, to) 

Y (to+ O-t) , t E [to, OJ 

{ 
V (t) , t E [t0 , OJ 

VaR( to, Xo) ı (t) , tE (0, 0 + aJ 

olur. Ayrıca (tı, xı), (t2, x2) E gr W(·) için (to+ 0- tı, xı) E gr W*(·), 

(to+ O- t2, x2) E gr W*(-), grW* (-) konveks küme olduğundan her.\ E (0, 1J 

ıçın 

(1- .X) · (to+ O- tı, xı) + .\ · (to+ O- t2, x2) = 

(to+ e- ((1- .X) tı + A t2,)' (1- .X). Xı + A. x2) E gr W*(·) 
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olur. O halde 

ve buradan 

(1- .X)· (tı, xı) + A · (t2, x2) E gr W(-) 

olduğu elde edilir. Yani gr W(·) c [to, e+ o:] X ]Rn konveks kümedir. 

2.5 Konveks Devaının Varlığı 

A§ağıdaki teorem konveks, kompakt küme değerli dönü§ümlerin konveks 

devamının varlığı için yeterli ko§ulları vermektedir. 

Teorern 2.5.1. V(·) : [t0 , B] ----7 K (JRn) konveks, kompakt bir küme değerli 

dönüşüm olsun. V w E V (to) için 

n+v(to, w) c n+vf(to, xo) ı (to, w) (2.5.1) 

ve V w E V (e) için 

D-V( e, w) C D-Vo.R (e, Yo) ı (e, w) (2.5.2) 

içermeleri sağlanacak şekilde en az bir o: > O sayısı ve x 0 , y0 E JRn varsa, V(-) 

küme değerli dönüşümü için konveks devam vardır ve \lt E [to- o:, 0 +o:] için 

Vf(to, xo) ı (t) , tE [to- o:, to) 

W (t) = V (t) , tE [to, e] (2.5.3) 

vo.R (e, Yo) ı ( t) , t E (e, e + o:] 

olarak tanımlanan W(·) : [to -o:, e+ o:] ----7 K (JRn) dönüşümü, V(·) küme 

değerli dönüşümünün konveks o:- devamıdır. 

Kanıt. V w E V (to) için (2.5.1) ve V w E V (e) için (2.5.2) içermeleri sağlanacak 

§ekilde en az bir o: > O sayısı ve x 0 , y0 E JRn olsun. Bu durumda (2.5.2) 
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içermesi ve teorem 2.4.2 uyarınca, V(·) küme değerli dönüşümünün sağa kon­

veks a-devamı vardır ve \::lt E [t0 , O+ a] için 

U(t)={V(t) ' 
VaR (0, Yo) ı (t) , 

t E [to, OJ 

tE (O,O+a] 
(2.5.4) 

şeklinde tanımlanan U(·) : [to, O+ a]-+ K (JRn) dönüşümü, V(·) küme değerli 

dönüşümünün sağa konveks a-devamıdır. Burada V! (0, y0 ) ı (·) dönüşümü, 
(2.2.2) ile tanımlanmış küme değerli dönüşümdür. 

Sağa konveks a-devam tanımından dolayı U ( ·) kompakt, konveks küme 

değerli dönüşümdür. (2.5.4) uyarınca \::lt E [t0 , OJ için U (t) = V (t) olur. 

Buradan önerme 1.2.19 uyarınca V w E V (to) için 

n+u(to, w)= n+v(to, w) (2.5.5) 

olduğu elde edilir. 

(2.5.1) içermesi ve (2.5.5) uyarınca V w E V (to) için 

fl+U(to, w) C fl+Vf(to, Xo) ı (to, w) 

içermesi sağlanır. O zaman teorem 2.3.2 uyarınca, U(·) küme değerli dönüşü­

münün sola konveks a-devamı vardır ve \::lt E [to- a, O+ a] için 

{ 
Vf(to, xo) ı (t) , t E [to - a, to) 

UL (t) = 
U ( t) , t E [to, O + a] 

(2.5.6) 

olarak tanımlanan UL (·) : [to- a, O+ a] -+ K (JRn) dönüşümü, U(·) küme 

değerli dönüşümünün sola konveks a-devamıdır. Sola konveks a-devamın 

tanımından dolayı UL (·) kompakt, konveks küme değerli dönüşümdür. (2.5.3), 

(2.5.4) ve (2.5.6) uyarınca V t E [to - a, O+ a] için 

w (t) = UL (t) (2.5.7) 

olur. UL konveks, kompakt küme degerli dönüşüm ve \::lt E [t0 , O] için 

UL (t) =V (t) 

olduğundan (2.5.7) uyarınca W(·) küme değerli dönüşümü, V(-) küme değerli 

dönüşümünün konveks a-devamıdır. 
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2.6 Konveks Devaının Olmadığı Durumlar 

Bu bölümde, konveks, kompakt küme değerli dönüşümlerin hangi durum­

larda konveks devamının olmadığı araştırılacaktır. 

Önerme 2.6.1. V(·) : [t0 , B] -+ K (~n) konveks, kompakt küme değerli dö­

nüşüm, a >O ve W(-) : [to- a, OJ -+K (~n) dönüşümü, V(·) dönüşümünün 

sola konveks a-devamı olsun. a* E (0, a] ve x* E W (to- a*) olmak üzere, 

her t E [t0 , B] için 

V (t) c Vf. (to, x*) ı (t) 

olur. 

Kanıt. t* E [t0 , B] olsun. 

p (x ) ı (t) = (ı_ t- to+ a* ) . x + t- t0 + a* . V (t*) 
a. * t* - to + a* * t* - to + a* 

olmak üzere Pa. (x*) ı (-) küme değerli dönüşümü tanımlansın. x E Pa. (x*) ı 

(to) için 

x = (ı- a* ) · x* + a* ·w* (2.6.ı) 
t* - t0 + a* t* - t0 + a* 

olacak şekilde w* E V (t*) vardır. t* E [t0 , B] olduğundan W (t*) = V (t*) ve 

w* E W (t*) olur. (to- a*, x*) E gr W(·), (t*, w*) E gr W(·) ve gr W(·) C 

[to- a, B] x ~n konveks küme olduğundan (t0 , x) E gr W(-), x E W (to) = 

V (to) olur. O halde 

(2.6.2) 

içermesi sağlanır. 

V~= Pa. (x*) ı (to) = (ı- a* ) · x* + a* ·V (t*) (2.6.3) 
t* - t0 + a* t* - t0 + a* 

ve tE [to- a*, t*] için 

Qa. (x*) ı (t) = (ı_ t- to+ a*) . x* + t- t0 + a* . V~ 
a* a* 

(2.6.4) 

olarak tanımlansın. Vf. (t0 , x*) ı (·) küme değerli dönüşümü her tE [to- a*, O] 

için 
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olarak tanımlandığından, (2.6.2), (2.6.3) ve (2.6.4) uyarınca, her tE [to- a*, B] 

ıçın 

(2.6.5) 

olduğundan 

(2.6.6) 

olduğu elde edilir. Her t E [to - a*, t*] için (2.6.5) ve (2.6.6) uyarınca 

(2.6.7) 

olduğu bulunur. t = t* için (2.6.7) kullanılırsa 

V (t*) c Vf. (to, x*) ı (t*) 

içermesi elde edilir. t* E [t0 , B] keyfi seçildiğİnden herhangi bir t E [to, B] için 

V (t) C Vf. (to, x*) ı (t) olur. 

Önerme 2.6.2. V(·) : [t0 , B] --+ K (IRn) konveks, kompakt küme değerli dö­

nüşüm, a > O ve W(·) : [t0 , B+ a] --+K (IRn) dönüşümü, V(·) dönüşümünün 

sağa konveks a-devamı olsun. a* E (0, a] ve x* E W (B+ a*) olmak üzere, 

her t E [to, B] için 

olur. 

Kanıt. t* E [t0 , B] olsun. Pa. (x*) ı (-) küme değerli dönÜ§ÜmÜ 

p (x ) ı (t) = (ı- B+ a*- t) . x + B+ a* - t . V (t*) 
a. * B + a* - t* * B + a* - t* 
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ile tanımlasın. x E Pa. (x*) ı (B) olarak seçilsin. Bu durumda 

olacak şekilde w* E V (t*) vardır. t* E [t0 , B] olduğundan W (t*) = V (t*) 

ve w* E W (t*) olur. (B+ a*, x*) E gr W(·), (t*, w*) E gr W(·) ve gr W(·) C 

[to, e+ a*] xlRn konveks küme olduğundan (B, x) E grW (-)'X E w (B)= V (B) 

olur. Bu durumda 

(2.6.8) 

içermesi doğrudur. 

ve t E [ t*, (} + a*] için 

(2.6.10) 

olarak tanımlansın. Va~(B,x*) ı(·) küme değerli dönüşümü her tE [t*,B+a*] 

için 

olarak tanımlandığından, (2.6.8), (2.6.9) ve (2.6.10) uyarınca, her t E [t*, (} + a*] 

için 

olduğu elde edilir. Her t E [t*, O+ a*] için, 

olduğundan 
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eşitliği elde edilir. O zaman her tE [t*, O+ a*] için (2.6.11) ve (2.6.12) uyarınca 

(2.6.13) 

olduğu elde edilir. t = t* için (2.6.13) kullanılırsa 

içermesi bulunur. t* E [t0 , O] keyfi seçildiğİnden herhangi bir t E [t0 , O] için 

V (t) c Va~ (0, x*) ı (t) içermesi sağlanır. 

Teorem 2.6.3. V(·) : [t0 , O]--+ K (JRn) konveks, kompakt küme değerli dönüşüm 

olsun. Hera >O ve herx E JRn için 

n+v(to, w) ct n+v; (to, x) ı (to, w) (2.6.14) 

olacak şekilde en az bir w E V (to) varsa, V(·) küme değerli dönüşümü için 

sola konveks devam yoktur. 

Kanıt. Aksi varsayılsın. Yani bir a0 > O için W(·) : [to- a0 , O] --+ K (JRn) 

küme değerli dönüşümü, V ( ·) küme değerli dönüşümünün sola konveks 

a0-devamı olsun. O < a* < a 0 olmak üzere x* E W (to- a*) seçilsin. Önerme 

2.6.1 uyarınca her t E [t0 , O] için 

V (t) c Vf. (to, x*) ı (t) (2.6.15) 

olur. Burada Vf. (to, x*) ı (-) dönüşümü (2.2.1) ile tanımlanmış olan küme 

değerli dönüşümdür. Vf. (to, x*) ı (to) = V (to) olduğundan (2.6.15) uyarınca 

her w E V (to) için 

olur. Ancak bu (2.6.14) ile çelişir. 

Teorem 2.6.4. V(·) : [t0 , O] --+K (JRn) konveks, kompakt küme değerli dönüşüm 

olsun. Va > O ve V x E JRn için 

(2.6.16) 
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olacak şekilde 3 w E V (e) varsa, V ( ·) küme değerli dönüşümü için sağa devam 

yoktur. 

Kanıt. Aksi varsayılsın. Yani bir a0 > O için W(·) : [to, e+ a 0] --+ K (Rn) 

küme değerli dönÜ§Ümü, V(-) küme değerli dönÜ§Ümünün sağa konveks 

a0-devamı olsun. O < a* < a 0 olmak üzere x* E W (e+ a*) seçilsin. Önerme 

2.6.2 uyarınca her t E [to, e] için 

(2.6.1 7) 

olur. Burada Va~ (e, x*) ı (-) dönü§ümü (2.2.2) ile tanımlanmı§ olan küme 

değerli dönü§ümdür. v;; (e, x*) ı (O) = V (O) olduğundan (2.6.1 7) uyarınca 

her w E V (O) için 

olur. Ancak bu (2.6.16) ile çeli§ir. 
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. 
3 MAKSIMAL KONVEKS DEVAM 

Bu bölümde maksirnal konveks devam kavramı tanımlanacak ve konveks, 

kompakt küme değerli dönüşümlerin maksirnal konveks devamı bulunacaktır. 

3.1 Maksirnal Konveks Devamın Tanımı. M~* ve M!}: 

Kümeleri 
ı 

Aşağıda sola ve sağa maksima~ konveks devamın tanımı verilmiştir. 
ı 

Tanım 3.1.1. a >O sabit bir sayl ve 

ı 
Va(·) : [to- a, B]-+ K (JRn) 

ı 

küme değerli dönüşümü, V(·) : [t0 , B] --+K (JRn) konveks, kompakt küme değerli 
ı 

dönüşümünün herhangi bir sola konveks a-devamı olsun. Eğer V(·) küme 

değerli dönüşümünün her W(·) : [Jo- a, e]--+ K (JRn) sola konveks a-devamı 
ıçın 

ı 
ı 

W(to- a) C Va(to- a) 
ı 
ı 

içermesi sağlanıyorsa, Va(-) küme !değerli dönüşümüne, V(·) küme değerli dö­
ı 

nüşümünün sola m aksimal konvek~ a- devamı denir. 
ı 

ı 
Tanım 3.1.2. a >O sabit bir sayi ve 

i 

Va(·) : [tJ, e+ a]--+ K (JRn) 

' 

küme değerli dönüşümü, V(·) : [t0 , B] --+K (JRn) konveks, kompakt küme değerli 

dönüşümünün herhangi bir sağa konveks a- devamı olsun. Eğer V ( ·) küme 
ı 
ı 

değerli dönüşümünün her W(·) : [tb, e+ a]--+ K (JRn) sağa konveks a-devamı 

ıçın ı 
' 
ı 

W(e +:a) c Va(e + a) 
! 

içermesi sağlanıyorsa, Va ( ·) küme: değerli dönüşümüne, V ( ·) küme değerli dö-
ı 

nüşümünün sağa maksirnal konveks a- devamı denir. 
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a* > O sayısı ve V(·) : [t0 , B] --+ K (lR.n) konveks, kompakt küme değerli 

dönüşümü verilsin. Vf. (to, x) 1 (-) ve Va~(B, x) 1 (-) sırasıyla (2.2.ı), (2.2.2) ile 

tanımlanan küme değerli dönüşümler olmak üzere 

X E JRn 1 V v E V ( t0 ) için } 

v+v(to, v) c v+v;. (to, x) ı (to, v) 
(3.l.ı) 

IV vE V(B) için } 

v-v(B, v) c v-va~ (B, x) 1 (B, v) 
(3.1.2) 

olarak tanımlansın. 

Önerme 3.1.3. M{;. ve M!:. kompakt, konveks kümelerdir. 

Kanıt. M{;. boş küme ise önermenin doğruluğu açıktır. 

M!;. =/= 0 olsun. İlk olarak M!;. kümesinin konveks olduğu kanıtlansın. x 1 , 

x 2 E M!;. ve .A E [0, ı] olsun. 

A. Xı +(ı- .A) . X2 E M~. 

olduğunu görmek yeterli olacaktır. 

x1 , x2 E M!;. olduğundan Vv E V (to) için 

D+V(to, v) C v+v;. (to, Xı) 1 (to, v) 

v+v(to, v) c v+v;. (to, x2) ı (to, v) 

içermeleri sağlanır. Teorem 2.3.ı uyarınca V tE [t0 , B] için 

V(t) c Va~ (to, xı) 1 (t) ve V(t) c Vf. (to, x2) 1 (t) 

olur. Burada 

(3.1.3) 

Vf. (to, x) 1 ( t) = (ı - t - t:*+ a* ) · x + t - t:*+ a* · V ( t0 ) 

olarak tanımlanmış küme değerli dönüşümdür. Buradan (3.1.3) uyarınca 

V(t) 

V(t) 
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olduğu bulunur. (301.4), (301.5) içermelerinden .X E [0, ı] için 

.X o V(t) C (ı- t- to+ a*) .X o xı + t- to+ a* .X o V (to) 
a* a* 

(ı- .X) o V(t) C (ı- t- to+ a*) (ı- .X) o x2 + t- to+ a* (ı- .X) o V (to) 
a* a* 

olduğu bulunur. V(t) konveks küme olduğundan önerme 1.1.3 uyarınca V t E 

[to, O] için 

olduğu elde edilir. Buradan V t E [t0 , O] için 

V(t) c v;. (to, A o Xı +(ı- .X) o x2) ı (t) (301.6) 

içermesi sağlanır o 

v;. (to, A o Xı +(ı- .X) o x2) ı (to) = V(to) 

olduğundan (301.6) içermesinden Vv E V (to) için 

n+v(to, v) c n+v;. (to, A o Xı +(ı- .X) o x2) ı (to, v) 

olduğu elde edilir. O halde .X o x1 +(ı- .X) o x2 E M~. ve M~. konveks kümedir. 

M~. C JRn kümesinin kompakt olduğunun görülmesi için M~. kümesinin 

kapalı ve sınırlı olduğunu kanıtlamak yeterli olacaktır. 

M~. C JRn kümesinin kapalılığını göstermek için Xn -+ x0 olacak biçimde 

bir (xn)nEN C M~. dizisi alınsıno Her n E N için Xn E M~. olduğundan 

V v E V ( t0 ) için 

D+V(to, v) C n+v;. (to, Xn) ı (to, v) 

içermesi sağlanır. Önerme 2o3oı uyarınca her n E N için 

V(t) c v;. (to, Xn) ı (t) 

ve (2020ı) uyarınca 

V(t) C (ı- t-to+a*) oxn+ t-to+a* oV(to) 
a* a* 

(301.7) 

5ı 



olur. 

c >O sayısı verilsin. c* = () a* c olsun. Xn ---+ x0 olduğundan n> N iken 
-to 

Xn E x0 +c* ·B olacak biçimde N E N vardır. (3.1.7) uyarınca n > N iken 

V t E [to,()] için 

ve buradan 

V(t) c va~ (to, Xo) ı (t) +c. B (3.1.8) 

olduğu elde edilir. V(t), Vf. (to, x0 ) ı (t) kümeleri kompakt ve keyfi c > O için 

(3.1.8) içermesi sağlandığından V tE [to,()] için V(t) ve 

V( ) (ı t- t0 + a*) t- to+ a* V ( ) tc - ·xo+ · ~ 
a* a* 

ve 

V(t) c v;. (to, Xo) ı (t) (3.1.9) 

olduğu bulunur. (3.1.9) içermesinden V v E V (to) için 

n+v(to, v) c n+v;. (to, xo) ı (to, v) 

olduğu elde edilir. Yani x0 E M!;. ve M!;. kapalı kümedir. 

M!;. kümesinin sınırlı küme olmadığı varsayılsın. Bu durumda n ---7 oo iken 

ııxnıı ---7 oo olacak biçimde bir (xn)nEN C M!;. dizisi vardır. Her n E N için 

Xn E M!;. olduğundan Vv E V (to) için 

içermesi sağlanır. Bu durumda teorem 2.3.1 uyarınca V t E [t0 , ()] için 

V(t) C V!. (to, Xn) ı (t) (3.1.10) 

olur. Vf. (t0 , xn) ı(·) küme değerli dönüşümünün tanımlanışından (3.1.10) 

içermesi 

(3.1.11) 
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biçiminde de yazılabilir. w0 E V(e) olsun. (3.1.11) uyarınca her Xn E ML için 
a. 

olacak biçimde bir Vn E V (to) vardır. Buradan 

e§itliğinin sağlandığı elde edilir. V (to) kompakt olduğundan, her n E N için 

ll V n ll :S m olacak biçimde m > O sayısı vardır. O halde V n E N için 

llxnll ll to a~ e. wo +e ~ot~~ a* . vnll 

< ~~~llwoll+le-to+a*l m 
to- e to- e 

e§itsizliği sağlanır. Bu sonuç (xn)nEN C M~. dizisinin n---+ oo iken llxnll ---+ oo 

olacak biçimde seçilmi§ olu§uyla çeli§ir. O halde M~. kümesi sınırlıdır. 

Benzer olarak M!: C Rn kümesinin de konveks ve kompakt olduğu kanıtlanır. 

3.2 Maksirnal Konveks a-Devaının Hesabı 

Bu bölümde, konveks, kompakt küme degerli dönü§ümlerin sola ve sağa 

maksirnal konveks a-devamın bulunmasını saglayan teoremler kanıtlanacaktır. 

Teorem 3.2.1. a* >O, V(·) : [to, e] ---+K (Rn) konveks, kompakt küme değerli 

dönüşümü verilsin ve (3.1.1) ile tanımlanmış olan M~. kümesi boş olmasın. 

M~. (·) : [to- a*, e] ---+K (Rn) küme değerli dönüşümü 

ML (t) = (ı _ t - to + a*) . ML + t - to + a* . V (to) 
a. a* a. a* 

olarak tanımlansın. 0 zamant E [to- a*, e] için 

{ 

M~. (t) , tE [to- a*, to) 
Va. (t) = 

V (t) , t E [to, e] 

(3.2.1) 

(3.2.2) 

olarak tanımlanan Va.(·) : [t0 - a, e] ---+ K (JR.n) küme değerli dönüşümü, V(·) 

küme değerli dönüşümünün sola maksirnal konveks a*-devamıdır. 
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Kanıt. M~. C :!Rn kompakt olduğundan Va.(·) küme değerli dönÜ§Ümünün 

kompakt olduğu açıktır. 

Ilk olarak 

küme değerli dönÜ§Ümünün, V(·) küme değerli dönÜ§Ümünün sola konveks 

a*-devamı olduğu kanıtlansın. Va.(·) küme değerli dönü§ümünün tanımla­

nı§ından her tE [t0 ,0] için Va. (t) = V(t) olduğu açıktır. O halde Va.(·) 

küme değerli dönü§ümünün konveks olduğunu kanıtlamak yeterli olacaktır. 

tı, t2 E [to- a*, OJ ve >. E [O, 1] olsun. Önerme 1.2.10 uyarınca 

(3.2.3) 

içermesinin sağlandığını görmek yeterlidir. Xı E Va. (tı), x2 E Va. (t2 ) olsun. 

Genelliği bozmadan t 1 < t2 olduğu kabul edilebilir. O zaman üç farklı durum 

bulunur. 

1. t2 < t 0 ise >. t 1 + (1 - >.) t2 E [to - a*, t 0 ) olur. (3.2.2) uyarınca x1 E 

M~. (t1), x2 E M~. (t2 ) ve M~. (-) küme değerli dönÜ§ÜmÜ konveks ol­

duğundan 

olduğu bulunur. Her tE [to- a*, t0 ) için Va. (t) =M~. (t) olduğundan 

olduğu elde edilir. Bir ba§ka deyi§le t2 < t0 iken (3.2.3) içermesi sağlanır. 

2. t 0 ::; t 1 ise >. t1 + (1- >.) t2 E [t0 , O] olur. V(·) küme değerli dönü§ümü 

konveks olduğundan 

ve (3.2.2) uyarınca 

(1- >.) · Xı +). · X2 E Va. (>.tı + (1- >.) t2) 

olduğu bulunur. Yani t 0 :S t 1 ise (3.2.3) içermesi sağlanır. 
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3. tı < t 0 < t2 ise (3.2.2) uyarınca Xı E M~. (tı) ve x2 E V (t2) olur. 

Bu durumda M~.(-) küme değerli dönüşümünün tanımlanışından, yani 

(3.2.ı)'den 

(ı tı - to + a*) tı - to + a* 
xı= - ·x*+ ·~ 

a* a* 
(3.2.4) 

olacak şekilde x* E M~. ve v0 E V (to) vardır. x* E M~. olduğundan her 

v E V (to) için 

olur. Teorem 2.3.2 uyarınca 

W (t) = { Vf. (to, x*) ı (t) 
V (t) 

, t E [to - a*, to) 

, t E [to, O] 

şeklinde tanımlanan W(·) : [to- a*, OJ---+ K (:~n) küme değerli dönüşümü, 

V(·) küme değerli dönüşümünün sola konveks a*-devamıdır. Burada 

Vf. (to, x*) ı (·), (2.2.ı) eşitliğinde 
vf. (to, x*) ı (t) = (ı- t- to+ a*) . X*+ t- to+ a* . V (to) 

a* a* 

olarak tanımlanmış küme değerli dönüşümüdür. v;. (to, x*) ı (·) dönü­

şümünün tanımlanışı ve (3.2.4) uyarınca xı E Vf. (to, x*) ı (tı) olur. 

tı E [to - a*, to) olduğundan xı E W (tı) olur. x2 E V (t2), t2 > t0 

olduğundan x2 E W (t2) olur. W(·) dönüşümü, V(·) küme değerli 

dönüşümünün sola konveks a*-devamı olduğundan, keyfi A E [0, ı] için 

(3.2.5) 

olur. x* E M~. olduğundan, Vf. (t0 , x*) ı (·) ve Va.(·) küme değerli 

dönüşümlerinin tanımları uyarınca, keyfi t E [to - a*, t0) için 

(3.2.6) 

olduğu açıktır. W(-) ve Va. (-) küme değerli dönüşümlerinin tanımların­

dan, keyfi t E [t0 , OJ için 

W ( t) = V ( t) = Va. ( t) (3.2.7) 
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olur. (3.2.6) ve (3.2.7) uyarınca keyfi tE [to- a*, B] için 

W (t) C Va. (t) 

olduğu elde edilir. Buradan (3.2.5) uyarınca, keyfi .:\ E [0, 1] için 

olduğu bulunur. Bir başka deyişle t1 < t 0 < t2 iken (3.2.3) içermesi 

sağlanır. 

O halde Va. (-) : [to- a*, B] ---+ K (IRn) küme değerli dönüşümü kon­

vekstir ve V(·) : [t0 , B] ---+ K (IRn) küme değerli dönüşümünün sola konveks 

a*-devamıdır. 

Şimdi Va.(·) küme değerli dönüşümünün, V(·) küme değerli dönüşümünün 

sola maksirnal konveks a* -devamı olduğunu kanıtlayalım. 

küme değerli dönüşümü, V(·) küme değerli dönüşümünün herhangi bir sola 

konveks a*-devamı ve x* E W(t0 - a*) olsun. Önerme 2.6.1 uyarınca her 

t E [t0 , B] için 

V (t) c Vf. (to, x*) ı (t) 

içermesi sağlanır. V(to) = v;. (to, x*) ı (to) olduğundan, keyfi V E V (to) için 

olur. Bu durumda x* E M~. olur. x* E W(t0 - a*) keyfi seçildiğinden, 

içermesi sağlanır. Bir başka deyişle Va.(·), V(·) küme değerli dönüşümünün 

sola maksirnal konveks a*-devamıdır. 
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Teorem 3.2.2. a* >O, V(·) : [t0 , B]-+ K (JRn) konveks, kompakt küme değerli 

dönüşümü verilsin ve (3.1.2) ile tanımlanmış olan M! kümesi boş olmasın. 

M!(·) : [t0 , B+ a*]-+ K (JRn) küme değerli dönüşümü 

MR (t) = (ı- e+ a*- t) . MR +e+ a*- t. V (B) 
a. a* a. a* 

olarak tanımlansın. t E [to, 0 + a*] için 

Va. (t) = { V (t) 
M! (t) 

, tE [to, B] 

, t E ( 0, 0 + a*] 

olarak tanımlanan Va.(-) : [t0 , B+ a*]-+ K (JRn) küme değerli dönüşümü, V(·) 

küme değerli dönüşümünün sağa maksirnal konveks a*- devamıdır. 

Teorem 3.2.2, teorem 3.2.l'e benzer olarak kanıtlanır. 
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4 LIPSCHITZ SÜREKLİLİK 

VE KONVEKS DEVAM 

Bu bölümde [t0 , O] aralığında tanımlı kompakt, konveks küme değerli dö­

nÜ§Ümlerin konveks devamının varlığı ile Lipschitz sürekliliği arasındaki ili§ki 

incelenecektir. 

4.1 Konveks Devamı Olan Küme Değerli DönÜ§Ümlerin 

Lipschitz Sürekliliği 

Genel durumda, konveks, kompakt V(·) : [t0 , B] -t K (JRn) küme değerli 

dönÜ§ÜmÜ, [to, B] aralığında Lipschitz sürekli olmayabilir. Bu duruma bir örnek 

a§ağıda verilmi§tir. 

Örnek 4.1.1. Her tE [0, 2] için 

{ 

{X E JR ı - ı - Vt ~ X ~ ı + Vt} 
V (t) = 

{X E JR ı- yl-t + 2- ı~ X~ V~--t +_____,.2 +ı} 

, tE [O, ı] 

, tE(ı,2] 

olarak tanımlansın. gr V(-) = {(t, x) E [O, 2] x JR ıx E V (t)} olsun. gr V(-) 

konveks, kompakt küme olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Yani V ( ·) : [0, 2] -t 

K (JRn) konveks, kompakt küme değerli dönüşümdür. Ancak bu küme değerli 

dönüşüm Lipschitz sürekli değildir. 

A§ağıda Lipschitz sürekli küme değerli bir dönÜ§Üm ile kompakt, konveks 

bir küme değerli dönÜ§Üm arasındaki bir ili§ki verilmi§tir. 

Önerme 4.1.2. W(·) : [t0 , B] -tK (JRn) Lipschitz koşulunu sağlayan bir küme 

değerli dönüşüm olsun. V (to) = W (to), V (O) = W (O) ve gr V(-) C grW (-) 

koşullarını sağlayan her V(-) : [t0 , B] -tK (JRn) kompakt, konveks küme değerli 

dönüşümü de Lipschitz koşulunu sağlar. 
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Kanıt. W(-) küme değerli dönü§ümü L > O sabitiyle Lipschitz ko§ulunu 

sağlıyor olsun. V (to) = W (to), V (O) = W (O) ve gr V(-) c gr W(-) olacak 

biçimde bir V(·) : [to, OJ---+ K (JRn) kompakt, konveks küme değerli dönü§ümü 

seçilsin. 

V(·) küme değerli dönÜ§ÜmÜ Lipschitz ko§ulunu sağladığı kanıtlanacaktır. 

tı, t2 E [t0 , OJ ve tı < t2 olduğu varsayılsın. v2 E V (t2) seçilsin. gr V(·) C 

grW (·) olduğundan 

(4.1.1) 

olur. W(·) küme değerli dönÜ§Ümü L > O sabitiyle Lipschitz ko§ulunu sağla­

dığından 

W (to) C W ( t2) + L ( t2 - to) · B 

W (t2) C W (to)+ L (t2- to) ·B 

olur. Buradan (4.1.1) uyarınca v2 E W (to)+ L (t2 - t0 ) ·B olduğu bulunur. 

W (to) =V (to) olduğundan v2 E V (to)+ L (t2 - t0 ) ·B olduğu elde edilir. Bu 

durumda 

v2 = V o + L ( t2 - to) · b (4.1.2) 

olacak §ekilde v0 E V (to) ve b E B vardır. v (-) : [t0 , t2] ---+ JRn fonksiyonu 

v ( t) = 1 - · v0 + · v2 ( 
t- to) t- to 
t2- to t2- to 

(4.1.3) 

olarak tanımlansın. V(·) küme değerli dönÜ§ÜmÜ konveks ve v0 E V (to), v2 E 

V (t2) olduğundan her tE [t0 , t2] için v (t) E V (t) olur. Buna göre t 1 E [t0 , t2] 

için v (tı) E V (t1)'dir. (4.1.2) ve (4.1.3) uyarınca 

ll v2 - v ( tı) ll = ll (V o + L ( t2 - to) · b) - ( Vo + ~~ = ~: · ( v2 - Vo)) ll 
= llL (t2- to) ·b- tı- to · L (t2- to) ·bil 

t2- to 

olduğu elde edilir. Yani v2 E V (t1 ) + L (t2 - t 1) ·B olur. Bir ba§ka deyi§le 

(4.1.4) 
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olduğu gösterilmiş olur. 

Şimdi 

olduğu kanıtlansın. v1 E V (t1) olsun. gr V(·) C gr W(·) olduğundan 

Vı E W (tı) (4.1.5) 

olur. W(·) küme değerli dönüşümü L > O sabitiyle Lipschitz koşulunu sağla­

dığından 

W(O) c W(tı)+L(O-t1)·B 

W (t1) c W (O)+ L (O- t1) ·B 

olduğu yazılabilir. Buradan (4.1.5) uyarınca vı E W (O)+ L (O- t1) ·B olur. 

V (O) = W (O) olduğundan vı E V (O) + L (O- tı) ·B olduğu elde edilir. Bu 

durumda 

Vı = V2 + L (O- tı) . b ( 4. 1.6) 

olacak şekilde v2 E V (O) ve b E B vardır. w ( ·) : [ t 1 , B] -+ JR. n fonksiyonu 

w (t) = 1- -- · vı + -- · v2 ( 
t-tı) t-tı 
o- tı o- tı 

(4.1.7) 

olarak tanımlansın. V(·) küme değerli dönüşümü konveks ve v1 E V (tı), v2 E 

V (O) olduğundan her t E [t1 , B] için w (t) E V (t) olur. Buna göre t2 E [t1 , B] 

için w (t2) E V (t2)'dir. (4.1.6) ve (4.1.7) uyarınca 

llvı- w (t2)ll ll(v2 + L (O- tı) ·b)- (v2 + ~ ~ :: · (v2- vı)) ll 

< L(t2-tı) 

olduğu elde edilir. Yani v1 E V (t2) + L (t2 - t 1) ·B olur. Bir başka deyişle 

(4.1.8) 

içermesi sağlanır. (4.1.4) ve (4.1.8) içermelerinden 
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olduğu elde edilir. Yani V(-) : [t0 , OJ ---+K (IRn) kompakt, konveks küme değerli 

dönüşümü L > O sabitiyle Lipschitz koşulunu sağlar. 

Sıradaki teorem, kapalı, sınırlı aralıkta tanımlı ve konveks devamı olan 

kompakt, konveks küme değerli dönüşümlerin Lipschitz sürekli olduğunu gös­

termektedir. 

Teorem 4.1.3. Kompakt, konveks V(·) : [t0 , O]---+ K (IRn) küme değerli dönü­

şümünün konveks devamı varsa V ( ·) Lipschitz koşulunu sağlar. 

Kanıt. V(·) : [t0 , O]---+ K (IRn) kompakt, konveks küme değerli dönüşümünün 

konveks devamı varsa önerme 2.6.1 ve önerme 2.6.2 uyarınca, her t E [t0 , O] 

için 

V (t) c v; (to, xo) ı (t), V (t) c vaR (0, xı) ı (t) (4.1.9) 

olacak şekilde x0 , xı E IRn ve a > O vardır. Burada Vf (t0 , x0 ) ı (·) ve 

VaR (0, Xı) ı (·) dönüşümleri (2.2.1) ve (2.2.2) ile tanımlanan küme değerli dö-

n üşümlerdir. 

(4.1.10) 

olsun. W(-) : [t0 , O] ---+K (IRn) küme değerli dönüşümü her tE [t0 , O] için 

W(t) = {x E IRn ı (t,x) E W} (4.1.11) 

olarak tanımlansın. gr Vf (t0 , x 0 ) 1 (-) ve gr VaR (0, x1) ı (·) kümeleri konveks, 

kompakt küme olduğundan w c [to - a, e+ a] X IRn kümesi de konveks, 

kompakt kümedir. grW (·) = W olduğundan (4.1.11) ile tanımlanan W(·) 

küme değerli dönüşümü konveks, kompakt küme değerli dönüşümdür. (4.1.9) 

uyarınca her t E [t0 , O] için V (t) C W (t) olduğu açıktır. t E [t0 , O] için 

V (t) # 0 olduğundan her t E [t0 , OJ için W (t) # 0 olur. W(-) : [t0 , OJ ---+ 

K (IRn) olacak biçimde bir konveks, kompakt küme değerli dönüşümdür. Bu­

radan her tE [t0 , O] için W (t) kümesinin boş olmayan, konveks, kompakt küme 

olduğu elde edilir. 
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W(·) : [t0 , e] ---+K (Rn) küme değerli dönüşümü Lipschitz koşulunu sağladığı 

kanıtlansın. tı, t2 E [to, e] olsun. Genelliği bozmadan tı < t2 olduğu varsayılsın. 

v2 E W (t2) olsun. (t2, v2) E W olduğundan (4.1.10) uyarınca 

(4.1.12) 

olur. Önerme 2.2.1 uyarınca, Vf (to, Xo) 1 (-) ve VaR (e, Xı) 1 (-) dönüşümleri 

Lipschitz koşulunu sağladığından her T, rJ E [to, eı için 

v; (to, xo) 

VaR (e, Xı) 

(r) cv; (to, Xo) ı (rJ)+ Lı Ir- TJI· B 

(TJ) c vaR (e, Xı) ı (r) + L21T- TJI· B 

(4.1.13) 

(4.1.14) 

içermeleri sağlanacak şekilde Lı, L 2 >O sayıları vardır. Bu durumda (4.1.12) 

ve (4.1.13) uyarınca 

L -
V2 E Va (to, xo) 1 (to)+ Lı (t2- to) ·B 

olur. O zaman 

v2 = V o + Lı ( t2 - to) · b 

olacak şekilde Vo E v; (to, xo) ı (to) ve b E B vardır. 

v (-) : [t0 , t2] ---+ Rn fonksiyonu 

v ( t) = 1 - · vo + · v2 ( 
t- to) t- to 
t2- to t2- to 

(4.1.15) 

( 4.1.16) 

olarak tanımlansın. Vf (to, xo) 1 (-) küme değerli dönüşümü konveks ve Vo E 

Vf (t0, x0) 1 (to) olduğundan (4.1.12) ve (4.1.16) uyarınca her tE [t0 , t2] için 

V (t) E Vf (to, Xo) 1 (t) (4.1.17) 

olur. Öte yandan Vf (to, xo) 1 (to) = V (to) ve her t E [to, e] için V (t) C 

VaR (e, Xı) 1 (t) olduğundan Vo E VaR (e, Xı) 1 (to) ve (4.1.12) uyarınca her 

t E [to, t2] için v (t) E VaR (e, xı) 1 (t) olur. Bu durumda (4.1.15) ve (4.1.16) 

uyarınca tı E [t0 , t2] için 
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olur. Buradan (4.1.10) ve (4.1.17) uyarınca v (tı) E W (tı) olduğu elde edilir. 

(4.1.15) ve (4.1.16) uyarınca 

llv2- v (tı)ll = llvo +Lı lt2- to i· b- ( Vo + :: = :: · (v2- vo)) ll 

olduğundan 

= IILı (t2- tı). bil 

::; Lı (t2- tı) 

v2 E W (tı) +Lı (t2- tı) ·B 

ol ur. L = max {Lı, L2} olarak seçilirse 

olduğu elde edilir. 

(4.1.18) 

Vı E W (tı) olsun. O zaman (tı, vı) E W olduğundan (4.1.10) uyarınca 

Vı E Vf (to, Xo) 1 (tı), 

olur. (4.1.14) uyarınca 

R -
Vı E va (0, Xı) ı (O)+ L2 (O- tı) . B 

olduğu elde edilir. Bu durumda 

olacak şekilde v2 E VaR (0, xı) i (0) ve b E B vardır. 

w ( ·) : [ tı, OJ ---+ JR n fonksiyonu 

w (t) = 1- -- · v2 + -- · vı ( 
0-t) 0-t 
e- tı e- tı 

(4.1.19) 

(4.1.20) 

(4.1.21) 

olarak tanımlasın. VaR (0, xı) j (·) küme değerli dönÜşÜmÜ konveks ve V2 E 

VaR (0, xı) i (0) olduğundan (4.1.19), (4.1.21) uyarınca her tE [tı, OJ için 

W (t) E VaR (0, Xı) 1 (t) 
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olur. Öte yandan VaR (0, xı) ı (O) = V (O) ve her t E [t0 , OJ için V (t) c 

Vf (to, x0 ) ı (t) olduğundan v2 E Vf (t0 , x0 ) ı (O) olur. Buradan (4.1.19), (4.1.21) 

uyarınca her tE [tı, O] için w (t) E Vf (t0 , x 0 ) ı (t) olur. Bu durumda t2 E [tı, O] 

için 

W (t2) E Vf (to, Xo) ı (t2) 

olur. Buradan ve (4.1.10), (4.1.22) ifadelerinden w (t2) E W (t2) olduğu elde 

edilir. ( 4. 1. 20) ve ( 4. 1. 21) uyarınca 

l!vı- w (t2)1i = llv2 + L2 (O- tı) ·b- ( v2 +: = :: · (vı- v2)) ll 

= IIL2 (t2 - tı) . bil 

~ L2 (t2 - tı) 

olduğundan 

e§itsizliği elde edilir. L =max {Lı, L2} olarak seçilsin. 

(4.1.23) 

olduğu bulunur. (4.1.18) ve (4.1.23) içermelerinden 

e§itsizliğine ula§ılır. O halde (4.1.11) ile tanımlanmı§ olan W(·) : [to, OJ --+ 

K (JR.n) küme değerli dönÜ§ÜmÜ L =max {Lı, L2} sabitiyle Lipschitz ko§ulunu 

sağlar. 

Her t E [t0 , O] için, V (t) bo§ olmayan, kompakt, konveks küme ve V (t) c 

W (t) olduğundan önerme 4.1.2 uyarınca V(-) : [t0 , OJ --+K (JR.n) küme değerli 

dönü§ümü de Lipschitz ko§ulunu sağlar. 

Teorem 4.1.3'ten a§ağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.1.4. V(·) : [t0 , OJ --+ K (JR.n) kompakt, konveks küme değerli dö­

nüşüm olsun. V ( ·) Lipschitz sürekli olmasın. O zaman V ( ·) küme değerli 

dönüşümünün konveks devamı yoktur. 
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Örnek 4.1.1'e geri dönülürse, bu örnekte verilen V(·) : [t0 , B] ---+ K (JRn) 

küme degerli dönÜ§ÜmÜ Lipschitz sürekli olmadıgından bu dönÜ§Ümün konveks 

devamı yoktur. 

4.2 Lipschitz Sürekli Küme Değerli DönÜ§Ümlerin 

Konveks Devamının Varlığı 

Şimdi Lipschitz sürekli küme değerli dönÜ§Ümlerin konveks, kompakt de­

vamının varlığı problemi ele alınsın. 

Önerme 4.2.1. V(-) : [t0 , B] ---+K (JRn) Lipschitz koşulunu sağlayan bir küme 

değerli dönüşüm olsun. intV (to) =/= 0 ve intV (B) =/= 0 ise her v E V (to) ve 

her w E V (B) için 

n+v(to,v) c n+vf(to,xo) ı (to,v) 

n-v (B, w) C n-vaR (B, xı) ı (B, w) 

olacak şekilde x 0 , x 1 E JR n ve a > O vardır. 

Kanıt. V(·) : [t0 , B] ---+ K (JRn) küme değerli dönÜ§ÜmÜ L0 > O sabitiyle 

Lipschitz ko§ulunu sağlasın. Bu durumda her tE [t0 , B] için 

V ( t) c V ( t0 ) + Lo ( t - t0 ) • B (4.2.1) 

ol ur. V1 ( ·) : [ t0 , B] ---+ K (JR n) küme değerli dön Ü§Üm ü 

Vı ( t) : = V (to) + Lo ( t - to) · B 

olarak tanımlansın. (4.2.1) uyarınca her tE [t0 , B] için 

V (t) c Vı (t) (4.2.2) 

olur. 

Her t E [t0 , B] için Vı (t) c Vf (t0 , x0 ) ı (t) olacak §ekilde bir a > O sayısı 

ve x0 E JRn olduğu kanıtlansın. x0 E intV (to) olsun. O zaman 

B (xo, co) C V (to) 
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olacak biçimde co > O vardır. O halde herhangi bir (3 > O sayısı için 

ı ı 
~·(B (xo, co)- xo) C ~ · (V (to) - xo) 

içermesi doğrudur. Ayrıca 

olduğu açıktır. 

ı 
B=-· (B (xo,co)- xo) 

co 

co 
O<o:o<­- Lo 

(4.2.3) 

( 4.2.4) 

(4.2.5) 

ko§ulunu sağlayan bir o:0 > O seçilirse, (B (x0 , co) - x0 ) konveks, kompakt 

küme ve O E (B (x0 , co)- x0 ) olduğundan (4.2.3), (4.2.4) ve (4.2.5) uyarınca 

her t E [to, OJ için 

Vı ( t) = V (to) + Lo ( t - to) · B 

Lo 
=V (to)+- (t- to) ·(B (xo, co) - xo) 

co 
ı 

C V (to)+- (t- to)· (B (xo,co)- xo) 
o: o 
ı 

C V (to)+- (t- to) ·(V (to) - xo) 
o: o 

= v:a (to, xo) ı (t) 

olduğu elde edilir. O halde x0 E intV (to) ve o:0 E (O,~~] için tE [t0 , OJ iken 

Vı (t) c v:a (to, xo) ı (t) (4.2.6) 

olur. ( 4.2.2) ve ( 4.2.6) ifadelerinden o:o E ( 0, ~~] için t E [to, 0] iken 

V (t) c v:a (to, Xo) ı (t) 

olduğu bulunur. o zaman va~ (to, xo) ı (to) =V (to) olduğundan her V E V (to) 

için 

n+v (to, v) c n+v:a (to, xo) ı (to, v) 

olur. 
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Her w E V (O) için 

n-v (0, w) C n-vaR (0, Xı) ı (0, w) 

olacak şekilde xı E JRn ve a > O olduğu kanıtlansın. V(·) : [t0 , OJ -+ K (JRn) 

küme değerli dönüşümü L 0 > O sabitiyle Lipschitz koşulunu sağladığından her 

t E [t0 , O] için 

V (t) c V (O)+ L0 (O-t) ·B (4.2.7) 

olur. V2 (·) : [t0 , OJ-+ K (Rn) küme değerli dönüşümü 

V2 (t) := V (O)+ L0 (O-t) ·B 

olarak tanımlansın. (4.2.7) uyarınca her tE [t0 , O] için 

V (t) c V2 (t) (4.2.8) 

olur. 

Şimdi her t E [to, OJ için V2 (t) C VaR (0, xı) ı (t) olacak şekilde bir a > 0 

sayısının varlığı kanıtlanacaktır. xı E intV (O) olsun. O zaman 

B (xı, cı) c V (O) 

olacak biçimde cı > O vardır. Buna göre herhangi bir (3 > O sayısı için 

ı ı 73 ·(B (xı, cı) - xı) C 73 · (V (O) - xı) 

ifadesi doğrudur. Ayrıca 

olduğu açıktır. 

ı 
B=-· (B (xı,cı)- xı) 

cı 

cı O< aı <­-Lo 

(4.2.9) 

(4.2.ıo) 

(4.2.11) 

koşulunu sağlayan bir aı > O seçilirse, (B (xı, cı) - xı) konveks, kompakt 

küme ve O E (B (xı, cı)- xı) olduğundan (4.2.9), (4.2.ıO) ve (4.2.11) uyarınca 
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her t E [t0 , O] için 

V2 (t) V (O)+ L0 (O-t) ·B 
Lo 

V (O)+- (O-t) · (B (xı, cı) - xı) 
cı 

ı 
c V (O)+- (O-t) · (B (xı, cı) - xı) 

aı 

ı c v (e)+- (e-t) . (V (e) - xı) 
aı 

va~ (0, xı) ı (t) 

olduğu elde edilir. 0 halde Xı E intV (0) ve her aı E (O,~~] için t E [to, 0] 

iken 

V2 (t) c va~ (e, xı) ı (t) (4.2.12) 

olur. (4.2.8) ve (4.2.ı2) içermelerinden her tE [t0 , O] için 

V (t) c Va~ (0, xı) ı (t) 

olduğu bulunur. O zaman Va~ (0, xı) ı (O) = V (O) olduğundan her w E V (O) 

için 

n-v (e, w) c n-v~ (e, xı) ı (e, w) 

olur. 

ao E (O,~:] ve aı E (O, ~~ı keyfi seçildiğİnden a =min { a0 , aı} alınırsa, 
her v E V (to) ve her w E V (O) için 

n+v (to, v) c n+v; (to, xo) ı (to, v) 

D-V (0, w) C n-vaR (0, Xı) ı (6J, w) 

olduğu sonucuna ulaşılır. 

Aşağıdaki teorem, Lipschitz koşulunu sağlayan konveks, kompakt küme 

değerli dönüşümlerin hangi durumda konveks devamının olduğunu söylemek­

tedir. 

Teorem 4.2.2. V(·) : [t0 , O] --+ K (Rn) konveks7 kompakt küme değerli dö­

nüşümü Lipschitz koşulunu sağlasın. intV (to) =1- 0 ve intV (O) =1- 0 ise V(-) 

küme değerli dönüşümünün konveks devamı vardır. 
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Kanıt. Önerme 4.2.ı uyarınca V(·) : [t0 , eı -+K (IRn) küme değerli dönü§ümü 

için her v E V (to) ve her w E V (O) için 

D+V(to,v) c D+Vf(to,xo) ı (to,v) 

D-v (0, w) c D-vaR (0, xı) ı (0, w) 

ko§ulları sağlanacak biçimde x0 , x1 E IR n ve a > O vardır. O zaman teorem 

2.5.ı uyarınca V(·) küme değerli dönü§ümü için konveks devam vardır ve Vt E 

[to - a, e+ aı için 

Vf (to, Xo) ı (t) , t E [to - a, to) 

W (t) = V (t) , tE [t0 , tıı 

VaR (0, Xı) ı (t) , tE (tı, tı + aı 

§eklinde tanımlanan W(·) : [to- a, O+ aı -+ K (IRn) dönü§ümü V(·) küme 

değerli dönü§ümünün konveks a-devamıdır. 

Sonuç 4.1.4 uyarınca, V(-) konveks, kompakt küme değerli dönü§ümü 

Lipschitz sürekli degilse bu dönü§ümün konveks devamının olmadıgı görüldü. 

Teorem 4.2.2 uyarınca eğer intV (to)=/= (/J veya intV (O)=/= (/J değilse de teorem 

doğru değildir. Bu duruma örnekler a§ağıda verilmi§tir. 

Örnek 4.2.3. t E [O, ı ı için 

V (t) = { x E IR ııxı ~ t} 

olmak üzere V (-) : [O, ı ı -+ K (IR) küme değerli dönüşümü tanımlansın. O 

zaman intV (O) = (/J olur. Açıktır ki, V(-) Lipschitz sürekli, kompakt, kon­

veks küme değerli dönüşümdür. Bu küme değerli dönüşümün sağa konveks 

a- devamı vardır ancak konveks devamı yoktur. 

Örnek 4.2.4. t E [O, 2ı için 

V (t) = { x E IR ııxı ~ t2
- 2 t} 

olmak üzere V(-) : [O, 2ı -+ K (IR) küme değerli dönüşümü tanımlansın. O 

zaman intV (O) = (/J, intV (2) = (/J olur. Açıktır ki, V(-) Lipschitz sürekli, 

kompakt, konveks küme değerli dönüşümdür ancak konveks devamı yoktur. 
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Teorem 4.2.2'den aşağıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 4.2.5. ~' V* c Rn kompakt, konveks kümeler ve int~ =/::- 0, intV* =/::- 0 

olsun. t E [t0 , OJ için 

V (t) = 1 - -- · ~ + -- · V ( 
t - to ) t - to * 
(}-to (}-to 

olarak tanımlanan V(-) : [t0 , O] --+K (Rn) küme değerli dönüşümünün konveks 

a-devamı vardır. 

Kanıt. V= gr V(-) olsun. V*, V* c Rn kompakt, konveks kümeler olduğundan 

V c [to, eı X Rn kümesinin de kompakt, konveks olduğu açıktır. 

Ayrıca V(-) : [to, O] --+K (Rn) küme değerli dönüşümünün Lipschitz sürekli 

olduğu kolayca gösterilebilir. int~ =/::- 0, intV* =/::- 0 olduğundan teorem 4.2.2 

uyarınca V(·) : [to, 0]--+ K (Rn) küme değerli dönüşümünün konveks a-devamı 

vardır. 
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5 TERS PROBLEM 

Bu bölümde diferansiyel içermeler teorisindeki ters problem ifade edilecek 

ve bu problem için bir çözüm yöntemi verilecektir. 

V(·) : [t0 , OJ --+K (Rn) sürekli ve konveks değerli bir küme değerli dönüşüm 

ve c > O sabitlenmiş keyfi bir sayı olsun. Ters problem, keyfi t E [t0 , OJ anındaki 

erişim kümesi, verilen küme değerli dönüşümün t anındaki görüntüsü olan 

V (t) kümesine Hausdorff uzaklığı c sayısından büyük olmayan diferansiyel 

içermenin elde edilmesi problemi olarak ifade edilmektedir. Bir başka deyişle 

ters problem, c> O sabitlenmiş sayısı ve V(·) konveks değerli ve sürekli küme 

değerli dönüşümüne karşılık her t E [t0 , OJ için 

h (X (t; t0 , V (to)), V (t)) ::::; c 

eşitsizliğini sağlayan bir diferansiyel içermenin bulunması problemidir. Burada 

X ( t; t0 , V ( t0)) , aranan diferansiyel içermenin ( t0 , V ( t0)) başlangıç kümesinden 

çıkan, t anındaki erişim kümesidir. 

5.1 Sürekli Küme Değerli DönÜ§Üınlerin Parçalı Afin 
. 
Interpolasyonu 

Kompakt, konveks değerli, sürekli V(·) : [t0 , OJ --+ K (Rn) küme değerli 

dönüşümü ve c > O verilsin. V(·) küme değerli dönüşümü [t0 , OJ kompakt 

aralığında tanımlı ve sürekli olduğundan düzgün süreklidir. O zaman 

lt - Tl ::::; CJ iken 

h(V(t),V(T))::::; ~ (5.ı.ı) 

olacak biçimde bir CJ > O sayısı vardır. i = O, ı, ... , m- ı için 

(5.1.2) 

olmak üzere r = { t0 < tı < ... < tm = O}, [to, OJ aralığının .6. ::::; (J olacak 

biçimde bir düzgün parçalanışı olsun. Bu durumda (5.l.ı) eşitsizliğinden 
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i= O, ı, ... , m- ı için 

(5.1.3) 

olduğu elde edilir. 

i = O, ı, ... , m- ı için Vi = V(ti) olmak üzere, Vi(-) : [ti, ti+ı] --+ K (JRn) 

küme değerli dönÜ§Ümü 

ve W(·) : [to, O] --+K (JRn) küme değerli dönÜ§ÜmÜ 

W(t) = { Vi(t) 
V m 

olarak tanımlansın. 

, tE [ti, ti+ı) 

t=O 

gr W(·) = {(t, x) E [to, O] X JRn 1 x E W(t)} 

olsun. 

(5.1.4) 

(5.1.5) 

(5.1.6) 

Tanımlanı§tan dolayı her i = O, ı, ... m için W(ti) = V(ti) = Vi olduğu 

açıktır. 

V(·) : [to, O] --+ K (JRn) küme değerli dönÜ§ÜmÜ kompakt, konveks değerli 

olduğundan her i= O, ı, ... , m için V(ti) C JRn kompakt, konveks kümedir. O 

halde i= O, ı, ... , m- ı için Vi(·) : [ti, ti+I]--+ K (JRn) kompakt, konveks küme 

değerli dönÜ§Ümdür. 

Sıradaki önerme, V ( ·) ile W ( ·) küme değerli dönü§ümlerinin t anındaki 

görüntüleri arasındaki Hausdorff uzaklığını belirlemektedir. 

Önerme 5.1.1. V(-) : [t0 , O] --+ K (JRn) konveks degerli, sürekli küme değerli 

dönüşümü ve c > O sayısı verilsin. [t0 , O] aralığının ~ ~ a (c) koşulunu 

sağlayan her r = {to < tı < ... <tm =O} düzgün parçalanışı ve her t E [to, O] 

ıçın 

h(V(t), W(t)) ~ ~ (5.1. 7) 

eşitsizliği sağlanacak biçimde a (c) > O sayısı vardır. Burada ~' (5.1.2) ile 

verilen sayıdır. 
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Kanıt. c > O sayısı verilsin. W(O) = V(O) olduğundan t = O iken (5.1.7) 

eşitsizliğinin sağlanacağı açıktır. t E [t0 , O) ve w E W(t) olsun. t E [ti, ti+l) 

olacak biçimde i = O, ı, ... , m- ı vardır. W(-) küme değerli dönüşümünün 

tanımlanışından 

(5.1.8) 

olacak biçimde vi E Vi ve vi+l E 1-'i+ı vardır. t E [ti, ti+ı) olduğundan (5.l.ı) 

uyarınca 

c c 
h (V (ti), V (t)) :::; 2 ve h (V (ti+ı), V (t)) :S 2 

eşitsizlikleri sağlanır. O halde 

(5.1.9) 

olacak biçimde vr, V~ E V (t) vardır. V (t) konveks küme olduğundan 

V = ı - ı · V~ + ı · v; E V ( t) ( 
t-t· ) t-t· 

ti+l - ti ti+l - ti 
(5.ı.ıo) 

olur. (5.1.8), (5.1.9) ve (5.l.ıO) uyarınca 

llv- wll ll (ı- t-ti ) · (v~- vi)+ t-ti · (v;- vi+ı)ll 
~ı-~ ~ı-~ 

< (ı- t-ti) llv~-vill+ t-ti llv;-vi+ıll 
ti+l - ti ti+l - ti 

c < -
2 

olduğu bulunur. Bu durumda 

c -
W(t) c V (t) + 2 ·B 

olur. 

Şimdi v E V(t) olsun. (5.l.ı) uyarınca 

c c 
h(V(ti),V(t)):::; 2 ve h(V(ti+ı),V(t)) :S 2 

eşitsizlikleri sağlanır. O zaman 

c c 
llvi- vii :::; 2 ve llvi+ı -vii :S 2 

73 

(5.1.11) 

(5.l.ı2) 



olacak biçimde Vi E Vi ve Vi+l E Vi+ı vardır. W(-) küme değerli dönüşümünün 

tanımlanışından 

( 
t-ti ) t-ti 

w= ı- t· - t· o Vi+ . . o Vi+ı E W(t) 
ı+ı ı tı+l - tı 

olur. (5.1.12) ve (5.1.13) uyarınca 

< ~ 
2 

olduğu elde edilir. O halde 

olur. (5.1.11) ve (5.1.14) içermelerinden 

h(V(t), W(t)) ::; ~ 

olduğu bulunur. t E [to, O] keyfi seçildiğinden kanıt tamamlanmıştır. 

(5.1.13) 

(5.1.14) 

Önerme 5.1.2. V(·) : [t0 , O] ----+K (I~n), konveks degerli, L sabitiyle Lipschitz 

koşulunu sağlayan bir küme değerli dönüşüm ve r = { t0 < t 1 < ... < tm = O} , 

[t0 , O] aralığının düzgün bir parçalanışı olsun. Her t E [to, O] için 

h(V(t), W(t))::; Lb. (5.1.15) 

eşitsizliği sağlanır. Burada b. > O, (5.1.2) ile belirlenen sayıdır. 

Kanıt. V(·) küme değerli dönüşümü L sabitiyle Lipschitz koşulunu sağladı­

ğından t, T E [t0 , O] için 

h(V(t),V(T))::; L jt-Tj (5.1.16) 

eşitsizliği sağlanır. 
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W(O) = V(O) olduğundan t = O iken (5.l.ı5) eşitsizliğinin sağlanacağı 

açıktır. t E [t0 , O) ve w E W(t) olsun. t E [ti, ti+I) olacak biçimde 3 i = 

O, ı, ... , m- ı vardır. W(·) küme değerli dönüşümünün tanımlanışından 

(5.l.ı 7) 

olacak biçimde vi E Vi ve Vi+I E Vi+ı vardır. t E [ti, ti+I) olduğundan (5.l.ı6) 

uyarınca 

h (V ( ti) , V ( t)) ~ L D.. ve h (V ( ti+ ı) , V ( t)) ~ L D.. 

eşitsizlikleri sağlanır. O halde 

(5.l.ı8) 

olacak biçimde vr, V~ E V (t) vardır. V (t) konveks küme olduğundan 

v = ı- ı · v~ + ı · v; E V (t) ( 
t-t· ) t-t· 

ti+l - ti ti+ı - ti 
(5.l.ı9) 

olur. (5.ı.ı 7), (5.l.ı8) ve (5.l.ı9) uyarınca 

llv-wll=ll(ı- t-ti )·(v~-vi)+ t-ti ·(v;-vi+ı)ll 
~ı-4 ~ı-4 

<(ı- t-ti) llv~-vill+ t-ti llv;-vi+ıll 
- ti+l - ti ti+l - ti 

<LD.. 

olduğu bulunur. Bu durumda 

W(t) c V (t) + L D..· B (5.1.20) 

olur. 

Şimdi v E V(t) olsun. (5.l.ı6) uyarınca 

h (V ( ti) , V ( t)) ~ L D.. ve h (V ( ti+I) , V ( t)) ~ L D.. 

eşitsizlikleri sağlanır. O zaman 

(5.1.2ı) 
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olacak biçimde vi E Vi ve vi+l E Vi+ı vardır. W(-) küme değerli dönü§ümünün 

tanımlanı§ından 

(5.1.22) 

olur. (5.1.21) ve (5.1.22) uyarınca 

olduğu elde edilir. O halde 

V(t) c W (t) +LLl· B (5.1.23) 

olur. (5.1.20) ve (5.1.23) içermelerinden 

h(V(t), W(t)):::; LL\ 

olduğu bulunur. 

.. . . 
5.2 üzel Durum Için Diferansiyel Içermenin Sağ Tarafı 

V.,, V* C ffi.n konveks, kompakt kümeler, intV* 1- 0, intV* 1- 0 olsun. 

V(·) : [t*, t*]--+ K (IR.n) küme değerli dönÜ§ÜmÜ 

V (t) = (ı- t-t* ) . V: + t-t* . V* 
t* - t* * t* - t* 

(5.2.1) 

olarak tanımlansın ve bu dönÜ§Ümün grafiği 

grV(·) = {(t,x) E [t*,t*] X ffi.n lx E V(t)} (5.2.2) 

ile gösterilsin. Bu bölümde önce (5.2.1) ile verilen küme değerli dönÜ§Üm 

için ters problemin çözümü yapılacaktır. Bir ba§ka deyi§le (5.2.1) ile verilen 
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V(-) : [t*, t*ı -----+K (JR.n) küme değerli dönÜ§ÜmÜ ve c > O sabitlenmi§ sayısına 

kar§ılık V t E [t*, t*ı için 

h (X (t; t*, V (t*)), V (t)) :S c 

e§itsizliğini sağlayan bir diferansiyel içerme bulunacaktır. Burada X (t; t*, V (t*)), 

aranan diferansiyel içermenin ( t*, V ( t*)) ba§langıç kümesinden çıkan, t anındaki 

eri§im kümesidir. 

Bu bölümde aranan diferansiyel içermenin sag tarafını belirleyecegiz. Açıktır 

ki, (5.2.ı) ile verilen V(-) küme değerli dönü§ümü konvekstir. Her t E [t*, t*ı 

için V (t) C JR_n kompakt, konveks kümedir. Ayrıca V(·) küme değerli dönÜ§ÜmÜ 

Lipschitz süreklidir. V*, V* C JR.n konveks,' kompakt kümeler, V (t*) = V:,, 

V (t*) = V* ve int"Vı, #- 0, intV* #- 0 olduğundan, sonuç 4.2.5 uyarınca V(-) 

küme değerli dönÜ§Ümünün en az bir 

a>O (5.2.3) 

sayısı için 

(5.2.4) 

konveks a-devamı vardır. 

a > O sayısı ve Va(·) : [t*- a, t* + aı -----+ K (JR.n) küme değerli dönÜ§ÜmÜ 

sırasıyla (5.2.3) ve (5.2.4) ile verilmi§ olsun. v E (0, a) olmak üzere 

küme değerli dönÜ§Ümleri 

ı 
- · [Va ( t + V) - X ı 
V 

F: (t, x) 

<I>~ (t, x) 
ı 

-- · [Va ( t - V) - X ı 
V 

ile tanımlansın. t + v :S t* iken 

ı 
F: (t, x) =-·[V (t + v)- xı 

V 
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ve t - ll ~ t* iken 

<I>~ (t,x) =_!·[V (t -ll)- x] 
ll 

olacağı açıktır. 

a =max {llxll 1 (t, x) E gr Va(·)} (5.2.7) 

olsun. 

Sıradaki önermede, [t*, t*] x JRn kümesi üzerinde tanımlanmı§ olan F: (-)ve 

<I>~ ( ·) küme değer li dön Ü§Ümlerinin bazı özellikleri verilmi§tir. 

Önerme 5.2.1. a > O (5.2.3) ile verilen sayı ve ll E (0, a) olsun. O zaman 

her (t, x) E [t*, t*] x ]Rn için F: (t, x) C JRn ve <I>~ (t, x) C JRn konveks, kompakt 

kümedir. 

küme değerli dönüşümleri süreklidir. 

Her t 0 E [t*, t*] için 

küme değerli dönüşümleri t > O sabitiyle Lipschitz koşulunu sağlar. 

a ~O (5.2.7) ile verilen sayı olmak üzere, her (t, x) E [t*, t*] x ]Rn için 

max {11!11 1 fE F; (t, x)} 

max {II'PII 1 ep E <I>~ (t, x)} 

eşitsizlikleri sağlanır. 

ı 
< - (a + llxll) , 

ll 

ı 
< - (a + llxll) 

ll 

(5.2.8) 

(5.2.9) 

Kanıt. Her tE [t* - a, t* + a] için Va (t) konveks, kompakt küme olduğundan 

(5.2.5) ve (5.2.6) uyarınca (t,x) E [t*,t*] xlRn için F: (t,x) C JRn ve <I>~ (t,x) C 

JRn kümeleri de konveks, kompakt kümelerdir. 

F: (-) : [t*, t*] x JRn -+ K (JRn) küme değerli dönÜ§Ümünün sürekli olduğu 

kanıtlansın. (t0 , x 0 ) E (t*, t*) x JRn olsun. c > O seçilsin. Va(-) sürekli 
ll 

olduğundan, c* = 2 c olmak üzere lt- t01 < 61 (c) iken 
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içermesi sağlanacak biçimde 6ı (c:) >O sayısı vardır. Buradan lt- t01 < 6ı (c:) 

iken 

_!_ · [Va (to+ v)- xoı C _!_ · [Va (t + v) - xoı + c* ·B 
V V V 

(5.2.ıo) 

içermesinin sağlandığı bulunur. 6* (c:) =min { 6ı (c:), c:*} > O olsun. O zaman 

(5.2.ıO) uyarınca lt- tol < 6* (c:) ve llx- xoll < 6* (c:) iken 

ı 
- · [Va (to + v) - xoı 
V 

C _!_·[Va (t + v) - xı + _!_ · (x- x0 ) +c:* ·B 
V V V 

C _!_ · [Va ( t + V) - X ı + c* + 6* (c) · B 
V V 

C _!_ • [Va ( t + V) - X ı + 2 
c* · B 

V V 
(5.2.11) 

olur. F; (-) küme değerli dönüşümünün tanımlanışından, (5.2.11) uyarınca 

(5.2.ı2) 

olduğu elde edilir. 

Benzer olarak, Va (-) sürekli olduğundan, lt - t 0 1 < 62 (c:) iken 

V 
içermesi sağlanacak biçimde 62 (c:)> O sayısı vardır. Buradan c:*= 2 c: olmak 

üzere, keyfi bir x E !Rn için 

_!_ · [Va ( t + V) - X ı C _!_ · [Va (to + V) - X ı + c* · B 
V V V 

(5.2.ı3) 

içermesinin sağlandığı bulunur. 6* (c:)= min{62 (c:), c:*}> O olsun. O zaman 

(5.2.ı3) uyarınca lt- tol < 6* (c:), llx- xoll < 6* (c:) iken 

ı 
- · [Va ( t + V) - X ı 
V 

F; (t, x) 

C _!_·[Va (to+ v) - xoı + _!_ · (xo - x) + c:* ·B 
V V V 

ı ( ) ı c:*+6*(c:) C - · [Va to + v - Xo + · B 
V V 

ı ) ı 2 c:* C - · [Va (to+ v - Xo +- ·B 
V V 

(5.2.ı4) 
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olur. F; (·) küme değerli dönüşümünün tanımlanışından, (5.2.ı4) uyarınca 

(5.2.ı5) 

olduğu elde edilir. 

c5 (c) =min {b* (c), c)* (c)} > O olarak seçilirse, (5.2.ı3) ve (5.2.ı5) uyarınca 

/t- t0 / + 1/x- x0 1/ < c5 (c) iken 

F:(to,xo) C F:(t,x)+c·B 

F; (t,x) c F; (to,x0 ) +c· B 

içermelerinin sağlandığı bulunur. Bu ise /t- t0 / + 1/x- x0 1/ < c5 (c) iken 

h (F: (t0 , xo), F: (t, x)) <c 

olması demektir. F; ( ·) küme değerli dönüşümü keyfi seçilmiş ( t0 , x0 ) E ( t*, t*) x 

JR n noktasında süreklidir. 

F; (-) küme değerli dönüşümünün, t0 = t* ise (t0 , x0 ) noktasında t'ye göre 

sağdan ve to = t* ise (to, x0 ) noktasında t'ye göre soldan sürekli olduğu benzer 

olarak gösterilebilir. O halde F; (·) : [t*, t*] x ]Rn --+K (JRn) süreklidir. 

Şimdi keyfi bir t0 E [t*, t*] için F; (t0 , ·) : JRn --+ K (JRn) küme değerli 
ı 

dönüşümünün - sabitiyle Lipschitz koşulunu sağladığı kanıtlansın. xı, x2 E 
ll 

lRn olsun. 

ı ı ı 
- · [Va (to+ ll) - xı] = - · [Va (to+ ll) - x2] +- · (x2- xı) 
ll ll ll 

olduğundan 

ı 
- · [Va (to+ ll) - xı] 
ll 

içermeleri doğrudur. Yapılan işlemler xı ile x2'nin seçilişinden bağımsız olduğundan 

(5.2.ı6) içermesinden 

(5.2.ı 7) 
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içermesinin ve (5.2.16), (5.2.1 7) içermelerinden 

eşitsizliğinin sağlandığı bulunur. Bir başka deyişle F: (t0 , ·) küme değerli dö­
l 

nüşümü - sabitiyle Lipschitz koşulunu sağlar. 
V 

(t, x) E [t*, t*] x lRn ve fE F: (t, x) olsun. (5.2.5) uyarınca 

ı 
f =- · (y- x) 

V 

olacak biçimde y E Va (t + v) vardır. Buradan, a > O (5.2.7) ile verilen sayı 

olmak üzere 

ı ı 
//!// = - /Iy- xl/ :S - (1/y/1 + 1/x/1) 

V V 

ı 
1/f/1 :S - (a + 1/x/1) 

V 
(5.2.18) 

olduğu elde edilir. Keyfi fE F: (t,x) için (5.2.18) eşitsizliği sağlandığı için 

ı 
max {/If// /fE F: (t, x)} :S - (a + 1/x/1) 

V 

eşitsizliği de sağlanır. 

Benzer kanıtlar <I>~ (-) küme değerli dönüşümü için de yapılabilir. 

Sıradaki önerme Va(·) küme değerli dönüşümü ile F:(-), <I>~(-) küme değerli 

dönüşümleri arasındaki ilişkiyi vermektedir. 

Önerme 5.2.2. V(-) ve Va(-) sırasıyla (5.2.1) ve (5.2.4) ile verilmiş olan 

küme değerli dönüşümler ve x E V (t) olsun. f E F:(t, x) ise keyfi 6 E (0, v] 

sayısı için 

ve ep E <I>~(t, x) ise keyfi 6 E (0, v] sayısı için 

olur. 
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Kanıt. x E V(t) ve fE F:(t, x) olsun. (5.2.5) uyarınca 

ı f =- · (y- x) 
V 

olacak biçimde yE Va (t + v) vardır. Buradan y = x+v· f olur. x (·) : [0, v]----+ 

JRn fonksiyonu 

X ( 8) = (ı - f) · X + f · y (5.2.ı9) 

olarak tanımlansın. y = x + v · f olduğundan (5.2.ı9) eşitliği 

X (8) =X+ 8 · f (5.2.20) 

biçiminde de yazılabilir. Her t E [t*, t*] için Va (t) = V (t) olduğundan x E 

Va(t) olur. yE Va (t + v) ve Va(-) konveks olduğundan önerme 1.2.ı0 ve (5.2.ı9) 

uyarınca keyfi 8 E (0, v] sayısı için 

(5.2.2ı) 

olur. (5.2.20) ve (5.2.2ı) uyarınca keyfi 8 E (0, v] sayısı için 

x + 8 · f E Va ( t + 8) 

olduğu elde edilir. Böylece f E F:(t, x) ise keyfi 8 E (0, v] sayısı için x + 8 · f E 

Va (t + 8) olduğu kanıtlandı. 

x E V(t) ve ep E <I>~(t, x) olsun. (5.2.6) uyarınca 

ı ep=-. (x- y) 
V 

olacak biçimde y E Va (t-v) vardır. Buradan y = x- v ·ep olur. x (·) 

[-v, O] ----+ JRn fonksiyonu 

X ( 8) = (ı + f) · X - f · y (5.2.22) 

olarak tanımlansın. y =x-v· ep olduğundan her 8 E [-v, O] için 

X ( 8) = X + 8 · ep (5.2.23) 
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olarak yazılabilir. Her t E [t*, t*] için Va (t) = V (t) olduğundan x E Va(t) 

olur. y E Va (t-v) ve Va(-) konveks olduğundan önerme 1.2.10 ve (5.2.22) 

uyarınca keyfi b E [-v, O) sayısı için 

x (b) E Va ( ( 1 + ~) t - ~ ( t - v)) = Va ( t + b) (5.2.24) 

olur. (5.2.23) ve (5.2.24) uyarınca keyfi b E (0, v] sayısı için 

X - b · eP E Va ( t - b) 

olduğu bulunur. 

A§ağıdaki önerme, (5.2.1) ile verilen V(·) küme değerli dönÜ§Ümünün türev 

kümeleri ile F: (t, x), ğ>~ (t, x) kümeleri arasındaki ili§kiyi karakterize etmek­

tedir. 

Önerme 5.2.3. V(·) küme değerli dönüşümü (5.2.1) ile verilmiş olsun. Her 

t E [t*, t*) ve x E V (t) için 

F: (t, x) c DtV (t, x) , (5.2.25) 

her tE (t*, t*] ve x E V (t) için 

ğ>~ (t, x) c D;V (t, x) (5.2.26) 

içermeleri sağlanır. 

Kanıt. t E [t*, t*) ve x E V (t) olsun. f E F: (t, x) seçilsin. t E [t*, t*) 

olduğundan her b E [0, b*] için t + b ~ t* olacak biçimde b* E (0, v] sayısı 

vardır. x (-) : [0, b*] -+ ]Rn fonksiyonu x (b) = x +b · f olarak tanımlansın. 

Önerme 5.2.2 uyarınca keyfi b E [O, b*] sayısı için x (t +b) E Va (t +b) olur. 

Her b E [O, b*] için t +b ~ t* olduğundan Va (t +b) =V (t +b) olduğu açıktır. 

O halde her b E [0, b*] için x (t +b) E V (t +b) olur. Buradan 

lim X ( t + b) - X = j 
8---tO+ b 
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olduğu bulunur. Bir ba§ka deyi§le f E D;tV (t, x) olduğu elde edilmi§tir. Yani 

(5.2.25) içermesi doğrudur. 

t E (t*, t*] ve x E V (t) olsun. ep E <I>~ (t, x) seçilsin. tE (t*, t*] olduğundan 

her c5 E [-c5*, O] için t* :s; t + c5 olacak biçimde c5* E (0, v] sayısı vardır. x (·) : 

[-c5*, O] ---+ ]Rn fonksiyonu x (c5) = x + c5 ·ep olarak tanımlansın. Önerme 5.2.2 

uyarınca keyfi c5 E [-ö*, OJ sayısı için x (t + ö) E Va (t + c5) olur. Her c5 E [-ö*, OJ 

için t* :s; t + c5 olduğundan Va (t + c5) = V (t + c5) olduğu açıktır. O halde her 

c5 E [-ö*, O] için x (t + c5) E V (t + c5) olur. Buradan 

lim X ( t + Ö) - X = ep 
8-+0- c5 

olduğu bulunur. Bir ba§ka deyi§le ep E D;V (t, x) olur. Yani (5.2.26) içermesi 

doğrudur. 

A, C c Rn kümeleri için 

p (A, C) =inf {\\a- c\\ \ a E A, c E C} 

olmak üzere, r~ (-) : [t*, t*] x Rn ---+ [0, +oo) fonksiyonu 

r~ (t, x) = p (F: (t, x), <I>~ (t, x)) (5.2.27) 

olarak tanımlansın. 

A§ağıdaki önermede r~ (-) fonksiyonunun bazı özellikleri incelenmi§tir. 

Önerme 5.2.4. (5.2.27) ile tanımlanan r~ (-) : [t*, t*] x Rn ---+ [0, +oo) fonksi­

yonu süreklidir. Her t0 E [t*, t*] için 

r~ (to,·): Rn---+ [O, +oo) 

fonksiyonu~ > O sabitiyle Lipschitz koşulunu sağlar. (5.2.7) ile verilmiş a 2: O 
lJ 

sayısı ve her ( t, x) E [t*, t*] x Rn için 

2 
r~ (t, x) :s; - (a + \\x\\) 

lJ 

eşitsizliği sağlanır. 
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Kanıt. c > O sayısı verilsin. r; (-) fonksiyonunun keyfi bir (t0 , x0 ) E [t*, t*] x 

JR.n noktasında sürekli olduğu kanıtlansın. Önce (t0 , x0 ) E (t*, t*) x JR.n ol­

sun. Önerme 5.2.1 uyarınca, Fı (-) ve <I>~(-) küme değerli dönüşümleri sürekli 

olduğundan, lt- tol + llx- xoll :S 8 (c) iken 

F; (to, xo) C 

<I>~ (to, xo) C 

c -
F; (t, x) + 2 ·B, 

c -
<I>~ (t,x) + 2 ·B, 

F; (t, x) C F; (to, x0 ) + ~ ·1.(5.2.28) 

<I>~ (t, x) C <I>~ (t0 , x0 ) + ~ · B:5.2.29) 

içermeleri sağlanacak biçimde 8 (c) > O sayısı vardır. (5.2.28) ve (5.2.29) içer­

melerinden 

r~ (to, xo) =inf {lif- ep ll 1 f E F; (to, xo), ep E <I>~ (to, xo)} 

ve buradan 

ll f + ~ . b - ep - ~ . b* ll ı } 
j E F; (t,x), ep E <I>~ (t,x), b, b* E B 

2 inf {ll!- epll- c 1 fE F; (t, x), ep E <I>~ (t, x)} 

= r~ (t, x)- c 

(5.2.30) 

r~ (t, x)- r~ (to, xo) :S c (5.2.31) 

olduğu elde edilir. Benzer olarak (5.2.28) ve (5.2.29) eşitsizliklerinden 

r~ (t0 , x0 ) - r~ (t, x) :::; c (5.2.32) 

eşitsizliğinin sağlandığı gösterilebilir. (5.2.31) ve (5.2.32) eşitsizlikleri uyarınca 

lt- tol + llx- xoll :S 8 (c) iken 

Ir~ (to, xo) - r~ (t, x) 1 :S c 

eşitsizliği sağlanır. r; (·)fonksiyonunun t0 = t* ise (to, x0 ) noktasında t'ye göre 

sağdan, t0 = t* ise (to, x0 ) noktasında t'ye göre soldan sürekli olduğu benzer 

yoldan kanıtlanabilir. O halde r; (-) : [t*, t*] x JR.n -+ [O, +oo) fonksiyonu 

süreklidir. 
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Herhangi bir t0 E [t*, t*] için r~ (t0 , ·) : Rn ---+ [0, +oo) fonksiyonunun ~ 
V 

sabitiyle Lipschitz ko§ulunu sağladığı kanıtlansın. x1, x 2 E IRn olsun. F; (t0 , ·) 

ı 
ve ci>~ (t0 , ·)küme değerli dönü§ümleri- sabitiyle Lipschitz sürekli olduğundan, 

V 

i, j = ı, 2 için 

(5.2.33) 

(5.2.34) 

içermeleri sağlanır. (5.2.33), (5.2.34) içermelerinden ve r~ (-) fonksiyonunun 

tanımlanı§ından 

r~ (to, xı) =inf {ııJ- ep// ı f E F; (to, xı), ep E ci>~ (to, xı)} 

ı ll /+}:_ 1/xı - x21/ ·b- ep- }:_ 1/xı - x21/ ·b* ll ı 
~~f V V 

ı f E F; (to, x2), tp E cl>~ (to, x2), b, b* E B 

~inf {/If- ep// - ~ 1/xı- x21/ ı f E F; (to, x2), tp E cı>: (to, x2)} 

= r~ (to, x2) - ~ 1/xı - x21/ 
V 

ve buradan 

(5.2.35) 

e§itsizliği elde edilir. Yapılan i§lemler x1 ve x2'nin seçili§inden bağımsız olduğundan 

(5.2.36) 

olduğu da kolayca doğrulanabilir. (5.2.35) ve (5.2.36) e§itsizliklerinden 

ır~ (to, x2) - r~ (to, xı) ı :S ~ 1/xı - x21/ 
V 

olduğu bulunur. Bir ba§ka deyi§le herhangi bir t0 E [t*, t*] için r~ (t0 , ·) : Rn---+ 
2 

[0, +oo) fonksiyonu - sabitiyle Lipschitz ko§ulunu sağlar. 
V 

(t, x) E [t*, t*] x Rn olsun. Herhangi bir fE F; (t, x) ve ep E ci>~ (t, x) için 

r~ (t, x) =inf {/If- ep// ı fE F; (t, x), ep E ci>~ (t, x)} 

s; /If- ep// 

s; 1/f/1 + 1/cp/1 
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olur. Her (t, x) E [t*, t*] x JR.n için (5.2.8) ve (5.2.9) e§itsizlikleri sağlandığından 

2 
rZ (t, x) :::; - (a + //x//) 

V 

olduğu elde edilir. 

Onerme 5.2.5. a > O, (5.2.3) ile belirlenen sayı olmak üzere 2v :::; t* - t* 

eşitsizliğini sağlayan bir vE (0, a) seçilsin. tE [t* + v, t*- v] olacak biçimdeki 

her (t, x) E gr V(·) için r~ (t, x) =O olur. 

Ayrıca vı E (0, a), v2 E (0, a) ve vı :::; v2 ise her (t, x) E gr V(·) için 

eşitsizliği sağlanır. 

Kanıt. t0 E [t* + v, t* - v] olmak üzere bir (t0 , x 0 ) E gr V(-) seçilsin. (5.2.ı) 

uyarınca 

(ı to - t*) t0 - t* * Xo = - ·V + ·V 
t* - t* * t* - t* 

(5.2.37) 

olacak biçimde v* E ~' v* E V* vardır. 

* d _V -V* 

*- t*- t* 
(5.2.38) 

olarak belirlensin. t 0 + v :::; t* ve v* E ~' v* E V* olduğundan, V(-) küme 

değerli dönÜ§Ümünün tanımlanı§ı uyarınca 

(ı t0 + v- t*) to+ v- t* * V ( ) 
- · V* + · V E to + V 

t*- t* t*- t* 
(5.2.39) 

olur. (5.2.37) ve (5.2.38) uyarınca 

(ı to + v - t*) t0 + v - t* * - ·V+ ·V 
t* - t* * t* - t* [ (ı - ~~ = ~:) · v* + ~~ = ~: · v*] 

ve (5.2.39) uyarınca 

v*- v* 
+v·--­

t*- t* 

Xo +V· d* 

Xo + v ·d* E V (to+ v) 
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olduğu elde edilir. t 0 + v .S t* olduğundan Va(-) küme değerli dönüşümünün 

tanımlanışı uyarınca 

olur. Buradan 

X o + V · d* E Va (to + v) 

ı 
d* E - · [Va (to+ v) - xo] 

V 

ve F: (·) küme değerli dönüşümünün tanımından, yani (5.2.5) uyarınca 

(5.2.40) 

olduğu görülür. 

t* .S t 0-v ve v* E V:, v* E V* olduğundan, V(-) küme değerli dönüşümünün 

tanımlanışı uyarınca 

ı- * · v* + * · v* E V (to- v) ( 
to - v - t ) t0 - v - t 

t* - t* t* - t* 
(5.2.4ı) 

olur. (5.2.37) ve (5.2.38) uyarınca 

(ı _ t 0 - v - t*) . v + t 0 - v - t* . v* 
t* - t* * t* - t* [ (ı - :~ = !: ) · v* + :~ = !: · v*] 

v*- v* -v---
t*- t* 

ve (5.2.4ı) uyarınca 

x0 - v · d* E V ( t 0 - v) 

olur. t* .S t 0 - v olduğundan Va(·) küme değerli dönüşümünün tanımlanışı 

uyarınca 

X o - V • d* E Va (to - v) 

olduğu bulunur. Buradan 

ı 
d* E --·[Va (to- v) - xo] 

V 

<I>~ (-) küme değerli dönüşümünün tanımından, yani (5.2.6) uyarınca 
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olduğu görülür. 

(5.2.40) ve (5.2.42) uyarınca d* E F; (t0 , x0 ), d* E <I>~ (to, xo) olduğundan, 

r~ (·) fonksiyonunun tanımlanışı uyarınca r~ (t0 , xo) = O olduğu bulunur. O 

halde 2v:::; t*- t* olmak üzeret E [t* + v, t*- v] olacak biçimdeki her (t, x) E 

gr V(·) için r~ (t, x) =O olur. 

Önermenin ikinci bölümünü kanıtlamak için v1 , v2 E (0, a) ve vı :S v2 iken, 

her (t, x) E gr V(·) için 

(5.2.43) 

ve 

<l>~2 ( t, X) C <l>~1 ( t, X) 

olduğunu göstermek yeterli olacaktır. ( t, x) E gr V ( ·) olsun. O zaman 

X E V (t) (5.2.44) 

olur. d* E F;
2 

(t, x) seçilsin. F;
2 

(·) küme değerli dönüşümünün tanımı, yani 

(5.2.5) uyarınca 

(5.2.45) 

olacak biçimde bir X2 E Va(t + v2 ) vardır. Va(·) dönüşümü V(t) küme değerli 

dönüşümün konveks devamı olduğundan Va(-) konvekstir ve her tE [t*, t*] için 

Va(t) = V(t) olur. Bu durumda x 2 E Va(t + v2 ) oldugundan (5.2.44) uyarınca 

her 6 E [0, 1] için 

(1- 6) ·X+ 6 · X2 E Va ((1- 6) t + 6 (t + v2)) 

ve (5.2.45) uyarınca 

olur. Buradan 6 = vı için 
V2 

olduğu bulunur. Yani d* E F;
1 

(t, x) olur. O halde (5.2.43) içermesi sağlanır. 

89 



Benzer olarak 

<I>~2 (t, x) C <I>~1 (t, x) (5.2.46) 

olduğu kanıtlanabilir. 

Şimdi keyfi fE F:
2 

(t, x), ep E <I>~2 (t, x) seçilsin.(5.2.43), (5.2.46) içermeleri 

uyarıncafE F;
1 

(t, x) ve ep E <I>~1 (t, x) olur. r~ (·)fonksiyonunun tanımlanışından 

r~ı (t, x) ::; lif- epll 

ve f E F;
2 

( t, x) , ep E <I>~2 ( t, x) keyfi seçildiğİnden 

r~1 (t,x) < inf {ll!- eplll fE F;2 (t,x), ep E <I>~2 (t,x)} 

olduğu elde edilir. 

.. . . 
5.3 üzel Durum Için Diferansiyel Içerme 

F; (-) : [t*, t*] x JR.n --+K (JR.n) dönüşümü (5.2.5) ile verilmiş küme değerli 

dönüşüm, r~ (·) fonksiyonu ise (5.2.27) ile verilmiş pozitif değerli fonksiyon 

olmak üzere 

±EF;(t,x), 

x E F; ( t, x) + r ~ ( t, x) · B 

diferansiyel içermeleri verilsin. 

(5.3.1) 

(5.3.2) 

X 1 C JR.n, t1 E [t*, t*] olmak üzere, (5.3.1) ve (5.3.2) diferansiyel içermelerinin 

X (tı) E Xı başlangıç koşulunu sağlayan çözümlerinin kümesi xı (tı, Xı) ve 

xır (tı, Xı), tanındaki erişim kümeleri 
' 

xı (t; tı, X ı) 

xır (t; tı, Xı) 
' 

{x(t) ElRnlx(·) EXı(tı,Xı)}, 

{ x (t) E JR.n 1 X(-) E xı,r (tı, X ı)}, 

(t1 , X 1) kümesinden çıkan integral tünelleri 

{(t,x) E [t*,t*J X JR.nlx E X~(t;tı,Xı)}, 

{(t,x) E [t*,t*] xlRnlxEX~,r(t;tı,Xı)} 
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ile gösterilsin. 

Aşağıdaki teorem (5.3.ı), (5.3.2) diferansiyel içermelerinin integral tünelleri 

ile gr V(-) c [t*, t*] x ~n kümesi arasındaki ilişkiyi karakterize etmektedir. 

Teorern 5.3.1. a > O (5.2.3) ile verilmiş sayı ve v E (0, a) olsun. Her 

t E [t*, t*] için 

içermesi ve 

içermesi sağlanır. 

Kanıt. v E (0, a) olsun. Önerme 5.2.ı uyarınca her (t, x) E [t*, t*] x ~n için 

F; ( t, x) C ~n konveks, kompakt kümedir. 

küme değerli dönüşümü süreklidir. Her t0 E [t*, t*] için 

ı 
- > O sabitiyle Lipschitz koşulunu sağlar. a ~ O, (5.2. 7) ile verilen sayı olmak 
V 

üzere, her (t, x) E [t*, t*] x ~n için 

ı 
max {11!11 1 fE F; (t, x)} :S - (a + llxll) 

V 

eşitsizliği sağlanır. Ayrıca önerme 5.2.3 uyarınca, her t E [t*, t*), (t, x) E 

gr V(·) için 

F; (t, x) c DtV (t, x) 

olur. O zaman teorem 1.3.ıO uyarınca, gr V(·) c [t*, t*] x ~n kümesi (5.3.ı) 

diferansiyel içermesine göre sağa güçlü invaryanttır. Yani keyfi (tı, xı) E 

gr V(·), x (·) E xı (tı, xı) alındığında her t E [tı, t*J için x (t) E V (t) olur. 

Buradan önerme 1.3.11 uyarınca her tE [t*, t*] için 

gı 

(5.3.3) 

Anadolu Üniversite& 
Merkez Kütüphane 



içermesi sağlanır. 

Önerme 5.2.ı uyarınca her (t, x) E [t*, t*] x :!Rn için <I>~ (t, x) c IRn konveks, 

kompakt kümedir. 

küme değerli dönüşümü süreklidir. Her t0 E [t*, t*] için 

ı 
- > O sabitiyle Lipschitz koşulunu sağlar. a 2 O, (5.2.7) ile verilen sayı olmak 
lJ 

üzere, her (t, x) E [t*, t*] x :!Rn için 

ı 
max {II'PII 1 <pE <I>: (t, x)} ::; - (a + llxll) 

lJ 

eşitsizliği sağlanır. Tüm bunlara ek olarak önerme 5.2.3 uyarınca her t E 

(t*, t*], (t, x) E gr V(·) için 

<I>: (t, x) c D;V (t, x) (5.3.4) 

içermesi sağlanır. r~ (-)fonksiyonunun tanımlanışından her tE (t*, t*], (t, x) E 

grV (·) için 

<I>: (t, x) n [F; (t, x) + r: (t, x) ·B J =1= 0 

olduğu elde edilir. Buradan (5.3.4) uyarınca her tE (t*, t*], (t,x) E grV (·) 

için 

D;V(t,x)n [F;(t,x)+r:(t,x)·BJ =1=0 (5.3.5) 

olduğu bulunur. (5.3.5) ve teorem 1.3.7 uyarınca gr V(·) C [t*, t*] x:!Rn kümesi, 

(5.3.2) diferansiyel içermesine göre sola zayıf invaryanttır.Yani keyfi (tı, xı) E 

gr V ( ·) noktasına karşılık, her t E [ t*, tı] için x ( t) E V ( t) olacak biçimde 

bir X(·) E xır (tı, Xı) çözümü vardır. Buradan önerme 1.3.8 uyarınca her , 

tE [t*,t*] için 

(5.3.6) 

olduğu bulunur. (5.3.3) ve (5.3.6) içermelerinden her t E [t*, t*] için 

(5.3.7) 
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içermesinin sağlandığı elde edilir. 

(5.3. 7) içermesinden ve integral tünelin tanımından 

içermesinin de sağlandığı açıktır. 

(t, x) E [t*, t*] x JRn, r > O olmak üzere 

x E F: (t, x) + r ·B (5.3.8) 

diferansiyel içermesi verilmiş olsun. 

tı E [t*, t*], X ı C JRn olmak üzere, X~ (t1 , X 1) ile (5.3.8) diferansiyel 

içermesinin x (t1) E X1 başlangıç koşulunu sağlayan çözümlerinin kümesi ve 

X~ (t; tı, X ı)= {x (t) E lRn \ x (·) E X~ (tı, X ı)} 

ile (5.3.8) diferansiyel içermesinin t anındaki erişim kümeleri gösterilecektir. 

Aşağıdaki önerme, (5.3.1) ve (5.3.8) diferansiyel içermelerinin farklı başlangıç 

kümelerinden çıkan t anındaki erişim kümeleri arasındaki Haussdorff uzaklığı 

için bir üst sınır vermektedir. 

Önerme 5.3.2. X* C lRn, 1: C JRn kompakt kümeleri ve keyfi tE [t*, t*] için 

h (Xı (t; t*, X*), X~ (t; t*, Y*)) :::; h (X*, Y*) exp [ -~ (t-t*)] 

+rv [ 1- exp ( -~ (t-t*))] 

eşitsizliği sağlanır. 

Kanıt. tı E [t*, t*], Xı E xı (tı; t*, X*) olsun. X (tı) = Xı olacak biçimde 

bir X(-) E xı (t*, X*) çözümü vardır. Buna göre hemen her t E [t*, t*] için 

p* (t) E Va (t + v) olacak biçimde p* (·) : [t*, t*] -r JRn ölçülebilir fonksiyonu ve 

her t E [t*, t*] için 
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eşitliği sağlanacak biçimde x* E X* vardır. Şimdi Jjx* - y*ll < h (X*, Y*) 

eşitsizliğini sağlayan bir y* E Y* seçilip 

(5.3.10) 

olarak tanımlansın. Budurumday (-) E X~ (t*, 1':) ve Yı = y (tı) E X~ (t1 ; t*, 1':) 

olur. (5.3.9) ve (5.3.10) eşitliklerinden her tE [t*, t*] için 

t 

x(t)-y(t)=x*-y*-~1 [x(T)-y(T)] dT 
ll t. 

ve buradan 

(5.3.11) 

olduğu bulunur. llx*- y*ll ~h (X*, 1':) olduğu için (5.3.11) eşitliğinden 

ll x ( t) - y ( t) ll ~ h (X*, Y*) exp [-~ ( t - t*)] 

olduğu elde edilir. Xı E xı (tı; t*, X*) keyfi seçildiğİnden 

olduğu kanıtlanmış olur. 

Yı E X~ (tı; t*, 1':) olsun. y (tı) =Yı olacak biçimde bir y (·) E X~ (t*, Y*) 

vardır. Buradan hemen her t E [t*, t*] için p* (t) E Va (t + v) + rv ·B olacak 

biçimde p* (-) : [t*, t*] -7 JR.n ölçülebilir fonksiyonu ve her t E [t*, t*] için 

(5.3.13) 

eşitliği sağlanacak biçimde y* E Y* vardır. tE [t*, t*] için 

(5.3.14) 

olarak tanımlansın. t -7 Va (t + v), tE [t*, t*] küme değerli dönüşümü sürekli, 

her tE [t*, t*] için Va (t + v) kümesi konveks, kompakt ve p* (-) : [t*, t*] -7 JR.n 

fonksiyonu ölçülebilir olduğundan, (5.3.14) ile tanımlanan 
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dönüşümü bir fonksiyondur ve bu fonksiyon ölçülebilirdir (bkz. [1]). Hemen 

her t E [t*, t*] için p* (t) E Va (t +ll) + rll ·B olduğundan, (5.3.14) uyarınca 

hemen her t E [t*, t*] için 

(5.3.15) 

eşitsizliği sağlanır. 

Bu kez llx*- y*ll :S h (X*, Y*) olacak biçimde bir x* E X* seçilsin. t E 

[t*, t*] olmak üzere 

(5.3.16) 

olarak tanımlanırsa X(-) E xı (t*, X*) ve Xı = X (tı) E xı (tı; t*, X*) olur. 

(5.3.13), (5.3.16) eşitliklerinden her tE [t*, t*] için 

t t 

x(t)-y(t)=x*-y*-.!_1 [x(r)-y(r)] dr-.!_1 [p(r)-p*(r)] dr 
ll 4 ll 4 

ve 

x(t)-y(t) = (x*-y*) exp [-~(t-t*)] 
t 

+ ~ exp [-~ ( t - t*)] l. (p ( T) - p* ( T)) exp ( ~ ( T - t*)) dT 

olduğu bulunur. Buradan, llx*- y*ll :S h (X*, Y*) olduğu için (5.3.15) uyarınca 

llx (t) - y (t) ll :S h (X*,~) exp [ -~(t-t*)] 
t 

+r exp [-~ ( t - t*)] 1. exp [ ~ ( r - t*)] dr 

ve 

llx (t)- y (t)ll < h (X*,~) exp [ -~ (t- t*)l 

+r exp H (t-t,)] (v exp [~ (r- t,)]) ı:. 
olduğu elde edilir. Gerekli işlemler yapılırsa 

llx (t)- y (t)ll :S h (X*,~) exp [ -~(t-t*)] + rll [ı- exp ( -~(t-t*))] 
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olduğu bulunur. Yı E X~ (tı; t*, Y*) keyfi seçildiğİnden 

X~ (tı; t*, X*) c x; (tı; t*, 1:) + h (X*, 1:) exp [-t (tı - t*)] ·B 

+ rv [ı- exp ( -t (tı- t*)) ]·B 
(5.3.ı7) 

olduğu sonucuna ula§ılır. (5.3.ı2) ve (5.3.ı 7) içermelerinden 

h (x; (tı; t*, X*), X~ (tı; t*, 1:)) ~ h (X*, 1:) exp [-t (tı- t*)] 

+rv [ı- exp ( -t (tı - t*))] 

e§itsizliğinin sağlandığı elde edilir. 

Önerme 5.3.2 kullanılarak §U sonuç elde edilir. 

Sonuç 5.3.3. X* C JR.n, Y* C JR.n kompakt kümeler olsun. Her t E [t*, t*] için 

eşitsizliği sağlanır. 

Teorem 5.3.4. a > O (5.2.3) ile verilmiş sayı, v* E (0, a) ve 

r*=max{r~.(t,x) l(t,x)EgrV(·)} 

olmak üzere rE [r*, +oo) olsun. Her vE (0, v*] ve her tE [t*, t*] için 

eşitsizliği sağlanır. 

Kanıt. Önerme 5.2.4 uyarınca r~. (-) : [t*, t*] x JR.n ---+ [O, +oo) fonksiyonu 

süreklidir. gr V(-) c [t*, t*] x JR.n kümesi kompakt olduğundan r~. (·) fonksiyo­

nunun gr V (-) kümesinde maksimum u vardır. Burada 

r~. ( t, X) = p ( F:. ( t, X) , 1>~. ( t, X)) 

96 

Anadolu Üniversites 
Mert\CZ Kütüphane 



ve F;. (·), <I>~. (-) sırasıyla (5.2.5), (5.2.6) ile tanımlanmış küme değerli dönü­

şümlerdir. 

v E (0, v*] keyfi seçilmiş bir sayı olsun. Teorem 5.3.1 uyarınca, her t E 

[t*, t*] için 

(5.3.18) 

içermesi sağlanır. 

Her t E (t*, t*], (t, x) E gr V(·) için <I>~ (t, x) c D;V (t, x) olduğundan, 

r~ ( ·) fonksiyonunun tanımlanışından 

D;V(t,x)n [F;(t,x)+r~(t,x)·B] #0 (5.3.19) 

olur. O < v :S v* olarak seçildiğinden, önerme 5.2.5 uyarınca her (t, x) E 

gr V(·) için 

eşitsizliği geçerlidir. Buradan (5.3.19) uyarınca her tE (t*, t*], (t, x) E gr V(-) 

için 

(5.3.20) 

olduğu bulunur. r E [r*, +oo) olsun. Her t E (t*, t*], (t, x) E gr V(·) için 

(5.3.20) uyarınca 

D;V (t,x) n [F; (t,x) + r ·B]# 0 (5.3.21) 

olur. 

(5.3.21) ve teorem 1.3.7 uyarınca, gr V(-) C [t*, t*] x JR.n kümesi, (5.3.8) 

diferansiyel içermesine göre sola zayıfinvaryanttır. Yani keyfi (tı, xı) E gr V(-) 

noktasına karşılık, her t E [t*, t 1] için x (t) E V (t) olacak biçimde bir x (·) E 

X~ (t1, x1) çözümü vardır. Önerme 1.3.8 uyarınca her tE [t*, t*] için 

(5.3.22) 

olur. Önerme 5.3.2 uyarınca, her tE [t*, t*] için 

97 



e§i tsizliği geçerlidir. 

(5.3.18), (5.3.22) ve (5.3.23) ifadelerinden 

e§itsizliğinin sağlandığı elde edilir. 

Teorem 5.3.1 ve teorem 5.3.4 kulanılarak §U teorem elde edilir. 

Teorem 5.3.5. Keyfi bir c > O verilsin. a > O (5.2.3) ile verilen sayı ve 

v* E (0, a) olsun. O zaman her vE (0, v (c)) ve her tE [t*, t*] için 

eşitsizliği sağlanacak biçimde bir v (c) E (0, v*) vardır. 

Özel olarak her ( t, x) E ô (gr V ( ·)) için r~. ( t, x) = O olacak biçimde bir 

v* E (0, a) varsa, her vE (0, v*] için 

H; (t*, V (t*)) = grV (·) 

olur. 

5.4 Genel Durum 

V(·) : [t0 , 8] ---+ K (JRn) küme değerli dönÜ§ÜmÜ ve c > O sayısı verilsin. 

Bundan böyle V ( ·) küme değerli dönÜ§Ümünün a§ağıdaki ko§ulları sağladığı 

varsa yılacaktır. 

(A) V(·) küme değerli dönÜ§Ümü sürekli, her t E [t0 , 8] için V(t) C JRn kon­

veks ve int V(t) #- 0 olsun. 

Amaç, c > O sayısı ve (A) ko§ulunu sağlayan V(·) küme değerli dönÜ§ÜmÜ 

verildiğinde, her t E [ t0 , 8] için 

h(X(t; t 0 , V(to)), V(t)) ~c 
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olacak biçimde 

i; E F(t,x) (5.4.ı) 

diferansiyel içermenin bulunmasıdır. Burada X (t; t0 , V (to)), (5.4.ı) diferan­

siyel içermesinin (t0 , V (to)) başlangıç kümesinden çıkan, t anındaki erişim 

kümesidir. 

i= O, ı, ... , m- ı için 

(5.4.2) 

olmak üzere r = { t0 < tı < ... <tm= O}, [t0 , OJ aralığının düzgün parçalanışı 

olsun. 

ı = O, ı, ... , m için Vi = V(ti) olsun. ı 

[ti, ti+I] -+ K (JR.n) küme değerli dönüşümü 

o,ı, ... ,m- ı için Vi(·) 

ve W(·) : [t0 , B]-+ K (JR.n) küme değerli dönüşümü 

W(t) = { Vi(t) 
V m 

olarak tanımlansın. 

, t E [ti, ti+I) 

t=B 

gr W(·)= {(t, x) E [to, OJ x lR.n 1 x E W(t)} 

olsun. 

(5.4.3) 

(5.4.4) 

(5.4.5) 

(A) koşulundan dolayı i = O, ı, ... , m- ı için Vi(·) : [ti, ti+I] -+ K (JR.n) 

kompakt, konveks küme değerli dönüşümdür. Ayrıca i = O, ı, ... , m için 

int Vi(ti) =!= 0 olur. O halde teorem 4.2.2 uyarınca aşağıdaki önerme doğrudur. 

Önerme 5.4.1. Her i= O, ı, ... , m- ı ve en az bir a > O sayısı için (5.4.3) 

ile tanımlanmış Vi(·) : [ti, ti+I]-+ K (JR.n) küme değerli dönüşümünün 

a-konveks devamı vardır. 
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Bu önermeye göre her bir i = O, ı, ... , m- ı indisine karşılık, her t E [ti, ti+l] 

için Wi(t) = Vi(t) olacak biçimde a > O sayısı ve Wi (-) : [ti - a, ti+l + a] --+ 

K (JRn) kompakt, konveks küme değerli dönüşümü vardır. Ayrıca her bir i = 

O, ı, ... , m- ı için Wi(·) küme değerli dönüşümü süreklidir. Tanımlanıştan 

dolayı her i= O, ı, ... m için W(ti) = V(ti) =Vi olduğu da açıktır. 

a >O, önerme 5.4.ı ile verilen sayı ve ll E (0, a) olsun. i= O, ı, ... , m- ı ve 

(t, x) E [ti, ti+l] x IRn için Wi(·), önerme 5.4.ı ile verilen küme değerli dönüşüm 

olmak üzere 

küme değerli dönüşümleri ve rt (-) : [ti, ti+ı] x IRn --+ IRn fonksiyonu 

. ı 
Fı(t, x) = - · [Wi(t +ll) - x], 

ll 
. ı 

<P~(t, x) = -- · [Wi(t- ll) - x], 
ll 

r~(t, x) = p (F~(t, x), <P~(t, x)) 

(5.4. 7) 

(5.4.8) 

(5.4.9) 

olarak tanımlansın. Bu dönüşümler yardımıyla (t, x) E [to, OJ X IRn için 

küme değerli dönüşümleri ve r 11 ( ·) : [to, fJ] X JR n --+ JR n fonksiyonu, i = 0, ı, ... , m­

ı olmak üzere 

F11 (t, x) = 
11 

' 

{ 

Fi(t x) 

F:;n(t, x) 

, (t, x) E [ti, ti+l) X IRn 

, (t,x) E {0} x IRn 

<i> 11 (t, x) = 
11 

' 

{ 

q>i (t x) 

<ı>~(t, x) 

, (t,x) E [ti,ti+l) X IRn 

, ( t, X) E { fJ} X JRn 

rv(t,x) = { 
rt(t, x) , (t, x) E [ti, ti+l) X IRn 

r~(t, x) , (t, x) E {O} x IRn 

ıoo 
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olarak tanımlansın. Önerme 5.2.ı uyarınca Fv(·), <I>v(·) küme değerli dönüşümleri 

ve önerme 5.2.4 uyarınca rv(·) fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlar. 

1. Herhangi bir i = O, ı, ... , m, t #- ti için (t, x) E [t0 , OJ x Rn noktasında 

süreklidir. 

2. i = O, ı, ... , m- ı için (ti, x) E [t0 , O] x Rn noktasında t'ye göre sağdan 

süreklidir. 

3. (0, x) E [to, OJ x Rn noktasında t'ye göre soldan süreklidir. 

4. Her t E [t0 , OJ için Fv(t, ·), <I>v(t, ·) küme değerli dönüşümleri .!. , rv(t, ·) 
V 

fonksiyonu ~ sabitiyle Lipschitz süreklidir. 
V 

5. 

b= max {bo, bı, ... , bm-ı}, bi= max {llxll 1 (t, x) E grWi (·)} 

olmak üzere, her (t, x) E [to, O] x Rn için, 

max { liflll fE Fv(t, x)} 

max { II'PII 1 <p E <I>v(t, x)} 

rv(t, x) 

eşitsizlikleri sağlanır. 

(t, x) E [t0 , O] x Rn olmak üzere 

X E Fv(t, x), 

< .!. (b+ llxll), 
V 

< .!. (b+ llxll), 
V 

< ~(b+ llxll) 
V 

X E Fv(t, x) + rv(t, x) ·B 

(5.4.11) 

(5.4.ı2) 

diferansiyel içermeleri verilmiş olsun. X* c Rn, t* E [t0 , OJ olmak üzere, 

Xv(t*, X*), Xv,r(t*, X*) sırasıyla (5.4.11) ve (5.4.ı2) diferansiyel içermelerinin 
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x(t*) E X* başlangıç koşulunu sağlayan tüm çözümleri kümesi ve 

olsun. 

Xv(t; t*, X*)= {x(t) E lRn ı x(·) E Xv(t*, X*)}, 

Xv,r(t; t*, X*) = {x(t) E lRn ı x(·) E Xv,r(t*, X*)}, 

Hv(t*, X*)= {(t, x) E [to, B] x Rn ı x E Xv(t; t*, X*)}, 

Hv,r(t*, X*) = {(t, x) E [to, B] x Rn ı x E Xv,r(t; t*, X*)} 

Onerme 5.4.2. V(·) : [t0 , B] ---+ K (Rn), (A) koşulunu sağlayan bir küme 

değerli dönüşüm, r = { t 0 < t1 < ... < tm = B}, [t0 , B] aralığının düzgün bir 

parçalanışı, Vi(·), (5.4.3) ile verilen küme değerli dönüşüm ve vE (0, a) olsun. 

O zaman i= O, ı, ... , m- ı olmak üzere her tE [ti, ti+I] için 

içermesi sağlanır. Burada a > O, önerme 5.4-l'de verilmiş sayıdır. 

Önermenin kanıtı Fv(·) küme değerli dönüşümü, rv(·) fonksiyonunun ta­

nımlanışından, teorem 5.3.ı yardımıyla elde edilir. 

Teorem 5.4.3. V(·) : [t0 , B] ---+ K (Rn), (A) koşulunu sağlayan bir küme 

değerli dönüşüm ve r = { t 0 < tı < ... < tm = B}, [to, B] aralığının düzgün bir 

parçalanışı ve vE (0, a) olsun. W(·), (5.4.4) ile verilmiş küme değerli dönüşüm 

olmak üzere her t E [t0 , B] için 

Xv(t; to, W (to)) C W(t) C Xv,r(t; to, W (to)) 

ve 

Hv(to, W (to)) C grW (-) C Hv,r(to, W (to)) 

içermeleri sağlanır. Burada a > O, önerme 5.4.1'de verilmiş sayıdır. 

Kanıt. Kanıt için türnevarım yöntemi kullanılacaktır. tE [t0 , t 1] olsun. W (to) = 

V0 ve her tE [t0 , t 1] için W (t) = Vo(t) olduğundan önerme 5.4.2 uyarınca, her 

tE [to,t1] için 

Xv(t; to, W (to)) C W (t) C Xv,r(t; to, W (to)) (5.4.ı3) 
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içermeleri sağlanır. (5.4.11) ve (5.4.12) diferansiyel içermelerinin, t 1 anındaki 

erişim kümeleri 

X~,r = Xv,r(tı; to, W (to)) (5.4.14) 

olarak gösterilsin. V1 =W (t1) =V (t1) olduğundan (5.4.13) ifadesinden 

x~ c Vı = W(tı) c x~r 
' 

(5.4.15) 

olduğu yazılabilir. 

t E [tı, t2] olsun. W (t1) = V1 ve her t E [t1 , t2] için W (t) V1 (t) 

olduğundan önerme 5.4.2 uyarınca, her tE [t1 , t2] için 

Xv(t; tı, W (tı)) C W (t) C Xv,r(t; tı, W (tı)) 

olur. (5.4.15) uyarınca, her tE [t1 , t2] için 

Xv (t;tı,X~) c W(t) c Xv,r (t;tı,X~,r) (5.4.16) 

içermeleri sağlanır. Her tE [t1 , t2] için 

Xv (t; tı, Xv (tı; to, W (to)))= Xv (t; to, W (to)), 

Xv,r(t; tı, Xv,r(tı; to, W (to)))= Xv,r(t; to, W (to)) 

olduğundan, (5.4.13) ve (5.4.16) içermelerinden her tE [to, t2] için 

Xv(t; to, W (to)) C W (t) C Xv,r(t; to, W (to)) 

olduğu bulunur. 

Şimdi k <m- 1 olmak üzere, her tE [t0 , tk] için 

Xv(t; to, W (to)) C W (t) C Xv,r(t; to, W (to)) (5.4.17) 

olduğunu varsayılsın. Bu varsayım altında her t E [tk, tk+I] için de 

Xv(t; to, W (to)) C W (t) C Xv,r(t; to, W (to)) 
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içermesinin sağlandığı gösterilsin. (5.4.11) ve (5.4.12) diferansiyel içermelerinin 

( t0 , W ( t0 )) kümesinden çıkan, tk anındaki erişim kümeleri 

olarak gösterilsin. (5.4.1 7) varsayımından 

(5.4.18) 

olduğu yazılabilir. W (tk) = Vk ve her t E [tk, tk+ı] için W (t) = Vk (t) 

olduğundan önerme 5.4.2 uyarınca, her t E [tk, tk+ı] için 

(5.4.19) 

olur. (5.4.18) ve (5.4.19)uyarınca her tE [tk, tk+ı] için 

(5.4.20) 

olacağı açıktır. 

X,At; tk, Xi) 

Xv(t; tk, Xir) , 

Xv(t; tk, Xv (tk; to, W (to)))= Xv(t; to, W (to)) 

Xv(t; tk, Xv,r (tk; to, W (to)))= Xv,r(t; to, W (to)) 

olduğundan (5.4.20) içermesinden, her t E [tk, tk+ı] için 

Xv(t; to, W (to)) C W (t) C Xv,r(t; to, W (to)) 

olduğu elde edilir. istenen gösterilmiştir. Bu durumda keyfi t E [to, OJ için 

Xv(t; to, W (to)) C W(t) C Xv,r(t; to, W (to)) 

içermesi sağlanır. 

Buradan 

Hv(to, W (to)) C grW (·) C Hv,r(to, W (to)) 

içermesinin de sağlanacağı açıktır. 
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Herhangi bir v > O için 

r~ max {r~(t, x) ı (t, x) E gr Yi(-)}, 

max {r~ ı i= O, ı, ... , m- ı} (5.4.2ı) 

olarak alınsın. W ( ·) küme değerli dönÜ§Ümünün tanımlanı§ından önerme 5.2.5 

uyarınca vı ::; v2 ise, her (t, x) E gr W(-) için 

(5.4.22) 

e§itsizliği sağlanır. O halde vı ::; v2 iken 

olur. 

a > O önerme 5.4.ı ile verilen sayı olsun. 

V* E (O,a) (5.4.23) 

olarak seçilsin. r v, (5.4.2ı) ile verilen sayı olmak üzere 

r * = r v. (5.4.24) 

ile gösterilsin. (5.4.22) e§itsizliği uyarınca, her v E (0, v*] ve (t, x) E gr W(·) 

için 

(5.4.25) 

e§itsizliği sağlanır. Buradan itibaren v*, (5.4.23) ve r*, (5.4.24) ile belirlenmi§ 

sayıları gösterecektir. 

Önerme 5.4.4. V(-) : [t0 , O] --+ K (lRn), (A) koşulunu sağlayan bir küme 

değerli dönüşüm, r = { t0 < tı < ... < tm = O}, [t0 , OJ aralığının düzgün bir 

parçalanışıver E [r*, oo) olsun. i= O, ı, ... , m- ı ve Yi(·), (5.4.3) ile verilen 

küme değerli dönüşüm olmak üzere, her v E (0, v*] vet E [ti, ti+ı] için 

h(Xv(t; ti, V (ti)), Yi(t)) ::; rv [ı- exp (-~(t-ti))] 

eşitsizliği sağlanır. 
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Önermenin kanıtı Fv(·) küme değerli dönÜ§Ümünün tanımından teorem 

5.3.4 yardımıyla elde edilir. 

Teorem 5.4.5. V(-) : [t0 , OJ --+ K (JRn), (A) koşulunu sağlayan bir küme 

değerli dönüşüm ver E [r*, oo) olsun. W(·), (5.4.4) ile verilen küme değerli 

dönüşüm olmak üzere, her vE (0, v*] ve her tE [t0 , OJ için 

h(Xv(t; t0 , V (to)), W(t)) :S rv [ı- exp ( -~(t- to)) ı (5.4.26) 

eşitsizliği sağlanır. 

Kanıt. Keyfi rE [r*, oo) sayısı seçilsin. 

r ={to < tı < ... <tm= O}, 

[t0 , OJ aralığının düzgün bir parçalanı§ı olsun. Keyfi bir t* E [t0 , O] seçilsin. 

t* = t0 ise (5.4.26) e§itsizliğinin sağlanacağı açıktır. t* E (t0 , OJ olsun. O halde 

t* E (tk, tk+I] olacak biçimde bir k= O, ı, ... , m- ı vardır. 

Her t E [t0 , tı] için W(t) = Vo(t) olduğundan önerme 5.4.4 uyarınca, her 

t E [t0 , tı] için 

h (Xv(t; t0 , V (to)), W(t)) :S rv [ı- exp ( -~ (t- to)) ı (5.4.27) 

olduğu elde edilir. (5.4.11) diferansiyel içermesinin tı anındaki eri§im kümesini 

X~ = Xv(tı; t0 , V (to)) ile gösterilsin. W(tı) = Vi (tı) = V(tı) olduğundan, 

(5.4.27) uyarınca 

h (X~, V(tı)) :S rv [ı- exp ( -~ (tı- to))] (5.4.28) 

olduğu bulunur. 

Her t E [tı, t2] için W(t) = Vı(t) olduğundan önerme 5.4.4 uyarınca, her 

tE [tı,t2] için 

h (Xv(t; tı, V(tı)), W(t)) :S rv [ı- exp ( -~(t-tı)) ı (5.4.29) 
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eşitsizliği sağlanır. Sonuç 5.3.3 uyarınca, her t E [t1 , t2] için 

h (Xv (t; tı, V(tı)), Xv (t; tı, X~)) ::::; h (V(tı), X~) exp [ -~(t-tı) ı 
olur. Buradan ve (5.4.28) eşitsizliğinden 

h (Xv (t; tı, V(tı)), Xv (t; tı, X:)) ::::; rv [exp ( -~(t-tı)) 

- exp (-~ ( t - t0)) ı 
olduğu bulunur. t E [t1 , t2] için Xv (t; t1 , X~) = Xv (t; t0 , V(t0 )) olduğundan 

(5.4.29) eşitsizliğinden, her tE [t1 , t2] için 

h (Xv (t; to, V(to)), W (t)) ::::; h (Xv (t; to, V(to)), Xv (t; tı, V(tı))) 

+ h (Xv (t; tı, V(tı)), W (t)) 

::::; rv [ı -exp ( -~ (t- to))] 

olduğu elde edilir. 

Şimdi her i ::::; k ve her tE [ti-l ı ti] için 

h (Xv ( t; t0 , V (to)) , W ( t)) ::::; rv [ı -exp (-~ ( t - to))] 

eşitsizliğinin sağlandığını varsayılıp, t E [tk, tk+I] için 

h (Xv ( t; t0 , V (to)) , W ( t)) ::::; rv [ı -exp (- ~ ( t - to)) ı 
eşitsizliğinin sağlandığı kanıtlanacaktır. 

(5.4.11) diferansiyel içermesinin tk anındaki erişim kümesi 

(5.4.30) 

(5.4.3ı) 

ile gösterilsin. W(tk) = Vk(tk) = V(tk) olduğundan, (5.4.30) eşitsizliğinden 

h (Xi, V(tk)) ::::; rv [ı- exp (-~(tk- to)) ı (5.4.32) 

olduğu elde edilir. Her t E [tk, tk+ı] için W(t) = Vk(t) olduğundan önerme 

5.4.4 uyarınca, her tE [tk, tk+I] için 
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eşitsizliği sağlanır. Sonuç 5.3.3 uyarınca, her t E [tk, tk+ıl için 

h (Xv (t; tk, V (tk)), Xv (t; tk, Xi)) :::; h (Xi, Vk) exp ( -~(t-tk)) 
olur. Buradan (5.4.32) eşitsizliği uyarınca 

h (Xv (t;tk, V (tk)) ,X11 (t; tk,Xi)):::; rv [exp ( -~(t-tk)) 

- exp ( -~ (t- to)) ı 
olduğu bulunur. Her t E [tk, tk+ı] için X 11 (t; tk, Xi) = X 11 (t; t0 , V (to)) oldu­

ğundan, (5.4.33) uyarınca her t E [tk, tk+ı] için 

h (Xv (t; to, V (to)), W (t)) :::; h (Xv (t; to, V (to)), Xv(t; tk, V (tk))) 

+h (Xv(t; tk, V (tk)), W (t)) 

:::; rv [ı- exp ( -~ (t- t0 )) ı 
olduğu elde edilir. Yani 

h (X 11 ( t; t0 , V ( t0 )) , W ( t)) :::; rv [ı -exp (- ~ ( t - to)) ı (5.4.34) 

eşitsizliğinin sağlandığı bulunur. Böylece (5.4.3ı) eşitsizliği kanıtlanmıştır. 

(5.4.34) eşitsizliğinden t* E [tk, tk+ı] için 

h (X11 (t*; t0 , V (to)), W (t*)) :::; rv [ı- exp ( -~ (t*- to)) ı 
olur. t* E [t0 , O] keyfi seçildiğİnden her t E [t0 , O] için 

h(X11 (t; to, V (to)), W(t)):::; rv [ı- exp ( -~(t- to)) ı 
eşitsizliği sağlanır. Teorem kanıtlanmış olur. 

Teorem 5.4.5 yardımıyla şu önerme kanıtlanabilir. 

Önerme 5.4.6. c > O sayısı verilsin. V(-) : [t0 , O] ---+K (IRn), (A) koşulunu 

sağlayan bir küme değerli dönüşüm olsun. W(·), (5.4.4) ile verilen küme değerli 

dönüşüm olmak üzere, her vE (0, v (c)] ve her tE [t0 , OJ için 

c 
h(X11 (t; to, V (to)), W(t)) :::; 2 

eşitsizliği sağlanacak biçimde bir v (c) E (0, a) vardır. 
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Kanıt. v* E (0, a) olsun. r* > O (5.4.24) ile verilen sayı olmak üzere r E 

[r*, oo) olsun. v (c) :::; min {ı, v*, ;r} olarak seçilsin. Teorem 5.4.5 uyarınca 
her vE (0, v (c)] ve her tE [t0 , O] için 

h(Xv(t; t 0 , V (to)), W(t)) :S rv [ı- exp (-~(0- to)) ı (5.4.35) 

olur. 

O :::; [ı -exp (- ~ (O - to)) ı :S ı 
olduğundan (5.4.35) uyarınca 

h(Xv(t; to, V (to)), W(t)) :::; rv (5.4.36) 

eşitsizliği sağlanır. v (c) :::; ;r olduğundan, (5.4.36) eşitsizliğinden her v E 

(0, v (c)] ve her tE [to, O] için 

c 
h(Xv(t; t 0 , V (to)), W(t)) :::; rv :S rv (c) :S 2 

olduğu bulunur. 

Teorem 5.4.7. c > O, a (c) önerme 5.1.1 ve v (c) önerme 5.4.6 ile verilmiş 

sayılar, V(·) : [to, O] -+ K (JRn) dönüşümü (A) koşulunu sağlayan bir küme 

değerli dönüşüm olsun. Her v E (0, v (c)] sayısı ve [t0 , O] aralığının .6. :::; a (c) 

koşulunu sağlayan her r = { t 0 < t 1 < ... < tm = O} düzgün parçalanışı ve her 

t E [to, O] için 

h(Xv(t; to, V (to)), V(t)) :S c 

olur. Burada .6. = ti+ı - ti, i = O, ... m - ı olarak tanımlanan sayıdır. 

Kanıt. c> O sayısı verilsin. Önerme 5.ı.ı uyarınca [t0 , OJ aralığının .6. :::; a (c) 

koşulunu sağlayan her 

r = {to < tı < ... < tm = O} 

düzgün parçalanışı ve her t E [t0 , O] için 

c 
h(V(t), W(t)) :::; 2 
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olur. Önerme 5.4.6 uyarınca her vE (0, v (c-)] ve her tE [t0 , O] için 

c 
h(Xv(t; to, V (to)), W(t)) ::; 2 (5.4.38) 

olduğu elde edilir. (5.4.37), (5.4.38) eşitsizliklerinden her v E (0, v (c)] ve her 

t E [t0 , O] için 

h(Xv(t; to, V (to)), V(t)) ::; h(Xv(t; to, V (to)), W(t)) + h(W(t), V(t)) ::; c 

olduğu elde edilir. 

Önerme 5.1.2 ve teorem 5.4.5 kullanılarak şu teorem kanıtlanabilir. 

Teorem 5.4.8. V(-) : [to, O] ---+ K (JR.n), ( A) koşulunu ve L sabitiyle Lipschitz 

koşulunu sağlayan bir küme değerli dönüşüm olsun. 

r ={to < tı < ... <tm= O}, 

[t0 , O] aralığının bir düzgün parçalanışı ve r* > O (5.4.25) ile tanımlanan sayı 

olsun. Keyfi vE (0, v*] ver E [r*, oo) sayısı ve her tE [t0 , O] için 

h(Xv(t; to, V (to)), V(t))::; L · ~ + rv [ı- exp ( -~(t- to))] 

eşitsizliği sağlanır. 

V(·) küme değerli dönüşümünün sürekli, her t E [t0 , O] için V(t) C JR.n 

konveks, kompakt küme olduğu, ancak her tE [to, O] için int V(t) i- 0 olmadığı 

durumda da teorem 5.4.7 doğrudur. Bu durumda teoremi kanıtlamak için bir 

önerme kanı tlanacaktır. 

Önerme 5.4.9. X* C JR.n, 1: c JR.n kompakt kümeler olsun. Keyfi v E (0, v*] 

sayısı ve her t E [t0 , O] için 

eşitsizliği sağlanır. 
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Kanıt. v E (0, v*] ve 

r = {to < tı < ... < tm = O} 

[t0 , O] aralığının bir düzgün parçalanışı olsun. Keyfi t* E [to, O] seçilsin. t* = t0 

ise (5.4.39) eşitsizliğinin sağlandığı açıktır. t* =F t0 olsun. Bu durumda t* E 

(tk, tk+ı] olacak biçimde bir k = O, 1, ... , m- 1 vardır. (t, x) E [t0 , tı] x JR.n 

için Fv(t, x) = Fı(t, x) olarak tanımlandığından, sonuç 5.3.3 uyarınca, her 

tE [t0 ,tı] için 

(5.4.40) 

eşitsizliği sağlanır. 

(5.4.11) diferansiyel içermesinin, (to, X*) ve (to, Y*) kümelerinden çıkan, tı 

anındaki erişim kümelerini sırasıyla X~ = Xv(tı; t0 , X*), yvı = Xv(tı; t0 , Y:) ile 

gösterilsin. (5.4.40) eşitsizliğinden 

h (X~, Y}) :::; h( X*, Y:) exp ( -~(tı -to)) (5.4.41) 

olduğu elde edilir. 

(t, x) E [tı, t2] x JR.n için Fv(t, x) = Fı7(t, x) olduğundan, sonuç 5.3.3 ve 

(5.4.41) eşitsizliğinden her tE [t1 , t2] için 

h(Xv(t; to, X~), Xv(t; to, Y} )) < h (X~, Y}) exp (-~(t-tı)) 

< h( X*, Y:) exp ( -~(t- t0)) (5.4.42) 

eşitsizliği sağlanır. 

Her tE [t1 , t2] için 

olduğu açıktır. (5.4.42) ve (5.4.43) uyarınca, her t E [tı, t2] için 

h(Xv(t; to, X*), Xv(t; to, Y:)) :::; h(X*, Y:) exp ( -~(t- to)) 

lll 

(5.4.43) 

(5.4.44) 



olduğu bulunur. 

i :S k ve her t E [ti-ı, ti] için 

h(Xv(t; to, X*), X 11 (t; to, Y*)) :S h(X*, Y:) exp ( -~(t- to)) 

olduğu varsayılsın. Şimdi her t E [tk, tk+I] için 

eşitsizliğinin sağlandığı kanı tlanacaktır. 

(5.4.45) 

(5.4.46) 

(5.4.11) diferansiyel içermesinin (to, X*) ve (to, Y*) kümelerinden çıkan tk 

anındaki erişim kümelerini sırasıyla Xi = X 11 (tk; t0 , X*), Y: = Xv( tk; to, Y:) 

ile gösterilsin. (5.4.45) eşitsizliğinden dolayı 

(5.4.47) 

olur. (t, x) E [tk, tk+I] x JRn için F11 (t, x) = F/;(t, x) olduğundan, sonuç 5.3.3 ve 

(5.4.47) eşitsizliğinden, her tE [tk, tk+ıl için 

h(Xv(t; to, Xi), Xv(t; to, Y:)) < h (Xi, Y:) exp (-~(t-tk)) 

< h( X*, Y:) exp ( -~(t- t0 )) (5.4.48) 

olduğu elde edilir. Her t E [tk, tk+I] için 

olduğundan, (5.4.48) eşitsizliğinden, her t E [tk, tk+I] için 

h(Xv(t; to, X*), X 11 (t; to, Y*)) :S h(X*, Y:) exp ( -~(t- to)) 

olduğu sonucuna ulaşılır. Bir başka deyişle (5.4.46) kanıtlanmıştır. Buradan 

her tE [tk, tk+ı] için 

h(Xv(t; to, X*), X 11 (t; to, Y*)) :S h(X*, Y:) exp ( -~(t- to)) 

ve özel olarak 

h(Xv(t*; to, X*), X 11 (t*; to, Y:)) :S h(X*, Y:) exp ( -~(t*- to)) 
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e§itsizliğinin sağlandığı görülmÜ§ olur. t* E [to, O] keyfi seçildiğİnden kanıt 

tamamlanmı§tır. 

Şimdi V(·) : [t0 , O] -tK (JR.n) küme değerli dönÜ§Ümünün a§ağıdaki ko§ulu 

sağladığı varsa yılacaktır. 

(B) V(·) : [t0 , O] -t K (JR.n) sürekli, konveks değerli küme değerli dönÜ§Üm 

olsun. 

(B) ko§ulunda (A) ko§ulundan farklı olarak Vt E [t0 ,0] için intV(t) =/= 0 

olması istenmemektedir. Bu durumda da her tE [t0 , OJ için 

h(X(t; to, V( to)), V(t)) :S c 

e§itsizliğini sağlayan 

x E F(t,x) 

diferansiyel içermesi bulunabilir. 

ry > O sayısı verilsin. t E [t0 , OJ için 

V'Y(t) = {x E JR.n 1 d (x, V(t)) :S ry} 

olarak tanımlansın. V'Y (·)küme değerli dönÜ§Ümü süreklidir, her tE [t0 , O] için 

V'Y(t) c JR.n konveks, kompakt kümedir ve int V'Y(t) =/= 0 olur. Yani V'Y (-) küme 

değerli dönÜ§ÜmÜ (A) ko§ulunu sağlar. 

Teorem 5.4.10. c > O sayısı verilsin. V(·) : [t0 , O] -t K (JR.n) küme değerli 

dönüşümünü (B) koşulunu sağlasın. Her vE (0, v (c)] sayısı ve [to, O] aralığının 

~ :S O" (c) koşulunu sağlayan her r = { t0 < tı < ... < tm = O} düzgün parça­

lanışına karşılık her t E [t0 , O] için 

h(Xv(t; to, V (to)), V(t)) :S c 

eşitsizliği sağlanacak biçimde bir v (c) E (0, a) ve O" (c) > O sayısı vardır. 

Burada~= ti+l-ti, i= O, ... m-1 olarak tanımlanan sayı ve X (t; t0 , V (to)), 

( 5 .4. ll) diferansiyel içermesinin ( t 0 , V ( t0 )) başlangıç kümesinden çıkan, t a­

nın daki erişim kümesidir. 
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c 
Kanıt. "f = 3 olsun. V7 (·) küme değerli dönüşümü (A) koşulunu sağladı-

ğından teorem 5.4.7 uyarınca her v E (0, v (c)] sayısı ve [t0 , B] aralığının ~ ~ 

a (c) koşulunu sağlayan her r ={to < tı < ... <tm= B} düzgün parçalanışına 

karşılık her t E [ t 0 , B] için 

c 
h(Xv(t; to, Vc;s(to)), Vc;s(t)) ~ 3 (5.4.49) 

eşitsizliği sağlanacak biçimde bir v (c) E (0, a) ve a (c) >O sayısı vardır. 

c 
h(Vc;s(to), V(to)) = 3 

olduğundan, önerme 5.4.9 uyarınca her tE [t0 , B] için 

c ( ı ) c h(Xv(t;to, Vc;s(to)),Xv(t;to, V(to)) ~ 3exp --;;(t- to) ~ 3 (5.4.50) 

eşitsizliği sağlanır. 

Her t E [to, B] için 
c 

h(Vc;s(t), V(t)) = 3 (5.4.51) 

olduğu açıktır. 

(5.4.49)- (5.4.51) eşitsizliklerinden her vE (0, v (c)] ve~~ a (c) koşulunu 

sağlayan her r = { t0 < t 1 < ... <tm= B} düzgün parçalanışına karşılık, her 

t E [t0 , B] için 

h(Xv(t; t0 , V( to)), V(t)) ~h (Xv(t; to, V(to)), Xv(t; to, Vc;s(to))) + 

+ h(Xv(t; to, Vc;s(to)), Vc;s(t)) + h(Vc;s(t), V(t)) 

eşitsizliğinin sağlandığı elde edilir. 
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