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Bu tezde, aralik lizerinde tamimli kompakt, konveks kiime degerli
doniistimler i¢in konveks devam tanimlanmig, konveks devamin varlig:
arastirilmug ve konveks devamin olmadigl durumlar incelenmistir. Ayrica
konveks devamim maksimallik 6zelligi ele alnmig, kiime degerli
doniisiimlerin konveks devaminin varligi ile Lipschitz siirekliligi arasindaki
baglanti aragtirilmigtir. Bunun yaninda verilen kiime degerli doniigiimiin
deger kiimelerine uzakligi, verilen degeri gegmeyen erigim kiimelerine
sahip diferansiyel icermenin bulunmasi problemi ele alinmigtir. Problem,
once verilen doniigiimiin afin tiip oldugu 6zel durum igin ¢oziilmiigtiir.
Sonra 6zel durum i¢in sunulan yoéntem kullanilarak kompakt, konveks

degerli, siirekli kiime degerli doniisiimler icin ¢6ziim verilmigtir.
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In this thesis, convex continuation for the compact, convex set valued
maps on an interval was defined, existence of the convex continuation of
the compact, convex set valued maps was studied and the cases which
there is no convex continuation were investigated. Maximality of the
convex continuation was also considered. The relation between the
existence of the convex continuation of the compact, convex set valued
maps and the Lipschitz continuity of the set valued maps was
investigated. Finally, an inverse problem of the differential inclusion
theory was considered. It is required to define a differential inclusion so
that the Hausdorff distance between the reachable sets of this inclusion
and the value sets of the given set valued map does not exceed the given
value. As a first step, the problem was solved for a special case where the
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GIRIS

Kiime degerli analiz matematigin gesitli dallarda pek ¢ok uygulamasi olan
cagdag alanlarindan biridir. Kiime degerli analizin temel tanim ve konular
ilk olarak kontrol sistemleri teorisindeki bazi problemlere ¢oziim aranirken
ortaya konmugtur. O yillardan bugiine kiime degerli analiz, matematigin
onemli dallarindan biri haline gelmigtir.

Fizik, ekonomi, mekanik ve daha bircok uygulama alaninda ortaya c¢ikan
problemlere ¢6ziim aranirken karsilagilan doniigiimler tek degerli olmayabilir ya
da bulunan fonksiyonlar diferansiyellenebilir olmayabilir. Bu tir problemlerin
¢oziimlerinin aragtirilmasinda klasik analizin yontemleri yetersiz kalmaktadir.
Bu nedenle diferansiyellenebilir olmayan fonksiyonlar ve kiime degerli
doniigiimler icin yeni metodlar geligtirilmesi gerekmistir. Bugiin, klasik
analizin bircok problemi, kiime degerli analiz kapsaminda incelenmektedir.
Kiime degerli doniiglimlerin alttan yar siirekligi, tistten yan siirekligi (bkz.
[1 —6] ), diferansiyeli ve tiirev kiimeleri (bkz. [1,7 — 19]), alt yar1 siirekli
fonksiyonlar icin ortalama deger esitsizligi (bkz. [20 — 22]), kiime degerli
doéniiglimlerin sabit noktalarinin, denge noktalarinin varhg (bkz. [23 — 31)),
kiime degerli donigiimlerin integralleri (bkz. [1,32 —37] ), bu problemlere
hemen verilebilecek 6rneklerden birkacidir.

Sadece klasik analizin bilinen problemlerini genel formda incelemekle
kalmayan kiime degerli analiz, bugiin kendine ait konular da aragtirmaktadir.
Bu konular arasinda kiime degerli doniigiimlerin parametrelendirilmesi (bkz.
[1,38 — 40]), kiime degerli doniiglimlerin siirekli, dlgiilebilir, Lipschitz tiird
selektorlerinin varhigy (bkz. [1,41 — 50]), konveks, monoton kiime degerli do-
niigiimlerin 6zellikleri (bkz. [50 — 54]) sayilabilir.

Kiime degerli analizin uygulama buldugu alanlardan biri de diferansiyel
icermeler teorisidir. Diferansiyel icermeler iki acidan ele almabilir. Ilk olarak
diferansiyel igerme, sag tarafi kiime degerli doniigsiim olan diferansiyel

denklemdir. Ikinci olarak davramg diferansiyel denklemle verilen kontrol
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sisteminin genel formudur. Diferansiyel igermeler ilk olarak (bkz. [55, 56])'da,
sag tarafi kiime degerli doniigim olan diferansiyel denklemler olarak
incelenmis, daha sonra (bkz. [44,57])'de, sag tarafi durum vektoriine gore
siireksiz diferansiyel denklemler icin Cauchy probleminin ¢oziimlerinin varlig
aragtirilirken altyapi olarak kullanilmigtir.

60’11 yillarda diferansiyel icermeler i¢in Cauchy probleminin ¢oziimlerinin
varligy, erigim kiimeleri ve integral tiinelin kapaliligi, kompakthg, baglantililig:,
cozliimler kiimesinin baglangic kogullarina bagimhhg arastirilmigtir
(bkz. [44,58 — 63]). 70’lerde diferansiyel icermeler bir kontrol sistemi olarak
incelenmeye baglanmig, davranigi diferansiyel icerme olarak verilen kontrol
sistemleri  icin Pontryagin ~ maksimum  prensibi  kamitlanmigtir
(bkz. [21,64,65]). Bunu 80’lerde diferansiyel icermelerin evalusyon denklem-
lerinin bulunusu (bkz. [66,67]), ¢oziimlerin viability Szelliklerinin incelenisi
izlemistir (bkz. [7,68 — 76]). 80’li yillarm sonu ve 90’l1 yillarda diferansiyel
icermelerin viability Ozelligi, diferansiyel oyunlar teorisi ve Hamilton-Jacobi
denklemleri teorisinde gegitli uygulama alanlari bulmustur (bkz. [77 — 86]).
Verilen bir diferansiyel oyunun deger fonksiyonuna, bir bagka Hamilton-Jacobi
denkleminin bir viscosity (veya minimaks) ¢6ziimii karsilhik getirilebilecegi ve
tersine verilen bir Hamilton-Jacobi denkleminin bir viscosity ¢oziimiiniin, bir
bagka diferansiyel oyunun deger fonksiyonu oldugu kamitlanmigtir
(bkz. [84,87 — 89]). Boylece diferansiyel oyunlar teorisi ve Hamilton-Jacobi
denklemleri teorisi arasindaki siki bag ortaya cikarilmigtir.

Diferansiyel igermelerin erigim kiimeleri ve integral tiinelinin ozellikleri,
erigim kiimeleri ve integral tiinellerinin niimerik hesaplanmas: konular1 genis
kapsaml olarak aragtirilmig konulardir (bkz. [90 — 98]).

Tez beg bolimden olugmaktadir. Ik bolimde tezde yapilan aragtirmalar
kapsaminda konveks analiz, kiime degerli analiz ve diferansiyel icermeler
teorisinin baz temel tanim ve teoremleri verilmigtir.

Ikinci boliimde konveks kiime degerli déniigiimler icin devam tanimi

verilmis, konveks, kompakt kiime degerli doniigiimlerin konveks devaminin
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varligi1 incelenmig ve konveks devamin olmadigr durumlar aragtirilmigtir. Elde
edilen sonuclar, kiime degerli doniigiimiin tiirev kiimeleri yardimiyla ifade
edilmigtir.

["Jgiincii boliimde maksimal konveks devam tanimlanmig ve devamin oldugu
durumlarda, konveks, kompakt kiime degerli doniigiimiin maksimal devaminin
ozellikleri incelenmigtir.

Doérdiincii boliimde kapali, sinirli aralikta tanimlanmig konveks, kompakt
kiime degerli doniiglimiin konveks devaminin varlig: ile bu kiime degerli do-
niisimiin Lipschitz siirekliligi arasindaki iligki incelenmigtir. Konveks kiime
degerli dontigiimlerin Lipschitz stirekliligi [99 — 101])’de aragtirlmigtir. Kapal,
sinirli kiimede tanimlt konveks kiime degerli doniigiimler bu aralikta Lipschitz
siirekli olmayabilir. Tez’de kapali, sitmirhi aralikta tanimli ve konveks devami
olan konveks kiime degerli doniigiimlerin bu aralikta Lipschitz siirekli oldugu
kanitlanmigtir. Tersine degerlerinin ici bog olmayan, Lipschitz stirekli, konveks,
kompakt kiime degerli doniigiimiin konveks devaminin varligi da kanitlanmig-
tir.

Beginci boliimde diferansiyel icermeler teorisinin bir ters problemi incelen-
mektedir. Verilen konveks, kompakt degerli kiime degerli déniigimiin deger
kiimelerine Hausdorff uzakligi € sayisin1 gegcmeyen erigim kiimelerine sahip bir
diferansiyel icermenin bulunmasi problemi ele alinmigtir. Bu tiirden problem-
lerin ¢6ziimi, matematiksel modellemede faz durumu kesin 6lgiilemeyen belir-
siz kontrol sistemlerin dinamiginin bulunmasi i¢in kullanilabilir. Ters problem
[99 — 101]’de incelenmigtir. [102]'de grafigi konveks, kompakt kiime degerli
doniigiimler icin problem c¢oOziilmiigtir. Tezde, problem Once verilen kiime
degerli doniiglimiin afin tiip oldugu 6zel durumda, sonra da 6zel durum igin
sunulan yontem uygulanarak konveks, kompakt degerli, siirekli kiime degerli

doniigiimler icin ¢oziilmiigtiir.



1 ON BILGILER

Bu boliimde analiz, konveks analiz, kiime degerli analiz ve diferansiyel
icermeler teorisinin sonraki bolimler icin gerekli olan bazi temel tanim ve

teoremleri verilecektir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

R” ile n-boyutlu Oklid uzay1, z = (z1,...,2,) ER* ve y = (y1,...,9n) €
R" icin

ile z vektoriiniin normu,
n
(zy)=) = u
i=1

ile z ve y vektorlerinin i¢ carpimlan gosterilsin. Agiktir ki, ||z|| = /(z,z)
olur.

A C R™ olmak iizere, A ile A kiimesinin kapanigi, 0A ile sinir1, int(A) ile
ici, co(A) ile kapali konveks zarfi gosterilsin.

R™nin acik birim yuvar B, kapal birim yuvar1 B ve R™'nin birim kiiresi

izerindeki noktalar da S ile gosterilsin. Yani,
B={zeR"||z]| <1}, B={z e R"||lz]| < 1} ve S = {z e R"[||z]| = 1}

olsun.

Zg € R ve 6 > 0 olmak iizere, x4 noktasinin agik § komgulugu
B(zg,06) = {z € R* |||z — zo|| < d}
ve xo noktasinin kapali 6 komsulugu
B(z0,6) = {z € R" |||z — zo]] < 6}

ile gosterilsin.



Bunlarin diginda, x noktasimin A kiimesine uzakhig
d(z,4) = int [}z ~ a]

olarak tanimlanir.
K(R™) ile R™ uzayinin bog olmayan, kompakt alt kiimelerinin ailesi goste-
rilsin.

Kiimeler icin cebirsel toplam ve skaler ile carpma agagidaki gibi tanimlanir.
Tanim 1.1.1. E, F C R" olmak tzere
{e+f|e€E, feF}
kimesine E ile F' kimesinin cebirsel toplama denir ve E + F ile gésterilir.
K (R") kiime ailesi, kiimelerin cebirsel toplam iglemine gore kapahdir. Yani
E,Fe KR")= FE+F € KR")

olur.

E, F, G € K(R") olmak iizere
. E+F=F+FE
2. E+(F+G)=(E+F)+G
3. E+{0}=F (0€R")
egitlikleri kolayca dogrulanir.
Tanim 1.1.2. E C R” olmak tzere
{X-elecE}
kimesine E kimesinin A € R ile ¢arpims denir ve A - E ile gosteriir.
K(R") kiime ailesi, kiimelerin skaler ile ¢arpimina gore kapahdir. Yani
Ee KR") = X-E e K[R")

olur.

Va,0€Rve E,F e K(R") icin agagidakiler dogrudur.
5
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o-(8-B)=(ah)- B
2.1-FE=FE
3.0-(E+F)=a-E+a-F
4. (a+p)-ECa-E+p3-E.
Onerme 1.1.3. o, 8> 0 ve E € K(R") konveks kiime ise
(@+p)-E=a-E+B-E
olur.
C ([a,b] ,R™) ile z (-) : [a, b] — R™ siirekli fonksiyonlarin kiimesi gosterilsin.

z (-) € C ([a,b] ,R") igin

Iz ()llo = max o ()]

olsun. C ([a,b],R") kiimesi ||-||; ile normlu uzaydir.
Asgagidaki 6nerme R"™ uzayindaki kiimelerin kompakthigin1 karakterize et-

mektedir.

Onerme 1.1.4. A C R" kiimesinin kompakt olmass icin gerek ve yeter kogul,

A kimesinin kapaly ve sinirly olmasidar.
f () : [a,b] — R™ fonksiyonunun mutlak siirekliligi agagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 1.1.5. f(-) : [a,b] = R™ olsun. Ve > 0 ve [a,b] aralifinin ikiser ikiser
ayrik keyfi (a;,b;), (1=1,2,...,k) alt araliklare icin Zle(bi —a;) < 0 iken

lef fla)|l <e

olacak bicimde & = 6(g) > 0 sayst varsa, f () fonksiyonuna [a,b] aralifinda

mutlak sturekli fonksiyon denir.

Yukandaki tamimdan mutlak siirekli fonksiyonlar ayn: zamanda diizgiin

siireklidir. Ancak bunun tersi dogru degildir.
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Tanim 1.1.6. f () : [a,b] = R™ bir fonksiyon olsun. Her t1,ts € [a,b] i¢in

1/ (1) = ft2)l] < Lty — 2

olacak sekilde L > 0 saysi varsa, f(-) fonksiyonuna L sabiti ile Lipschitz

surekli fonksiyon denir.

Tamim 1.1.7. f(:) : R™ — R" bir fonksiyon olsun. Her D C R™ swnarh

kiimesi ve her 1, x2 € D i¢in

1f (1) = f(@2)| < Llz1 — 2]

olacak gekilde L = L(D) > 0 sayist varsa, f () fonksiyonuna yerel Lipschitz

fonksiyon denir.
Mutlak siirekli fonksiyonlarin tanimindan agagidaki 6nermeler elde edilir.

Onerme 1.1.8. f(-) : [a,b] — R* fonksiyonu Lipschitz siirekli ise [a,b] ara-

hginda mutlak sireklidir.
Onerme 1.1.9. u(-) : [a,b] — R integrallenebilir fonksiyon ve her t € [a, D]
1¢in
ise, () : [a,b] = R mutlak sirekli fonksiyondur.
f () : R* = R fonksiyonunun konveksligi agagidaki gibi tanimlanir.
Tanim 1.1.10. Vo, 8> 0,a+ 8 =1 ve x1,22 € R” i¢in
fla-zi+B-22) < af (z1) + B (z2)
esitsizliging saglayan f (-) : R® — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Teorem 1.1.11. [58, 103/ f(-) : R* — R konveks fonksiyon ise yerel
Lipschitzder.



Onerme 1.1.12. [103] K C R kapah, konveks bir kiime ve yo ¢ K olsun. O
zaman ||zo — yol| = d(yo, K) olacak sekilde bir tek xo € K vardir ve her z € K
¢ein

(o — Yo, To — ) <0 (1.1.1)

esitsizligi saglamr. Tersine zg € K olmak tdzere her x € K igin (1.1.1)
esitsizligi saglaniyorsa,

lzo = yoll = d(yo, K) (1.1.2)

olur ve (1.1.2) egitsizligini saglayan zo € K tektir.

1.2 Kiime Degerli Doniigiimler. Siireklilik Kavrami ve

Turev Kiimeleri

Bu boliimde kiime degerli analizin temel tanimlar verilecek ve konu ile
ilgili baz1 teoremler ifade edilecektir.
Asagida R™’de verilen iki kiime arasindaki Hausdorff uzaklhigi tanimlanmak-

tadar.

Tamim 1.2.1. E, F C R"* olsun.

h(E, F) = max {sup d(z, F),sup d(y, E)}
z€E yeF

sayisina E ve F kimeleri arasindaki Hausdorff uzakligs denir.

Hausdorff uzakhig: asagidaki ozellikleri saglar.

i. Her F C R" i¢in h(E, E) =0,
ii. E,F CR"i¢in h(E,F)=0& E=F,
iii. Her E,F C R i¢in h(E, F) > 0,

iv. Her E,F,G C R* i¢in h(FE, F) < h(E,G) + h(G, F).
8
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ii. kogulundan E,F C R" ve E # F igin h(E,F) = 0 olabilecegi goriil-
mektedir. Bu nedenle yukaridaki gibi tanimlanan h fonksiyonu 2%" iizerinde
yani, R" uzaymnin tiim alt kiimelerinin olugturdugu kiime iizerinde bir metrik
degildir.

h() : K(R™) x K(R") — [0, 00) fonksiyonu metrik kosullarim saglar. Yani
(K (R™), h) bir metrik uzaydir.

Cogu zaman iki kiime arasindaki Hausdorff uzakliginin bulunmas: igin

agagidaki onerme kullanilir.
Onerme 1.2.2. E,F € K(R") olsun.
hE,F)=inf{r >0|ECF+r-B, FCE+r-B}
olur.
Agagida kiime degerli déniigiim kavrami tanimlanmigtir.

Tamim 1.2.3. A C R” ve her x € A icin F(z) C R™ olsun. Bu durumda,
F(-) dontsimine kime degderli dénisim ya da kiime degerli fonksiyon denir

ve F(-) : A — R™ seklinde gosterilir. Ayrica

{(z,y) € AXR™| y € F(z)}
olarak tanimlanan kimeye F(-) kime dederli donigiminin grafigi denir ve
grF (-) ile gdsterilir.

Siireklilik
Fonksiyonlara benzer olarak kiime degerli doniigiimler igin de siireklilik

tanim verilebilir.

Tamim 1.2.4. A C R" olmak tuzere F(-) : A — K(R™) ve xy € A olsun. Her
e > 0 saysina kargilsk keyfi © € B(zo,d) igin

h(F(z), F(z0)) < e

olacak sekilde § = §(e,x0) > 0 sayse varsa, F(-) kime dederli dontisimine xg

noktasinda streklidir denir.



F(-) kime dederli déntgimi her zy € A noktasinda sirekli ise F(-) kiime

degerli dontisimu A kimesinde stureklidir denir.

Onerme 1.2.2 uyarinca F(-) kiime degerli déniigiimii zo noktasinda siirekli

ise verilen Ve > 0 igin z € B(zo, d) iken
F(z) C F(x)+¢-B
F(z) C F(z)+¢-B
olacak bigimde 6 > 0 vardir.

Tamm 1.2.5. A C R" olmak uzere F(-) : A — K(R™) ve zq € A olsun. Her
e > 0 saysina karsilik keyfi x € B(xg,0) icin

F(z) C F(zo)+¢-B
olacak gekilde § = (e, o) > 0 sayiss varsa, F(-) kime degderli donigimine xg
noktasinda tUstten yary stureklidir denir.

Tanim 1.2.6. A C R" olmak dtzere F(-) : A — K(R™) ve zo € A olsun. Her
e > 0 sayisina karsilik keyfi z € B(xzo,0) igin

F(.’Eo) CF($)+€B
olacak gekilde 6 = (e, zo) > 0 sayist varsa, F(-) kime dederli donigimine xg
noktasinda alttan yar: streklidir denar.

Agiktir ki, F(-) kiime degerli déniglimii, o € A noktasinda hem alttan
hem de iistten yar siirekli ise o € A noktasinda siirekli olur.
Yine fonksiyonlarda oldugu gibi kiime degerli doniigiimler icin de Lipschitz

siireklilik tanimi yapilabilir.
Tamm 1.2.7. F(-) : R* — K (R™) olsun. Her z,y € R" i¢in
h(F(z), F(y)) < Lz -yl

olacak sekilde L > 0 sayst varsa, F(-) kime degerli dontgimine L sabitiyle

Lipschitz kosulunu saghyor veya L sabitiyle Lipschitz sureklidir denir.
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Konveks kiime degerli doniigiim ve kompakt kiime degerli doniigiim tanimlar:

agagida verilmigtir.

Tanim 1.2.8. A C R konveks kiime olmak dzere F(-) : A — K (R™) kime
degerli dontgiminin grafigi konveks kime ise F(-) kime dederli dontugimd

konvekstir denir.

Tamm 1.2.9. A C R” olmak dzere F(-) : A — K (R™) kime dederli do-
nisimdnin grafigi kompakt kime ise F(-) kiime dederli donisimd kompaktir

denir.

Onerme 1.2.10. A C R" konveks kiime olmak tizere F (1) : A — K (R™)
kime degerli donisim olsun. F () kiime degerli donisiminin konveks olmast

icin gerek ve yeter kosul her A € [0, 1] ve her z1, zo € R" igin
icermesinin saglanmasidar.

Kanit. (=) A C R" konveks kiime olmak iizere F'(-) : A — K (R™) konveks
kiime degerli doniisiim olsun. A € [0,1] ve z1, z2 € A icin (1.2.3) icermesinin
saglandig1 kanitlanmalidir.

yeAX-F(z)+(1—=MA)-F(x2) (1.2.4)

olarak almsin. O zaman y = A - y; + (1 — ) - y2 olacak bigimde y; € F (z;),
Yo € F(z3) vardir ve (z1,y1) € grF (-), (z2,42) € grF (-) olur. A C R
konveks oldugundan

)\'$1+(1—)\)'$2€A

olur. F(-): A — K (R™) konveks kiime degerli déniigiim oldugundan grF () C
A x R™ konveks kiimedir. O halde

A (z,91) + (1= A) - (w2,92) € g7F ()
olur. Buradan
)\y1+(1—)\)y2 EF()\CIJ1+(1—)\).’IJ2)
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ve (1.2.3) uyarinca

yEFM -z 4 (1—\) - 35)

oldugu elde edilir. Bir bagka deyisle (1.2.3) icermesi saglanir.

(<) Tersine her A € [0,1] ve her 21, 25 € A igin (1.2.3) igermesi saglansin.
grF (-) C A x R™ kiimesinin konveks oldugu kamitlansin. (z1,y1) € grF (-),
(x2,92) € grF (-) ve A € [0,1] olsun. O zaman y; € F(z1), y2 € F (z2) ve
A-z1+ (1 —))-z2 € Aolur. Buradan

Ayr+(1—=X)ya€X-F(z)+(1—=A) F(x9)
ve (1.2.3) uyarinca A € [0, 1] i¢in
Aypp+(1 =N peFX z1+ (11— z)
oldugu bulunur. Bu ise

Az +Q=N) -z, A1 +(1—=X)-y2) € grF ()
A (xhyl) + (1 - )‘) : (2}2, y2) € ng ()
olmas: demektir. Bir bagka deyigle grF (-) C A x R™ konveks kiimedir.

Turev Kimeleri

K C R"™ kapal1 bir kiime olsun. Vz € R™ i¢in

1
TU _ T L . _
() {r € R" | h(gégf 5 dz+6-rK) O}

1
TE(z) = {TER"|61_i)r£1+gd(x+(5-r,K) =O}

olarak tamimlansin.

Tamm 1.2.11. [8| T (z) (T(z)) kiimesine K kiimesinin = noktasindaki tst

(alt) contingent konisi ads verilir.

Onerme 1.2.12. K C R" kapals kiime olmak iizere ¥ z € R™ icin TY(z), TE(z)

kimeler: kapalidur.
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o 1 & K ise TY(z) =0, Tk(z) =0,

o z € intK ise TY(z) = R™, Tk(z) = R".
Onerme 1.2.13. TY(z), TL(z) kiimeleri konidir.

Bir kiime degerli doniigiimiin alt ve iist diferansiyeli tanimlar agsagida ve-
rilmigtir.
Tanim 1.2.14. [{]V (:) : [a,b] — K (R") herhangi bir kime dederli doniigim
olsun. p € R olmak iizere grafigi TY (t,z) C R™*! kiimesiyle ayni olan

p — DUV (t,2)|(p)

kiime degerli donidsimine V(-) kime degerli dontgimindn (t,z) noktasindaki
ust diferansiyeli denir.
Tanim 1.2.15. [1]V (*) : [a,b] — K (R") herhangi bir kime dederli dontigim
olsun. p € R olmak tzere grafigi TE(t, z) C R™ kiimesiyle ayns olan

p — D™V (t,2)|(p)
kiime degerli donisimine V(-) kime degerli donistiminin (t,x) noktasindaki
alt diferansiyeli denir.

(t,z) € [a,b] x R™ olmak iizere,

DUV(t,m)|(1) N { re€R" |3z € V(ty), ty >t, lim L _T}

thott T — T

kiimesine V(-) doniigiimiiniin (¢, z) noktasindaki tist sag tirevi,

DV (t,z)|(1) = { reR"|3z(r) e V(r), 7 >t, lim or) -~z zr}

=ttt T —1
kiimesine V'(-) doniiglimiiniin (¢, z) noktasindaki alt sag tiirevi,

DUV(t,x>|<—1>={reR"kaev(tk),tkq, lim xk—xzr}
tr—t~ T — 1

kiimesine V(-) déniigimiiniin (¢, z) noktasindaki iist sol tiirevi,

D'V (t,)|(-1) = { r e R | 3a(r) € V(r), T <, lim 2 =2 :r}

Tt T —1
kiimesine V'(-) doéniigiimiiniin (¢, z) noktasindaki alt sol tiirevi denir.
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Onerme 1.2.16. Tiirev kiimeleri kapaly kiimelerdir.

Onerme 1.2.17. Asagqidaki egitlikler dogrudur.
DYV (t,z)|(1) = { reR"| Iiminfld(a: +6-1,V(t+90)) = 0}
60+t 0

DLV(t,x)|(1)={TERn| 11m 1d(zv+6 r, V(t+9)) }

+ 4

DYV(t,z)|(-1) = { reR"| hmmf dlz—6-rV(t—-19)) = 0}

(5

DLV(t,x)|(—1):{7"ER"| 11m d(x—(S r,V({t—0 }

+6
Tiirev kiimelerinin, teget konilerle baglantist agagidaki 6nermede verilmek-

tedir.
Onerme 1.2.18. Asagidaki icermeler dogrudur.
DUV(t,z)|1) c {reR|(1,r) € TI(t )}
D (t,z)l(1) C {r e R™| (1,7) € TE(t, z)}
DYV (t,z)|(-1) c {r e R" | (-1,-r) € TY(¢, z)}
D'V (t,z)|(~1) C {r e R | (-1, —r) € T&(¢, z)}
Eger V (-) kiime degerli doniiglimii Lipschitz kogulunu saghyorsa yukaridaki
icermeler esitlige dontigtir.
(t,z) € int (grV (-)) ise tiirev kiimelerinin tamam R", (t,z) & grV (-) ise

bog kiime olur. f tiirevlenebilir fonksiyon ve V¢ € [a,d] igin V (¢) = {f(t)} ise
Vit € (a,b) icin

DYV(t,z)|(1) = DV (t,z)|(1) = DYV (¢, z)|(-1)
= DMV(t,2)|(-1) = {5‘%(;2}
olur. Kolaylik olmasi agisindan

DYV (t,z)|(1) = D'V(tz), DYV (t,z)|(-1) = D"V(t, )
DIv(t,z)|1) = D}V(t,z), DV(t2)|(~1)= D V(t,x)

ile gosterilecektir.

14



Onerme 1.2.19. V() : [a,b] x R® = K(R"), W(-) : [a,8] x R* — K(R")
grafigi kapali kiime dederli donugimler, t1, t2 € (a,b) ve her t € [t1, ta] icin
W (t) =V (t) olsun. O zaman V't € (t1, t2) ve Vz € R" igin

D*W(t,z) = D*V(tz), DWW (t,z) = DV (¢, ),
D~W(t,z) = D7 V(tx), D W (t,z) =D V(t,x)

olur.

1.3 Diferansiyel Icermeler. Varlik Teoremleri ve

invaryant lik

Bu boliimde diferansiyel icermeler teorisinin temel tanimlar: verilecek ve
konunun bazi 6nemli teoremleri ifade edilecektir.
F(-) : [a,b] x R* — K(R") kiime degerli doniigiim olsun.

dz(t)
dt

€ F(t,z(t)) , t € [a, ] (1.3.1)

ifadesine diferansiyel icerme denir. Burada z () : [a,b0] — R™ bilinmeyen

fonksiyondur.

Tanim 1.3.1. Hemen her t € [a,b] i¢in (1.3.1) icermesini saglayan mutlak
strekli z () : [a,b] = R™ fonksiyonuna (1.3.1) diferansiyel icermesinin ¢ézimii

denir.

Ozel olarak, (1.3.1) diferansiyel icermesinde F(-) kiime degerli déniisiimii
tek degerli ise (1.3.1) diferansiyel icermesi diferansiyel denkleme doniigiir. Yani
keyfi (t,z) € [a,b] x R" i¢in F(¢,z) = {f(¢,z)} ise, (1.3.1) diferansiyel icermesi

d(t) _
— = f(ta(1) , t € [a,b]

diferansiyel denklemine doniigiir.
(1.3.1) diferansiyel igermesinin ¢y € [a,b] olmak iizere () = z¢ kosulunu

saglayan c¢Ozlimlerinin bulunmasi problemine Cauchy problemi denir. Somut
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olarak, ¢y € [a,b] olmak iizere, Cauchy problemini agagidaki gibi yazilir.

z(t) € F(t,z(t)) (1.3.2)
(1.3.2) — (1.3.3) probleminin ¢oziimler kiimesi X (o, zo) ile gosterilsin ve
t € [a,b] igin

X(t, to, .770) = {.’IT(t) € R” | .'17() € X(to, IL‘())}
H(to, z0) = {(t,z) € [a,b] X R"|z € X(¢t;t0,20)}

olarak tanimlansin. X (t; %, o) kiimesine, (1.3.2) diferansiyel icermesinin (o, zo)
baglangi¢ noktasi igin ¢ anindaki erigim kiimesi, H (%o, zo) kiimesine ise (¢, Zo)
baglangic noktasindan gikan integral tiineli denir. ¢y € [a, b] ve Xy C R™ olmak
lizere, (1.3.2) diferansiyel icermesinin z (¢y) € X, baslangic kogulunu saglayan
coziimler kiimesi X (¢, Xo) ile gosterilsin. Yani X (g, Xo)

z (t) € F(t,z(t)) (1.3.4)

z(to) € Xo (1.3.5)

Cauchy probleminin ¢éziimlerinin kiimesi olsun. Agiktir ki,
X (to, Xo) = {z(-) € X(to,z0) | zo € Xo}
olur.
X (t;t0, Xo) = {z(t) € R™|z(:) € X(to,Xo)}
H(ty, Xo) = {(t,z) € [a,b] x R™|z € X(t;t0, X0)}

olsun. X (;t9, Xo) kiimesine (1.3.4) diferansiyel igermesinin (¢y, Xp) baglangig
kiimesi igin ¢ anindaki erigim kiimesi, H(ty, Xo) kiimesine (ty, Xo) baglangig

noktasindan ¢ikan integral tiineli denir.

Teorem 1.3.2. [7, 104] F(:) : [a,b] x R™ — K(R") konveks degerli, alttan
yary strekli donigim ve ty € (a,b) olsun. O zaman (ty — 0,ty + 9) arahginda

(1.3.2) — (1.3.3) Cauchy probleminin ¢ézimi var olacak gekilde 6 > O vardur.
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Teorem 1.3.3. [7, 104] F(-) : [a,b] Xx R* — K(R") konveks deferli, istten
yary surekli dontigim, to € (a,d) olsun. O zaman (tg — 0,y + 6) aralginda

(1.3.2) — (1.3.3) Cauchy probleminin ¢ézimi var olacak sekilde § > 0 vardar.

Teorem 1.3.4. [7, 104] F(-) : [a,b] xR™ — K(R™) konveks dederli, tstten yar
strekli donigim, to € [a,b] ve Xo C R™ kompakt kime olsun.

V (¢, z) € [a,b] x R™ ve bir ¢ > 0 sayist igin
max {||f[| [ f € F(t,2)} < c(1+ [|=]]) (1.3.6)

egitsizligi sagdlansin. O zamanV x(-) € X (to, Xo) ¢dziimi tim [a,b] aralifinda

tanemlanmas  fonksiyondur ve

i ¥ a() € X(to, Xo) igin ()] < B,
i Vtelab], ze X(tty, Xo) icin ||z|| <R,

wi. V (t,x) € H(to, Xo) i¢in |(¢,2)|| < R+ [b]

olacak bigimde R > 0 vardsr.

Teorem 1.3.5. [7, 104] Teorem 1.8.4%un tim kosullar: saglansin. O zaman
X (to, Xo) ¢ozimler kimesi C ([a,b],R™) uzayinda, H(ty, Xo) integral tineli
[a, b] x R™ uzayinda ve hert € [a,b] icin X (t;t9, Xo) erisim kimesi R™ uzayinda

kompakt kimelerdir.
V' C [to, 6] x R™ kapah bir kiime, ¢ € [to, 6] igin
Vit)={zeR"| (t,z)eV}

olsun. V kiimesinin,

z(t) € F (t,z(¢)) (1.3.7)
diferansiyel icermesine gore zayif invaryantligi agagidaki gibi tanimlanir.
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Tanim 1.3.6. [7, 13, 20, 68] V C [to, 8] X R™ kapals kiimesi ve (1.3.7) dife-
ransiyel icermesi verilsin. Keyfi (t.,zs) € V noktasina karsilik, her t € [t., 0]
(t € [to,ts]) i¢in x (t) € V (t) olacak bigimde x (-) € X (t.,x) ¢Oziimi varsa,
V' kiumesi (1.3.7) diferansiyel icermesine gore saga (sola) zayif invaryanttur

denir.

Siradaki teorem, V kiimesinin (1.3.7) diferansiyel igermesine gore zayif in-

varyantligim karakterize etmektedir.

Teorem 1.3.7. [20, 69/ F (-) : [to,0] X R® — K (R") kiime dederli donisimi

ve V C [to, 0] x R™ kapals kiimesi verilsin.

i. F(-) dstten yary strekli,
. Y (t,z) € [to, 0] X R™ icin F (t,x) konveks,
wi. V (t,z) € [to, 0] x R™ vebir ¢ > 0 sayise igin
max {||f|| | f € F(t,z)} < c(1+ =)

esitsizligi saglansyor olsun.

V kiimesinin, (1.3.7) diferansiyel icermesine gore saga zayif invaryant ol-

mast i¢in gerek ve yeter kogul t < 6 olmak tzere V (t,x) € V igin
F(t,z)N DV (t,z) #0

olmasidar.
V kumesinin, (1.3.7) diferansiyel icermesine gore sola zayif invaryant ol-

mass i¢in gerek ve yeter kogul t > to olmak tzere V (t,z) € V igin
F(t, )N D~V (t,z) #0

olmasidar.
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Onerme 1.3.8. [105] V C [to, 8] X R™ kapals kiimesi (1.3.7) diferansiyel iger-
mesine gore sola zayf invaryant ve (o, zo) € V olsun. O zaman ¥ t € [to, 0]
¢cin

V() € X (0, 7o)

icermest saglanar.

V kiimesinin (1.3.7) diferansiyel icermesine gore giiclii invaryanthig agagidaki

gibi tanimlanir.

Tanim 1.3.9. [7, 18, 20, 68] V C [to, 0] x R™ kapals kimesi ve (1.3.7) dife-
ransiyel icermesi verilsin. Keyfi (t.,z.) € V noktass, keyfi z (-) € X (ty, z4)
¢Ozimi ve her t € [t.,0] (¢t € [to,ts]) igin z (t) € V () oluyorsa, V' kimesi

(1.3.7) diferansiyel icermesine gore saga (sola) giicli invaryanttir denir.

Asgagidaki teorem V kiimesinin (1.3.7) diferansiyel igermesine gore giiglii

invaryanthigini karakterize etmektedir.

Teorem 1.3.10. [20, 69] F (-) : [ty, 0] x R™ — K (R") kime degerli donigimi

ve V C [to, 0] x R™ kapals kumesi verilsin.
i. F () surekli,
ii. Vit € [, 0] icin F (ty,-) : R* = K (R™) yerel Lipschitz,
wi. V (t,z) € [to, 0] x R™ igin F (t,z) konveks,
w. V (t,x) € [to, 0] X R™ vebir c > 0 sayist igin
max {|[f|| | f € F (t,2)} < c(1+||z[)
esitsizligi saglaniyor olsun.

V' kimesinin, (1.3.7) diferansiyel icermesine gore sada gigli invaryant ol-

mast i¢in gerek ve yeter kogul, t < 0 olmak tzere, ¥ (t,z) € V icin
F(t,z) C DYV (t,1)
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igermesinin saglanmasidar.
V' kimesinin, (1.3.7) diferansiyel icermesine gére sola gicli invaryant ol-

masu i¢in gerek ve yeter kogul, t > to olmak uzere, V (t,z) € V igin
F(t,x) c D7V (t,z)
icermesinin saglanmasidir.

Onerme 1.3.11. [105] V C [t, 0] x R™ kiimesi (1.3.7) diferansiyel icermesine

gore sada gicli invaryant ve (tg, o) € V olsun. O zaman V¥ t € [ty, 0] igin
X (t;t0, o) C V (1)
igermest saglanar.
Onerme 1.3.8 ve 6nerme 1.3.11 kullanilarak su teoremler elde edilir.

Teorem 1.3.12. [105] V C [to, 0] x R™ kiimesi ve (1.3.7) diferansiyel icermesi
verilsin. ¥V t € [to,0] i¢in V (t) = X (¢;to, Xo) olmass igin gerek ve yeter kosul
V' kiimesinin (1.3.7) diferansiyel icermesine gore sola zayf invaryant, saja

gucli invaryant ve V (ty) = Xo olmasidar.
Teorem 1.3.13. [105] F (*) : [ty, 0] x R* — K (R™) kime degerli dontigimi
ve V C [to, 0] X R™ kapals kiimesi verilsin.

i. F(-) strekli,

. Vi, € [to,0] icin F (") : R* — K (R"™) yerel Lipschitz,

. V (t,2) € [to, 0] xR™ igin F (t,x) konveks,V (t,z) € [to, ] xR™ ve birc > 0
Say18L 1¢IN
max {||f[| | f € F (t,2)} < c(1+[«l])
esitsizligi saglanwyor olsun.
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Yt € [ty 0] ici -
[t0, 0] icin V (t) = X (¢;to, Xo) olmast igin gerek ve yeter kosul

V (t,z) € V igin

F(t,z) c D'V (t,x),
F(t,z) N D7V (t,z) # 0

ve V (to) = Xo olmasidsr.
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2 KONVEKS DEVAM

Bu boliimde konveks, kompakt kiime degerli doniigiimler i¢in konveks de-
vam kavrami tanimlanacak ve konveks devamin varhig: icin gerekli kosullar
aragtirilacaktir. Ayrica konveks, kompakt kiime degerli doniigiimlerin hangi

durumlarda konveks devaminin olmadig: incelenecektir.

2.1 Konveks Devamin Tanimi

Konveks, kompakt kiime degerli doniigiimler i¢in devam goyle tanimlanir.

Tanim 2.1.1. V (-) : [t,8] — K (R™) konveks, kompakt bir kime degerli
dénisim olsun.

a > 0 sayist ve Vi € [tg, 8] igin W(t) = V(t) olacak sekilde
W(E):lto—a0l > KR")  (W():[to,0+ ] = K (R"))

konveks, kompakt kime degerli donidsimi varsa, V (-) kime dederli dontisi-
minin sola (saja) konveks a—devami vardwr denir. Bu W (-) kiime degerli
déntgimine, V () kime dederli donigiminin sola (saja) konveks a— devama
denir.

a > 0 sayst ve Vi € [ty, 0] icin W (t) = V() olacak sekilde
W():to—a,0+a] - K(R?)

konveks, kompakt kime degerli donisimi varsa, V (-) kime dederli dénigu-
minin konveks a—devami vardsr denir. Bu W (-) kiime degerli donigimine,

V (-) kime dederli dondgiminin konveks a—devams denir.

V (+) : [to,0] = K (R") konveks, kompakt kiime degerli doniigiim olsa da

konveks devami olmayabilir. Bu duruma bir 6rnek agagida verilmigtir.
Ornek 2.1.2. Hert € [0,1] igin
V(t):{xeR|—1—\/i§xgl+\/f}
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olarak tamimlansin. grV (-) = {(t,z) € [0,1] xR |z € V (t)} olsun. grV (:)
konveks, kompakt kiime oldugu kolaylikla gésterilebilir. Ancak bu kime degerli

dontsumun sola konveks devami yoktur.

Onerme 2.1.3. a > 0 igin W (-) : [to— o, 0] — K (R") ve V (-) : [to,0] —
K (R™) kompakt, konveks kime dejerli donigimler olsun. W (to) =V (t) ve
her t € (t,0] i¢in V (t) C W (¢) ise

-, :{ W () , t€lto—a,to)
V() , t€ [to,0]

bigiminde tanamlanan V(1) : [to — a,0] — K (R®) dondgimd, V (-) kime

degerli donisuminin sola konveks a—devamadar.

Kamit. V, (-) kiime degerli doniigimiiniin kompakt oldugu agiktir. Her ¢t €
[to, 0] i¢in V,, (¢t) = V (¢) oldugundan, V, () doniigimiiniin, V' (-) kiime degerli

dontigimiiniin sola konveks ae—devami oldugunu kamitlamak icin
Vo (1) : [to — a, 0] - K (R")

kiime degerli doniigiimiiniin konveks oldugunu gostermek yeterli olacaktir. ¢,

ty € [to — @, 8] ve X € [0,1] olsun. Onerme 1.2.2 uyarinca
(1—=X) - Vo(t)+A-Val(te) CVo(T=X) t1+ Ata) (2.1.1)

oldugunu gormek yeterlidir. Genelligi bozmadan ¢; < %, olarak kabul edilirse

ii¢ durum s6z konusudur.

1. &y, t2 € [to—a, tp) ise 21 € W (t1), 2 € W (t2) olur. W () konveks kiime

degerli doniigiim oldugundan
(1—)\)'.’171+)\-.’132 € W((l—)\) t1+)\t2)

olur. tl, tz € [to—a, to) iken VX € [0, 1] 1§11’l (1 - )\) t1+/\t2 € [to—a,to)

olacag i¢in
(1-')\)‘1'1—*—)\'11')2 EVQ((].—)\) t1+)\t2)
olur. Bir bagka deyigle ¢1, t2 € [to — o, to) iken (2.1.1) icermesi saglanir.
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2. t1, ta € [to,0] ise 21 € V (t1), z2 € V (t3) olur. V (-) konveks kiime

degerli doniigim oldugundan
(1~/\)'$1+)\'$2 GV((l—-)\) t1+)\t2)

oldugu elde edilir. t;, ta € [to,0] ise VA € [0,1] i¢in (1 — A) &1 + Atg €
[to, 6] oldugu igin

(1—)\)'$1+)\'.’172 € Va((l-—)\) tl—i‘)\tg)
oldugu bulunur. Yani t;, ¢3 € [to, 6] iken (2.1.1) icermesi saglanir.

3.4 € [to — Of,t()), ty € [to,a] ise x; € W(tl) Ve Ty € V(tz) olur. Vi €
[to, 0] i¢in V (t) C W (¢) oldugundan z € V (t3) C W (t2) ve buradan
Ve [0,1] igin

(L= A) 21+ Az € W (1= 1+ Ata) (2.1.2)

oldugu elde edilir.

tg—1©
Ao = tO L olarak secilsin. 0 < A < Ag iken
2 — 11
(]. — /\) i1 +)\t2 € [t() - a,to)

olur. ¢t € [ty — a,tp) igin V,, (t) = W (¢) oldugundan, (2.1.2) uyarinca
0< )< )\ icin

(1—)\)'.’.1J1+)\'11?2 EVa((l—A) t1+)\t2)
olur. Bir bagka deyigle
(1—=X) - Vo(t)+ A Vo(t2) CVa((T=X) t1+ Ata) (2.1.3)

icermesi saglanir.

X < XA < 1 oldugu varsayisin. zo = (1— Xg) - 1 + Ag - z2 olsun.
(1 — Xo) t1 + Ao ta = tp oldugundan, (2.1.2) uyarinca

g €W (to) =V (to) (214)
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olur.
Ao < A< 1igin A = (1—7) A + 7 olacak bigimde € [0, 1] vardur.

Buradan A\ < A <1 igin

I=A)z+Azm=1-(1-7d+7) z+({1-7r+7) 22
=(1=2)A=7) -z + A=) 22+7" 22

=(1-7) z+7 2 (2.1.5)
ve

I=Nta+rta=1-(1=7X+7)ta+((1-7)+7) t
=(1=2)A=7) i+ (L—=7) dota+ 7tz

= (1 - ’}/) to + ’}’tz (216)

olur. Buradan t; € [to, 6] oldugundan v € [0,1] iken (1 —7) to + vtz €
[t0, 8] olur. O halde A\g < A <1 iken

(1 — /\) th+ Aty € [to, 9] (217)

oldugu elde edilir. V' (-) konveks kiime degerli doniigim ve z5 € V (2)

oldugu icin, (2.1.4) uyarinca
(1—7) - zo+7-22€V((1—7)to+7t2) (2.1.8)
oldugu bulunur. (2.1.5) — (2.1.8) uyarinca Ay < A < 1 igin
1=X)-z1+A-22 €V((1=X)t1+ )
olur. t € [to, 0] icin V,, (¢) = V (¢) oldugundan, (2.1.7) uyarinca
(1=X) -2+ A2 €Vo((1—A)t1+ Ata)
olur. Bir bagka deyigle Ay < A <1 igin

(1= A) Vi (t2) + A Vi (t2) C Vo (1 = A) & + M) (2.1.9)
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icermesi saglanir. (2.1.7) ve (2.1.9) igermelerinden keyfi A € [0, 1] igin
(1—=X) - Vo(t1) +A-Vo(te) CV((T—A) t1+ Atg)
icermesinin saglandigi elde edilir.

Keyfi t;, t2 € [to —,0] ve A € [0,1] igin her {i¢ durumda da (2.1.1)
icermesinin saglandigi goriildii. O halde V, (-) kiime degerli doniigimii kon-
vekstir.

Onerme 2.1.4. a > 0 igin W () : [to,0 + a] = K (R?) ve V () : [to,0] —
K (R"™) kompakt, konveks kime degerli déndgimler olsun. W (6) = V (6) ve
her t € [to,0) i¢in V (t) C W (t) ise
V() , té€lt,b
oo V@ tekon
W) , te(8,0+q]
biciminde tanimlanan V, () : [to,0 + o] — K (R™) déondsimdi, V (-) kime

degerly dontgtimintin saga konveks a—devamadar.

Kamt. V, (-) kiime degerli doniigimiiniin kompakt oldugu agiktir. Saga kon-
veks a—devamin ve V, (-) kitme degerli doniigiimiiniin tanimlanigindan dolayz,
Va (+) doniiglimiiniin konveks oldugunu gostermek yeterli olacaktir. ¢y, to €

[to, 8 + a] ve X € [0,1] olsun. Onerme 1.2.2 uyarinca
(1—=X)-Vo(t1) +A-Vo(ta) CVa((1=X) t1+ M) (2.1.10)

oldugunu gormek yeterlidir. Genelligi bozmadan ¢; < t; olarak kabul edilirse

i¢ durum vardir.

1. t1, ty € [to,0] ise 1 € V (t1), 22 € V (t2) olur. V (-) konveks degerli
d6niigim oldugundan V A € [0, 1] i¢in

(1—)\)$1+)\3§2€V((1—)\) tl—l‘)\tz)

ve (1 — ) t1+ Aty € [to, 0] oldugundan V,, (-) kiime degerli déniislimiiniin

tanimi uyarinca
(1—/\)'l’1+)\'2}2 EVa((l—/\) t1+)\t2)
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oldugu elde edilir. Yani ¢1, t2 € [to, 6] ise (2.1.10) icermesi saglanir.

. t1, te € (0,0 +a) ise 3 € W (t1), 2 € W (t2) olur. W (-) kilme degerli
doniigiimii konveks oldugundan V A € [0, 1] i¢in

(1—/\)'IL'1+)\'.’E2 € W((l—)\) t1+)\t2)
olur. (1 —A) ¢t1 + Aty € (6,6 + @] oldugundan V, () kiime degerli donii-
simuniin tanimi uyarinca

(1—/\)'IL'1+)\'.'152 EVa((l—)\) t1+)\7f2)
oldugu bulunur. Yani ¢, t; € (8,6 + «] ise (2.1.10) icermesi saglanir.
.t € [t0,0], ts € (9,9+C¥] ise T € V(tl) ve Iy € W(tz) olur. Vt € [to,g]
icin V' (t) € W (t) oldugundan z; € V (t;) C W (¢1) olur. W (-) kiime
degerli doniiglimii konveks oldugundan V A € [0, 1] igin

(1—)\)'.'131+/\':132€W((1—)\) t1+)\t2) (2111)

oldugu bulunur.
60—t

do = :

to — 11

oldugundan (2.1.11) uyarinca

ve 2o = (1 — Ag) - 21 + Ag - 23 olsun. (1 — Xg) t; + Aoty =0

Zo € W((1—Xo) ty+Xote) =W () =V (6) (2.1.12)
olur. Ag < A< 1igin (1 —A) t1+Aty € (0,0 + ] olur. ¢t € (6,0 + ] icin
Vo (t) = W (¢) olarak tamimlandigindan (2.1.11) uyarinca A < A < 1
icin

(I=A)-z1+A-22€ Vo ((1—A) b1+ Aia) (2.1.13)
oldugu bulunur. O halde A\g < A <1 igin (2.1.10) icermesi saglanir.
0 < A < X igin A =y Ag olacak bigimde 7 € [0,1] vardir. Buradan
(1—=X) t1+Ata= (1 —vXo) t1 + VAo te
(T =7) ti+vt —vhots + Aot
= (1 =) ti+7 [(1— Xo) t1 + Ao to]
(1—7)t1+~6 (2.1.14)
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egitligi elde edilir. ¢ € [to, 6] oldugundan «y € [0,1] iken (1 —7) t;+76 €
[t0, 6] olur. (2.1.14) egitliginden 0 < A < )¢ i¢in

(1= Q) t1+ Ata € [to, 0] (2.1.15)
oldugu bulunur. Ek olarak 0 < A < )g iken

(1—A)'$1+)\'.’E2: 1—’)/)\0)'371+’)/)\0'ZE2

(

(
:(1"’)’)'331+’)"[(1—)\0)'$1+)\0'$2]

(

].—"y) <Xy + 7Y Zo (2116)

olur. V (-) konveks degerli doniigiim ve z; € V (¢1) oldugundan (2.1.12),
(2.1.16) uyarinca

(1=X) 214+ A2 € V((L—X) t1 + Aty) (2.1.17)

oldugu bulunur. Her ¢ € [ty, 6] i¢in V,, (t) = V (¢) oldugundan (2.1.15) ve
(2.1.17) uyarnnca

(L=N) 21+ Az € Vo (1= A) t1 +Aty) (2.1.18)

oldugu elde edilir. Bir bagka deyigle 0 < A < Aq iken (2.1.10) icermesi
saglanir. (2.1.13) ve (2.1.18) ifadelerinden keyfi 0 < A < 1 igin (2.1.10)

icermesinin saglandig: elde edilir.

Keyfi t1,t2 € [to,0+ ] ve A € [0,1] i¢in her ii¢ durumda da (2.1.10)

icermesinin saglandig1 goriildii. O halde V, (-) kiime degerli doniigiimii kon-

vekstir.

2.2 VE(t.,z) | () ve V](ts,2.) | () Kiime Degerli

Doniisumleri

Bu bélimde V () konveks, kompakt kiime degerli déniigimiiniin konveks

devaminin varh kamtlamirken kullamlacak olan VX (2., ) | (-) ve V *(t., z.) |
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(+) kiime degerli doniigiimleri tanimlanmp, bu déniigiimlerin sagladig ozellikler
incelenecektir.
V() : [to,0] — K (R") bir kiime degerli doniigiim olsun. Bu déniigiimiin
grafigi
grV (-) = {(t,z) € [to, 0] x R* |z € V (t)}
ile gosterilsin. v > 0 sayist, t. € [to,0], z. € R* ve V () : [to,0] — K (R?)

kiime degerli doniigiimi i¢in

Vy(tez) | (2)

t— 1, t— 1,
O———iﬂ)@+—7ilvm)@m)
Y

Ty -1 Ty —1
Gf—i%—)@+~%L—V@)@m)

olmak iizere V.'(t,z.) | () : [ts = 7,0 +7] = K (R") ve VE(t,z.) | () :

[to — 7, t« + 7] = K (R") kiime degerli doniigiimleri tanimlansin.

Vi(tz) | ()

Onerme 2.2.1. V() : [to,0] — K (R") kime dejerli doniigimi konveks,
kompakt degerli donigim ve t, € [to,0], z. € R™ olsun. (2.2.1) ve (2.2.2) ile
tanimlanan

V,YL(t*,:L‘*) l () : [t* - 779 +7] - K (Rn)a

Viltoos) | ():lo—7t+9] = K (RY)
dontsimleri konveks, kompakt kiime degerli dontgimdir. Ayrica bu dontisimler

Lipschitz kosulunu saglar.
Kanit. t, € [ty,0], z. € R" olsun.
Vit z) | ()2 [t — 7,0 +9] = K (R?)

kiime degerli doniigimiiniin konveks, kompakt degerli doniigiim oldugu ve Lip-
schitz kogulunu sagladig1 kanitlanacaktir.
VE(ts, 2.) | () kilme degerli doniigiimiiniin konveks oldugunu kamtlamak

icin t1, ty € [t. — 7,60 +7] ve X € [0,1] alnsin. Onerme 1.2.10 uyarnca,

A V7 (o) | (8) + (1= 2) - Vi (o 2a) | (B2) CVE(t ) | A+ (1= ) B)
(2.2.3)

29



icermesinin saglandigini kanitlamak yeterlidir.
2 €NVt za) | () + (1= X) - V(b 24) | (22)

olsun. Bu durumda z = X-z;+(1 — )25 olacak bigimde z; € V' (¢, z.) | (1)
ve zp € VI(ty,2.) | (t2) vardir. V(t.,.) | (-) kiime degerli doniisiimiiniin
tanimlanigindan ¢ = 1, 2 igin
t; — Ly t; — tx
z; € (1___j> .@Jr%l.v(t*)
Y

olur. Buradan z = A - z; + (1 — A) - z2 oldugundan

e (1_ M+ (1=X) tz—t*+7) P A+ (1 =N t2—t*+7_v(t*)
v v
ve £ € VI(t,x,) | (A1 + (1— ) t3) oldugu elde edilir. Bir bagka deyigle
(2.2.3) icermesi saglanir. O halde VF(t,,z,) | (-) kiime degerli doniigiimi
konvekstir.
VE(t., z.) | (-) kiime degerli doniigiimiiniin Lipschitz kogulunu sagladigin
kamtlamak igin t;, to € [tx — 7,0 + 7] alinsin. Genelligi bozmadan ¢; > o

oldugu varsayilabilir. Bu durumda onerme 1.1.3 uyarinca

ty — 1+ 1ty —ts +
Vi) | (0) = (1= 05T By

Y v
t to — Tg — T4
_ (1_ 1+t — 1 +7>-x*
Y
t1 41ty —1ts — s +
+1 2 2 ’YV(t*)
fy
ty — L, to — T4
— (1—2———ﬂ>-x*+2—+7-V(t*)
Y v
t1—t
+—= (V (&) — =)

oldugu elde edilir. Buradan V" (t,,x.) | (-) kiime degerli déniigiimiiniin tanimlanist

uyarinca

t1 —t2

Vi) | (t) = VI (b, ) | (B2) + AV (t) — z4) (2.2.4)
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N " 1 —
olur. V (¢,) kompakt kiime oldugundan ;(V (t«) — z.) C L- B olacak bigimde
L > 0 sayis1 vardir. (2.2.4) esitliginden

Vi, 2.) | (t1) CVE(t,2) | () +lto—t| LB (2.2.5)
oldugu bulunur. t; ile ¢, keyfi secildiginden (2.2.5) igermesinden
h (VYo m) | (1), V(B 22) | (82)) < Lt — 4]

esitsizliginin saglandig goriiliir. O halde VvL (t, z4) | () kilme degerli doniigimii
Lipschitz kogulunu saglar.

VE(t., z.) | () : [to — 7, t« + ] = K (R™) kiime degerli déniigiimiiniin kon-
veks, kompakt kiime degerli doniiglim oldugu ve Lipschitz kogulunu sagladig

da bengzer olarak kanitlanabilir.

2.3 Sola Konveks a—Devamin Varhig:

Agagida konveks, kompakt bir kiime degerli doniigiimiin sola konveks de-

vaminin varlig ile ilgili teorem verilmistir.

Teorem 2.3.1. V() : [to,0] = K (R™) konveks, kompakt bir kime degderli

doniistim, 19 € R™ ve a > 0 olsun. Yv € V (to) i¢in
DTV (ty,v) C DYVE (tg, 20) | (to,v)
icermest saglanwyorsa Vit € [ty, 0] igin
V (t) C VE(to, m0) | (2) (2.3.1)
olur.
Kanit. t, € [to, 6] igin
V (t) & VE(to, o) | (t+) (2.3.2)

oldugu varsayilsin. VE(tg,zo) | (t0) = V (to) oldugundan, ¢, noktasinda (2.3.1)
icermesinin saglandigh agiktir. O halde t. € (to,0] olur. (2.3.2) uyarinca
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T ¢ VE(to,0) | (t.) olacak bigimde bir z, € V (t,) vardir. V¢ € [to, 0] icin,
Vo (to, 7o) | (t) kompakt, konveks kiime ve z, ¢ VZ(t,zo) | (t.) oldugundan

dolay1 6nerme 1.1.12 uyarinca
|z = will = d (., Vi (fo, 20) | (2.))
olacak bicimde tek w, € VI (to, %) | (t.) vardir ve Vw € V.E(to, zo) | (t.) icin
(Tx — Wy, Wy —w) >0 (2.3.3)

esitsizligi saglanir. VE(t,20) | (-) kiime degerli doniigiimiiniin tammlanigt

uyarinca Yw, € VE(ty, o) | (t.) icin

t, —to + ty — 1t
w, = (1— —°—> g+t (2.3.4)
« (87

esitligini saglayan vy € V' (fo) vardir. ¢ € [to, 6] i¢in

t— 1 t—1t
t - 1— ° Ly -J.
z (1) ( t*—to) UO+t*—t0 x (2.3.5)

olmak iizere x (-) : [to, 0] — R" ve t € [to, t.] igin

t—1tp t—1o
t)y={1-— . © Wy 2.3.
w (2) ( t*—t()) UO+t*—t0 w (2.3.6)

olmak iizere w (-) : [to, ] — R" fonksiyonlar: tanimlansin. (2.3.4) esitliginden

w () fonksiyonu

t—tp t—ty (to—t. to — t.
wi(t) = (1— . . T 1- .
) ( t*—to) Er— ( o °+( o )UO)
to—t ty—t
= (1— 2 )'Uo-l— 2 * T
(8% (87

ve buradan

t—1 t—1t o
_ﬂ).xﬁ_r;.

o Vo ‘ (237)

w(t) = (1 —
bi¢iminde de ifade edilebilir. Burada w (tp) = vp, w (t«) = w, oldugu aciktur.
Keyfi v € V (%) segilsin ve sabitlensin.

t, —1 te — &
w=(1———°—ﬂ)-x0+~—ﬂ-v (2.3.8)
o a
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olsun. (2.2.1) uyarmca w € VE(t,20) | (¢) olur. (2.3.3), (2.3.4) ve (2.3.8)

uyarinca

te — &
0 < (x*—w*,w*—w):<x*—w*, ——;—M-(vo—v)>

te — to +
= (T4 — Wy, Vo — V)
o
t* —t o v -1-
e To—i-a > 0 oldugundan {(z, — ws,vg —v) > 0 oldugu elde edilir.

v € V (o) keyfi secildiginden, Vv € V (%) icin
(Tw — Wy, 19 —v) 20 (2.3.9)

egitsizligi saglanir.

t € [to,t.] ve w € VE(to, 7o) | (t) olsun. Yw € VE(tg,z0) | (¢) igin
t—1 t—1
w = (1______M> .x0+ﬂ.fv
o

olacak bigimde bir v € V (p) vardir. Buradan

<x<t>—w<t>,w<t>—w>=< L= g w), m.@o_v)>

ity — 1o (8%
Ct—t t—tta
T te—ty  «

oldugundan (2.3.9) esitsizliginden, V¢ € [to, t.] ve Vw € VE(tg,20) | () igin
(@(t)—w(t),w(t)—w) >0
esitsizligi saglanir. Onerme 1.1.12 uyarinca,

d(z(t),Va (to,20) | (1) = llz (8) —w (D)

t—ty
. -
t. — 1
oldugu bulunur. r, = Jl—a?——;l)*” secilirse V¢ € [to, ] icin
* — U0

d (z (t), VE(to, 70) | (1)

:7"*
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1

olur. v = — -(z, — vg) olarak belirlenirse V¢ € [to, ¢.] icin (2.3.5) esitliginden
* — W
z(t) =vo+ (t—to) v
ve
d t—to) v, VE(t ¢

lim (’UO+( 0) " U, a(o’x0)|()):r*>0

totd t—to
oldugu elde edilir.

d §-v, VE(t, to+46
D+VaL(t0,$o) | (to,v0) = {U| lim inf (UO 0, Vo (b, 20) | (o + )) - 0}
§—0+ )
olarak tanimlandigindan,
v ¢ D+VaL(t0,iL‘0) | (to,’Uo) (2310)

olur.
Z. € V(t.), vo € V (to) ve grV () konveks oldugundan (2.3.5) esitliginden,

V't € [to, 8] igin z () € V (¢t) ve d(z (), V (t)) = 0 olur. O zaman
i inf d(vo + (t —to) - v, V(t))

ttd t—1o

=0

ve buradan

v € DTV (g, vo) (2.3.11)

oldugu bulunur. (2.3.10) ve (2.3.11) uyarinca
D+V(t0, Uo) ¢ D+VaL (to, .’L‘()) I (to, ’Uo)

olur. Ancak bu sonug teoremin kogulu ile geligir. O halde varsayim dogru

degildir. Yani Vt € [to, 0] icin V (¢) C VE(to,20) | (¢) olur.
Onerme 2.1.3 ve teorem 2.3.1’den agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.3.2. V (-) : [to,0] — K (R") konveks, kompakt bir kiime degerli

dontsim, zo € R™ ve oo > 0 olsun. Yv € V (to) igin

D+V(t0,’U) C D+VaL (t(),iL‘O) | (to,?])
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ise V (-) kime dederli donigiminin sola konveks a—devam vardir ve Vit €

[to — , 0] icin

VE(tg,zo) | (t) , t € [to— a,ty)

W= 20 LE [to, 6]

olarak tansmlanan W (-) : [to — @, 0] — K (R™) dénisimi, V (-) kime degerls
donusiminin sola konveks a— devamadar.

Kanit. Teorem 2.3.1 uyarinca o > 0 sayis1 ve Vv € V (tp) igin
DV (ty,v) C DYVE (24) | (to,v)

icermesi saglaniyorsa Vt € [to, 0] igin V (t) C V.E(tg, 7o) | (¢) olur.
Vt € [t,0] icin V (t) € VI(to,20) | () oldugundan dolayr énerme 2.1.3

uyarinca

V(1) , t € [to,0]
olarak tamimlanan W (-) : [to — e, 8] — K (R") déniigiimi, V (-) kiime degerli

doniigiimiiniin sola konveks a—devamdr.

2.4 Saga Konveks a—Devamin Varlig:

Benzer teoremler saga konveks devam igin de kanitlanabilir.

Teorem 2.4.1. V (+) : [to, 8] — K (R™) konveks, kompakt kiime degerli dontigim,

zo € R” ve a > 0 olsun. Vv € V (0) igin
D~V (,v) C D"VE(8,z¢) | (8,v)
icermesi saglanyorsa Vit € [to, 0] icin
V() Cc VE®,z0) ]| (t) (2.4.1)

olur.
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Kamt. ¢, € [t, ] icin

V() ¢ Vel (0,20) | (t:) (2.4.2)

oldugu varsayisin. VE(6,z0) | () kiime degerli doniigiimiiniin tanimlanig
uyarinca V.E(6,z0) | (§) = V (0) oldugundan t = @ icin (2.4.1) igermesinin
saglandig1 aciktir. O halde t, € [tg,0) olur. (2.4.2) uyarinca z. ¢ V. (6, z) |
(t.) olacak bicimde z, € V (t,) vardir. V¢ € [to, 0] igin V.E (0, 7o) | (¢) kompakt,

konveks kiime ve z. ¢ V.E(6,z,) | (¢.) oldugundan, énerme 1.1.12 uyarinca
I — well = d (24, V¥ (6, 20) | (t4))
esitligini saglayan tek w, € V.E(0,z0) | (t.) vardir ve Vw € VE(6,z0) | (t4)
icin
<$* — Wy, Wy "'w> Z 0

esitsizligi saglanmir. V.E(0,z0) | (-) kiime degerli doniisiimiiniin tanimlanig

uyarinca Vw, € VE(0,z0) | (¢) igin

9 - t*  Ux
w, = (1 _ L) el (2.4.3)
@ o
esitligini saglayan vy € V (6) vardir. Simdi ¢ € [¢, ] icin
6—t 6—t
:p(t)—( H—t*>.vo+9—t*.x* (2.4.4)
olmak tizere z (-) : [to, 0] = R" ve t € [to, 0] icin
60—t 60—t
w(t)-( G—t*>'UO+0—t*'w* (2.4.5)

olmak iizere w (-) : [to, 8] — R™ fonksiyonlari tanimlansin. (2.4.3) esitliginden

dolay1 w (-) fonksiyonu
6—t 66—t (t.—06 te — 0
w(t) = (1— _*> ’Uo—i—e_t ( o '£Co+<1— o >"UO)

( H-I-a—t) m0+9+a—t

Zo

ve buradan
- U (2.4.6)
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bigiminde de ifade edilebilir. w (6) = vg, w (t.) = ws, olur.

Vit € [t,,0) ve Vw € VE(0,x0) | (¢) igin
(z(t) —w(t),w(t)—w) >0

oldugunu kanitlamak i¢in keyfi y € V () segilsin ve

w:(l_m—_tk).x0+9_+_a___§i.y (2.4.7)
(0% o

olsun. O zaman w € VE(0,z) | (¢) olur. (2.4.3), (2.4.7) esitliklerinden ve
0+a—t

S ~ > 0 oldugundan

0 — 1,
0 < (Ty — W, Wy — W) = <x*—w*, +QT-(vo—y)>

0+ a—t,
=——— (T~ W, —Y)
o
(T — Wy, v9—y) > 0 oldugu elde edilir. y € V (0) keyfi secildiginden
Vy e V() icin

(Te —wi, 00— y) 2 0 (2.4.8)

egitsizliginin saglandigi bulunur.

t € [ts, 0] ve w € VE(6,z0) | (t) olsun. Yw € V.E(0,x0) | () icin
a !

olacak sekilde bir y € V' (0) vardir. Buradan

E®-wOw@-u= {3t e -w), (1-20) 0-0)

= o ¢ (1—'t;€) (x*—w*,vo—y)

0 —t, o

ve (2.4.8) esitsizliginden Vt € [t., 0] ve Yw € VE (0, x,) | (¢) igin
(z(t) —w(t),w(t)—w) >0

oldugu elde edilir. Onerme 1.1.12 uyarinca, Yt € [t,, 6] icin

d(z (), Vs (0,20) | (1) = ll=(t) —w (®)]
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|22 — w.]]

olur. r, = B P secilirse V¢ € [t,, 0] i¢in
d(z(t),VE(0,30) | (2)) .
0—t i
olur. v = _1 - (x+ — vp) olarak belirlensin. ¢ € [t,, 0] i¢in (2.4.4) esitliginden
z(t)=vo+(t—0)-v
ve
d{vo—(0—1)-v,VE(® ¢
lim (UO ( ) U, a(7$0)l())zr*>0
t—0- 0—t
oldugu elde edilir.
d(vg—98-v,VE(O -6
DV (8,) | (0,v0) = {’U] lim inf (v v, Vo (6,70) | ( ) = 0}
d—0+ )

olarak tanimlandigindan
v ¢ D—VaR (9,.’170) | (6, LU()) (249)

bulunur.
z. € V(t.),v0 € V(0) ve grV (-) konveks oldugundan (2.4.4) uyarinca
Vit € [t, 0] icin z (t) € V (t) ve d(z (¢),V (t)) = 0 olur. Buradan

lim inf d(vo+ (t—6)-v,V(¢))
t—0— t— 9

=0

ve

v e DV(6,v) (2.4.10)

oldugu gikar. (2.4.9) ve (2.4.10) uyarinca
D—V(ea ’U) ¢ D_VaR (07 ll?o) | (97 U)

olur. Ancak bu sonug teoremin kosulu ile celigir. O halde varsaymm dogru

degildir. Yani V¢ € [to, 6] igin
V(t) € Va* (0,0) | (2)
icermesi saglanir.
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Onerme 2.1.4 ve teorem 2.4.1 kullanilarak agagidaki teorem elde edilir.

Teorem 2.4.2. V (-) : [to, 0] — K (R") konveks, kompakt kiime dederli donigim,
zo € R™ ve a > 0 olsun. Vv € V (8) igin

DV (9,v) Cc D"VE(@, ) | (8,v)

ise V(-) kime dederli dénisimi icin saja konveks a—devam wvardir ve

Vi € [to, 8 + of igin

W(t):{ V(t) , tE[to,e]
VEG,20) | (t) , te€(6,0+q]

olarak tanwmlanan W (-) : [to,0 + o] = K (R™) déondgimi, V () kime dejerli

donusiminin saga konveks a— devamadar.
Kanit. Teorem 2.4.1 uyarinca a > 0 sayis1 ve Yvy € V (6) igin
D~V (8,v) C D™VE(6,20) | (8, v0)

ise V¢ € [to, 0] i¢in V (t) C VE(0,z0) | (£) olur.
Vit € [to, 9] l(;lIl
V() C V48, 20) | ()

oldugundan dolay1 6énerme 2.1.4 uyarinca,

W(t):{ 40 , t€[to,0]
VE@G,20) | (¢) , te(8,0+q]

ile verilen W (-) : [to,0 + @] — K (R™) kiime degerli doniisimii, V () kiime

degerli doniiglimiiniin saga konveks a—devamidir.
2. Kamit. Her t € [to, ] icin
Y(@)=V(te+0—1) (2.4.11)

olarak tamimlansin. Bu durumda Y (t) = V(0), Y (0) = V () ve V (t) =
Y (to + 6 —t) olur. (t1,z1), (t2,22) € grY () ise

(bo+0 —t1,z1) €grV (-),  (to+6—ty,z3) € grV (-
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ve grV (-) konveks kiime oldugundan her A € [0,1] igin
(1—=X) - (to+0—ty,z1) + A (bo+ 0 —t2,22) =
=(to+0—((1—A) ts+Ata,), (L =) -2y +A-22) €grV ()
oldugu bulunur. O halde
(1=A) 21 +A 226V (tg+0—((1—A) t1+At2)) =Y (1 = A) t1 + Ai2)

ve buradan

(X =2) - (b1, 21) + A+ (b2, 22) € grY ()
oldugu elde edilir. O halde Y (-) : [t0,0] — K (R") konveks kiime degerli
doniigimdiir.

dw—06-v,V({0—=06)=dw+6-(—v),Y (ts+6))

oldugundan

D7V (0,w) = {'u € R*| liminf d(w=0-v,V(-9) :o}
6—07+ )

_ {’UERnl llal'_n_)éilf d(w+5-(—§),Y(to+(5)) :0}
= {veR"| (—v) € DY (to,w)}

olur. Buradan

D7V (8,w) = =DTY (t, w) (2.4.12)
oldugu bulunur. ¢' =ty + 6 — ¢ olmak iizere
O+a—t 0+a—t
o = (-2 ety
o o
v - ¢ —t
(47
= Y7 (to, o) | ()
oldugundan
d(w—26-v, Vi@, 96
DVE@.a0)| Bw) = { 1 e 480V 020 €029) 0}

]

o L
{veR"Umnﬂ‘”w+6 (10J3(“““|a°+&)=0}
§—0+ é

{'U c Rn] (— ’U) € D+YO"L (to,ﬂ?o) | (to,’lU)}
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olur. Buradan
‘D—VaR (97 JZ()) | (07 ’U)) = _D+YaL (tO) Cl?o) | (to, ’U)) (2413)

egitligi elde edilir. Teoremin kosulundan (2.4.12) ve (2.4.13) uyarinca Y (-) :
[to,0] — K (R™) kompakt, konveks kiime degerli doniigiimii her Vw € Y (t)
icin

D+Y (to, lU) C D+YaL (to, ZL‘()) | (to, ’LU)

kosulunu saglar. Teorem 2.3.2 uyarinca Y (-) kiime degerli déniigiimiiniin sola

konveks a—devam vardir ve V¢ € [ty — o, 6] igin

) { YE(to,a0) | (8) , t€ [to — o to) 2414

Y (t) , t € [to, 0]

olarak tamimlanan W* (-) : [ty — &, 0] = K (R") kiime degerli doniigimi Y (-)
kiime degerli doniiglimiiniin sola konveks a—devamidir.

W (-) : [to, 0 + o] — K (R™) kiime degerli doniigimii
Wt)=W"(te+6 —1t) (2.4.15)
olarak tanimlansin. O zaman (2.4.11), (2.4.14) ve (2.4.15) uyarinca

W) = {YQL(to,chH(to—i—@—t) , tE€[to— a,to)
Y (to+60—1t) .t € [to, ]

_ {V(t) .t € [to, 0]

VE(ty,m0) | (£) , t€(0,6+q]

olur. Ayrica (t1,21), (to,22) € grW (-) igin (to+6 —t1,21) € grW*(-),
(to + 0 — ta, 22) € grW*(-), grW* (-) konveks kiime oldugundan her X € [0, 1]

icin

(1—)\)-(t0+9—t1,m1)+)\~(t0+0—t2,x2):
(t0+0—((1~/\) t1+)\t2,),(1-)\)'$1+)\'$2)Eg’f‘W*(')
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olur. O halde
(A=A 21+ 2) EW  (tg+0—((1 = A) t1 +At2)) =W ((1 = A) 1+ Aio)

ve buradan

(1 — )\) . (tl,xl) + )\ . (tQ,.TQ) € gTW ()

oldugu elde edilir. Yani grW (-) C [ty,0 + o x R™ konveks kiimedir.

2.5 Konveks Devamin Varligi

Agagidaki teorem konveks, kompakt kiime degerli doniigiimlerin konveks

devaminin varligi icin yeterli kogullar1 vermektedir.

Teorem 2.5.1. V (-) : [to,0] — K (R") konveks, kompakt bir kime dederli

dontsim olsun. Yw € V (to) igin

DV (to,w) C DYVE(tg, o) | (to, w) (2.5.1)
veVw € V (0) igin

D7V(8,w) C D"V, (8,v0) | (6,w) (2.5.2)

icermeleri saglanacak sekilde en az bir o > 0 sayist ve zo, yo € R™ varsa, V (+)

kime degerli dontisimi icin konveks devam vardir ve Vt € [ty — o, 0 + «] igin

Va(to,mo) | (8) , t€ [to—a,to)
W(t)=1 V() , 1€ [to, ] (2.5.3)
VaR (07 ?JO) | (t) ’ te (07 0+ Of]
olarak tamwmlanan W (-) : [to — o, 0 + o] — K (R") déndgimd, V (-) kime

degerli donusiminin konveks a— devamadar.

Kamt. Yw € V (t5) igin (2.5.1) ve Vw € V (0) i¢in (2.5.2) icermeleri saglanacak

sekilde en az bir a > 0 sayisi ve zg, yo € R” olsun. Bu durumda (2.5.2)
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icermesi ve teorem 2.4.2 uyarinca, V (-) kiime degerli doniigiimiiniin saga kon-

veks ao—devam vardir ve Vit € [to, 0 + o igin

vi={"" - te [0 (2.5.4)
Vet Bm0) | () , t€(60,0+0]
seklinde tanimlanan U () : [to, § + ] = K (R™) doniigimi, V (-) kiime degerli
doniigiimiiniin saga konveks a—devamidir. Burada V.E (6, o) | (-) déniigiimii,
(2.2.2) ile tanmimlanmig kiime degerli doniigiimdiir.
Saga konveks a—devam tanmimindan dolay1 U (-) kompakt, konveks kiime
degerli doniigiimdiir. (2.5.4) uyarinca Vit € [to,0] igin U (¢) = V (¢) olur.

Buradan dnerme 1.2.19 uyarinca Yw € V (tp) igin
D1U(ty,w) = D1V (tg, w) (2.5.5)

oldugu elde edilir.
(2.5.1) icermesi ve (2.5.5) uyarinca Vw € V (ty) igin

D+U(t0,’ll)) C D+VaL(t0,x0) | (to,’ll))

icermesi saglanir. O zaman teorem 2.3.2 uyarinca, U (-) kiime degerli doniigii-

miiniin sola konveks a.—devami vardir ve Vi € [ty — o, 8 + «] icin

VE(tg,zo) | (1) , t€[to—a,t

Uy () = (to, 7o) | (t) [to 0) (2.5.6)
U(t) , t € [to, 0+ a]

olarak tamimlanan Uy, (+) @ [to — @, 0 + o] = K (R™) doniisiimi, U (-) kiime

degerli doniigiimiiniin sola konveks a—devamidir. Sola konveks a—devamin

tanimindan dolay: Uy, () kompakt, konveks kiime degerli déniigiimdiir. (2.5.3),
(2.5.4) ve (2.5.6) uyarinca Vt € [tp — o, 0 + ] igin

W (t) = U (t) (2.5.7)

olur. Uy, konveks, kompakt kiime degerli doniigiim ve V¢ € [tg, 0] icin

oldugundan (2.5.7) uyarinca W (-) kiime degerli doniigiimii, V (-) kiime degerli

doniigiimiiniin konveks a—devamidir.
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2.6 Konveks Devamin Olmadigi Durumlar

Bu béliimde, konveks, kompakt kiime degerli doniigiimlerin hangi durum-

larda konveks devaminin olmadig aragtirilacaktr.

Onerme 2.6.1. V (-) : [to, 8] — K (R") konveks, kompakt kiime degerli di-
nisim, o > 0 ve W (-) : [to — o, 0] = K (R™) dondsimd, V (-) déndgiminin
sola konveks a—devams olsun. o, € (0,a] ve ., € W (to — o) olmak dzere,
her t € [to, ] igin

V() CVE (to,z.) | ()

olur.

Kanit. t* € [to, 0] olsun.

t—1 " t—1 *
1ttt on -x*+ﬂ-V(t*)
t* — 1o + o t* — 1o+ oy

Po, (z.) | (t)
olmak iizere P,, (z.) | (-) kiime degerli doniigiimii tanimlansin. z € P,, (z,) |

(to) lglIl

(a'™ Oy
={1-— )z, +— W 2.6.1
o < t*—to—l‘a*) o +t*—t0+a* v ( )

olacak gekilde w* € V (t*) vardir. t* € [to, 8] oldugundan W (t*) = V (¢*) ve
w* € W(t*) olur. (to — ou, ) € grW (1), (t*,w*) € grW () ve grW (-) C
[to — &, 0] x R™ konveks kiime oldugundan (tp,z) € grW (-), z € W (t) =
V (t9) olur. O halde

P, (z.) | (to) CV (t0) (2.6.2)
icermesi saglanir.
V= Pa (o) )= (1= i) ot V() (269
t* — o + o t* — to + o
ve t € [tg — au, t*] icin
Qu (e ()= (1- 1008 Ittt o5y

olarak tanimlansin. V. (¢, z.) | (-) kiime degerli doniigiimii her ¢ € [ty — o, 0]
igin
t—1 " t—1 *
_ __0_+_0‘> R ek el
Oy

1ﬁmmnm=@ V (t0)

Oy
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olarak tanimlandigindan, (2.6.2), (2.6.3) ve (2.6.4) uyarinca, her ¢ € [to — o, 6]
icin
Qa. (z.) | (t) C VL (to,2.) | (1) (2.6.5)

oldugu elde edilir. Keyfi ¢ € [ty — o, t*] icin,

oldugundan
Qo (3:) | (£) = Fa, (24) | (2) (2.6.6)

oldugu elde edilir. Her ¢ € [ty — o, t*] i¢in (2.6.5) ve (2.6.6) uyarinca
Po. (2.) | (t) = Qa (2:) | () C Vil (to, 2) | (B) (2:6.7)
oldugu bulunur. ¢ = ¢* i¢in (2.6.7) kullanilirsa
V(t) C V. (o, 2:) | ()

icermesi elde edilir. t* € [tp, 6] keyfi secildiginden herhangi bir ¢ € [t, 6] icin
V (t) € VE (t,z.) | (t) olur.

Onerme 2.6.2. V () : [to,0] — K (R") konveks, kompakt kiime degerli di-
nigtim, a > 0 ve W (-) : [to,0 + o] = K (R™) déndgimi, V () dénidgiminin
saga konveks a—devamu olsun. o, € (0,0] ve z, € W (0 + o) olmak dzere,
her t € [to, 0] i¢in

V) CVE@G) | (0

olur.

Kamt. t* € [tg,0] olsun. P,, () | (-) kiime degerli déniigiimii

0+a,—1 9+Oé*—t
Pa * ={1l=-—1}" * - .
@) @ ( Mﬂwﬁ)x+Mm_ﬁ

V (t*)
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ile tanimlasin. z € P,, (z.) | (9) olarak secilsin. Bu durumda

1 s T+ % w*
T = - | -z, - .
0+ o, — t* 0+ o, — t*

olacak gekilde w* € V (¢*) vardir. ¢* € [to, 0] oldugundan W (t*) = V (t*)
ve w* € W (t*) olur. (0 + au,z.) € grW (+), (t*,w*) € grW (-) ve grW (-) C

[t0, 8 + c] X R™ konveks kiime oldugundan (0, z) € grW (-),z € W (8) =V (0)
olur. Bu durumda
P, (z.)| () CV(6) (2.6.8)
icermesi dogrudur.
r N _ Ol . O . *
Vi =P, (z.)](8) = (1 FEp—n —t*) Ty + Rp— V() (2.6.9)
ve t € [t*,0 + ] igin
0+a,—t O+a,—t _,
Qo (@) | () = (1= ——— | 2t ————— VI (2.6.10)

olarak tanmimlansin. V(6,z,) | (-) kiime degerli déniisiimii her ¢ € [t*, 0 + o]
icin
VE©2) | (0= (1- V)

olarak tanimlandigindan, (2.6.8), (2.6.9) ve (2.6.10) uyarinca, her ¢ € [t*,6 + o]

H—t—i—a*) 0—t+ .
- .w*+—
Ol ('™

icin
Qa. (z.) | () C VoL (0,2.) | () (2.6.11)
oldugu elde edilir. Her ¢ € [t*,6 + «,] igin,

L).xﬁL.V{

@u () 1) = (1- 72 =

:t—O_x*_‘_(O—t-l—a*).[ 60—t o+ Oy V(@)

Oy Oy 6+ o, — t* 0+, —t*
0+ o, —t 0+ o, —t
=({1-—]- — V(¢
< 0—|—oz*—t*) $*+9+a*—t* (t")

= Pa* (l'*) | (t)

oldugundan

Qa. (24) | (£) = Pau () | (2) (2.6.12)
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esitligi elde edilir. O zaman her ¢ € [t*,6 + «.] igin (2.6.11) ve (2.6.12) uyarinca
Py, (z) | (1) = Qa. (z.) | (t) C VI (8,2) | (2) (2.6.13)
oldugu elde edilir. ¢t = t* i¢in (2.6.13) kullanilirsa
V() C Vi (0,3.) | (¢7)

icermesi bulunur. t* € [to, 0] keyfi secildiginden herhangi bir ¢ € [to, 6] igin
V (¢) C VE(0,z.) | (t) igermesi saglanir.

Teorem 2.6.3. V (:) : [to, 0] — K (R") konveks, kompakt kiime degerli donisim

olsun. Hera > 0 ve herz € R™ i¢cin
D+V(t0, ’LU) Q: D+VaL (to, x) | (to, ’U)) (2614)

olacak gekilde en az bir w € V (to) varsa, V (-) kime dederli dontigimi igin

sola konveks devam yoktur.

Kanit. Aksi varsayisin. Yani bir ag > 0 i¢in W (+) : [to — ap, 0] — K (R?)
kiime degerli doniigiimii, V (-) kiime degerli doniiglimiiniin sola konveks
ag—devami olsun. 0 < o, < oy olmak iizere z, € W (t; — a,) segilsin. Onerme

2.6.1 uyarinca her ¢ € [ty, 0] icin
V() CVE (to,z) | () (2.6.15)

olur. Burada VI (t,z.) | (-) doniisiimi (2.2.1) ile tammlanmig olan kiime
degerli donligimdir. VE (¢, ) | (to) = V (to) oldugundan (2.6.15) uyarinca
her w € V (%) icin

DYV (ty,w) C DYVE (2o, z.) | (to, w)
olur. Ancak bu (2.6.14) ile geligir.

Teorem 2.6.4. V (-) : [tg, 0] — K (R") konveks, kompakt kiime degerli donigim

olsun. Va > 0 ve Vz € R igin
DV(0,w) ¢ D"VE(6,z) | (6,w) (2.6.16)
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olacak sekilde 3w € V (0) varsa, V (-) kime dederli dontigimi i¢in saga devam

yoktur.

Kanit. Aksi varsayilsin. Yani bir ap > 0 igin W (+) : [to, 8 + o] — K (R")
kiime degerli doniiglimii, V (-) kiime degerli doniigimiiniin saga konveks
ap—devami olsun. 0 < a, < aq olmak tizere z, € W (0 + «,) segilsin. Onerme

2.6.2 uyarinca her ¢ € [tg, 0] icin
V() cVE®,z.)]| @) (2.6.17)

olur. Burada V.F(0,z,) | (-) doniisiimi (2.2.2) ile tammlanmig olan kiime
degerli déniigimdir. V. (0,z.) | () = V () oldugundan (2.6.17) uyarinca
her w € V () i¢in

D V(9,w) C DVE(9,.) | (6,w)

olur. Ancak bu (2.6.16) ile geliir.
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3 MAKSIMAL KONVEKS DEVAM

Bu boéliimde maksimal konveks devam kavrami tanimlanacak ve konveks,

kompakt kiime degerli doniigiimlerin maksimal konveks devam: bulunacaktir.

3.1 Maksimal Konveks Devamin Tammm. MY ve MZ

Kimeleri

Asgagida sola ve saga maksima;l konveks devamin tanimi verilmigtir.

Tanim 3.1.1. o > 0 sabit bir say ve

Vo () [to; - a,0] - K (R")

|
kiime degerli dénigimi, V() : [to, 0] — K (R™) konveks, kompakt kiime degerli

dondgimintn herhangi bir sola konveks a—devamu olsun. Eder V(-) kiime

degerli donigiminin her W(-) : [to — , 0] = K (R") sola konveks a.—devama

\
W(to - Oé) C Va(to - CY)

icin

icermesi saglanyorsa, V,(-) kime'dederli dénisimine, V(-) kime dederli do-

nusumunin sola maksimal konveks a—devame denir.

Tanim 3.1.2. a > 0 sabit bir say: ve
i
Vi () : [to, 0 + o] = K (R™)

kiime degerli dondgimi, V(-) : [to,b] — K (R™) konveks, kompakt kiime degderli
dontgimintn herhangi bir saga l;comzeks a—devami olsun. Eger V(-) kime
degderli donugiminin her W(-) : [to, 0 + o] — K (R*) saga konveks a—devama
1¢in ‘

W(8+a)C Va8 +a)
icermesi saglanyorsa, Vy(+) kdme?deﬁerli dontgimine, V(-) kime dederli do-

|
nistumdinin saja maksimal konveks a—devams denir.
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a, > 0 sayist ve V(-) : [to,8] — K (R") konveks, kompakt kiime degerli
déniigiimii verilsin. VL (to,z) | (-) ve V.E(6,z) | () sirasiyla (2.2.1), (2.2.2) ile

tanimlanan kiime degerli donitigiimler olmak tizere

z€R® |VveV({) icin
ME | (to) ic (3.1.1)
D*V(ty,v) C DYVE (to, z) | (to, v)
eER* |VveV () igi
ME v A (0) igin (3.1.2)

DV(6,v) C DVE (6,5) | (6,)
olarak tamimlansin.

Onerme 3.1.3. ML ve ME kompakt, konveks kiimelerdir.

Kamt. MZ bos kiime ise onermenin dogrulugu agiktir.
ML +# 0 olsun. 11k olarak ML kiimesinin konveks oldugu kanitlansin. zi,

zs € ML ve X € [0,1] olsun.
)\'$1+(1—)\)'.'L‘2 EMé'*

oldugunu gormek yeterli olacaktir.

z1, T2 € ML oldugundan V v € V (%) igin

D+V(t0,’l}) C D+Val; (to,.’L’l) |(t0,’U)
D+V(t0,v) C D+Vai (to,xz) |(t0,1})

icermeleri saglanir. Teorem 2.3.1 uyarinca V ¢ € [to, 0] i¢in
V(t) CVE (to,z1) | (¢) ve V(2) C VI (to,z2) | (2) (3.1.3)

olur. Burada

t—1 t—1t +
ﬂ) -x—i—ﬂ-‘/(to)

Oy

VE (t0,2) | (t) = (1 -

e

olarak tamimlanmig kiime degerli doniigiimdiir. Buradan (3.1.3) uyarinca

V() C (1 — L‘Lt?i) xy + ot o V (to) (3.1.4)
Uy Oy
-t " t—1 .
V() C (1 _ t—;*—a) - % Vi)  (315)
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oldugu bulunur. (3.1.4), (3.1.5) icermelerinden A € [0, 1] igin

- * t—t *
c (1 d t°+a>)\-x1+ﬂ)\-V(to)

Oy

(1- ) c (1 t_t‘)“‘*) (1= 2) g+ 2200 % (10 v (1)

oldugu bulunur. V(¢) konveks kiime oldugundan 6nerme 1.1.3 uyarinca V ¢ €
[to, ] icin

t—t0+a*
Oy

t—to + o
Qy

)()\'.’1,'1+(1—)\)'.'132)+ 'V(to)

V(t) C <1 —
oldugu elde edilir. Buradan V ¢ € [t, ] icin
V(t) CVE (o, Az + (1~ X)-z2) | () (3.1.6)
icermesi saglanir.
Vi (o, A= 2y + (1= X) - 32) | (o) = V (to)
oldugundan (3.1.6) icermesinden V v € V (y) igin
DtV (to,v) C DYVE (to, A 21 + (1 = A) - 33) | (t0, v)

oldugu elde edilir. O halde A-z1+ (1 — \)-z2 € MZ ve ML konveks kiimedir.

ML C R™ kiimesinin kompakt oldugunun gériilmesi icin ML kiimesinin
kapali ve sinirli oldugunu kanitlamak yeterli olacaktur.

ML C R™ kiimesinin kapaliligin gostermek igin z, — zo olacak bigimde
bir (#n),ey C ML dizisi alnsm. Her n € N igin z, € MZ oldugundan
VoveV(t) igin

DYV (ty,v) C DYVE (4o, 3) | (to,v)

icermesi saglanir. Onerme 2.3.1 uyarmca her n € N icin
V(t) C Va. (to, %) | (2)

ve (2.2.1) uyarinca

t—t0+01* ﬁ—to‘f—a*
a— .$n+__—_.

V(t) C <1 -

51



olur.

. « o .
€ > 0 sayis1 verilsin. ¢, = 7 *t ¢ olsun. x, — o oldugundan n > N iken
— 1

Tn € To + &, - B olacak bigimde N € N vardir. (3.1.7) uyarinca n > N iken

V ¢ € [to, 0] icin

t—1 " t—1 X
V(t) C <1_ﬂ) .(xo_l_g*.B)_Fﬂ.V(to)
Oty Oty
ve buradan
V(t) C Voﬁ (to,zo) | (£) +€- B (3.1.8)

oldugu elde edilir. V(t), V.Z (t5,20) | (t) kiimeleri kompakt ve keyfi € > 0 icin
(3.1.8) icermesi saglandigindan V ¢ € [to, 6] icin V (¢) ve

v (1- 120t gy e g
V(t) C VE (to,z0) | (t) (3.1.9)

oldugu bulunur. (3.1.9) icermesinden V v € V (o) i¢in
D+V(t0,’U) C D+Va€ (to,xo) | (to, 1))

oldugu elde edilir. Yani zo € MZ ve MZ kapal kiimedir.
MZ kiimesinin simirh kiime olmadig varsayilsin. Bu durumda n — oo iken
|zall — oo olacak bicimde bir (zn),oy C MZ, dizisi vardir. Her n € N igin

zn, € MZ oldugundan V v € V (f) igin
DYV (ty,v) C DYVE (to,3n) | (to,v)
icermesi saglanir. Bu durumda teorem 2.3.1 uyarinca V ¢ € [to, 6] icin
V(t) C Vy. (to,a) | (t) (3.1.10)

olur. VI (ty,z,) |(-) kiime degerli d6niigiimiinin tammlamgindan (3.1.10)

icermesi

—1 # t—t *
— t—o—l—oz_) Ty + Lot o (to) (3.1.11)

Ol

V(t) C <1

o
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bigiminde de yazlabilir. wo € V() olsun. (3.1.11) uyarmnca her z,, € ML icin

0 —ty+ a, —t
w0:<1__0+__.).xn+9_0_i__(1j_v
Oy Oy

olacak bicimde bir v, € V (¢;) vardir. Buradan

o - Oy w 0 — ty + oy
"0 0T T4 —g

esitliginin saglandig elde edilir. V (¢o) kompakt oldugundan, her n € N icin

|lun|] < m olacak bicimde m > 0 sayist vardir. O halde Vn € N icin

Oty 0 — to + o
xn . —————.n
|| g Wt T Y

w ———

esitsizligi saglanir. Bu sonug (#n),.y C ML dizisinin n — oo iken ||z, || — oo
olacak bigimde seilmis oluguyla celigir. O halde ML kiimesi sinirhdur.

Benzer olarak MF C R™ kiimesinin de konveks ve kompakt oldugu kanitlanir.

3.2 Maksimal Konveks a—Devamin Hesabi

Bu béliimde, konveks, kompakt kiime degerli doniigiimlerin sola ve saga

maksimal konveks a.—devamin bulunmasini saglayan teoremler kanitlanacaktir.

Teorem 3.2.1. a, > 0, V(-) : [to, 8] = K (R™) konveks, kompakt kime degerli
déndigiimii verilsin ve (3.1.1) ile tammlanmus olan ML kimesi bog olmasin.

Mo{“ (4) : [to — as, 0] = K (R™) kime dederli dontisimi

— 1 « t—1 "
Mi@):<1—E—€551>-Mi+~—%%EL-V@@ (3.2.1)

olarak tansmlansin. O zaman t € [ty — o, 0] igin

ME () , t€lto— asto)

Ve () = V() , te€[t,6]

(3.2.2)

olarak tamwmlanan V,,(-) : [to — a, 0] — K (R™) kime dederli dondgimi, V()

kime degerli dontsiminin sola maksimal konveks o, —devamadar.
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Kamt. MY C R™ kompakt oldugundan V,, (-) kiime degerli déniigiimiiniin
kompakt oldugu acgiktir.
Ik olarak
V. (4) : [to — o, 6] = K (R")

kiime degerli doniigiimiiniin, V(-) kiime degerli doniigiimiiniin sola konveks
a,—devami oldugu kanitlansin. V,, (-) kiime degerli déniigiimiiniin tanimla-
mgindan her ¢ € [t,0] igin V4, (¢) = V () oldugu agiktir. O halde V,,(-)
kiime degerli doniigiimiiniin konveks oldugunu kamitlamak yeterli olacaktir.

t1, ta € [ty — a, 0] ve X € [0,1] olsun. Onerme 1.2.10 uyarinca
(1 - )\) V. (tl) + AV, (tz) C Va, ((1 — )\) i+ )\tz) (323)

icermesinin saglandigini goérmek yeterlidir. z1 € V,, (1), 22 € V4, (t2) olsun.
Genelligi bozmadan t; < t, oldugu kabul edilebilir. O zaman {i¢ farkli durum

bulunur.

1.t < tg ise Aty + (1 — A) t2 € [to — @, tp) olur. (3.2.2) uyarinca z; €
ML (t1), z2 € ME (t3) ve ML (-) kilme degerli déniigiimii konveks ol-

dugundan
(IT=XA) 21+ A-z2€ ME (1=X) t1 + Aty)

oldugu bulunur. Her ¢ € [t — au, %) igin Vj, (t) = MZ (t) oldugundan
(1-=A)-z1+A 226V, A1+ (1—-A) t2)

oldugu elde edilir. Bir bagka deyigle ¢, < o iken (3.2.3) igermesi saglanir.

2. tg < tpise Aty + (1= A) ta € [to,0] olur. V (-) kiime degerli doniiglimi

konveks oldugundan

1=X)-z1+A-2z2€V (At +(1—-A) t)
ve (3.2.2) uyarinca

(1=X) 21+ 23 € Vo, (At1+ (1 — ) ta)
oldugu bulunur. Yani ¢y < ¢; ise (3.2.3) icermesi saglanir.

o4



3.t < to < tp ise (3.2.2) uyarmca z; € ME (t;) ve 2o € V (¢2) olur.
Bu durumda MZ () kiime degerli déniligiimiiniin tanimlanigindan, yani

(3.2.1)’den

11— ¢ 11— ¢ X
xl:(1_i_4£ﬂﬁ>.%%ni_édiﬂ.% (3.2.4)
Oy *

olacak sekilde z, € ML ve vy € V (t) vardir. z, € MZ oldugundan her

v € V (tp) icin
D+V(t0, ’U) C D+VaL* (to, .’17*) l (to, ’U)

olur. Teorem 2.3.2 uyarinca

W () = VE (o, z:) | (8) 5 t€ [to— ou,to)
V(t) , tE [to,0]
seklinde tanmimlanan W(-) : [t — o, 8] — K (R™) kiime degerli doniigiimii,
V(-) kilme degerli déniigiimiiniin sola konveks o,—devamidir. Burada
VE (to,24) | (), (2.2.1) esitliginde
Vina) | @ = (1- 0L g Lt e

Qi Qi
olarak tanmimlanmig kiime degerli déniigiimidir. V.2 (¢o,z.) | () donii-

-V (to)

simiinin tanmimlamg ve (3.2.4) uyarnca z; € VX (o, ) | (¢1) olur.
tl € [to — Ol*,to) oldugundan x, € W(tl) olur. xT9 € V(tQ), tz > to
oldugundan z, € W (t3) olur. W (-) déniigiimii, V (-) kiime degerli
doéniiglimiiniin sola konveks a,—devami oldugundan, keyfi A € [0, 1] i¢in

1=X)-z1+A-2eW Aty + (1= A) to) (3.2.5)
olur. z, € MZ oldugundan, VE (t5,z.) | () ve V., (-) kiime degerli
déniigiimlerinin tamimlar: uyarinca, keyfi ¢ € [ty — au, to) i¢in

W (t) = Vy. (to,z:) | (t) € My, (2) = Va. (2) (3.2.6)
oldugu agiktir. W (-) ve V,, (-) kiime degerli doniigiimlerinin tanimlarin-

dan, keyfi t € [to, 8] igin

W (t) =V (t) = V. () (3.2.7)



olur. (3.2.6) ve (3.2.7) uyarinca keyfi t € [ty — o, 0] icin
W (t) C Va, (1)
oldugu elde edilir. Buradan (3.2.5) uyarinca, keyfi A € [0, 1] i¢in
Q=X -1+ 22V, At1+(1—X)t2)

oldugu bulunur. Bir bagka deyigle t; < t; < t3 iken (3.2.3) icermesi

saglanir.

O halde V,, (-) : [to — s, 0] — K (R") kiime degerli doniigiimii kon-
vekstir ve V' (-) : [to,0] — K (R™) kiime degerli doniigiimiiniin sola konveks
o, —devamdir.

Simdi V,, (-) kiime degerli doniigiimiiniin, V() kiime degerli doniigiimiiniin

sola maksimal konveks a,—devami oldugunu kanitlayalim.
W(): [to — o, 0] = K (R")

kiime degerli doniigiimii, V() kiime degerli doniigimiiniin herhangi bir sola
konveks a,—devami ve z, € W(ty — o) olsun. Onerme 2.6.1 uyarinca her
te [to, 9] 1g1n

V(t) C Vil (to, ) | (2)

icermesi saglanir. V(to) =V (%o, z.) | (to) oldugundan, keyfi v € V (%,) igin
DtV (to,v) C DYVE (to, z.) | (to,v)
olur. Bu durumda z. € MZ olur. z, € W(to — o) keyfi secildiginden,
Wty — o) C Va, (to — )

icermesi saglanir. Bir bagka deyisle V,,(-), V(:) kiime degerli doniisiimiiniin

sola maksimal konveks o, —devamidir.
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Teorem 3.2.2. a, >0, V() : [to, 0] = K (R™) konveks, kompakt kime degerli
doniigimi verilsin ve (3.1.2) ile tanimlanmig olan ME kimesi bog olmasin.

M,ﬁ () : [to, 0 + ] = K (R™) kiime degerli donigimi

ME () = (1——9+Z‘*_t> Mty )

olarak tanwmlansin. t € [to, 0 + a.] igin

V() |, t€lt,b

Ve 10,
ME @) , te(0,0+a)

olarak tanamlanan V,, (+) : [to, 0 + o] = K (R™) kiime dederli dondsimad, V (-)

kime degerli dénisiminin saja maksimal konveks a,—devamadar.

Teorem 3.2.2, teorem 3.2.1’e benzer olarak kanitlanir.
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4 LIPSCHITZ SUREKLILIK
VE KONVEKS DEVAM

Bu bélimde [t, §] aralifinda tanimh kompakt, konveks kiime degerli do-
niisiimlerin konveks devaminin varlig ile Lipschitz siirekliligi arasindaki iligki

incelenecektir.

4.1 Konveks Devami Olan Kiime Degerli Doniigiimlerin

Lipschitz Surekliligi

Genel durumda, konveks, kompakt V' (-) : [to,0] — K (R") kiime degerli
doniisiimi, [to, 8] araliginda Lipschitz siirekli olmayabilir. Bu duruma bir 6rnek

agagida verilmigtir.
Ornek 4.1.1. Her t € [0,2] i¢in

{zeR|-1-Vi<z <14t} , t€(0,1]
V()=

{zreR|-vV=t+2-1<z<vV—t+2+1} , t€(1,2]
olarak tammlansin. grv (-) = {(t,z) € [0,2] xR [z € V (¢)} olsun. grV (-)
konveks, kompakt kiime oldugu kolayhkla gosterilebilir. Yani V (-) : [0,2] —

K (R™) konveks, kompakt kime degerli doniigimdir. Ancak bu kime degerli

donugtm Lipschitz strekli degildir.

Asagida Lipschitz siirekli kiime degerli bir doniigiim ile kompakt, konveks

bir kiime degerli doniigiim arasindaki bir iligki verilmigtir.

Onerme 4.1.2. W (-) : [to, 8] = K (R") Lipschitz kogulunu saglayan bir kiime
degerli doniigim olsun. V (to) = W (to), V (8) = W (0) ve grV (-) C grW (:)
kosullarima saglayan her V (+) : [to, 8] = K (R™) kompakt, konveks kiime degerli

dontgtimi de Lipschitz kosulunu saglar.
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Kamt. W () kiime degerli doniigimii L > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu
sagliyor olsun. V () = W (ty), V (8) = W (0) ve grV () C grW (-) olacak
bicimde bir V (-) : [to, 8] = K (R™) kompakt, konveks kiime degerli déniigiimii
secilsin.
V () kiime degerli doniigiimi Lipschitz kogulunu sagladigi kanitlanacaktir.
t1, ta € [to,0] ve t1 < ty oldugu varsayisin. v € V (t2) secilsin. grV (-) C
grW (+) oldugundan
vy € W (t2) (4.1.1)

olur. W (-) kiime degerli doniligiimi L > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu sagla-

digindan

Wit) C W)+ L(ta—1t) B

&l

W(ta) € W (to)+L(t2—to)-
olur. Buradan (4.1.1) uyarinca vy € W (tg) + L (t2 — to) - B oldugu bulunur.
W (o) = V (%) oldugundan vy € V (t5) + L (t2 — to) - B oldugu elde edilir. Bu
durumda

(%) ZUo—f—L(tz —to) b (412)

olacak sekilde vy € V (t5) ve b € B vardir. v (-) : [to, ta] — R™ fonksiyonu

t— 1, t—t,
H=1{(1-— . . 4.1.3
v (1) ( tT%J e (4.13)

olarak tanimlansin. V (-) kiime degerli déniisiimii konveks ve vy € V (¢y) , v2 €
V (t2) oldugundan her ¢ € [ty, t2] i¢in v (t) € V (¢) olur. Buna gore ¢; € [to, 2]
icin v (t1) € V (¢1)’dir. (4.1.2) ve (4.1.3) uyarinca

Jor = el = (o0 + L —10)-8) = (0 22+ (=)} |
R =R
< L(t2—t)

oldugu elde edilir. Yani vy € V (t;) + L (t — t;) - B olur. Bir bagka deyisle

V) CV(t)+L(t—t) B (4.1.4)
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oldugu gosterilmig olur.

Simdi

V() CcV(te)+L(ta—t) B

oldugu kanitlansin. v; € V' (t;) olsun. grV (-) C grW (-) oldugundan
vy € W (t1) (4.1.5)

olur. W (-) kiime degerli doniigimii L > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu sagla-
digindan

W@ c Wt)+L0O-t)-B

W) ¢ WO +L(@O—t) B

oldugu yazlabilir. Buradan (4.1.5) uyarinca v; € W (8) + L (§ — ¢;) - B olur.
V (0) = W () oldugundan v; € V () + L (6 — #;) - B oldugu elde edilir. Bu
durumda

U1 :U2+L(9—t1) -b (416)

olacak sekilde vy € V (§) ve b € B vardir. w (-) : [t;, 6] — R" fonksiyonu

w(t)z(l—t_t1>-vl+t_t1-v2 (4.1.7)

olarak tanimlansin. V (-) kiime degerli doniigiimi konveks ve v; € V (t1), v2 €
V (6) oldugundan her ¢ € [t1,0] icin w (¢) € V (¢) olur. Buna gore t5 € [t1, 0]
icin w (t2) € V (¢2)’dir. (4.1.6) ve (4.1.7) uyarinca

lvr —w ()| =

< Lty —t1)

2000 8- (w3 572 ()|

oldugu elde edilir. Yani v; € V (t2) + L (t2 — t;) - B olur. Bir bagka deyisle
V(#t)CV () +L(ta—t) B (4.1.8)
icermesi saglanir. (4.1.4) ve (4.1.8) igermelerinden

h(V (t1),V (t2)) < L(t2 — t1)
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oldugu elde edilir. Yani V (-) : [to, 8] = K (R™) kompakt, konveks kiime degerli

doniigimii L > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu saglar.

Siradaki teorem, kapali, sinirhh aralikta tanimlh ve konveks devami olan
kompakt, konveks kiime degerli doniigimlerin Lipschitz siirekli oldugunu gos-

termektedir.

Teorem 4.1.3. Kompakt, konveks V (-) : [to, 0] = K (R") kime degerli dond-

stuminin konveks devams varsa V (-) Lipschitz kosulunu saglar.

Kamt. V (-) : [to, 8] — K (R") kompakt, konveks kiime degerli doniigiimiiniin
konveks devamm varsa onerme 2.6.1 ve Onerme 2.6.2 uyarinca, her ¢ € [to, 0]
icin

V() C VE(to, z0) | (2), V() cVEW®,21) ]| () (4.1.9)
olacak gekilde zg, z; € R™ ve a > 0 vardir. Burada V. (¢5,z0) | (-) ve
VE(6,z,) | (-) doniigiimleri (2.2.1) ve (2.2.2) ile tanimlanan kiime degerli do-

niigimlerdir.
W = (grViE (to,20) | gV B1) | () (4.1.10)
olsun. W (+) : [t, 0] = K (R™) kiime degerli doniigiimii her ¢ € [ty, 0] i¢in
W(it)={zeR"*| (t,z) e W} (4.1.11)

olarak tamimlansin. grVE (to,z0) | (-) ve grVE(0,z1) | (-) kiimeleri konveks,
kompakt kiime oldugundan W C [to — o, 8 + o] x R™ kiimesi de konveks,
kompakt kiimedir. grW (-) = W oldugundan (4.1.11) ile tanmimlanan W (-)
kiime degerli doniigiimii konveks, kompakt kiime degerli déniisiimdiir. (4.1.9)
uyarinca her ¢t € [to, 8] i¢in V (¢) € W (¢) oldugu aciktir. ¢t € [to,0] igin
V (t) # 0 oldugundan her ¢ € [to,6] igin W (t) # 0 olur. W (:) : [to,0] —
K (R™) olacak bigimde bir konveks, kompakt kiime degerli doniigiimdiir. Bu-
radan her ¢ € [ty, 0] icin W (¢) kiimesinin bog olmayan, konveks, kompakt kiime

oldugu elde edilir.
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W (-) : [to, 8] — K (R™) kiime degerli doniigiimii Lipschitz kogulunu sagladig
kanitlansin. ¢y, t3 € [tp, 0] olsun. Genelligi bozmadan ¢; < ¢, oldugu varsayilsin.

vy € W (%) olsun. (t2,v2) € W oldugundan (4.1.10) uyarinca
vy € VI (to, o) | (t2) ve vy € VE(,21) | () (4.1.12)

olur. Onerme 2.2.1 uyarinca, VL (to,z0) | (-) ve VE(8,21) | (-) doniigiimleri
Lipschitz kogulunu sagladigindan her 7, n € [to, 0] igin
Vo (to,z0) | (1) CVy (to,20) | () + LulT — |- B (4.1.13)
Vet @) | () CVE(O,1) [ (1) + Lefr —n]- B (41.14)

icermeleri saglanacak sekilde L;, Ly > 0 sayilar vardir. Bu durumda (4.1.12)

ve (4.1.13) uyarinca
Vo € VaL (to,mo) ] (to) + L1 (tz — to) . F

olur. O zaman

Up = Vg + Ll (tz - to) -b (4115)
olacak sekilde vy € VL (o, z0) | (to) ve b € B vardir.

v (-) : [to, ta] = R™ fonksiyonu

t— 1, t—ty
H=1|1- . . 4.1.16
v (f) ( tg—t()) wt e (4.1.16)

olarak tammlansin. V. (¢, 7o) | (-) kiime degerli doniigiimii konveks ve vy €

VL (t9,20) | (to) oldugundan (4.1.12) ve (4.1.16) uyarinca her ¢ € [to, 2] igin
v (t) € VE (o, z0) | () (4.1.17)

olur. Ote yandan V. (ty,z0) | (to) = V (to) ve her ¢ € [to, 6] icin V (¢) C
VE(6,z,) | (t) oldugundan vy € VE(6,z;) | (to) ve (4.1.12) uyarinca her
t € [to,ts] igin v (t) € VE(6,21) | (¢) olur. Bu durumda (4.1.15) ve (4.1.16)
uyarinca t; € [to, to] icin

v (t1) € Vi (8,z1) | (ta)
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olur. Buradan (4.1.10) ve (4.1.17) uyarinca v (¢;) € W (¢1) oldugu elde edilir.
(4.1.15) ve (4.1.16) uyarinca

t1— 1
lvs = v (t1)[| = ||vo + L1 [t — to| - b — <v0+ (v —vo))H
27— b0
=Ly (t2 — t1) - 0]
< Ly (2 — t1)
oldugundan

UQEW(t1)+L1(t2—t1)'B

olur. L = max{L;, Ly} olarak segilirse
W) CW () +L(ta—t) B (4.1.18)

oldugu elde edilir.
v € W (1) olsun. O zaman (t1,v;) € W oldugundan (4.1.10) uyarinca

vy € VIF (to, z0) | (£1), vy € VE(G,21) | (t1) (4.1.19)
olur. (4.1.14) uyarinca
v € VE@,1,) | (0)+ Ly (6 —t,)-B
oldugu elde edilir. Bu durumda
v =v2+La(@—t1) b (4.1.20)

olacak sekilde v, € VE(0,21) | (6) ve b € B vardur.
w (+) : [t1, 0] — R™ fonksiyonu

8 —1t 06—t
= — . . 4.1.21
w(t) (1 H—tl) U2+9—t1 V1 ( )

olarak tammlasim. V2 (0,z;) | (-) kiime degerli doniigiimii konveks ve vy €

VE(9,z,) | (f) oldugundan (4.1.19), (4.1.21) uyarinca her ¢ € [¢1, 6] i¢in
w(t) € VEG,z1) | (2) (4.1.22)
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olur. Ote yandan V. (8,z;) | (§) = V (8) ve her t € [to,6] icin V (t) C
V.E (to,20) | (t) oldugundan vy € VI (tg, 7o) | () olur. Buradan (4.1.19), (4.1.21)
uyarinca her ¢ € [t1, 0] icin w (¢) € VL (to, 7o) | (¢) olur. Bu durumda ¢, € [t1, 6]
i¢in

w (t2) € V' (to, o) | (t2)
olur. Buradan ve (4.1.10), (4.1.22) ifadelerinden w (¢3) € W (¢2) oldugu elde
edilir. (4.1.20) ve (4.1.21) uyarinca

06—t
||’Ul —w (tz)” = ||vg + L2 (9 — tl) -b— (’02 + 9 t2 . (’Ul - ’Ug)) H
: -0
= [|La (ta — t1) - B
< Ly (ta — 1)
oldugundan

U1€W(tz)+L2(t2—-—t1)'B

egitsizligi elde edilir. L = max{L;, Ly} olarak segilsin.

W (t1)) CW (t2) + L(ta —t1) - B (4.1.23)
oldugu bulunur. (4.1.18) ve (4.1.23) igermelerinden
h(W (t1), W (t2)) < L(t2 — 1)
egitsizligine ulagilir. O halde (4.1.11) ile tamimlanmig olan W (-) : [to, 0] —
K (R™) kiime degerli doniigiimii L = max {L;, Lo} sabitiyle Lipschitz kogulunu
saglar.
Her ¢ € [to, 6] igin, V (¢) bos olmayan, kompakt, konveks kiime ve V (t) C

W (t) oldugundan onerme 4.1.2 uyarinca V (+) : [to, 0] = K (R™) kiime degerli

doniisiimii de Lipschitz kosulunu saglar.

Teorem 4.1.3’ten agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.1.4. V (-) : [to,8] — K (R™) kompakt, konveks kime degerli do-
nigtim olsun. V (-) Lipschitz sirekli olmasin. O zaman V (-) kime degerli

dontdguminin konveks devams yoktur.
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Ornek 4.1.1°¢ geri doniiliirse, bu Grnekte verilen V (-) : [to, 0] — K (R®)
kiime degerli doniigiimii Lipschitz siirekli olmadigindan bu doniigiimiin konveks

devami yoktur.

4.2 Lipschitz Siirekli Kiime Degerli Dontuisiimlerin

Konveks Devaminin Varligi

Simdi Lipschitz siirekli kiime degerli doniigiimlerin konveks, kompakt de-

vaminin varligi problemi ele alinsin.

Onerme 4.2.1. V (-) : [to, 0] = K (R™) Lipschitz kogulunu saglayan bir kime
dejerli donigim olsun. intV (to) # 0 ve intV (8) # 0 ise her v € V (to) ve
her w € V (8) igin

DV (to,v) C DTV (to,x0) | (o, v)
DV (8,w) C D VE@,z)](8,w)

olacak sekilde xy, x; € R™ ve a > 0 vardar.

Kanit. V (-) : [t0,0] = K (R™) kiime degerli doniiglimi L, > 0 sabitiyle

Lipschitz kogulunu saglasin. Bu durumda her ¢ € [to, 6] igin
V(t)CV(t)+Lo(t—1to) - B (4.2.1)
olur. Vi (+) : [to, 8] = K (R") kiime degerli doniigiimii
Vi(t) =V (to)+Lo(t—to) B
olarak tanimlansin. (4.2.1) uyarinca her ¢ € [to, 6] icin
V(t) C Vi (%) (4.2.2)

olur.
Her ¢ € [to, 0] icin V4 (£) C VF (to,20) | (£) olacak gekilde bir o > 0 sayisi

ve o € R” oldugu kanitlansin. zo € intV (fy) olsun. O zaman
B (.’E0,€0) cVv (to)
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olacak bigimde g9 > 0 vardir. O halde herhangi bir § > 0 sayisi icin

1 1
- (B (.’170,50) — 1170) C—=- (V (to) — ZL'()) (423)
g g
icermesi dogrudur. Ayrica
1
B = a . (B (.’170,80) — ZL‘()) (424)
oldugu agiktir.
0<ap< 2 (4.2.5)
Ly

kogulunu saglayan bir ap > 0 secilirse, (B (zg,£0) — Zo) konveks, kompakt
kiime ve 0 € (B (zg,&0) — Zo) oldugundan (4.2.3), (4.2.4) ve (4.2.5) uyarinca
her ¢ € [tp, 4] i¢in

Vi(t)=V (to) + Lo (t —1to) - B

=V (to) + f—; (t —to) - (B (0, €0) — o)

CV (1) + 5}; (t = to) - (B (50, 2) — o)

CV (t) + o (4= 1) (V (1) — a0
=V, (to, o) | (2)

€0

oldugu elde edilir. O halde zy € intV (ty) ve g € (0, L_} icin t € [to, 6] iken
0

Vi (t) C Vg (to,m0) | (2) (4.2.6)
olur. (4.2.2) ve (4.2.6) ifadelerinden o € (0, %0—] icin ¢ € [to, 6] iken
0
V (t) C Vg (to,z0) | (t)

oldugu bulunur. O zaman V. (to, zo) | (to) = V (to) oldugundan her v € V (t,)
icin
D+V (t(), ’U) C D+VaLo (to, I’O) I (to, ’U)

olur.
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Her w € V (0) igin
DV (0,w) c D"VE(9,z1) | (8,w)

olacak gekilde z; € R” ve o > 0 oldugu kamitlansin. V (-) : [to,0] — K (R")
kiime degerli doniigiimii Ly > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu sagladigindan her
t € [to, 0] icin

Vit)cV(@)+Li(6—1t)-B (4.2.7)

olur. V2 (+) : [to, 8] = K (R") kiime degerli déniisimii

Va(t) =V (6) + Lo(6—1)- B

olarak tanimlansin. (4.2.7) uyarinca her ¢ € [to, 6] igin
V(t) C Va () (4.2.8)

olur.
Simdi her ¢ € [to, 6] icin V5 (t) C V.E(,z1) | (¢) olacak sekilde bir oo > 0

sayisinin varligi kanitlanacaktir. z; € intV () olsun. O zaman
B (z1,61) C V (9)

olacak bicimde £; > 0 vardir. Buna gore herhangi bir § > 0 sayist igin

1 1
— (B (1171,61) — 1171) C —- (V (9) — 1'1) (429)
g g
ifadesi dogrudur. Ayrica
1
B= 5— . (B (1131,81) - 56'1) (4210)
1
oldugu agiktir.
O<on <L (4.2.11)
Lo

kogulunu saglayan bir a; > 0 segilirse, (B (z1,e1) — z1) konveks, kompakt

kiime ve 0 € (B (z1,¢1) — z1) oldugundan (4.2.9), (4.2.10) ve (4.2.11) uyarinca
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her ¢ € [ty, 0] i¢in

Va(t) = V(@) +Lo(0—1t)-B

= V(H)-l—?—f(@—t)-(B(xl,sl)—3:1)
c V(9)+ai(e—t) (B (z1,61) — 21)
CVEO+— -9 (V) )

oldugu elde edilir. O halde z; € intV (9) ve her o; € (0, %} icin ¢ € [to, 0]
0

iken

Va(t) C VE (8,01) | (1 (42.12)
olur. (4.2.8) ve (4.2.12) igermelerinden her ¢ € [to, 0] igin

V(t) C Vay (8,21) | (2)
oldugu bulunur. O zaman V.7 (9,21) | (§) = V () oldugundan her w € V (6)
icin

D~V (8,w) C D"VE(0,21) | (8,w)

olur.
€1

5
O € (0, -I-_/—O(;:I ve o € (0, To
her v € V (o) ve her w € V (0) igin

] keyfi secildiginden o = min {ay, a; } alinirsa,

D+V (to,’l)) C D+VaL (tO,xO) | (to,U)
D7V (0,w) C DVE®O,z:)](8,w)

oldugu sonucuna ulagilir.

Agagidaki teorem, Lipschitz kogulunu saglayan konveks, kompakt kiime
degerli doniigiimlerin hangi durumda konveks devaminin oldugunu séylemek-

tedir.

Teorem 4.2.2. V (-) : [to,0] — K (R®) konveks, kompakt kime dederli do-
nigimd Lipschitz kogulunu saglasin. intV (to) # 0 ve intV (6) # 0 ise V (-)

kiime degerli donidsimunin konveks devams vardar.
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Kanit. Onerme 4.2.1 uyarinca V (-) : [to, 6] — K (R™) kiime degerli déniigiimii
icin her v € V' (¢5) ve her w € V (0) i¢in
D+V (to, ’U) C D+VaL (to, .730) | (to, ’U)
D V(0,w) ¢ D VE@z)]|(H,w)
kosullar1 saglanacak bigimde zg, z; € R® ve o > 0 vardir. O zaman teorem
2.5.1 uyarinca V'(-) kiime degerli doniigiimii i¢in konveks devam vardir ve V¢ €
[to — &, 8 + ¢ igin
VE (to,z0) | (B) , t € [to— a,to)
W)= V() , t€[to, 1]
VE@,2z1)| () , te(t,t1+a
seklinde tanimlanan W (:) : [to — 0,60 + o] — K (R™) doniigiimi V (-) kiime
degerli dontigtimiiniin konveks a—devamdir.
Sonu¢ 4.1.4 uyarinca, V (-) konveks, kompakt kiime degerli doniigiimii
Lipschitz siirekli degilse bu dontisiimiin konveks devaminin olmadigi goruldii.

Teorem 4.2.2 uyarinca eger intV (ty) # 0 veya intV (6) # 0 degilse de teorem

dogru degildir. Bu duruma oOrnekler agagida verilmistir.
Ornek 4.2.3. t € [0,1] igin
V(i)={zeR||z| <t}

olmak tzere V (-) : [0,1] — K (R) kime degerli déntgimi tanimlansin. O
zaman intV (0) = O olur. Agiktwr ki, V (-) Lipschitz sirekli, kompakt, kon-
veks kime degderli donustimdir. Bu kime degerli donugumin saga konveks

a—devam: vardir ancak konveks devami yoktur.
Ornek 4.2.4. t € [0,2] igin
V(it)y={zeR||z| <t* -2t}

olmak dzere V (-) : [0,2] — K (R) kime degderli donisimd tamimlansin. O
zaman itV (0) = 0, intV (2) = O olur. Agkter ki, V () Lipschitz sirekli,

kompakt, konveks kime degerli donidsimdir ancak konveks devami yoktur.
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Teorem 4.2.2°den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.2.5. V,, V* C R" kompakt, konveks kiimeler ve intV, # 0, intV* # ()

olsun. t € [to, 0] i¢in

_ _t_to . t—tO. *
V(t)—<1 0-150) Vot gV

olarak tansmlanan V (-) : [to, 0] = K (R") kime degerli donisiminin konveks

a—devam: vardir.

Kanmit. V = grV (-) olsun. V,, V* C R™ kompakt, konveks kiimeler oldugundan
V' C [to, 8] x R™ kiimesinin de kompakt, konveks oldugu agiktir.

Ayrica V (+) : [to, 8] = K (R") kiime degerli déniigiimiiniin Lipschitz siirekli
oldugu kolayca gosterilebilir. intV, # 0, intV* # 0 oldugundan teorem 4.2.2
uyarinca V (+) : [to, 8] — K (R") kiime degerli déniigiimiiniin konveks a—devami

vardir.
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5 TERS PROBLEM

Bu béliimde diferansiyel icermeler teorisindeki ters problem ifade edilecek
ve bu problem i¢in bir ¢6zlim y6ntemi verilecektir.

V() : [to, 8] = K (R") siirekli ve konveks degerli bir kiime degerli doniigiim
ve € > 0 sabitlenmis keyfi bir say1 olsun. Ters problem, keyfi ¢ € [to, 6] anindaki
erisim kiimesi, verilen kiime degerli doéniigiimiin ¢ anindaki goriintiisii olan
V (t) kiimesine Hausdorff uzaklig: ¢ sayisindan biiyiik olmayan diferansiyel
icermenin elde edilmesi problemi olarak ifade edilmektedir. Bir bagka deyigle
ters problem, £ > 0 sabitlenmis sayis1 ve V () konveks degerli ve siirekli kiime

degerli doniiglimiine karsilik her ¢ € [to, 4] igin
h(X (60, V (%)), V() <e

egitsizligini saglayan bir diferansiyel icermenin bulunmas: problemidir. Burada
X (t;t0,V (to)) , aranan diferansiyel igermenin (¢, V (fo)) baglangi¢ kiimesinden

¢ikan, ¢ anindaki erigim kiimesidir.

5.1 Siirekli Kiime Degerli Doniigiimlerin Parcali Afin
interpolasyonu

Kompakt, konveks degerli, siirekli V' (:) : [to,0] — K (R") kiime degerli
doniigiimii ve € > 0 verilsin. V (:) kiime degerli doniiglimi [to, ] kompakt
araliginda tanimli ve siirekli oldugundan diizgiin siireklidir. O zaman

It — 7| < o iken

RV (8),V (1) < 5 (5.1.1)
olacak bicimde bir ¢ > 0 sayis1 vardir. ¢ =0,1,...,m — 1 i¢in
A=t —t (5.1.2)

olmak tizere I' = {ty <t1 < ... <tm =0}, [to,0] arabgmmin A < o olacak

bigimde bir diizgiin parcalamigi olsun. Bu durumda (5.1.1) esitsizliginden
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1=0,1,...,m—1icin

h(V (&), V (1)) < (5.1.3)

N ™

oldugu elde edilir.
t=0,1,...,m—1i¢in V; = V(%) olmak iizere, V; () : [t;,ti1] — K (R?)
kiime degerli doniigimii

t—1;
tiv1— 1

t—t;
) Vit ———  Vinq (5.1.4)
tiv1 — 1

Vit = (1-

ve W (-) : [to, 0] — K (R"™) kiime degerli doniisiimii

W@:{m@,temmo 615
Vi , t=10
olarak tanimlansin.

grW (1) = {(t,z) € [to, 0] x R* |z € W(2)} (5.1.6)

olsun.

Tamimlamgtan dolay1 her ¢ = 0,1,...m igin W(t;) = V(¢;) = V; oldugu
aciktir.

V() : [to,0] — K (R") kiime degerli doniigiimi kompakt, konveks degerli
oldugundan her ¢ = 0,1,...,m i¢in V(¢;) C R® kompakt, konveks kiimedir. O
halde ¢ =0,1,...,m—11igin V;(*) : [t;, t;+1] = K (R™) kompakt, konveks kiime
degerli doniigiimdiir.

Siradaki onerme, V (+) ile W (-) kiime degerli d6niigiimlerinin ¢ anindaki

goriintileri arasindaki Hausdorff uzakligini belirlemektedir.

Onerme 5.1.1. V () : [to, 6] = K (R") konveks degerli, sirekli kiime degerli
dontgimi ve & > 0 saypsy verilsin. [to, 0] arabgimn A < o (g) kosulunu
saglayan her I' = {ty < t; < ... < ty, = 0} diizgin parcalaniss ve her t € [ty, 6]
iein

WV (£), W (1)) < (5.1.7)

| \R !

egitsizligi saglanacak bigimde o (¢) > 0 sayst vardir. Burada A, (5.1.2) ile

verilen sayidar.
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Kanit. € > 0 says1 verilsin. W(6) = V(0) oldugundan ¢t = 6 iken (5.1.7)
esitsizliginin saglanacag1 agiktir. ¢ € [to,0) ve w € W (t) olsun. ¢ € [t;,t;11)

olacak bigimde ¢ = 0,1,...,m — 1 vardir. W (-) kiime degerli doéniiglimiiniin
tanimlanmigindan
t—t t—t
=(1- -y v 5.1.8
( tiv1 — ti) vt tiv1 — & vt (5.18)

olacak bicimde v; € V; ve v;41 € Viyq vardir. ¢ € [t;,¢;41) oldugundan (5.1.1)
uyarinca

h(V (), V) <5 ve h(V (ti1),V (1) <

N O™

£
2
egitsizlikleri saglanir. O halde

(5.1.9)

N M

o = 051l < 5 ve floess — w31l <

olacak bicimde v}, vy € V (t) vardir. V (t) konveks kiime oldugundan

t—t; t—t,
=(1- -uT 4 s eVt 5.1.10
( tiy1 — ti) Yt —t 2 ) ( )

olur. (5.1.8), (5.1.9) ve (5.1.10) uyarinca

o —wl = H(l— . )-(vf—w)+%-(vs—w+n

7 12 = i

(A
RO O
—
_T_
~
I u-
ﬂﬁ
v
S
_|_
=

IA

-B (5.1.11)

olur.

Simdi v € V(¢) olsun. (5.1.1) uyarinca

h (V (tz) V (t)) <

DO ™

€.
2V
egitsizlikleri saglanir. O zaman

(5.1.12)

N &

g
o =]l < £ ve [lousr — o]l <
2
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olacak bicimde v; € V; ve v € Viyq vardir. W () kiime degerli déniisiimiiniin

tanimlamgindan

t—1; t—1;
w= <1 —3 ) U+ ———— - Vi1 € W () (5.1.13)
i+1 b

olur. (5.1.12) ve (5.1.13) uyarinca

((1_ bt )-(v—vi)+—t—_—ti— (v = viy)

tiy1 — 1 tig1 — t .

Jo—ul = |

IA

t—t t—1;
(1—. %)nv—wn+ o= v
; tivi— 1t
€
2

IA

oldugu elde edilir. O halde

Ve cW(t)+2 B (5.1.14)

[N}

olur. (5.1.11) ve (5.1.14) icermelerinden

h(V(8), W(?)) <

| ™

oldugu bulunur. ¢ € [y, 8] keyfi segildiginden kamt tamamlanmigtir.

Onerme 5.1.2. V () : [to, 8] = K (R™), konveks degerli, L sabitiyle Lipschitz
kosulunu saglayan bir kime degerli dondgim veI' = {tp < t; < ... < t, =6},

[to, 8] araligiman dizgin bir parcalanig: olsun. Her t € [to, 0] icin
MV (t),W(t) < LA (5.1.15)
esitsizligi saglanir. Burada A > 0, (5.1.2) ile belirlenen sayidur.

Kamt. V (-) kiime degerli doéniigiimii L sabitiyle Lipschitz kogulunu sagladi-

gindan ¢, 7 € [to, 0] igin
R(V(#),V(r)<Lit—r1| (5.1.16)

egitsizligi saglanir.

74



W(6) = V(6) oldugundan ¢ = 6 iken (5.1.15) egitsizliginin saglanacag:
agiktir. t € [tg,0) ve w € W(t) olsun. t € [t;,t;11) olacak bicimde 34 =
0,1,...,m — 1 vardir. W (-) kiime degerli déniigiimiiniin tanimlanigindan

t—1; t—1;
=(1-— - U; - 5.1.17
v ( tiy1 — ti) it tiv1 — & vt ( )

olacak bigimde v; € V; ve v;y1 € Viyq vardir. ¢ € [t;,t;11) oldugundan (5.1.16)

uyarinca

h(V ),V () <LAve h(V (ti1),V (£) < LA

egitsizlikleri saglanir. O halde
lvi = vi|| < LA ve ||vgpr —v3]| < LA (5.1.18)

olacak bicimde v}, vy € V (¢) vardir. V (¢) konveks kiime oldugundan

t—1; t—t
v={1- o R e V(t 5.1.19
( ti+1—ti) 1 tir1 — t; 2 () ( )

olur. (5.1.17), (5.1.18) ve (5.1.19) uyarinca

o=l = | (1- 225 ) 0 -+ e 5 - )

tiy1 — tiv1 — &
< (1= 225 ) ot =il L g - vl
<LA
oldugu bulunur. Bu durumda
W) cV{E+LA-B (5.1.20)

olur.

Simdi v € V(¢) olsun. (5.1.16) uyarinca
h(V(4),V () <LAveh(V (1), V() <LA
esitsizlikleri saglanir. O zaman

lvi—v|| <K LA ve ||viys —v|| < LA (5.1.21)
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olacak bicimde v; € V; ve v;41 € Viyq vardir. W (-) kiime degerli doniiglimiiniin

tamimlanigindan

t—1; t—1;
w = (1 - ) - v + “Vit1 € W(t) (5.1.22)
tiy1 — & tiy1 — ¢

olur. (5.1.21) ve (5.1.22) uyarinca

t—1t; t—1;
o=l = (1= 255 ) - w0+ 2 o)

bit1 — & bit1 — &
t—1; ) t—1;
<[1- v— |l + v — v
(1= 5 ) o+ 2 o=
<LA

oldugu elde edilir. O halde
Vt)CcW(@)+LA-B (5.1.23)
olur. (5.1.20) ve (5.1.23) icermelerinden
MV (t),W(t) < LA

oldugu bulunur.

5.2 Ozel Durum igin Diferansiyel igermenin Sag Tarafi

Vi, V* C R"™ konveks, kompakt kiimeler, intV, # 0, intV* # 0 olsun.
V() : [ts, t*] = K (R™) kiime degerli doniiglimi

Vig)=|1~- - Vi % 5.2.1
®) ( t*—t*) LTy (5:2.1)

olarak tanimlansin ve bu doniigiimiin grafigi
grV () ={(t,z) € [t.,t*] xR* |z € V (¢)} (5.2.2)

ile gosterilsin. Bu bélimde 6nce (5.2.1) ile verilen kiime degerli doniigiim

icin ters problemin ¢6ziimi yapilacaktir. Bir bagka deyisle (5.2.1) ile verilen
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V() : [ts, t*] = K (R") kiime degerli déniiglimii ve ¢ > 0 sabitlenmis sayisina

kargiik V ¢ € [t,, t*] icin
BX (68, V (1), V (1) < 2

egitsizligini saglayan bir diferansiyel icerme bulunacaktir. Burada X (¢;t., V (L)),
aranan diferansiyel icermenin (¢., V (t.)) baglangi¢ kiimesinden ¢ikan, ¢ anindaki
erigim kiimesidir.

Bu boéliimde aranan diferansiyel igermenin sag tarafini belirleyecegiz. Agiktir
ki, (5.2.1) ile verilen V' (-) kiime degerli doniigiimii konvekstir. Her ¢ € [¢,,t*]
i¢in V' () C R™ kompakt, konveks kiimedir. Ayrica V' (-) kiime degerli doniigiimii
Lipschitz siireklidir. V,, V* C R™ konveks, kompakt kiimeler, V (¢,) = Vi,
V (#*) = V* ve intV, # 0, intV* # 0 oldugundan, sonug 4.2.5 uyarinca V (-)

kiime degerli doniigiimiiniin en az bir
a>0 (5.2.3)

say1sl icin

Vo () i [t —ayt* + o] = K (R") (5.2.4)

konveks a—devami vardur.
a > 0sayis1 ve V, () @ [t — o, t* + a] = K (R™) kiime degerli doniigiimi

sirasiyla (5.2.3) ve (5.2.4) ile verilmig olsun. v € (0, @) olmak iizere
F} () i [te, '] x R* = K (R™) ve @ (-) : [ts, t*] x R* — K (R")
kiime degerli doniigiimleri
« 1
F} (t,z) = = Vo (t+v) — 2] (5.2.5)
1
®; (t,z) = — Vo (t —v) — 1] (5.2.6)
ile tamimlansin. ¢t + v < t* iken
1
F} (t,z) = o V(t+v)—2a]

7



ve t —v > t, iken
1
@ (t,5) == - [V (t—v) ~ 1]
olacag: aciktir.

a=max{|z]| | (¢t,z) € grVa(-)} (5.2.7)

olsun.
Siradaki 6nermede, [t,,t*] x R™ kiimesi tizerinde tanimlanmg olan F) (-) ve

@ (-) kiime degerli doniigiimlerinin baz ozellikleri verilmigtir.
Onerme 5.2.1. o > 0 (5.2.3) ile verilen say: ve v € (0,0) olsun. O zaman
her (t,x) € [t,,t*] X R™ igin F; (t,z) C R™ ve ®% (¢,z) C R™ konveks, kompakt

kimedir.
F; () : [t '] X R* = K (R™) ve @} (-) : [ts, t*] x R® — K (R")
kime degerli dondsimleri sireklidir.
Her ty € [t., t*] igin
F; (to,-) : R* = K (R*) ve @} (to,-) : R* = K (R™)

kume degerli dontusimlers % > 0 sabitiyle Lipschitz kosulunu saglar.

a >0 (5.2.7) ile verilen sayr olmak tzere, her (t,x) € [t., t*] x R™ igin
. 1
max{|[f|| [f € Fy (t2)} < — (a+|=]l), (5.2.8)

. 1
max {[l¢ll |¢ € 2 (t,2)} < — (a+]lz]) (5.2.9)
esitsizlikler:s saglanar.

Kamt. Hert € [t. — o, t* + o] i¢in V,, (¢) konveks, kompakt kiime oldugundan
(5.2.5) ve (5.2.6) uyarinca (¢, z) € [t., t*] X R™ i¢in F} (t,z) C R™ ve ®} (¢,z) C
R™ kiimeleri de konveks, kompakt kiimelerdir.

F} () @ [ts, t*] x R* — K (R") kiime degerli d6éniigiimiiniin siirekli oldugu

kanitlansin. (£, z9) € (t«,t*) x R™ olsun. e > 0 secilsin. V,(-) siirekli
v

5 € olmak tizere |t — to| < &1 () iken

oldugundan, ¢, =
Vato+v) CVu(t+v)+e.-B
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icermesi saglanacak bigimde §; (¢) > 0 sayis1 vardir. Buradan [t — ¢o| < §; (€)
iken

L Valto )~ 2] € = [Va(t4v) — o] + 52 B (5.2.10)

icermesinin saglandigr bulunur. 6* (¢) = min {é; (¢), €,} > 0 olsun. O zaman

(5.2.10) uyarinca |t — to| < 8* (¢) ve ||z — zo|| < 0* (¢) iken

1
EFy (o, 20) = — - [Va(to +v) — o]

1 1 Ex

C ;'[Va(t+y)—$]+;'($—!IJO)+7'B
1 ey

c Livitrr)—a)+ 206 g
14 14

C S Walt4v) -2+ B (5.2.11)

olur. F} (-) kiime degerli déniiglimiiniin tamimlamgindan, (5.2.11) uyarmca
F} (to,z0) C Fy (t,z) +¢- B (5.2.12)

oldugu elde edilir.

Benzer olarak, V,, (-) siirekli oldugundan, |t — t¢| < 2 (¢) iken
Vat+v)CVy(to+v)+e.-B

icermesi saglanacak bicimde d; (¢) > 0 sayis1 vardir. Buradan ¢, = %a olmak

iizere, keyfi bir z € R” i¢in
1 1 Ex
;‘[Va(t+V)—33]C;'[Va(to%—l/)*x]—l—;-B (5.2.13)

icermesinin saglandig bulunur. 6, (¢) = min {05 (¢), €x} > 0 olsun. O zaman

(5.2.13) uyarinca |t — to| < I« (€), ||z — zo|| < I« () iken

1
F; (t,z) = ;-[Va(t-l-u)—x]
1 1 Ex
C ;-[Va(t0+u)—xo]—l—;-(xo—x)—l—;-B
* 5*
C '1—'[Va(to+V)—iL‘0]+—€_j:‘_@'B
v v
1 2¢e,
C - [Valto+v) — o] + Zf .B (5.2.14)
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olur. F (-) kiime degerli doniigiimiiniin tanimlamigindan, (5.2.14) uyarmca
F} (t,z) C F} (to,z0) +€- B (5.2.15)

oldugu elde edilir.
6 (¢) = min {d, (¢), 0* (¢)} > 0 olarak segilirse, (5.2.13) ve (5.2.15) uyarinca
[t — to| + ||z — zo|| < 6 (g) iken
E; (to,.’L‘o) Cc F; (t,x) +¢e-B

F: (t,l‘) C F: (to,xo) +¢e-B
icermelerinin saglandigi bulunur. Bu ise |t — #o| + ||z — zo|| < & (¢) iken
h(F: (to,l‘o) 7F: (t,.fl?)) <eg

olmas: demektir. F} (-) kiime degerli doniigiimii keyfi secilmis (¢, o) € (., t*) X
R™ noktasinda siireklidir.

F} () kiime degerli déniigimiiniin, ¢y, = ¢, ise (¢y, zo) noktasinda ¢’ye gore
sagdan ve to = t* ise (%o, zp) noktasinda ¢’ye gore soldan siirekli oldugu benzer
olarak gosterilebilir. O halde F} (-) : [ts,t*] X R® — K (R™) siireklidir.

Simdi keyfi bir ty € [ti,t*] igin F} (to,+) : R* — K (R™) kiime degerli
doniigiimiiniin % sabitiyle Lipschitz kogulunu sagladigi kanitlansin. z, zo €

R"™ olsun.
1 1 1
= [Valtot+v)—m] == [Va(to+v) — 3] + = (z2 — 11)
v v v
oldugundan
1 1 1 —
;-[Va(to—i—y)—xl] C ;-[Va(to—l—y)—xz]—l—;]|x2—x1||-B
1 _
F: (to,.’L‘l) C F: (to,.’Eg) -+ ; H.Z'Q — $1|[ -B (5216)

icermeleri dogrudur. Yapilan iglemler z; ile z5’nin seciliginden bagimsiz oldugundan

(5.2.16) icermesinden
1 _
F: (to,xz) C F: (to,.’l?1) + ; HLL‘Q - iL'1H -B (5217)
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igermesinin ve (5.2.16), (5.2.17) icermelerinden

| o=

h(F} (to,z1) , F) (Lo, 72)) < = |72 — 21|

egitsizliginin saglandigl bulunur. Bir bagka deyisle F}¥ (¢, ) kiime degerli do-
1
niigimu ” sabitiyle Lipschitz kogulunu saglar.

(t,z) € [ts,t*] X R™ ve f € F (¢,z) olsun. (5.2.5) uyarinca

olacak bigimde y € V, (¢t + v) vardir. Buradan, a > 0 (5.2.7) ile verilen say1

olmak tizere

171 == by =all < < (loll + lal)

1
171l < ~ (a+izl) (5.2.18)
oldugu elde edilir. Keyfi f € F (¢, z) igin (5.2.18) esitsizligi saglandig igin

max {|7]] 17 € Fy (6,2)} < 1 (a+a])

egitsizligi de saglanir.

Benzer kanitlar @}, (-) kiime degerli doniigiimi i¢in de yapilabilir.

Siradaki 6nerme V,, (+) kiime degerli doniigtimii ile F¥(-), ®%(-) kiime degerli

doniigimleri arasindaki iligkiyi vermektedir.

Onerme 5.2.2. V (:) ve V, (-) swaswyla (5.2.1) ve (5.2.4) ile verilmis olan
kime degerli dontusimler ve z € V (t) olsun. f € F}(t,z) ise keyfi 6 € (0,v]
8ay181 1¢IN

z+0-feV,(t+9)
ve ¢ € Bi(t,x) ise keyfi § € (0,v] sayist igin
z—0-¢ €V, (t—9)

olur.
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Kamt. z € V(¢) ve f € F}(t,z) olsun. (5.2.5) uyarinca
1
f=-- (y—=)

olacak bicimde y € V,, (t + v) vardir. Buradan y = z+v- f olur. z (-) : [0, 7] —

R™ fonksiyonu
) )
x(é)-(l—;)-x—l—;-y (5.2.19)

olarak tanimlansin. y = z + v - f oldugundan (5.2.19) esitligi
z(0)=x+6-f (5.2.20)

biciminde de yazilabilir. Her ¢ € [t,,t*] igin V, () = V (¢) oldugundan z €
Vo (t) olur.y € V, (t + v) ve V, () konveks oldugundan 6nerme 1.2.10 ve (5.2.19)

uyarinca keyfi § € (0, v] sayisi igin

x(a)eva<<1—§) t+§ (tw)) — V, (t+9) (5.2.21)

14

olur. (5.2.20) ve (5.2.21) uyarinca keyfi 6 € (0, v] sayis1 igin
z+6-feVy(t+9)

oldugu elde edilir. Béylece f € F(t,z) ise keyfi 6 € (0,v] sayisticin z+46- f €
Vi (t + 8) oldugu kanitlandu.
z € V(t) ve ¢ € ®}(¢,z) olsun. (5.2.6) uyarinca

olacak bigimde y € V, (¢t — v) vardir. Buradan y = z — v - ¢ olur. z(-) :

[—v,0] — R fonksiyonu
J 9
_ 9. 2. 2.22
z (0) <1 + 1/) T——y (5 )
olarak tanimlansin. y = z — v - ¢ oldugundan her § € [—v,0] icin

() =z+5- ¢ (5.2.23)
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olarak yazilabilir. Her ¢ € [t.,t*] icin V, () = V (¢) oldugundan z € V,(¢)
olur.y € V, (t—v) ve V,(-) konveks oldugundan 6nerme 1.2.10 ve (5.2.22)

uyarinca keyfi § € [—v, 0) sayist igin
J )
z (0) € V, 1+; t—;(t—y) =V, (t+9) (5.2.24)
olur. (5.2.23) ve (5.2.24) uyarinca keyfi § € (0, v] sayist i¢in
t—0-¢ € Vy(t—19)
oldugu bulunur.

Agagidaki 6nerme, (5.2.1) ile verilen V (-) kiime degerli doniiglimiiniin tiirev
kiimeleri ile F¥ (t,z), ®% (¢, z) kiimeleri arasindaki iligkiyi karakterize etmek-

tedir.

Onerme 5.2.3. V () kiime degerli doniisiima (5.2.1) ile verilmis olsun. Her

t € [te,t*) vex € V (t) igin

Fr(t,z) Cc DIV (t,x), (5.2.25)
her t € (t,t*] ve z € V () igin

@ (t,z) C D7V (t,x) (5.2.26)
icermeleri saglanar.

Kanit. t € [t,,t*) ve z € V (¢) olsun. f € F}(t,z) secilsin. ¢t € [t,,t*)
oldugundan her § € [0,6,] icin ¢ + § < t* olacak bigimde 6, € (0,7] sayisi
vardir. z(-) : [0,6.] — R™ fonksiyonu z (§) = = + ¢ - f olarak tanimlansin.
Onerme 5.2.2 uyarinca keyfi § € [0,6,] sayst icin z (¢t + 6) € V, (¢t + 6) olur.
Her § € [0, d,] igin £+ < t* oldugundan V, (t + ) =V (t + 6) oldugu aciktir.
O halde her § € [0,4.] i¢in z (¢ + ) € V (¢t + 0) olur. Buradan

. z(t+6)—z
R
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oldugu bulunur. Bir bagka deyigle f € D}V (¢, z) oldugu elde edilmigtir. Yani
(5.2.25) icermesi dogrudur.

t € (t.,t*] ve z € V (t) olsun. ¢ € ®; (¢, ) secilsin. ¢ € (t,,t*] oldugundan
her § € [-4,,0] igin ¢, < t + 4 olacak bigimde 6, € (0,v] sayst vardir. z(-) :
[—64,0] — R" fonksiyonu z (§) = = + J - ¢ olarak tammlansin. Onerme 5.2.2
uyarinca keyfi § € [—6,, 0] sayistigin z (¢ + &) € V4 (t 4 0) olur. Her § € [—d,, 0]
icin ¢, < t + 6 oldugundan V,, (t + &) = V (t + 6) oldugu agiktir. O halde her
6 € [~64,0] igin z (¢t + ) € V (¢t + J) olur. Buradan

lim & (t+0)—x
60~ )

=¢

oldugu bulunur. Bir bagka deyigle ¢ € D,V (t,z) olur. Yani (5.2.26) iermesi

dogrudur.
A,C C R” kiimeleri i¢in
p(A,C)=inf{lla—¢|| |a € A, c€ C}
olmak tizere, 7% () : [ti, t*] X R™ — [0, +o0) fonksiyonu
i (t,z) = p (F (t,z),®} (t,7)) (5.2.27)

olarak tanimlansmm.

Asa@idaki 6nermede 77 (-) fonksiyonunun bazi ozellikleri incelenmigtir.

Onerme 5.2.4. (5.2.27) ile tasmlanan 7} (+) : [t., t*] X R* —= [0, +00) fonksi-

yonu streklidir. Her to € [t.,t*] icin
7% (to,) s R = [0, +00)

2 . -
fonksiyonu = > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu saglar. (5.2.7) ile verilmigs a > 0
v

sayst ve her (t,) € [ty t*] x R™ i¢in
N 2
75 (63) < 2 (o + )
egitsizligi saglanar.
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Kanit. ¢ > 0 sayis1 verilsin. 7} (-) fonksiyonunun keyfi bir (o, zo) € [t, t*] X
R" noktasinda siirekli oldugu kamitlansin. Once (ty,zo) € (t.,t*) x R® ol-
sun. Onerme 5.2.1 uyarinca, F* (-) ve ®* (-) kiime degerli doniigiimleri siirekli

oldugundan, |t — to| + ||z — || < 0 (¢) iken

F* (to,z0) C F*(tz) F,j(t,x)cF;(to,x0)+§-E5.2.28)

£ —
°.B

— £ —

@;‘; (to,ﬂ?o) C q);i (t, x) + 5 - B, (I); (t, x) C (D; (to,xo) + 5 . 35229)

icermeleri saglanacak bigimde ¢ () > 0 sayist vardir. (5.2.28) ve (5.2.29) icer-

melerinden
7y, (to, o) = inf {||f — | | f € F} (to,70) , ¢ € D}, (t0, o)}
€ 5
~.b—p——-b,
Hf+2 p=g b |
fEF(tz),pe® (t,z),bb.€B

>inf{||f — || —e|f € F; (t,z), pc®}(tz)}

> inf

=r)(t,z) —¢
% (to, To) > 7 (6, ) — € (5.2.30)
ve buradan
ry (t,3) — 1} (to,z0) < € (5.2.31)

oldugu elde edilir. Benzer olarak (5.2.28) ve (5.2.29) esitsizliklerinden

> (to, o) — 7 (t,2) < € (5.2.32)
egitsizliginin saglandig: gosterilebilir. (5.2.31) ve (5.2.32) esitsizlikleri uyarinca
|t — to| + ||z — zo|| < 6 (¢) iken

|5, (to, @0) — 7, (8,2)[ <&

esitsizligi saglanir. 7% (-) fonksiyonunun tg = t, ise (¢, 29) noktasinda ¢’ye gore
sagdan, to = t* ise (o, zo) noktasinda t’ye gore soldan siirekli oldugu benzer
yoldan kanitlanabilir. O halde 7} (-) : [t.,*] X R® — [0,+00) fonksiyonu

stireklidir.
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2
Herhangi bir ty € [t.,t*] igin 7} (to,-) : R® — [0, +o00) fonksiyonunun -
sabitiyle Lipschitz kogulunu sagladigi kanitlansin. z, zo € R™ olsun. F (%o, ")
1
ve ®* (19, -) kiime degerli doniigiimleri — sabitiyle Lipschitz siirekli oldugundan,
v
1, 7=1,2icin
1 _
F: (to,.’l?i) C F: (to,l'j) + ; ”.’L‘Z - SUJ” 4 B, (5233)
1 _
q);i (to, CBZ) C (I); (to, .’Ej) + ; sz — .’L'J“ -B (5234)
icermeleri saglanir. (5.2.33), (5.2.34) icermelerinden ve 7}, (-) fonksiyonunun

tanimlanigindan

ry (to,z1) = nf {[If — ol | f € F (to, 21) , ¢ € ¥ (t0,21)}

1 1
Hf+— oy — zal] b= o=+ 1z =z - B
> inf v v

| f € F} (to,22), ¢ € ¥ (to,22), b, b, € B
. 2 « .
> mf{ 15 =l = 2l = zall | € B (t0,2), 0 € € <to,xz>}

. 2
=1, (o, T2) — = [|z1 — 72|
14
ve buradan

Ty, (to, z2) — 1, (to, 21) < — |21 — 22| (5.2.35)

RN

egitsizligi elde edilir. Yapilan iglemler z; ve 2 nin seciliginden bagimsiz oldugundan

Ty (to, 1) — 7 (to, z2) < = ||z1 — 22| (5.2.36)

oldugu da kolayca dogrulanabilir. (5.2.35) ve (5.2.36) egitsizliklerinden

T3 (to, x2) — 73, (to, 71)| £ = |21 — 22|

R

oldugu bulunur. Bir bagka deyigle herhangi bir ¢ € [t,, t*] icin r} (¢,-) : R* —
9 .
[0, +00) fonksiyonu ” sabitiyle Lipschitz kogulunu saglar.
(t,z) € [ts,t*] x R™ olsun. Herhangi bir f € F} (¢,z) ve ¢ € ®} (t,z) icin
r, () =inf {||f — ol [ f € FJ (t,2), ¢ € ©; (¢, 2)}
<|[If =l

< A1+ lleell
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olur. Her (¢, ) € [t.,t*] x R™ igin (5.2.8) ve (5.2.9) egitsizlikleri saglandigindan
. 2
3 (62) < > (at o)
oldugu elde edilir.

Onerme 5.2.5. o > 0, (5.2.3) ile belirlenen sayr olmak tzere 2v < t* — 1,
esitsizligini saglayan bir v € (0, @) segilsin. t € [t. +v,t* —v] olacak bigimdek:
her (t,z) € grV (-) igin 7% (t,x) = 0 olur.

Ayrica v € (0,), vs € (0,a) ve vy < 1y ise her (t,x) € grV (-) igin

7-;';1 (t’x) S 7';2 (t,l‘)
esitsizlige saglanar.

Kamt. ¢ € [t. + v, t* — v] olmak iizere bir (o, zo) € grV () segilsin. (5.2.1)

uyarinca
T — T to — s
={1- - Uy " 2.
Ty < t*—t*) v-{—t*_t* v (5.2.37)
olacak bicimde v, € V,, v* € V* vardir.
vt — v,
d* == L.
ra—y (5.2.38)

olarak belirlensin. ¢, + v < t* ve v, € V, v* € V* oldugundan, V (-) kiime

degerli doniigiimiiniin tanimlanig1 uyarinca

to+v—t, to+v—1t,
(1“015*—_7—)'””%*‘7'” €Vitty) (5-2:39)

olur. (5.2.37) ve (5.2.38) uyarinca

t0+V—t* tO+V"t* tO—t* Z'0_2‘;*
1——— ‘U*+_———' f— 1— - Uy .y¥
( ¢, ) t—t, [( t*—t*> Vet e, Y

ve (5.2.39) uyarinca
Zo+v-de €V (to+v)
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oldugu elde edilir. ty + v < t* oldugundan V,, (-) kiime degerli doniigiimiiniin

tanimlanig1 uyarinca

.’L‘()-I-I/'d*eva(to—f—l/)

olur. Buradan

1
d*€;-[Va(t0+l/)—x0]

ve F¥ (+) kiime degerli déniiglimiiniin tanimindan, yani (5.2.5) uyarinca
d* € F: (to,ﬂlo) (5240)

oldugu goriilir.
t, < to—v vew, € Vi, v* € V*oldugundan, V (-) kiime degerli doniigimiiniin

tamimlanig1 uyarinca

to—-V*t* to—l/—t*
l—-——— ) v+ ———- v eV (- 5.2.41
< ra—y ) Vs + Pr— v eV(ty—v) ( )
olur. (5.2.37) ve (5.2.38) uyarinca
to — v —t to— v —ts to — T to — T

10 7 ) g 4+ T = 1— v, oy
( —t, ) R K t*—t*) Ty

V¥ — v,

—v
t* — 1y
= Z’O—V‘d*

ve (5.2.41) uyarinca
.fl?o—V'd* GV(tO—V)

olur. ¢, < ¢y — v oldugundan V, (-) kiime degerli doéniigiimiiniin tanimlanisi

uyarinca

To — V- dy EVa(to—l/)
oldugu bulunur. Buradan
1
d. € - [Va (t0 — V) — Zo]
®* (-) kiime degerli doniigiminiin tanimindan, yani (5.2.6) uyarinca
d* € (D:; (to, .’130) (5242)
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oldugu gorilir.

(5.2.40) ve (5.2.42) uyannca d, € F} (o, o), dx € O} (to, z0) oldugundan,
r* (+) fonksiyonunun tammlamg uyarinca 77 (to,zo) = 0 oldugu bulunur. O
halde 2v < t* — t, olmak iizere ¢ € [t, + v, t* — v] olacak bicimdeki her (¢,z) €
grV (+) icin r* (¢, z) = 0 olur.

Onermenin ikinci boliimiinii kanitlamak icin vy, v, € (0, ) ve 11 < v, iken,
her (¢,z) € grV () icin

F; (t,z) C F) (t,z) (5.2.43)

ve

®;, (t,7) C &3, (¢, )

oldugunu gostermek yeterli olacaktir. (¢,z) € grV (-) olsun. O zaman
z eV () (5.2.44)

olur. d, € Fy}, (t,z) secilsin. F (-) kiime degerli doniigiimiiniin tanimi, yani
(5.2.5) uyarinca
To =T+ Uy dy (5.2.45)

olacak bicimde bir z; € V, (¢t + 1) vardir. V, (-) déniigiimi V (¢) kiime degerli
déniisiimiin konveks devami oldugundan V, (-) konvekstir ve her ¢ € [t,, t*] i¢in
Vo(t) = V(t) olur. Bu durumda z5 € V(¢ + 1») oldugundan (5.2.44) uyarinca
her ¢ € [0,1] igin

(1=06)-z+6-22€V,(1—=0)t+0 (t+ 1))

ve (5.2.45) uyarinca
T+0vy-d, € Va(t+51/2)

vy,
olur. Buradan § = — icin
Vo

$+V1'd*€Va(t+V1)

oldugu bulunur. Yani d, € F}; (¢,z) olur. O halde (5.2.43) igermesi saglanir.
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Bengzer olarak
<I>,”jz (t,x) C ;, (t,x) (5.2.46)

oldugu kanitlanabilir.
Simdi keyfi f € F}, (¢,z), ¢ € @}, (t,z) secilsin.(5.2.43) , (5.2.46) icermeleri
uyarinca f € Fy, (t,z) ve ¢ € &} (t,z) olur. r} (-) fonksiyonunun tanimlangindan
r, () < |If — 4l
ve f € F} (t,2), ¢ € B}, (t,z) keyfi secildiginden

i (tx) < inf{||f-¢ll|feF,(tz),sec, ()}
= 1, (t,xz)

oldugu elde edilir.

5.3 Ozel Durum igin Diferansiyel igerme

Fr () : [ts, t*] x R* — K (R™) doniigiimii (5.2.5) ile verilmig kiime degerli
déniigim, 7} () fonksiyonu ise (5.2.27) ile verilmig pozitif degerli fonksiyon

v

olmak iizere

i€ F*(t,1), (5.3.1)

z € F)(t,z)+r,(t,z)- B (5.3.2)

diferansiyel icermeleri verilsin.
X1 C R, t; € [t., t*] olmak iizere, (5.3.1) ve (5.3.2) diferansiyel igermelerinin
z (t1) € X; baglangic kosulunu saglayan c¢éziimlerinin kiimesi X} (1, X;) ve
X, (t1,X1), t anindaki erigim kiimeleri
X, (tt,X1) = {z@) eR"|z(-) € X} (t1,X1)},
X (1, X)) = {a@) eR|z(:) e X, (t1, X1)},

(t1, X1) kiimesinden cikan integral tiinelleri

Hy (0, X)) = {(t,2) € [t t"] x R* |z € X} (501, X0},
Hy (0, X1) = {(t2) €t t'] xR |z € X}, (411, X1)}
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ile gosterilsin.
Asagidaki teorem (5.3.1), (5.3.2) diferansiyel igermelerinin integral tiinelleri

ile grV (+) C [t«,t*] x R™ kiimesi arasindaki iligkiyi karakterize etmektedir.
Teorem 5.3.1. o > 0 (5.2.3) ile verilmis sayr ve v € (0,0) olsun. Her
t € [t.,t*] igin

1cermest ve
H; (&, V () CgrV () C Hy, (4, V (&)

icermesi saglanar.

Kanit. v € (0, ) olsun. Onerme 5.2.1 uyarinca her (t,z) € [t,,t*] x R icin
F* (t,z) C R™ konveks, kompakt kiimedir.
F; () : [te, '] x R* = K (R™)
kiime degerli dontigimii siireklidir. Her ¢y € [t,, t*] icin
1
» > 0 sabitiyle Lipschitz kogulunu saglar. a > 0, (5.2.7) ile verilen say1 olmak
lizere, her (¢, ) € [ti,t*] X R™ igin
N 1
max {[|f[| [ f € F} (¢, 2)} < > (a + [2])
egitsizligi saglanmr. Ayrica 6nerme 5.2.3 uyarinca, her t € [i,,t*), (t,z) €
grV () icin
F¥(t,z) C DIV (t,7)

olur. O zaman teorem 1.3.10 uyarinca, grV (-) C [t,t*] X R kiimesi (5.3.1)
diferansiyel icermesine gére saga giiclii invaryanttir. Yani keyfi (¢1,2;) €
grV (1), z(-) € X} (t1,z;) alindiginda her ¢ € [t1,t*] igin z (¢) € V (¢) olur.

Buradan onerme 1.3.11 uyarinca her ¢ € [t,, t*] i¢in
X (tt., V (8) C V(2) (5.3.3)
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icermest saglanir.
Onerme 5.2.1 uyarinca her (¢, ) € [t,, ] x R® i¢in &% (¢, z) C R™ konveks,
kompakt kiimedir.
7 (+) : [ts, t*] X R* — K (R")
kiime degerli doniigiimii siireklidir. Her ¢ € [t., t*] i¢in

: (to, ) : R" — K (R?)

1
» > 0 sabitiyle Lipschitz kogsulunu saglar. a > 0, (5.2.7) ile verilen say1 olmak

lizere, her (¢,z) € [t.,t*] X R™ i¢in

. 1
max {[|¢ll 1 € &, (t,2)} < - (a+|l=])

egitsizligi saglanir. Tim bunlara ek olarak o6nerme 5.2.3 uyarinca her ¢ €

(te, 2], (t,z) € grV (-) igin
@} (t,z) C DV (¢, z) (5.3.4)

icermesi saglanir. 7} (+) fonksiyonunun tamimlanigindan her ¢ € (¢,,t*], (¢, ) €
grV (+) igin
@ (t,z) N [Fr (t,z) + 7} (t,z)-B] #0

oldugu elde edilir. Buradan (5.3.4) uyarinca her ¢ € (¢,,t*], (t,z) € grV (*)
icin

DV (t,z) N [F; (t,z)+ 7 (t,z)-B] #0 (5.3.5)
oldugu bulunur. (5.3.5) ve teorem 1.3.7 uyarinca grV () C [t«, t*] X R” kiimesi,
(5.3.2) diferansiyel icermesine gore sola zayif invaryanttir.Yani keyfi (¢1,2;) €
grV (+) noktasina kargilik, her ¢ € [t.,t] i¢in z (t) € V (¢) olacak bicimde
bir z (-) € X, (t1,71) ¢dziimil vardir. Buradan énerme 1.3.8 uyarinca her
t € [t,t*] icin

V(t) C X5, (tt, V () (5.3.6)

oldugu bulunur. (5.3.3) ve (5.3.6) igermelerinden her t € [¢., t*] igin
X, (41, V () C V() C X5, (61, V () (5.3.7)
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icermesinin saglandig elde edilir.

(5.3.7) icermesinden ve integral tiinelin tanimindan
Hy (&, V() C grV () C H, (4, V ()
icermesinin de saglandig1 agiktir.
(t,z) € [ts, t*] X R®, 7 > 0 olmak iizere
i€ F(t,z)+r-B (5.3.8)

diferansiyel igermesi verilmig olsun.
t1 € [to,t], X1 C R™ olmak tizere, X7 ({1,X;) ile (5.3.8) diferansiyel

icermesinin z (t;) € X7 baslangi¢ kogulunu saglayan ¢éziimlerinin kiimesi ve
X7 (tt, X)) ={z @) eR" |z (") € X] (t1,X1)}

ile (5.3.8) diferansiyel igermesinin ¢ anindaki erigim kiimeleri gosterilecektir.
Asagidaki 6nerme, (5.3.1) ve (5.3.8) diferansiyel icermelerinin farkl baglangig
kiimelerinden ¢ikan ¢ anindaki erigim kiimeleri arasindaki Haussdorff uzaklig

icin bir iist sinir vermektedir.

Onerme 5.3.2. X, C R", Y, C R" kompakt kimeleri ve keyfi t € [t,,t*] igin
1
h (X: (t; Ly, X*) ’ XIC (t; Ly, Y;)) < h (X*7 Y;) exp [_ (t - t*):|

v

o [1 ~ exp (_% (t t*)>]

Kanit. t; € [ti,t*], z1 € X (158, Xs) olsun. z(t1) = z; olacak bicimde

esitsizligi saglanar.

bir z (-) € X} (t., X,) ¢6zliimi vardir. Buna gore hemen her ¢ € [¢,,t*] igin
D« (t) € Vo, (t + v) olacak bicimde p, (+) : [t«, t*] — R™ 6lgiilebilir fonksiyonu ve
her ¢ € [t,, t*] icin

2 () =z - - /t () dr+ 2 /t P () dr (5.3.9)
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egitligi saglanacak bicimde z, € X, vardir. Simdi ||z, — v < h(X,,Yi)
esitsizligini saglayan bir y, € Y, secilip

y(t) =y — l/t y (1) dr + %/t p. (1) dr (5.3.10)

v
olarak tammmlansin. Budurumday (-) € X7 (¢,,Ys) veys =y (t1) € X7, (t1; b4, Ya)
olur. (5.3.9) ve (5.3.10) esitliklerinden her ¢ € [, t*] icin

t

o) =y =a. -~ [ b -y(r)] dr
ve buradan
un—ywzwm_ygupP%a—uﬂ (5.3.11)

oldugu bulunur. ||z, — y«|| < b (X, Ys) oldugu icin (5.3.11) egitliginden

e (&) -y (O] < h (X, ¥.) exp [ L m]

14

oldugu elde edilir. z; € X} (¢1;t,, X.) keyfi secildiginden

1ur4ﬂ-§ (5.3.12)

oldugu kanitlanmig olur.

y1 € X7 (t1;ts, Ys) olsun. y(¢;) = y; olacak bicimde bir y () € X (¢, Yx)
vardir. Buradan hemen her ¢ € [t,, ] icin p. (t) € V, (t +v) + rv - B olacak
bigimde p, (-) : [t«, t*] = R" olgiilebilir fonksiyonu ve her ¢ € [t,,t*] i¢in

y(t) =y« — ! /t y(7) dr + % /t pi (T) dT (5.3.13)

v

egitligi saglanacak bigimde y, € Y, vardir. ¢ € [t,,t*] igin

p)={peValt+v)| lIp. (&) —pll=d(p. (), Va(t+v)}  (53.14)

olarak tammlansin. ¢t — V, (t + v), t € [t., t*] kiime degerli doniigiimii siirekli,
her ¢ € [t,,t*] icin V,, (¢ + v) kiimesi konveks, kompakt ve p, (-) : [t«, t*] = R”

fonksiyonu olciilebilir oldugundan, (5.3.14) ile tamimlanan
p(): [t '] = R”

94



doniigiimii bir fonksiyondur ve bu fonksiyon &lgiilebilirdir (bkz. [1]). Hemen
her t € [t,,t"] iin p. (t) € V, (t+v) + rv - B oldugundan, (5.3.14) uyarinca

hemen her ¢ € [t,,t*] icin

P« (&) —p ()| < v (5.3.15)

esitsizligi saglanir.
Bu kez ||z« — y«|]| < h(X.,Y:) olacak bicimde bir z, € X, secilsin. t €

[+, t*] olmak iizere

t t

x(t)zx*—%/t 2 (7) d7+%/t p(r) dr (5.3.16)

*

olarak tamimlanirsa z (-) € X} (., X.) ve 1 = z(t1) € X} (t1;14, X,) olur.
(5.3.13), (5.3.16) esitliklerinden her ¢ € [t.,t*] igin

2@)-y® =2 -0~ [ b=y a1 [ pEO)=p. () ar

ve

et

14

z()—yt) = (@0—y2) exp[

+Loxp |- (1) / () =p. () exp (5 (r 1) dr

tx

oldugu bulunur. Buradan, ||z, — y.|| < h(X,, Yi) oldugu icin (5.3.15) uyarinca

(- t)

14

+r exp [—% (t—t*)] Z exp B (T—t*)] dr

@ -y @ < h(X.Y.)exp [

ve

o -y @ < hX¥) e [~ 6 1)

venl b frenft o)

oldugu elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa

t

tx

o)~y O < (%, ¥ exp |~ = 1] 4 [1 = exp (=5 (e - )
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oldugu bulunur. y; € X (¢1;t, Ya) keyfi secildiginden

X7 (t1;te, Xu) C X (B3, Ya) + h(X*,Y*)exp[ ! (t, —t*)] -B

14

+rv [1 — exp (—% (t, — t*)>] -B
(5.3.17)

oldugu sonucuna ulagilir. (5.3.12) ve (5.3.17) igermelerinden

1
h (X: (tl;t*vX*) ) X; (tl; t*a Y;)) S h (X*, }/*) €Xp [_ (tl - t*)]

v
1
+ry [1 — exp (—; (t, — t*)>]
egitsizliginin saglandig: elde edilir.
Onerme 5.3.2 kullanilarak su sonug elde edilir.

Sonug 5.3.3. X, C R", Y, C R™ kompakt kimeler olsun. Her t € [t t*] icin

B (X (54 X.) , X2 (., Y.)) < b (X, Ya) exp [ L m]

v

esitsizligi saglanar.

Teorem 5.3.4. a > 0 (5.2.3) ile verilmis say, vx € (0, ) ve
r. =max{r}, (¢,z) | (t,z) € grV (-)}

olmak tizere r € [r,,+00) olsun. Her v € (0,v.] ve her t € [t,,t*] igin

h(X) (6, V (8)), V(1) < v ll — exp (—% (t— t*))]
egitsizligi saglanar.

Kanit. Onerme 5.2.4 uyarinca 7% (-) : [t.,t*] x R® — [0,+00) fonksiyonu
siireklidir. grV () C [t«, t*] x R™ kiimesi kompakt oldugundan r;,_ (-) fonksiyo-
nunun grV () kiimesinde maksimumu vardir. Burada

r,. (tz)=p (F:* (t,z), %5, (¢ :U))
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ve Fy (-), @} () sirasiyla (5.2.5), (5.2.6) ile tanimlanmig kiime degerli donii-
gimlerdir.
v € (0,v.] keyfi secilmig bir say1 olsun. Teorem 5.3.1 uyarinca, her ¢ €
[t., t*] icin
X: (6, V() C V() (5.3.18)
icermesi saglanir.
Her ¢t € (t.,t*], (t,x) € grV (+) igin @} (¢,2) C D,V (t,z) oldugundan,

75, (+) fonksiyonunun tanimlamgindan
DV (t,2) N [F; (t,z) + 7} (t,z) - B] # 0 (5.3.19)

olur. 0 < v < v, olarak secildiginden, 6nerme 5.2.5 uyarinca her (¢,z) €
grV () igin
r, (tz) <7, (tz) <.
egitsizligi gecerlidir. Buradan (5.3.19) uyarinca her ¢ € (i, t*], (¢,z) € grV (*)
icin
DV (t,z) N [F} (t,x)+ 7. B #0 (5.3.20)
oldugu bulunur. r € [r,,+o0) olsun. Her ¢ € (¢, t*], (t,z) € grV (-) igin

(5.3.20) uyarinca

DIV (t,z) N [F;(t,z)+r-B] #0 (5.3.21)

olur.

(5.3.21) ve teorem 1.3.7 uyarinca, grV () C [t.,t*] X R™ kiimesi, (5.3.8)
diferansiyel igermesine gore sola zayif invaryanttir. Yani keyfi (¢1,21) € grV (+)
noktasina kargilik, her ¢ € [t,, 1] igin z (¢) € V (t) olacak bicgimde bir z (-) €

X7 (t1,21) ¢Oziimii vardir. Onerme 1.3.8 uyarinca her ¢ € [t,, ] icin
V (t) C X] (654, V (t4)) (5.3.22)
olur. Onerme 5.3.2 uyarinca, her ¢ € [t,,t*] icin

h(XE (1, V (£)), XT (4, V () < 70 [1—exp< 1(t—t*)>] (5.3.23)

v
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esitsizligi gecerlidir.
(5.3.18), (5.3.22) ve (5.3.23) ifadelerinden
1
ROS (8, V ()Y @) < v [1-exp (— 6- )]
esitsizliginin saglandig: elde edilir.

Teorem 5.3.1 ve teorem 5.3.4 kulanilarak su teorem elde edilir.

Teorem 5.3.5. Keyfi bir ¢ > 0 verilsin. a > 0 (5.2.3) ile verilen say: ve

vy € (0,a) olsun. O zaman her v € (0,v (€)) ve her t € [t,,t*] icin
h(X5 (&8, V (1)), V(1) <e

esitsizligi saglanacak bigimde bir v (¢) € (0,v,) vardar.
Ozel olarak her (t,z) € 8 (grV () igin r%_(t,z) = 0 olacak bicimde bir

Vi € (0, ) varsa, her v € (0,v,] icin
H (8, V (t)) = grV ()

olur.

5.4 Genel Durum

V() : [to,0] = K (R™) kilme degerli doéniigimii ve € > 0 sayisi verilsin.
Bundan béyle V(-) kiime degerli doniigiimiiniin agagidaki kogullar1 sagladig

varsayilacaktir.

(A) V(-) kiime degerli doniigiimii siirekli, her ¢ € [to, 6] igin V(¢) C R™ kon-
veks ve int V (t) # 0 olsun.

Amag, € > 0 sayis1 ve (A) kogulunu saglayan V (-) kiime degerli doniigiimii

verildiginde, her ¢ € [to, 6] igin
(X (t;t0,V (o)), V(t)) <€
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olacak bigimde

i€ F () (5.4.1)

diferansiyel i¢ermenin bulunmasidir. Burada X (¢;t0,V (%)), (5.4.1) diferan-
siyel igermesinin (to,V (to)) baslangic kiimesinden ¢ikan, ¢ anindaki erigim
kiimesidir.

i=0,1,...,m—1ign

A=ty —1t (5.4.2)

olmak tizere I' = {tg < t; < ... < t, = 0}, [to, 0] aralgimin diizgiin pargalamg:
olsun.
i=01,...,micin V; = V(&) olsun. ¢ = 0,1,...,m — 1 i¢in V; (-) :

[t tiy1] = K (R™) kiime degerli doniigimi

t—1; t—1t;
Vit) = (1 - R I VAL A B ¥4 4.

© ( tip1 — ti) it tiy1 — b Vers (543)
ve W (+) : [to, 0] = K (R™) kiime degerli doniisiimi

W(t) = Vi(t) » t€ [titiva) (5.4.4)
V., | t=0

olarak tanmimlansin.
grW () = {(t, 2) € [to, 0] x R* |z € W ()} (5.4.5)

olsun.
(A) kogulundan dolayr : = 0,1,...,m — 1 icin Vi(*) : [t;, tia] — K (R?)
kompakt, konveks kiime degerli doniiglimdiir. Ayrnca ¢ = 0,1,...,m i¢in

int V;(t;) # 0 olur. O halde teorem 4.2.2 uyarinca agagidaki onerme dogrudur.

Onerme 5.4.1. Heri=0,1,...,m — 1 ve en az bir a > 0 says1 icin (5.4.3)

ile tanamlanmis Vi(+) : [t;, tiv1] = K (R™) kiime degderli dondigtiminiin
Wz() : [ti —a, b1 + a] xR* = K (Rn) (546)
a—konveks devams vardur.
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Bu 6nermeye gore her bir¢ = 0, 1,..., m—1 indisine kargihk, her ¢ € [¢;, ;1]
icin W;(t) = V;(¢) olacak bigimde o > 0 sayis1 ve W; () : [t; — o, tip1 + o —
K (R™) kompakt, konveks kiime degerli doniigiimii vardir. Ayrica her bir ¢ =
0,1,...,m — 1 i¢in W;(-) kiime degerli doniigiimii siireklidir. Tanimlamstan
dolay: her 1 =0,1,...m igin W(¢;) = V(¢;) = V; oldugu da agiktar.

a > 0, 6nerme 5.4.1 ile verilen say1 ve v € (0,a) olsun. 4 =0,1,...,m—1ve
(t,z) € [ti, tix1] X R™ igin W;(-), 6nerme 5.4.1 ile verilen kiime degerli doniigiim

olmak tizere
F,j () . [ti,ti+1] XxR* -5 K (Rn), (I)Izj () : [ti,ti+1] xR* - K (Rn)

kiime degerli doniigiimleri ve 7% (+) : [t;, tiy1] X R* — R” fonksiyonu

Fi(t,z) = —11; (Wit +v) — 4], (5.4.7)
i (t,z) = —% Wilt = v) — 2, (5.4.8)
1ift,2) = o (Fi(t,2), 8 (4,2)) (5.49)

olarak tammlansin. Bu doniigiimler yardimiyla (¢, z) € [to, 8] x R™ igin
F, (") : [te,0] x R* = K (R™), ®, (-) : [to,0] x R* = K (R")

kiime degerli doniigiimleri ve r,, (-) : [to, 0] xR™ — R" fonksiyonu, ¢ = 0,1,...,m—

1 olmak tizere

Fy(t,z) = { Fi(t,z) , (t,2) € [ti,tiy1) X R”
F,j"(t,x) . (t, 3’)) € {H} % R™

5oft.0) - { ®(t,0) , (42) € [t tir) X R? 5410

o (t,z) , (t,z) € {6} xR"

T (t x) — T,’;(t, $) ) (tv -'L") € [tiati—l-l) x R
v\ rm(t7 :E) ) (t, {1;) c {9} % R™

v
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olarak tanimlansin. Onerme 5.2.1 uyarnca F,(-), ®,(-) kiime degerli déniigiimleri

ve Onerme 5.2.4 uyarinca r,(-) fonksiyonu agagidaki kogullar saglar.

1. Herhangi bir i = 0,1,...,m, t # ¢; icin (¢,z) € [to, 6] X R™ noktasinda

stireklidir.

2.1=0,1,...,m— 1ligin (¢,z) € [to, 0] X R™ noktasinda ¢’ye gore sagdan

stireklidir.
3. (0,z) € [to, 6] x R™ noktasinda t’ye gore soldan siireklidir.

1
4. Her t € [to, 0] icin F,(¢,-), ®,(¢, ) kiime degerli doniigiimleri — , 7,(¢,-)
v

2
fonksiyonu — sabitiyle Lipschitz siireklidir.
v

b=max{bg, b1,...,bm—1}, b =max{|z| |t x)e€ grW;(-)}
olmak tizere, her (¢,z) € [t, 6] x R" igin,

max{Ifl] |7 € Bt:2)} < - O+ Jal),
max (o] | o € B,(6,2)} < = 6+ sl

r(tz) < 2(b+ )

A

egitsizlikleri saglanir.

(t, ) € [to, 0] x R™ olmak iizere

i € F,(tz), (5.4.11)

t € F,(t,z)+r,(tz)-B (5.4.12)

diferansiyel icermeleri verilmig olsun. X, C R", t. € [to, 0] olmak {izere,

X, (s, Xi), Xy r(te, Xi) sirasiyla (5.4.11) ve (5.4.12) diferansiyel icermelerinin
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t

z(t«) € X, baglangic kogulunu saglayan tiim ¢oziimleri kiimesi ve
Xo(t;te, Xi) = {2(t) e R™ | z(-) € Xu (s, Xi)},
Xop(t;te, Xi) = {z(t) e R* | z(-) € X, (8, X4},
H,(t., X.) = {(t,z) € [to,0] x R" |z € X, (t; ts, Xi) }
H,,(t.,, X)) = {(t,x) € [to,0] X R* |z € X,,(t; 84, X4)}
olsun.

Onerme 5.4.2. V() : [to,0] — K (R*), (A) kosulunu saglayan bir kime
degerli donigim, I' = {to <t1 < ... <ty =0}, [to,0] aralijinin dizgin bir
parcalanigs, V; (+), (5.4.3) ile verilen kime dederli donisim ve v € (0, «) olsun.
O zamani=0,1,...,m — 1 olmak tizere her t € [t;, ;1] icin

Xu(t) ti; V;) C V;(t) C Xu,r(t; tia V;)
icermesi saglanir. Burada o > 0, dnerme 5.4.1°de verilmis sayidar.

Onermenin kamit1 F,(-) kiime degerli doniisiimii, r,(-) fonksiyonunun ta-

nimlanigindan, teorem 5.3.1 yardimiyla elde edilir.

Teorem 5.4.3. V () : [to,0] — K (R"), (A) kosulunu saglayan bir kime
degerli dontigim ve T = {tg < t1 < ... <ty =0}, [to, 0] araliginin dizgin bir
parcalanigi ve v € (0, ) olsun. W(-), (5.4.4) ile verilmis kime degderli dénisim

olmak tzere her t € [tg, 0] igin
X, (t;t0, W (t0)) C W(t) C X, (t;t0, W (t0))

ve

Hy(tO, %4 (to)) Cc grW () C Hy’r(t(], w (to))
icermeleri saglanir. Burada o > 0, dnerme 5.4.1°de verilmis sayudir.

Kanit. Kanit igin timevarim yontemi kullanilacaktir. ¢ € [tg, ¢1] olsun. W (¢p) =
Vo ve her t € [to, t1] icin W (¢) = V4(t) oldugundan Snerme 5.4.2 uyarinca, her
t € [to, 1] icin

X, (tto, W (o) © W (£) C Ko (tst0, W (%)) (5.4.13)
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icermeleri saglanir. (5.4.11) ve (5.4.12) diferansiyel icermelerinin, ¢; anindaki

erisim kiimeleri

X,} = X,,(tl;to,W(tO))a X,},,. - Xy,r(tl;to,W(t())) (5414)
olarak gosterilsin. Vi = W (¢;) = V (1) olduéundan (5.4.13) ifadesinden
X, cVi=W()cCX,, (5.4.15)

oldugu yazilabilir.
t € [t1,t2) olsun. W (t;) = Vi ve her t € [t1,1o] icin W (¢) = Vi (¢)

oldugundan 6nerme 5.4.2 uyarinca, her ¢ € [t, t9] i¢in
X, (61, W (1)) C W (t) C Xor(t5t1, W (t1))
olur. (5.4.15) uyarinca, her t € [t1, 5] icin
X, (411, X)) CW(8) C X, (581, X)) (5.4.16)
icermeleri saglanir. Her ¢ € [t1, t2] igin

Xy (511, X)) = X (611, X, (b3 t0, W (o)) = Xo (t5t0, W (t)),
Xu,r(t§ t1, Xz},r) = Xu,r(t§ t1, Xt/,r(t15 to, W (tO))) = Xv,r(t§ to, W (tO))

oldugundan, (5.4.13) ve (5.4.16) igermelerinden her ¢ € [to, t2] igin
X,,(t; to, W (to)) cWwW (t) C Xy,y-(t; to, W (to))

oldugu bulunur.

Simdi £ < m — 1 olmak lizere, her ¢ € [to, t] i¢in
Xu(t; to, w (to)) cW (t) C Xy,r(t; to, %4 (to)) (5417)
oldugunu varsayilsin. Bu varsayim altinda her ¢ € [tx, tx41] i¢in de

X, (t;to, W (o)) C W (t) C X, r(t;to, W (t0))
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icermesinin saglandig: gosterilsin. (5.4.11) ve (5.4.12) diferansiyel icermelerinin

(to, W (to)) kiimesinden ¢ikan, ¢; anindaki erigim kiimeleri
XF = X, (te; to, W (t0)), X,f,r = X, (te; to, W (%0))
olarak gosterilsin. (5.4.17) varsayimindan
Xk cw ) c X;, (5.4.18)

oldugu yazilabilic. W (tx) = Vi ve her ¢t € [tg,tr1] igin W (t) = Vi (¢¥)

oldugundan Gnerme 5.4.2 uyarinca, her ¢ € [ty, tx41] icin
Xyt te, W (t)) C W (t) C Xu (¢, W (1)) (5.4.19)
olur. (5.4.18) ve (5.4.19)uyarinca her ¢ € [tg, tx41] i¢in
Xy (t;t5, X5) C W () C Xop(t; 86, X5,) (5.4.20)
olacagi agiktir.

Xy (61, X5) = X (8 1k, Xy (a3 t0, W (20))) = X (¢ 0, W (o))
X (s te, X5) = Xo(tste, X (b 20, W (10))) = Xor (t5 10, W (t0))

oldugundan (5.4.20) igermesinden, her ¢ € [tk, tx41] igin
X, (t;to, W (t0)) C W (t) C Xy (t5t0, W (t0))

oldugu elde edilir. Istenen gosterilmistir. Bu durumda keyfi ¢ € [ty, 6] icin
X, (t;t0, W (t0)) C W(t) C X, r(t;t0, W (t0))

icermesi saglanir.
Buradan

H,(to, W (to)) C grW () C Hyy(to, W (to))
igermesinin de saglanacagl agiktir.
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Herhangi bir v > 0 icin
r® = max {rf,(t, )| (t,z) € grVi (1)},
r, = max{r,|i=0,1,.,m—1} (5.4.21)

olarak alinsin. W (-) kiime degerli doéniigiimiiniin tanimlanigindan énerme 5.2.5

uyarinca vy < v ise, her (¢,z) € grWW (-) igin
oy, (t, ) <7y, (t, %) (5.4.22)
egitsizligl saglanir. O halde v; < v, iken
Ty S Toy

olur.

a > 0 onerme 5.4.1 ile verilen say1 olsun.
v, € (0,) (5.4.23)
olarak secilsin. 7, (5.4.21) ile verilen say1 olmak tizere
Te =Ty, (5.4.24)
ile gosterilsin. (5.4.22) egitsizligi uyarinca, her v € (0,v] ve (¢,z) € grW (-)
icin
r(t,x) < 74 (5.4.25)

esitsizligi saglanir. Buradan itibaren v, (5.4.23) ve r,, (5.4.24) ile belirlenmig

sayilar1 gosterecektir.

Onerme 5.4.4. V() : [to,0] — K (R"), (A) kosulunu saglayan bir kime
degerli dontsim, T' = {tg <ty < ... <ty =06}, [to,0] aralifinin dizgin bir
parcalanigi ve T € [y, 00) olsun. 1 =0,1,...,m—1 ve V;(-), (5.4.3) ile verilen

kiime degerli dontigiim olmak tizere, her v € (0,v.] ve t € [t;, t;v1] icin
1
(X, (t: 6,V (t:)), Vi(t)) < rv [1 — exp (—;(t - tz)>]
esitsizlige saglanar.
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Onermenin kamit1 F}(-) kiime degerli déniigiimiiniin tanimindan teorem

5.3.4 yardimiyla elde edilir.

Teorem 5.4.5. V (-) : [to,0] = K (R"), (A) kosulunu saglayan bir kime
degerli dondsim ve r € [r.,00) olsun. W(-), (5.4.4) ile verilen kiime degerli

dénisim olmak tzere, her v € (0,v,] ve her t € [ty, 0] icin
(X, (t;t0,V (t0)), W(t)) < rv [1 — exp (—%(t — to))} (5.4.26)
esitsizligi saglanar.
Kanit. Keyfi r € [r,, 00) sayist segilsin.
F={to<t; <...<ty, =20},

[to, 0] araliginin diizgiin bir parcalanigi olsun. Keyfi bir ¢, € [to, 6] segilsin.
t. = to ise (5.4.26) esitsizliginin saglanacag1 aciktir. . € (%o, 6] olsun. O halde
te € (g, tr+1] olacak bicimde bir £ = 0,1,...,m — 1 vardir.

Her t € [to,t1] icin W(¢) = Vo(t) oldugundan énerme 5.4.4 uyarinca, her
t € [to, t1] icin

h (X (t: 1o, V (), W(2)) < o [1 ~ exp (-% (t — to))] (5.4.27)

oldugu elde edilir. (5.4.11) diferansiyel igermesinin ¢; anindaki erigim kiimesini
XY = X,(t1;t0,V (to)) ile gosterilsin. W (t;) = Vi(t1) = V(t1) oldugundan,
(5.4.27) uyarinca

h(X,,V(t)) <rv [1 — exp (—% (t, — to))] (5.4.28)

oldugu bulunur.
Her t € [t1,1s] icin W (t) = Vi(¢) oldugundan &nerme 5.4.4 uyarinca, her
t € [ty, 15] icin

b (Xt 41, V(82)), W(H) < v [1 ~ exp (% (t— tl))] (5.4.29)
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esitsizligi saglanir. Sonug 5.3.3 uyarinca, her t € [t1, ¢5] icin

B (X, (1, ViR), X, (541, X2)) < A (V(8), X2) exp [ L —tl)}

14

olur. Buradan ve (5.4.28) esitsizliginden

h (X (6, V(t)), X, (641, X)) < v [exp (—% (t - tl))

DT

oldugu bulunur. ¢ € [t1,tq] i¢in X, (t;¢1, X}) = X, (%0, V(¢)) oldugundan
(5.4.29) esitsizliginden, her ¢ € [ty, t5] igin

h (X, (tt0, V(t0)) , W (1)) < B (X (520, V(%)) , Xo (821, V(1))
+ h (X, (§t1,V(t1)), W (2))

< {1 — exp (—% (t - to))}

Simdi her ¢ < k ve her ¢ € [t;_1, ;] icin

oldugu elde edilir.

h (X, (tto,V (t0)), W (t)) < rv -1 — exp (—-i— (t— t0)>— (5.4.30)

esitsizliginin saglandigini varsayilip, ¢ € [tg, tg+1] i¢in

B (X, (540, V (b)), W (1)) < o |1 — exp (—% (t to))- (5.4.31)

egitsizliginin saglandig1 kanitlanacaktir.

(5.4.11) diferansiyel igermesinin ¢; anindaki erigim kiimesi
XF = X, (tx; to, V (o))
ile gbsterilsin. W (t) = Vi(tx) = V(i) oldugundan, (5.4.30) esitsizliginden
h(XE V() <rv [1 — exp <—% (ty — t0)>] (5.4.32)

oldugu elde edilir. Her ¢ € [t, tg41] icin W(t) = Vi(¢) oldugundan &nerme
5.4.4 uyarinca, her ¢ € [tg, tg+1] i¢in

b (X0 (t: 1,V (8)), W (£)) < rv {1 — exp (-% (t - tk))] (5.4.33)
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egitsizligi saglanir. Sonug 5.3.3 uyarinca, her ¢ € [tx, txy1] icin
1
h (X,, (t; tk, V (tk)) ,X,, (t; tk,X,lf)) S h (Xf, Wc) exp (—; (t - tk)>

olur. Buradan (5.4.32) esitsizligi uyarinca

h(X, (&8, V (t), X (5, XF)) < 7o [exp (—% (t— tk))

)

oldugu bulunur. Her ¢ € [t, tg41] i¢in X, (¢ts, XE) = X, (t;t0,V (%)) oldu-
gundan, (5.4.33) uyarinca her ¢ € [tg, tx+1] icin
h (X (tt0, V (t0)) , W (1)) < b (X, (t%0, V (20)) , Xu(t; ti, V' (t)))
+ B (Xo (26, V (8)), W (1))
<rv|l—exp (—l (t — t0)>
v

oldugu elde edilir. Yani

h (X, (t;to,V (t0)), W (t)) < rv -1 — exp (—% (t— to))- (5.4.34)

esitsizliginin saglandigy bulunur. Boylece (5.4.31) egitsizligi kanitlanmigtir.

(5.4.34) esitsizliginden ¢, € [ty, tx41] igin

h(X, (teto, V (to)), W (t,) < rv [1 — exp (—% (t — to))]

olur. t, € [to, 4] keyfi secildiginden her ¢ € [to, 8] icin

1
BtV ()W) < 7 [1 = exp (26— 0) )
egitsizligi saglanir. Teorem kanitlanmig olur.

Teorem 5.4.5 yardimiyla gu énerme kanitlanabilir.

Onerme 5.4.6. € > 0 sayist verilsin. V () : [to, 8] = K (R™), (4) kosulunu

saglayan bir kime dederli dontisim olsun. W (-), (5.4.4) ile verilen kiime degerli
déntgim olmak dzere, her v € (0,v ()] ve her t € [to, 0] igin

€

h(Xu(t; to, V (t0>)7 W(t)) < 5

esitsizligi saglanacak bicimde bir v (€) € (0, ) vardar.
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Kanit. v, € (0,) olsun. r, > 0 (5.4.24) ile verilen say1 olmak iizere r €

[74, 00) olsun. v (¢) < min {1, Vs, 567:} olarak secilsin. Teorem 5.4.5 uyarinca

her v € (0, v ()] ve her ¢ € [¢o, 0] i¢in

(X, (& 1o, V (t)), W () < rv [1 — exp (-%(e _ to))] (5.4.35)

0< [1 — exp (—%(9 ~t0)>} <1

oldugundan (5.4.35) uyarinca

olur.

h(X,(t;t0,V (%)), W(t)) < rv (5.4.36)

esitsizligi saglanir. v (g) < 23 oldugundan, (5.4.36) esitsizliginden her v €
r

(0,v (g)] ve her ¢ € [ty, 0] igin

h(X,(t;t0, V (0)), W(t)) <1v < 1w (e) <

N ™

oldugu bulunur.

Teorem 5.4.7. ¢ > 0, 0 (¢) onerme 5.1.1 ve v (¢) dnerme 5.4.6 ile verilmis
saylar, V (+) : [to,0] — K (R") dondgstimi (A) kosulunu saglayan bir kime
degerli dontsim olsun. Her v € (0,v (€)] sayist ve [to, 6] araliginin A < o (g)
kosulunu saglayan her T' = {tg < t; < ... <ty = 0} dizgin parcalanist ve her
t € [to, 0] igin

(X, (t;t0, V (1)), V(1)) <&

olur. Burada A =t;1 —t;,1=0,...m — 1 olarak tanimlanan sayidor.

Kamit. ¢ > 0 sayis1 verilsin. Onerme 5.1.1 uyarinca [to, 6] arahginim A < o (¢)

kogulunu saglayan her
F={th<t1 <...<tpm =10}
diizgiin pargalang: ve her ¢ € [to, 6] igin

(5.4.37)
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olur. Onerme 5.4.6 uyarinca her v € (0, v (¢)] ve her ¢ € [to, §] icin

(X, (t;to, V (to)), W(2)) < (5.4.38)

DN ™

oldugu elde edilir. (5.4.37), (5.4.38) esitsizliklerinden her v € (0,v ()] ve her
t e [to, 0] icin

WX, (t5t0, V (b)), V (2)) < A(X, (520, V (20)), W(2)) + R(W(2), V() < €
oldugu elde edilir.

Onerme 5.1.2 ve teorem 5.4.5 kullanilarak su teorem kanitlanabilir.

Teorem 5.4.8. V (-) : [to,0] — K (R"), (A) kogulunu ve L sabitiyle Lipschitz

kosulunu saglayan bir kume degerli donisim olsun.
F={to<ti<...<typ =20},

[to, 0] araligumen bir dizgin parcalamst ve ro > 0 (5.4.25) ile tansmlanan say:

olsun. Keyfi v € (0,v.] ve r € [ry,00) sayist ve hert € [to, 0] icin
MOtV ) V) S 1Aty [1—exp (<2010

esitsizligi saglanar.

V(-) kiime degerli doniigiimiiniin siirekli, her ¢ € [to, 6] icin V() C R™
konveks, kompakt kiime oldugu, ancak her ¢ € [to, 8] icin int V (t) # 0 olmadig:
durumda da teorem 5.4.7 dogrudur. Bu durumda teoremi kanitlamak icin bir

onerme kanitlanacaktir.

Onerme 5.4.9. X, C R*, Y, C R" kompakt kiimeler olsun. Keyfi v € (0, v4]
sayse ve her t € [ty, 0] igin

1
(X, (t;t0, X.), Xu(t; 0, Ya)) < B(X,,Y.) exp (—;(t — to)) (5.4.39)
esitsizligi saglanar.
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Kamt. v € (0,v,] ve
F={th<t1<...<tp =20}

[0, 8] araliginin bir diizgiin pargalamig olsun. Keyfi ¢, € [to, 0] secilsin. ¢, = tg
ise (5.4.39) esitsizliginin saglandigl agiktir. ¢, # tp olsun. Bu durumda ¢, €
(tk,tx+1] olacak bigimde bir ¥ = 0,1,...,m — 1 vardir. (¢,z) € [tg, ;] X R®
i¢in F,(t,z) = F(t,z) olarak tammlandigindan, sonug 5.3.3 uyarinca, her

t e [to,tl] icin
h(XV(t, %o, X*), X,,(t; to, Y;)) < h(X*, Y;) exp (—-i—(t - to)) (5440)

esitsizligi saglanir.

(5.4.11) diferansiyel icermesinin, (ty, X,) ve (o, Y:) kiimelerinden ¢ikan, ¢;
anindaki erigim kiimelerini sirasiyla X! = X, (t1; %0, X,), Y.} = X, (t1; %0, Ya) ile
gosterilsin. (5.4.40) esitsizliginden

h(X;,Y)) < h(X.,Y.)exp <—%(t1 — to)) (5.4.41)

oldugu elde edilir.
(t,z) € [t1,t2) X R" i¢in F,(t,z) = Fl(t,z) oldugundan, sonug¢ 5.3.3 ve
(5.4.41) egitsizliginden her ¢ € [t1, %5] icin

1
h(X, (s to, X1), X (t5%0, V) < R(XLY))exp <—;(t — t1)>

< h(X*,m)exp( 1(t—t0)) (5.4.42)

v
egitsizligi saglanir.

Her t € [tl, tz] 1(;11'1

X, (t;to, X1) = X, (t;t0, X.), X, (t;t0,Y)) = X, (¢ to, Ya) (5.4.43)
oldugu agiktir. (5.4.42) ve (5.4.43) uyarinca, her ¢t € [¢1, 5] igin

R(X, (& to, X.), Xo (t: o, Y2)) < h(X.,Ys) exp (—%(t _ to)) (5.4.44)
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oldugu bulunur.

i <k ve her ¢t € [t;—1,1;] igin
B(X, (8 to, X.), X, (0, Y2)) < h(Xa, Ya) exp (—%(t - to)) (5.4.45)
oldugu varsayisin. Simdi her ¢ € [tx, tg11] igin
R(X, (& o, X.), X, (£ o, o)) < h(X., Y.) exp (—%(t - to)) (5.4.46)

egitsizliginin saglandigi kanitlanacaktir.
(5.4.11) diferansiyel igermesinin (to, X.) ve (to,Y,) kiimelerinden gikan t
anindaki erigim kiimelerini sirasiyla X¥ = X, (t;t0, X.), YF = X, (tg; %0, Ys)

ile gosterilsin. (5.4.45) esitsizliginden dolay:

h (XS, YF) < h(X,,Y.)exp (——i—(tk — to)) (5.4.47)
olur. (¢,%) € [tk, t+1] X R™ icin F, (¢, z) = F¥(¢, z) oldugundan, sonug 5.3.3 ve
(5.4.47) esitsizliginden, her t € [tg, tx41] icin

A(X, (b0, X5), X, (840, YF)) < Rh(XEYF)exp (—%(t - tk)>

< h(X*,Y;)exp( 1(t-to)) (5.4.48)

v
oldugu elde edilir. Her ¢ € [ty, tx41] igin

Xo(tto, XF) = X, (4510, X)), Xo(t3t0, YY) = X (8540, Vi)
oldugundan, (5.4.48) esitsizliginden, her ¢ € [, tx11] icin

R(X, (8o, X.), X, (t 80, Y.)) < h(X.,Y.) exp (~%(t - to))

oldugu sonucuna ulagilir. Bir bagka deyigle (5.4.46) kanitlanmigtir. Buradan

her ¢ € [tg, tg41] igin
1
h(XV(t7 tO) X*)7 XV(ta tO) Y:k)) S h(X*, Kk) €xXp (_;(t - tO))
ve Ozel olarak

1
h(Xu(t*a t07 X*)7 Xu(t*; tO, 1/*)) S h(X*, }/*) exXp <_;(t* - tO))
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egitsizliginin saglandigy gorlilmig olur. ¢, € [to, 6] keyfi secildiginden kanit
tamamlanmigtir.

Simdi V (+) : [to, 8] — K (R™) kiime degerli doniigiimiiniin agagidaki kosulu
sagladig1 varsayilacaktir.

(B) V(:) : [to,0] — K (R™) siirekli, konveks degerli kiime degerli doniigiim

olsun.

(B) kogulunda (A) kogulundan farkh olarak V¢ € [to,6] i¢in int V (t) # 0

olmasi istenmemektedir. Bu durumda da her ¢ € [, 6] icin
h(X(t; to, V(to)), V(t)) <eg
egitsizligini saglayan
i € F (t,x)
diferansiyel igermesi bulunabilir.
v > 0 says1 verilsin. ¢ € [, 0] igin

Vo(t) ={z € R"|d (2, V(1)) <7}

olarak tanmimlansin. V, () kiime degerli doniigiimii siireklidir, her ¢ € [to, 0] igin
V,(t) C R™ konveks, kompakt kiimedir ve int V., (¢) # 0 olur. Yani V, (-) kiime

degerli doniisiimii (A) kogulunu saglar.

Teorem 5.4.10. ¢ > 0 saysy verilsin. V (-) : [to,0] — K (R™) kime degderli
dontstimini (B) kogulunu saglasin. Her v € (0,v ()] sayist ve [to, 0] araliginin
A < o (g) kosulunu saglayan her I' = {ty < t; < ... < tp = 0} dizgin parca-
lamgina karsilik her t € [ty, 0] igin

h(X,(t;t0,V (t0)),V(t)) <e

esitsizligi saglanacak bigimde bir v(e) € (0,a) ve o(e) > 0 sayist vardr.
Burada A = t;1—t;, 1 =0,...m—1 olarak tamwmlanan sayr ve X (t;to0, V (to)) ,
(5.4.11) diferansiyel icermesinin (to,V (to)) baslangi¢ kimesinden ¢ikan, t a-

mindaki erigim kumesidir.
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Kamt. v = % olsun. V, (-) kiime degerli doniigiimii (A) kosulunu sagladi-
gindan teorem 5.4.7 uyarinca her v € (0,v ()] sayist ve [to, 6] arahgmmin A <
o (&) kogulunu saglayan her I' = {¢o < ¢ < ... < tp, = 0} diizgiin pargalanigina
kargilik her ¢ € [to, 6] icin

h( X, (t; to, Vess(to)), Vesa(t)) < (5.4.49)

wil

esitsizligi saglanacak bicimde bir v (¢) € (0, &) ve o () > 0 sayis1 vardur.

h(V./3(to), V(to)) = g

oldugundan, 6nerme 5.4.9 uyarmca her ¢ € [to, 8] igin

1
h(X,,(t, t(), V;/g(to)), X,,(t, to, V(to)) S %exp (—;(t - to)) S % (5450)
egitsizligi saglanir.
Her t € [to, 0] igin
€
WVers(8), V(2) = 3 (5.4.51)

oldugu agiktur.

(5.4.49) - (5.4.51) esitsizliklerinden her v € (0,v ()] ve A< o (¢) kogulunu
saglayan her T' = {to < t1 < ... <ty = 0} diizgiin pargalamgina karsilik, her
t € [to, 0] i¢in

h(XV(t; to, V(to))a V(t)) < h (Xu(t; to, V(to)), X,,(t; th 5/3

+ h(X, (t; to, Vesa(to)), Vess(t)) + h(Vey ( )

+<v

IA /-\
Wl ™ \_/
w| M

+
wl M

esitsizliginin saglandig elde edilir.
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