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SIMGELER. DizZiNi

0 : Bog kiime

N : Dogal sayilar kiimesi
Z : Tam sayilar kiimesi
R : Gergel sayilar kiimesi

P(X) :X in kuvvet kiimesi

U(x) : = noktasimin komsuluklar ailesi
A : A nin kapanisi

A° : A nin 1¢l

< . Incelik

st(A,U) : A nin U ya gore yildiz1
u* - U ailesinin yildiz1
Ax : X kiimesinin kdsegeni

UD <V : U ailesi V ailesinin delta inceligi



1. ONBILGILER

Bu boliimde gerekli bazi temel tamm ve teoremler verilmistir. Onerme

niteligindeki ifadelerin kanitlarina girmeden kisa hatirlatmalar yapilmistir.

Tanmim 1.1 X bos olmayan bir kiime ve 7 da X in alt kiimelerinin bir ailesi
olmak tizere, T asagrdakr ozellikler: sajlasin:
(i), Xer
(ii) 7 dan alman her sonlu sayrda elemanlarin kesisimi T ya aittir; yani
V{A},e; ©7 (I sonlu bir indis kimesi ) igin
NA e
iel
olsun.
(iii) 7 da alnan her sonlu ya da sonsuz sayrda elemanlarin birlesimi T ya

aittir; yani ¥ {A;}._, C 1 (I herhangi bir indis kiimesi ) igin
thiel =
U Ai S
el

olsun.

Bu takdirde T ya X iizerinde bir topoloji ve (X,7) thilisinede bir topolojik
uzay denir. T nun elemanlarna agik kimeler, agik kiimelerin timleyenlerinede
kapalh Rimeler denir.

X topolojik uzaymmda e X alabm. Eger X in bir U alt kimesi, ©
noktasina iceren bir V. agk kiimesini igeriyorsa, U ya = in bir komgulugu

denar; yani
U, x noktasmn bir komsulugudur & 3V €7 s xeV CU

dar.
Bir topolojik uzayda bir © noktaswmn tim komguluklar ailesini U(x) ile

gosterecefiz.
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X topolojik wzayinda her z € X ig¢in x noktasine kapsayan X uzayin
her agik alt kimesine x noktasinan bir agik komsulugu denir.

A, X topolojik uzaynan bir alt kimest olsun. A kimesinin tim kapaly st
kiimelerinin arakesitine A man kapamge denir ve A ile gosterilir.

A, X topolojik uzaywman bir alt kiimesi olsun. A kimesinin iginde kalan
tim agk kumelerin birlesimine A kimesinin i¢i denir ve A° ile gosterilir.

(X,7) lopolojik uzaymmda A C X herhangt bir alt kimesi olsun.
Ta={ANU : U €T}

olarak tanamlanan, A mn alt kimeleri ailesi A tzerinde bir topolojidir. Bu
topolojiye A tizerine indirgenmig topoloji ve (A,T4) topolojik uzayima (X, T)

wzayran bir all uzayr denar.

Tamm 1.2 (X 1) bir topolojik uzay ve X in {A;}, ., olt kimelerinin
bir ailesi olsun. Ejer X = i%JIAi ise {Ai}ic; atlesine X uzayiman bir ortisi
denar,

Viel igin Ay kimeleri X uzaymmn agik alt kiimeleri ise, {4}, , aile-
sine X uzayeman bir agik 6rtisd denar.

Viel igin A; kimeleri X uzaywiman kapalv alt kimeleri ise, {A;}.,
ailesine X uzayran bir kapaly 6rtisi denir.

vJ C I sonluise, X uzaynin { Ai}ie , Ortistne X wzayimn bir sonlu
dridisii denar.

{Ai}ies ailesinin bir alt ailest X uzaywma orterse, bu alt aileye verilen

ortiingin bir alt értist denir.

Tamm 1.3 (X,7) bir topolojik uzay ve A C X olsun. Ljer A= X
ise, A alt kimesine (X, 1) topolojik uzayinda yoJundur denir.
Bir topolojik wzayn sayplabilir yojun bir alt kiimesi varsa, bu uzaya ayrila-

bilir uzay denir.

Tamm 1.4 (X, 7) bir topolojik uzay ve B C T olsun. Eger her agik

Liime B man baz elemanlarman birlesimi seklinde gosterilebiliyorsa;  yani



VG erT igin
G=|JB
BebB

ise, B ailesine 7 topolojist igin bir tabandir denir.

Tamm 1.5 (X, 7) bir topolojik uzay ve x € X olsun. Eger her U e U(z)
win 3V € B(xz) > VCU 1ise, B(x) ailesine (X,7) topologik uzayinda

noktasinin bir yerel tabant veya komguluklar tabant denir.

Tamm 1.6 (X 1) bir topolojik uzay olsun. Eger her x € X noktasimn
saylabilir bir komguluklar tabane varsa, X uzaywna birinci saylabilir uzay

denir.

Tamm 1.7 (X, 1) bir topolojik uzay olsun. Efer T topolojisinin saylabilir

bir tabant varsa, X uzaymna tkinci sayilabilir uzay denir.

Tanim 1.8 (X,7) bir topologik uzay olsun. Her z ye X (z #y) igin,
JU e L{(;)’;) sygU veya IV el(y) sz gV ise, yant bu noktalardan
en az birinin difer noktayr icermeyen bir komsulugu varsa, (X,7) uzayna

To — uzayn denir.

Tamm 1.9 (X,7) bir topolojik uzay olsun. Her z ye X (z #v) igin,
JUelU(z) >yg¢U ve IVeU(y) sz ¢V ise yan bu noktalarin her
birinan, diger noktaye icermeyen bir komgulugu varsa, (X, 7) uzaymma Ty —

wzayr denir.

Tanun 1.10 (X, r) bir lopolojik uzay olsun. Her zye X (= #y) i¢n,
U eUd(z) ve IVEUly) sUNV =0 ise, (X,7) uzayma Ty — uzay

veya Hausdorff uzay denir.

Tanmmm 1.11 (X, 7) bir topologik uzay olsun. X wuzaywman I herhangi
bir kapaly alt kimesi ve ¢ ¢ F kogulunu saglayan bir z € X noktast ve-
rildiginde, FCcU,ze€V ve UNV =10 olacak sekilde U ve V agik all

kiimelert varsa, (X,7) topolofik uzayina regiiler uzay denir.
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Onerme 1.12 (X,7) topolojik uzaymin regiller uzay olmast igin gerek
ve yeler kogul her ¢ e X noktast ve © in herhangi bir U komsulugu ve-
rildijinde, €V CcV cU olacak gekilde = in bir V komsulugunun var-

lipdar,

Tanim 1.13 (X, 7) bir topolojik uzay olsun. Eger her kapah  F c X
ve e X (g lF) wginbir f:X — [0,1] strekli fonksiyonu flr) =0 ve
[(F) =1 saglayacak sekilde bulunabiliyorsa, bu (X, 1) wzayma tam ;'c_(}’flilcr
uzay denir.

(X,7) topologik uzayr tam regiler ve Ty wzay 1se, (X,7) wuzayma

Tyconoff uzayr veya Ty1 uzayr denir [1].

Tamm 1.14 (X 7) bir topolojik uzay olsun. X uzayrmn verilen herhangi
A ve B ayrik kapalr alt kiimeleri igin A c U ve B c V kosulunu saglayan
U ve V ayrk agk kimeleri varsa, (X,7) topolojik uzayina normal uzay

denar.
Onerme 1.15 Normallik sirekli kapah donistumler altinda mvaryantir.
Onerme 1.16 Sira topolojine gore iyi sirah her kiime normal uzaydur [2].

Onerme 1.17 (X,7) Hausdorff uzaymun normal olmas: igin gerek ve
yeter kosul her A B C X (AN B =0) kapal kimeleri igin, f(A) = {0}
ve f(B)= {1} kosulunu saglayan bir f:.X —[0,1] strekli fonksiyonunun

varligudar.

Tanum 1.18 (X, 7) topolojik uzayimn her agik Ortisinin sayilabilir bir

alt oriust varsa, X uzayma Lindeléf uzay denir.

Tanun 1.19 (X, 7) Hausdor(] lopologik uzaymmn her agik: ortdisiinan sonlu

bir alt ortist varsa, X uzayina kompakt uzay denir.

Anadolu Universitet
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2. PARAKOMPAKT UZAYLAR

Parakompaktlik ilk kez 1944 'de Dieudonné tarafindan kompakthigin dogal
bir genellestirilmesi olarak verilmigtir. Bu kavram A.H.Stone tarafindan her
metrik uzayin parakompakt oldugunun gésterilmesi ile daha biiyiik énem kazan-
mig ve bu sonu¢ Bing, Smirnov ve Nagata tarafindan Genel Metriklenebilme

Teoreminin ispatinda kullanilmigtir.

Parakompakthik tamimi verilmeden &nce bunun igin gerekli olan &zel tip

ortiilerle ilgili baz1 tanimlar verilecektir.

Tamm 2.1 X bir kiimeld ve V bu kimenin ki ortisd olsun. YU e U
icin. AV €V 2U C V oluyorsa,U értisine V oOrtiusinin bir incelifi denir

ve Y <V ile gosterilir.

Tanim 2.2 (X, 7) bir topolojik uzay ve Y C P(X) olsun. Lijer Vo e X
noktasuun en az bir komsulugu U nun en fazla sonlu sayida elecmant ile ke-
sigiyorsa, U ailesine yerel sonly aile dendr; yani Vz e X ig¢in IN € U(x)
komsulugu var ve en fazla sonlu sayrda U e U igin NNU #( e, U aile-

sine yerel sonludur denir.

Tamm 2.3 (X, 1) bir topologik uzay ve Y C P(X) olsun. Ejer vo e X
noktast U ailesinin sadece sonlu saynda elemaniman iginde kalworsa U ailesine
nokta sonlu aile denir; yani Vx e X igin g e U olacak sekildcki [T € U

Etiimeler: sayst sonlu ise, U ailesi nokta sonludur denir.

Tanun 2.4 (X,7) bir topolojik wzay ve U C P(X) olsun. [ger her
bir U, yerel sonlu aile olmak dizere U = .OleZ/{,- seklinde yazlabiliyorsa, U
7=
allesine g — yerel sonlu aile denir.
Onerme 2.5 (X,7) birtopologik uzayve {A, : s € S} X in alt kimeleri

nin yerel sonlu bir ailesi ise, {718 TS E S} ailesi de yerel sonludur.

S



Kanit. z € X herhangi bir nokta olsun. {As : s € S} ailesi yerel sonlu

oldugundan en fazla sonlu sayida s ¢ § (s = s1,82,...,8,) Igin

UNA, #0

olacak sekilde 3/ € U(z) agik komsulugu vardir. Buradan en fazla sonlu
sayida s €S (s=s,8y,...,5,) Igin
UNA,#0

olur. O halde, {ZS i s€E S} ailesi de yerel sonludur.l

Onerme 2.6 (X, 1) bir topolojik uzay ve {As : s € S} X n alt kimeler:

nin yercl sonlu bir ailesi 1se, U {_/L = S} =U{4, : s€ S} dir. Bunun

sonucu olarak, kapal kiimelerin yerel sonlu bir ailesinin birlesimi de kapalider.

Kamt. Her s S igin 4, cU{4, : s € S} oldugundan U {4, : s € S}
C U{4, : s€ 8} di.

Diger yandan z € U{4, : s € S} olsun. Her U € U(x) igin U N (U{A, :
s€ S})#0 dir. {A,:se€ S} ailesi yerel sonlu oldugundan sonlu sayidaki A,

lerin haricindeki A, ler igin
UnNnA,=10
olacak sekilde 3, € Y (7:) varcdir. Buradan,

u,n U{A‘* DS F 81,8, 8 =10

dolayistyla

T ¢ U{A*’ - # 81,89, e, Sn }

pe| J{As:se Sy =J{As 1 i=1,2,.,n} U[J{4s : s# 51,50, 50}



oldugundan

relJ{4s i=12,n) = J{As s i=1,2,..,n)

dir. Buradan en az bir ke {1,2,..,n} i¢in zcA
zel {;1‘, = S} elde edilir.

o ) dolayisiyla

Tamm 2.7 Bir (X ,7) Hausdorff topologik uzaywn her agik ortisindn
yerel sonlu agik incelifi varsa, (X,7) topolojik wzayna parakompakt uzay

denar,

Agiktar ki, her kompakt uzay parakompakttir. Fakat tersi dogru degildir.
Ornegin, sonlu olmayan bir ayrik uzay igin tim tek nokta kimelerinin ailesi
yerel sonlu agik Ortidir ve her agk ortinin incelifidir; bu nedenle sonlu ol-
mayan ayrik uzay kompakt olmayan parakompakt uzaydir. Baska bir drnek;
bilinen topoloji ile R kompakt olmayan parakompakt bir uzaydir. R nin bir
agtk ortisic {G,:s€ S} olsun. SEJSGS =R ve aym zamanda R = nLEJZ[n,
n+ 1] dur. Dijer yandan Vn € Z igin [n,n+ 1] aralgr kompakt, SLGJSG'S D

[n,n + 1] oldugundan bu araliklarin her birini sonlu sayida Gg"') kimeleriyle
ortebiliriz. O zaman, tim G™ N (n—1,n+2) agik kimelerin ailesi {G, :
s € 8} mn yerel sonlu agik inceligi olur. Bu nedenle R parakompaktter.

Daha sonra, genel olarak tiim metrik uzaylarin parakompakt. oldugunn
gorecegiz. Dolayisiyla kompakt olmayan her metrik uzay, kompakt olmayan
parakompakt uzaydir. Ayrik metrikle sonlu olmayan her uzay, kompakt ol-

mayan parakompakt uzaydir.
Teorem 2.8 Parakompakt uzaylarm kapal alt uzaylar parekompakitir [3].

Kanit. (X,7) bir parakompakt uzay ve A, (X,7) uzaymin herhangi bir
kapali alt kiimesi olsun. A kiimesi {izerinde alt uzay topolojisini tanimlayalim.
(A, 74) all topolojik uzayr 7, = {UNA:Ue 7} seklinde tanimhdir. (A, 74)
uzaymin Hausdorff oldugu agiktir. ¢, (A,74) nin acgik bir értiisii olsun. Alt

uzay topolojist tanimindan dolayir YU € ¢/ igin

U=AnVU

aAnadolu Universitesy
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olacak sekilde 3V, € 7 vardir. VY = {Vy :U eUU}U{X\A} olsun.V, (X,7)
nun bir agk ortisidiir. (X, 7) parakompakt oldugundan V nin agik yerel
sonlt bir W inceligi vardir. Simdi kolayca gériilir ki, {AnW . WeWw}
ailest de A nin yerel sonlu agik értiisiidiir ve U nun da bir inceligidir. O halde

(A,74) kapal alt uzayr da parakompakttir.l
Teorem 2.9 Her Hausdorf}, regiiler, Lindeldf uzay parakompakttir.

Kamt. X Lindelsf uzayimin bir agik értiisti V olsun. X regiiler bir uzay

oldugundan Onerme 1.14 den vz € XveV, €V igin

zelU,cU,CV,

olacak sekilde 3JU, acik komgulugu vardir. X Lindelsf uzay oldugundan
her agik ortiiniin sayilabilir bir alt értist vardir. X uzaymmn {U,} . ack
ortiisiiniin sayilabilir bir alt értisit olarak {U, };0, ailesini alahm. § =1,2, ...
1¢in

W; = Ve \(Uz, WU, U ... UT,, )

kitmeleri aciktir ve 4(z) , Vz € X igin

eV,

Ti(z)
kosulunu saglayan en kiiciik tam say1 olmak tizere
2 € Vauo \(Uz, UU, U .. UT )

b . . w . M . LT EESNK IS e
oldugundan 2 € Witz olur. Boylece {Wi}i=1 allesi X uzayimn bir értiisiinii

olugturur. VW, € {I’Vi}zl i¢in
W; C Vg,

olacak sekilde 3V,, € V vardir. Buradan gorilurki {W;}22, ortiisil V ortisit

niin inceligidir. 4§ > j i¢in

U,, NW; =0



oldugundan {W;}2, ortusi yerel sonludur. Boylece her Hausdorff, regtiler,

Lindelof uzay parakompakttir.ll

Tamm 2.10 U, X topolojik uzayimin alt kimelerinin bir ailesi olsun.
Vo e X igin x in en az bir komsuluju U nun en fazla bir éjesi ile kesisi
yorsa, U ya ayrik aile denir. Ayrik ailelerin sayiabilir birlesimi olan bir aileye

de o — ayrmk aile denir.

Teorem 2.11 (Stone Teoremi Bakiniz [4]) Metriklenebilir bir uzayin her

agik drtisinin hem yerel sonly hemde o-ayrk bir agik inceligi varder.

Kamt. X metriklenebilir bir uzay ve 3/ = {Us}ses X uzaymn bir agik
ortiisii olsun. X uzayinin metrigini p ve S damgalayan kiimesini de “<” bagin-
tistyla iyl sirali kiime olarak alahm. Timevanimla V; = {V;;} o ailesini style
tanimlayalim:

V,: > asagidaki siralanan kosullan saglayan éyle ¢ e X ler icin
Vii= U Ble,~)
e+ (e, 2t
olsun ki;

(1) s, ¢ e U, olacak sekilde S nin en kiigitk eleman: olsun.

(2) j<i ve teS iin c¢V,

(3) Ble,5)CUs

Bu sekilde tanimlanan V,; kiimeleri agk kimelerdir ve agiktir ki

V,; c U, dir. (Cinkii ze€V,;= Jcvar 3z € B(c, 3) = p(z,c) < % ve
% < 7‘1 oldugnndan p(z,c) < % ,yani z € B(c, %) dir. Béylece (3)’e gore
ze U, dir)

Simdi 'V = U V; ailesinin X uzayinin bir értiisit oldugunu gosterelim:

: =1

€ X verilsin. g € U, olacak sekilde S kiimesinin en kiigitk s diFesini ve

B, z—‘) c U/, olacak sekilde i dogal sayisim alahm. j < i ve 1€ S igin

z €V, jveyaz ¢V,



dir. Eger z ¢ V;; ise (1), (2) ve (3) kosullar: birlikte z igin saglanmig ola-
cagindan x € V,; olur. Boylece V = ‘EJOIVi ailesinin X uzaymin bir acik
> (

ortiisit oldugu goriiliir. Ayrica V,; C U, oldugundan V ortiisii {Us}ses

ortilsiiniin bir agik inceligidir. Bu inceligin ¢ — ayrk oldugunu gosterelim.
¥ ii¢in V; aillesinin ayrik incelik oldugunu géstermek yetecektir. Bir £ ¢ X
1¢1n B('r’#) agtk topunun Y, ailesine ait iki kiimeyle kesistigini kabul

edelim. Bu kiimeler s; < s, olmak lizere, V, ; ve V,,; olsunlar.
<y *

B(z,5@x) Ve i 20 ve B(z,587) N Vi # 0
Juy € Bz, 537) = p(z,11) < 557 ve Jerigin zy € B(e, ) C Vi

3z € B(w, 7or) = p(z,22) < g7 ve Iepigin 7 € Beo, ) C Viyi
Ayrica
B(cl,g’—i) cU, ve B(cz,%) C Us,

dir.  s; < sy, oldugundan ¢, ¢ U, dir. Boylece z ¢ B(c;,3) yani

pler, ea) > % dir. Bu durumda

pler,e) < pler, o) + plzr, ) < pler, 1) + p(y, T2) + p(22, ¢2)
veya

p(w1,2) 2 pler, ea) = pler, m1) — p(w2, ¢2) > 5 TR TR 5

dir. Oysa diger yandan,

1 1

1
p(my, 1) < plz1,2) + p(z,72) < g + S = 3

dir. Bu sonuc bir geligki olugturur. O halde Vz € X noktasimn en az bir
komgulugu B(z, %) Vi ailesinin en fazla bir kiimesiyle kesisebilir, boylece

T, a1

. (XJ - .
V; ailest ayriktir. Sonug olarak V = .U]Vi ailesi ¢ — ayriktir.
17:

10



Simdide V = Cij V; ailesinin yerel sonlu oldugunu kamtlayalim. 7 e X

1=]

i¢in

I‘E‘/,j

g

olacak gckilde 3¢ € § ve j dogal sayisi vardir. V,; agik kiime oldngundan

B(z, 2k) C Vij

olacak gckilde Jk dogal sayis1 vardir. Simdi ¢ > j4+k ve s€ S olmak

iizere

1

B(SC,EJ—_;Z) N .Vg,i =®

oldugunu gosterirsek, x noktasinn  B(z, 271:[) komsgulugunun V nin en fazla
j+k—1 tane Ogesiyle kesigebilecegi goriiliir. Tersini kabul edelim. Yani

arakesite ait bir z € X bulunsun.

z€ Bz, 55) NV, = 2 € Bz, 5) ve Jec, z € Ble, ) C Vi

i>7+k , s€85 ve V,, nin tanimindaki ¢ i¢in 4 > j oldugundan (2)

ye gore,
c ¢ Vi
dir. Dolayisiyla
1
c ¢ B('Ta ﬁ)
buradan
1
plz.c) 2 o

dir. Diger taraftan

J+k>k+1,i>k+1 ve z€ B(z, 55

oldugundan



1 1 1 1 1

olur. Bu sonug

olusuyla ¢eligir. Boylece teoremin kamt tamamlanmis olur. M
Sonug 2.12 Her metriklenebilir uzay parakompakttar,
Kamt. Teorem 2.11 in bir sonucu olarak kolayca goriiliir.l

Her parakompakt uzay metriklenebilic veya kompakt olmayabilir. Simdi

metriklenebilir olmayan, kompakt olmayan fakat parakompakt olan bir to-

poloji érnegi verelim.

Ornek 2.13 [5] X =R olmak tizere, B={[a,b) : a,b€ X} ailesi X
tizerinde bir T topolojisi igin tabandir. Bu topolojiye saf yart agik aralik topolo-
gist veya all imit topologist denir. Bu topolofiye gire [a,b) , (a,b) , (a,+o0) ,

(—o0,a) ; [a, +-00) araliklar agik kiimelerdir; ¢iinki sézgelis (a,b) = U{[a, b)
0 < o < b} olarak yazlabilecefinden (a,b) aralbft T topolojisine gore agik

kimedir.  (-oc0,a) , [a,b) , [a,+oc) arakklar hem agk hem kapali kime

lerdir. Agiktar ki, T topolojisi R nin bilinen topologisinden daha kuvvelli bir

topolojidir. Bu nedenle Hausdorfftur. Bir z € X ign {[z,z4+1):ne N*}
aileleri sayplabilir yerel taban oldugundan, T topolojisi 1. saylabilirdir. [Fakal
2. sayulabilir dejildir. Clinkd, ejer S = {[z;,y;): € N} ailesi taban cleman-

larwan saplabilir bir ailesi ise, Jaq € X i¢in a#x; , 1€ N dir. Bune-

denle, bir b>a igin [a,0) aralife S nin ogelerinin bir birlesimi olarak

yazilamaz. O halde, T topologisi 2. saylabilir degildir. Diger taraftan rasyonel

sagplar 7 topolojisine gire de samlabﬂir yogun kiime olduiundan, T ayrilabilir

topolojidir. Ejer T metriklenebilir olsa idi, ayrilabilir oldugundan 2. saylabilir

olurdu. Oyleyse T metriklenebilir degildir. (X,7) uzay kompakt da degildir.

Clinki sozgelisi {(~n,n) : n € N}  agk drtdsinin sonlu bir alt ortisi yok-

tur. Fakal (X, 7) Lindeloftir. Bunu soyle gosterelim. {U,} , (X,7) nun
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bir agik ortisi olsun. U2 ile U, mn R nin bilinen topolojisine gére i¢ nok-
talar kiimesing gosterelim. U = LaJU 2 dersek, U agik bir kiimedir ve R bilinen
topologi ile Lindeldf oldufundan U da Lindeldftir. Dolaypswyla U yu U2 larn
sayulabilir saypdakileriyle ortebiliriz. Jimdi A = X\U kimesinin saylabilir
oldugunu gésterirsek, A yu da {U,} mn saylabilir bir alt ailesiyle drteriz ve
boylece (X,7) nun {U,} agk ortistinin saydabilir bir alt ortisi segilmig
olur.
Qimdi. A mn sayplabilir kime oldugunu gdsterelim. p e A olsun. 3z, > p

wgin (p,a,) N A= . Fakal her pe A igin bulacagimuz (p,x,) arabiklare
ayrek olacaklarndan bunlarn saypst sayilamaz ¢oklukta olamaz.

(X,7) uzay regiler ve Lindeldf oldugundan parakompakt olur.

Onteorem 2.14 X bir parakompakt uzay ve A, B X uzaywn iki kapals
alt kiimesi olsun. Efer Yz e B tgn, AcU,, z€V, ve UNV,=0
olacak sekilde U, V, agikkimelerivarsa, AcU , BCV ve UNV =14

olacak sekilde UV agik kimeleride vardr.

Kamt. {V,} ,U{X\B} ailesi X parakompakt uzaymmn bir agik ortiisit
diir. X uzayr parakompakt oldugundan bu agik drtiiniin, yerel sonlu agik bir
inceligl vardir. {Ws}ses , {%}MB U {X\B} acik ortiisiiniin yerel sonlu
agik inceligi olsun, S, = {se€ S:W,NB # 0} kiimesini tamimlayalim. Bu

durumda Vs € S i¢in

ANW,=0ve BC U W,

3€S 0

olur. {W’_g}geq , {Vm}meB U {X\B} ortisiiniin inceligi oldugundan Vs € S

1¢1n

W,NB#£0
ise 3r € B 1n
W,NV,#0

_ ol
13 gniversité
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oldugundan

W,NX\B=0
dir. s€S9, i¢cin W,NnB # () oldugundan
W, CV,
olacak sekilde Jr € B vardir. Bu V, ve karsilik gelen CQ i¢in
AC U veU NV =10
oldugundan
Us NW, =0 veya ANW, =0

olur. Béylece U=X\ U WyveV = U W, dersek, U, V agik kiime

s€So 8€So
lerdir. Ayrica ACU, BCV igin

unv =4
olur.
Teorem 2.15 Her parakompakt uzay normaldir.

Kanit. X parakompakt uzay ve. B C X kapal alt kiime olsun.” ¢ B
gin - A = {y} , B kapal kiime ve X Hausdorfl oldugundan =z e B igin
3U, , V, agik kilmelerivardir ki, A={y} €U, ,z€V, ve U, NV, =0

olur.Onteorem 2.14 e gore , dyle U,V acik kiimeleri bulunur ki,

A={y}CU,BCV ve UNV =

olur. O halde, X uzay: regiilerdir. Simdi X in normal oldugunu gosterelim.
A, B kapali ayrik kiimeler olsunlar. X regiiler oldugundan Yz € B icin,

U,,V, acik kiimeleri vardir dyle ki;

ACU, ,xe€VovelU, NV, =0

14



dir. Baylece Onteorem 2.14 iin kosullar saglandigindan
ACU,BCVvelUNV =40
olacak gckilde 7 ve V' agik kiimeleri vardir. O halde X uzay: normaldir.

Tamm 2.16 Q i sirale saylamaz bir kiime olsun. Q kimesi su kogullar:
saglasin: 1 kiimesinin en biyik elemant w; ve a € ve o <w; ise
(e B<a) kimest saylabilir olsun. Q= O\ {un} olarak tanim-

lanan Qy kimesine saylabilir ordinaller kiimesi denir.

Her parakompakt uzay normaldir fakat bunun tersi her zaman dogru degildir.
Asagida ki érnekte Onerme 1.16 dan dolay1 sirali toploji ile normal olan Qg

sayilabilir ordinaller uzaynin parakompakt olmadigini gosterecegiz.
Ornek .2.17 (1] Qo parakompakt degildir.
Kabul edelim ki, Qo parakompakttir. O zaman

b€y, Ug’——“{’)’EQQC’}’<ﬂ}

olmalk tizere, {Ug : B € Qy} agik Ortisindn yerel sonlu. agtk bir {V, :a € A}

inceligi vardir. Yo € Qg tgin

Jac A sa€V, ve y,<a 3 (V4,0] CV,

dir. §imdi en az bir 3, wn sonsuz ¢oklukta o igin (v, o] ya ail oldugunu,

boyleee de 3

o, osonsuz coklukta 'V, ya ail oldugunu gosterirseh bir celigki

elde cimis oluruz. Cinki {V, : a € A} ailesi yerel sonlu idi. [Zger boyle bur

By € Qo yoksa, V3, € Qo igin

{IB:VO{Zﬂ)V(tZﬂ()}

kiimesi bos kiime degildir. Bu kimenin en kigik djesi ofB,) olsun. Jimdi

ap = a(0) ve a, =afa,_1) n>1 olarak tammlayahm. Agikter ki,

azanyqazan—l



dir. .Sqmdz O, = sup {an} dzyehm Q, € Q’O dar. Vn igin
Qe 2 Qp VE Yy, = Qpnog
dir. Buradan

Yoo 2
dir. Bu sonug ¢eligkidir; ¢linki her o igin v, < a  olarak almmagt.

Teorem 2.18 X topolojik uzay: regiler uzay ise asafidaki ifadeler birbirine
denktirler.

(1) X uzayr parakompakttir.

(11) X uzayvun her agik ortisiinin agk o — yerel sonlu bir incelifi vardur.

(iii) X wzaymun her agk ortisiniin (keyfi kiimelerden olusan) yerel sonlu
bir anceligi varder.

(iv) X wzaymn her agik értisiniin kapal yerel sonlu bir incelifi vardar.

Kamt. (i)=(ii) X uzay1 parakompakt uzay ve U, X in bir agik &rtiisit
olsun. IHer yerel sonlu ortit o—yerel sonlu oldugundan U agik ortiisiiniin agik
o—yerel sonlu inceligi vardir.

(i1)=-(iil) U ailesi, X uzayimn bir acik értiisii olsun. Hipotezden dolay: U
ortiisiiniin agik o—yerel sonlu bir V inceligi vardir. Yani V), aileleri agik yerel

sonlu olmak iizere

= UV, veV<U
neN

dir. VneN i¢in V, ={V,, : s€ S} olsun. W, = nLeJNV;” olarak tanim-
layalm.  {W,} _ ailest X uzaymmn bir agk ortisidir. A4, =W; ve
A, =W, — iUnWi seklinde tanmimlayalim. { An}“cN ailesi yerel sonlu mudur?
Vee X icin 3k e N vardir 5 2z € W, olur. W, , € X inbiracgk

komgulugudur ve sonlu tane A, ile kesigir. ( A4, lerin tammindan p > k

igin A, NWy=0) VneN igin

A, CcW,

16



dir. O halde {4}, eN allesl {Wn}nEN allesinin bir inceligidir. 4 = {A. NV,
:n € N, s € S} ailesini olugturalim. A ailesi yerel sonlu mudur?

{A, : n € N} ailesi yerel sonlu oldugundan, Vz ¢ X icin IN, € 7(z)
vardir 6yle ki IV, en fazla sonlu tane A, ile kesigir ve ¥Yn e N igin V),
ailest yerel sonlu oldugundan, Vn € N igin z € X in en az bir komsulugu
sonlu sayida 1, ile kesigir. Oyleyse A ailesi yerel sonludur ve bir 7 € X
noktasmin en az bir N komsulugu en fazla sonlu tane A4, NV, ile kesigir. A
ailesi V ailesinin bir inceligi midir?

ApNV,, CV,, dir. Ohaldle A<V ve V< oldugundan A <Y
olur.

(iii)=(iv) U ailesi X uzaymin bir acik értiisii olsun. z € X i¢in

el

olacak sekilde U, € ¢ vardir. X uzaymmz regiiler oldugundan Onerme 1.14

den

olacak sekilde 3V, agik kiimesi vardir. V= {V, :z € X } ailesi X uzaymmn
bir acik ortiistidiir. Hipotezimizden dolay:r V agik drtiisiiniin bir yerel sonlu in-
celigi vardir. Bu aile 4 = {A;:5€ S} olsun. 4 = {A, : s€ S} ailesi yerel
sonlu oldugundan Onerme 2.5 geregince A, = {Zs i s € S} aileside yerel
sonludur. A = {4, :s€ S} ailesi YV = {V, : z € X} ailesinin yerel sonlu in-

celigi oldugundan A, € A4 igin
A, CV,

olacak sekilde 3V, €V vardw. (x) dan dolay1

A, cV,cU,
Freiyetoild
17 olu Univer
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olur. Buradan

A, C U,

dir. O halde A, ailesi U ailesinin kapal yerel sonlu inceligidir.

(iv)==(i) U , X uzaymm bir agik &rtiisit ve Y 1 agk ortiisiiniin yerel
sonlu kapali bir inceligi olsun. Vz € X i¢in W, , x noktasinin sadece sonlu
sayida V € ) kiimesini kesen agik komsuluk olmak tizere W = {W, : z € X}
agik Ortistinit ele alahm. 4 W Ortiistintin yerel sonlu kapali bir inceligl

olsun. YV €V igin;
Vo=X\U{AeA: ANV =0}

olarak tanimlayalim. 7V, kiimesi agik bir kiimedir. Ciinkit kapal kiimelerden
olusan yerel sonlu bir ailenin birlegimi de kapalidir. V, X uzayimin bir ortiisii

oldugundan Vz € X igin

zeV
olacak sekilde bir V V vardir. z € V oldugundan
z¢U{Aed: ANV =}
o halde
reV,=X\U{AeA: ANV =0}

dir. Boylece V, = {V, : V € V} ailesinin X uzaymn agik bir ortiisit oldu-
gunu gosterdik.

), ortiisiiniin yerel sonlu oldugunu gérelim. A ailesi yerel sonlu oldugun-
dan 4 € X i¢in 3r € N, komsulugu vardir 8yleki en fazla sonlu sayida A; € A
ilo kesigir. N, komsulugunun kesigimi bogtan farkh olan A4, € A kiimeleri

Ay Ay, A, olsun. NNV, #0 ise en az bir k=1,2,...,n igin

ANV, #0

18



dir. Buradan
ANV #£(

olur. Yani her bir A, sonlu sayida V ile kesigir. Boylece sonlu sayida V,

hari¢ geriye kalan V, lar icin
unv, =90
dur. Buradan goriiliir ki Y, ailesi yerel sonludur. vV € V' i¢in
Vcu

olacak bigimde bir U €Y segelim. ¢, ={UNV,:V e V} ailesi U ortiisii-

niin yerel sonlu agik inceligi olur. M

Tamm 2.19 X ﬁzaymdan kapaly birim I araliina tamemh, stirekli fonksi
yonlarin bir ailest {fs}ses oilsun. Eger vze X icin s;gfb(”ﬁ) =1 olu
yorsa, {f}, s fonksiyon ailesine X uzay tdzerinde birimin bir parcalanig
denir.

. fs(2) =1 esitliginin anlami sabit bir zo € X I¢in sadece sayilabilir
38

coklukta f; fonksiyonlar1 xy noktasinda sifir degerini almaz ve
(o)
{s1,80....85,...} ={s€S: f(xy) #0} olmak tizere Zlfsz("”) serist 1 e ya-
i=
kinsar.
X tizerinde {f,} o birimin bir parcalamst olmak tizere, {f; 1((0,1])}ses
oriiisit X uzaymda yerel sonlu ise, { [s}ees fonksiyon ailesine X uzayinda

yerel sonludur denir. Bu demektir ki sabit bir 2, € X i¢in
k
Veel, ve s€S\Sy tken fo(z)=0 ve > fy(z)=1
i=1

olacak sckilde z¢ noktasinin Uy komsgulugu ve sonlu bir G, = {5159...5:} C S
kiimesi vardir.

A X uzaymn bir értisii ve {f, X uzay1 iizerinde birimin bir parga-

}sES ’

lamigi olsun. X uzaymmn  {f71((0,1])}ses Ortiisit A ortiisiiniin bir inceligi
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{fs}scs Ionksiyon ailesine A értiistine etkiyen (subordinate) birimin

par¢alanisi denir.
Ornek 2.20 [6] R de bilinen topoloji ile, n € 7, olmak tizere

fn :R—>R
Sonksiyonunu

T—"n, n<r<<n+l
falz) =< —z4+n+2, n+l<z<n+?2

0, diger durumlarda

olarak tanumlayahm. o € R ig¢in ne€Z tam sayist n<a<n-+1 olacak
sekilde gegilebilir. & = min{%", 241=2} alimrsa, sadece B(a,e) N f71,((0,1]) # 0
ve Bla,e)N f71((0,1]) #0 olur. Bu nedenle R de (f71(0,1])nez ailesi
yerel sonludur; yani (f,),ez fonksiyon ailesi yerel sonludur. Vn e Z igin

fa20 ve zeRiginbir neZ , n<z<n+l olacak sekilde bulunabile-

ceginden, 14 n—1,n tgin fz) =0 dr. Boylece,

> fil@) = faci(@) + falz) = (s +n+1) +(z—n) =1

€N

dir. O halde, Yn e Z igin f, sirekli bir fonksiyon oldugundan (f,),cz

atlest R de bilinen topolojiye gére birimin parcalanigidar.

Oncrme 2.21 X regiiler uzaywun her agtk ortisindn (keyfi kiimelerden

olugan) yerel sonlu bir inceligi varsa , X uzaywmn her {Us},.q asrk ortisi

8

igin X in kapal yerel sonlu dyle bir { Fo},eg OTtlst, her se § i¢in F,CcU

olacak gckilde vardar.

Kamt. (U}, o » X uzaymn bir agk &rtiisit olsun. X uzay: regiiler

oldugundan g € U, igin

JIGW;ECW@-CU.?
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olacak gekilde JW, agik kilmesi vardir. Buradan W = {W,},, ailesi X
uzaymn bir acik értiisii ve {W‘T}zEX ailesi {U,} ¢ allesinin bir inceligidir.
Iipotezden dolayr W értisiiniin {4, } rer verel sonluinceligi vardir. Vi e T

i¢in
Zt - Us(t)

olacak sckilde bir s(tye S secelim. Us(,) icinde kalan A, ler tek olmayabilir.

Iy = g_g(t)/lr kiimesini tanimlayahm. {A,}, .. ailesi yerel sonlu oldugun-

dan Onerme 2.5 den {Zt}teT ailesi de yerel sonludur. {Z‘}te’f' ailesi yerel

sonlu oldugundan, {F,} . ailesi kapali yerel sonlu aile ve Vge § igin
F,cU,

dir. {A;},cr » W nin yerel sonlu inceligi oldugundan z € X igin &yle bir
t € T vebutigin &yle bir s(t) € S vardir ki,

T e At C Zt C Us(t)
dir. Bu durumda s = s(¢) 1gn
Tel

olur. Oyleyse {Fs}oes ailesi ayn1 zamanda X in bir értiisidir. M

Uyart 2.22 {A},.r ortisti agiksa, Vo= U Ay kimeleri agiktir ve

s=5(t)

F, =V, dir. O halde bir parakompakt uzaym her {Us}, o ok ortisi i¢in

yerel sonlu Oyle bir {Vi}oes agtk ortist var ki Vs € S igin

V,CcU,
olur.

Onerme 2.23 X uzaywn bir U agik rtisine etkiyen birimin bir pargala-

mst {fs},.s vOTsa, U nun agik yerel sonlu bir inceligi vardr.

c n \Ie‘s‘te
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Kamt. U , X uzaymin bir agik ortissi {f,} de bu ortiiye etkiyen

SES
birimin bir parcalanisi olsun. Once sunu gésterelim : g: X — I siirekli bir

fonksiyon ve z,€ X de g(zy) >0 kosulunu saglayan bir nokta olsun. Bu
durumda zy 1 bir Uy komsulugu ve sonlu bir S, ¢ § kiimesi, z ¢ U, ve

s€S\S, icin
fo(z) < g(z) (1)

kogulunu saglayacak sekilde vardir. Gergekten, herhangi Sy = {s; ..., 8,} C S
k

kitmesini 1 — Y fs. (%) < g(z0) olacak sekilde alirsak,
1

1=

Up={zeX:1- Zf“(m) < g(z)}

agik kitmesi (1) i saglar. Giinki z € U ve s € S\S, i¢in

1- Zfsi(m) < gl@) = filz)~ Zfsi (z) < g(z) =

SES

fl@) < > fulz) <g(@)

3 {81,524k }
olur. $imdi Vaz € X igin &yle bir s(z) € S segelim ki j}(m)(ﬂ?) >0 olsun.
g = jg(T) olarak alalim. f(;];) B supfs(ﬂ?) e§lthgl f X — (O, 1] yari a»(;lk
[ ; 3€S

arahigina siirekli bir fonksiyon tamimlar. Vs € § igin

v={rex: 1> 1)

kiimelerini tamimlayalim. Her s e § igin V; agik kiimedir.

Diger yandan z € X icin f(z) =supfs(z) oldugundan, Ve >0 igin
SES

J(x)—e < fo(z)

olacak sekilde Fse § vardir. ¢ = -;- f(z)>0 olarak alalim
1 .
/(@) < Jy(x)
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olur. Boylece z €V, olur. O halde V= {V,}

scs ailesi X in bir agik 6rtiisit

olur. Ayrica Vse S icin

Vi c f77((0,1])

oldugu aciktir. U Srtiisiine etkiyen birimin parcalams {fs oldugundan

}SGS

Ve f71((0,1)) cU

olacak sckilde Vse § igin JU e Y vardir. Boylece V = {I/;}qc g ailesilf
ortitsiiniin bir inceligidir.

Simdi baslangigtaki g fonksiyonu olarak ¢ = % f 1talahm. 2,e X ol
sun. x, noktasimn Uy bir komsulugu ve S, ¢ S sonlu bir kiime olmak iizere

VzelU, ve seS\S, icin

f(r) < g(z)

olacak gekilde secilsin. O halde s € Sy igin f,(z) > g(z) dir. z €U, igin
zeVi={zeX : fJz)>g(x)}

en fazla s e S, icin dogrudur. Boylece bir 1, € X ig¢in 8yle bir Uy komsu-
Ingn bulundun ki VY = {Vi}seg ailesinin en fazla sonlu sayida elemam Ug

komsgulugu ile kesigir. Y = {Vi},eg ailesi yerel sonludur.M

Teorem 2.24 Her X Ti-uzay igin asafidakiler egdeferdir.

(1) X wuzay parakompakttor.

(ii) X wzaymmin her agk ortisiine etkiyen yerel sonlu birimin bir parga-
lanisr varder.

(ii1) X wzaymin her agik ortisine etkiyen birimin bir pargalanist vardar.

Kamt. (i)=(ii) Varsayalm ki X parakompakt uzay ve A, X uzaymn
agik ortiisit olsun. Y = {Uy}, ¢ » A agik ortiisiiniin yerel sonlu agik inceligl
olsun. X, parakompakt uzay normal oldugundan regiilerdir. Onerme 2.21 den

X uzaymmm Oyle bir {F,} . kapali ortisii vardir ki, Vs e S igin
FsC U,

 areiles:
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11

dir. Urysohn Lemma ya gére Vs e § icin bir gs : X — I fonksiyonu bula-

biliriz 8yle ki;
V€ X\U; igin bir gy(z) =0 ve z € Fj icin g,(z) = 1

div. U yerel sonlu oldugundan e X igin D gs(%)  serisi yakinsaktir.
s€S

Bu nedenle ¢(z) = ZQ,(T) esitligiyle tammlanan 4. X — R stirekli bir
fonksiyondur. "

Simdi f, = 5_;& olarak alahm. Vz e X igin g(z)#0 dir. Vse S icin
gs ve g fonksiyonlar siirekli oldugundan f, = e fonksiyonu da siireklidir.

Yse S i¢in
fs: X —0,1]

tanimh ve stireklidir. 7 € X i¢in

(1) = _-93(”7) :__1__ . :~1_( ) =
210 =2 ey = gt = o) =1

seS s€S

oldugundan {, s}eeg Ailes X uzay: tizerinde birimin bir parcalamsidir.

(ii)=(iii) Oldugu agiktir.

(iii)=(i) Onerme 2.23 ¢ gore bir uzayn her agik értiisiine etkiyen birimin
bir parcalanigi varsa, bu oértiiniin agik yerel sonlu bir inceligi vardir. Béylece
(iii) yi saglayan her X, T; uzaymnin Hausdorff oldugunu gostermek yeterli
olacaktir. X uzaymm Tychonoff uzay oldugunu gosterelim. Bir z,e€ X
noktasim alalim ve bir [/ ¢ X kapali kitmesi i¢in ¢ I olsun. X uzaymin
U= {X\F, X\ {zo}} ack ortiisiine etkiyen birimin parcalans {fs}ses

vardir. g, € § alalim oyle ki

Jso(@o) =a (a>0) ve fs“ol((O, 1) c X\F
yani

foolF) € {0}
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a

olsun. - f: X -1, f(z)=1 _mjn{l’im(?_)} fonksiyonu f(z4) =0 ve
f(F)c {1} kosullarinisaglar. Buradan X uzayimizin Tychonoff uzay oldugu

goriiliir. M

Teorem 2.25 (Michael Teoremi Bakinz [4]) Parakompaktik siirekli kapals
dénisimler altinda tnvaryanttar.

Kamt. X parakompakt uzayindan Y topolojik uzay1 fizerine f: X — Y
siirekli kapah dénitgiimii verilsin. Onerme 1.15. ve Teorem 2.15 den Y topolojik
uzay! normaldir. Boylece Teorem 2.18 den Y uzayinin herhangi bir {U/,} 5
acik ortiisiiniin agik o-ayrik bir incelige sahip oldugunu gostermek yeter.

[43

S kiimesi iizerinde “ < ” bagintis1 bir iyi siralama bagintisi olsun. X
uzaymin asagida verilen kosullar1 saglayan kapali yerel sonlu  F; = {F; }scs

ortiisiinii tlimevarimsal olarak 4= 1,2, ... i¢in tanimlayalm.

s€Svei=1,2.iin F,; C f~1(U,) (1)

i>1icin I9,;, = {U‘F,,_iml olmak tizere f(E,;) N f(Es;o1) =0 (2)

olsun. F; in varhg Onerme 2.21 in sonucundan goriiliir. Varsayalm ki § < k
icin  Fy Fy,...,Fr_y tammlanmig ve (1), (2) kosullarim sagliyor olsunlar.

Fi_1 in yerel sonlu ve f siirekli kapali déniigiim olmasindan dolay:

Wq,k = /'_](('[9)\f—]f'(Es,k—l) - fal(Us) (3)

kiimeleri agiktir. Her ze X icin s(z) €S ile ze f1(Uyy) Ozelligini
saglayan en kiicitk eleman: gosterelim.  Es)k-1 C s<L:9J(:r) f~Y(Us) oldugundan

(1) den S Y (yeye1) C .q<LsJ(:r)fm](U8) dir. Boylece x € Wy, dirs yani
{Wiptses allesi X uzaymn bir agik ortiistidiir. Onerme 2.21 1 uygulayarak
Vs € Sigin F,, C W, olacak gekilde X uzaymmn bir yerel sonlu kapal
Fi = {Fup}ees Ortiisiini elde ederiz. (3) den dolay1 Fy ortiisti i = & icin (1)

ve (2) kosullarimi saglar boylece F; ailesinin elde edilisi tarmarlanmis olur.

25



Vii = Y\f( U Ft‘,-) agik kitmelerini ele alalim.  {f(F, )}, allesi ¥ uza-

ymn bir drtiisii oldugunda,n Vii C f(F,;) olur. Boylece

s#tiken Vy; NV =0 (4)

dir. V = {V:}22) s ailesinin Y uzay1 igin bir értii oldugunu gésterelim.
Yy € Y icin s(y) € S eleman, bir ¢ tam sayis1 igin y € f(Fyyi) Ozelligini
saglayan en kiigiik eleman olsun ve y € f(F. sw)i(w)-1) olacak sekilde bir i(y)

tam sayist alahm. Béylece Vs > s(y) i¢in 5 e f(E 1) ve (2) den s >

5,i(y)—
s(y) tken y ¢ f(F,;,) dir. Diger taraftan s < s(y) iken 4 ¢ f(Fsitw))
oldugundan y € V(i) dir. Boylece V ailesi ¥ uzayinn bir .tjx't,ilsiidiir.
Vei C f(Fs;) ve (1) den V ailesinin  {{/,},es ailesinin bir inceligi.oldugu
goriiliir. Onerme 2.21 i tekrar uygularsak V; = SEJSVS’Z- olmak fizerei = 1,2, ...
icin K; C f~!(V;) olacak sekilde X uzaymm bir {K;}°, ortiistinti alabiliriz.

Y uzay1 normal oldugundan

i=1,2,..icin f]G)CWiCW,CV,; (5)

olacak sekilde W, c Y acik kiimeleri vardir. (4) it uygulayarak ve W, C V;
den goritriiz ki sabit bir 7 icin - {V,; NW;}2, ¢ ailesi ayriktir. [(K;) C W,
den {V,;NW;}2, ics ailest Y uzaymn bir értiisiidiir. Agiktir ki {V..N

Wil ses ailesi {U,}4es ailesinin bir agik o—ayrik inceligidir. M
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3.SAYILABILIR PARAKOMPAKT UZAYLAR

Parakompakt uzay kavrami, kompakthik kavraminda oldugu gibi kimi za-
man ortiiniin inceligl, kimi zaman da ortiintin tiiri zayiflatilarak gesitli bicim-
lerde genellestirilmistir; sayilabilir parakompaktlik, zayif parakompaktlik, giiclii
parakorapakthk, yaklagik parakompaktlik gibi... Bu bsliimde sayilabilir parakom-

paktlik kavramina iliskin baz1 sonuglar: vermeye ¢aligacagiz.

Tamim 3.1 Bir X Hausdorff topolojik uzayimn her saylabilir agik drtisi-
nin yerel sonlu agik inceligi varsa, X topolojik uzayina saylabilir parakompakt

uzay denar.
Aciktir ki her parakompakt uzay sayilabilir parakompakt uzaydir.

Teorem 3.2 [Her X Hausdor[f uzay: i¢in asafrdaki onermeler denktir.

(1) X wzay saylabilir parakompaktior.

(i1) X wzayrman her saydabilir agtk {U;};2, Ortdstinin i=1,2,... igin
V, C U; olacak sekilde bir yerel sonlu agpk {V;}2, drtisi vardar.

(i) X weayprmn agk kimelerinden olusan artan W, Cc Wy C ... dizist
ig”@ = X esitligini saglarsa, I; CW; ve ;Lj] (F;)° =X olacak gekilde X
uzagpman kapale kimelerinden olusan  Fy F,, ... dizisi vardar.

(iv) X wzayman kapale alt Fimelerinden olusan azalan bir [y D F) D ...
dizist i¢in N F,=0 ise, F,CcW, ve OF?IVV: =0 olacak sekilde X uzayrnan

Z=] =

acik alt kiimclerinden olusan Wy, W,, ... dizisi vardr.

Kanit. (i)=(i1) X uzayimz sayilabilir parakompakt oldugundan {U;}32,
ortiisiiniin yerel sonlu agik bir V inceligi vardir. V , {U;};2, Ortistiniin bir

inceligi oldugundan her V €V i¢in
V C Ui(V)

27



olacak gekilde bir (V) segebiliriz. Vi= UV olarak tanimlayalim.
i(V)=i
{V;}2, ailesi aradigimiz ailedir.
(ii)=(iii) X uzaymmn agk kiimelerinden olusan artan W, c W, C ...
dizisi ig]I/V,; =X esitligini saglasin. (Wi}, » X nzaymm sayilabilir agik

bir értiisii oldugundan, her =12 .. icin
Vi CW;

olacak gckilde, yerel sonlu agik {V;}7°  ortiisti vardir. Fr=X\uV,Ccuy
= >t Jj<i

olarak tanimlanan F; kiimeleri kapaldir ve L<JV] C LJVV ; =W, oldugun-
It 5t

dan her §=1,2, ... icin
F,cw;

dir.  {V;}2, ailest X uzaymn yerel sonlu bir értiisit oldugundan Vz € X

icin 3z e N agk komsgulugu var ve sonlu sayida V; igin
NNV, #£§

dir.  4(x), NN Vigy # 0 ozelligini saglayan en biiyitk pozitil tam sayr ol-

sun.  § > 1(7) 1¢in

Nn | V=0
7>i(x)
dir. Buradan
Nc|x\{UV
7>i(z)
oldugn goriiliir. Bu da
N C Iy

demektir. Buradan OLCJ) (F;)° =X esitliginin dogru oldugu goriliir.

1=1

(iii)=(iv) X in kapali kiimelerinin azalan bir dizisi [} D F, D ... i¢in
‘?'(WJIFZ- =( olsun. Bu durumda, i=1,2,.. i¢in A= X\F; dersek,
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A; C Ay C ... agik kiimelerin artan bir dizisi olur ve De Morgan kuralina
gore |JA; = X dir. (iii) varsayimina gére, bu durumda kapali kiimelerin oyle
i=1

[ee)
bir By, By, ... dizisi vardir ki, 5=1,2, ... i¢in B, c 4, ve UB? =X dir.
i=1

Simdi 4 = 1,2, ... igin X\B; = W; dersek, Wi, W, ... agik kiimelerinin &yle bir

dizisi olur ki, =12, ... i¢in

Fi=X\A; C X\B; = W,

ve
ﬂw = ﬂ X\B?) =[|(X\By) =X\ JB? = X\X =0
i=1 =1 i=1 )
olur.

Tamamen benzer olarak, (iv)=>(iii) oldugu kolayca goriiliir. Onun i¢in
simdi (iii)=(1) oldugunu gdsterelim.

(ii)=(i) {U;}3, ailesi X uzayinn bir sayilabilir acik értitsit olsun. X
uzayimin agik alt kitmelerinden olusan W, ¢ W, C ... artan dizisi W; = jLsJin
seklinde tammlansin. EIW,' = X oldugundan X uzaymnin kapali alt kiime-

lerinden olugan [y F,, ... dizisi vardir ve her §=1,2, ... i¢in

FCWVeU(F) =X

1,::

dir. Her §=1,2,... i¢in V; kiimelerini Vi =U\ Li F; CU; olarak tanim-
i<

layalim. F; kiimeleri kapah oldugundan V; kiimeleri agik kiimelerdir ve

UF; C UW; C UU;
i< i<t i<t

oldugundan

Ui\ UU, cV;
9<2
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dir.  Buradan {Vi}o, allesinin X uzaymmn bir &rtisit oldugu gorilir.
7'EJI(FZ.)” = X oldugundan her 7 € X noktasmin (Fj)° tiiriinde bir komsu-

Ingu vardir ve bu komsuluk ¢ > j igin
V;- N (F j)o = (0
dir. Bundan dolay {Vi}2, ailesi yerel sonludur.l

Sonug 3.3 Bir X, Ty normal uzayp saylabilir parakompakttnr < X uza-
yren kapal altkimelerinden olusan her [y D F, O ... azalan dizisi A F,=10
i=1
kosulunu saghyorsa, her = 1,2,... wgin [, C W; ve oﬁ) W; =0 olacak se-
i=1

kilde X uzaynn agk altkimelerinden olusan Wy, W, ... dizisi vardr.

Kanit. W, c W, oldugundan yeterlilik aciktir. Gereklilik kolayca gorii
lebilir. R

Onerme 3.4 [4] {Us}ses » X normal uzaywman nokta sonlu agik ortisi
olsun. Yse S igin V,C U, olacak gekilde X in bir {Vi}ses actk ortisi

vardar,

Teorem 3.5 IHer X, Ty uzay: ig¢in asaqidaki kosullar esdegerdir.

(1) X wzay normal ve sayalabilir parakompaktiir.,

(i1) X wzaywmn her saylabilir {U;}i2, agk drtist igin X uzayimn yerel
sonlu agtk {V;}2 | Ortist vardir, dyle ki ¢=1,2,... igin V.c U, dir

(i) X wzaywun her saylabilir {U;}2, agk ortdsi wgin X uzayimen bir

kapal  {I7;} o

» ortisi vardir, dyle ki §=1,2, ... i¢in F, C U; dir.

Kamt. (i)=(ii) X normal ve sayilabilir parakompakt uzay olsun. {U;}52,
X uzaymun bir sayilabilir acik értiisii olsun. Teorem 3.2 den dolay1 X uzayinin
her §=1,2,... i¢in W, CU; olacak sekilde {W;}2, bir yerel sonlu agik

ortiisii vardir.  {W;}2, Ortiisit igin Onerme 3.4 i uygularsak
V.CcW;CU;

clde ederiz.
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(ii)=-(iii) Gerektirmesi kolaylikla goriiliir.

(iii)=(i) Ik olarak her X, T} uzay efer (iii) kogulunu saghyorsa normal
oldugunu gosterelim. X uzaymmm UV = X esitligini saglayan U,V acik
all kiirncleri verilsin. Uy=U, Uy=V ve Uy=U;=..=( olarak acik
kiime dizisini alirsak (iii) kosulundan FRCcU, ihcV ve FUFR =X
olacak sekilde Fy, Fy kapali kiimeleri vardir. Bu nedenle X uzay1 normaldir.
Ciinkii A, B kapali kiimeler ve ANB = () ise, X\A=U, X\B=V der-
sek, [N CcU, InCV, FLUF, =X kogulunu saglayan Iy, [%, kiimeleri
vardir. Buradan A ¢ X\Fy, BCX\F, ve (X\Fl) a (X\FQ) ={ oldu
gundan X normal uzay olur.

Simdi (iii) kosulunu saglayan X uzaymn sayilabilir parakompakt oldugunu
gosterelim. X in kapali kiimelerinin azalan bir dizisi f; > [, > ..., zQ}Fl =
kogulunu saglasm. $imdi §=12 ... igin U, = X\F; diyelim.  {U;},
agik kitmeler dizisi X 1 érter; yani ;leUi =X dir. (iii) varsayimina gore,
kapali kiimelerin 6yle bir {4}, dizisi vardir ki, 4=1,2,... i¢in A4, C U,
ve i§1Ai =X drSimdi =12, ... i¢in W, = X\A4; dersek, W; ler agik

kiimelerdir,
W; = X\A; 2 X\U; = F;
ve
;r‘w’lm = X\ El A=X\X =0

kogullarini saglar. Yani sonug 3.3 nin kosullan saglanir. Oyleyse X uzay:

sayilabilir parakompakttir.l

Yercl sonlu ve nokta sonlu kiime ailelerine ilaveten yildiz sonlu ve yildiz
sayilabilir aileleri de goz oniine alabiliriz. Bir X kiimesinin A alt kiimelerinden
olugan {As}ses allesi verilsin. Isger Vs, € S igin {seS: A,NA, #0}
kiimesi sonlu (sayilabilir) ise X uzayida yildiz sonludur (yildiz sayilabilirdir)
denir [4].

Aciktir ki herhangi bir yildiz sonlu aile nokta sonludur. Dikkat etmeliyiz
ki bir topolojik nzayin yildiz sonlu ailesi her zaman yerel sonlu oliak zorunda
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degildir. Bununla birlikte bir topolojik uzayin yildiz sonlu agik értiisii yerel

sonludur.

Tamim 3.6 X bir topolojik uzay ve A, X in bir alt kiimesi olsun. Ejer
A= [71(0) olacak sekilde [ : X — [0, 1] stirekli fonksiyonu varsa, A kime-
sine fonksiyonel kapal kime denir.

Fonksiyonel kapal kiimelerin timleyenleri fonksiyonel agik kimelerdir.

Onerme 3.7 Bir X topolojik uzayimn, § = 1,2, ... tgin U; kiimeleri fonks:
yonel agik kime olmak tzere, her sayilabilir {U;}2, ortisinin fonkst
yonel agik kimelerden olusan saylabilir yildiz sonlu inceligi vardor.

Kamt. f;: X — [ siirekli olmak iizere U; = fi‘1 ((0,1]) olarak tammla-

yahm. f(z) = ) % fi(z) olsun. Boylece f:X — I siirekli fonksiyonunu
i=1

tanmimlarmig oluruz. | JU; = X oldugundan vz € X icin
i=1

flz) >0

dir. V= /"1 ((5,1]) s Fe =71 ([3,1]) olmak tzere {V,}22 | ve {F:}7,
aileleri X uzaymin értiileridir. Bu ortiiler sirasiyla fonksiyonel agik ve fonksi-
yonel kapali kiimelerden olugmaktadir.Simdi fonksiyonel agik kiimelerin X
uzayl igin bir yildiz sonlu &rtii olusturdugunu gosterelim. k=12, ..
1<j<k iinve Fy= olmak iizere Upj =U;N (Vies1/Fro1) olarak ta-

mmlayalim. z € X olmak tizere k ile z € F, ©zelligini saglayan en kiigiik

tam sayiy1 ifade edelim. % C UU; dir. Ciinkii = € L<JLUj ise, Vj<k
i<k J<k

1¢in
z¢ Uj=/;"((0,1)
ise j <k icin

fi(=) ¢ (0,1]

buradan j < k igin
filz) =0
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dir. Boylece;

o0

f@)=Skfi@) = P @< 3 A=

=] i=k-+1 i=k+1

f@) ¢l = =¢ (1)

dir. O halde

F, C UU]

i<k

dir. ze€U p olmak tizere bir

z € U; N (Fy/Fr-1) C Uy

olacak sekilde bir j <k vardr. Vj <k igin

Urj C Vit1 C Fra

oldugundan m >k +2 ve i <m igin

Uk,j M Um,i = (0

x =

(1

olur. (1) nolu esitligin bir sonucu olarak {Uy, ]};‘; k kel ailesi yildiz sonludur.l

Teorem 3.8 Her X normal uzay: ig¢in agagidakiler esdeferdir.

(1) X uzay saylabilir parakompakttar.

(i) X weaynin her saylabilir agik ortistnin yuldiz sonlu agik inceligi

vardar.

(ii) X wuzaywan her sayabilir agk ortistunin nokta sonlu agik inceligi

vardir.

Kanit. (i)=>(ii) Gerektirmesi Teorem 3.5 iin sonucudur. Uryshon Lemma,

ve Onerme 3.7 dan dogrulugu saglanir.

(ii)=(iii) Gerektirmesi agiktur.

(iii)=(i) Gerektirmesi Onerme 3.4 ve Teorem 3.2 in direkt bir sonucudur.
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4. ZAYIF PARAKOMPAKT UZAYLAR

Tamm 4.1 Bir X Hausdorff topolojik uzayman her agik drtisinin nokta

sonlu agik inccligi varsa, X topolojik uzaymma zayif parakompakt uzay denir (4]

Her parakompakt uzay zayif parakompakt uzaydir, fakat tersinin dogru

oldugunu séyleyemeyiz.

Ornek 4.2 bB] X=R ve A= {% S = 1,2,,,_} olsun. X fizerinde
7 topolojisi soyle tammlansin : U, R nin &klid topolojisinde agik kiime ve
B C A olmak dzere, G=U \B olarak yazlabilen kimelere T—agik diye-

lim. Kisaca
G € 7 & JU oklidyen agik ve B C Aolmak tzere, G = U\B

olsun. T nun X ftzerinde bir topoloji oldugu kolayca dogrulamer. B = C A
oldugundan X tzerindeki T topolojisi 6klidyen topolojiden daha kuvvetli bir
topologidir. Bu nedenle Hausdorff topolojidir. Fakat T regiler degildir. Chinki
A, T—kapal kime ve 0¢ A dir. Oysa A iy kapsayan her agik kiime, sifirt
bulunduran her agik kimeyle kesigir.

X uzay saylabilir parakompakt degildir. Clinki G, = X\( A\{%}) . n=
1,2,... agk kiimelert ailesinin yerel sonlu bir incelifi yoktur. Clinkii sifvrt bu-

lunduran bir agik kime ;1; hari¢ sifirin gevresindeki tim agik arabiklar: bulun-
durur. Bu nedenle de, {G,},._, nin her inceligindeki sifvrt bulunduran her agik
kiime inceligin sonsuz ¢oklukta kiimesiyle kesigir.

Simdi X uzayrman zayf parakompakt oldugunu géstercim. G, = U, — B,
(Bo C A) olmak dizere {Gy}, p » X in bir agik ortisi olsun. Bu durumda
{Ua} per oklidyen wzay R nin bir agek ortdsidir. R zayf parakompakt

oldugundan bu agik drtinin nokta sonlu agik bir inceligi {Vﬁ}ﬁcx vardar.

Bu durumda  {Vy — A} ses ailesi Uy, man bir inceligidir, fakat sadece X\ A
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yr orter.  Diger yandan A min her bir éjesi en az bir G, iginde bulunwur.

) ] e i 1 . o 1 . .. . .

Bu nedenle, her bir - yi uzunlugu D) olan ve bir G icinde kalan bir

I, agk arabgina digirebiliriz. Bu arabklar ayriktir; boylece {Gataer ™n
03

00 il WA ea o g o .

{Vy — A}ﬁe s U{lL oo, tnceligt X 4 orter ve nokla sonludur. Sonug olarak,

X zayf parakompakttir.

Teorem 3.8 den her zayif parakompakt, normal, Lindelof uzay sayilabilir

parakompakttir.

Onerme 4.3 Bir zapf parakompakt X uzaywman her agik {Us},eg Ortist
igin X wn nokta sonlu agk bir {Vi}yes Ortiisit vardir, 8yle ki Vse S igin

V.U, dir.

Onerme 4.4 X zayif parakompakt uzayindan Y uzayina sirekli érten ka-
pal bir [ dintisimd varsa, Y uzayinin saydabilir sayrda nokta sonlu ailelerin
birlesimi olarak temsil edilebilen her agik drtiisiinin, bir nokta sonlu agik in-

celigi vardur,

Kanit. 1f; = {U,}, . aileleri nokta sonlu olmak tizere U = UY; ailesi Y
s€5s i=1

o0
uzayimn bir agik ortiisii olsun. Onerme 4.3 e gore, U = | JU; ve G; C S7H )
i=1

2
olmak iizere, X uzaymmin nokta sonlu bir {G:}2, agik ortistt vardir. G,
kitmeleri agik kiimeler oldugundan k=12, ... igin Ep = X\ \l;JA G; kiimesi
12N
kapalidir; kolaylikla gorillir ki Fy ¢ By C ... ve { E,\.,};O:] ailest X uzaymi

orter. Ayrnca k=12 ... ig¢in
f(By)Cf <ingi> cuf (Gy) C uu

dir. §= E(J S; olarak alahm. §# j iken $;NS; =@ oldugunu kabul ede-

1=1

lim. Kamt1 tamamlamak i¢in Vs e S; i¢in
W, = Us/f(El)

seklinde tanimh olmak tizere W = {W,}, ¢ ailesinin Y uzaymmn bir nokta
sonlu actk értiisii oldugunu gbsterrriek yeterlidir. f kapal déniisiim oldugun-

dan W, kiimeleri aciktir. Bu kiimelerin nokta sonlu bir aile olusturduklarim
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gosterelim. Y = |J f(Er) oldugundan Yy € Y Dbir f(E,) kimesine aittir ve

i=1
bunun sonucunda >k , se Si, y & Ws dir. Uy, U,, ..., Uy_¢ aileleri nokta
sonlu ve bdylece y, W nin sadece sonlu tane &gesine aittir. Simdi de W nin Y
nzay1 i¢in bir ortit oldugunu goésterelim. Vy € Y igin i(y) ile y € Uy, ozelli-

gini saglayan en kiigiik dogal sayy1 gosterelim. [ (Eig)) C L{ )(]i oldugundan
<y

oyle bir s(y) € Sitw) vardir ki ¢ € Wi olur.

Teorem 4.5 X zayif parakompakt uzay, Y Hausdorff uzay olmak tizere X
uzayindan Y uzayna strekli kapaly bir f déniusimi varsa, Y uwzaypda zaypf

parakompakt uzaydir.

Kanit. Onerme 4.4 den Y uzaymn herhangi bir {Us},es 2sik ortiisiiniin
sayilabilir sayida nokta sonlu ailelerin birlesimi olan bir agik inceligin varligini
kamtlamak yeterli olacaktir.

7

S kitmesi iizerinde “ < ” iyi siralama bagintis: olsun. Ttimevarimsal olarak

X wzaymmn bir G; = {G,;},.6 agtk nokta sonlu ortiistint, s € S ve 1 =1,2, ...

icin
Gss C f71(Us) (1)
i>1 icin Dsi-1= X\UG¢si-1 olmak iizere
t>s
f(Gsi) N f (Esi1) =0 (2)

(1) ve (2) kosullarim saglayacak sekilde olugturalim. G in varligin Onerme
4.2 den soyleyebiliriz. Varsayalm ki Gy, G,,...,Gr_; tamimh ortiileri ¢ < k

icin (1) ve (2) kosullarim saglasm. f siirekli kapali doniistim oldugnundan

Ws,k = f—] (Us) \f_lf (Es,k——l) C f—l (US) (3)
kiimeleri agiktir. Her z i¢in s(z) € § ile z e f~! (Us(m)) ozelligini saglayan

en kiicitk elemani gosterelim. Eqz)e-1 C U( )Gs,k—l ve (1) den
s<s{x

U G U £ @)

s<s(z) s<s(x)
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buradan
[ (Es(:c),k—l) C U f1(U,)
s<s(x)

dir. Boylece 1 e Wyaye Ve {stk}se g allest X uzaymmn bir agik ortiisiidiir.

Onerme 4.3 den Vse § icin

Gop C Wik

olacak gckilde X uzaymin bir nokta sonlu g, = {Gsyk}ses ortiisii elde ederiz.
(3) den dolay1 G értiist ¢ =k igin (1) ve (2) kogullarimi saglar béylece G;

ailesinin olugturulmas tamamlanmis olur. Vs, € § ve § = 1,2,... i¢in

Egi = X\ UGt,i C U (X\UGt,i> (4)

t>s0 8<8p t>s

dir. Gergekten eger T & U Gei ise

t> 80

x ¢ UGt’i

t>s

olacak sekilde bir s < g5 ve £ € G s; olacak sekilde en biiyiik s € § vardir. Ben-

zer sekilde; 4=1,2 ... i¢in

s€S t>s

x=J (X\Uat,,) (5)

dir. V,; =Y\ f(X\Gs;) acik kiimelerini tammlayalim. s € S ve i = 1,2, ... icin
[ (V) € Gy (6)

o0
oldugundan § =1,2 ... i¢in V, = {V i}se s ailesi nokta sonludur. ¥V = (JV; aile
’ ’ i=1

sinin Y uzay1 igin bir ortii oldugunu gosterelim. (5) den dolay1 Vy €Y

icin s(y) € S eon kiigiik eleman vardir. Bu s(y) i¢in y € f (X’\ U G’L,i>

t>s(y)

ozelligh pozitif bir ¢ tam sayis: i¢in vardir. y € f <X\ U Gt,i(y)__1> olacak

t>s(y)

sekilde bir i(y) tam sayis: segelim. Buradan Vs> s(y) icin
y € [ (Bsin-1)
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ve (2) den dolayr

y¢ |J F(Guitw) =1 | U Guitw

s>s(y) s>s(y)

veya

FPo)n  Gay =0

8>3(y)

dir. Diger yandan (4) den dolay:

rixvUeu|cr| U <X\UG;,,-> - | f<X\UG,,,,->

t>3(y) s<s(y) t>s s<s(y) >3

olup buradan

'@ c | Geiwy

s> s(y)

ve dolayisiyla
I7 (W) € Gyt
veya
Y € Viwitw)

olur. Boylece V, Y uzaymnmn bir ortiisit oldugunu gosterdik. (1) ve (6) dan V

nin {U,}, s ailesinin inceligi oldugunu goriilir. W
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5. GUCLU PARAKOMPAKT UZAYLAR

Tanin 5.1 Bir X FEidmesinin U, V ortiilers ve bir A c X verilsin.
st(AU)=U{U el : ANU # @} olarak tamamlanan kimeye A mn U ya
gore ypldiza denir. Efer her U el igin st(U,U) c V'  olacak sekilde bir
V eV kimest varsa, U ya V nin ydldiz inceligi denir ve bu durum 3* <V

yazilarak gosterilir.

Tamm 5.2 X Hausdorff topolojik uzayimn her agik ortisiniin yldiz sonlu

agik inceligi varsa, X topolojik uzayina gigli parakompakt uzay denir.

Her gii¢lii parakompakt uzay ayni zamanda parakompakt ve normal uzay-

dir, fakat tersi dogru degildir.

A= Ag}sE g ailesini alalim. Bu ailenin elemanlar1 X uzayimnin alt kiimele
rinden olugsun. A, elemanindan A4, elemanma bir zincir ile sunu ifade

edelim ; A nimn sonlu tane &yle A, A,,,..., A, eleman bulunsun, &yle ki

Sk

s59=5, sy=2s olsunve §=1,2 .. k—1 igin
AsiﬂA3i+l 75(/)

olsun. Eger her A, ve A, elemanlar:igin bu 6geler arasinda bir zincir varsa,
A ailesine baglantihdir diyelim. Herhangi bir A ailesi igin .A nin bilegenleri diye
A min maksimal baglantili alt ailelerine diyelim; yani baglantili alt aileler bagka

hi¢bir baglantili ailenin 6z alt kiimesl olmayacaktir.

Onerme 5.3 X wzaymin alt kimelerinin her A ailesi bilegenlerinin bir-

lesitnine ayrisir. Bjer Ay ve Ay, A nan farkl iki bileseni ise
(U4)n (U) =8
dir.
Onerme 5.4 Her bajlantil yildiz saplabiliv kiime ailesi saylabilirdir.
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Teorem 5.5 Her X Ti-regiler uzay igin agafidaki kosullar esdejerdir.

(1) X wzay giighi parakompaktter.

(ii) X uzaywn her agk értisiniin hem yerel sonlu hemde yildiz sonlu olan
kapal bir incelip vardar.

(1i1) X uzayiman her agk drtdsinin hem yerel sonlu hemde yildiz sayilabilir
olan kapal bir inceligi vardar.

(iv) X wzaywun her agk értisinin yildiz sayplabilir agik inceligi vardar.

Kamt. (i)=(ii) U ailesi X uzaymm bir értiisit olsun. V= {V,}
ailesi ise U ailesinin yildiz sonlu agik inceligi olsun. X uzayi normal ve V ailesi

yerel sonlu oldugundan Teorem 3.5 den X uzaymin Vse S icin
F,CV,

olacak gekilde bir F = {F,} _, kapal &rtusti vardir. Agiktir ki F ailesi U
ailesinin bir inceligidir ve hem yerel sonlu hemde yildiz sonludur.

(11)=>(iii) Gerektirmesi agiktir.

(iii)=(iv) U = {U,},.g » X uzaymm bir agik értiisti olsun. Bul{ ortiisiintin
hem yerel sonlu hemde yildiz sayilabilir olan kapali bir inceligi F olsun. F,;

ler F nin bilesenleri olmak tizere F = UZF: dir. Onerme 5.4 den tiim Fi
teT

aileleri sayilabilirdir. 7, = { Ft,i}zl olarak alalim. (, = UF alleleri iki
ser ikiger ayrik ve - F nin yerel sonlulugundan - hem agik hemde kapaldir.

Vi e T ve herhangi bir ¢ dogal sayis1 igin
Firi C Usry

olacak gekilde bir s(t,1) e S alalim. {Cc, Us(”vi)}io.;],te']‘ aillesi yildiz sayila-
bilir agik bir inceliktir ve bu incelik U ya aittir.

(iv)=(i) Ik olarak (iv) nolu kosulu saglayan her X regiiler uzaymmn
parakompakt oldugunu gosterelim.

U, X uzaymn agik ortiisii ve V ailesi ise U nun agik yildiz sayilabilir inceligi

olsumn. {Vi},es nilesi V nin bilesenleri olsun. Onerme 5.4 den
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Vte T 1icin
Ve = {Vt,i}j;

dir. 4 =1, 2, ... igin {Vii}ier allesiaynk oldugundan V ailesilf nun o—yerel
sonlu agik inceligidir. Bundan dolay1 X uzay1 Teorem 2.18 den dolay: parakom-
pakttir.

Simdi X uzaymin agk bir U értiisiini ele alalim. U nun yildiz sayila-
bilir agik bir inceligi V ailesi olsun. {Vitier ailesi V nin tiim bilesenlerinden
olugsun. VYieT i¢in Y, = {Viiteoy ve Ci=UV esitligl saglansin. C;
kiimeleri agik ve ikiger ikiger ayrik oldugundan bu kiimeler hem agik hemde
kapali kiimelerdir. Kanitta ki ilk adimdan V¢ e T igin C; uzay1 parakom-
pakt ve Teorem 3.4 den C; nin kapali bir 7, = {F,;}°,  ortisi vardir ki
i=1,2,.. ¢in F;CV,; dir. f;: X — I siirekli bir fonksiyon olsun
oyleki z € X\V,; Iicin

ft,i(-’v) =0

ve € [, 16

ft,i(iE) =1

kosullarim saglasin. V¢t e T igin {Ut’i}z . her bir J; = ft”il ((0,1]) sek-
linde tanimli olmak iizere ailesi C; uzaymin bir sayilabilir ac¢ik ¢értistidiir. Bu
aile fonksiyonel acik kiimeler igermektedir. Bu fonksiyonel acik kiimeler V;

ailesinin inceligidir. Onerme 3.7 den {Uy;}o> ailesinin sayilabilir yildiz sonlu

1
0

o teT ailesi Y Sriitsiiniin yildiz sonln

agik bir {(G;}0, inccligl vardir. {G,;}
agik inceligidir.

(ii) ve (iii) nolu kosullar igin yerel sonlulugun gerekli oldugunu gosterelim.
Gergekten her X, Ty uzay igin tim tek nokta alt kiimeler ailesinin yildiz sonlu

ve kapali bir incelik oldugu goriiliir. B
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6. YAKLASIK PARAKOMPAKT UZAYLAR

Yaklagik parakompakthk kavrami Singal ve Arya [7] tarafindan tammlan-
mistir. Parakompaktlik kavraminin bir ¢ok sayida degistirilmis formu sunul-
dugu ve fizerinde ¢ahsildigs halde en genis parakompakthik kavrami yaklagik

parakompaktliktir.

Tamm 6.1 (X, 7) topolojik uzay ve A C X olsun. A= (‘A)" ise A

kiimesine regiiler agik kiime denir.
Her regiiler acik kiime agiktir, fakat tersi her zaman dogru olmayabilir.

Ornek 6.2 X = {a,b} dzerinde tamumlanan 1= {0, X, {a}} topoloji-
sine gore {a} agik bir kimedir. Ancak (@)0 =X oldujundan {a} regiler
agrk deldir.

Tamm 6.3 (X,7) topolojik uzay ve B C X olsun. B = (B°) ise B

Eimesine regiiler kapaly kiime denir.

Her regiiler kapali kiime kapah bir kiimedir, fakat tersi her zaman dogru

olmayabilir.

Ornck 6.4 Bir énceki ornekte {b} kapals bir kiime, ({b}°) =0 olup {b}

regiiler kapale degildir.

Bir (X,7) topolojik uzayinda tiim regiler acik kiimelerin simfi 7 dan
daha kaba bir topolojidir. Bu topolojiye semi regiilizasyon topolojisi denir ve
T, ile gosterilir. 74 topolojisinin elemanlar1 X uzaymnmn 6—agik kiimeleridir, bu
kitrnelerin tiimleyenleri ise 6 —kapali kiimeleridir.

{(z,z) : = € X} olarak tanimlanan kiimeye X uzaymmn kdsegeni denir

ve Ay ile gosterilir [8].
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Tanim 6.5 A, X uzayinda bir kiime olsun. Ejer z ¢ A noktastin z € U
C A olacak sekilde U 6 — agik kimest varsa, A kiimesine z noktasinin § —
komsulugnu demir. A kiimesi § — a¢ik kime ise © noktasinan § — agik komsu-

lugudur,

Tamm 6.6 (X 1) topolojik uzay ve U C P (X) olsun. Ejer Vxe X
noktasr ve sonlu sayrda U € U igin VN U # B olacak sekilde © noktasiman bir

regiiler agik 'V komsulugu varsa, U ailesine gii¢li yerel sonlu aile denir.

Tamm 6.7 (X,7) topolojik uzay ve U C P (X) olsun. Eger her bir U;
gliglti yerel sonlu olmak tizere U = | JU; seklinde ifade edilebiliyorsa, U ailesine
i=1
o — gi¢eli yerel sonlu aile denir.
Tanim 6.8 X topolojik uzayinan her regiler agik ortisindin yerel sonlu

agrk inceligi varsa, X uzayina yaklagk parakompakt uzay denir. [9)

Tamm 6.9 U, X topolojik uzayrmn bir értisi olsun. FEjer X x X
kartezyen carpim wzayinda tammb Ay késegeninin, {Viz] : z € X} <U

olacak sekilde bir V § — komgsulugu varsa, U ortisiine ¢ift regiiler orti denir.

Teorem 6.10 X topolojik uzayrnan bir regiler agik ortisi U olsun. Ifer
U ortiistiniin bir R regiiler kapal yerel sonlu (gigli yerel sonlu) inceligi varsa,

U ortiist ¢ift regiiler értdddr.

Kamt. YAeR i¢in AcC U, kapsamasim saglayan U, € U segebi-
liriz. VAe R iin

Va = (UA X UA) U (X\A) X (X\A) (1)

olarak tammlayalim. Bu durumda her v, kiimesi X x X kartezyen carpim
uzaymmda Ay kosegeninin § — agk komsulugudur. Vz € A igin Vylz] = Uy

oldugunu gosterelim. z€ A = z ¢ X\A dir.Bundan dolay1 vy e X i¢in

(z,7) ¢ (X\A) x (X\A)
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y € Valz] = (z,y) € V4 = (z,y) € Uy x Uy
(1) den
y €Uy
dw. Tekrar

Yy € Ua = (7,y) € Usa x Uy (Ciinkdt A C Ugdan) = (z,y) € Vi = y € Vylz]

olur. Béylece Vz € A igin
Valz) = Ua
dir. Simdi V=n{V,: A€ R} olarak alalm. Vz e X igin
r€A ve Vz]C Vufz]=Ua
olacak gckilde bir 4 € R vardir. Sonug olarak
(Vi) : ze X} <U

dur. Simdi V kiimesinin X x X icinde Ax in bir §—komsulugu oldugunu
gormemiz gerekir. Bir (z,z) € Ax segelim. R nin yerel sonlulugundan (giicli

yerel sonlulugundan) sonlu sayida A kiimesi igin
W,NAAD

olacak sckilde r € X elemawmm igeren bir W, acik (regiiler agik) komgulugu

vardir. Bu sonlu sayida A kiimeleri A, Ay, ..., A; olsun. Simdi
(W) x (Wo)) NVa, NVayN.ocNVy, CV )
dogru oldugunu gosterelim. Herhangi bir A e R\ {A;, Ay, ..., A} icin

WoNA=0=W,CX\A = (W)’ C (m)":){\/x
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dir. Buradan VA # A4;, A,, ..., A, igin

(W)’ x (W,)” € (X\A4) x (X\A4) C V4

olur. Yani
(Wo)" x (Wa)" C{Va: ACR, A% Ay Ay, ..., AL)

olup (2) buradan goriiliir. (2) nin sol tarafi (z,z) noktasini igeren § — agik
kiime olup (i, x) noktasinin keyfi olmas1 V kiimesinin Ay  in é—komsulugu

oldugunu kanitlar. i

Tanim 6.11 X bir topolojik uzay ve F regiiler kapals bir kiime olsun. F
kimesini ve ¢ € X\F noktasin igeren ayrik agik kiimeler varsa, X topolojik

uzayina hemen hemen regiiler denir.

Teorem 6.12 Hemen hemen regiler bir X topolojik uzayinda agagidakiler
saglamr [9].

(1) X uzayinman regiiler agik drtisinin yerel sonlu inceligi varsa, bu ortinin
kapal yerel sonlu inceligi vardar.

(i1) X wzaywmun regiler agik ortisinin yerel sonlu kapals inceligi varsa, bu

drtiiniin yerel sonlu regiler kapaly inceligi vardur.

Tecorem 6.13 X, her regiiler agk ortist ¢ift regiiler olan bir topolojik
uzay olsun. Ejer U kiimesi X x X kartezyen carpim uzayinda Ay kose-
geninin bir §—komguluiu ise, Ay kisegeninin § — agk simeirik V komsu-
luju vardir, oyle ki VoV = {(z,y) € X x X : (z, 2), (z,y) e V,z € X} olup

VoV C U dur.

Kamt. Ay kosegeninin §—komsulugu U kiimesi oldugundan, Vz € X

1cin
Wex W, CcU

olacak sekilde regiiler acik W, kém§ulu§u vardir,. W= {W, : z€ X}, X

uzaymun regiiler acik ortiisit oldugundan bu ortit X in ¢ift regiiler ortiistdiir.
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W cift regiiler ortii oldugundan X x X kartezyen carpim uzayinda ANY

kosegeninin
{Vilz] : z€ X} <W
olacak gekilde bir 1, é—komsulugu vardir. Bu V;[z] komsulugu icin
Vilz] x i[z] C U

dir. Burada V; 1 agik kiime olarak alabiliriz. V = V] n Vl‘1 olarak alalim.
Acgiktir ki V' kiimesi simetriktir ve Ay kosegenini igerir. gz e X olmak
izere; f,: X = X x X, g: X x X — X x X dontstmleri f, (y) = (y,z) ve
g(z,y) = (y,z) seklinde taniml olup, X {izerinde 7, ve X x X {izerinde
T4 X T4 topolojileri varsa ve II. izdiigtim doéniigtimil py: X x X — X olmak

lizere

fzop2 =g

dir. p, ve f, doniisiimleri siirekli oldugundan g doniistimiide siireklidir. Bu-
radan U, X in bir §— agik komsuluguise, ¢g=}(U) = U~! kiimeside §— agik-
tir. Boylece V;  § — acik kiime oldugundan V]“1 de agik bunun sonucunda
VinV, ! yani V agktir. Bundan dolayr V, simetrik  § — agik  komguluktur

oyleki YV € X icin
Vizg) x V[z] U

dur. VoV = |J (V[z] x V[z]) oldugunu gosterelim. Herhangi bir (z,y) €

z€X

U (V]z] x V[z]) alalim, en az bir z € X igin (z,y) € V[z] x V|[z] buradan
reX

(r,2),(z,y) € V dir. V simetrik d—agik komguluk oldugundan (z,z),
(x,y) € V olur. VoV tanimindan dolay1 (z,y) € VoV dir. O halde VoV =

U (Viz] x V[z]) olup

L1 ¢

VoV CcU

dur.l
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Teorem 6.14 X her regiler agik ortist ¢ift regiiler olan bir topolojik uzay
ve R, X in alt kimelerinin giicli yerel sonlu (gigli ayrik) ailesi olsun. Bu
durumda X x X de kdsegenin, {I/V[A] : Ae R} glcli yerel sonlu (giichi

ayrik) olacak sckilde  § — agik: W komgulugu vardar.

Kanmit. R giiglii yerel sonlu (gii¢lii ayrik) oldugundan Vaz € X icin z i

1ceren regiiler agik V,  kiimesi vardir, dyle ki
VaNR#£D

esitsizligi en gok sonlu sayida R e R igin dogrudur. V= {V, : z € X}
ailesi X in regiiler acik ortiistidiir boylece bu ortii ¢ift regiilerdir. Boylece cift

regiiler ortil tamimindan Ay késegeninin
{Ulz) :ze X} <V

olacak sekilde bir U é—komsulugu vardir. Tekrar U kiimesinin Ay koge-

geninin bir 6—komsulugu olmasimi kullanirsak, Teorem 6.13 den
WoW CcU

olacak sckilde Ay kosegeninin bir simetrik § — acck W komsgulugu vardir.

Simdi gosterebiliriz ki herhangi bir A ¢ X 1i¢in
(WoW) [zx]nA=0 = Wz]nW{A] =0 (1)
dir. Gergekten
y € Wiz]| nWI[A]
bir ze€ A igin
(z,y) € Wue(z,y) €W
dir. W simetrik oldugundan
(z,9), (y,2) EW = (z,2) e WoW = z€ (WoW)[z]N A
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dr. Vze X vebir VeV i¢in
(WoW)[z]cU[z] CcV

dir. ¥V nin tammindan V kitmesi R nin en ¢ok sonlu sayida elemani ile kesisir.
Sonug olarak (WoW) [z], R nin en ¢ok sonlu sayida eleman ile kesisir. (1)
den W{z| in en ¢ok sonlu tane W[A] (A € R) ile kesistigi goriiliir.
W, Ax i §—agk komsulugu, f :(X,7,)— (X xX,7,X7,) >
[z(y) = (z,y) olarak alnan f, siirekli déntisimii ve W(z] = f-!(W) oldu-
gundan Wiz}, in §— acik komsgulugudur. Wiz] , = in §— agk komsu-
lugu olmasindan dolay: regiiler agik bir z € T C W[z] kiimesi vardir ve agiktir
ki T' en ¢ok sonlu sayrida W[A] ile kesisir. Boylece {W[A] : Ae R} giigld
yerel sonlu (gii¢lit ayrik) bir ailedir. M

Sonug 6.15 X, her regiiler aqik értisi ¢ift regiler olan bir topolojik uzay
olsun. Bjer X uzayman bir regiiler agtk U érttistiniin giigli yerel sonlu (gigli
ayrik) R inceligi varsa, bu értinin gicli yerel sonlu (gigli ayrik) agik inceligi

vardar,

Kamt. Teorem 6.14 den Ax kosegeninin, {V[A] : A€ R} ailesi gigli
yerel sonlu olacak sekilde bir V' § — ak komsulugu vardir. Bu aile U
ortiisiiniin inceligi olmayabilir. Bundan dolayr VA € R icin A C U, olacak
sekilde U, €U  segebiliriz. Wa =Us NV [A] olarak tanimlayalim.

{(Wy: A€ R} allesi aradifimiz ailedir.l

Teorem 6.16 X, her regiler agik ortisi ¢ift regiler olan bir topolojik uzay

ise, X in her regiler agik ortisinin agtk o — guclii ayrik inceligi vardar.

Kamt. Sonug 6.15 den dolayr ¢ — giiclii ayrik bir incelik bulmak yeterli
olacaktir.

U ortiisit ¢ift regiiler bir ortii oldugundan Ax i {V[z] : z € X} <U
olacak sekilde bir V' § — acik komgulugu vardir. V5=V olarak tanimla-

yalim, V.oV, C V,_, olacak sekilde Teorem 6.13 e tiimevarim nygulayarak
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Ay kosegeni ve n € N igin simetrik V, § — agtk komsulugunu inga edebi

liriz. U; =V, ve n=23,..icin
Un1 = UnoVipq
olarak tammlayahm. Vn € N i¢in
U, cVy=V

oldugunu gosterelim. Teorem 6.13 den VaoVo = J (Valz] x Valz]) oldugu-
z€X

nu biliyoruz. O halde Vz € X igin Vn[$] X V;L[');] C Vooq 1se V,[z] C V,_4z]
buradan v, ¢ V,,_; elde edilir. Boylece

Valz] X Valz] € Vaoalz] x Valz] C Vaealz] X Vaoq[z] C Voo
yazabiliriz. Yukaridaki kapsama Vz € X i¢in gegerl oldugundan
VaoVn C Vg0V CVoogoViy C Vo
clde ederiz. Tiimevarim metodunu kullanarak

U]Z—‘WCV

Uy =VioVo C VioVy C V

ve bdylece

U, = V10 [Va0]...0 [Vn20 (Va_10VR)]]] C Vio [Vaol...0 (Va-20Vh )]
islemnini devam ettirirsek
U.CW=V
oldugn goriiliir. {V[z] : z € X} = {Vlz] : ze X} <U iken Vn e N igin
{Unz] : z€e X} <U
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dir. Zermelo teoreminden (her kiime iyi siralanabilirdir) X iginde bir « <

1y1 siralama bagintis1 alahm. Her bir ne N ve x e X igin
Ur(@) = Unlo\J{Una1ly] : v < 2}
olsun. Yy € X i¢in
Vas [Urlz (y)]
ymin 6 — actk komsulugudur. Vn e N igin
U, = {UNa) : z€ X)
ailesi gliclti aymktir. Bunu dogrulamak igin g #£ 4 iken
Up(z) N Vara[Un(y)] = 0
oldugunu gostermek yeterlidir. Aslinda bunun tersine

pEUNz) N Vani[Uy)] (v #z)

p € Up(z) = Unlg\U{Unnsly] : y <&} ve z€Uy(y) icin p € Voual]

buradan Vy < z(y e X) icin
pe Uzl ve p& Unily]
ve z € U,ly] ign
(2,p) € Vais

fakat

2 ¢ | J{Unnld : a<y}
bu dururnda

(y,p) € UnoViy1 = Unsa

50

»



dir. Yani

p € Unta[y] (3)
(1) ve (3) den y > x ve sonug olarak (2) den
z ¢ Un+1[37] (4)
olur. Tekrar (z,p) € U, ve (p,z) € V,y, (her bir V, simetrik oldugundan)
(z,2) € UnoVpy1 = Unta
yani 2z € Upy;[z] olup (4) ile gelisir. Celiskiden dolayr Vn € N igin
n={Us(z) : z€ X}
ailesi giilii aymk oldugu dogrulanmig olur. Vn e N i¢in {U,[z] : z € X}

oo
X in bir értiistidiir. Sonug olarak |JU, ailesinin X in bir &rtiisii oldugunu
n=1

gostermeliyiz. Bir 2 € X alalm. Vn e N icin, X in ilk noktas: olarak,

z € Unly(n)]

olacak sekilde bir y(n) segelim. 'y(k;) = min {y(n) sn=12 .} olarak alalim.
Bu durumda 7z < y(k) ve Yne N igin

z ¢ Unlz]
dir. 5 =y(k) yerine koyahm. Vz <y i¢in
z € Uily] ve z ¢ Upil?]

o0
oldugumm goriliir.  Boylece z € Uy(y) - UU, X in bir ortiisit oldugu
n=1

kamtlanms olur.l

Teorem 6.17 X uzayimn her regiiler agik ortisinin agk o — (giigli)
yerel sonlu incelifi varsa, X in her regiiler agik ortisiniin (gi¢li) yerel sonlu

incelign vardar.

ol



Kamt. U, X in regiiler agik 6rtiisii olsun. U nun her bir v, (giiglit) yerel
sonlu olmak tzere V ={J{V, : n¢€ N} acik o — (giicli) yerel sonlu inceligi
olsun. ller bir ne N ve VeV, iin

VI=V\U{U:U € Vy;k < nigin }
(V= (V)O\U{(U)O:UEV;C; k <mnigin })

olarak tanumnlayahm. W = {V!:.neN,Ve Vo) olsun. Bir 7 ¢ X alalim.
Vey, ikn zeV(ze (V) ”) olacak gekilde n ilk pozitif tam say1 olsun.
Buradan agiktir ki 7 € V! dir. Sonug olarak W ailesi X uzayin Srter ve
W <Y dur. Simdi W ailesinin (giiglii) yerel sonlu oldugunu gésterelim.

€ X icn
zeV (ze (V))

olmak fizere V ¢V, ©zelligini saglayan ik pozitif tam say1 n olsun. Bu
durumda V ((—17) °) z in bir agik (regiiler agik) komsulugudur. vk >n ve

her bir PP €V, igin

PinV=0 (Pn(V)" =0

k <n iken her bir V, (giiclii) yerel sonludur. Buradanz € X in, V, (k < n)
nin en ¢ok sonlu sayida 6gesini kesecek sekilde bir {7, komsulugu (regiiler agik

komsuluk) vardir. Budurumda S, =V nU;NU,N...NU, (S, = (T/)O N U,

o0
NU,N...NU,) = in, V= UV, nin en cok sonlu sayida elemanini kesecek
n=1

sekilde bir komsulugudur. Boylece S, , W nin en ¢ok sonlu sayida elemanini

keser, yani W (giiclii) yerel sonludur. M

Teorem 6.18 X uzay hemen hemen regiler uzay ise asagidakiler esdeger-
dir.

(1) X yaklasik parakompakttur.

(11) X in her regiiler agik drttsinin bir gicli yerel sonlu incelifi vardir.

(iii) X in her regiler agik ortiisindn bir yerel sonlu inceligi vardir.

(iv) X in her regiler agik drtisinin bir kapal yerel sonlu inceligi varder.
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(v) X in her regiiler agik ortisiniin bir regiler kapal yerel sonlu inceliji

vardar.

(vi) X in her regiler agik ortisii ¢ift regiilerdir.

(vii) X in her regiiler agik ortisinin bir agtk o — giglic ayrik inceliji
vardar,

(viii) X in her regiiler agik értiisiniin bir agk o — giiclii yerel sonlu incelig
vardar.

(ix) X in her regiler agik ortiisinin bir agik o—yerel sonlu incelidi vardar.

Kamt. (i)=(ii) U, X uzaymin regiiler agik értiist olsun. X uzay1 yaklagik
parakompakt oldugundan ¢ nun agik yerel sonlu V inceligi vardir. V ailesi yerel

sonlu oldugundan Vz € X vex in en ¢ok sonlu sayida V € V' elemani igin
U,NV £

olacak sekilde [/, acik komgulugu vardir. Bu &zelligi saglayan sonlu sayida

V kiimeleri V{,V,, ...,V olsun. Bu durumda V € V/{V;,V;, ..., V;} igin

(U.)’nvV =0

dir. Boylece V ailesi U ailesinin giiglii yerel sonlu inceligidir.

(i1)=(iii), (vii)=>(viii) ve (viii)=>(ix) gerektirmeleri agiktir.

(iii)=(iv) ve (iv)=(v) gerektirmeleri Teorem 6.12 den goriiliir.

(v)=(vi) gercktirmesi Teorem 6.10 dan goriiliir.

(vi)=(vii) gerektirmesi Teorem 6.16 dan goriiliir.

(viii)=(ii) ve (ix)=>(iii) gerektirmeleri Teorem 6.17 den goriiliir.

(ii)=(1) U, X uzaymmn regiiler acik ortiisti ve R, U értiistiniin giiglii yerel
sonlu inceligi olsun. VA e®R i¢in Ac U, olacak sekilde bir U, e
sceelim. X uzayr hemen hemen regiiler oldugundan Teorem 6.10 ve 6.12 den
U ortiisii ¢ift regiilerdir. Boylece Teorem 6.14 den X x X kartezyen ¢arpim
‘uzaylnda Ax kosegeninin  {V [A] : A€ R} ailesi giicli yerel sonlu olacak
sekilde §— agik V komsulugu vardir. W, = V[A]NU, olarak alahm. Bu

durumda {(Wy: AeR} ailesi U ortiistiniin yerel sonlu acik inceligidir. Ml
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Teorem 6.21 X hemen hemen regiler topolojik uzay, A kiimesi o—yakla-
stk parakompakt alt kiime ve U kiimesi A mn regiiler agik komsulugu ise, A

kimesinin A C V. Cc U olacak sekilde bir V regiiler kapal komsuluju vardr.
Kamt. X uzay! hemen hemen regiiler oldugundan, Vz € A icin
seW,CW,CU

olacak gckilde # noktasmin regiiler agk W, komsulugu vardir. W = (W, :
x € A} ailesi A kiimesinin regiiler agik ¢rtiisidiir. Bundan dolay1 A kiimesini
orten ve W ailesinin inceligi olan, X iginde yerel sonlu U acik ailesi vardir.

w=U {Vl - Vie Z,{} olsun. Béylece

V=W=J{Vi: Vieu}=J{Vi: Vieu}
ailesi A kiimesinin regiiler kapali bir komsulugu olup

AcVcU
dur. |

Sonug 6.22 X wuzayr hemen hemen regiler topolojik uzay, A kimesi
a—yaklasik glicli parakompakt all kiime ve U kimesi A man regiler agik komsu-
luguise, AcCV c U olacak sekilde A kiimesinin bir V' regiiler kapal. komsu-

lugu vardar.

Kanit. Her a—yaklagsik giiclii parakompakt alt kiime, a—yaklasik para-

kompakttir.

Tanim 6.23 X wuzaymna ait her noktamn, U kiumesi a—yaklasik para-
Lompakt olnak dizere bir U agk kongulugu varsa X wzayna yerel yaklagik

parakompakt uzay denir [11].

Aciktir ki, her yaklagik parakompakt uzay yerel yaklagik parakompakttir.
Fakat yerel yaklagik parakompakt uzay, yaklagsik parakompakt olmayabilir.

k.

L

Anadele Tufvr oo
Merkar i
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Bu kisimda amacimiz A.H.Stone nun “her parakompakt uzay normaldir,,
teoremini genisletmektir. Bu teorem bir Hausdorff topolojik uzayda yaklagik

parakompakthk kavraminin bir uzayin tam normallige denk oldugunu belirtir.

Tanim 6.24 X uzaywman her regiiler agik U ortist igin X uzayumn agk V

ortisi var ve V* XU oluyorsa, X uzayina yaklagik tam normal vzay denir

[12].

Tamm 6.25 Bir X kiimesinin U, V drtilert veridsin. Her e X i¢in
sz, Uy CV olacak sekilde bir V €y warsa, U ya V nin delta incelige
(6—inceligi) denir ve bu durum UY? <V yaznlarak gosterilir.

X m bir U rtiisii wgin
U<U><U <V

olduiu kolayca gorilir. Yani her ypldiz incelik delta inceliktir. Ayrica U, V,

W értiileri igin

UBD < Voe VA < W

U < W

oldugunu kisaca gosterelim: 7 € 4 alabm. st(U,U) Cc W olacak sekilde bir
W e W oldugunu girmeliyiz. Simdi g € st(U,U) ¢ Us <y oldujun-
dan oyle bir V, € V wvardwr ki, st(z,U) CV, olur. O zaman

st(U,U) = Ust(x,U) C UVm (1)

zel/ zelU

yazlabilir. Simdi keyfi, fakat segildikten sonra sabit bir x, € U alahm. Her

zelU igin U Cst(z,U)CV, oldujundan z,€V, dir. Béylece

Vs C st(z0,V) (2)

el
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olur. VA < W oldujundan z,€ X i¢in IW e W > st(zy, V) CW dir.
Béylece (1) ve (2) den

st(U,U) C UVZ C stz V) CW

el

bulunur. O halde Y* < W dir.

Ornck 6.26 Bir (X,d) metrik uzayinda Y = {B(q;,%) s T € X} ve
V={B(x}) : e X} ortileriigin

VU

dur.  Clinki re X ig¢in st(B(z, %),V) C B(, %) dur.  Gergekten
y€ st(B(x,g),V) igin 3z € X 5 ye Blwy,}) ve B(z, )N B(w), 1) #0 .
qimdi > € B(x, %) N B(z, %)) ise,

d('l),y) < d(m,.’L’l) + d('Eby) < d(.’E,Z) + d(Z,.'El) +d(331,?/) <

O | =
Nel i
NNy
Wl

olur. Yam st(B(.@%),V) gB(,q;,%) dur. Oyleyse V* <1 dur.

o

Teorem 6.27 Bir X wuzayr yaklagik tam normaldir < X uzaymmin her

regiler agik ortisinin regiler agik §—incelifi vardir.

Kanit. X uzay: yaklagik tam normal ise X uzayinmin herhangi bir V értiisii
win Y& < Y oldugundan kant. aciktir.

Tersine X wzaymn regiiler agik U ortiisii verildiginde V2 <y olacak
sekilde regiiler agik V ortisii vardir. Simdi X uzaymn regiiler acik V ortiisii

icin WA <V olacak sekilde regiiler agik W ortiisii vardir.

W< WA <Y

buradan

WA < WAE < Vb
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ve boylece
WA W < s

oldugundan X uzayimin regiiler actk W ortiisii elde ederiz dyle ki W* < ¢/

dir. Boylece X wzaymin yaklagik tam normal oldugunu gostermis olduk. M

Tamm 6.28 X uzaymun I’ ve G ki ayrik alt kiimesi biri regiiler kapaly ve
digeri 6—kapaliolsun. FcU , GCV UNV =0 olacak sekilde U ve V

agik kiimeleri varsa, X uzayina yaklastk normaldir denir.
Teorem 6.29 Her yaklagik tam normal uzay yaklasik normaldir.

Kanit. X yaklagik tam normal uzayinda, F' ve G ayrik sirasiyla regiiler

kapali ve §—kapali kiimeler olsun. X\F regiler ack ve X\G 6é—acik

kiimedir. Bu durumda X uzay1 icinde X\G = |JGs olacak sekilde regiiler

SES

acik kiimelerin {G, : s € S} ailesi vardir. Boylece U = {X\F,G, : s € S}
ailesi X uzayimn regiiler agik értiisiidiir. Teorem 6..27 den ve X in yaklagik
tam normal olmasindan B2 <14 olacak sekilde X uzayinin regiiler agik B
ortisit vardir. U = st (F,B) ve V =st(G,B) olarak alalim. Bu durumda

FclU ve GcV olacak sekilde X uzayinda U ve V agik kiimeleri vardir.
Simdi NV = oldugunu gérmeliyiz.

UNV #§ olarak alaim. Bu durumda ViNnF#¢ , V,NG#0 ve

ViNVy#§ olacak sekilde ViV, € B vardir. O halde bir peVin¥,

vardir. Aciktir ki

ViuVy Cst(p,B), st(p B)NEF#0 ve st(p,B)NG #

dir. Sonug olarak

st(p,B) & X\F ve st(p,B) L X\G = 3LEJSG8

3

dir. Yani Vse S i¢in

st(p,B) L G,
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dir. Bu bir celigkidir, ¢iinkit B2 <2/ oldugundan UNV = dur. Bsylece

X uzay vaklagik normaldir.l
Sonug 6.30 Bir Hausdorff yaklagik normal uzay hemen hemen regilerdir.

Sonng 6.31 Bir Hausdor[f yaklagik tam normal uzay hemen hemen regi

lerdir.
Teorem 6.32 Bir Hausdorff yaklasik parakompakt uzay yaklagik normaldir.

Kanit. Ilk olarak bir Hausdorff yaklagik parakompakt uzayin hemen hemen
regiiler oldugunu gosterelim. F' kiimesi regiiler kapal kiime ve p ¢ X\F ol-
sun. Vg e F igin X uzaymin Hausdorff olmasindan, V(g)NU,(p) =@ ola-
cak sekilde ¢ € V(q) ve pe Uy(p) agik kiimeleri vardir. Buradan p ¢ X_/@

oldugu goriiliir. Sonug olarak

v={x\F, (V@) : ¢e F}
X uzaymn regiiler agik ortiisii olur. X uzaymn yaklasik parakompakthgin-
dan Y4 <V olacak sekilde X in yerel sonlu agik bir U értiisii vardir. Simdi
st (F,U) (= U diyelim) kiimesi agik bir kiimedir ve. F' C U dur. Buradan
X uzaymm hemen hemen regiiler oldugunu gostermek i¢in p ¢ U oldugunu
gostermek yeterlidir. Ger¢ekten U'elyf ve U'NF#£§ 1se [ g X\F

dir. ¢ <V oldugundan U' C V(q) olacak sekilde g € F' vardir. Buradan
U cV(g dur. p¢V(g) oldugundan p¢ U dir. Yani

p¢ | J{U : U eU, UnF+0} =

[U (el : U'NFk# @}] (U ailesi yerel sonlu oldugundan) = U

dir. Simdi X uzaymin yaklagik normal oldugunu gosterelim. X uzaymda F'
,ve G ayrik, swasiyla §—kapali ve regiiler kapali kiimeler olsunlar. X uzaymin

hemen hemen regiilerliginden Vp e F icin

Vip)nG =10 (1)

P Eules Yo W
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olacak sekilde agik bir V(p) kiimesi vardir. X\F kiimesi 6—agik oldugun-
dan {G, : s € S} ailesi X uzaymn regiiler acik kiimelerinin bir ailesi olmak
lizere
X\F = JG,
ses
dir. V= {GS, <V(p)> :sE€ES,pe F} ailesi X uzaymin bir regiiler acik
ortisiidiir. U = st(F,U) olarak alalim. O halde

U=|Jtweu:vnr#n| =\ {T 0 eu,unr+0} ()
Vse S ign

UNF#0=U¢X\F=]JG,=U¢G,

s€eS

dir. ¢ <V oldugundan, U' C <V(p))o olacak sekilde p e [ vardir. Bu

durumda (1) den
U cV(p)
ve (2) den
Uc X\G
dir. Sonuc olarak
FcUcUcX\G
den X uzaymin yaklagik normal oldugu goriiliir. M

Onerme 6.33 X bir yaklagk normal wuzay olsun. X i her
Q = {G, : a € I} nokta sonlu regiiler agik drtisinin Vo € I i¢in V, C G,

olacak gekilde bir {V,, : a € I} regiler agik értist vardar.

Kamt. X yaklagik normal uzayinda Zermelo Teoreminden [ kiimesi i-
szerinde bir iy1 siralama bagmtis1 “ < 7 secelim dyleki T herhangi bir say:

olmak {izere

Q={Gs : a<T}
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olsun. Vo < T i¢in

X\{U{Vﬁ:ﬁ<a}UU{G7:7>a}]CVaCVZCGa 1)

olacak sekilde bir regiiler agik kiime tanimlayalim. Bunun icin « iizerinde
tiimevarim uygulayalim. Ilk olarak Vp kiimesini tamimlayalim.

X\ [U{Gy : v>0}] , X uzaymda bir §—kapall kiimedir ve @, kiimesi
tarafindan kapsanir. (©, X uzaymmn értisii oldugundan) X uzay: yaklagik

normal oldugundan
X\ [U{G7 : 7>0}} CVoCcWCG

olacak sekilde bir regiler agik 1}, kiimesi vardir. Varsayahm ki VB < o igin
Vs kiimesini tanmimlams olahm. Bu durumda {(V:B<a}u {Gy:v>a}
kilmesi X uzayuun bir ortusiidir. Gergekten eger pe X ise Vv > igin
p¢ G, ise {2 nin nokta sonlulugundan p € Gy olacak sekildeki § < a en
bityiik say1 olsun. Eger V3 < g igin p ¢ Vp ise (1) den

pe X\[U{Vs : 8 <p10lJ{Gs - 0> B} c Vo
olup p eV, dir. Simdi
X\ [U{Vﬁ : [3<04}ULJ{G'7 : 7>a}] C G,
olup, X uzayimn yaklasik normalliginden,
X\ U B<atulJ(G, s 7> al| cVacVacGa

olacak gekilde bir regiiler agtk V,, kilimesi vardir. Buradan Vo < T igin
(1) isaglayan V, regiiler agik kiimelerini inga edebiliriz, bir bagka deyisle

Ya < T igin V, regiler agik kiime olup
Va C Ga

dir. Son olarak {V, : @ < T} ailesinin X uzaymi orttiigiini gostermeliyiz.

Bir pe X secgelim. X uzayimn  ortiisii nokta sonlu oldugundan p e Gg
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olacak sekildeki 3 < T en biiyiik say1 vardir. Buradan p ¢ U{G, : v> 3}
dir. Eger V@' < g igin p ¢V, ise :

pEX\HU{Gv : 7>ﬂ}] U[U{Vg: :ﬁ'</3}” C Vg

dir. Boylece p € V; dir. Sonug olarak Vo €1 igin V, c G, olan {V, :

« € I} regiller agik ortiiyii elde ederiz. M

Onerme 6.34 Bir yoklasik normal uzaymn her regiiler agik yerel sonlu

ortisiinin bir regiler agtk delta inceligi vardur.

Kanit. Varsayalim ki VY = {Va : @a€ I} X yaklagik normal uzayinn
bir yerel sonlu regiiler acik ortiisiidiir. Onerme 6.33 1 kullanirsak, Vo € J
icin W, ¢V, olacak sekilde bir regiiler actk ) = (W, : a1} ortisi
vardir. ' kiimesi I indeks kiimesinin alt kiimesi olsun. P( IN=[{Va:

acl}n [ﬂ {X\T/_V_Q = [\]'}] kiimesini tanimlayalim. P(I') kiimesi
nin regiiler acik kiime oldugunu kanitlayalim.

V ailesi yerel sonlu oldugundan W(: {W W e W}) aileside yerel son-

ludur. Bu durummda

(VX Wa:ae NI} =X\ J{Wa:ae NI} = X\ J{Wa:a € NI}

dir.  Diger taraftan V ailesi yerel sonlu oldugundan, N{V, :a€l'} =0
esitligi ' kiimesi sonsuzsa dogrudur ve [' kiimesisonlu ise N{Vy:ael}
regiiler agiktir. Buradan I nin her ' alt kiimesi igin P(]') kiimesi regiiler
agik kiimedir. Bir pe X igin ['= {a €l :pe Wa} iken pe P(I')
dir. Bundan dolay1 P = {(P(I") : I'C I} ailest X uzaymn regiler acik
ortiisiidiic. P& <V oldugunu kamtlamak i¢in bir p e X noktasini goz
oniine alahm. W ailesi X uzaymm bir ortiisit oldugundan bir g€ I igin
s pE Wy dir. pe P olsun, bu durumda P(I') nin tanimindan g ¢ I
oldugumu biliyoruz. Ciinkii gel\l ise p g‘: X\Wﬁ ) P(I‘) olup p € P(I)

olusuyla celigir. Bundan dolayr P(I') ¢ Vj; dir. Bu durum p noktasini igeren
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her P(I') igin saglandigindan st(p, P) C Vj; den
PA <V
dir.W

Teorem 6.35 Bir X Hausdorfl uzayi, yaklagik parakompakttir < X uzayi

yaklagik tam normaldir.

Kamt. Varsayalim ki, X Hausdorfl uzay: yaklagik parakompakt olsun. Bu
durnmda Teorem 6.32 den X uzay: yaklagik normaldir. ¢, X uzaymnn regiiler
acik ortiisii ise I ortiisiiniin bir regiiler acik yerel sonlu V inceligi vardir ve Oner
me 6.34 den V nin bir regiiler acik delta W inceligi vardir yani W2 <V ,ise

WA <4 dur. Budurumda Teorem 6.27 den X uzay: yaklasik tamn normaldir.

Tersine, X Hausdorfl uzay1 yaklagik tam normal olsun. ) = {G,, : a € I}

X uzaymin bir regiiler acik ortiisii olsun. Qy =0 ve n=0,1,2,.. igin
Qnt1, O, in regiller acik yildiz inceligi inceligi olacak sekilde tanimlayalim.
Bu sekilde tanimlanan  {(),} regiiler agik kiimelerin dizisini olusturarak X

uzaymin bir ortiisiinii olugturahm. Vo el ve n=1,2, ... igin

Gon = {z€X :zeV,st(V,Q,) C Gyolacak sekilde V regiiler agik

kiimesi vardir}

olarak alahm. Gosterelim ki, Vn e N igin {Gan cael} ailest X uza-
ymin acgk ortiisii olup £ ailesinin bir inceligidir. {G,, : a € I} allesine
Yn e N icin 7 lizerinden tiimevarim uygulayarak X uzaymin bir ortiisii
oldugunu gosterelim. z € X alalim. Budurumdabir V1 e Q; icin ¢ ¢ V!
olur. Q1 < oldugundan st(Vl,Ql) C G, olacak gekilde G, € Q vardir.

Boylece (7,,, intammmdan r e G dir. Buradan {Guy1 - € I} ailesi

]

X uzaymm bir ortisidir. Varsayahm ki {G,,_; : « € I} ailest X uza-
} TR T . . r L 1_ . .

yinn bir ortiisii olsun. Bu durumda bir z € X i¢in z elemanim igeren
regiiler agik V' kiimesi vardir, 6yle ki bir o € I i¢in st(V,Q,.1) C G, Ve

1 € Gyupq dir. Q, X uzaymin ortiisit oldugundan bir V* € Q in z € V"
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dir. Q: <Q,_, oldugundan st(V™,Q,) C ™! olacak sekilde 771 ¢ Q,_,
vardir. z ¢ st(V",Q,) oldugundan z e Tn1¢ Q,-; dir. Bundan dolay:
reVAT™! yani VAT %0 dir. Boylese Tn-1 C st(V.00_1) C G,
buradan st(V*,Q,)c T !'CcG, dir. Bu durumda z ¢ Gun Ve boylece
Vn € N iin {G,,:a €I} ailesi X uzaymn bir 6rtiisiidiir. Eger ’T‘ € Gan
ve y ¢ Gony1 156 z,y € G olacak sekilde bir G € Q,,; yoktur. Gercekten
her G e€Q,,; icin

St(G, Qn.g.])‘ CcCH
olacak sekilde (.1 < Q,oldugundan) H €, vardir. Bundan dolay:
€ GNGopn = H Cst(z,0Q,) C G,

dir. Gergekten 2 € G oldugundan z ¢ st(G, ny1) burdan z € H dir.

Buradan
H C st(z,Qn)
dir. Tekrar z € G, , oldugundan z noktasmnm

st(V, ) C Gq

olacak gekilde bir acik V' komsulugu vardir. 2 € V oldugundan , inz nok-
tasini 1ceren tiim elemanlarinin V' kiimesit ile arakesitleri bos kiimeden farkhdir,

bundan dolay: her biri st(V,§),) kiimesinin igindedir. Buradan
H C st(z,Q,) C Gq

dir. Simdibir H €, icin St(G,Qn—H) CH ve HcG, dir. Bir 2@
igin G kilmesi = noktasim igeren regiiler agik kiime olup st(G,9,,;) dan

2 € Gany1 CGuolp GCGypyy dir. Boylece y¢ G dir. I kiimesi
, “<” bagmtist ile iyi sirali olsun ve V3 €I ve Vne N icin

f[ﬁ,n = Ggm\ [U Ga,n-H

a<f3
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olsun. 7 €I birbirinden farkh iki 6ge olsun. Bu durumda v >n yada

vy<n dir. y<p ise

H, . € X\Gy,n+1
veya v > ) ise

H,n C X\Gnp,n+1

dir. Simdieger y#£ n(y<nise) z€H,, vey€ H,, olup G € Q,y; Ve
z,y € G olacak sekilde bir G € 41 kiimesi yoktur. Gergekten 2 ¢ H,,
ise z€@G,, dir Tekrar ye H,, C X\Gynt1 15¢ y ¢ G,y dir. Bu
durumda z,7€ G , G € Q,,; olacak sekilde bir G kiimesi yoktur. Bun-
dan dolayr Vi € X i¢in bir G € ,,; vardr, éyleki x€G ve neN
sabit olmak iizere G kiimesi en fazla bir [, kiimesi ile kesisir. Boylece
{Hyn: a€l,neN} ailesi n=1,2. icin agk kiimelerin ayrik bir aile-
sidir. Sonug olarak {Hon: a€l,neN} ailesinin X uzayinin bir ortiisii
oldugunu gosterelim.
yeEX Ve a,, yEG,,, Ozlligni saglayan ilk indeks sayisi olsun.

(VneN ign {Gan : @ €I} ailesinin X uzayi igin bir &rtii oldugunu kanit
ladik) a(y) = inf {a,, : n € N} olarak alirsak, bir n € N igin y € Gag)m elde
ederiz. Béylece o < a(y) < angs 60 y ¢ Ganys A o < ay) in z € Gopya
olsun. Bu durumda hem z hemde y noktasini igine alacak bir G € Q,,,, yok-
tur. Dolayisiyla y noktasini iceren Q,,, icindeki kiime ailesi | J{Gyny1 -

a < oy)} ailesi ile kesigmezler. Simdi

f[a(y),n = Ga(y),n\ U Ga,n+l

a<a(y)

ve 1y € Gyy)m dir. Fakat

st(y, Qny2) N [U {Ganir @ @ <'oz(y)}] =0,y¢ U Gagn+1

a<a(y)
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oldugundan y € H,(,), dir. Boylece X uzayin her regiiler agik drtiistiniin
bir agik o—ayrik inceligi vardir. Her o—ayrik incelik, o—yerel sonlu olup Sonug

6.31 ve Teorem 6.18 den X uzayinin yaklagik parakompakt oldugu goriiliir.
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