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SiMGELER DİZİNİ 

f/J :Boş küme 

: Doğal sayılar kılınesi 

: Tam sayılar kümesi 

: Gerçel sayılar kümesi 

P(X) :X in kuvvet kümesi 

U(x) : x noktasının komşuluklar ailesi 

A : Anın kapanışı 

A" : A nın içi 

: İncelik 

st(A,U) : Anın U ya göre yıldızı 

U* : U ailesinin yıldızı 

~x : X kümesinin köşegeni 

U 6 --< V : U ailesi V ailesinin delta inceliği 
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1. ÖNBİLGİLER 

Bu bölümde gerekli bazı temel tanım ve teoremler verilmiştir. Önerme 

niteliğincieki ifadelerin kanıtıarına girmeden kısa hatırlatmalar yapılmıştır. 

Tanım 1.1 X boş olmayan bir küme ve T da X in alt kümelerinin bir ailesi 

olrrwk 1'izen:, T a.'jağ1.daki özellikleri sa_ijlasın: 

(i) 0, X E T 

(ii) T dan alınan her sonlu sayıda elemanların kesişimi T ya aittir; yanı 

V {~}i E I Ç T ( I sonlu bir i nd is kümesi ) için 

olsun. 

(iii) T da alman her sonlu ya da sonsuz sayıda elemanlan.n biTleşimi T ya 

aittir; yani V {Ai} i E I Ç T (I herhangi bir in d is kümesi } için 

olsun. 

Bu takdirde T ya X üzerinde bir topoloji ve (X, r) ikilisinede bir topotojik 

uzay denir. T nun elemantarına açık kümeler, açık kümeler-in tiimleyenlerincde 

kapalı. kümeler denir. 

X topotojik uzayında x E X alalım. Eğer- X in bir- U alt kümesi, x 

noktasını içeren bir V açık kümesini içeriyorsa, U ya x in bir- kornşuluğu 

denir; yani 

U , :r: no/.:tas1.nın biT kornşuluğudnr· {:::> 3 V E T ~ :ı; E V C U 

dır-. 

Bir- topolajik uzay da bir x noktasının tüm komşulukZaT ailesini U (:c) ile 

göstcrece,c]iz. 
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X topolajik uzayında her x E X için x noktasını kapsayan X uzayınzn 

her· açık alt kiimesine x noktasının bir açık komşuluğu denir. 

A, X topotojik uzayt,nın bir alt kümesi olsun. A kümesinin tüm kapalı üst 

ldinu:lcrinin ILnı,kesitinc A nın kapamşı denir· ve A ilc göster-ilir-. 

A, X topotojik uzayt,nın bir- alt kümesi olsun. A kümesinin içinde kalan 

Uim açık k11melerin birieşimine A kümesinin içi denir ve Ao ile gösterilir. 

(X, T) topolajik uzayında A c X herhangi bir alt kümesi olsun. 

TA={AnU:UET} 

olamk tanmılanan, A nın alt kümeler-i ailesi A üzerinde bir topolojidir. Bu 

topolojiyc A üzer-ine indir-genmiş topoloji ve (A, TA) topolajik uzayına (X, T) 

uzayırun hir alt uzayı denir, 

Tanım 1.2 (X, T) bir topolajik uzay ve X in {ALE/ alt kümelerinin 

bir ailesi olsun. Eğer- X = U Ai ise {Ai}, I ailesine X uzayının biT örtüsü 
' i E I ı E 

denir·. 

V i E I için A kümeler-i X uzayının açık alt kümeleri ise, { A} iE 1 aile

sine X uzaymırı bir açık ör-tüsü denir. 

V i E I için A kümeler-i X uzayının kapalı alt kümeleri ise, { A} i E 1 

ailesine X uzaymm bir kapalı ör-tüsü denir. 

'ı:/ J c I sonlu ise, X uzaymın {Ai} iEJ ör-tüsüne X uzayw,m bir sonlu 

örlii.s ii drnir. 

{A } ailesinin bir- alt ailesi X uzayını ör-ter-se, bu alt aileye verilen 
i i E I 

örUint"in bir- alt, ör-tüsü denir. 

Tanım 1.3 (X, T) bir topolajik uzay ve A c X olsun. E!Jer- A =X 

ise, ;1 alt kümesine (X, T) topolajik uzayında yoğundur denir. 

13ir· lopolojik uzayırı saydabilir yo!}un bir alt kümesi vanja, bu uzaya ayr-ıla

bilir- uzay denir. 

Tanım 1.4 (X, T) bir topolajik uzay ve B cT olsun. Eğer her açık 

1.:-iimc B nm bazı elemanlarmın biTleşimi şeklinde gösterilebiliyor-sa; yani 
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'ı/GE T ıçın 

ise, B ai/r;sinc r lopolojisi için bir tabandı.r denir. 

Tanım 1.5 (X, T) bir topolajik uzay ve x E X olsun. Eğer her U E U(x) 

için :3 V E B(x) '3 V c U ise, B(x) ailesine (X, T) topolojik uzaymda x 

noktasmm bir yer-cl tabanı veya kom§uluklar· tabanı denir-. 

Tanım 1.6 (X, T) bir topolajik uzay olsun. Eğer her x E X noktasının 

sayılabilir bir kom§uluklar tabanı varsa, X uzayına birinci sayılabilir uzay 

denir. 

Tanını 1. 7 (X, T) bir topolajik uzay olsun. Eğer T topolojisinin sayılabilir

biT tabanı. varsa, X uzayına ikinci sayılabilir uzay denir. 

Tanını 1. 8 (X, T) bir topolajik uzay olsun. H er- x, y E X ( x -f. y) ı. çın, 

:3 U E U ( :r) '3 y tf_ U veya :3 V E U (y) '3 x tf_ V ise, yani bu noktalanlan 

en az birinin diğer- noktayı içermeyen bir komşuluğu var-sa, (X, T) uzayma 

To - nzayı denir. 

Tanım 1.9 (X, T) bir topolajik uzay olsun. Her x, yE X (x -f. y) için, 

:3 U E U (.r) '3 y tf_ U ve :3 V E U (y) '3 x tf_ V ise, yani bu noktaların her 

bir·irıin di[JCT noktayı. içermeyen biT komşulıığu var-sa, (X, T) uzayuıa Tı -

·uzayı. rlrniT. 

Tarımı ı. 1 O (X, r) bir topolajik uzay olsun. H cr· ı;, y E X ( x -1- y) için, 

:3 U E U(:r:) ve :3 V E U(y) '3 U n V= 0 ise, (X, T) uzay1.na T2- v.zay 

veya Ilausrlorff uzay denir-. 

Tanım 1.11 (X, T) bir topolajik uzay olsun. X 11.zayı.nın F herhangi 

bir kapalı alt kümesi ve x tf_ F koşulunu sağlayan bir x E X noktası ve

rildiğinde, F c U , x E V ve U n V = 0 olacak §ekilde U ve V açık alt 

kümeleri varsa, (X, T) topolajik uz ayına reg1'iler uzay denir. 
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Önerme 1.12 (X, T) topolajik uzayının regüler uzay olması için gerek 

ve yeter- koşul her- x E X noktası ve x in her-lıangi bir U kom.şuluğu ve

rildiğinde, x E V c V c U olacak .şekilde x in bir· V h~omşulu.iJunun var·

lz_ijulır·. 

Tanım 1.13 (X, T) bir- topolajik uzay olsun. Eğer her kapalı. F c X 

ve :r; E X (:r: tj. F) için bir J :X --+ [0, 1] sürekli fonksiyonu f(:r:) =O ve 

J ( F) = 1 sa.iflayacak .~ekilde lmlunabiliyorsa, bu (X, T) uzrwm.o. tam r-cgülcr· 

uzay denir. 

(X, T) topolajik 11zayı tam regüler ve 1'1 uz ayı ı.se, (X, T) uz ayına. 

Tyconoff uzayı veya. T1 t uzayı denir [1]. 

Tanım 1.14 (X, T) bir topolajik uzay olsun. X uzayının verilen herhangi 

A ve B ayrıl.; kapalı alt kümeleri için A c U ve B c V koşulunu sa.iflaya.n 

U ve V ayrık açık kümeleri varsa, (X, T) topolajik uzayına. normal uzay 

denir·. 

Öncrme 1.15 Nor-mallik sürekli kapalı dönüşümler altmda invaryanttır. 

Önerme l.lü Sım topolojine gör-e iyi sımlı her küme noTmal uzaydı.r [2]. 

Öncrme 1.17 (X, T) HausdoTjJ uzayının normal olması için gerek ve 

yeter koşul her A, B c X (An B = 0) kapalı kümeleri için, f(A) = {O} 

ve f(B) = {1} koşulunu sağlayan bir J: X--+ [0,1] süreklifonksiyonunun 

var·lı_ifıdıT. 

Tanım 1.18 (X, 7 ) topolajik uzayının her açık örtüsünün say-ılabilir bir 

alt örlii..sü var.sa, X uzayına Lindelöf uzay denir. 

Taıııııı 1.1!) (X, T) !IausdorJT t.opolojik nzaytu:J.n InT aÇ'//,: ih"iiisünihı son! u 

bir alt örtüsil van;a, X uzayına kompa.kt uzay denir. 
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2. PARAKOMPAKT UZAYLAR 

Parakornpaktlık ilk kez 1944 'de Dieudonne tarafından kompaktlığın doğal 

bir gcııcllcşt.irilmesi olarak verilmiştir. Bu kavram A.H.Stone tarafından her 

rııctrik uzayırı parakompakt olduğunun gösterilmesi ile daha büyük önem kazan

mış ve lm sonuç: Birıg, Smirnov ve Nagata tarafından Genel Metriklenebilme 

Tcorcrnirıirı ispatında kullanılmıştır. 

Parakompaktlık tanımı verilmeden önce bunun için gerekli olan özel tip 

örtülerle ilgili bazı tanımlar verilecektir. 

Tanını 2.1 X bir- küme U ve V bu kümenin iki ör-tür-di olsun. V U E U 

için j V E V ;J U c V oluyorsa, U ör-tüsüne V ör-tüsünün bir inceliği denir 

ve U -< V ile göster-ilir. 

Tanını 2.2 (X, r) bir- topoloji!.: uzay ve U c P(X) olsun. E_ijr;r- V ;ı; E X 

noktwmıı.n en az bir- korn.şuluğu U nun en fazla sonlu sayıda elemanı ile ke

sişiyor-sa, U ailesine yerel sanlu aile denir; yani V x E X için j N E U (.r,) 

korn.şulv-!]u var ve en fazla sonlu sayıda U E U için N n U =/= 0 ise, U aile

sine yer-el sonludtıT denir. 

Tanını 2.3 (X, r) bir- topolajik uzay ve U c P(X) olsun. Eğer- V x E X 

nokt.nsı. U ailesinin sadece sonlu sayula elernanınm içinde kabyor·sa U ailesine 

nokta sonlu aile denir; yani V x E X için x E U olacak şekildeki U E U 

birneleri sayı.sı. sonlu ise, U ailesi nokta sonludur denir. 

Tarımı 2.4 (X, r) bir topolajik uzay ve U c P(X) olsun. E.ifer her-

00 

yer-el sonlu aile olmak üzere u = u ui şeklinde yazı.labiliyorsa, u 
i=l 

(Ll.lr:· "l·rı(' l l aile denir. , c., .. (J - yer-e .son .u 

Önerınc 2.5 (X, 7 ) bir topolajik uzay ve {As : s E S} X in alt kümeleri 

nin yer-el sorılu bir ailesi ise, {As : s E S} ailesi de yerel .sonluduT. 
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Kanıt. .T E X herhangi bir nokta olsun. {As : s E S} ailesi yerel sonlu 

oldıığundaıı crı fazla sonlu sayıda s E S (s= s1 , s2 , ... ,sn) ıçın 

UnA.~=f.0 

olacak şekilde :ı U E U(x) açık komşuluğu vardır. Buradan en fazla sonlu 

sayıda s E S (s= s1 ,s2 , •.• ,sn) için 

olur. O halde, {As : s E S} ailesi de yerel sonludur .• 

Önerme 2.G (X, T) bir topolajik uzay ve {As : s E S} X in alt kümeleri 

nin yen:l son! u bir ailesi ise, U {As : s E S} = U {As : s E S} dir. Bunun 

sonucu olamk, ka:pah kümelerin yerel sonlu bir ailesinin birleşimi de kapalıdır. 

Kanıt. Her s E S için As c u {As: s E S} olduğundan u {As : s E S} 

c U {As : s E S} dır. 

Diğer yandan X E u {As : s E S} olsun. Her u E U(.'E) için u n (U{As: 

s E S}) =f. 0 dir. {As : s E S} ailesi yerel sonlu olduğı.ından sorılıı snyıdaki As 

lerirı haricindeki As ler için 

U. n As= 0 

olacnk s;ckilc le :ı U. E U ( x) vardır. Buradan, 

dolayısıyln 

dır. 
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olduğundan 

:r: E U {Asi : i = ı, 2, ... , n} = U {Asi : i = ı , 2, ... , n} 

dır. Bııradmı en az bir k E {ı 2 } ,, , , ... ,n ıçın :~; E Ask , dolayısıyla 

:r E U { !1 8 : s E S'} elde edilir .• 

Tanını 2. 7 Bir (X, r) Hausdorff topolajik uzaymın her· açık örtüsünün 

ycrd sonlu açık incelis}i varsa, (X, 7 ) topolajik uzayına parakompakt 11,zay 

denir. 

Açıktır ki, her kompakt uzay parakompakttır. Fakat tersi doğru değildir. 

Ör·rıeğin, sonlu olmayan bir ayrık uzay için tüm tek nokta himelerinin ailesi 

yerel sonlu açık örtüdür ve her açık örtünün inceliğidir; bu nedenle sonlu ol

mayan ayrık 1ızay kompakt olmayarı parakompakt uzaydır. Ba.şka bir örnek; 

bilinen topoloji ile IR kompakt olmayan parakompakt bir uzaydır-. IR nin bir 

açı/;; örtüsü {Gs : s E S} olsun. U Gs =IR ve aynı. zamanda IR= U [rı, 
sES nEZ 

n + ı ı dir. Diğer yandan V n E IZ için [rı, n + ı ı aralığı kompakt, U C s ~ 
sES 

['n, n + ı ı olduğundan bu aralıkların her birini sonlu sayı. da G~n) kümeler·iyle 

örtebiliriz. o zaman, tüm cin) n (n - ı, n+ 2) açık kümelerin ailesi {c s : 

s E S} nin yerel sonlu açı.k inceliği olur. Bu nedenle IR parakornpakttır. 

Daha sonra, genel olarak tüm metrik uzayların parakompakt olduğunıı 

göreceğiz. Dolayısıyla kompakt olmayan her metrik uzay, kompakt olmayan 

parakompakt uzaydır. Ayrık metrikle sonlu olmayan her uzay, kompakt ol-

rrıayan parakornpakt uzaydır. 

Teorcın 2.8 PanıJ.:ornpakt uzayların kapalı alt uzaylan parakornpakitz.T [3ı. 

Kanıt. (X, r) bir parakompakt uzay ve A, (X, r) mmyının herhangi bir 

kapalı alt kiimesi olsun. A kümesi üzerinde alt uzay topolojisini tanımlayalım. 

( !1, TA) alt. t.opoloj ik mmyı TA = {U n A : U E T} şeklinde tarımılı dır. ( A, TA) 

uzayının Hausdorff olduğu açıktır. U, (A, TA) nın açık bir örtüsü olsun. Alt 

uzay topolojisi tanımından dolayı V U E U için 

U= AnVu 
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olacak şekilde ::ı Vu ET vardır. V= {Vu :U E U} U {X\A} olsun. V, (X, T) 

nun bir açık örtüsüdür. (X, T) parakompakt olduğundan V nin açık yerel 

sorıln bir W inceliği vardır. Şimdi kolayca görülür ki, {An ıv : W E W} 

ailesi de A rım yerel sorılıı açık örtusiidilr ve U nun da bir inccliğidir. O halde 

( A, TA) kapalı alt uzayı da parakompakttır .• 

Teorem 2.D Her Hausdorj]', regüler, Lindelöf uzay parakornpakthr. 

Kanıt. X Lirıdelöf uzayının bir açık örtüsü V olsun. X regülcr bir uzay 

olduğundan Önerme 1.14 den Vx E X ve Vx E V için 

olacak şekilde ::ı Ux açık komşuluğu vardır. X Lindelöf uzay olduğundan 

lı cr açık örtünün sayılabilir bir alt örtüsü vardır. X uzayının { Ux} xEX açık 

örtüsünün sayılabilir bir alt örtüsü olarak {UxJ:ı ailesini alalım. i= 1, 2, ... 

ıçın 

kümeleri açıktır ve i(x) , V x E X için 

koşulunu s<ığlayarı en küçük tam sayı olmak üzere 

oldnğmıd<ırı x E ıvi(x) olur. Böylece {Wi} :ı ailesi X uz<ıyının bir örtüsünü 

oluştıırıır. V1Yi E {vVJ:ı için 

olacak şekilde ::ı Vxi E V vardır. Buradan görülür ki {TiVi} :ı örtüsü V örtüsü 

nün inceliğidir. i > j için 
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olduğundan {Wi} ~ı örtüsü yerel sonludur. Böylece her Hausdorff, regüler, 

Lirıdelöf uzay parakompakttır .• 

Tanını 2.10 U, X topolajik uzayının alt kümeler-inin bir- ailesi olsun. 

\;/ ;r E X için ;r, in en az bir- korrı.~uluğu U nun en fazla bir- öğesi ile kesi§i 

yor-sa, U ya ayrık aile denir-. Ayr-ık ailelerin sayılabilir- birle§irni olan bir- aileye 

de rr - aynk aile denir-. 

Tcorcrn 2.11 (Stone 1'corerrıi Bakınız [4]) MetriklcnebiliT biT uzayın her

açz.l.: ör-tiis iiniin hem yeTel sorılu hernde (]' -ayrık bir apk inceliği vanlır. 

Kanıt. X metriklerıebilir bir uzay ve U = {Us} sES X uzayının bir açık 

örtüsü olsun. X uzayının metriğini p ve S damgalayarı kümesini de ":S:" bağın

tısıyla iyi sıralı küme olarak alalım. Tümevarırrıla vi = { Vs,i} sES ailesini şöyle 

tammlayalım: 

Vs,i , aşağıdaki sıralanan koşulları sağlayan öyle c E X ler için 

olsun ki; 

(1) s, r: E Us olacak şekilde S nin en küçük elemanı olsıın. 

(2) j < i ve t E S için c t/. vt,j 

(3) B(c, ~)C Us 

Bu şekilde tanımlanan Vs,i kümeleri açık kümelerdir ve açıktır ki 

V
9
,iCUs dir. (Çünkü xEVs,i=?::lcvar ~xEB(c,f;)=?p(.r-,c)<t ve 

f. < !j; olduğundan p(x, c)< !j; , yani x E B(c, !fr) dir. Böylece (3)'e göre 

x E U8 dir.) 
00 

Şimdi V = u Vi ailesinin X uzayının bir örtüsü oldur,11uıu gösterelirrı: 
ı= i 

;r; E X verilsin. ;ı; E U
8 

olacak şekilde S kümesinin en küçiik s öğesini ve 

' 

.. ( . ..:.!..) [1 3 r., '2i c . 8 
olacak şekilde i doğal sayısını alalım. j < i ve i E S için 

;ı; E Vı,j veya x t/:. 1/t,j 
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dir. Eğer .T ~ Vı.,j ise (1), (2) ve (3) koşulları birlikte x için :::ıağlanmış ola-
00 

caguıdan :r E V9,i olur. Böylece V = i~ı Vi ailesinin X uzayının bir açık 

örtüsü olduğu görülür. Ayrıca ~,i C Us olduğundan V örtüsü {Us} sES 

örtiisiiniin bir açık inceliğidir. Bu inceliğin CJ - aynk olduğmıu gösterelim. 

V i için vi ailesinin aynk incelik olduğunu göstermek yetecektir. Bir X E X 

için B(x, 2;\ı) açık topunun Vi ailesine ait iki kümeyle kesiştiğini kabul 

edelim. Bu kümeler s1 < s2 olmak üzere, V91 ,i ve Vs
2

,i olsunlar. 

B(x, 2i~ı) n ~ı,i =1- 0 ve B(x, 2;~ı) n "Vs2 ,i =1- 0 

3 :rı E /3(.r, 2 ;~ 1 ) =? p(:ı;, .rı) < 2;~ 1 ve 3 cı için .Tı E B( cı, f;) C ~ 1 ,i 

Ayrıca 

dir. sı< s2 olduğundan c2 ~ U81 dir. Böylece x ~ B(c1 , fr) yanı 

p(c 1, c2 ) ~ .fJ; dir. Bu durumda 

veya 

3 ı ı ı 
p(:r;ı,x2) ~ p(cı,c2)- p(cı,xı)- p(x2,c2) > 

2
i-

2
i- 2i = 2i 

dir. Oysa diğer yandan, 

dir. Bu sonuç bir çelişki oluşturur. O halde V x E X noktasının en az bir 

komşuhı!Iu B(x _ı_) v. ailesinin en fazla bir kümesiyle kesişcbilir, böylece 
~ o . ,, 2ı+l ' lo ' 

00 

Vi ailesi ayrıktır. Sorııı(; olarak V = u Vi ailesi (J - ayrıktır. 
i-co! 
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00 

Şimdide V= u vi ailesinin yerel sonlu olduğunu kanıtlayalım. X E X 
ı=l 

ıçın 

:ı: E v;,,J 

olacak 9ckilde 3 i E S' ve j doğal sayısı vardır. Vt,J açık küme olduğundan 

olacak şekilde 3 k doğal sayısı vardır. Şimdi i ;:::: j + k ve s E S olmak 

üzere 

ı 
B(x, 

2
J+k) n Vs,i = 0 

olduğunu gösterirsek, x noktasının B(x, 2j~k) komşuluğunun V nin en fazla 

j +k - ı tane öğesiyle kesişebileceği görülür. Tersini kabul edelim. Yani 

arakesilc ait bir ;; E X bulunsun. 

z E 13(;r:, 2/t-k) n Vs,i =? z E B(x, 2/ık) ve ::le, z E B(c, f;) C Vs,i 

i;:::: j +k , s E S ve V~,i nin tanımındaki c için i > j olduğundan (2) 

ye göre, 

dir. Dolayısıyla 

b uradmı 

dir. ·Diğer taraftan 

c~ vt,j 

ı 
c tf_ B(.r, 

2
k) 

ı 
p(x, c) 2:: 2k 

j +k;:::: k+ ı, i;:::: k+ ı ve z E B(.r, 2j~~J n B(c, f;) 

olduğundan 

z E B(x, 2j~k) ve z E B(c, ~) 

ll 



ı ı ı ı ı 
P(.r, c) < p(x z) + p(z c) < - + - < - + - - -

' - ' ' ~ 2i+k 2i - 2k+J 2k+l - 2k 

olur. Bıı sonuç 

ı 
(J(~r; c) > -

' - 2k 

olıışııyla (;elişir. Böylece teorerrıin kanıtı tarrıamlanrnış olur .• 

Sonuç 2.12 Her metriklenebilir uzay parakompakttır-. 

Kanıt. Teorem 2.11 in bir sonucu olarak kolayca görülür.• 

Her parakompakt uzay metriklenebilir veya kompakt olmayabilir. Şimdi 

metriklenebilir olmayan, kompakt olmayan fakat parakompakt olan bir to-

poloji örneği verelim. 

Örnek 2.13 [5] X= JR olmak üzer-e, B= {[a,b) : a,b E X} ailesi X 

üzerinde bir- T topolojisi için tabandı.T. Bu topolojiye sağ yar-ı açı,k aralık topolo

jisi veya alt li mit topolojisi denir-. Bu topolojiye gör-e [o., b) , (o., b) , ( a, +cxı) , 

(-cxı,o.) , [a.,+cxı) aralıklar-ı açık kümeler-dir-; çünküsözgelişi (a,b) = U{[a,b) 

: o. < a < b} olarak yazılabileceğinden ( a, b) amlığı T topolojisine gör-e açık 

kümedir-. (-cxı,a) , [a,b) , [o.,+cxı) amlıklar-ı hem açık hem kapalı küme 

ler-dir-. Açıktır- ki, T topolojisi JR nin bilinen topolojisindm do.!ıa kuvvetli bir· 

topolojidir. Bu nedenle Hausdorfftur. Bir X E X için { [x, X+~) : n E w+} 
aileleri sayılabilir yerel taban olduğundan, T topolojisi ı. sayılabilir-dir. Fakat 

2. sayı.la.biliT de_ijildir-. Ç1'inkü, eğer S= {[xi, Vi) : i E N} ailesi taban eleman

lannın sayı.labilir- bir- ailesi ise, :ı a E X ı.çın a -=/= xi , i E N dir. Bu ne

denle, bir- b > o. için [o., b) aralığı. S nin öğelerinin bir bir-le.Jimi olarak 

yaz1larrıaz. O halde, T topolojisi 2. sayılabilir- değildir. Diğer· taraftan rasyonel 

so.Jplo:r T lopolojisinc gi5r-c de saJp.labil-ir· yo_ijun ldi1nc olrlu.t)undan, T a.yn.labilir

topolojidiT. E'{jer· T metriklenebilir olsa idi, ayn.labilir olduğundan 2. sayzlabiliT 

oluTdu. Öyleyse T metriklenebilir değildir. (X, T) uzayı kompakt da de_(jildir. 

Çünkü sözgelişi { (-n, n) : n E N}· açık örtüsünün sonlu bir alt örtüsü yok

tur·. Fakat (X, T) Lirıdelöftür. Bumı .Jöyle gösterelim. {Un} , (X, T) nun 
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bir- açık örtüsü olsun. U~ ile U a nın IR nin bilinen topolojisine göre iç nok

talar· kümesini gösterdim. U = UU~ dersek, U açık bir kümedir ve IR bilinen 
Q 

topoloji ile Lindelöf olduğundan U da Lindelöftür. Dolayı.sı.yla U yu UZ ların 

sa)p.lahilir· .sayulakileriyle ör·tebiliriz. Şimdi A = X\U kümesinin sayüabilir

oldu_ijunu göster·iTsek, A yı da {U a} nın sayılabilir bir alt ailesiyle örteTiz ve 

böylece (X, T) nun {Ua} açık örtüsünün sayılabiliT bir- alt ör-tüsü seçilmiş 

olur. 

2/inuli A nın sayılabilir küme olduğunu gösteTelim. p E A olsun. j xP > p 

için (p, :~:P) nA = 0 . Fakat her p E A için lmlaca.i}ımzz (p, :~:p) aralıkları 

aynk olacaktarzndan bunların sayısı. sayılamaz çoklukta olamaz. 

(X, T) uzayı r-egüleT ve Lindelöf olduğundan pamkompakt oluT. 

Öntcorcm 2.14 X bir pamkompakt uzay ve A, B X uzayı.nın iki kapalı 

alt kiirrıesi olsun. Eğer V x E B için, A C Ux , x E Vx ve Ux n Vx = 0 

olacak şekilde Ux, Vx açık kümeleri varsa, A c U , B C V ve U n V= 0 

olacak şekilde U, V açık kümeleride vard1.r. 

Kanıt. {Vx} xEB U {X\B} ailesi X parakompakt uzayının bir açık örtüsü 

diir. X ııznyı pawkompnkt olduğundan bu açık örtünün, yerel sorılu açık bir 

irıccli·'·i vmdır. {W} , {Vo} U {X\B} nçık örtiisiiııiiıı yerd sorılu 
<-> s sES x xı=B 

açık inceliği olsun, So= {s E S: vVs n B ::j=. 0} kümesini tanımlayalım. Bu 

durumda V s E S 0 ıçın 

A n W s = 0 ve B c U Ws 
sES o 

olur. {vV } {V,} . u {X\B} örtüsünün inceliği olduğundan V s E S 0 s 8ES ' x xEB 

ı<,:ın 

ı se j :r: E B ıçın 
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olduğundan 

HI.~ nX\B = 0 

dir. s E S 0 ıçın H's n B =f. 0 olduğundan 

olacak şekilde :3 x E B vardır. Bu Ve ve karşılık gelen Ux ıçın 

olduğundan 

Ux n vVs = 0 veya A n W s = 0 

olur. Böylece U = X\ U W s ve V = U Ws dersek, U, V açık küme 
sESo sESo 

lerdir. Ayrıca AÇ U, B Ç V ıçın 

olur.• 

Tcorcnı 2.15 Her parakompakt uzay normaldir. 

Kanıt. X parakompakt. uzay ve B Ç X kapalı alt küme olsurı. · y tf. B 

i(;irı A = {y} , B kapalı küme ve X Hausdorff olduğıından :r; E B için 

:3 Ux , Vr açık kümeleri vardır ki, A = {y} E Ux , :c E Yı: ve Ux n Yı: = 0 

o lı ır. Örıteorem 2. H e göre , öyle U, V açık kümeleri bulunur ki, 

A = {y} c U , B Ç V ve U n V = 0 

olur. O lıald~, X n;>;ayı rcgiilerdir. Şimdi X in normal olduğıımı göst.erelim. 

A, B kapalı ayrık kümeler olsunlar. X regiiler olduğundan V x E B ıçın, 

U.'l;, Vr a.çık kümeleri vardır öyle ki; 
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dir. Böylece Önteorem 2.14 ün koşullan sağlandığından 

AÇ U, B Ç V ve Un V= 0 

olacak şekilde [! ve V açık kümeleri vardır. O lıalde X uzayı ııormaldir .• 

Tanım 2.16 n iyi sıralı say·ılamaz bir küme olsun. n kümesi .şu koşulları 

sa.rjlasın: n kümesinin en Mlyilk elemanı Wı ve a E n ve n < Wı ıse 

{!:1 E n : (J :::::; 0:} btrrıe.si .sayılabilir olsun. Do = D\ {W ı} olanı.k tanım

lanan .00 küme.sine .saydabilir ordinaller kümesi denir. 

Her parakompakt uzay normaldir fakat bunun tersi her zaman doğru değildir. 

Aşağıda ki örnekte Önerme 1.16 dan dolayı sıralı toploji ile normal olan .00 

sayılabilir ordinaller uzayının parakompakt olmadığını göstereceğiz. 

Örnek .2.17 [1] .00 parakompakt değildir. 

J( abul edelim ki, .00 parakompakttır. O zaman 

(3 E Do , U f3 = { 1 E Do : 1 < ,8} 

olmak üzere, {Uf3 : ,8 E .00 } açık örtil.sünün yerel .sonlv. açık bir {Va : a E A} 

inceli.rJi vardır. Va E Do için 

3 a E A ;ı a E Va ve la < a ;ı ba, a] C Va 

rhr. Şimdi en az bir ,8
0 

ın sonsuz çoklukta a için ba, a] ya ait olduğunu, 

hrh;lr:r:r: dr: A ·1.n sonsuz cokluktrı V 1;a. aü olduiJunu qöstJTiı·sek hh· çr:.li..~ki 
' ' () ' tl • . . 

r:lrlr d miş oluruz. Çünkü {Va : a E A} ailesi ycrd sonlu idi. E.(Jr:T höyle bir· 

(J0 E .00 yoksa, V ,80 E Do için 

/;:ürrır:si bo,~ kiirrıc defjilrlir-. Bu kümenin en küçük öğe.si a(,80 ) olsun. ,'Jirndi 

a 0 = a(O) ve an = a( a~_ 1 ) n ~ 1 olarak tammlayalım. Açıktır ki, 
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dir. Şimdi o:. = sup { o:n} diyelim. o:. E .Q0 dır. \fn ıçın 

diT.Bunulan 

d tT. JJu sonuç çdişkidiT; çiinkü lı cT a için ry a. < a olarak alı.nrm.ştı. 

Teorem 2.18 X topolajik uzayı regüler uzay ise a§ağıdaki ifadeler birbirine 

derıktirler. 

(i) X uzayı parakompakttır. 

(ii) X uzayının her açık örtüsünün açık O"- yerel sonlu bir inceli,ği vaTdır. 

(iii) X uzaymın her açık örtüsünün (keyfi kümelerden oluşan) yerel sonlu 

biT incelif}i vardı.r. 

(iv) X uzayının her açık örtüsünün kapalı yerel sonlu bir inceliği vaTdır·. 

Kanıt. (i)=>(ii) X uzayı parakompakt uzay ve U, X in bir açık örtüsü 

olsıın. ller yerel sorılu örtü O"-yerel sonlu olduğundan U açık örtüsünün açık 

O"-yerel sonlu inceliği vardır. 

(ii)=>(iii) U ailesi, X uzayının bir a(;ık örtüsü olsuıı. Hipotczdcn dolayı U 

örtüsünün açık O"-yerel sonlu bir V inceliği vardır. Yani Vn aileleri açık yerel 

sorılu olmak üzere 

V = U Vn ve V -< U 
n EN 

elir. V n E N için V n = {Vn. : s E S} olsun. W n = U Vn. olarak tanım
nE N 

layalım. {ı·Vn} nE N ailesi X uzayının bir açık örtüsüdür. A1 = W1 ve 

!111 = l1V1, - U lVi şeklinde tarıımlaynlırn. {An} "' nilesi yerel sarıl u mudur? 
ı· n 7l(ı·ı 

V ;r; E X için :3 k E N vardır :;J :ı; E Wk olm. Hlk , :ı: E X in bir açık 

konışuluğ1ı<lur ve sorılu tane An ilc kcsişir. ( An lerirı tanırnıııdan p > k 

için Ap n vV k = 0 ) V n E N ıçın 
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dir. o halde {An} nE N ailesi {Wn} nEN ailesinin bir inceliğidir. A = {An n Vns 

: n E N, s E S} ailesini oluşturalım. A ailesi yerel sonlu mudur? 

{An : n E N} ailesi yerel sonlu olduğundan, \:1 x E X için 3 Nx E T( x) 

vardır öyle ki Nx en fazla sonlu tane An ile kesişir ve \:1 n E N için V n 

ailesi yerel sonlu olduğundan, \:1 n E N için x E X in en az bir komşuluğu 

sonhı sayıda Vn. ile kesişir. Öyleyse A ailesi yerel sorıludur ve bir x E X 

rıoktasırıırı en a:l bir N komşuluğu en fazla sonlu tane An n Vn. ile kesişir. A 

<ıilcsi V ailesinin bir inceliği midir? 

An n v;ı_. c v;ı. dir. O halde A -< V ve V -<U olduğundan A-< U 

olur. 

(iii)=?(iv) U ailesi X uzayının bir açık örtüsü olsun. x E X ıçın 

olacak şekilde Ux E U vardır. X uzayımız regüler olduğundan Önerme 1.14 

den 

olacak şekilde 3 Vz: açık kümesi vardır. V= {Vx : x E X} ailesi X uzayının 

bir açık örtüsüdür. Hipotezimizden dolayı V açık örtüsünün bir yerel sonlu in

celiği vardır. Bu aile A = {As : s E S} olsun. A = {As : s E S} ailesi yerel 

sorılu olduğıırıdarı Önerme 2.5 gereğince A* = {As : s E S} ailesiele yerel 

sonludur. A = {As : s E S} ailesi V = {Vx : x E X} ailesinin yerel sonlu in

celiği olduğundan As E A için 

olacak şekilde 3 Vr E V vardır. ( *) dan dolayı 
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olur. Buradan 

dir. O halde A. ailesi U ailesinin kapalı yerel sonlu inceliğidir. 

(iv)===}(i) U , X uzayının bir açık örtüsü ve V, U açık örtüsünün yerel 

sorılu kapalı bir inceliği olsun. V x E X için vVx , x noktasının sadece sonlu 

sayıda V E V kümesini kesen açık komşuluk olmak üzere W= {vVx : x E X} 

açık örtüsünü ele alalım. A, W örtüsünün yerel sonlu kapalı bir inceliği 

olsun. V V E V ıçın; 

olarak tanımlayalım. V: kümesi açık bir kümedir. Çünkü kapalı kümelerden 

oluşan yerel sonlu bir ailenin birleşimi de kapalıdır. V, X uzayının bir örtüsü 

olduğundan V x E X için 

xEV 

olacak şekilde bir V E V vardır. x E V olduğundan 

x~U{AEA: AnV=0} 

o halde 

xEV.=X\U{AEA: AnV=0} 

dir. Böylece V. = {V. : V E V} ailesinin X uzayının açık bir örtüsü oldu

ğunu gösterdik. 

V. örtüsünün yerel sonlu olduğunu görelim. A ailesi yerel sorılu olduğun

dmı :r; E X için j;r; E Nx komşuluğı.ı vardır öylcki en fazla sorıln sayıda A E A 

ilc kcsişir. Nx kornşulu6ıı.uıun kesişimi boştan farklı oları A E A kümeleri 

A1 , ;12 , ... , An olsun. Nx n V. =10 ise en az bir k= 1, 2, ... , n için 
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dir. Buradan 

olıır. Yani her bir A~,; sonltı sayıdn V ile kesişir. Böylece sonlu sayıda V. 

hari(; geriye kalan V. lar için 

dur. Buradan görülür ki V* ailesi yerel sonludur. VV E V ı<;ın 

V cU 

olacak biçimde bir U E U seçelim. U* = {U n V* : V E V} ailesi U örtüsü

nün yerel sorılu açık inceliği olur.• 

Tanım 2.19 X uzayından kapalı birim I arahğına tanımlı, sürekli fonksi 

yonlarm bir ailesi {fs} s olsun. Eğer \f x E X için sE . 'Lfs(x) =ı olu 
sES 

yorsa, {fs} 
5
, fonksiyon ailesine X uzayı üzerinde birimin bir parçalamşı. sE. 

denir. 

I:.J.~(x) =ı eşitliğinin anlamı sabit bir x0 E X için sadece snyılabilir 
sES 

çoklnkta J.~ fonksiyonları x0 noktasırıda sıfır değerini almaz ve 
00 

{s1,s2,. .. s~;, ... } ={s E S: J8 (x0 ) =J O} olmak üzere I:.fsi(x) serisi 1 e ya-
i=l 

kınsar. 

X ii/\criııdc {Is} .H: s birimin bir parçnlnnışı olmak Ü/\Crc, u.~ ı ( (0, 1])} see s 

örtiisü X ıwwmda yerel sonlu ise, {fs} sES fonksiyon ailesine X nznyında 

yerel sarıludur denir. Bu demektir ki sabit bir x0 E X ıçın 

k 

\f :r: E U0 ve s E S\So iken j 8 (:r:) = O ve I:.f.i; (x) = 1 
i=l 

olacak şekilde :r0 noktasınırı U0 komşuluğu ve sonhı bir 80 = { 8 1,82,. .. sk} C S 

kümesi vardır. 

A ,X uzayının bir örtüsü ve {fsLEs , X uzayı üzerinde birimin bir parça

larıışı olsun. X nzayırıın {f
8
-

1 ((0, l])}sES örtüsü A örtüsünün bir inceliği 
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ıse, {fsLEs fonksiyon ailesine A örtüsürıe etkiyerı (subordinate) birimin 

parçalanışı denir. 

Örnek 2.20 [G] IR de bilinen topoloji ile, n E z olmak üzer-e 

fm1.!.:si !J 01 ı Wl. 1" 

fn(x) = 

fn :IR-tIR 

X- rı, 

-x+n+ 2, 

rı<x::;n+ı 

n+ı<x<n+2 

O, diğer durumlar-da 

olamk tanımlayalım. a E IR için n E Z tam sayısı n < a < n + ı olacak 

şekilde şeçilebilir. c = min { a;n, n+~ -a} alınırsa, sadece B ( a, c) n fn; 
1 

( (O, ı]) =j:. 0 

ve B(a,c)nj;: 1 ((0,ı])=j:.0 olur. Bunedenle IR de (!;: 1 (0,ı])nEZ ailesi 

yer-el sonludur; yani Un)na fonksiyon ailesi yerel sonludur. V n E Z için 

fn 2: O ve .1: E IR için bir n E Z , n :::; x < n + ı olacak .şekilde bulunabile

ce.tJindr:n, i =j:. n- ı, n için fi(:r:) =O dı:r. Böylrxe, 

Lfi(x) = fn-ı (x) + fn(x) = ( -x +n+ ı)+ (x-n) =ı 
i EN 

dir. O halde, V n E Z için fn sürekli bir fonksiyon olduğundan Un)na 

ailesi IR de bilinen topolojiye göre birimin parçalanışıdır. 

Öncrmc 2.21 X regiiler uzay1.mrı her açık ör'h'isürdin (keJJ.fi kümelerden 

oluşan) yerel sorılu bir inceliği varsa , X uzayının her- {UsLr::s açık ör-tüsü 

için X in kap ab yer-el sonlu öyle bir {!~,}sE s ör·Wsü., her- s E 8 için 1;;, C U8 

olacuk .'fdı:ildc vanbr. 

Kanıt. {[} } ) X uzayının bir açık örtüsü olsun. X ıızayı regiiler 
s sES 

olduğurıdarı ı; E Us için 

X E Wx c vV X c Us 
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olacak şekilde 3 Wx açık kümesi vardır. Buradan W= {W } ailesi X 
X xEX 

uzayının bir açık örtüsü ve {W x} xEX ailesi {Us LE s ailesinin bir inceliğidir. 

IIipoLezdcrı dolayı W örtüsünün {At}tET yerel sonlu inceliği vardır. Vt ET 

ıçın 

olacak şekilde bir s(t) E S seçelim. Us(t) içinde kalan At ler tek olmayabilir. 

F9 = U A, kümesini tanımlayalım. {At} T ailesi yerel sonlu olduğun-
,9ccs(t) I.E 

dan Önenne 2.5 den {At} tET ailesi de yerel sonludur. {At} tE7' ailesi yerel 

sonlu olduğundan, {FsLEs ailesi kapalı yerel sonlu aile ve V s E S için 

dir. {At} tET , W nin yerel sonlu inceliği olduğundan x E X için öyle bir 

t E T ve bu t için öyle bir s(t) E S vardır ki, 

dir. Bu dururnda s= s(t) ıçın 

.7: E F.~ 

olur. Öyleyse {FsLEs ailesi aynı zamanda X in bir örtüsüdür.• 

Uyarı 2.22 {At} tET örW.ın'i açık.c;a, V~ = U At. kümdcr-i aç1ktır ve 
s=s(t.) 

F = V dir-. O halde bir parakompakt ttzay1.n her {U,} s (],çık örtüsı'i için s s ~ sE 

yerel sonlu öyle bir {Vs} sES açık örtüsü var ki V s E S için 

o luT. 

Önerme 2.23 X uzayının bir U açık örtüsüne etkiyen birimin bir parçala

m.şı {fs} sES varsa , U nun açık yerel sonlu bir inceliği vardır. 
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Kanıt. U , X uzayının bir açık örtüsü {fs} sES de bu örtüye etkiyen 

birimin bir parçalanışı olsun. Önce şunu gösterelim : g : X --+ J sürekli bir 

fonksiyon ve x0 E X de g(x0 ) >O koşulunu sağlayan bir nokta olsun. Bu 

dıınımdn Xo m bir Uo komşulnğu ve sonln bir So c S kümesi, ;r; E U0 ve 

s E S\S0 için 

J..(x) < g(x) (1) 

ko!;mlıırıu sağlayacak şekilde vardır. Gerçekten, herhangi 80 = { s 1, ... , sn} C S 
k 

kümesini 1 - ''f:'Js; (x0 ) < g(x0 ) olacak şekilde alırsak, 
i=o] 

k 

Uo = {x E X: 1- LfsJx) < g(x)} 
i= I 

açık kümesi (1) i sağlar. Çünkü x E U0 ve s E S\So için 

k k 

1- Lfs;(x) < g(x) ~ Lfs(x)- Lfsi(x) < g(x) ~ 
i=l sES i=l 

fs(x) < !sJx) < g(x) 

olur. Şimdi \;f ı; E X için öyle bir s(x) E S seçelim ki fs(x)(x) >O olsun. 

g = f•(x) olarak alalım. f(ı;) = supsfs(x) eşitliği f: X--+ (0, 1] yarı açık 
sE 

aralığına sürekli bir fonksiyon tanımlar. V s E S için 

kümelerini tanımlayalım. Her s E S için Vs açık kümedir. 

Diğer yandan x E X için f(x) = supfs(x) olduğundan, V c> O ıçın 
sES 

f(x)- c< fs(x) 

olacak şekilde j s E S vardır. c= ~f(:r) >O olarak alalım 

t.r(.T) < I.(:r:) 
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olur. Böylece x E Vs olur. O halde V = {Vs} sES ailesi X in bir açık örtüsü 

olur. Ayrıca V s E S ıçın 

oldıığıı açıktır. U örtüsüne etkiyen birimin parçalanışı {fs} sES olduğundan 

olacak şekilde V s E S için :ı U E U vardır. Böylece V= fV~LEs ailesi U 

örtüsünün bir inceliğidir. 

Şimdi başlangıçtaki g fonksiyonu olarak g = ~f i alalım. ;r;0 E X ol

sun. :r0 noktasının U0 bir komşuluğu ve So c S sonlu bir küme olmak üzere 

V .T E U0 ve s E S\ So için 

fAx) < g(.ı:) 

olacak şekilde seçilsin. O halde s E S0 içiri fs(x) 2: g(x) dir. x E U0 ıçın 

X E Vs= {x E X : fs(x) > g(x)} 

en fazla s E So için doğrudur. Böylece bir x0 E X için öyle bir U0 komşu

luğıı bulundu ki V= {Vs} sES ailesinin en fazla sorılu sayıda elemanı U0 

kornşulıığu ile kesişir. V = {Vs LE s ailesi yerel sorılııdur.• 

Teorenı 2.24 Her X T1 -uzayı için aşa_ijıdakiler eşde_rjerdir. 

(i) X uzay·ı parakompakttır. 

(ii) X uzay1nın her açık örUisüne etkiyen yerel sonlu birimin bir parça

lam.~ı. vanb.T. 

(iii) X uzayının her açık örtüsüne etkiyen biTimin bir paTçalam.şz vaTdz.T. 

Kanıt. (i)=?-(ii) Varsayalım ki X parakompakt uzay ve A, X uzayının 

acık örtüsü olsun. U = {U.} , A açık örtüsünün yerel sonlu açık inceliği 
' " .~ES 

olsıuı.X, parakornpakt uzay normal olduğundan regülerdir. Örıerme 2.21 den 

X nzayının öyle bir {Fs LE s kapalı örtüsü vardır ki, V s E S için 
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dir. Urysohn Lernma ya göre V s E S için bir 9s :X -+I fonksiyonu bula

biliriz öyle ki; 

V.T E X\lf.~ için bir 9s(x) =O ve x E F.~ için g,~(x) =ı 

dir. U yerel sonlu olduğundan .TE X için L9s(x) serisi yakırısaktır. 

Bıı nedenle q(:r) = L.9s(x) eşitliğiyle tanımlarıarı g : X -+ JR sürekli bir 

fonksiyon dur. 

Şimdi fs = ~ olarak alalım. V x E X için g( x) ol O dır. V s E S için 

9.~ ve g fonksiyonları sürekli olduğundan fs = ik fonksiyonu da süreklidir. 
g 

V s E S için 

fs :X-+ [0, ı] 

tanımlı ve süreklidir. x E X ıçın 

'"" . ( "'gs(:r) ı '"" ( ı ( ~Js :r:) = ~-(-) = -(-)~9s x) = -( )g x) = 1 g x gx gx 
sES sES sES 

olduğundan {fs} sES ailesi X uzayı üzerinde birimin bir parçalanışıdır. 

(ii)=>(iii) Olduğu açıktır. 

(iii)=>(i) Öncrmc 2.23 c göre bir uzayın her açık örtüsünc etkiyerı birimin 

bir parçalanışı varsa, bu örtünün açık yerel sonlu bir inceliği vardır. Böylece 

(iii) yi sağlayarı her X, 7] uzayının Hausdorff olduğunu göstermek yeterli 

olacaktır. X uzayının Tychonoff uzay olduğunu gösterelim. Bir x 0 E X 

noktasını alalırn ve bir F' c X kapalı kiimcsi için x0 ~ F olsıın. X uzayının 

U = {X\ F , X\ { x 0 }} açık örtüsUn e etkiyen birimin parçalanışı {fs LE s 

vardır. 8o E S alalım öyle ki 

yanı 

fs0 (F) C {O} 
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olsun. f: X-+ I , f(x) = 1- min { 1, fso}x)} fonksiyonu f(xo) =O ve 

J ( F) c { 1} koşullarını sağlar. B uradan X uzayımızın Tychonoff uzay old uğu 

görülür .• 

Teorcrn 2.25 (Mıchael Teoremi Bakınız [4]) Parakornpaktlık sürekli kapalı 

dönüşümZeT altznda invaryanttır-. 

Kanıt. X parakornpakt uzayınciarı Y topolajik nzayı üzerine f :X -+ Y 

siirckli kapalı dönüşümü verilsin. Örıerme 1. 15. ve Teorern 2.15 den Y topolojik 

nzayı normaldir. Böylece Teorem 2.18 den Y uzayının herhangi bir {Us}sEs 

açık örtüsünün açık d-ayrık bir irıceliğe sahip olduğunu gösterrnek yeter. 

S kümesi üzerinde " < " bağıntısı bir iyi sıralama bağıntısı olsun. X 

uzayının acıağıda verilerı koşulları sağlayan kapalı yerel sorılu Fi = {Fs,i}sES' 

örtüsünü tümevarımsal olarak i= I, 2, ... için tanımlayalım. 

s E S ve i= 1, 2, .. .için Fs,i C f- 1 (Us) (I) 

i> 1 i(;in B.d--ı = U Ft.i-ı olmak üzere f(Es,i) n f(Es,i--ı) = 0 (2) 
t<s 

olsıırı. F 1 in varlığı Örıerrne 2.21 in sonucundan görülür. Varsayalım ki i < k 

i(;in ;::1 ,F2 , •.• ,Fk-1 tanımlanmış ve (1), (2) koşullarını sağlıyor olsunlar. 

Fk- 1 in yerel sonlu ve f sürekli kapalı dönüşüm olmasından dolayı 

(3) 

kümeleri açıktır. Her x E X için s(x) E S ile x E .f-1 (Us(x)) özelliğini 

sağlaynn en küçük elemanı gösterdim. Es(x),k-1 C U /-
1 (Us) olduğundan s<s(x) 

(1) dcıı I 1
f(!'-''-'(x),k ı) c u r 1(Us) dir. Böylece X E l;V,(x),k dır; yani 

s<s(:r) 

{vV } ailesi X uzayının bir açık örtüsüdür. Önerme 2.21 i ııygulayamk 
s,k s(S 

V s E S için Fs,k c VVs,k olacak şekilde X uzayının bir yerel sonlu kapalı 

;::h = { Fs,d sES örtüsünü elde ededz. (3) den dolayı Fk örtüsü i = k için ( 1) 

ve (2) koşullarını sağlar böylece Fi ailesinin elde edilişi tamamlanmış olur. 
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v .. i = Y\f(t~sFt,i) açık kümelerini ele alalım. {.f(Fs,i)}sES ailesi y uza

yının bir örtüsü oldugvundan V . c J(F ·) olur. Böylece 
s,ı s,ı 

8 i= t iken ~.i n vt,i = 0 (4) 

dir. V = {V~.d~ı,sES ailesinin Y uzayı için bir örtü olduğunu gösterelim. 

V JJ E Y için s(y) E S elemanı, bir i tam sayısı için y E f(Fs(y),i) özelliğini 

sağlayan en küçük eleman olsun ve y E J ( Fs(y),i(y)-l) olacak şekilde bir i(y) 

tam sayısı alalım. Böylece V s > s(y) için yE J(Es,i(y)-ı) ve (2) den s > 

s(y) iken y tJ_ J(I~,i(y)) dir. Diğer taraftan s < s(y) iken y tJ.. f(Fs,i(y)) 

olduğundan y E ~(y),i(y) dir. Böylece V ailesi Y uzayının bir örtüsüdür. 

~.i C f(Fs,i) ve (ı) den V ailesinin {Us}sES ailesinin bir inceliği .olduğu 

görülür. Önerme 2.2ı i tekrar uygularsak Vi= U ~i olmak üzere i= ı, 2, ... 
sES ' 

için I( c J- 1 (Vi) olacak şekilde X uzayının bir { K;}~1 örtüsünü alabiliriz. 

Y uzayı normal olduğundan 

i= ı, 2, ... için J(I() c wi c wi c Vi (5) 

olacak !?ekilde vV; c Y açık kümeleri vardır. (4) ii uygulayarak ve TV; c Vi 

den g.'Öriiriiz ki sabit bir i i()IJ {11.. n Wı·}cx'ı S' ailesi ayrıktır. 1'(1<..";) c Hfı· 
~,ı ı= ,sE .. · 

den {V~.i n H';}~ı,sES ailesi Y uzayının bir örtüsiidür. Açıktır ki {V,,;n 

WJ~ı,"ES ailesi {UslsEs ailesinin bir açık u-ayrık inceliğidir .• 
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3.SAYILABİLİR PARAKOMPAKT UZAYLAR 

Parakompakt uzay kavramı, kompaktlık kavramında olduğu gibi kimi za-

man örtünün inceliği, kimi :r,anıan da örtünün türü zayıflatılarak çeşitli biçim-

lerde genelleştirilrniştir; sayılabilir parakornpaktlık, zayıf parakompaktlık, güçlü 

parakornpakt.lık, yakla.~ık parakornpaktlık gibi ... Bu bölümde sayılabilir parakorrı

paktlık kavramına ilişkin bazı sonuçları vermeye çalışacağız. 

Tanım 3.1 Bir· X HausdorjJ topolajik uzayı.nın her sayılabilir açık örtüsü

nii1ı yer-d sonlu açık inceliği 1JaTsa, X topolajik uzayına sayılabilir parakompakt 

uzay denir. 

Açıktır ki her parakompakt uzay sayılabilir parakornpakt uzaydır. 

Tcorcm 3.2 ller- X Hausdor-JJ uzayı için aşağıdaki önenneler- denktir. 

(i) X uzayı. sayılabilir pamkompakttır. 

(ii) X uzayının her sayılabilir açık { Ui} ~ı örtüsünün i = 1, 2, . . . ıçın 

\li C [!i olacak şekilde biT yerd son[ U açı.k {\li} ~ı ÖTlÜSÜ vanÜT. 

(iii) X uzayınm açık kümelerinden oluşan artan VVı c W2 c ... dizisi 
00 00 

u vVi =X c.şitliğini sağlarsa, Fi c Wi ve .u (Fi)o =X olacak şekilde X 
ı=l ı=ı 

uza.ymm kapalı k:iimelerinden oluşan F1 , F2 , . . . dizisi vardır. 

(iv) X uzayz.nz.n kapalı alt kiimcler·inden olu.'? an azalan bi1· F'ı ::) F'.;_ ::) ..• 

dizisi için 
00 00-

n F = 0 ise, R c W· ve n Wi = 0 olacak şekilde X uzaymm 
i=l ı ı ı i=ı 

açz.k alt kiirnclerinden oluşan TVı, W2 , ... dizisi var·dı.r-. 

Kanıt. (i)===>(ii) X uzayırnız sayılabilir parakompakt olduğı.ından {Ui} ~ı 

örtüsünün yerel sonlu açık bir V inceliği vardır. V , {Ui}:ı örtüsünün bir 

inceliği olduğundan her V E V ıçın 

v c ui(v) 
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olacak şekilde bir i(V) seçebiliriz. Vi = U V olarak tanımlayalım. 
i(V)=i 

{Vi}: ı ailesi aradığımız ailedir. 

(ii)=>(iii) X uzayının açık kümelerinden oluşan artan vV1 c vV2 c ... 
CXJ 

diz;isi U lV; = X eşitliğini sağlasırı. {Wi} :ı , X uzayının sayılabilir açık 
ı ı 

bir örtüsü olduğundan, her i= ı,2, ... ıçın 

olacak şekilde, yerel sorılu açık {Vi}:ı örtüsü vardır. Fi =X\ j~i Vj C j~iVj 

olarak tanımlanan Fi kümeleri kapalıdır ve u< .VJ c U< .lV i = Wi olduğun-
1_ı J_ı 

dan her i= ı, 2, ... için 

dir. {Vi}: ı ailesi X uzayının yerel sonlu bir örtüsü olduğundan V x E X 

J(;ııı 3 :E E N açık komşuluğu var ve sonlu sayıda Vi için 

dir. i(:r;), N n Vi(x) =j=. 0 özelliğini sağlayan en bUyük pozitif tam sayı ol-

sun. j > i(:r;) için 

Nn U Vj=0 
j>i(x) 

dir. Buradan 

olduğu görülür. Bu da 

N c Fi(x) 

00 

demektir. Buradan .u (Fi) 0 =X eşitliğinin doğru olduğu görülür. 
ı=l 

(iii)=>(iv) X in kapalı kümelerinin azalan bir dizisi F1 :ı F2 :ı ... için 

<Xl 

n Fi = 0 olsun. 
i=l 

Bu durumda, i = ı, 2, .. . ıçın A = X\Fi dersek, 
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A1 C A2 C ... açık kümelerin artan bir dizisi olur ve De Morgan kuralına 
(Xl 

göre U Ai =X dir. (iii) varsayımına göre, bu durumda kapalı kümelerin öyle 
i=l 

(X) 

bir B 1, B2 , ••• dizisi vardır ki, i= 1, 2, ... için Bi cA ve U Bf =X dir. 
i= ı 

Şimdi i= ı, 2, ... için X\Bi = Wi dersek, W1 , W2 , ... açık kümelerinin öyle bir 

dizisi olur ki, i = ı, 2, . . . için 

ve 

00 00 (X) 00 

i=l i=l i=l i=l 

olur. 

Tamamen benzer olarak, (iv)=?(iii) olduğu kolayca görülür. Onun için 

şimdi (iii)=?(i) olduğunu gösterelim. 

(iii)=?(i) {Ui}:ı ailesi X uzayının bir sayılabilir açık örtüsü olsun. X 

uzayıııın açık alt kümelerinden oluşan W1 c W2 c ... artan dizisi Wi = ~< .Ui 
)_ı 

00 

şeklinde t.anırrılansırı. u Wi = X olduğundan X uzayının kapalı alt küme-
. i=l 

lerinden oluşan F 1 , F2 , ... dizisi vardır ve her i= ı, 2, ... ıçın 

dir. Her i = ı, 2, . . . için Vi kümelerini Vi = U i\ U. Fi c Ui olarak tanım-
ı<ı 

layalırn. ]~ kümeleri kapalı olduğundan Vi kümeleri açık kümelerdir ve 

u V c U W· c U U· 
j<i J j<i J .i<i J 

oldıığıından 
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dir. Buradan {Vi} :,
1 

ailesinin X uzayının bir örtüsü olduğu görülür. 
oc 

U (Fit =X olduğundan her x E X noktasının (Fj)o türünde bir komşu-
ı=I 

lıığu vardır ve bu komşuluk i > j ıçın 

dir. Bumlan dolayı {V.}~ ailesi yerel sonludur .• 
ı ı=l 

Sonuç 3.3 Bir· X, T1 normal uzayı sayılabilir pamkompakttı.T ~ X uza-
00 

ymm kapalı altkümelerinden oluşan her F1 =ı F2 =:ı .. . azalan dizisi .n Fi = 0 
ı=l 

00 

ko.?ulunu sağlzyor·sa, her i= ı, 2, ... için Fi c ıvi ve .n vVi = 0 olacak şe-
ı=ı 

kil de X uzayının açık allkümelerinden oluşan W 1 , W2 , ... dizisi vanbr. 

Kanıt. Wi c Wi olduğundan yeterlilik açıktır. Gereklilik kolayca görü 

lebilir.• 

Öncrrne 3.4 [4] {Us}sES , X normal uzayının nokta sonlu açık örtüsü 

olsun. V s E S için Vs c Us olacak şekilde X in bir {Vs}sEs açı-k örtüs~·i 

VaTdıT. 

Tcorcm 3.5 ller· X, T1 uzayı için aşa!fulaki koşullar- eqdeğenlir·. 

(i) X uzayı rıor-rnal ve sayılabilir parakompakttır. 

(ii) X uzaymın her sayılabilir- { Ui} :,
1 

açı.k ÖTtüsü için X uzayının yerel 

smılu açık {Vi} ~ı örtüsü vardır, öyle ki i = ı' 2, ... için Vi c ui dir-. 

(iii) X uzayının her sayılabilir { Ui} :ı açık örtüsü için X uzayının bir 

kapalı {Iii} 7:
1 

örtüsü vardır, öyle ki i = 1, 2, .. . için Fi c Ui dir. 

Kanıt. (i)=:;..(ii) X normal ve sayılabilir parakompakt uzay olsun. {Ui} :ı 

X uzayının bir sayılabilir açık örtüsü olsun. Teorem 3.2 den dolayı X uzayının 

her i = ı, 2, ... için Wi c Ui olacak şekilde {Wi} :ı bir yerel sonlu açık 

örtiisil vardır. 

elde ederiz. 

{w } oo örtüsü için Önerme 3.4 ii uygularsak 
i i=l 
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(ii)=:;. (iii) Gerektirmesi kolaylıkla görülür. 

(iii)::=;.(i) İlk olarak her X, T1 uzayı eğer (iii) koşulunu sağlıyorsa normal 

oldugıırııı gösterdim. X uzayının U U V= X eşitliğini sağlayarı U, V açık 

alt. kiirrıckri verilsin. U1 = U , U2 = V ve U: ı = U,1 = ... = 0 olarak açık 

küme dizisini alırsak (iii) koşulundan F1 c U , g c V ve F
1 

U F
2 
=X 

olacak şekilde Fı, F2 kapalı kümeleri vardır. Bu nedenle X uzayı normaldir. 

Çünkü A, B kapalı kümeler ve An B= 0 ise, X\A =U , X\B =V der

sek, F1 C U , F2 C V , F1 U F2 = X koşulunu sağlayan F1, F2 kümeleri 

vardır. Buradan A c X\F1 , B c X\F2 ve (X\Fı) n (X\F2 ) = 0 oldu 

ğundan X normal uzay olur. 

Şimdi (iii) koşulunu sağlayan X uzayının sayılabilir parakompakt olduğunu 

göstereli m. X in kapalı kümelerinin azalan bir dizisi Fı ::J F2 ::J ... , n Fi = 0 
i=l 

koşıılmııı sağlasırı. Şimdi i= ı, 2, ... için Ui = X\Fi diyelim. {Ui}Z::
1 

açık kümeler dizisi X i örter; yani .u Ui =X dır. (iii) varsayımına göre, 
ı=l 

kapalı kümelerin öyle bir { ~}~1 dizisi vardır ki, i = ı, 2, ... için Ai c Ui 
(X) 

ve u A =X dır.Şimdi i= ı, 2, ... için Wi = X\Ai dersek, Wi ler açık 
i=l 

kürnelerdir, 

ve 

cxı cxı 

n Wi = X\ u Ai = X\X = 0 
i=l i=ı 

koşullarırıı sağlar. Yani sonuç 3.3 nin koşulları sağlanır. Öyleyse X uzayı 

sayılıtl>ilir parakornpakttır .• 

Yerel sonlu ve nokta sonlu küme ailelerine ilaveten yıldız sonlu ve yıldız 

sayılabilir aileleri de göz önüne alabiliriz. Bir X kümesinin As alt kümelerinden 

olııf'arı {A } ' ailesi verilsin. Eğer V So E s için {s E s : As n Aso =f. 0} ·.s s sES • 

kümesi son lu (sayılabilir) ise X uzayıda yıldız sonludur (yıldız sayılabilirdir) 

denir [4]. 

Açıktır ki herhangi bir yıldız sonlu aile nokta sonludur. Dikkat etmeliyiz 

ki bir topolojik ıızayırı yıldız sonlu ailesi her zaman yerel sorılıı olmak wrunda 
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değildir. Bununla birlikte bir topolajik uzayın yıldız sonlu açık örtüsü yerel 

sonludur. 

Tanını 3.ü X biT topolajik uzay ve A, X in bir alt Mimesi olsun. E['jeT 

A = .t 1 (O) olacak şekilde J :X-+ [0, ı] süreklifonksiyonu var·sa, A küme

sine fonksiyonel kapalı küme denir-. 

Fonksiyonel kapalı kümeler-in türnleyenleTi fonksiyonel açık kümeler-dir. 

Önerme 3. 7 Bir X topolajik uzayınm, i = ı, 2, .. . için Ui kümeleri fonksi 

yonel açık küme olmak üzer-e, her sayılabilir {Ui}:
1 

ör-tüsünün fonksi 

yonel açık kümeler-den oluşan sayılabilir yıldız sonlu inceliği var-dır. 

Kanıt. fi: X-+ I sürekli olmak üzere Ui = fi-ı ((0, ı]) olarak tanımla-
00 

yalırn. f ( x) = L ~ fi ( x) olsun. Böylece J : X -+ I sürekli fonksiyonunu 
i=l 

00 

tanımlamış oluruz. u ui = X olduğundan V X E X için 
i=l 

f(x) >O 

dır. Vk =r-ı ((t, ıl) , rio= J--ı ([i, ıl) olmak üzere {Vk}~=ı ve {Fk}~=ı 

aileleri X uzayının örtüleridir. Bu örtüler sırasıyla fonksiyonel açık ve fonksi

yonel kapalı kümelerden oluşmaktadır.Şimdi fonksiyonel açık kümelerin X 

uzayı ıçın bir yıldız sonlu örtü oluşturduğunu gösterelim. k= ı,2, ... 

ı:::; j:::; k için ve Fo= 0 olmak üzere Uk,i = Ui n (Vk-ı-ı/Fk-ı) olarak ta

rıımlayalım. x E X olmak üzere k ile x E Fk özelliğini sağlayan en küçük 

tam sayıyı ifade edelim. Fk c u Uj dir. Çünkü X tf. u uj ise, V j :::; k 
j~k j~k 

ıçııı 

!SC j :::; k lÇIII 

fi(x) tf. (0, ı] 

buradan j :::; k ıçın 

fi(x) =O 

32 



dır. Böylece; 

dir. O halde 

dir. x E Uj olmak üzere bir 

olacak şekilde bir j :S k vardır. 'i/ j :S k için 

olduğundan m 2:: k+ 2 ve i< m için 

(1) 

olur. (1) nolu eşitliğin bir sonucu olarak {Uk ı·}':o k ailesi yıldız sonludur.• 
' JS: ,k=l 

Teorem 3.8 Her X normal uzayı için aşağıdakiler eşdeğerdir. 

(i) X uzayı sayılabilir parakompakttır. 

(ii) X uzayının her sayılabilir açık örtüsünün yıldız sonlu açık inceliği 

vardır. 

(iii) X uzayının her sayılabilir açık örtüsünün nokta sonlu açık inceliği 

var·dır. 

Kanıt. (i)=>(ii) Gerektirmesi Teorem 3.5 ün sonucudur. Uryshon Lernma 

ve Önerrne 3. 7 dan doğruluğu sağlanır. 

(ii)=> (iii) Gerektirmesi açıktır. 

(iii)=>(i) Gerektirmesi Önerme 3.4 ve Teorem 3.2 in direkt bir sonucudur.• 
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4. ZAYlF PARAKOMPAKT UZAYLAR 

Tanım 4.1 Bir X HausdorfJ topolajik uzayının her açık örtüsünün nokta 

sonlu açd.: inr:di!}i vona, X topotojik uzayma zayıf parokompakt uzay denir [1]. 

Her parakornpakt uzay zayıf parakompakt uzaydır, fakat tersinin doğru 

oldnğnrıu söyleyemeyiz. 

Örnek 4.2 [5] X =IR ve A = { ~ : n= ı, 2, ... } olsun. X üzerinde 

T topolojisi §Öyle tanımlansın : U, IR nin öklid topolojisinde açık küme ve 

B C A olmak üzere, G = U\B olamk yazılabilen Mimelere T- açık diye

lim. Kısaca 

GE T {::} 3 U öklidyen açık ve B Ç Aolmak üzere, G =U\ B 

olsun. T nun X üzerinde bir topoloji olduğu kolayca doğrulanır·. B = 0 cA 

oldu!}unrlan X üzerindeki T topolojisi öklidyen topolojiden daha kuvvetli bir 

topolojidir. /Ju nedenle HausdorfJ topolojidir. Fakat T regüler de.iJildir. Çünkü 

A, T-kopalı. küme ve O ~ A dır. Oysa A yı kapsayan her açık küme, sıfırı 

bulundunm her· açz.k. kümeyle kesiqir. 

X uz ayı sayılabilir pamkompakt değildir. Çünkü G n = X\ ( A \ { ~}) , n = 

ı, 2, . . . açı.k kiimr.leTi ailesinin yerel sonlu bir inceli.ifi yoktur. Çünkt'i sıfırı. bu

lundumn bir açık küme ~ hariç sıfırın çevresindeki tüm açık aralıkları bulun

durur·. B1ı nedenle de, { Gn} :=l nin her inceliğindeki sıfırı bulundum.n her aç·ık 

küme inceliğin sonsuz çoklukta kümesiyle kesi§ir. 

/jimrli X uzaymm zayıf pamkompakt olduğunu gösterdim. G a = Un - Bu 

(Be:. cA) olmak üzere {GaLEr , X in bir açık örtüsü olsun. Bu durumda 

{Un} nET , öklidyen uzay IR nin bir açık örtüsüdür. IR zayıf pamkompakt 

olduçjundan bu açzk örtünün nokta· sarıl u açık bir incelis}i { VtJ} w Y.: vardzr. 

Bu dur-urnda {V13 - A} ailesi Ua nın bir inccliğidir, fakat sadece X\A 
!3E'E 
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lfl iirt er-. Di_(fer yandan A nın her bir öğesi en az bir G a içinde bulunur. 

Bu nedenle, her- bir l yi uzunluğu 
2 

( ı) olan ve bir G a içinde kalan bir 
n n nt-

In açık amlığına düşürebiliriz. Bu aralıklar- ayrıktır; böylece { G
0
J aEr nın 

{ V{1 - J1} f:JEY~ U {In}~~ 1 inceli_r]i X i ôr·tcr ve nokta sonludur. Sonuç olamJ..:, 

X zayıf parnkompakttır. 

Teorcm 3.8 den her zayıf parakompakt, normal, Lindelöf uzay sayılabilir 

parakorrıpakttır. 

Önerme 4.3 Bir zayıf parakompakt X uzayının her açık {Us} sES örtüsü 

için X in nokta sonlu açık bir {Vs} sES örtüsü vardır, öyle ki V s E S için 

V, c u8 dir. 

Öncrme 4.4 X zayıf parakompakt uzayından Y uzayına sürekli örten ka

palı. bir- f dönüşümü var-sa, Y uzayının sayılabilir sayı.da nokta sonlu ailelerin 

biTleşimi olarak temsil edilebilen her açık örtüsünün, bir nokta sonlu açık in

celiği var-dır-. 

00 

Kanıt. ui = {Us} S· aileleri nokta sonlu olmak üzere u= uui ailesi y 
sE ı i=l 

00 

uzayının bir açık örtüsü olsun. Önerme 4.3 e göre, U= UUi ve Ci c J- 1 (Ui) 
i=l 

olmak iizcrc, X uzayının nokta sonlu bir { Gi} 7:ı açık örtüsü vardır. Gi 

kümeleri a(;ık kümeler olduğundan k= 1, 2, ... için Ek =X\ U Gi kümesi 
ı)>_k 

kapalıdır; kolaylıkla görülür ki Eı c E 2 c ... ve {Ek}~1 ailesi X uzayını 

örter. Ayrıca k = 1, 2, ... için 

CX' 

dir. s = u si olarak alalım. i =1= j iken si n sj = 0 old uğu nu kabul ed e-
i=] 

lirn. Kanıtı tamamlamak için V s E S'i için 

şeklinde tanımlı olmak üzere W= {WsLEs ailesinin Y uzayının bir nokta 

sonlu açık örtüsü olduğunu göster~ek yeterlidir. f kapalı dönüşüm olduğun

darı H's küineleri açıktır. Bu kümelerin nokta sonlu bir aile oluşturduklarını 
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00 

gösterelim. Y = UJ(Ek) olduğundan \:IyE Y bir f(Ek) kümesine aittir ve 
ı=1 

bunun sonucunda i 2: k , s E Si, y ~ Ws dir. U1,U2 , ... ,Uk-ı aileleri nokta 

sorıln ve böylece y, W nin sadece sonlutane öğesine aittir. Şimdi de W nin Y 

ııt,ayı i(;irı bir örtü oldıığunu gösterdim. V y E Y için i(y) ile y E Ui(y) özelli-

ğini sağlayan en küçük doğal sayıyı gösterelim. f (Ei(y)) c . U Ui olduğundan 
ı<ı(y) 

iiyle bir s(y) E Si(y) vardır ki y E Ws(y) olur.• 

Tcorcrn 4.5 X zayıf pamkompakt uzay, Y Hausdorj]' uzay olmak üzer·e X 

uzayından Y uzayına sürekli kapalı bir f dönüşümü varsa, Y uzayıda zayıf 

parakompakt uzaydır. 

Kanıt. Önerme 4.4 den Y uzayının herhangi bir {Us tEs açık örtüsünün 

sayılabilir sayıda nokta sonlu ailelerin birleşimi olan bir açık inceliğin varlığını 

kanıtlamak yeterli olacaktır. 

S kiirncsi üzerinde " < " iyi sıralama bağıntısı olsı.m.Tümevarımsal olarak 

X uzftyınırı bir Çi= {Gs,dsES açıknoktasorıluörtüsünü, s E S ve i= 1,2, ... 

H( III 

i > 1 ıçın Bs,i--I =X\ U Gt,i-1 olmak üzere 
t?.s 

J (Gs,i) n J (Es,i-1) = 0 

(1) 

(2) 

(1) ve (2) koşullarını sağlayacak şekilde oluşturalım. Q1 in varlığını Önerme 

1.2 den söyleyebiliriz. Varsayalım ki Ç1,Ç2, ... ,Çk-ı tanımlı örtüleri i< k 

i(;irı (1) ve (2) koşullarını sağlasırı. f sürekli kapalı dönüşüm oldnğıırıdaıı 

(3) 

kümeleri Ctçıktır. Her x için s(x) E S ile x E J-1 (Us(x)) özelliğini sağlayan 

en küçük elemanı gösterelim. Bs(x),k-1 C U Gs,k-1 ve (1) den 
s<s(x) 

U Gs,k-1 C U J- 1 (Us) 
s<s(x) s<s(x) 
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b uradmı 

J- 1J (Es(x),k-1) C U J- 1 (Us) 
s<s(x) 

dir. Böylece :r E W~(x),k ve {W.~,k} sES ailesi X uzayınııı bir açık örtüsüd.ür. 

Öııerrne 4.3 den V s E S ıçın 

olacak !;'ekilde X ıızayının bir nokta sorılu ç .. = {G •-} _ örtüsü elde ederiz. 
~- s,o. sES 

( 3) den dolayı Ç k örtüsü i = k için (ı) ve ( 2) koşullarını sağlar böylece Çi 

ailesinin oluşturulması tamamlanmış olur. V so E S ve i = 1, 2, .. . ıçın 

Eso,i =X\ U Gt,i C U (x\UGt,i) 
t:;::so s<so t>s 

dir. Gerçekten eğer x tl. U Gt,i ıse 
t:;::so 

(4) 

olacak 9ckildc bir s < s0 ve x E Gs i olacak şekilde en büyük s E S vardır. Ben-
' 

zer 9ckildc; i = ı, 2, ... ıçın 

x =U (x\UGt,i) 
sES t>s 

(5) 

dir. Vs,i = Y\J (X\Gs,i) açık kümelerini tanımlayalım. s E S ve 'i= 1, 2, ... için 

(6) 

00 

olduğıındarı i = ı 2 ... için V· = {V:s ı·} ailesi nokta sonludur. V = U Vi aile 
- ' ' ı ' sES i=l 

sinin Y nzayı için bir örtü olduğunu gösterelim. (5) den dolayı V y E Y 

i(;in s(y) E S en küçük elemanı vardır. Bu s(y) için yE f (x\ U Gı,i) 
t.>s(y) 

özelliği pozitif bir i tanı sayısı için vardır. ?J E f (x\ U Gı,i(y)--ı) olacak 
t>s(y) 

şekilde bir i(y) tanı sayısı seçelim. Buradan V s > s(y) ıçın 

?J E f ( Es,i(y)-1) 
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ve (2) den dolayı 

veya 

!- 1 (y) n U Gs,i(v) = 0 
s>s(y) 

dir. Diğer yandan ( 4) den dolayı 

f (x\ U Gı,i) c J ( U (x\UGt.i)) = U J (x\UGt,i) 
t.::s(y) s<s(y) t>s s<s(y) t>s 

olup buradan 

J- 1 (y) C U Gs,i(y) 

s?.s(y) 

ve dolayısıyla 

J- 1 (y) C Gs(y),i(y) 

veya 

olur. Böylece V, Y uzayının bir örtüsü olduğunu gösterdik. (1) ve (6) dan V 

nin {UsLEs ailesinin inceliği olduğunu görülür .• 
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5. GÜÇLÜ PARAKOMPAKT UZAYLAR 

Tanını G .ı BiT X !.:iimcsinin U, V ör-t üler·i ve bir- A c X verilsin. 

st(Jl, U) = U {U E U : An U i= 0} olarak tanımlanan kümeye A nın U ya 

göTe y?ldızı. denir-. Eğer- her· U E U için st(U, U) c V olacak şekilde biT 

11 E V kiirncsi va.r·sa, U ya V nin yıldı.z inceliği denir- ve bu durımı u• -< V 

yo.zilanıJ.: giislcr·iliT. 

Tanım G.2 X Hausdorj] topolajik uzayının her açık örtüsünün yıldız sonlu 

açık inceliği varsa, X topolajik uzayına güçlü parakompakt uzay denir. 

Her giiçlü parakompakt uzay aynı zamanda parakompakt ve normal uzay

dır, fakat. tersi doğru değildir. 

A = {As} sES ailesini alalım. Bu ailenin elemarıları X uzayının alt k timele 

rirıdcn oluşsurı. A.~ elemanından As' elemanına bir zincir ile şunu ifade 

edelim ; A nın sonlu tane öyle Ası, As
2

, ••• , Ask elemanı bulunsun, öyle ki 

s1 = s , Sk = s' olsun ve i = ı, 2, ... , k- ı için 

olsun. Eğer her As ve As' elernanları için bu öğeler arasırıda bir zincir varsa, 

A ailesine bağlantılıdır diyelim. Herhangi bir A ailesi içinAnın bileşenleri diye 

A rıırı maksirnal bağlantılı alt ailelerine diyelim; yani bağlantılı alt aileler başka 

hiçbir bağlantılı ailenin öz alt kümesi olmayacaktır. 

Öncrmc G.3 X uzayının alt kümelerinin her A ailesi bile.~enlerinin bir

le.~irrıine ayr·ışıT. E_ijer Aı ve A 2 , A nın far·klı iki bile.~eni ise 

dir-. 

Önerrnc G.4 Her bağlantılı. yıldız sayılabilir küme ailesi saydabilir·dir. 
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Teorem 5.5 Her X T1 -regüler uzayı için a.şağıdaki ko§ullar e§değerdir. 

(i) X uzayı güçlü parakompakttır. 

(ii) X uzaymı.n her açık örtüsünün hem yerel sonlu hemde yıldız sonlu olan 

!.:opah bir· inr:eli.ifi vanhr-. 

(iii) X uzayn1:1n her aç1k ör-tüsünün hem yerel sonlu hemde y'/l(lz,z say?Jabilir 

olan kapalı. bir inceliği vardır. 

(iv) X uzayı.mn her apk ör-tı"isünun yıldız sayılabilir açık inceliği vardı.r·. 

Kaıııt. (i)=?(ii) U ailesi X uzayının bir örtüsü olsun. V= {"VsLEs 

ailesi ise U ailesinin yıldız sorılu açık inceliği olsun. X uzayı normal ve V ailesi 

yerel sonlu olduğundan Teorem 3.5 den X uzayının V s E S için 

olacak şekilde bir :F = {Fs LE s kapalı örtüsü vardır. Açıktır ki :F ailesi U 

ailesinin bir inceliğidir ve hem yerel sonlu hemde yıldız sonludur. 

(ii)=?(iii) Gerektirmesi açıktır. 

(iii)=?(iv) U= {UsLEs , X uzayının bir açık örtüsü olsun. Bu U örtüsünün 

hem yerel sonlu hemde yıldız sayılabilir olan kapalı bir inceliği :F olsun. :Ft 

ler :F nin bileşenleri olmak üzere :F = U :Ft dir. Önerme 5.4 den tüm :Ft 
tET 

aileleri sayılabilirdir. :Ft = { :Ft,i} :ı olarak alalım. Ct = U :Ft aileleri iki 

şer ikişer aynk ve - :F nin yerel sonluluğundan - hem açık hernde kapalıdır. 

V l E T ve herhangi bir i doğal sayısı için 

:Ft,i C Us(t,i) 

olacak ~_·ekilde bir s(t, i) E S alalım. {C U }oo ailesi yıldız sayıla-., t ' s(t.,i) i=l ,tET 

bilir açık bir inceliktir ve bu incelik U ya aittir. 

(iv)=?(i) İlk olarak (iv) nolu koşulu sağlayan her X regiiler uzayının 

parakompakt olduğ;unu gösterdim. 

U, X mı;ayının açık örtüsü ve V ailesi ise U nun açık yıldız sayılabilir inceliği 

olsun. { V: } ailesi V nin bileşenleri olsun. 
8 sES Önerme 5.4 den 
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Vt ET ıçın 

dir. i = ı, 2, . .. için {V, } ailesi ayrık olduPıuıdan V ailesi U ının CJ-yerel t.,i tET o' 

soııln açık inceliği dir. Bundan dolayı X uzayı Teorem 2.18 den dolayı parakom-

pakttır. 

Şimdi X uzayının açık bir U örtüsünü ele alalım. U nun yıldız sayıla

bilir açık bir inceliği V ailesi olsurı. { v;.} tET ailesi V nin tüm bile9enlerinden 

oluşsun. V t E T için Vt = {V';. ,i} :ı ve Ct = U Vt eşitliği sağlansın. Cı 

kümeleri açık ve ikişer ikişer ayrık olduğundan bu kümeler hem açık hemde 

kapalı kümelerdir. Kanıt ta ki ilk adımdan V t E T için Cı uzayı parakom

pakt ve Teorem 3.4 den Ct nın kapalı bir :Ft = { Ft,d :ı örtüsü vardır ki 

i = ı, 2, . . . için Ft,i C Vı.,i dir. ft,i : X -t I sürekli bir fonksiyon olsun 

öyleki x E X\ Vı.,i için 

!t,i(x) = O 

ve :r; E F/,i ıı;ırı 

!t,i(x) =ı 

koşullarını sağlasın. Vt ET için {Ut,d:ı her bir Ut,i = ft~/ ((0, ı]) şek

linde tanımlı olmak üzere ailesi Ct uzayının bir sayılabilir açık örtüsüdi.ir. Bu 

aile fonksiyonel açık kümeler içermektedir. Bu fonksiyonel açık kümeler Vt 

ailesinin inceliği dir. Önerme 3. 7 den { Ut,i} :ı ailesinin sayılabilir yıldız sonlu 

irıcclig'·i vardır. {Cı -}C:' , ailesi U ört.nsiiniiıı yıldız sonlıı 
.,ı ı=ı,t.E7 

açık irıceliğidir. 

(ii) ve (iii) nolu koşulları için yerel sonluluğun gerekli olduğuını gösterdim. 

Gerçekten lıcr X, T1 uzayı için tüm tek nokta alt kümeler ailesinin yıldız sonlu 

ve kapalı bir incelik olduğu görülür.• 
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6. YAKLAŞIK PARAKOMPAKT UZAYLAR 

Yaklaşık parakompaktlık kavramı Singal ve Arya [7] tarafından tanımlan

mıştır. Parakompaktlık kavramının bir çok sayıda değiştirilmiş formu sunul

dnğn V<O iizcriııdc çalışıldığı halde en geniş parakompaktlık kavramı yaklaşık 

parakornpaktlıktır. 

Tanım 6.1 (X, T) topolajik ıızay ve A c X olsun. A = (Ar ise A 

b"irrıesinr; regiiler açık küme denir. 

Her regüler açık küme açıktır, fakat tersi her zaman doğru olmayabilir. 

Örnek 6.2 X = { a, b} üzerinde tanımlanan T = {0, X, { a}} topoloji

sine gör-c { a} açık bir kümedir. Ancak ( { a}) 
0 

=X olduğundan { a} regüler 

açık rle_ijildir-. 

Tanım 6.3 (X, T) topolajik uzay ve B c X olsun. B = (B 0 ) ise B 

kümesine r-egiileT kapalı küme denir. 

Her regüler kapalı küme kapalı bir kümedir, fakat tersi her zaman doğru 

olmaya bilir. 

Örnek 6.4 Bir- önceki örnekte {b} kapalı bir küme, ( {br) = 0 olup {b} 

r-egiileT kapah değildir. 

Bir (X, T) topolajik uzayında tum regüler açık kümelerin sınıfı T dan 

daha kaba bir topolojidir. Bu topolojiye semi regülizasyon topolojisi denir ve 

Ts ilc gösterilir. Ts topolojisinin elemanları X uzayının o-açık kümeleridir, bu 

kümelerin t ürnlcycnleri ise o-kapalı kümeleridir. 

{(:c, .1:) : :r; E X} olarak tanımlanan kürrıeye X uzayının köşegeni denir 

ve ,6.x ile gösterilir [8]. 
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Tanım G.5 A, X uzayında bir küme olsun. Eğer x E A noktasının x E U 

c !l olacak .şekilde U 6 - açık himesi varsa, A kümesine x noktasının 6 -

komşulu(;u denir. A kümesi 6- açık küme ise x noktasının 6- açık komşu

lu.rjudur·. 

Tanım G.G (X, T) topolajik uzay ve U c P (X) olsun. Es]eT V x E X 

noktası. ı;e sonlu sayıda U E U için V n U =f 0 olacak şekilde x noktasınm biT 

regt'ilcr· açıl.: V kornşuluğu var-sa, U ailesine güçlü yer-el sonlu aile denir-. 

Tanını G. 7 (X, T) topotojik uzay ve u c p (X) olsun. E.ğer her bir ui 
00 

güçlü yerel sorılu olmak üzere u = u ui şeklinde ifade edilebiliyorsa, u ailesine 
i=l 

CJ - güçlii. yerd sonlu aile denir. 

Tanım G.8 X topolajik uzaymm her regüleT açı.k ör-tüsüm.in yerel sonlu 

açık incelis/i varsa, X uzayına yaklaşık pamkompakt uzay denir. [9] 

Tanım G.D U, X topolajik uzayının bir örtüsü olsun. Eğer- X xX 

kar-tezyen çar·pırn uzayında tanımlı 6x köşegeninin, {V[x] : x E X} -<U 

olacak şekilde bir V 6- komşuluğu varsa, U örtüsüne çift regüler örtii denir. 

Tcorcm G.lO X topolajik uzayının bir regüler açık örtüsü U olsun. E.ğer 

U ÖTW8ı.iniin biT n r·egüler kapalı yer-el 8onlıı (güçlü yerel sonlu) inceli[}i var8a, 

U ör'lii8Ü çi;{t r-egüler örtüdür. 

Kanıt. V J1 E n için A c u A kapsamasını sağlayan u A E u seçcbi

liri/,. V !l E n için 

VA= (UA X UA) u (X\A) X (X\A) (1) 

olarak tarıırrılayalım. Bu durumda her VA kümesi X x X kartezyen çarpım 

uzayında 6x köşegeninin 6- açık komşuluğ11<.lur. V x E A için VA[x] =U A 

oldıığunu gösterelirn. x E A ::::} x ~ X\A dır.Burıdan dolayı V y E X için 

(x, y) ~ (X\A) x (X\A) 
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(1) den 

dır. Tekrar 

olur. Böylece V x E A ıçın 

dır. Şimdi V = n {VA : A E R} olarak alalım. V X E X ıçın 

x E A ve V[x] C VA[x] = UA 

olacak şekilde bir A E R vardır. Sonuç olarak 

{V[x) : x E X} -< U 

dm. ~imdi V kümesinin X xX içinde D.x in bir 8-komşulnğıı olduğunu 

görmemiz gerekir. Bir (x, x) E D.x seçelim. R nin yerel sonluluğundan (güçlü 

yerel sorıluluğundan) sonlu sayıda A kümesi için 

olacak şekilde :r: E X elernarımı içeren bir W:r açık (regüler açık) kornşuluğu 

vardır. Bu soıılıı sayıdaA kümeleri A1 , A2 , ... , Ak olsun. Şimdi 

(2) 

doğru olduğuını gösterelim. Herhangi bir A ER\ {A 1 , A2 , ... , Ad ıçın 

WxnA=0 =?vVxCX\A ==? (Wx)oc (X\A)o =X\A 
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dır. Buradan VA =/:- A1 , A2 , ... , Ak için 

(W;)o X (lVx)° C (X\A) X (X\A) C VA 

olur. Yani 

olup (2) buradan görülür. (2) nin sol tarafı (x, x) noktasını içeren o- açık 

kiirrıc olup (:ı:, :r) noktasının keyfi olması V kümesinin .6.x in b-kornşuluğu 

olduğunu kanıtlar .• 

Tanım 6.11 X bir topolajik uzay ve F regüler kapalı bir küme olsun. F 

kümesini ve :r E X\F noktasını içeren ayrık açık kümeler var·sa, X topolajik 

uzayına hemen hemen regüler denir. 

Teorem 6.12 Hemen hemen regüler bir X topolajik uzayında aşağıdakiler 

sağlanıT [9]. 

(i) X uzayını.n Tegüler açık örtüsünün yerel sonlu inceliği var-sa, lm örtünün 

/;:opah ycrd sonlu inceliği var-dır-. 

(ii) X uzayının r-egüler· açık örtüsünün yer-el sonlu kapalı inceliği var-sa, bu 

ÖTlünün ycrd sonlu r·egüleT kapalı inceliği var-dıT. 

Tcorcnı 6.13 X, her regüler açık örtüsü çift rcgüler olan bir- topolajik 

uzay olsun. Eğer- U kümesi X x X kartezyen çarpırn uzayında .6.x köşe

geninin biT o-kornşuluğu ise, .6.x köşegeninin 8- açık simctr·ik V kornşu

lu.ifu varrhr-, öyle ki V o V= {(x, y) E Xx X: (x, z), (z, y) E V, z E X} olup 

VoV c U dur. 

Kaıııt. .6.x köşegeninin b-kornşuluğu U kümesi olduğundan, V x E X 

olacak şekilderegüler açık Wx kornşuluğu vardır. W= {Wx : x E X} , X 

uzayının regüler açık örtüsü olduğundan bu örtü X in çift regülı~r örtüsüdür. 
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W çift rcgüler örtü olduğundmı X x X kartezyen çaq)lm uzayında 6.x 

köşegeninin 

{Vı [x] : x E X} -< W 

olac<ık şekilde bir Vı. c5-komşuluğu vardır. Bu Vı [x] komşuluğu için 

Vı[x] x Vı[x] C U 

dır. 13nrad<ı Vj i açık küme olarak alabiliriz. V = Vj n 1/j- ı olarak alalım. 

A(;ıktır ki \1 kümesi simetriktir ve 6.x köşegenini içerir. .T E X olmak 

üzere; }~:X --+X xX , g: X xX --+X xX dönüşümleri fa,(Y) = (y, x) ve 

g(x,y) = (y,x) şeklinde tanımlı olup, X üzerinde Ts ve Xx X üzerinde 

Ts x Ts topolojileri varsa ve II. izdüşüm dönüşümü p2 : X x X --+ X olmak 

üzere 

dir. p2 ve fx dönüşümleri sürekli olduğundan g dönüşümüde süreklidir. Bu

radan U, X in bir c5- açık komşuluğu ise, 9-ı(U) =u-ı kümesi de c5- açık

tır. Böylece Vı. c5- açık küme olduğmıdan 1/j-ı de açık bunun sonucunda 

Vi n Vı-ı ymıi \1 açıktır. Bundan dolayı \1, simetrik 8- açık komşuluktur 

öyle ki V 1: E X için 

\l[x] x V[x] C U 

dm. \lo\!= U (\f[x] X \l[x]) olduğunu gösterelim. Herhangi bir (z, y) E 
xEX 

U (\f[:r] X \l[x]) alalım, en az bir x E X için (z, y) E \f[x] x \f[x] buradan 
xEX 

(x,z), (x,y) E \f dir. V simetrik 8-açık komşuluk olduğmıdan (z,x), 

(:r,y) E \1 olnr. \foV tmıımındarı dolayı (z,y) E \fo\1 dir. O lıaldc \foV = 

U (\f[:r] X \/[:D]) olup 
a:E.'( 

dur .• 

Vo\1 C U 
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Teoreın 6.14 X her regüler açık örtüsü çift regüler olan bir topolajik uzay 

ve R, X in alt kümelerinin güçlü yerel sonlu (güçlü ayrık) ailesi olsun. Bu 

durumda X x X de köşegenin, {vV[A] : A E R} güçlü yer-el sonlu {güçlü 

ayn.l.:) olacok şc!.:ildc !5 - api.: W korrı.şulu_iju vanhr. 

Kanıt. R güçlü yerel sonlu (güçlü ayrık) olduğundan V ;ı; E X ıçın x ı 

içeren regiiler açık Vx kümesi vardır, öyle ki 

eşitsizliği en çok sonlu sayıda RE R için doğrudur. V= {Vx : x E X} 

ailesi X in regüler açık örtüsüdür böylece bu örtü çift regülerdir. Böylece çift 

rcgiilcr örtü tmıırrıındmı .6x köşegeninin 

{U[x] : x E X} -< V 

olacak şekilde bir U 6-komşuluğu vardır. Tekrar U kümesinin .6x köşe

geninin bir !5-komşuluğu olmasını kullanırsak, Teorem 6.13 den 

WoWcU 

olnwk şekilde .6x köşegeninin bir simetrik o- açık vV konışuluğ;u vardır. 

Şimdi gösterebiliriz ki herhangi bir A c X için 

(W oH') [:r:] nA= 0 => W[.r-] n W[A] = 0 (1) 

dir. Gcn;ckterı 

yE W[x] n vV[A] 

bir z E A ıçın 

(x,y) E Wve(z,y) E W 

dir. vV simetrik olduğundan 

(.r-, y), (y, z) E W => (.r-, z) E WoW => z E (lV olV) [x] nA 
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dır. V x E X ve bir V E V için 

(W oW) [x] c U[x] c V 

dir. V ııirı tnrıırııırıdmı V kümesi R nin en çok sorılu sayıda elemanı ile kesişir. 

Soııuı; olarak (H' o W) [x], R nin en çok sonlu sayıda elemanı ile kesişir. (1) 

den W[x] in en çok sonlutane W[A] (A ER) ile kesiştiği görülür. 

W, 6.x ın O- açık komşuluğu, fx: (X, T 8 ) --+(X xX, T 8 X T 8 ) , 

fx(Y) = (x, y) olarak alınan fx sürekli dönüşümü ve W[x] = J; 1 (W) oldu

ğmıdarı W[:ı;] , x in o- açık komşuluğudur. W[x] , .?J in o- açık komşu

luğu olmasından dolayı regüler açık bir x ET c W[x] kümesi vardır ve açıktır 

ki Ten çok sonlu sayıda W[A] ile kesişir. Böylece {W[A] : A ER} güçlü 

yerel sorılu (güçlü ayrık) bir ailedir .• 

Sonuç 6.15 X, her r·egüler açık örtüsü çiftregüler olan bir topolajik uzay 

olsun. E.r}cr· X uzayının bir regüler açı,k U örtüsı"inün güçlü yerel sonlu (güçlü 

ayrıl.) R inceliği varsa, bu örtünün güç W yerel sonlu ( güçW ayrık) açık inceli_qi 

vardır·. 

Kanıt. Tcorcm 6.14 den 6.x köşegenirıin, {V [A] : A ER} ailesi güçlü 

yerel sonln olacak şekilde bir V o- açık komşuluğı.ı vardır. Bu aile U 

örtüsünün inceliği olmayabilir. Bundan dolayı VA ER için A C UA olacak 

şekilde UA E U seçebiliriz. WA =UAn V [A] olarak tanımlayalım. 

{ 1V A : A E R} ailesi aradığımız ailedir. • 

Tcorcın ü.lü X, her regüler açık ör·tüsü çiftregüler olan biT topolojik uzay 

ise, X in her r·egı"iler açık örWsünün açık CJ - güçlü ayn.k incdi_ği vardı,r. 

Kanıt. Sonuç 6.15 den dolayı CJ - güçlü ayrık bir incelik bulmak yeterli 

olacaktır. 

U örtüsü çift regüler bir örtü olduğundan 6.x ın {V[x] : x E X} -<U 

olacak şekilde bir V o- açık komşuluğu vardır. V0 =V olarak tanımla

yalırn, VnoVn c Vn-I olacak şekilde Teorem 6.13 e türnevarım uygulayarak 
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~x köşegeni ve n E .N için simetrik Vn 8- açık komşuluğunu inşa edebi 

liriz. U1 = Vi ve n = 2, 3, ... için 

olarak tammlayalım. V n E .N ıçın 

Un C Vlı =V 

olduğunu gösterelim. Teorem 6.13 den VnoVn = U (Vn[;ı;J X Vn[x]) olduğu-
xEX 

mı biliyoruz. O halde Vx E X için Vn[x] X Vn[x] C "Vn-ı ise Vn[x] C Vn-ı[x] 

buradan \~. c Vn-ı elde edilir. Böylece 

Vn[x] X Vn[x] C Vn-ı[x] X Vn[x] C Vn-ı[x] X Vn-ı[x] C Vn-2 

yazabiliriz. Yukarıdaki kapsama V x E X için geçerli olduğundan 

elde ederiz. Türnevarım metodunu kullanarak 

Uı = Vı c V 

U2 = Vıo\12 c VioV1 c V 

ve böylece 

i'Şlcrrıini devarn ettirirsek 

Un c Vo =V 

olduğu görülür. {V0 [x] x E X} = {V[x] : x E X} --<U iken V n E .N ıçın 

{Un[xj : .r-E X} --<U 
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dır. Zermelo teoreminden (her küme iyi sıralanabilirdir) X içinde bir " < " 

iyi sıralama bağıntısı alalım. Her bir n E N ve x E X ıçın 

olsıın. \f y E X ıçın 

y nın {j - a(;ık komşuluğudur. \f n E N için 

ailesi güçlü ayrıktır. Bunu doğrulamak için x -=/= y iken 

olduğunu göstermek yeterlidir. Aslında bunun tersine 

pE U~(x) = Un[x]\ U {Un+l [y] : y < x} ve z E U~(y) için pE Vrı+l [z] 

buradan \f y < x (y E X) için 

(1) 

ve z E Un[Y] ıçın 

(z,p) E Vn+1 

fakat 

(2) 

bu dururnda 
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dir. Yani 

PE Un+ı [y] (3) 

(1) ve (;~) <lerı y > :r; ve sonuç olarak (2) den 

Z t/: Un+l [x] (4) 

olur. Tekrar (:r,p) E Un ve (p, z) E Vn+ı (her bir Vn simetrik olduğundan) 

yanı z E Un+l [x] olup ( 4) ile çelişir. Çelişkiden dolayı V n E N ıçın 

Un = {U~ ( x) : x E X} 

ailesi güçlü ayrık olduğu doğrulanmış olur. V n E N ıçın {Un[z] : z E X} 
00 

X in bir örtüsüdür. Sonuç olarak U Un ailesinin X in bir örtüsü olduğunu 
n=l 

göstcrmeliyiz. Bir :ı; E X alalım. V n E N için, X in ilk noktası olarak, 

X E Un[y(n)] 

olacakşekildebir y(n) seçelim. y(k)=min{y(n);n=1,2, ... } olarakalalım. 

Bu durumda z < y(k) ve \In E N için 

dir. y = y(k) yerine koyalım. V z < y için 

X E Uk [y] ve X tJ_ Uk+l [z) 

00 

olduğıırın göriiliir. Böylece x E Uk(Y) , U Un X ın bir örtüsü olduğu 
n~ ı 

kanıtlanmış olur .• 

Teorem 6.17 X uzayının her regüler açık örtüsünün açık IJ - (güçlü) 

yerel sonlu inceliği varsa, X in her regüler açık örtüsünün (güçlü) yerel son! u 

inceliği var·dır. 
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Kanıt. U, X in regüler açık örtüsü olsun. U nun her bir Vn (güçlil) yerel 

sonlu olmak üzere V= U {Vn : n E N} açık O"- (güçlü) yerel sonlu inceliği 

olsun. Her bir n E N ve V E Vn için 

v; = V\ U {U : U E V k; k < n için } 

(~1 = (Vf\ u {(Vf : u E vk; k < n için } ) 

olarak tannnlayalırn. W= {Vj, : n E N, V E Vn} olsun. Bir x E X alalım. 

V E Vn i(; in :~: E V (~ı; E (V) 
0

) olacak şekilde n ilk pozitif tam sayı olsurı. 

Buradan açıktır ki x E ~1 dır. Sonuç olarak W ailesi X uzayını örter ve 

W -<U dur. Şimdi W ailesinin (güçlü) yerel sonlu olduğunu gösterelim . 

. rE X için 

x E V (x E (Vf) 

olmak üzere V E Vn özelliğini sağlayan ilk pozitif tam sayı n olsun. Bu 

durumda V ((V) 0
) x İn bir açık (regüler açık) komşuluğudur. \j k >n ve 

her bir P E Vk için 

k ::; n iken her bir V k (güçlü) yerel sarıludur o Buradan X E X in, v,,: (k ::; n) 

nın en çok sonlu sayıda öğesini kesecek şekilde bir uk komşuluğu (regüler açık 

kornşıılıık) vardır. Bu durumda Sx =V n U1 n U2 n ... n Un (Sx = (vr n U1 
00 

nU2 n ... n Un) ~r; in, V = U V n nin en çok sarıl u sayıda elemanını kesecek 
n=l 

şekilde bir kornşuluğudur. Böylece Sx , W nin en çok sonlıı sayıda elernanını 

keser, yani W (güçlü) yerel sonludur.• 

dir. 

Tcorcm G.18 X uzayı hemen hemen regüler uzay ise a.şağıdakiler e§dcğer-

(i) X yaklaşzk pamkompakttır-. 

(ii) X in her- regillcT açık örlilsilm"in bir gilçlii yerel sonlu incelis)i var-dı.r. 

(iii) X in her· n:giiler açık ÖTtüsünün bir- yerel sonlu inceliği vanhr. 

(iv) X in her· reg·iiler açı.k örtüsünün bir kapalı yeTel son! u inceliği var·dır. 
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( v) X in her r-egüler açık örtüsünün bir regüler kapalı yerel sonlu inceliği 

var-dır. 

(vi) X in lı cr r-egüler açık örtüsü çift regülerdir. 

(vii) X in her r·cg11ler açık ör-t1"isünün biT açık (]" - güçlü ayrık inceliği 

vardı.T. 

(viii) X in herr-egüler açık örtüsünün bir açık (}-güçlü yerel sonlu inceliği 

v unlır. 

(ix) X in her regüler açık örWs1l.nün bir açık (}-yerel sonlu inccli.cji vardır. 

Kaıııt. (i)=>(ii) U, X uzayının regüler açık örtüsü olsun. X uzayı yaklaşık 

parakompakt olduğundan U nun açık yerel sorrlu V inceliği vardır. V ailesi yerel 

sonlu olduğundan V x E X ve x in en çok sonlu sayıda V E V elernam için 

olacak şekilde Ux açık komşuluğu vardır. Bu özelliği sağlayan sordu sayıda 

Vkümcleri Vj,Y;, ... ,Vk olsun. Budurumcia VEV/{Vi,Y;, ... ,Vk} için 

dir. Böylece V ailesi U ailesinin güçlü yerel sorrlu inceliğidir. 

(ii)=>(iii), (vii)=>(viii) ve (viii)=>(ix) gerektirmeleri açıktır. 

(iii)=>(iv) ve (iv)=>(v) gerektirmeleri Teorem 6.12 den görülür. 

(v)=>(vi) g;ercktinnesi Teorem 6.10 dan görülür. 

(vi)=>(vii) gerektirmesi Teorem 6.16 dan görülür. 

( viii)=> (ii) ve (ix)=> (iii) gerektinneleri Teorcrn 6.17 den görülür. 

(ii)=>(i) U, X uzayının regüler açık örtüsü ve n, U örtüsünün güçlü yerel 

sorılu inceliği olsun. VA E n için A c u A olacak şekilde bir u A E u 
seçelim. X nz;nyı hemen hemen regüler oldnğundan Teorerrı G.lO ve G.12 den 

U örtüsü çift regiilerdir. Böylece Teorem 6.14 den X x X kartezyen çaqmn 

'uznyında .6x köşegeninin {V [A] : A E n} ailesi güçlü yerel sonhı olacak 

şekilde 6- açık V komşuluğu vardır. WA = V[A] n UA olarak alalım. Bu 

durumda {WA : A E n} ailesi U örtüsünün yerel sonlu açık inceliğidir.• 
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Teorcrn 6.21 X hemen hemen regüler topolajik uzay, A kümesi a-yakla

§ık parakampakl alt küme ve U kümesi A nın regüler açık kom§uluğu ise, A 

kümesinin A c V c U olacak §ekilde bir V regüler kapalı komşuluğu vardır. 

Kanıt. X uzayı hemen hemen regiiler olduğundan, V x E A için 

X E Wx C Wx C U 

ohtcak ~ekilde :r noktasının rcgiiler a(~ık l;Vc komşuhığn vardır. W = {W1: : 

;r; E A} ailesi A kümesinin regüler açık örtüsüdür. Bundan dolayı A kümesini 

örten ve W ailesinin inceliği olan, X içinde yerel sonlu U açık ailesi vardır. 

W = U {Vi : Vi E U} olsun. Böylece 

ailesi A kümesinin regüler kapalı bir komşuluğu olup 

AcVcU 

dıır .• 

Sonuç 6.22 X uzayı hemen hemen regüler topolajik uzay, A kümesi 

o:-yaklo .. ~7./,: gı'içlü pamkompakt alt kı'irrıe ve U kümesi A mn Teg'liJer açı./.: kornşu

luğu ise, A c V c U olacak şekilde A kı'imesinin bir V regüler kapalı, koms,u-

luf'fu vaTdıT. 

Kanıt. Her o~-yaklaşık güçlü pamkompakt alt küme, a-yaklaşık pam-

kompakttır. • 

Tanım 6.23 X uzayına ait her noktanm, U kümesi a-yaklaşı.k para

/,:onıpa,/;:1, olmak üzen; biT U açık korn§ulu,rju vaTsa X uzayına yer-d ycikla.11.k 

pamkorrıpakt uzay denir· [ll]. 

Açıktır ki, her yaklaşık parakompakt uzay yerel yaklaşık parakompakttır. 

Fakat yerel yaklaşık parakompakt uzay, yaklaşık parakompakt olmayabilir. 
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Bıı kısırnda amacımız A.H.Stone nun "her parakompakt uzay normaldir, 

teorerrıini genişletmektir. Bu teorem bir Hausdorff topolajik uzaycia yaklaşık 

parakompaktlık kavramının bir uzaym tam normalliğe denk olduğunu belirtir. 

Tanım G.24 X uzayımn her· r-egüler açd;; U örtüsü için X 1ızaymın aç1.k V 

örtüsü var- ve V* -< U oluyorsa, X uzayına yaklaşık tam normal uzay denir 

[12]. 

Tanım G.2G Bir- X kümesinin U, V ör-tüleri verilsin. Her :r: E X ıçın 

si(:r:, U) c V olacak şekilde bir V E V varsa, U ya V nin delta inceliği 

(o- inceli_iji) denir· ve b·n durum U 6 -< V yazılarak gösterilir. 

X in bir- U ör-tiis·ii için 

olduğu kolayca görülür. Yani her yıldız incelik delta inceliktir. Ayrıca U, V, 

W ör"iiiler·i için 

1.se 

U*-< W 

oldu.tfunu kısaca göstereli m: U E U alalım. st(U, U) C W olacak şekilde bir 

vV E w oldu[}unu görmeliyiz .• 'jimdi X E st(U,U) için U 6 -< V olduğun

dan öyle bir Vx E V vardır· ki, st(x,U) C Vx olur. O zaman 

st(U,U) = Ust(x,U) Ç Uvx (1) 
xEU xEU 

yaz1.labilir-. .~'imdi keyfi, fakat seçildikten sonra sabit bir· x 0 E U alalım. II er

:r: E U için U ç st;(x,U) ç Vx olduğundan x 0 E Vx dir·. Böylece 

U Vr. Ç st(xo, V) (2) 
xEU 

56 



olur. vll -<w olduğundan Xo E X ıçın :ı w E w ~ st(xo, V) ç w dir. 

Böylece (ı) ve (2) den 

st(U,U) Ç U Vx Ç st(x0 , V) Ç W 
xEU 

bulunm·. O halde U* -< W dir. 

Örnek 6.26 Bir (X, d) metrik uzayında U= {B(x, ~) : x E X} ve 

V = { 13 (:r, fı) : x E X} örtüleri için 

V*-< U 

dur. Çiinkii x E X ıçın st(B(x, ~),V) Ç B(x, ~) dur. Gerçekten 

yE sl(/1(;r:, ~),V) için :Jx1 E X ~ yE B(x1 , fı) ve B(:r, fı) n B(x1, fı) -:f 0 
c:! . . d. ( ı ı . '"1rn.z zEB.ı:, 9 )nB(ı;1 , 9 ) ıse, 

ı ı ı ı 
d(x, y) :S d(x, Xı) + d(xı, y) :S d(x, z) + d(z, Xı) + d(xı, ?J) :S 9 + 9 + 9 = 3 

olur. Yani st(B(x, t), V) Ç B(x, f) dur. Öyleyse V* -<U dur. 

Tcorern 6.27 Bir X uzayı yakla.şık tam normaldir {:} X uzayının lıer

r·egüler açık örtüsünün regüler açık o-inceliği vardır. 

Kanıt. X uzayı yaklaşık tam normal ise X uzayının herhangi bir V örtüsü 

ir;irı vll -<u olduğundan kanıt. ar;ıktır. 

Tersine X nzayırıın rcgülcr af;ık U örtüsü verildiğinde Vll -<U olacak 

şekilde regüler açık V örtüsü vardır. Şimdi X uzayının regüler açık V örtüsü 

için Wll -< V olacak şekilderegüler açık W örtüsü vardır. 

w-< wll-< v 

buradan 
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ve böylece 

olduğundan X uzayırıın regüler açık W örtüsü elde ederiz öyle ki W* -< U 

dir. Böylece X uzayının yaklaşık tam normal olduğunu göstermiş olduk.• 

Tanını G.28 X uzayınnı F ve G iki ayrık alt himesi biri r·c_rp"ilr:r kapalı ve 

diğeri b-kapalı olsun. F c U , G c V U n V= 0 olacak .şekilde U ve V 

açık kümeleri varsa, X uzayına yakla§ı.k normaldir denir. 

Teorem G.29 Her yaklaşık tam normal uzay yaklaşık normaldir. 

Kanıt. X yaklaşık tam normal uzayında, F ve G ayrık sırasıyla regüler 

kapalı ve b-kapalı kümeler olsun. X\F regüler açık ve X\G b-açık 

kümedir. Bu durumda X uzayı içinde X\G = U Gs olacak şekilderegüler 
sES 

açık kümelerin {Gs : s E S} ailesi vardır. Böylece U = { X\F, Gs : s E S} 

ailesi X uzayının rcgüler açık örtüsüdür. Teorem 6 .. 27 den ve X in yaklaşık 

tam normal olmasından B6 -< U olacak şekilde X uzayının regiilcr açık B 

örtüsü vardır. U= st (F, B) ve V= st (G, B) olarak alalım. Bu durumda 

F c U v~ G c V olacak şekilde X uzayında U ve V açık kümeleri vardır. 

Şimdi U n V = 0 olduğunu görmeliyiz. 

U n V =j:. 0 olarak alalım. Bu durumda Vj n F =/:- 0 , V2 n G =/:- 0 ve 

Vj n V2 =/:- 0 olacak şekilde V1, V2 E B vardır. 0 halde bir p E Vi. n V2 

vardır. Ar;ıktır ki 

V1 u V2 c st (p, B) , st (p, B) n F =/:- 0 ve st (p, B) n G =/:- 0 

dır. Sonuı; olarak 

st(p,B)rıX\F ve st(p,B)rıX\G= UGs 
sES 

dır. Yani V s E S ıçın 
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dır. Bu bir çelişkidir, çünkü Bt::.. -<U olduğundan U n V= 0 dur. Böylece 

X ıızayı yaklaşık normaldir .• 

Sonuç G.30 Bir Ha1ısdorjj" yaklaşık normal uzay hemen hemen regülerdir. 

Sonuç G.31 Bir Hausdorff yaklaşık tam nonnal uzay hemen hemen n:,gü 

lerdir. 

Tcorcnı ö.32 Bir- HausdorjJ yaklaşık parakompakt uzay yaklaşık normaldir. 

Kanıt. İlk olarak bir Hausdorff yaklaşık parakompakt uzayın hemen hemen 

regüler olduğunu gösterelim. F kümesi regüler kapalı küme ve pE X\F ol

sun. V q E F için X uzayının Hausdorff olmasından, V(q) n Uq(p) = 0 ola

cak şekilde q E V(q) ve pE Uq(p) açık kümeleri vardır. Buradan p tj. V(q) 

olduğu göriilür. Sonuç olarak 

X uzayının regüler açık örtüsü olur. X uzayının yaklaşık parakompaktlığın

darı U -< V olacak şekilde X in yerel sonlu açık bir U örtüsü vardır. Şimdi 

st (F,U) (=U diyelim) kümesi açık bir kümedir ve F c U dur. Buradan 

X uzayının hemen hemen regüler olduğunu göstermek için p tj. U olduğunu 

gösterrnek yeterlidir. Gerçekten U' E U ve U' n F =/= 0 ise U' ı_ X\F 

dir. U-< V olduğundan U' c V(q) olacak şekilde q E F vardır. Buradan 

U' c V(q) dur. p tj. V(q) olduğundan p tj. U' dir. Yani 

[U {U' E U : U' n F =1= 0} J (U ailesi yerel son lu olduğundan) = U 

dır. ~imdi X ıızayının yaklaşık normal olduğunu gösterelirrı. X ıızayında F 

, ve C ayrık, sırasıyla b- kapalı ve regüler kapalı kümeler olsunlar. X uzayının 

hemen hemen regülerliğinden V p E F için 

(1) 
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olacak şekilde açık bir V(p) kümesi vardır. X\F kümesi o-açık olduğun

dan {Gs : s E S} ailesi X uzayının regüler açık kümelerinin bir ailesi olmak 

üzere 

X\F= Ucs 
sES 

dir. V= {Gs, ( V(p)) 
0 

: s E S, pE F} ailesi X uzayının bir regüler açık 
örtüsüdür. U= st(F,U) olarak alalım. O halde 

U= [U {ll' E U : U' n F # 0}] =U {U' : U' E U, U' n F # 0} (2) 

V s E ,S !(;m 

U' n F # 0 ~U' ı X\F = U Gs ~ U' ı Gs 
sES 

dir. U-< V olduğundan, U' C ( V(p)) 
0 

olacak şekilde pE F vardır. Bu 

durumda (I) den 

ve (2) den 

UcX\G 

dir. Sonm; olarak 

F c U c U c X\G 

den X uzayının yaklaşık normal olduğu görülür .• 

Önermc G.33 X bir yaklaşık normal uzay olsun. X in her 

n= { Gn : a E I} nokta sonlu regüler açık örtüsünün Va E I için Va c Ca 

olacak şekilde bir { Vc_ı, : a E I} regüler açık örtüsü vardır. 

Kanıt. X yaklaşık normal uzayında Zermelo Teoreminden 1 kümesi ü

, zerinde bir iyi sıralama bağıntısı " ~ " seçelim öyleki T herhangi bir sayı 

olrmtk üzere 

r2={Gn: n<T} 
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olsun. V n < T için 

olacak şekilde bir regüler açık küme tanırrılayalırrı. Bunun için ct üzerinde 

türnevarım uygulayalırrı. İlk olarak V0 kümesini tanırrılayalırrı. 

X\ [U {G, : 1 >O}] , X uzayında bir o-kapalı kümedir ve Go kümesi 

tarcıfından kapscınır. (n, X uzayının örtüsü olduğundan) X uzcıyı yaklaşık 

norrrıcıl olduğundan 

olcıccık şekilde bir re güler açık Vo kümesi vardır. Varsayalım ki V f3 < n için 

V;-1 kümesini tcınımlarrıış olalım. Bu dururnda {V13 : f3 < a} U { G'Y : 1 2:: a} 

kümesi X uzcıyırıın bir örtüsüdür. Gerçekten eğer p E X ise V 1 2:: n için 

p fj. G",. ise n nın nokta sonluluğundan pE G13 olacak şekildeki f3 < a en 

büyük sayı olsun. Eğer V fJ' < f3 için p tj. V.e, ise (1) den 

olup p E V,e dır. Şimdi 

olup, X uzcıyırıııı yaklaşık norrrıalliğinden, 

olacak şekilde bir regüler açık Va kümesi vardır. Buradan Va < T ıçın 

(1) i scığlaycın Va regüler açık kümelerini inşa edebiliriz, bir başka deyişle 

V c~ < T için v;x regülcr açık küme olup 

dır. Son olarak {Va : n < T} ailesinin X uzayını örttüğünü gösterrrıeliyiz. 

Bir pE X seçelim. X uzcıyının n örtüsü nokta sonlu olduğundan pE G.e 
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olacak şekildeki (J < T en büyük sayı vardır. Buradan p tj:. U { C
1 

: 1 > (J} 

dır. Eğer V (J' < (J için p tf:. v13, ise 

dır. Böylece p E V/3 dır. Sonuç olarak V o: E I için Va c Ca olan {Va 

n E I} rcgiilcr açık örtüyü elde ederiz.• 

Öncrme G.34 Bir yaklaqık nor-mal uzayın her r·egüler- açık yerel sonlu 

örtiisiiniin bir- regiiler- açık delta inceliği vardır. 

Kanıt. Varsayalım ki V= {Va : o: E I} X yaklaşık normal uzayının 

bir yerel sonlu regüler açık örtüsüdür. Önerme 6.33 i kullanırsak, V o: E I 

için lVa C Va olacak şekilde bir regüler açık W = {Wa : o: E I} örtüsü 

vardır. I' kümesi I indeks kümesinin alt kümesi olsurı. P(P) = ln{va : 
o: E!'}] n [n {X\H'a: o: E I\f'}] kümesini tarıımlayalım. P(l') kümesi 

nin rcgülcr açık küme olduğunu kanıtlayalım. 

V ailesi yerel sorılu olduğundan W(= {W: W E W}) ailesiele yerel sorı

ludur. Bu dururrıcla 

dır. Diğer taraftan V ailesi yerel sonlu olduğundan, n {Va : o: E 1'} = 0 

eşitliği p kümesi sonsuzsa doğrudur ve P kümesi sonlu ise n {"V_. : o: E I'} 

regüler açıktır. Buracları I nın her P alt kümesi için P(P) kümesi regüler 

açık kürrıedir. Bir pE X için P = {o: E I : pE vVc_.} iken pE P(J') 

dir. Bundan dolayı p = { P(J') : ]' c I} ailesi X uzayının regiller açık 

örtiisiidiir. p6. -< V olduğunu kanıtlamak için bir pE X noktasını göz 

önüne alalım. W ailesi X uzayının bir örtüsü olduğundan bir f3 E I için 

, pE ıv13 dır. pE P(J') olsun, bu durumda P(J') nın tanımından ,8 E P 

olduğunu biliyoruz. Çünkü (J E 1\1' ise p tj:. X\W13 ::=> P(I') olup pE P(I') 

oluşuyla çelişir. Bundan dolayı P(P) c v13 dır. Bu durum p noktasını içeren 
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her P(J') için sağlandığından st(p, P) c V.e den 

p!:!.-< V 

dir.• 

Tcorem 6.35 Bir X Haı.ısdorff uzayı, yaklaşık parakompakttır {::}X uzayı 

yaklaşık tam normaldir. 

Kanıt. VFtrsayalım ki, X Hausdorff uzayı yaklaşık parakornpakt olsun. Bu 

dıırıırnda Tcorem 6.32 den X uzayı yaklaşık normaldir. U, X uzayının regüler 

açık örtüsü ise U örtüsünün bir regüler açık yerel sonlu V inceliği vardır ve Öner 

me 6.34 den V nin bir regüler açık delta W inceliği vardır yani W6. -< V ,ise 

W!:!. -<U dur. Bu durumda Teorem 6.27 den X uzayı yaklaşık tam normaldir. 

'I'crsirıe, X I-Iausdorff uzayı yaklaşık tam normal olsun. n = { G,~ : a E I} 

X uzayının bir regüler açık örtüsü olsun. [2 0 =n ve n= O, ı, 2, ... için 

nn+l' nn in regüler açık yıldız inceliği inceliği olacak şekilde tanırnlayalım. 

Bu şekilde tanımlarıarı {Di} regüler açık kümelerin dizisini oluşturarak X 

uzayının bir örtüsünü oluşturalım. Va E I ve n= ı, 2, ... için 

Gn,n {:rE X : x E V, st(V, Dn) C Ga olacak şekilde V regiilcr açık 

kümesi vardır} 

olarak alalım. Gösterelim ki, V n E N ıçın { G a,n : a E I} ailesi X uza

yının açık örtüsü olup n ailesinin bir inceliğidir. { G a,n : a E I} ailesine 

V n E N için n üzerinden türnevarım uygulayarak X uzayının bir örtüsü 

olduğunu gösterelim. X E X alalım. Bu durumda bir V 1 E Dı için X E V 1 

olm. Dj -< n olduğ1ındarı st(V1 , Dı) c Ca olacak şekilde Gu E n vardır. 

Böylece Gn 1 in t.mıırrıından x E Gn,ı dir. Buradan { G,,ı : n E 1} ailesi 

X uzayırıın bir örtüsiidür. Varsayalım ki { Ga,n-l o: E I} ailesi X uza

yırıırı bir örtüsü olsun. Bu durumda bir x E X için x elemanını içeren 

regüler açık V kümesi vardır, öyle ki bir o: E I için st (V, D n- 1 ) c Go ve 

X E G,x,n-1 dir. n, X uzayının örtüsü olduğundan bir vn E n için :ı; E vn 
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dir. n:ı -< Drı -ı olduğundan st(Vn, Dn) c rn- ı olacak şekilde rn--ı E Dn-ı 

vardır. X E st(Vn, Dn) olduğundan X E rn-ı E Dn-ı dır. Bumlan dolayı 

X E vnrn--ı yani vnrn-ı =/:- 0 dir. Böylece rn-l c st(V,Dn-ı) c Ca 

buradan st(vn, Dn) c rn-ı c Ca dır. Bu durumda X E Ga,n ve böylece 

\:In E N için {Ga,n: a E I} ailesi X uzayının bir örtüsüdür. Eğer x E Can 
' 

ve y ~ Gn,n+ı ise x, yE G olacak şekilde bir GE Dn+ı yoktur. Gerçekten 

her G E Dn+ı ıçın 

st( C, Dn+ı) C H 

olacak şekilde (D:ı+ı < Dn olduğundan) H E Dn vardır. Bundan dolayı 

X E G n Ga,n =?H c st(x,Dn) c Ca 

dır. Gerçekten x E G olduğundan x E st( C, Dn+ı) burdan x E H dir. 

Buradan 

H C st(x, Dn) 

dir. Tekrar x E Ga n olduğundan x noktasının 
' 

olacak ~ekilde bir açık V kornşuluğu vardır. x E V olduğundan Dn in x nok

tasını ic;ererı tüm elemanlarının V kümesi ile arakesitleri boş kümeden farklıdır, 

bundan dolayı her biri st(V, Dn) kümesinin içindedir. Buradan 

H C st(x, Dn) C Ca 

dır. Şimdi bir H E Dn için st(G,Dn+ı) c H ve H c Ge. dir. Bir z E G 

için G kümesi x noktasını içeren rcgüler açık küme olup st(G,Dn-ı-ı) dan 

z E Gn,n+ı C Ca olııp G C Ga,n+l dir. Böylece y ~ G dir. 1 birnesi 

" < " lmğırıtısı ile iyi sıralı olsun ve V j3 E 1 ve \:In E N ıçın 

H/3,n = G(j,rı\ [U Gu,n+ı] 
n</1 
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olsun. 1, rJ E I birbirinden farklı iki öğe olsun. Bu durumda 1 > ry yada 

1 < rJ dir. 1 < ry ise 

Hrı,rı c X\G1, n+ ı 

veya 1 > 11 ıse 

Hy,n c X\Gry, n+ ı 

dir. Şimdi eğer 1 =1- 7J (! < ryise) X E Hry,n ve yE H,,n olup GE nn+l ve 

x, y E G olacak şekilde bir G E nn+l kümesi yoktur. Gerçekten X E Hry,n 

ise .rE Gry,n dir. Tekrar yE H.,,n C X\Gry,n+I ise y ~ Gry,n+I dir. Bu 

dururnda x, vE G , GE nn+ı olacak şekilde bir G kümesi yoktur. Bun

dan dolayı V ;r E X için bir G E r2n+l vardır, öyle ki .r E G ve n E N 

sabit olmak üzere G kümesi en fazla bir Ha,n kümesi ile kesişir. Böylece 

{H a,n : o: E I , n E N} ailesi n = ı, 2... için açık kümelerin ayrı k bir aile

si dir. Sonuç olarak { Ha,n : o: E I, n E N} ailesinin X uzayının bir örtüsü 

olduğuını gösterelim. 

V E X ve O:n ' Y E G a n özelliğini sağlayan ilk indeks sayısı olsun. 
nı 

(V n E N için {Ga,n : a E I} ailesinin X uzayı için bir örtü olduğunu kanıt 

ladık) o:(y) =inf {o:n : n E N} olarak alırsak, bir n E N için yE Ga(ı;),n elde 

ederiz. Böylece o: < a(y) < an+2 için y ~ Ga,n+2 dir. o: < a(y) için x E Ga,n+l 

olsun. Bu dururnda hem X hemde y noktasını içine alacak bir GE nn+2 yok

tur. Dolayısıyla ?J noktasını içeren nn+2 içindeki küme ailesi U{ Ga,n+l : 

o: < n(y)} ailesi ile kesişrnezler. Şimdi 

Ha(y),n = Ga(y),n \ [ U Ga,n+l] 
a<n(y) 

ve y E Grı(y),n dir. Fakat 

a < o:(y)}] = 0, Y ~ [ U Ga,n+l] 
a<a(y) 
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olduğundan y E Ha(y),n dir. Böylece X uzayının her regüler açık örtüsünün 

bir açık o--ayrık inceliği vardır. Her o--ayrık incelik, o--yerel sonlu olup Sonuç 

6.31 ve Tcorem 6.18 den X uzayının yaklaşık parakompakt olduğu görülür.• 
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