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In this thesis, the structural properties of modules with the Absolute 

Direct Surnınand Property (ADS) were examined. Firstly, basic notions and 

theorems in the module theory which will be used in this work were also 

presented. 

Then the neccessary properties of the classes of modules which known 

as CS (Extending) and Quasi-Continuous in the literature were given with 

their proofs. 

Finally, neccessary and suffıcient conditions for a module on an 
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ı GİRİŞ 

Bu bölümde çalışmamızda kullandığımız temel tanım ve sonuçlar 

verilecektir. Özellikle, sonraki bölümlerdeki sonuçların kanıtlarının bütünlüğü 

açısından, essential alt modüller, komplement alt modüller ve 

injektif modüllere ilişkin sonuçların kanıtları eksiksiz verilmiştir. Bu bölüm ve 

çalışmamızın temel aldığı modül sınıfları hakkında daha geniş bilgi için [1,2,3] 

önerilir. 

Çalışmamızda, R değişıneli olması gerekmeyen bir birimli halka ve M de 

sağ birimsel R-modül olarak alınacaktır. 

1.1 Ayrı§tırılamaz (Indecomposable) Modüller 

Tanım ı. ı M bir R-modül olsun. N :::; M alalım. Eğer :3 N' :::; M için 

N n N' = O ve M = N + N' ise M ye N ile N' nün dik toplamı denir ve 

M = N EB N' ile gösterilir. N ve N' alt modüllerine de M nin dik toplananları 

denir ve N, N' ::;d M ile gösterilir. 

Tanım 1.2 BirMR-modülünün sıfırdan ve kendisinden ba§ka dik toplananı 

yoksa MR ye ayrı§tırılamaz {indecomposable} modül denir. 

Tanım 1.3 M bir R-modül ve A, B :::; M olsun. A ve B alt modüllerinin 

toplamı 

A + B = { a + b J a E A, b E B} 

§eklinde tanımlanır. 

Sonuç 1.2 (Modüler Kumlı) M bir R-modül, A :::; M ve C :::; B :::; M 

olsun. Bu durumda 

B n (A +C)= C+ (An B) 

dir. 

Kanıt. (An B) :::; A ve (An B) :::; B olduğundan 

C+ (An B) ç B n (A +C) (1.1) 

ı 



dir. Tersine b E B n (A +C) alalım. Bu durumda b= a +c olacak biçimde 

a E A ve c E C vardır. 

b=a+c ==? a=b-cEAnB 

==? b = a +c E C+ (An B) 

olduğundan 

B n (A+C) ç C+ (An B) 

dir. (1.1) ve (1.2) den B n (A +C) =C+ (An B) olduğu görülür. • 

Önerme 1.1 M bir R-modül ve e= e2 E EndR(M) olsun. Bir 

t = t 2 E EndR(M) için 

Im e= Imt ~ t =e+ ex(1- e), x E EndR(M) 

dir. 

Kanıt. (==?) Ime = Imt olsun. Bir t(m') E t(M) alalım. O halde 

t(m') = e(m1 ) =mı- (1- e)(mı) 

dir. Yukarıdaki eşitlikten 

t2(m') = t(m') =te( mı) = t(mı)- t(1- e)(mı) 

bulunur. Buradan 

et( m') =et( mı)- et(1- e)(mı) = e2 (mı) =e( mı) = t(m') 

dür. x = -tE EndR(M) dersek; 

t(m') =et( mı)+ ex(1- e)(m1 ) E e(M) + ex(1- e)(M) 

olduğundan 

t(M) Ç e(M) + ex(1- e)(M) 

dir. Şimdi bir e( mı)+ ex(1- e)(m2) E e(M) + ex(1- e)(M) alalım. 

e(m1) + ex(1- e)(m2) = e(mı) + e(x(1- e)(m2)) E t(M) 

2 
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olduğundan 

e(M) + ex(ı- e)(M) Ç t(M) 

dir. O halde (1.3) ve (ı.4) den t =e+ ex(ı- e) dir. 

(<Ç=) t =e+ ex(ı- e) olsun. t(m) E t(M) alalım. 

t(m) = (e+ ex(ı- e))(m) = e(m) + ex(ı- e)(m) 

dir. e(m) + ex(ı- e)(m) E e(M) olduğundan 

t(M) Ç e(M) 

dir. Şimdi e(m) E e(M) alalım. e= t- ex(ı- e) olduğundan 

e(m) e(e(m)) = (t- ex(ı- e))(e(m)) 

- t(e(m))- ex(ı- e)(e(m)) = t(e(m)) E t(M) 

dir. Buradan 

e(M) Ç t(M) 

dir. O halde (1.5) ve (1.6) den e(M) = t(M) dir. • 

Önerme 1.2 {6} M bir R-modül olsun. A§ağıdaki ko§ullar denktir; 

1. S= EndR(MR) deki tüm idempotentler merkezdedir. 

2. M = N EB K = N EB L ise K = L dir. 

(ı.4) 

(1.5) 

(1.6) 

Kanıt. ( ===}) M = N EB K = N EB L olsun. e ile ı- e ve t ile ı- t ortogonal 

idempotentler olmak üzere 

M= e(M) EB (ı- e)(M) = t(M) EB (ı- t)(M) 

ve Ime = Imt olsun. Önerme (ı.ı) den t =e+ ex(ı- e) (x E EndR(MR)) 

dir. S deki tüm idempotentler merkezde olduğundan 

t =e+ ex(ı- e)= e+ ex- exe= e+ ex- eex =e+ ex- ex =e 

dir. O halde (ı- e)(M) = (ı- t)(M) dir. 

3 



t =e+ ex(1- e) 

bir idempotent olduğundan Önerme (1.1) den Ime = Imt dir. O halde 

varsayımdan (1- e)(M) = (1- t)(M) dir. Bir modülün bir ayrışıma karşılık 

gelen ortogonal idempotentlerin bir tam kümesinin tekliğinden e= t dir. Yani 

her x E EndR(MR) için 

ex(1- e) = ex- exe= O 

dır. Simetrik olarak (1- e)xe =O bulunur. O halde 

ex = xe 

olduğundan e, S nin merkezindedir. • 

1.2 Büyük (Essential) Alt Modüller 

Tanım 1.4 M bir R-modül ve N ::::; M olsun. Her O i= K ::::; M için 

N n K i= O ise N ye M de essential (büyük) alt modül, M ye N nin essential 

geni§lemesi denir ve N :Se M ile gösterilir. 

Örneğin; MR= Zz için sıfırdan farklı her alt modül MR de essential olarak 

kapsamr. 

Önerme 1.3 M bir R-modül olsun. A§ağıdaki özellikler sağlanır; 

(i) N :Se M ~ O "/= m E M için N n mR "/= O 

(ii) K :S N:::; M için K :::;e M dir~ K :::;e N ve N :::;e M dir. 

(iii) N :Se M ve K::::; M==::;. N n K :Se K dır. 

(v) K::::; N::::; M için ~ :Se ı;{ ==::;.N :Se M dir. 

4 
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(vi) m E M ve N ~ M için m-ıN = {r E R 1 mr E N} kümesini 

tamrnlayalım. m-ı N ~ RR dir. Ayrıca 

dir. 

(vii) Ni~ Mi~ M ve M= EB Mi olsun. 
i EI 

Ni ~e Mi(i E I)~ EBNi ~e EB Mi= M 
iEI iEI 

dir. 

(viii) f: M---+ N bir homomorfizma ve B ~e N==? f-ı(B) ~e M dir. 

Kanıt. (i)(=?) N ~e M ve O =1= m E M ise N n mR =1= O dır. 

(~)O =1= m EL~ M olsun. Bu durumda bir rE R vardır ki O =1= mr E NnL 

dir. O halde N ~e M dir. 

(ii)(==?) K ~e M ve O=/= X~ N olsun. Bu durumda O=/= X~ M olur. 

K ~e M olduğundan K n X =/= O dır. Her O =/= X ~ N için 

K n X=/= O olduğundan K ~e N dir. Şimdi O=/= T ~M olsun. Bu durumda 

O =1= K nT~ N nT dir. Her O =1= T ~M için N nT =1= O olduğundan N ~e M 

dir. 

( ~) K ~e N ve N ~e M olsun. O =/= Z ~ M için O =/= N n Z ~ N dir. 

K <e N olduğundan O=/= K n (N n Z) =K n Z dir. Her O=/= Z ~ M için 

K n Z =/=O olduğundan K ~e M dir. 

(iii) N ~e M, K~ M ve O =1= S~ K olsun. (N n K) n S= N n S =1= O 

dır. Her O=/= S~ K için (N n K) n S=/= O olduğundan (N n K) ~e K dır. 

(iv) t = 2 için Nı ~e Kı ve N2 ~e K2 ==? (Nı n N2) ~e (Kı n K2) 

olduğunu görelim. X~ Kı n K2 olsun. Kabul edelim ki (Nı n N2) n X= O 

olsun. Bu durumda 

bulunur. O halde (Nı n N2) ~e (Kı n K2 ) dir. Türnevarım yöntemi ile genel 

durum elde edilir. 

5 
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Bu özellik sonlu olmayan bir index kümesi için doğru değildir. Örneğin; Zz 

modülünü göz önüne alalım. \::1 n EZ için nZ :SeZ dir. Fakat 

n nZ =O i.e Zz 
n EZ 

dir. 

(v) X::::; M ve X n N= O olsun. Eğer X::::; K ise 

XnN=X=O 

olur. Eğer K< X ise 

0 -tx <M 
rK-K 

dır. Şimdi~ n~= O olsun. ~:Se~ olduğundan~= O yani X= K dır. Bu 

da K< X olmasıyla çelişir. O halde N :Se M dir. 

(vi) İlk önce m-ı N ::::; RR olduğunu görelim. O E R ve mO = O E N 

olduğundan m-1 N =J 0 dir. r 1, r 2 E m-1 N ve s ER alalım. 

(mrı)s = m(rıs) E N 

olduğundan r1s E m-1 N dir. O halde m-ı N :S RR dir. N :Se M, m E M ve 

O =J I ::::; RR olsun. Eğer ml = O ise 

dır. Eğer ml =J O ise 

min N =J o. 

dır (çünkü N :Se M). Bu durumda bir O =J r E I vardır ki mr E N dir. 

olduğundan I n m-1 N =J O dır. Sonuç olarak m-1 N :Se RR dir. 

(vii) (==}) Keyfi O =J m E ffiMi alalım. m = miı + mi2 + ... +min; 
iE/ 

miJ E MiJ (j = 1, 2, 3, ... ,n) biçiminde yazabiliriz. n ye göre türnevarımla; 
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O =/= mr E EB Ni olacak biçimde r E R olduğunu gösterelim. 
i EI 

n= ı için açıktır. n= k için Ni ~e Mi (ı~ i~ k)==? EB Ni ~e EB Mi doğru 
iEI iEI 

olduğunu varsayarak n = k + ı için doğruluğunu görelim; 

m' = mi ı + mi2 + ... + mik için (i) den 

olacak biçimde s E R vardır. Eğer mik+ ı s E Ni k+ ı ise 

olduğundan ms =/= O dır. Eğer mik+ı s fj. Nik+ı ise Nik+ı ~e Mik+ı olduğundan (i) 

den O =/= ( mik+ı s )t E Ni k+ ı olacak şekilde bir t E R vardır. O halde r = st E R 

için mr E EB Ni ve EB Ni dik toplam olduğundan mr =/= O dır. Sonuç olarak 
iEI iEI 

EB Ni ~e EB Mi dir. 
iEI iEI 

( <?=) EB Ni :Se EB Mi ve Nı i. e Mı olsun. O halde O =/= Lı ~ Mı için 
iEI iEI 

Nı n Lı = O dır. Bir lı E (EB Ni) n Lı alalım. Bu durumda lı = nı + ... + nn 
i EI 

olacak biçimde ni E Ni vardır. 

olduğundan lı = nı E Lı n Nı = O dır. Buradan (EB Ni) n Lı = O dır. 
i EI 

EB Ni ~e EB Mi ve Lı ~ Mı ~ M olduğundan Lı = O dır. Bu da Nı i.e Mı 
iEI iEI 

olmasıyla çelişir. O halde her i E I için Ni ~e Mi dir. 

(viii) f : M-tN bir homomorfizma ve B :Se N olsun. f-ı(B) n U= O 

olacak biçimde bir U::; M alalım. x E B n f(U) için x = f(u) olacak biçimde 

u E U vardır. x = f(u) E B olduğundan u E U n f-ı(B) = O dır. Bu 

durumda x = f(u) = f(O) = O dır. Yani B n f(U) = O dır. B ~e N 

olduğundan f(U) =O dır. O halde 

olduğundan U= f-ı(B) n U= O dır. • 

Tanım 1.5 M sıfırdan farklı R-modül olsun. Eğer her O =/= U ~ M için 

U :Se M oluyorsa M ye uniform (düzgün) modül denir. Örneğin, Zz uniform 

bir modüldür. 

7 
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1.3 Komplement Alt Modüller 

Tanım 1.6 M bir R-modül ve K::::; M olsun. K nın öz essential genişlemesi 

yoksa (yani K ::;e N::::; M===? K= N) K ya M de closed (kapalı) alt modül 

denir. 

Tanım 1. 7 M bir R-modül ve A ::::; M olsun. A n B = O özelliğine göre 

maksimal olan bir B alt modülüne A nın M deki komplementi denir. 

Önerme 1.4 A, B ::::; M olmak üzere A n B = O olsun. Bu durumda B ::::; C 

olmak üzere, A nın bir C komplementi vardır. Dolayısıyla C nin de A yı içeren 

bir A' komplementi vardır. {bakınız, {1]). 

(Önerme 1.4) den bir M modülünde her alt modülün M de bir komplementi 

vardır. 

Örnek 1.1 F bir cisim ve MR= (F E9 F)F olsun. 

B= (1, O)F = {(a, O) i a E F} ::::; MR alalım. 

c = (X' ı) F, (X E F) 

olmak üzere; C, B alt modülünün MR deki bir komplementidir. 

Önerme 1. 5 M bir R-modül ve A < M olsun. B ::::; M, A nın bir 

komplementi ise A E9 B ::;e M dir. 

Kanıt. A n B = O olduğundan A + B = A E9 B ::::; M dir. C ::::; M 

ve (A E9 B) n C = O olsun. Bu durumda (A E9 B) + C = (A E9 B) E9 C dir. 

Böylece An (B E9 C) =O olur. B, Aile arakesiti sıfır olan maksirnal alt modül 

olduğundan B E9 C= B olmalıdır. B n C= O olduğundan C= O bulunur. O 

halde A E9 B ::;e M dir. • 

Teorem 1.1 M bir R-modül, A, B::::; M ve An B= O olsun. B nin M de 

A nın komplementi olması için gerek ve yeter koşul 

olmasıdır. 

A+B M --<B _e B 

8 



Kanıt. ( ===>) A~B n ~ = Ö olacak biçimde B < U :::; M alalım. Bu 

durumda (A + B) n U = B dir. Modüler kuralından 

(An U) +B= B 

dir. Dolayısıyla (An U) :::; B dir. 

AnU:::;AnB 

olduğundanA n U= O dır. B, Aile arakesiti sıfır olan maksirnal alt modül 

olduğundan U= B olmalıdır. O halde~= Ö dır. Yani 

dir. 

A+B M --<B _e B 

( -Ç=) A n U = O ve B :::; U olacak biçimde keyfi bir U :::; M ve 

x E (A +B) n U alalım. O halde x = a +b olacak biçimde bir a E A ve 

b E B vardır. Buradan a = x - b E A n U = O olduğundan a = O dır. Böylece 

x = b E B olduğundan 

dir. O halde 

(A+B) nU= B 

A+B U_ ö 
B n B-

olduğundan, varsayımdan~= Ö yani U= B dir. Böylece B, A mn M de bir 

komplementidir. • 

Tanım 1.8 M bir R-modül ve K :::; lv! olsun. K nın M de komplementi 

olduğu bir L :::; M ·var ise K ya M de bir komplement alt modül denir ve 

K :::;c M ile gösterilir. 

Uyarı 1.4 O, M :::;c M olduğu açıktır. Ayrıca M nin her dik toplananı M nin 

bir komplement alt modülüdür. Gerçekten; 

M = A EB B, A :::; N :::; M ve N n B = O olsun. 

N = N n M = N n (A EB B) = A EB (N n B) = A 
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dır. Fakat bir modülün komplement alt modülü bir dik toplanan olmak zorunda 

değildir. Örneğin; F bir cisim ve V de F üzerinde boyutu 2 olan bir vektör 

uzayı olsun. V= vıF EB v2F alalım. Bu durumda 

matris işlemleri ile birimli, değişıneli ve ayrıştırılamaz bir halkadır. 

alalım. 

J = { [ ~ v~ ] 1 f EF} S RR 

olmak üzere I, J nin komplementidir. Yani I :::;c RR dir. Ancak I id RR dir. 

Önerme 1.6 M bir R-modül ve N::::; M olsun. Bu durumda bir K::::; M 

vardır ki N :::;e K :::;c M dir. K ya N nin M deki closure {kapanı§ı} denir. 

Kanıt. N', N nin M deki bir komplementi olsun. Bu durumda N' nün 

M de N ::::; K olacak biçimde bir K komplementi vardır. O =1- L ::::; K olsun. 

N' Ç L +N' dür. Böylece 

dır (çünkü N' N nin komplementi). O halde bir x EL, n' E N' ve O =1- n E N 

vardır ki n = x + n' dür. 

1 1 

n =n-xEN nK=O 

olduğundan O=/- n= x EL n N dir. Böylece N :::;e K :::;c M dir. • 

Önerme ı. 7 M bir R-modül ve K ::::; M olsun. 

K :::;c M {:::=:> K :::;e L ::::; M ise K = L dir. 

lO 
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Kanıt. ( ==?) K ::;c M ve K ::;e L :::; M olsun. Bu durumda bir X :::; M 

vardır ki K, X in komplementidir. Yani K, KnX =O özelliğine göre maksirnal 

olan alt modüldür. 

O = K n X ::;e L n X ==? L n X = O 

olduğundan K= L dir. 

(-{:::=) K < M olduğundan Önerme (1.6) dan bir L :::; M vardır ve 

K ::;e L ::;c M dir. Varsayımdan K = L dir. Yani K ::;c M dir. • 

Teorem 1.2 M bir R-modül olsun. B, A nın M de komplementi, A' de 

A :::; A' olmak üzere B nin M de komplementi ise 

ve A', M nin A yı essential alt modül olarak içeren alt modüller kümesinde 

maksirnal elemandır (yani A ::;e K ve A' :::; K :::; M ==? A' = K dır). 

Kanıt. An U= O olmak üzere keyfi U :::; A' alalım. a E An (B+ U) 

için a = b + u olacak biçimde b E B ve u E U vardır. b = a - u E B n A' =0 

olduğundana = u E An U = O dır. BuradanAn (B+ U) = O bulunur. 

B, A ile kesişimi sıfır olan maksirnal alt modül olduğundan B = B + U dur. 

U n B :::; A' n B = O olduğundan U n B = O dır. Buradan U = O dır. O halde 

A ::;e A' dir. 

Şimdi A' nün A yı essential olarak kapsayan maksirnal alt modül olduğunu 

görmek için A ::;e K ve A' :::; K olan bir K :::; M alalım. A Se K olduğundan 

(K n B) nA= O==? (K n B)= O 

olur. A', B ile kesişimi sıfır olan maksirnal alt modül olduğundan K= A' dür . 

• 
Önerme 1.8 M bir R-modül olsun. Eğer K ::;c N ve N Sc M ise K ::;c M 

dir. 

ll 
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Kanıt. K ~c N ve N ~c M olduğundan bir K'~ N ve N'~ M vardır ki 

K, K' nün bir komplementi ve N de N' n ün bir komplementidir. Ayrıca 

Kn(K'+N')=O 

ve K' +N'~ M dir. Gerçekten; bir k E Kn(K' +N') alırsak k= k' +n' olacak 

biçimde k' E K' ve n' E N' vardır. k - k' = n' E N n N' = O olduğundan 

k = k' E K n K' = O dır. 0 halde k = k' = n' = O bulunur. 

Şimdi K ~eL ~c M olacak biçimde bir L ~M olsun. Bu durumda 

K n (K' +N') ~e Ln (K' +N') 

olduğundan L n (K'+ N')= O dır. Böylece 

[N n (L +N')] n K' = [(N n K') n (L +N')]= K' n (L +N) =O 

olur. K~ N n (L +N') ~ (L +N') ve K K' ile arakesiti sıfır olan maksirnal 

alt modül olduğundan 

K=[Nn(L+N')] 

dür. K= [N n (L +N')] ~eL olduğundan 

O= [N n (L +N')] n N' ~eL n N' 

yani L n N' = O dır. Böylece 

(N+L)nN' =LnN' =0 

dır. N ~ N + L ve N N' nün komplementi olduğundan N + L = N dir. O 

haldeL ~N dir. Sonuç olarak K ~eL~· N ve K ~c N olduğundan Önerme 

(1.7) den K= L dir. Buradan K ~c M olduğu görülür. • 

1.4 İnjektif ve Projektif Modüller 

Tanım 1. 9 R bir halka ve P bir R-modül olsun. Eğer her 
1 

f : M -----t N epimorfizması ve <P : P -----t N homomorfizması için f o <P = <P 

olacak biçimde bir <P' :P-----t M homomorfizması varsaP ye projektif modül 

denir. Diğer bir deği§le 
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Şekil 1.1: f o ep' = ep homomorfizması 

diyagramı deği§meli {yani f o ep' = ep) olacak §ekilde bir ep' homomorfizması 

varsaP ye projektif modül denir. 

Tanım 1.10 R bir halka olsun. R nin sağ ideallerinin her biri projektif ise R 

ye sağ kalıtsal (hereditary) halka denir. 

Tanım 1.11 R bir halka ve I bir R-modül olsun. Her f : A --+ B 

monomorfizması ve g : A --+ I homomorfizması için h o f = g olacak biçimde 

bir h: B --+I homomorfizması varsa I ya injektif modül denir. Diğer bir 

deği§ le 

Şekil 1.2: h of= g homomorfizması 

diyagramı deği§meli (yani h of = g) olacak §ekilde bir h homomorfizması 

varsa I ya injektif modül denir. 

Teorem 1.3 {Ik 1 k E J} bir R-modüller topluluğu olsun. 

I= II h injektif modüldür ~ h(k E J) injektif modüldür. 
kEJ 

Kanıt. ( ==?) I = II Ik injektif modül olsun. f : A --+ B bir 
kEJ 

monomorfizma ve g : A --+ h bir homomorfizma olsun. I injektif modül 
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oldugundan, ik : h ---+ IT Ik gömme homomorfizması olmak üzere 
kEJ 

ik o g : A ---+ I = IT h homomorfizması için ik o g = h o f olacak biçimde bir 
kEJ 

h: B---+ I homomorfizması bulunur. Yani 

Şekil 1.3: ik o g = h o f homomorfizması 

diyagramı değişmelidir. O halde 7rk : I ---+ Ik k.ncı izdüşüm dönüşümü 

olmak üzere 7rk o h : B ---+ h homomorfizması için, a E A olmak üzere 

((1rk o h) o f)(a) = (1rk o ik o g)(a) = g(a) 

dır. O halde Vk E J için Ik injektif modüldür. 

(-{=) h (k E J) injektif modül, 'ljJ : A ---+ B bir monomorfizma ve f : A ---+ I 

bir homomorfizma olsun. Her k E J için h injektif modül oldugundan bir 

9k :B----+ h homomorfizması vardır ki 9k o 'ljJ = 7rk of dir (Şekil 1.4). 

Şekil 1.4: 9k o 'ljJ = 7rk of homomorfizması 

Şimdi g: B----+ I, g(b) = {gk(b)}kEJ (b E B) fonkiyonunu tammlayalım. g 

bir modül homomorfizmasıdır. b E B için 
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olduğundan (1rk o g) = 9k dır. O halde 

1rk o f = 9k o 'ljJ = 1rk o g o 'ljJ 

olduğundan f =go 'ljJ dır. Yani I injektif modüldür. • 

Teorem 1.4 {5} (Baer Kriteri) I bir R-modül olsun. I modülünün injektif 

olması için gerek ve yeter ko§ul her U {sağ) ideali için her k: U---+ IR modül 

homomorfizmasının bir m R ---+ IR modül homomorfizmasına 

geni§letilebilmesidir (yani mıu =k olmasıdır). 

Tanım 1.12 Bir R halkasının her sağ ideali sonlu üretilmi§se R ye Noetherian 

halka denir. 

Teorem 1.5 R bir Noetherian halka ve {Ii ı i E A} keyfi injektif R-modüllerin 

bir ailesi olsun. Bu durumda EB Ii injektiftir. 
iEA 

Kanıt. EB Ii nin injektif olduğunu Baer Kriterini kullanarak gösterelim. 
iEA 

L, R nin bir sağ ideali ve h: L --7 EB Ii bir homomorfizma olsun. R Noetherian 
. iEA 

halka olduğundan L sonlu üretilmiştir. Dolayısıyla Im h de sonlu üretilmiştir. 

Bu durumda I index kümesinin sonlu bir F altkümesi vardır ki Im h Ç EB Ii 
iEF 

dir. {Ii ı i E F} injektif modüllerin sonlu bir ailesi olduğundan EB Ii injektiftir. 
iEF 

O halde bir g: R --7 EB Ii homomorfizması vardır ki (Şekil 1.5) deki diyagramı 
iEF 

değişıneli yapar, yani 91L = h dir. 

Şekil 1.5: g o i = h homomorfizması 

Böylece EB Ii modülü injektif olur. • 
iEA 

Teorem 1.6 {5} Her modül bir injektif modülde alt modül olarak kapsanır. 
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Teorem 1. 7 A bir R-modül olsun. A§ağıdakiler denktir; 

(i) A injektif modüldür. 

(ii) A, Ayı kapsayan her R-modülün bir dik toplanamdır. 

Kanıt. (i) ::::::::::} (ii) A injektif bir R-modül ve A :s; A~ olsun. O halde 

Şekil 1.6: 4J o i= lA homomorfizması 

diyagramı değişıneli olacak şekilde 4J : A' ---+ A homomorfizması vardır. 

Bir a' E A' alalım. 

qy(a') E A ==} qy(a') = qy(qy(a')) 

==} qy(a'- qy(a')) =O 

==} a' - ep( a') E ker 4J 

==} a' E kerqy + A 

==} A' = A+kerqy 

dır. Şimdi bir x E ker qy n A alalım. x E A ve qy( x) = x = O olduğundan 

ker qy nA= O dır. O halde A' = A E9 ker qy dir. Yani A :::;dA' dür. 

(ii) ==} (i) Teorem (1.6) dan A :s; I olacak biçimde bir I injektif modülü . 

vardır. Kabulüroüzden I= A E9 X olacak biçimde bir X :s; I vardır. O halde 

A injektiftir. • 

Önerme 1.9 Bir O =/= M R-modülünün injektif olması için gerek ve yeter 

ko§ul M nin hiçbir essential geni§lemesi olmamasıdır (yani M :s; e N ise 

M= N dir). 

Kanıt. ( ==}) M injektif bir R-modül ve V de M nin bir essential 

genişlemesi olsun. Teorem ( 1. 7) den V = M E9 T olacak şekilde bir T < V 
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vardır. M nT= O ve M ~e V olduğundan T =O dır. O halde V= M dir. 

( {::==) M nin has (proper) essential genişlemesi olmasın. E de M yi içeren bir 

injektif modül olsun. M nin E de M n T = O olacak biçimde bir T 

komplementi vardır. Teorem (1.1) den 

Mrv MtBT < E 
T _eT 

dir. M nin proper essential genişlemesi olmadığından 

MtBT E 
T - T veya MtBT=E 

dir. Böylece M, E injektif modülünün bir dik toplanam olduğundan Teorem 

(1.3) den injektiftir. • 

Önerme 1.10 A bir R-modül, E Ayı essential olarak kapsayan bir modül ve 

N de A yı kapsayan bir injektif modül olsun. Bu durumda i : A -+ N içerme 

monomorfizması olmak üzere, bir 9 : E -+ N monomorfizması vardır ki 9\A = i 

dir. 

Kanıt. N injektif modül olduğundan bir 9 E -+ N homomorfizması 

vardır ki 9\A =i dir (Şekil 1.7). 

Şekil 1. 7: 9 o i = i homomorfizması 

Bundan dolayı Anker 9 = O dır. Gerçekten; bir a E Anker 9 alırsak, a E A 

ve 9(a) = a =O dır. A ~e E ve ker 9 ~E olduğundan 

ker9 =O 

dır. O halde 9 bir monomorfizmadır. • 
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Önerme 1.11 A bir R-modül ve N deA yı kapsayan bir injektif modül olsun. 

Bu durumda N nin bir E alt modülü vardır ki E, A nın maksirnal essential 

genişlemesidir. 

Kanıt. n = {N' 1 A :::;e N' :::; N} olsun. A E n olduğundan 
n o:f. 0 dır. n kapsama bağıntısıyla bir kısmen sıralı kümedir. O halde Zorn 

Lemma' dan n nın bir maksirnal E elemanı vardır. Şimdi E nin A nın maksirnal 

essential genişlemesi olduğunu gösterelim. E :::;e E' olsun. Bu durumda 

Önerme (1.10) dan, i : E -+ N içerme monomorfizması olmak üzere, bir 

O: E' -+N monomorfizması vardır ki BıE =i dir (Şekil 1.8). 

Şekil 1.8: BıE =i homomorfizması 

Buradan E= ()(E) :::; ()(E') :::; N ve E :::;e N olduğundan ()(E') :::;e N dir, 

yani O(E') E n dır. E, n nın maksirnal elemanı olduğundan O(E') = E dir, 

yani E= E' dür. • 

Önerme 1.12 A bir R-modül ve A <E olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir; 

( a) E, A yı essential olarak kapsayan injektif modüldür. 

(b) E, A yı essential olarak kapsayan maksirnal modüldür. 

(c) E, A yı kapsayan minimal injektif modüldür. 

Kanıt. (a) ve (b) nin denkliği Önerme (1.9) dan açıktır. 

(b)==}(c) Önerme (1.9) dan E injektiftir. E' injektif olmak üzere 

A:::; E' :::; E olsun. A :::;e E olduğundan E' :::;e E dir. Yine Önerme (1.9) dan 

E'= E olmalıdır. Böylece E, Ayı kapsayan minimal injektif modüldür. 
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(c)=::}(b) Önerme (1.11) den E nin bir E" alt modülü vardır ki E", A mn 

maksirnal essential genişlemesidir ve böylece Önerme (1.9) dan injektiftir. O 

halde varsayımdan E = E" dür. Böylece (b) koşulu sağlamr. • 

Teorem 1.8 A bir R-modül olsun. Bu durumda bir ER-modülü vardır ki 

a§ağıdaki ko§ulları sağlar; 

(a) E, Ayı essential olarak kapsayan injektif modüldür. 

(b) E, Ayı essential olarak kapsayan maksirnal modüldür. 

(c) E, Ayı kapsayan minimal injektif modüldür. 

Ayrıca E 1 ve E2, A yı essential olarak kapsayan iki injektif modül ise bir 

(): E 1 --+ E2 izomorfizması vardır ki (Şekil 1.9) daki diyagramı değişıneli yapar. 

Şekil 1. 9: () o i = i homomorfizması 

Kanıt. Teorem (1.6), Önerme (1.11) ve Önerme (1.12) den bu koşulları 

sağlayan bir E modülü vardır. Şimdi E 1 ve E2, A yı essential olarak 

kapsayan iki injektif modül olsun. Önerme (1.10) dan, i : A --+ E2 içerme 

monomorfizması olmak üzere, bir () : E 1 --+ E2 monomorfizması vardır ki 

()lA =i dir. O halde E 1 rv O(Eı) dir. E 1 injektif modül olduğundan O(Eı) de 

injektiftir. A ::;e E2 ve A = O(A) ::; O(Eı) ::; E2 olduğundan 

dir. O(E1) injektif olduğundan Önerme (1.9) dan O(E1) = E2 dir. Sonuç olarak 

()örten monomorfizma olduğundan izomorfizmadır. • 
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Tanım 1.13 A bir R-modül olsun. Teorem{1.8) deki ko§ullardan birini 

sağlayan bir ER-modülüne A modülünün injektif hull ı denir ve E(A) =E 

ile gösterilir. 

Tanım 1.14 M ve X R-modüller ve N :::; M olsun. Her ep : N ---+ X 

homomorfizması için 'lj; : M ---+ X, ıf; 1N = ep olacak biçimde bir 'lj; 

homomorfizması varsa {yani her ep : N ---+ X homomorfizması bir 

'lj; : M ---+ X homomorfizmasına geni§lerse) X modülüne M- injektif modül 

denir. Yani 

Şekil 1.10: 'lj; o i = ep homomorfizınası 

diyagramı deği§meli olacak §ekilde bir 'lj; homomorfizması varsa X modülüne 

M- injektif modül denir. 

XR injektif bir modül ise X her MR modülü için M-injektiftir. 

XR modülü R-~njektif ise XR injektif modüldür. 

Örnek 1.2 Zz modülü için E(Zz) = Qz dir. Gerçekten; Z nin bir O =/= I 

idealinden Q ya keyfi bir f : I ---+ Q homomorfizması alalım. I, Z nin bir 

ideali olduğundan n > O ve n E Z olmak üzere I = niZ dir. Q nun her % 

(b=/= O) elemanı ve her O=/= n E Z için 

a c 
b =n.d 

olacak biçimde bir~ E Q (d=/= O) bulunabildiğinden 

p 
f(n) =n

q 
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olacak biçimde bir~ E Q (q =1- O) vardır. Her m EZ için 

g(m) = mP.. 
q 

olmak üzere g : Z -t Q fonksiyonunu tanımlayalım. g bir homomorfizmadır. 

Her nk E nZ .;_J için 

( 
p p 

g nk) =nk- = kn- = kf(n) = f(nk) 
q q 

olduğundan 9JI = f dir. Yani Qz injektiftir. 

Teorem 1.9 {1] M bir R-modül ve K ~ M olsun. 

Bir X modülü M -injektiftir {::::::::} Aşağıdaki üç koşul sağlanır; 

1. X modülü K-injektiftir 

2. X modülü ~-injektiftir. 

3. Herhangi bir ep : K ---+ X homomorfizması ıp M--+X 

homomorfizmasına genişler. 

Önerme 1.13 {3} R bir halka, M= EB M>. (M>.~ M) ve X R-modül olsun. 
>.EA 

X modülü M-injektijtir{:::::=} X modülü M>.-injektijtir.(>. E A) 

Önerme 1.14 {3} R bir halka, M= II Ma ve AR-modül olsun. 
aEA 

II Ma A-injektiftir {::::::::} Her o: E A için Ma A-injektijtir. 
aEA 

Teorem 1.10 R bir halka ve M bir R-modül olsun. Bir X R-modülünün 

M-injektij olması için gerek ve yeter koşul her ıp E HomR(E(M), E(X)) için 

ıp(M) Ç X olmasıdır. 

Kanıt. E(X) injektif olduğundan, ıp E HomR(M, E(X)) i göz önüne 

almak yeterlidir. 

( <===) N ~ M ve o: E H omR(N, X) olsun. E(X) injektif olduğundan bir 

ıp E HomR(M, E(X)) vardır ki 'PiN= o: dır (Şekil 1.11). 
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Şekil ı. ı ı: j3 o i = ep homomorfizması 

Kabulümüzden, cp(M) Ç X olduğundan ep : M --+ X dir. Yani 'PIN = a 

dır. Böylece X modülü M -injektiftir. 

(====?)N= {m E M 1 cp(m) E X} olsun. Açıktır ki N::; M dir. X modülü 

M -injektif olduğundan bir() E H omR(M, X) vardır ki ()IN= 'PIN dir 

(Şekil ı.ı2). 

Şekil ı.ı2: ()o i= 'PIN homomorfizması 

Şimdi iddiamız X n (O- cp)(M) = O olduğudur. Gerçekten; x E X ve 

m E M için x = (O- cp)(m) olsun. Bu durumda cp(m) = O(m)- x E X dir ve 

sonuç olarak m E N dir. O halde x = O(m)- cp(m) = cp(m) - cp(m) =O dır. 

X ::;e E(X) ve (O- cp)(M) ::; E(X) olduğundan (O- cp)(M) =O dır. Böylece 

O(M) = cp(M) ::; X dir. • 

Tanım 1.15 Bir M modülü M- injektif ise M ye yarı-injektif ( quasi-injektif) 

modül denir. 
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Sonuç 1.6 Bir M modülünün yarı-injektif olması için gerek ve yeter ko§ul her 

t.p E EndR(E(M)) için ıp(M) Ç M olmasıdır. 

Önerme 1.15 M= EB Ma bir R-modül olsun. A§ağıdakiler denktir; 
aEA 

(i) M modülü yarı-injektiftir. 

(ii) Her a E A için Ma alt modülü yarı-injektif ve M(A- a) alt modülü 

Ma-injektiftir. 

Kanıt. (i) ===? (ii) M modülü yarı-injektif olsun. Önerme (1.13) den her 

a E A için EB Ma Ma-injektiftir. O halde Önerme (1.14) den her a E A için 
aEA 

Ma Ma-injektif ve EB Mi= M(A- a) Ma-injektiftir. 
iEA-a 

(ii) ===? (i) Her a E A için Ma alt modülü yarı-injektif ve M(A- a) alt 

modülü Ma-injektif olsun. O halde Önerme(l.14) den EB Ma Ma-injektif 
aEA 

olduğundan Önerme (1.13) den EB Ma yarı-injektiftir. • 
aEA 

23 



2 YARI-SÜREKLİ (QUASI-CONTINUOUS) 

MODÜLLER 

Bu bölümde, son yıllarda üzerinde aktif araştırmaların devam ettiği CS 

ve Yan-Sürekli (Quasi-Continuous) modüller tanıtılıp bir sonraki bölümde 

inceleyeceğimiz modül sımfı için gerekli olan temel özellikler verilecektir. 

es modüller hakkında ayrıntılı bilgi için [4]' yarı-sürekli modüller için 

[3,6] önerilir. 

Bir M R-modülü için aşağıdaki koşulları göz önüne alalım; 

(Cı) M nin her altmodülü, M nin bir dik toplanam içinde essential olarak 

kapsanır. 

(C3) M nin Mı n M2 = O olacak biçimdeki her Mı ve M2 dik toplanan alt 

modülleri için Mı EB M2 de M nin bir dik toplanamdır. 

Önerme 2.1 Herhangi bir (quasi-)injektif M modülü {Cı) ko§ulunu sağlar. 

Kanıt. N:::;; M, Eı = E(N) olmak üzere E(M) = Eı EB E2 olsun. M 

( quasi-)injektif modül olduğundan 

M = M n E( M) = M n (Bı EB E2) = (M n Eı) EB (M n E2) 

dir. N :::;e Eı ve N :::;; M olduğundan N :::;; M n Eı :::;; Eı dir. O halde Önerme 

(1.3) (iii) den N :::;e M n Eı dir. • 

Tanım 2.1 Bir M R-modülüne; (Cı) özelliğini sağlıyorsa GS, (Cı) ve (C3) 

özelliklerini sağlıyorsa yarı-sürekli (yarı - sürekli) modül denir. 

Önerme 2.2 M bir R-modül olsun. M modülünün (Cı) özelliğini sağlaması 

için gerekli ve yeterli ko§ul M nin her kapalı altmodülünün M nin bir dik 

toplananı olmasıdır. 
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Kanıt. ( ==*) X :S M kapalı bir alt modül ve M modülü (Cı) özelliğini 

sağlasın. Bu durumda varsayımdan X :Se K ::;d M olacak biçimde bir K :S M 

vardır. X kapalı bir altmodül olduğundan essential genişlemesi yoktur, yani 

X = K :Sd M dir. 

( <===) Y :S M alalım. Önerme (1.6) dan Y :Se X ::;c M olacak biçimde. bir 

X:=:; M vardır. Varsayımdan X ::;d M dir. Böylece M modülü (Cı) özelliğini 

sağlar. • 

Önerme 2.3 M bir ayrıştırılamaz R-modül olsun. 

M modülü (Cı) özelliğini sağlar~ M düzgün modüldür. 

Ayrıca herhangi bir düzgün modül yarı-sürekli modüldür. 

Kanıt. ( ==*) M modülü (Cı) özelliğini sağlasın. M ayrıştırılamaz modül 

olduğundan M nin sıfırdan farklı her alt modülü M içinde essential olarak 

kapsamr. Böylece M nin düzgün bir modül olduğu görülür. 

(<===) M düzgün bir modül olsun. V O =1- N :S M için N :Se M ve M 

ayrıştırılamaz olduğundan M (Cı) özelliğini sağlar. 

N herhangi bir düzgün modül olsun. N nin sıfır ve kendinden başka bir 

dik toplanam olmadığından N ( C3) özelliğini sağlar. • 

Yardımcı Teorem 2.1 M keyfi bir modül ve A :S M olsun. Eğer A, M nin 

bir dik toplananında kapalı ise M de de kapalıdır. 

Kanıt. A :Sc Mı :Sd M olsun. Bir modüldeki her dik toplanan bir 

komplement alt modül olduğundan 

dir. O halde Önerme (1.8) den A :Sc M.dir. • 

Önerme 2.4 M (Ci) (i= ı, 3) koşulunu sağlayan bir modül ve N :Sd M ise 

N de (Ci) (i= ı, 3) koşulunu sağlar. 
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Kanıt. M C S modül olsun. N ~d M ve K ~c N alalım. Her dik toplanan 

bir komplement olduğundan N ~c M dir. Önerme (1.8) den K ~c M dir. M 

GS olduğundan K ~d M dir. Dolayısıyla M= K EB K' olacak biçimde bir 

K' ~ M vardır. Buradan 

N= NnM =N n (KEBK') = KEB (N nK') 

olduğundan K ~d N dir. Yani N GS tir. 

M modülü ( C3) özelliğini sağlasın. N ~d M, Kı ve K 2 de N nin 

Kı n K2 = O olacak biçimde iki dik toplananı olsun. O halde M = Kı EB K 2 EB L 

olacak biçimde bir L ~ M vardır. 

olduğundan N ( C3 ) özelliğini sağlar. • 

Teorem 2.1 Bir M modülü için a§ağıdaki ko§ullar denktir; 

1. M yarı-sürekli modüldür. 

2. X ve Y M nin birbirlerinin komplementleri olan iki alt modülü ise 

M =XEBY dir. 

3. Her j2 = f E EndR(E(M)) için j(M) ~ M dir. 

4. E(M) = EB Ei ise M= EBM n Ei dir. 
iEI iEI 

Kanıt. (1) ===} (2) M yarı-sürekli modül, X ve Y de M nın 

birbirlerinin komplementleri olan iki alt modülü olsun. Önerme (2.2) den 

X, Y ~d M dir. M (C3) özelliğini sağladığından X EB Y ~d M dir. Ayrıca 

Önerme (1.5) den X EB Y ~e M olduğundan M = X EB Y dir. 

(2) ===} (3) Aı = Mnj(E(M)) ve A2 = Mn(l- f)(E(M)) olsun. Aı Ç Bı 

olmak üzere Bı, A2 nin bir komplementi ve A2 Ç B 2 olmak üzere B2 de Bı in 

bir komplementi olsun. Bu durumda Bı de B2 nın bir 

komplementidir. Gerçekten; B2nU =O olacak biçimde bir Bı ~U~ M olsun. 
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X E (Bı EB B2) n (A2 n U) alalım. X = bı+ b2 olacak biçimde bir bı E Bı ve 

b2 E B2 vardır. Buradan 

b2 =x-bı E B2 n [(A2 n U)+ Bı]= B2 n [(A2 +Bı) n U]= O 

dır. Böylece X= bı E (A2 n U) n Bı= o bulunur. o halde 

(Bı EB B2) n (A2 n U) = O 

dır. Önerme (1.5) den Bı EB B2 ~e M olduğundan A2 n U = O dır. Bı, 

A2 ile arakesiti sıfır olan maksirnal alt modül olduğundan U = Bı olmalıdır. 

Buradan Bı in B2 nin bir komplementi olduğu görülür. Şimdi 1r : Bı EBB2 --+ Bı 

projeksiyon dönÜ§ümü olmak üzere iddiamız M n(!- 1r)(M) =O olduğudur. 

(!- 1r)(x) = yolacak biçimde x, yE M alalım. Bu durumda 

f(x) = y + 1r(x) E M ve f(x) E M n f(E(M)) = Aı 

dir. Böylece (1- f)(x) E M ve bundan dolayı (1- f)(x) E A2 dir. O halde 

1r(x- f(x)) E 1r(A2) =O yani 1r(x) = 1r(j(x)) = f(x) 

dir. f(x) = y+1r(x) olduğundan y =O dır ve bundan dolayı Mn(f-1r)(M) =O 

dır. M ~e E(M) olduğundan(!- 1r)(M) =O dır. Sonuç olarak 

f(M) = 1r(M) ~M 

dir. 

(3) ====> (4) Açıktır ki _EB
1
MnEi ~M dir. Şimdi keyfi bir m E M alalım. Sorrlu 

ı E 
bir F ÇI için m E EB Ei dir. E(M) = EB EiEBE*, E*~ E(M) yazabiliriz. Bu 

iEF iEF 

durumda Ei = fi(E(M)) olacak biçimde ortogonal fl = li E EndR(E(M)) 

(i E F) vardır. fi(M) ~M olduğundan 

dir. Böylece M ~ EB M n Ei ve bundan dolayı M = EB M n Ei dir. 
iEI iEI 
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(4) ===>(ı) A:::; M olsun. E(M) = E(A) E9 E*, E*:::; E(M) şeklinde yazalım. 

Bu durumda 

M= M n E(M) =M n (E(A) E9 E*) = (M n E(A)) E9 (M n E*) 

ve A :::;e M n E(A) dır. Buradan görüldüğü gibi, M nin her alt modülü bir 

dik toplanan içinde essential olarak kapsandığından M modülü (Cı) özelliğini 

sağlar. 

Şimdi, Mı ve M2, M nin M1 n M2 = O olacak biçimdeki iki dik toplananı 

olsun. Ei= E(Mi) (i= ı, 2) olmak üzere E( M)= Eı E9 E2 E9 E, E' :::; E( M) 

şeklinde yazabiliriz. Buradan 

M = (M n Eı) E9 (M n E2) E9 (M n E') 

dür. Mi :::;d M olduğundan M= Mi E9 Ki olacak biçimde Ki:::; M (i= ı, 2) 

vardır. Ayrıca Mi :::;e M n Ei (i = ı, 2) olduğundan 

dir. Buradan Mi <d M n Ei olduğundan Mi= M n Ei (i= ı, 2) dir. Böylece 

M (C3) özelliğini sağladığından yarı-sürekli modüldür. • 

n 
Tanım 2.2 M bir R-modül ve M= E9Mi olsun. Eğer i#- j (i,j =ı, ... ,n) 

i=l 

için Mi Mrinjektif ve Mi de Mi-injektif ise Mi lere göreceli (relatively) 

injektif denir. 

Örnek 2.1 p bir asal tamsayı olmak üzere MR = (P~ E9 Q)z olsun. Bu 

durumda (P~)z ve Qz alt modülleri relatively injektif değillerdir. 

Kanıt. Qz injektif olduğundan her N modülüne göre N-injektif dolayısıyla 

P~-injektiftir. Şimdi, P~ nin Qz-injektif olduğunu kabul edelim. 1r : Z -+ :Z, 
1r(n) = n+pZ, n EZ doğal epimorfizması olsun. Varsayımdan bir a: Q-+ P~ 

bir homomorfizması vardır ki o:ız = 1r dir (Şekil 2.ı). 
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Şekil 2.1: a o i= 1r homomorfizması 

Böylece a(!) = x + p'llı olacak biçimde x E Z vardır. O halde 
p 

ı 
p.a(-) = a(ı) = 1r(ı) =ı +p'llı 

p 

olduğundan px+ p'llı =ı + p'llı dir. Buradan 

ı= tpx (tEZ) yani ı- O (modp) 

olup çelişkidir. • 

Önerme 2.5 Eğer Mı E9 M2 yarı-sürekli modül ıse Mı ve M2 relatively 

injektiftir. 

Kanıt. M = Mı E9 M2 olsun. M2 alt modülünün M1-injektif olduğunu 

gösterelim. X ::=; Mı ve tp : X -+ M2 bir homomorfizma ve 

B = {x- tp(x) 1 x E X} olsun. B ::=; M dir. Bir b E B n M 2 alalım. Bu 

durumda b= x- tp(x) olacak biçimde bir x E X vardır. 

olduğundan x = O dır. Bundan dolayı b = O ve B n M 2 = O dır. 

B Ç Mi ::=; M olmak üzere Mi, M 2 nin bir komplementi olsun. Teorem 

(2. 1) den M = Mi E9 M2 dir. 1r : Mi E9 M2 -+ M2 projeksiyon dönüşümü olmak 

üzere, V x E X için 

O= 1r(x- tp(x)) = 1r(x)- 7r(tp(x)) = 1r(x)- tp(x) 

dir. Böylece 7r1Mı =tp dir. Sonuç olarak M2 alt modülü Mı-injektiftir. Benzer 

şekilde M1 alt modülünün de M2-injektif olduğu görülür. • 
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Teorem 2.2 {Ma 1 a E A} yarı-sürekli modüllerin bir ailesi olsun. 

A§ağıdakiler denktir; 

1. M= E!J Ma yarı-sürekli modüldür. 
aEA 

2. Her a E A için M(A- a) = EB Mi alt modülü Ma-injektiftir. 
iEA-a 

Kanıt. (1) ==? (2) Önerme (2.5) dan M(A- a) = E!J Mi alt modülü 
iEA-a 

Ma-injektiftir. 

(2) ==? (1) V e2 =e E EndR(E(M)) için e(M) :::; M olduğunu gösterirsek 

Teorem (2.1) den M nin yarı-sürekli modül olduğu görülür. 

e( M)= e( E!J Ma)= L e(Ma) 
aEA A aE 

olduğundan her a E A için e(Ma) :::; M olduğunu gösterelim. Sabit bir 

a E A yı göz önüne alalım. Her a E A için M(A - a) = E!J Mi 
iEA-a 

alt modülü Ma- injektif olduğundan Önerme (1.14) den Va =f. f3 E A için 

Ma alt modülü Mf'- injektiftir. O halde Önerme (1.13) den Ma alt modülü 

M(A- a)- injektiftir. Nı =Ma ve N2 = M(A- a) olsun. Bu durumda Nı 

N2- injektij, N2 Nı- injektif ve Nı yarı-sürekli alt modüldür. E= E(M), 

Eı = E(Nı) ve E2 = E(N2) olsun. O zaman E= Eı E!J E2 ve eij : Ei --t Ei 

olmak üzere 

dir. N2 Nı -injektif olduğundan Teorem (1.10) dan e2ı(N1 ) :::; N2 dir. Netice 

olarak 

e(Nı) = eıı(Nı) + e2ı(Nı) :::; eıı(Nı) + N2 

dir. Böylece e(N1 ) = e(Ma) :::; M olduğunu görmek için eıı(Nı) < M 

olduğunu görmek yeterli olacaktır. e= e2 olduğundan 

dir. a = e11 ve b= 1- e11 olsun. O halde 
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dir. K = ker ab olsun. Bu durumda 

a(K) n b( K) = o 

dır. Gerçekten; x E a(K) n b(K) alırsak x = a(kı) = b(k2) olacak biçimde 

kı, k2 E K vardır. 

a(x) = a(b(k2)) = (ab)(k2) =O olduğundan x E kera dır. 

b(x) = b(a(kı)) = (ba)(kı) = (ab)(kı) olduğundan x E kerb dir. 

o halde X Ekeranker b= ker an ker(1- a) dır. Buradan 

O= a(x) = (1- a)(x) 

olduğundan x = a(x) =O dır. Sonuç olarak a(K) n b(K) =O dır. 

Ayrıca 

olduğundan 

dır. Bir k E K alalım. 

a(K) < kerb :S kerab =K ve 

b(K) < kera :S kerab =K 

a(K) EB b(K) :S K (2.1) 

k= a(k) +k- a(k) = a(k) + (1- a)(k) = a(k) + b(k) E a(K) EB b(K) 

şeklinde yazılabildiğinden 

K :S a(K) EB b(K) (2.2) 

dır. O halde (2.1) ve (2.2) den 

K= a(K) EB b( K) 

dır. Buradan Eı = f(Eı) EB g(E2) olacak biçimde j, gE EndR(Eı) ortogonal 

idempotentleri vardır ki a(K) :S j(E1) ve b(K) :S g(Eı) dir. O halde 

j(K) = j(a(K) EB b(K)) = j(a(K)) = a(K) 
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dır. Gerçekten; x E a(K) alalım. Bu durumda x = a(kı) olacak biçimde 

kı E K vardır. 

x = (f + g)(x) = f(x) + g(x) = f(x) E f(K) 

olduğundan 

a(K) ~ f(K) (2.3) 

dır. y E f(a(K)) = f(K) alalım. Budurumday = f(a(k)) olacak biçimde 

k E K vardır. 

y = f(a(k)) = (1- g)(a(k)) = a(k)- g(a(k)) = a(k) E a(K) 

olduğundan 

f(K) = f(a(K)) ~ a(K) (2.4) 

dır. O halde (2.3) ve (2.4) dan sonuç elde edilir. 

Şimdi bir k E K n f(Eı) alalım. Bu durumda k = f(eı) olacak biçimde 

eı E Eı vardır. O halde 

f(k) = /2 (eı) = f(eı) =k 

olduğundan 

K= f(K) 

dır. Buradan 

K n f(Eı) = f(K) n f(Eı) = f(K) = a(K) ~ ker b 

dir. Böylece alb{f(Eı)) bir monomorfizmadır. Gerçekten; s Eker al.b{f(Eı)) alalım. 

s E b(f(Eı)) olduğundan s = b(f(eı)) olacak biçimde eı E Eı vardır. O 

halde a(s) = a(b(f(eı))) = O olduğundan f(eı) E kerab = K dır. Ayrıca 

f(eı) E f(Eı) olduğundan f(eı) E K n f(Eı) ~ ker b dir. 0 halde 

s = b(f(e1)) = O dır. Yani alb{f(Eı)) bir monomorfizmadır. E 1 injektif modül 

olduğundan bir 'lj; : E 1 --+ E 1 homomorfizması vardır ki b f = 'lj;ab f dir 

(Şekil 2.2). 
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Şekil 2.2: '1/J o a =i homomorfizması 

Nı yarı-sürekli, Nı N2 - injektif ve N2 de Nı - injektif olduğundan 

Teorem (2.1) ve Teorem (1.10) dan 

dir. Benzer şekilde ag(Nı) :::; Nı olduğu da görülür. O halde 

a(Nı) = (a(f + g))(Nı) = af(Nı) + ag(Nı) = (1- b)f(Nı) + ag(Nı) :::; Nı 

dir. Böylece e11 (Nı) = a(Nı):::; Nı dir. • 

n 
Sonuç 2. 1 EB Mi nin yarı-sürekli modül olması için gerekli ve yeterli ko§ul her 

i=ı 

bir Mi nin quasi-continous ve her i=/= j için Mi nin Mj- injektif olmasıdır. 

n 
Kanıt. ( ==?) .EB Mi modülü yarı-sürekli ve A = {1, 2, 3, ... ,n} olsun. 

ı= ı 

.EB Mi= (. EB _Mi) EB Mj= M(A- j) EB M(j) 
ı=ı ıEA-J 

olduğundan Teorem (2.2) den M(A- j) M(j)- injektiftir. O halde Önerme 

(1.14) den her i =/= j için Mi Mj - injektiftir. Ayrıca Önerme (2.4) den her 

i E A için Mi yarı-süreklitur. 

(Ç=) Önerme (1.14) den EB Mi Mj- injektiftir. O halde Teorem (2.2) 
iEA-j 

n 
den EB Mi yarı-sürekli modüldür. • 

i= ı 
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3 MUTLAK DİK TOPLANAN ÖZELLiGiNE 

SAHİP (ADS) MODÜLLER 

Bu bölümde, ads-modüller tammlamp, temel özellikleri ve dönli§ümler 

cinsinden karakterizasyonları verilecektir. 

Mutlak dik toplanan (absolute direct summand) alt grup kavramı, abel 

gruplarda (yani, Z-modüllerde) ilk olarak L. Fuchs [7] tarafından 

tammlanınıştır. Daha sonra bu tür alt modüller, genel bir halka üzerinde 

tammlı modüllere genelleştirilmiş ve incelenmiştir (bakımz, [8]). 

Tanım 3.1 M bir R-modül olsun. Herhangi bir M = A EB B ayrı§ımı için; 

C, A nın M deki bir komplementi iken M = A EB C oluyorsa M ye ads veya 

ads-modül denir. 

Örneğin, ayrıştırılamaz modüller ve düzgün modüller ads'tir. 

Önerme 3.1 M bir R-modül olsun. M GS ve ads ise yarı-sürekli 

modüldür. 

Kanıt. M = Y EB y' olsun. X de Y nin bir komplementi olsun. Bu 

durumda X bir kapalı alt modüldür. M CS olduğundan X ~d M dir. O 

halde M = X EB X' olacak biçimde bir X' ~ M vardır. M ads olduğundan 

M= XEBY dir. Böylece (C3) özelliği sağlandığından M yarı-sürekli modüldür . 

• 

3.1 Karakterizasyonlar ve Genel Sonuçlar 

Teorem 3.1 MR modülünün ads olması için gerek ve yeter ko§ul herhangi bir 

M= A EB B ayrı§ımı için B nin A-injektif olmasıdır. 

Kanıt. ( ===?-) M ads-modül, U Ç A ve ep : U -----+ B bir homomorfizma 

olsun. X = {u - ep( u) 1 u E U} kümesini tammlayalım. X ~ M ve X n B = O 

dır. Bu durumda B nin M de X Ç C olacak biçimde bir C komplementi vardır. 

Varsayımdan M = C EB B dir. Böylece her bir a E A, c - b, c E C, b E B 
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formunda yazılır. O halde 7rı : M ~ C ve 1r2 : M ~ B projeksiyon 

dönüşümleri olmak üzere 1r2 o 7rıJA : A ~ B dir. Bu durumda i : U --+ A 

içerme dönüşümü olmak üzere, V u E U için 

(1r2 o 7rıJA o i)( u) - 7r2(7rıJA(u)) 

- 1r2(u) 

1r2(u- ep( u)+ ep( u)) 

- 1r2(u- ep( u))+ 1r2(cp(u)) 

- 1r2(cp(u)) = cp(u) 

olduğundan B alt modülü A-injektiftir. 

(~)M= AEBB, C B nin bir komplementi ve U= An(BEBC)::;; M olsun. 

O halde her bir u E U, b+ c, b E B, c E C formunda yazılır. 1r: B EB C--+ B 

projeksiyon dönüşümü olmak üzere ı.p = 1rıu : U ~ B bir homomorfiz

madır. Kabul ümüzden ı.p hamorfizması bir 'ljJ : A ~ B homomorfizmasına 

genişler. a E A için D = R(a- '1/J(a)) +C alt modülünü göz önüne alalım. 

b = ra- r'ljJ(a) +c E D n B, c E C, r E R olsun. Bu durumda 

ra= b+ r'ljJ(a)- c E U dur. O halde 

ı.p( ra) - ('1/J o i)(ra) = r'ljJ(a) 

ı.p(ra) ı.p(b + r'ljJ(a)- c) 

(1r o i)(b + r'ljJ(a)- c) 

- 1r(b) + 1r(r'ljJ(a))- 1r(c) 

- b+ r'ljJ(a) 

olduğundan b= O bulunur. Yani B n D= O dır. R halkası birimli ve C de B 

nin komplementi olduğundan Va E A için a- '1/J(a) E C dir. Böylece Vm E M 

ıçın 

m= a +b= (a- 'ljJ(a) + '1/J(a)) +b E B EB C 

dir. Sonuç olarak M = B EB C dir. • 

Teorem (3.1) kullanılarak ads-modüllere örnekler verilebilir. 
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Örnek 3.1 

1. M = (.Z EB .Z)z modülü es tir fakat ads-modül değildir. 

2. Yarı-sürekli (quasi-continuous) modüller ads'tir. Ancak ads koşulu 

yarı-sürekliliği gerektirmez. 

3. Tüm idempotentleri merkezde olan bir R halkası ıçın RR bir ads 

modüldür. 

Kanıt. (1) Tanım (1.14) ve Örnek (1.2) den .Z modülü .Z...injektif değildir. 

O halde Teorem (3.1) den .Z EB .Z ads-modül değildir. Ayrıca [9] dan .Z EB .Z es 
modüldür. 

(2) Teorem (2.1) den yarı-sürekli modüller ads'tir. Ancak ads bir modül 

yarı-sürekli olmak zorunda değildir. Örneğin; MR olarak Tanım (1.8) deki 

halkayı alalım. MR ayrıştırılamaz ve böylece ads'tir. Ancak MR düzgün 

olmadığından Önerme (2.3) den es değildir. 
(3) R halkasının tüm idempotentleri merkezde olduğundan RR nin 

RR = e(R) EB (1- e)(R), e E EndR(R) 

olacak biçimde tek bir ayrışıını vardır. C, e(R) nin bir komplementi olsun. 

O halde C EB e(R) ~e RR = e(R) EB (1 - e)(R) dir. Önerme (1.3) (vii) den 

C ~e (1- e)(R) dir. O halde C, e(R) nin komplementi olduğundan Önerme 

(1.7) den C= (1- e)(R) dir. • 

Tanım 3.2 M bir R-modül ve m E M olsun. 

{rE R 1 mr= O} 

kümesine m nın sağ sıfırlayıcısı (annihilator) denir ve annR(m) ile 

gösterilir. annR(m), R halkasının bir sağ idealidir. 

Sonuç 3.2 

i) M = A EJj B ads-modül olsun. A, annR(a) = O olacak biçimde bir a 

elemanı içeriyorsa B injektif alt modüldür. 
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ii) { e1, e2, ... ,ek}, EndR(M) nin orthogonal merkez idempotentlerinin tam 

bir kümesi olsun. Bu durumda M nin ads-modül olması için gerek ve 

yeter koşul herbir eiM nin ads-modül olmasıdır.( i= 1, 2, ... ,k) 

Kanıt. i) B nin injektif olduğunu Baer kriterini kullanarak görelim. Yani 

"i/ I :::; R ideali için ıp : I ---r BR modül homomorfizmasımn bir 

g : R ---r BR homomorfizmasına genişletilebileceğini görelim. ıp : I ---r BR 

bir modül homomorfizması olsun. Ra :::; A ve ep : Ra ---r B, ep(ra) = rb 

(a E A, b E B) bir homomorfizmadır. 

Y={sa-ıp(s) isE!, aEA} 

kümesini tammlayalım. Y :::; M dir. Ayrıca Y n B = O dır. Gerçekten; 

b EY n B ===? b= sa- ıp( s) olacak biçimde s E I, a E A vardır. 

===? b+ ıp( s)= sa E B n Ra< B nA= O 

===? sa= O 

===? s E ann(a) =O 

===? s=O 

===? b= O dır 

Bu durumda B nin M de Y Ç C olacak biçimde bir C komplementi vardır. 

Varsayımdan M = C EB B dir. O halde her bir c E C; c= a +b, a E A, b E B 

formunda ve herbir a E A; a =b+ c, b E B, c E C formunda yazılabilir. Bu 

durumda 1r1 :M---r C ve 1r2 : M---r B projeksiyon dönüşümleri olmak üzere 

7f2 o 7fiiA : A ---t B 

olduğunu görülür. "i/ ra E Ra için (1r2 o 7rıiA o i)(ra) = ep(ra) dır (Şekil 3.1). 

Ra i ) A 

~1 //<o7rl 
~ 

B 

Şekil 3.1: 1r2 o 7rı o i= ep homomorfizması 
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Böylece Önerme(l.ı3) den Aı alt modülü Bı-injektiftir. Sonuç olarak 

Vi = ı, ... , k için Ai alt modülü Bi-injektiftir. Yani Vi = ı, ... , k için ei( M) 

ler ads-modüllerdir. 

(~)Vi= ı, ... ,k için ei(M) ler ads-modüller olsun. M= Eeei(M) nin 
i=l 

.ads-modül olduğunu türnevarım yöntemi ile görelim. k= ı için M= eı(M) 
n-ı 

ads-modüldür. k= n- ı için M= .EB ei(M) ads-modül olsun. k= n için 
ı= ı 

n 
M= EB ei(M) ads-modül müdür? 

i= ı 

n-ı 

dir. O =/= X ~ en (M) ve O =/= <P : X ---+ EB ei (M) bir homomorfizma olsun. 
i= ı 

.. n-ı 

Oyle bir <p : en(M) ---+ .EB ei(M) homomorfizması bulabilirmiyiz ki 'Pıx = ep 
ı=ı 

olsun. V x E X için x E en(M) olduğundan x = en(m) olacak biçimde bir 
n-ı 

m E M vardır. <P(x) = cp(en(m)) E EB ei(M) olduğundan 
i= ı 

n-ı 

cp(x) = cp(en(m)) = Lei(mi) 
i= ı 

olacak biçimde mi E M (i = ı, ... , n - ı) vardır. Buradan 

n-1 

en(<P(x)) = en(<P(en(m))) = en(Lei(mi)) =O==:::;. en(<P(en(m))) =O 
i= ı 

dır. en merkezde olan bir idempotent olduğundan 

cp(e~(m)) = cp(en(m))) = <P(x) =O 

bulunur. Yani V x E X için <P(x) =O olduğundan <P =O dır. O halde X den 
n-ı 

EB ei(M) ye sıfırdan farklı olan bir homomorfizma bulunamaz. Sonuç olarak 
i=ı . 
M ads-modüldür. • 

Ads-modüllerin Teorem (3.1) de bir karakterizasyonu verildi. Şimdi, 

injektif hull ayrışımı içeren dönüşümler cinsinden bir karakterizasyonu daha 

verilecektir. 

Teorem 3.2 BirMR-modülünün ads-modül olması için gerek ve yeter ko§ul 

bir A ~d M ve Eı = E(A) olmak üzere E(M) = Eı EB E 2 ayrı§ımı ve 

7f: E(M) = Eı EB E2 -+ Eı projeksiyon dönÜ§Ümü için 1r(M) Ç M olmasıdır. 
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Kanıt. M bir ads-modül olsun. B = E2 n M alt modülü A mn M deki 

bir komplementidir. Gerçekten; B Ç C, CA mn bir komplementi ve c E C 

olsun. Bu durumda c= eı + e2 , ei E Ei olarak yazılabilir. 

Eğer e ı = O ise c = e2 E E2 n M = B dir. Yani C = B dir. 

Eğer eı =f O ise .A ~e E(A) olduğundan bir r E R vardır ki O =f re1 E A dır. 

Bu durumda 

ve 

olduğundan C n E2 ~ E2 dir. . 

Eğer C ~ E2 ise 

re ı = re - re2 E A n E2 = (M n A) n E2 = A n B ~ A n C = O 

dır. 

Eğer E2 ~ C ise 

reı = re - re2 E A n C = O 

dır. Bu iki durum da re1 =f O olmasıyla çelişir. O halde eı = O yani C= B 

olduğundan B alt modülüAnın komplementidir. Varsayımdan M= A EB B 

dir. O halde 1r(M) = A dır. 

Tersine, M = A EB B, C de A mn M deki komplementi olsun. E 1 A mn 

injektif hull'ı olmak üzere E(M) = E1 EB E2 olarak yazılabilir. A <d M 

olduğundan A = M n E 1 olarak seçebilir. Gerçekten; A ~e E 1 ve A ~ M 

olduğundan 

A ~e Eı n M ~e Eı 

ve 

Eı n M = Eı n (A EB B) = A EB (Eı n B) 

dir. Ayrıca A ~e E 1 olduğundan 

A n B ~e Eı n B ve A n B = O 
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olduğundan 

(Eı n B)= O 

dir. O halde Eı n M = A dır. CA mn komplementi olduğundan injektif 

hull'ı E2 dir. 1r: E(M) --+ Eı projeksiyon dönüşümü olsun. Kabulümüzden 

· 1r(M) Ç M dir. Bir x E M yi x = eı + e2, ei E Ei olarak yazabiliriz. 

Buradan 1r(x) = 1r(eı + e2) = eı olduğundan eı E 1r(M) Ç M dir. O halde 

e2 = x- eı E M dir. C ~e M n E2 ve CA mn komplementi olduğundan 

C= MnE2 dir. 

M= M n (Eı EB E2) ~ (M n Eı) EB (M n E2) = A EB C~ M 

olduğundan M = A EB C dir. • 

Önerme 3.2 M = EBMOl olsun. 
I 

(i) Her bir a E I için MOl lar yarı-injektif ise M nin ads-modül olması için 

gerek ve yeter koşul M nin yan-injektif olmasıdır. 

(ii) Her bir a E I için MOl lar yarı-sürekli ise M nin ads-modül olması için 

gerek ve yeter koşul M nin yan-sürekli olmasıdır. 

Kanıt. i) M ads-modül olsun. Teorem (3.1) den her bir a E I için 

M(I- { a}) = EB Mn alt modülü M0l-injektiftir. O halde Önerme (1.15) 
nEI-{Ot} 

dan M modülü yan-injektiftir. 

Tersine, M yarı-injektif modül olsun. Önerme (1.15) dan her bir a E I 

ıçın M(I- { a}) alt modülü M0l-injektiftir. O halde Teorem (3.1) den M 

ads-modüldür. 

ii) M ads-modül olduğundan her bir a E I için M(I - { a}) alt modülü 

M0l-injektiftir. O halde Teorem (2.2) den M yan-sürekli modüldür. 

Tersine, M yan-sürekli modül ise Teorem (2.2) den her bir a E I için 

M(I- {a}) alt modülü M0l-injektiftir. O halde Teorem (3.1) den M 

ads-modüldür. • 

Önerme 3.3 MCi lar ayrıştırılamaz modüller olmak üzere M = EBMOl ve M 
I 

nin her ayrışımındaki dik toplananları sayısı aynı olsun. Bu durumda M 
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modülünün ads olması için gerek ve yeter ko§ul herbir 1 c I için M ( 1) ve 

M (I\ 1) 'nin relatively injektij olmalarıdır. 

Kanıt. M = A EB B olsun. Kabulürnüzden, Kı U K2 ile I mn 

kardinalleri aynı olmak üzere A = EBNa. ve B = EBNf3 yazabiliriz. 
Kı K2 

'ljJ: Kı UK2--+ I birebir ve örten bir fonksiyon olduğundan 'lj;(Kı) = 1 olarak 

alırsakA rv M(1) ve B rv M(I\1) dir. M(1) ve M(I\1) relatively injektif alt 

modüller olduklarındanA ve B alt modülleri de relatively injektiftirler. Sonuç 

olarak M ads-modüldür. 

Tersine, M ads-modül olsun. 

M= EBMa. = (EBMa.) EB (EB Ma.)= M(1) EB M(I\1) 
I J I\J 

olduğundan M(1) ve M(I\1) relatively injektif alt modüllerdir. • 

3.2 Sağ Noetherian Halkalar Üzerindeki Ads-Modüller 

Bir sağ noetherian R halkası üzerindeki injektif modüllerin bir dik toplamı 

Teorem (1.5) den injektif olduğundan ve bu tür bir halka üzerindeki keyfi bir 

modül; injektif bir alt modül ile sıfırdan başka injektif alt modülü olmayan 

(reduced) diğer bir alt modülün bir dik toplamı olarak yazılabilir (bakınız, 

[10]). 

Bu kesimde, yukarıda belirtilen gerçeklerden dolayı bir sağ Noetherian 

halka üzerindeki ads-modüllerin yapısal özellikleri hakkında daha fazla bilgi 

verilecektir. 

Önerme 3.4 R bir sağ Noetherian halka olsun. 

(i) M injektif olmayan bir ads-modül olsun. V torsion ve injective , O =/:. U 

reduced olmak üzere M = U EB V şeklinde yazılabilir. Ayrıca V nin 

alt modüllerinden U ya sıfırdan farklı olacak biçimde bir monomorfizma 

bulunamaz. 

(ii) R düzgün R-modül ve M de injektif olmayan ads-modül olsun. M 

nin annR(a) = O olan bir a elemanı varsa i) şıkkıncia bahsedilen U 

ayrıştırılamaz alt modüldür. 
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(iii) R bir kalıtsal halka, V torsion ve injective , O=/= U reduced olmak üzere 

M = U EB V injektif olmayan bir ads-modül olsun. Bu durumda V nin 

alt modüllerinden U ya sıfırdan farklı bir homomorfizma bulunamaz. 

Kanıt. i) V torsion ve injektif, U da sıfırdan farklı bir reduced alt modül 

olmak üzere M= U EB V biçiminde yazılabilir (bakımz, [10]). O=/= W::::; V ve 

f : W ----t U bir monomorfizma olsun. M ads-modül olduğundan U alt 

modülü V-injektiftir. O halde 

w 1 ~u 

1/~ 
V 

Şekil 3.3: g o i = f homomorfizması 

diyagramı degişmeli olacak biçimde bir g V u 
homomorfizması vardır. C, ker g nin V deki komplementi olsun. Bu durumda 

Önerme (1.5) den C EB ker g ::;e V dir. 1r : C EB ker g --+ C doğal epimorfizma 

olmak üzere, V injektif olduğundan 

Şekil 3.4: to i= i o 1r homomorfizması 

diyagramı değişıneli olacak biçimde bir t : V --+ V homomorfizması vardır. 

tıc(C) = 1r(C) = C olduğundan (tıc) 2 = tıc dir, yani tıc idempotent 

homomorfizmadır. 

C rv tıc( C) = C ::::; V 
kertıc 
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olduğundan ker tıc = ker1r = ker g = O dır. Buradan g nin bir monomorfizma 

olduğu görülür. O halde 

V= ~ rv g(V) :::; U 
kerg 

dur. V injektif olduğundan g(V) de injektiftir. Bu da U nun reduced olmasıyla 

çelişir. O halde V nin alt modüllerinden U ya sıfırdan farklı olacak biçimde 

bir monomorfizma bulunamaz. 

ii) (i) şıkkından, U reduced; V torsion ve injective olmak üzere 

lv! = U E9 V olarak yazılabildiğini biliyoruz. M nin annR(A) = O olan bir 

a elernam olsun. a E M olduğundan a = u+ v olacak biçimde u E U ve v E V 

vardır. O halde annR(u) n annR(v) =O dır. Gerçekten; 

TEannR(a) ~ T(a)=T(u+v)=Tu+Tv=O 

~ Tu=-Tv 

bulunur. Buradan u=/= -v dir. Eğer u= -v olsaydı a =u+ v =O olurdu. O 

halde TU= TV= O olur. Sonuç olarak TE annR(u) n annR(v) dir. Yani 

dir. Tersine, 

s E annR(u) n annR(v) ~ s E annR(u) ve s E annR(v) 

~ su=sv=O 

~ sa= s( u+ v) =su+ sv =O 

~ s E annR(a) 

~ annR(u) n annR(v) Ç annR(a) 

O halde annR(u) n annR(v) = annR(a) = O dır. annR(u), annR(v) :::; RR 

ve annR(u) n annR(v) = O olduğundan annR(u) veya annR(v) den biri sıfır 

olmak zorundadır. Eğer annR(v) =O ise Sonuç (3.2) (i) den U injective olur. 

V de injektif olduğundan M injective olur. Bu M nin injektif olmamasıyla 

çelişir. O halde annR(u) = O olmalıdır. Eğer U nun bir aşikar olmayan 

U = Uı E9 U2 ayrışımı varsa aynı şekilde işlem yapılarak Uı veya U2 den birinin 

injektif olduğu görülür. Bu da U nun reduced olmasıyla çelişir. O halde U 

ayrıştırılamaz alt modüldür. 
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iii) O i:- W~ V ve ep: W---+ U bir homomorfizma olsun. M ads-modül 

olduğundan U alt modülü V-injektiftir. O halde J' : V ---+ U bir modül 

homomorfizması vardır ki !ı' w = ep dır. 

ke~ J' rv J' (V) ~ U 

dur. R kalıtsal bir halka olduğundan ke~!' injektif modüldür. Bu da U nun 

reduced olmasıyla çelişir. O halde ep= O olmalıdır. • 

Önerme 3.5 U bir ads-modül ve U"' M ise M de ads-modüldür. 

Kanıt. f : M ---+ U bir izomorfizma ve M = A E9 B olsun. Bu durumda 

f(M) = f(A E9 B) = f(A) E9 f(B) =U 

olur. U modülü ads olduğundan f(A) alt modülü f(B)-injektiftir. 

Göstermemiz gereken A alt modülünün B-injektif olduğudur. O f:. Y ~ B ve 

O i:- ep: Y---+ A bir homomorfizma olsun. Bu durumda 

f(A) 

Şekil 3.5: (3 of o i= fo ep homomorfizması 

diyagramı değişıneli olacak biçimde bir (3: f(B) ---+ f(A) homomorfizması 

vardır. O halde <p = (3 of : B ---+ f(A) bir homomorfizmadır. Buradan 

() = J-1r.p: B ---+ A bir homomorfizmadır (Şekil 3.6). V yE Y için 

(Boi)(y) = ((f-ıor.p)oi)(y) = (f-ıo((3of)oi)(y) = (f- 1 ofoep))(y) = ep(y) 

olduğundan A alt modülü B-injektiftir. Yani M ads-modüldür. 
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Şekil 3.6: () = f-ıcp homomorfizması 

• 
Önerme 3.6 R bir Noetherian halka, U reduced ve ads, V de injektif olmak 

üzere MR= U E9 V olsun. Ayrıca V nin alt modüllerinden U ya sıfırdan ba§ka 

bir homomorfizma bulunamasın. Bu durumda M ads-modüldür. 

Kanıt. M = A E9 B olsun. Aı ve Bı reduced; A2 ve B2 injektif olmak 

üzere A = Aı E9 A2 ve B = Bı E9 B2 şeklinde yazalım. O halde [11,1.1] den 

Aı E9 Bı rv U ve A2 E9 B2 :: V dir. M nin ads olduğunu görmek için A mn 

B-injektif olduğunu görmek yeterli olacaktır. V ep E Hom(E(A), E(B)) için 

ep(A) Ç B mi? 

ep : E(Aı) E9 A2 ---+ E(Bı) E9 B2 homomorfizmasım ep= 

gösterelim. Burada 

ep11 E(Aı) ---+ E(Bı) 

epı2 A2 ---+ E(Bı) 

ep2ı E(Aı) ---+ B2 

dir. B alt modülünün A-injektif'liği için; ep11 (Aı) Ç Bı, epı2 (A2) C Bı, 

ep2ı (Aı) Ç B2 ve ep22 (A2) Ç B2 olduğunu görmek yeterli olacaktır. 

U ads olduğundan Önerme (3.5) den Aı E9 Bı ads tir. O halde Bı alt modülü 

Aı-injektiftir. Yani V ep E Hom(E(Aı), E(Bı)) için ep(Aı) Ç Bı dir. 
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O halde <Pıı E Hom(E(Aı), E(Bı)) olduğundan <fı11 (Aı) Ç Bı dir. 

<Pı2 E Hom(A2, E(Bı)) için kabulürnüzden <Pı2 = O olmalıdır. Gerçekten; 

O =1- <Pı2 : A2 -t E(Bı) bir homomorfizma olsun. f : A2 EB B2 -t V bir 

izomorfizma olmak üzere, E(Bı) injektif modül olduğundan 

A ~Pıı ) E(B) 

i
2 ı 

f / 
_,"ı 

/ 

!(~) 

_,.-., 

Şekil 3. 7: t o f = <Pı2 homomorfizması 

diyagramı değişıneli olacak biçimde bir t: f(A2) -t E(B1 ) homomorfizması 

vardır. O =1- t(f(A2)) ~ E(Bı) ve Bı ~e E(Bı) olduğundan Bı n t(f(A2)) =1- O 

dır. O halde O =1- bı = t(f(a2)) olacak biçimde bı E Bı ve a2 E A2 vardır. 

Şimdi 

X= {f(a2) E j(A2) 1 bı = t(f(az)), bı E Bı, a2 E A2} 

kümesini tanımlayalım. Açıktır ki O =1- X C j(A2) ~ V dir. j(a2), f(a~) E X 

ver E R alalım. Bu durumda t(f(a2)) = bı ve t(f(a~)) = b~ olacak biçimde 

bı, b~ E Bı vardır. 

t(f(a2) + f(a~)) t(f(a2)) + t(f(a~)) =bı+ b~ E Bı 

t(f(a2)r) - t(f(a2))r =bır E Bı 

olduğundan O =1- X~ f(A2) <V dir. O halde h: X -t Bı, h(f(a2)) = t(f(a2)) 

ile tammlı fonksiyonu bir homomorfizmadır. g: Aı EB Bı-tU bir izomorfizma 

olmak üzere 

i o go h : X ~ Bı ~ g(Bı) ~ U 

bir homomorfizmadır. Varsayımdan i o g o h = O dır. O halde h = O olmalı, 

yam 

t(f(A2)) n Bı =O 

dır. Bı ~e E(Bı) olduğundan t(f(A2)) =O yani <Pı2 = O dır. Bu da <Pı2 =1- O 

olmasıyla çelişir. 
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c/J2ı E H om(E(Aı), B2) için c/J21 (Aı) Ç B2 mi? c/J21 (E(Aı)) C B2 dir. 

Aı::::; E(Aı) olduğundan c/J21 (Aı) Ç c/J21 (E(Aı)) Ç B2 dir. 

c/J22 E Hom(A2, B2) için cf;22 (A2) Ç B2 dir. 

Sonuç olarak B alt modülü A-injektiftir. Yani M ads-modüldür. • 

Önerme 3. 7 R bir Noetherian halka, her a E I için Ma lar ads-modüller 

olmak üzere M= ffiMa olsun. Her a =f. {3 için HomR(E(Ma), E(M13 )) =O ise 
I 

M ads-modüldür. 

Kanıt. M= A ffi B olsun. Her bir {3 E I için M13 = (M13 nA) ffi (M13 n B) 

biçiminde yazılabilir. Bu durumda 

M= ffi((M13 nA) ffi (M13 n B)) 
I 

dır. R bir Noetherian halka olduğundan 

E( M) = E(A) ffi E(B) = ffi(E(M13 nA) ffi E(M13 n B)) 
I 

dir. ep: E(A) ~ E(B) bir homomorfizma olsun. cp(A) Ç B mi? 

c/J'ın E(Ma nA) ya kısıtlanmışını c/Ja olarak alalım (Şekil 3.8). 

Şekil 3.8: g = 1r o c/Ja homomorfizması 

Eğer a =f. {3 ise kabulüroüzden g = 1r o c/Ja = O olacaktır. Halbuki c/Ja =1- O 

aldığımıza göre E(Ma n B) = E(M13 n B) olmalıdır. V a E E(Ma nA) için 

a E E(Ma n B) dır. 

olduğundan c/Ja(a) E E(Ma n B) dır. Yani Imc/Ja Ç E(Ma n B) dır. Buradan 
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dir. 

ve M ads-modül olduğundan (Ma n B) alt modülü (Ma n A)-injektiftir. O 

halde cfıa(Ma nA) Ç (Ma n B) dır. Buradan i o cfıa = cpcx : (Ma nA) ----+ B 

dönÜ§ümü bir homomorfizmadır (Şekil 3.9). 

M n A r/Ja ) M n B 

al,'-'- ior/Ja = r/Ja al . ' . 
ı ' ı 

' ':J 
A ------)B 

g 

Şekil 3.9: i o cfıa = cfıa homomorfizması 

A dan B ye g o i = cfıa olacak biçimdeki g homomorfizmasını ep 

alırsak cp(A) Ç B bulunur. Yani B alt modülü A-injektiftir. Sonuç olarak M 

ads-modüldür. • 

Tanım 3.3 M bir modül ve E( M)= tBEa olsun. Eğer Va, j3 E I için Ea lar 
I 

ayrı§tırılamaz modüller olmak üzere Ea "' El' ise M ye homogeneous modül 

denir. 

Sonuç 3.3 R bir Noetherian halka ve M de ads olan homogeneous 

modül olsun. Bu durumda M ya ayrı§tırılamaz ya da yarı-injektiftir. 

Kanıt. M nin a§İkar olmayan bir ayrışımı M = A tB B olsun. M 

ads-modül olduğundan B alt modülü A-injektif ve A alt modülü de B-injektiftir. 

E(M) = E(A) tfJ E(B) ve M homogeneous modül olduğundan E(A) "'E(B) 

dir. g : E(A) --+ E(B) bir izomorfizma olmak üzere, B alt modülü A-injektif 

olduğundan Teorem (1.10) dan g(A) ::::; B dir. Benzer şekilde g-ı(B) ::::; A dır. 

Böylece 
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olduğundan g(A) = B dir. O halde 9IA : A ---+ B bir izomorfizmadır. B 

alt modülü A-injektif ve A "' B olduğundan B alt modülü B-injektif, yani 

yarı-injektiftir. Benzer şekildeA alt modülünün de yarı-injektif olduğu görülür. 

O halde Önerme (3.2) den M modülü yarı-injektiftir. • 

M bir R-modül olsun. Her K, L ~d M için K n L ~d M (her iki dik 

toplanammn kesişimi de dik toplanan olan modül) oluyorsa M ye dik toplanan 

kesişim özelliğine (SIP) sahip bir modül denildiğini hatırlayalım. Bu modüller 

[12] ve [13] de ayrıntılı bir şekilde incelenmiştir. Bu durumda 

"Ads-modüller ile SIP özelliğine sahip modüller arasında bir 

gerektirme var mıdır?" sorusunu düşünmek doğaldır. Aşağıdaki örnekler bu 

soruya negatif cevap verecektir. 

Örnek 3.2 K bir cisim olmak üzere R = [ : : 1 olsun. N = [ ~ : 1 
ve L = [ K K ] sağ R-modüllerdir. M = Rj L, U = M E9 N olsun. U SIP 

o o . . 
özelliğine sahip değildir (bakınız, {10}). 

Ayrıca, ll. "' [ 
0 0 1 "' K olduğundan ~ bir cisim olup Baer Kriterinden 

L o K 

injektiftir. O halde M = ~ N -injektiftir. Diğer yandan, M = ~ cisim 

olduğundan sıfır ve kendinden başka alt modülleri yoktur. O halde N 

M -injektiftir. Buradan U nun ads-modül olduğu görülür. 

Örnek 3.3 MR = (:Z E9 Q)z modülünü alalım. MR nin dik toplananları; 

(P~ E9 O), (0, Q), O ve kendisi olduğundan açıkça MR SIP özelliğine sahiptir. 

Diğer yandan, Örnek (2.1) den MR ads-modül değildir. 

Örnek (3.2) ve Örnek (3.3) den SIP ve ads koşullarımn birbirlerinden 

bağımsız olduğu görülür. O halde; 

Tanım 3.4 M bir R-modül olsun. MR SIP ve Ads ko§ullarını sağlıyorsa M 

ye SA - modül diyelim. 
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Örneğin; düzgün, semisimple (her alt modülü bir dik toplanam olan 

modül) ve ayrıştırılamaz modüller SA-modüllerdir. 

SA-modüllerin kendi içerisinde araştırılması ilginç olacaktır. O halde 

bu çalışmamızı aşağıdaki açık soru ile tamamlayalım; 

Açık Soru 1 Ya SIP ya da Ads-modüllerde sağlanmayan hangi modül 

özellikleri SA -modüllerde doğru olur? 
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