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In this thesis, the structural properties of modules with the Absolute
Direct Summand Property (ADS) were examined. Firstly, basic notions and
theorems in the module theory which will be used in this work were also
presented.

Then the neccessary properties of the classes of modules which known
as CS (Extending) and Quasi-Continuous in the literature were given with
their proofs.

Finally, neccessary and sufficient conditions for a module on an
arbitrary ring to have the absolute direct summand property were given.
Then the properties which are provided on ADS modules defined on a
Noetherian ring were examined. It was shown with examples that thefamily

of ADS modules is independent off the family of SIP modules.
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1 GIRIS
Bu bolimde calgmamizda kullandigimiz temel tamim ve sonuclar

verilecektir. Ozellikle, sonraki boliimlerdeki sonuclarin kamtlarimn bittnltigi
acisindan,  essential alt - modiiller, komplement alt modiller ve
injektif modiillere iligkin sonuglarin kamtlar: eksiksiz verilmistir. Bu boliim ve
calismamzin temel aldig modiil simflar: hakkinda daha genis bilgi igin [1,2,3]
onerilir.

Qa11§mannzda, R degismeli olmas1 gerekmeyen bir birimli halka ve M de
sag birimsel R—modiil olarak alinacaktir.

1.1 Ayristirilamaz (Indecomposable) Modiiller

Tanim 1.1 M bir R—modil olsun. N < M alalim. Eger 3 N' < M icin
NAN =0veM =N+N ise M ye N ile N’ niin dik toplams denir ve
M = N&N' ile gésterilir. N ve N alt modiillerine de M nin dik toplananlar
denir ve N N’ <4 M ile gosterilir. |

Tamim 1.2 Bir M R—modiiliiniin sifirdan ve kendisinden baska dik toplanan:

yoksa Mg ye aynistirlamaz (indecomposable) modiil denir.

Tanim 1.3 M bir R—modiil ve A,B < M olsun. A ve B alt modillerinin
toplama

A+B={a+blac A, be B}
seklinde tanimlanar.
Sonug 1.2 (Modiiler Kuraly) M bir R—modil, A< M veC < B <M

olsun. Bu durumda

BN(A+C)=C+(ANB)

dir.

Kamt. (AN B) < A ve (AN B) < B oldugundan

C+(ANB)CBN(A+C) (1.1)
1
A"adolu m
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dir. Tersine b € BN (A + C) alam. Bu durumda b = a + ¢ olacak bicimde
a € Avece C vardir.

b=a+c¢c = a=b—-c€ANB
= b=a+ceC+(ANB)

oldug'uﬁdan
BN(A+C)CC+(ANnB) (1.2)

dir. (1.1) ve (1.2) den BN (A + C) = C + (AN B) oldugu goriiliir. m

Onerme 1.1 M bir R—modiil ve e = € € Endgr(M) olsun. Bir
t =t?> € Endg(M) icin

Ime=Imt<=t=e+ex(l —e), z € Endg(M)
dir.
Kamt. (=) Ime = Imt olsun. Bir t(m') € t(M) alalm. O halde
tm) = e(ma) =i — (1= e)(m:)
dir. Yukaridaki egitlikten
t2(m') = t(m') = te(my) = t(my) — t(1 — e)(my)
bulunur. Buradan
et(m') = et(my) — et(1 — e)(my) = €*(m1) = e(my) = t(m)
dir. 7= —t € Endn(M) dersek
t(m) = et(my) + ex(1 — e)(my) € e(M) + ex(1 — e)(M)

oldugundan
t(M) Ce(M)+ex(l —e)(M) (1.3)

dir. Simdi bir e(m;) + ex(1 — e)(m2) € e(M) + ex(1 — e)(M) alahm.

e(my) + ex(1 — e)(mz) = e(my) + e(z(1 — e)(my)) € t{M)

2 ANadoly. g,
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oldugundan
e(M) +ex(1—e)(M) C t(M) (1.4)

dir. O halde (1.3) ve (1.4) den t = e + ex(1 — e) dir.
(<) t=e+ex(l —e) olsun. t(m) € t(M) alalim.

t(m) = (e + ex(1 — ))(m) = e(m) + ez(1 — e)(m)
dir. e(m) + ez(1 — e)(m) € e(M) oldugundan
H(M) C e(M) (1.5)
dir. Simdi e(m) € e(M) alahm. e =t — ez(1 — €) oldugundan

e(m) = e(e(m)) = (t — ex(1 - e))(e(m))
= t(e(m)) — ex(1 - e)(e(m)) = t(e(m)) € t(M)

dir. Buradan

| ncin (19)
dir. O halde (1.5) ve (1.6) den e(M) =t(M) dir. = |
Onerme 1.2 [6] M bir R—modiil olsun. Asajrdaki kosullar denktir;

1. S = Endgr(Mg) deki tiim idempotentler merkezdedir.

2 M=N®K=N@®Lise K=Ldir.

Kamt. (=) M =N®K = N®Lolsun. eile 1 —e vetile 1—t ortogonal

idempotentler olmak tizere
M=eM)®(1-—e)(M)=t(M)e (1-1t)(M)

ve Ime = Imt olsun. Onerme (1.1) den ¢ = e + ex(1 — ¢) (z € Endgr(Mg))

dir. S deki tiim idempotentler merkezde oldugundan
t=etex(l—e)=et+er—erxe=e+ex—cecex=etex—ex=e
dir. O halde (1 —e)(M) = (1 —¢t)(M) dir.

3



(<=) €? = e € Endgr(Mg) olsun. Bir z € Endg(Mg) icin
t=e+ex(l—e)

bir idempotent oldugundan Onerme (1.1) den Ime = Imt¢ dir. O halde
varsayimdan (1 — e)(M) = (1 — t)(M) dir. Bir modiiliin bir ayngima kargihk
gelen ortogonal idempotentlerin bir tam kiimesinin tekliginden e = ¢ dir. Yani

her z € Endg(Mpg) icin
ex(l—e)=exr—ere=0
dir. Simetrik olarak (1 — e)ze = 0 bulunur. O halde
ex = ze

oldugundan e, S nin merkezindedir. m

1.2 Biiyiik (Essential) Alt Modiiller

Tanim 1.4 M bir R—modill ve N < M olsun. Her 0 # K < M igin
NNK #0 ise N ye M de essential (biiyik) alt modil, M ye N nin essential

genislemesi denir ve N <. M ile gésterilir.

Ornegin; Mg = Zgz icin sifirdan farkh her alt modiil My de essential olarak
kapsanir.

Onerme 1.3 M bir R—modiil olsun. Asaindaki 6zellikler saglanr;
(i) N<.M<=0#£mé Mign NNmR#0
(i) K<SN<Migin K<, Mdir<= K<, NveN <, M dir.
ii) N<cMve K<M= NNK<.K di.
(iv) ;< K; (1<i<t) = (N N..NN) < (KN .. NKY) dir.

(vy K<N<Mign & <, ¥ = N< M dir

A;?ado'“ Universites.
“ierkez K“tﬁphane



(vijm e Mve N <Mignm?N ={r € R| mrc N} kiimesini
tammlayalm. m™1N < Rp dir. Ayrica

N<. M= m"N<,Rg
dir.
(vil) ;< M; < MveM = @IMi olsun.
i€
N; <, Mz(?/ c I) — &N, <. oM, =M
il i€l
dir.

(viii) f: M — N bir homomorfizma ve B <, N = f~(B) <. M dir.

Kamit. (i)(=) N<. M ve0#m e M ise NNmR # 0 dir.
(<=)0# m € L < M olsun. Bu durumda bir r € R vardir ki 0 # mr € NNL
dir. O halde N <, M dir.

(ii) (=) K <. M ve 0 ¥ X < N olsun. Bu durumda 0 # X < M olur.
K <. M 01du§undan KNX # 0dr. Her 0 # X < N ign
KN X # 0 oldugundan K <. N dir. Simdi 0 # T < M olsun. Bu durumda
0£KNT < NNTdir. Her 0# T < M igin NNT # 0 oldugundan N <, M
dir.

(e=)K <. NveN <. Molsun. 0# Z < Micn0#£ NNZ < N dir.
K <. Noldugundan 0 # KN(NNZ)=KnNZdir. Her 0 # Z < M igin
K N Z # 0 oldugundan K <. M dir.

- (iii) NSeM,KSMve‘OaéSSKolsun. (NNK)NS=NNS#0
dir. Her 0 S < K igin (N N K) N S # 0 oldugundan (N N K) <, K du.

(iv) t = 2ic¢in N; <, K; ve Ny <, Ky = (N1 N N,) <. (K; N Ky)
oldugunu gorelim. X < Kj N K olsun. Kabul edelim ki (N N No)NX =0

olsun. Bu durumda
(NlnNz)ﬂX=Nlﬂ(NgﬂX)=0=>N2nX=0ﬁX=0

bulunur. O halde (N; N Ne) <. (K N Ky) dir. Tiimevarim yontemi ile genel

durum elde edilir.

A,Sacfofu m"%rsn%
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Bu &zellik sonlu olmayan bir index kiimesi i¢in dogru degildir. Ornegin; Z;

modiiliinii géz 6niine alalim. V n € Z igin nZ <.Z dir. Fakat
n@ZnZ =0 ﬁe ZZ
dir.
(v) X <M ve XN N =0 olsun. Eger X < K ise
XNN=X=0

olur. Eger K < X ise
X M
Z <«
07 K™ K
dir. Simdi £ N4 =0 olsun. § <. % oldugundan £ =0 yani X = K dir. Bu
da K < X olmastyla geligir. O halde N <, M dir.
(vi) Ik 6nce m™'N < Rg oldugunu gorelim. 0 € Rve m0 =0 € N

oldugundan m—!N # @ dir. r;, 1 € m™'N ve s € R alalim.
m(ry —re) =mr; —mrg € N
oldugundan (r; —rs) € Tﬁ‘lN dir.
(mr1)s =m(rs) € N

oldugundan 718 € m™IN dir. O halde m™'N < Rgp dir. N <. M, m € M ve
0 # I < Rg olsun. Eger mI =0 ise

INmIN=I#0
dir. Eger mI # 0 ise
mINN #0.

dir (¢iinkii N <. M). Bu durumda bir 0 # r € I vardr ki mr € N dir.
mre N=rem N

oldugundan I N m™!N = 0 dir. Sonug olarak m™~'N <, Rp dir.
(vii) (=) Keyfi 0 # m € ‘GBIMi alahm. m = my, + my, + ... + my;
1€

m;,

€ M;; (j = 1,2,3,...,n) biciminde yazabiliriz. n ye gore tiimevarunla;

6



0#mre @INi olacak bicimde r € R oldugunu gosterelim.
ic
n=1icin agktir. n=Fkigin NV; <. M; (1 <i<k)= &N, <. ®M; dogru
‘ il i€l
oldugunu varsayarak n = k + 1 i¢in dogrulugunu gérelim;

14

m =my, +mg, + ... + m;, icin (i) den
| Oaém'seNil@...eaNik
olacak bicimde s € R vardir. Eger m;,,,s € NV;,,, ise
ms € EIN,- ve Ny, ., N(N;,;®...&N;,)=0
oldugundan ms # 0 dir. Eger m;, ;s ¢ N;,,, ise N;
den 0 # (my,,,s)t € N;,,, olacak sekilde bir ¢ € R vardir. O halde r = st € R

i1 Se M, ., oldugundan (i)

k+1

icin mr € EBI N; ve GBI N; dik toplam oldugundan mr # 0 dir. Sonug olarak
€ i€

A N; <. &M, dir.

il i€l

(=) _EBINi <e _EBIMi ve N1 £e M; olsun. O halde 0 # L; < M; icin
ki 1€

NiNL;=0dwr. Birl, € (EBIN,-) N L, alahm. Budurumda l; = ny + ... + 1,
i€
olacak bigimde n; € N; vardir.

ll-—n1=n2—|—+nnEMlﬂ(M2€BM3€B€BMn)=O

oldugundan [, = n; € Ly N N; = 0 dir. Buradan (ze}eal]\/',) NL, = 0 dir.
DN; <. ®M; ve L, < My < M oldugundan L; = 0 dir. Bu da N1 £. M,
:)elinamylaifeligir. O halde her i € [ igin N; <, M; dir.

(viii) f : M — N bir homomorfizma ve B <. N olsun. f}(B)NU =0
olacak bicimde bir U < M alahm. z € BN f(U) igin z = f(u) olacak bicimde
w € U vardir. z = f(u) € B oldufundan u € U N f~(B) = 0 dir. Bu
durumda z = f(u) _ f(0) = 0 dir. Yani Bﬂf(U) =0dr. B<. N
oldugundan f(U) = 0 dir. O halde

U<kef=70) < f(B)
oldugundan U = f~}(B)NU =0dwr. m

Tanim 1.5 M sifirdan farkls R—modil olsun. Ege’r her 0 # U < M igin
U <. M oluyorsa M ye uniform (diizgiin) modiil denir. Orneffin, Zz uniform

bir modiildir.

/?Sadolu Universites
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1.3 Komplement Alt Modiiller

Tamim 1.6 M bir R—modiil ve K < M olsun. K mn 6z essential geniglemesi
yoksa (yani K <, N < M = K = N) K ya M de closed (kapalr) alt modiil

denir.

Tanim 1.7 M bir R—modil ve A < M olsun. ANB =0 ozelligine gore

maksimal olan bir B alt modiiline A man M deki komplementi denir.

Onerme 1.4 A, B < M olmak tizere AN B = 0 olsun. Bu durumda B <C
olmak iizere, A mun bir C komplementi varder. Dolaysiyla C nin de A y1 iceren

bir A" komplementi vardsr. (bakimaz, [1]).

(Onerme 1.4) den bir M modiiliinde her alt modiiliin M de bir komplementi

vardir.

Ornek 1.1 F bir cisim ve Mg = (F @ F)r olsun.
B=(1,00F ={(a,0) | a € F} < Mg alahm.

C = (z, 1)F, (z e F)
olmak dzere; C, B alt modiliiniin Mg dek: bir komplementidir.

Onerme 1.5 M bir R—modill ve A < M olsun. B < M, A mn bir
komplementi ise A® B <. M dir.

Kamt. ANB = 0oldugundan A+ B =A@ B < Mdirr C< M
ve (A@ B)NC = 0 olsun. Bu durumda (A® B)+C = (A® B) & C dir.
Boylece AN (B @ C) = 0 olur. B, A ile arakesiti sifir olan maksimal alt modiil
oldugundan B & C = B olmaldir. BN C = 0 oldugundan C' = 0 bulunur. O
halde A@ B <. M dir. m

Teorem 1.1 M bir R—modil, A,B < M ve ANB = 0 olsun. B nin M de

A nan komplementi olmas: i¢cin gerek ve yeter kosul

A+B< M

B B

olmasidar.



Kamt. (=) 42N Y = 0 olacak bigimde B < U < M alalm. Bu
durumda (A + B)NU = B dir. Modiiler kuralindan

(ANU)+B=B
dir. Dolayisiyla (AnU) < B dir.
ANULANB

oldugundan ANU = 0 dir. B, A ile arakesiti sifir olan maksimal alt modiil
oldugundan U = B olmahdir. O halde ¥ =0 dur. Yani

A-l—B< M

B —°B
dir.
(<) ANU = 0 ve B < U olacak bigimde keyfi bir U < M ve
z € (A+ B)NU alaim. O halde z = a + b olacak bigimde bir a € A ve
b € B vardir. Buradan a =z —b € ANU =0 oldugundan a = 0 dir. Boylece
_.x = b € B oldugundan _ | |
(A+B)NnU=B

dir. O halde
A+B U .
5 "0

oldugundan, varsayimdan % =0 yani U = B dir. Boylece B, A min M de bir

komplementidir. =

Tamim 1.8 M bir R—modil ve K < M olsun. K man M de komplement:
oldugu bir L Sl M wvar ise K ‘ya M de bir komplement alt modil denir ve
K <. M ile gosterilir.

Uyan 1.4 0, M <. M olduju agiktir. Ayrica M nin her dik toplanan: M nin

bir komplement alt modiilidir. Gergekten;

M=A®B, A< N < M ve NN B =0 olsun.

N=NNM=NnN(A@B)=Ae(NNnB)=A



dir. Fakat bir modiiliin komplement alt modiilii bir dik toplanan olmak zorunda
degildir. Ornegin; F bir cisim ve V de F iizerinde boyutu 2 olan bir vektor
uzayl olsun. V = v F @ v F alahm. Bu durumda

r={|T " |1ferven

matris iglemleri ile birimli, degismeli ve ayrigtirilamaz bir halkadir.

0 _
I={ uf | f € F} < Ra
[0 0
alahm. ~ _
0
J={ vf | f € F} < Rg
|0 0

olmak iizere I, J nin komplementidir. Yani I <. Rg dir. Ancak I %_d Rpg dir.

Onerme 1.6 M bir R—modil ve N < M olsun. Bu durumda bir K < M
vardir ki N <. K <. M dir. K ya N nin M deki closure (kapanigy) denir.

Kamt. N', N nin M deki bir komplementi olsun. Bu durumda N’ niin
M de N < K olacak bicimde bir K komplementi vardir. 0 # L < K olsun.
N' C L+ N' diir. Boylece

(L+N)YNN#0

dir (¢tinkti N' N nin komplementi). O halde birz € L,n' € N ve 0 #£n € N

vardirkin =z +n' dur |

| n/:n—xeN'hK%O
oldugundan 0 #n =z € LN N dir. Boylece N <, K <. M dir. =
Onerme 1.7 M bir R—modiil ve K < M olsun.

K< M+ K<.,L<Mise K=1L dir.

10
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Kamt. (=) K <, M ve K <. L < M olsun. Bu durumda bir X < M
vardir ki K, X in komplementidir. Yani X, KNX = 0 6zelligine gére maksimal

olan alt modildiir.
0=KNX<,.LNX=LNX=0

oldugundan K = L dir.
(<=) K < M oldugundan Onerme (1.6) dan bir L < M vardir ve
K <. L <. M dir. Varsayimdan K = L dir. Yani K <, M dir. m

Teorem 1.2 M bir R—modiil olsun. B, A man M de komplementi, A de

A < A’ olmak dizere B nin M de komplementi ise

A< A
ve A\, M nin A y essential alt modiil olarak iceren alt modiiller kiimesinde

maksimal elemandir (yani A <. K ve A<K<M=A=K dir).

Kamt. ANU = 0 olmak tizere keyfi U < A alahin. a€ AN (B+U)
icin @ = b+ u olacak bicimde be Bveu € U vardir. b=a—u € BN A =0
oldugundan ¢ = u € ANU = 0 dr. Buradan AN (B + U) = 0 bulunur.
B, A ile kesigimi sifir olan maksimal alt modiil oldugundan B = B + U dur.
UNB< A NB =0 oldugundan U N B = 0 dir. Buradan U = 0 dir. O halde
A<, A dir.

Simdi A’ niin A y1 essential olarak kapsayan maksimal alt modiil oldugunu
gbrmek igin A<.,Kve A <K olan bir K < M alalm. A<, K oldugundan

(KﬂB)ﬁAzO%(KnB);—O

olur. A, B ile kesigimi sifir olan maksimal alt modiil oldugundan K = A’ diir.

Onerme 1.8 M bir R—modiil olsun. Ejer K <. NveN<. Mise K<, M
dir.

11

Anadoly iy
Versites
NMerkez KUtUphan A



Kamt. K <. N ve N <, M oldugundan bir K’ < N ve N’ < M vardir ki

K, K’ niin bir komplementi ve N de N' niin bir komplementidir. Ayrica
KN(K +N)=0

ve K'+N' < M dir. (Gercekten; bir k € KN(K'+N') alrsak k = k'+n’ olacak
bicimde ¥ € K ven' € N vardwr. k— %k =n' € NN N = 0 oldugundan
k=k € KNK =0dur. Ohalde k=& =n"=0 bulunur.

Simdi K <, L <. M olacak bi¢imde bir L < M olsun. Bu durumda

KN(K +N)<.LNn(K' +N)
oldugundan LN (K  + N') = 0 dir. Boylece
INN(L+N))NK =[(NNKYN(L+N)=K' n(L+N)=0

olur. K < NN(L+N')<(L+N')ve K K ile arakesiti sifir olan maksimal
alt modiil oldugundan
| . K=[Nn(L+N)]

diir. K = [Nn (L '+ N")] <. L oldugundan
0=[NN(L+N)NN <. LNN
yani LN N =0 dir. Boylece
(N+L)NN =LNN =0

dir. N < N+ L ve N N niin komplementi oldugundan N + L = N dir. O
" halde L < N dir. Sonug olarak K <. L < Nve K <.N oldugundan Onerme
(1.7) den K = L dir. Buradan K <. M oldugu goriiliir. m

1.4 Injektif ve Projektif Modiiller

Tanim 1.9 R bir halka ve P bir R—modil olsun. Eger her
f: M — N epimorfizmast ve ¢ : P — N homomorfizmas: i¢in f o gb’ =0
olacak bigimde bir ¢ : P — M homomorfizmas: varsa P ye projektif modiil

denir. Diger bir defisle

12



Sekil 1.1: fo qﬁ' = ¢ homomorfizmasi

diyagrama defismeli (yani f o ¢l = ¢) olacak sekilde bir qﬁ' homomorfizmast

varsa P ye projektif modil denir.

Tanim 1.10 R bir halka olsun. R nin sag ideallerinin her biri projektif ise R
ye sag kalitsal (hereditary) halka denir.

Tanim 1.11 R bir halka ve I bir R—modil olsun. Her f : A — B
monomorfizmas: ve g : A — I homomorfizmas: i¢in ho f = g olacak bicimde
bir b : B — I homomorfizmas: varsa I ya injektif modil denir. Difer bir

defisle

A _f_%/B

/
g ,/h
4

I

Sekil 1.2: h o f = g homomorfizmasi

diyagrama degigmeli (yani h o f = g) olacak sekilde bir h homomorfizmas:

varsa I ya injektif modul denir.
Teorem 1.3 {I; | k € J} bir R—modiller toplulugu olsun.

I = [ [« injektif modiildiir <= I(k € J) injektif modiildiir.
keJ

Kamt. (=) I = ][I injektif modiil olsun. f : A — B bir
keJ
monomorfizma ve g : A — I bir homomorfizma olsun. [ injektif modiil
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oldugundan, i : I, — HI’“ gomme homomorfizmas:1 olmak {izere
keJ
igog:A—I= HI’“ homomorfizmasi igin i 0 g = h o f olacak bicimde bir
keJ
h : B — I homomorfizmasi bulunur. Yani

A_L%,B

g l )
I/
‘Ik /h
I/
v
1

Sekil 1.3: 4; o g = h o f homomorfizmasi

diyagrami degismelidir. O halde 7x : I — I} k.na izdiigiim doéniigiimii

olmak iizere 7y o h : B — I, homomorfizmasi igin, a € A olmak iizere

((mx 0 k) o f){a) = (mx 0 1% 0 g)(a) = g(a)

dir. O halde Vk € J igin Iy, injektif modiildiir.

(<) I(k € J) injektif modtil, ¢ : A — B bir monomorfizma ve f: A — I
bir homomorfizma olsun. Her & € J igin I injektif modiil oldugundan bir
gk : B — I, homomorfizmas: vardir ki g o ¢ = 7 o f dir (Sekil 1.4).

A__L%B
/

fl y

I /g

/ 'k

Sekil 1.4: g 0 ¥ = 71, o f homomorfizmasi

Simdi g : B — I, g(b) = {gx(b)}xcs (b € B) fonkiyonunu tammlayalim. g

bir modiil homomorfizmasidir. b € B igin

(mk 0 g)(b) = 7k (9x (b)) = gx(b)

14



oldugundan (7} o g) = g3, dir. O halde
o f=grop=mpogoy
oldugundan f = g o9 dir. Yani I injektif modiildiir. m

Teorem 1.4 [5] (Baer Kriteri) I bir R—modiil olsun. I modiilinin injektif
olmast igin gerek ve yeter kogul her U (sag) ideali i¢in her k : U — Ir, modiil
homomorfizmasinan bir m : R — Igr modil homomorfizmasina

genisletilebilmesidir (yani mjy = k olmasidar).

Tanim 1.12 Bir R halkasinin her sa§ ideali sonlu tretilmigse R ye Noetherian
halka denir.

Teorem 1.5 R bir Noetherian halka ve {I; | i € A} keyfi injektif R-modiillerin
bir ailesi olsun. Bu durumda E\ I; injektiftir.

Kanit. i?A I; nin' injektif oldugupu Baer Kriterini kullanarak gosterelim.
L, R nin bir sag idealive h : L — ngA I; bir homomorfizma olsun. R Noetherian
halka oldugundan L sonlu tiretilmigtir. Dolayisiyla Im h de sonlu tiretilmigtir.
Bu durumda I index kiimesinin sonlu bir F' altkiimesi vardir ki Imh C & I;
dir. {I; | 7 € F'} injektif modiillerin sonlu bir ailesi oldugundan iSBFI,- injektziefilz:ir.
O halde birg: R — iEBFIi homomorfizmas: vardir ki (Sekil 1.5) deki diyagram:

degismeli yapar, yani g = h dir.

Lt SR
7/

h g
v
I

Y4

ieF

Sekil 1.5: g o 4 = h homomorfizmasi

Boylece EBAI,- modiilil injektif olur. m
i€
Teorem 1.6 [5] Her modil bir injektif modiilde alt modil olarak kapsanar.

15



Teorem 1.7 A bir R—modiil olsun. Asagdakiler denktir;
(i) A injektif modiildiir.
(ii) A, A y1 kapsayan her R—modiiliin bir dik toplanamdir.

‘Kamit. (i) => (ii) A injektif bir R—modiil ve A < A}, olsun. O halde

Jekil 1.6: ¢ o i = 14 homomorfizmasi

diyagramm degismeli olacak gekilde ¢ : A' — A homomorfizmas: vardr.
Bira € A alalm.
gla)e A = ¢(a) = ¢(¢(a))
= ¢(a —¢(a)) =0
= a —¢(a) Ekerd
= a €kerp+ A
= A =A+ker¢

dir. Simdi bir z € ker¢ N A alahm. =z € A ve ¢(z) = z = 0 oldugundan
ker¢ N A=0dir. Ohalde A' = A@ker¢ dir. Yani A <4 A" diir.
(ii) = (i) Teorem (1.6) dan A < I olacak bigimde bir I injektif modilii

vardir. Kabuliimiizden I = A & X olacak bigimde bir X < I vardir. O halde
A injektiftir. =

Onerme 1.9 Bir 0 # M R—modilinin injektif olmasy igin gerek ve yeter

kogul M nin higbir essential geniglemesi olmamasidir (yani M <. N ise

M =N dir).

Kamt. (=>) M injektif bir R—modil ve V' de M nin bir essential
geniglemesi olsun. Teorem (1.7) den V = M @ T olacak gekilde bir T < V

16



vardir. MNT =0ve M <.,V oldugundan T = 0 dir. O halde V = M dir.
(=) M nin has (proper) essential geniglemesi olmasm. E de M yi igeren bir
injektif modiil olsun. M nin E de M N T = 0 olacak bicimde bir T

komplementi vardir. Teorem (1.1) den

M®T<e§
T —T

M=

dir. M nin proper essential genislemesi olmadigindan

MoeT E
T T veya MoT =F

dir. Boylece M, E injektif modiiliiniin bir dik toplanam oldugundan Teorem
(1.3) den injektiftir. m

Onerme 1.10 A bir R—modil, E A y essential olarak kapsayan bir modiil ve
N de A y kapsayan bir injektif modil olsun. Bu durumdai: A — N igcerme
monomorfizmas: olmak tzere, bir g : E — N monomorfizmas: vardir ki gja =1

dir.

Kanit. N injektif modiil oldugundan bir g : £ — N homomorfizmas:
vardir ki g4 = ¢ dir (Sekil 1.7).

Sekil 1.7: g o4 = 4 homomorfizmasi

Bundan dolay:1 ANker g = 0 dir. Gergekten; bir a € ANker g alirsak, a € A
ve g(a) = a=0 dir. A<, E ve kerg < E oldugundan

kerg =0

dir. O halde g bir monomorfizmadir. m

17
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Onerme 1.11 A bir R—modiil ve N de A ¥t kapsayan bir injektif modil olsun.
Bu durumda N nin bir E alt modili vardir ki E, A nin maksimal essential

genislemesidir.

Kamt. Q = {N' | A <, N < N} olsun. A € Q oldugundan
Q # 0 dir. © kapsama bagintisiyla bir kismen sirah kitimedir. O halde Zorn
Lemma’dan Q nin bir maksimal F elemani vardir. Simdi £ nin A nin maksimal
essential geniglemesi oldugunu gosterelim. E <, E' olsun. Bu durumda
Onerme (1.10) dan, i : E — N igerme monomorfizmas: olmak iizere, bir

9 : E — N monomorfizmas: vardir ki 8| = 7 dir (Sekil 1.8).

E_..i_>/E'

/
i /
<
’
4

N

: Sékil 1.8: 9| g = ¢ homomorfizmasi

Buradan E = 6(E) < §(E') < N ve E <. N oldugundan 6(E’) <. N dir,
yani (E') € Q dir. E, Q nin maksimal elemam oldugundan 9(E') = E dir,
yani E = E' diir. m

Onerme 1.12 A bir R—modiil ve A < E olsun. Asaiidaki ifadeler denktir;
(a) E, A 1 essential olarak kapsayan injgktif modiildiir.

k b) E, Ay essentidl olarak kapsayan maksimal modildir.

(c) E, A y kapsayan minimal injektif modildir.

Kanit. (a) ve (b) nin denkligi Onerme (1.9) dan agiktur.

(b)==>(c) Onerme (1.9) dan E injektiftir. E' injektif olmak tizere
A< E < Eolsun. A<, E oldugundan E' <, E dir. Yine Onerme (1.9) dan
E' = E olmahdir. Boylece E, A y1 kapsayan minimal injektif modiildiir.

18



(c)==(b) Onerme (1.11) den E nin bir E” alt modiilii vardir ki E”, A nin
maksimal essential geniglemesidir ve boylece Onerme (1.9) dan injektiftir. O

halde varsayimdan E = E" diir. Boylece (b) kogulu saglanr. m

Teorem 1.8 A bir R—modiil olsun. Bu durumda bir E R—modiili ‘va’rdzr ki

asafrdaki kogulla,m sadlar;
(a) E, A y1 essential olarak kapsayan injektif modiildiir.
(b) E, A y1 essential olarak kapsayan maksimal modiildiir.
(c) E, A y1 kapsayan minimal injektif modiildiir.

Ayrica E) ve Es, A y1 essential olarak kapsayan iki injektif modiil ise bir
6 : By — E, izomorfizmas: vardir ki (Sekil 1.9) daki diyagrami degigmeli yapar.

A%E1

Sekil 1.9: 6 o ¢ = ¢ homomorfizmasi

Kamt. Teorem (1.6), Onerme (1.11) ve Onerme (1.12) den bu kogullar
saglayan bir F modiili vardir. Simdi E; ve E;, A yi essential olarak
kapsayan iki injektif modiil olsun. Onerme (1.10) dan, i : A — Ej icerme
monomorfizmas: olmak iizere,‘ bir § : E;, — E monoinorﬁzma& vardir ki
)4 =1 dir. O halde Ey = 6(E) dir. Ey injek’tif modiil oldugundan 6(E;) de
injektiftir. A <, E, ve A =6(A) < 6(F;) < E; oldugundan

O(El) Se E2

dir. 6(E,) injektif oldugundan Onerme (1.9) dan 6(E;) = E, dir. Sonug olarak

# orten monomorfizma oldugundan izomorfizmadir. =
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Tamim 1.13 A bir R—modil olsun. Teorem(1.8) deki kosullardan birini
saglayan bir E R—modiiline A modiiliiniin injektif hull 1 denir ve E(A)=F

ile gasterilir.

Tamim 1.14 M ve X R-modiller ve N < M olsun. Her ¢ : N — X
homomorfizmasy icin ¢ : M — X, Yy = ¢ olacak bigimde bir ¢
homomorfizmasy varsa (yani her ¢ : N — X  homomorfizmass bir

Y : M — X homomorfizmasina genislerse) X modiiliine M —injektif modiil

denir. Yani

N ___i%/M

¢J/ i
a4
7/

4
X

Sekil 1.10: 1 o i = ¢ homomorfizmas:

diyagram: dejfismeli olacak sekilde bir 1) homomorfizmas: varsa X modiliine

M —injektif modil denir.

Xpg injektif bir modiil ise X her Mg modiilii icin M-injektiftir.
Xg modiilii R-injektif ise Xp injektif modiildiir.

Ornek 1.2 Zz modili igin E(Zz) = Qg dir. Gercekten; Z mnin bir 0 # I
idealinden Q ya keyfi bir' f : I — Q homomorfizmast alalim. I, Z nin bir
ideali olduifundan n > 0 ve n' € Z olmak dizere I = nZ dr. Q. nun her §
(b # 0) elemans ve her 0 # n € Z igin

a c

b "
olacak bigimde bir £ € Q (d # 0) bulunabildiginden

P
HORLE
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olacak bicimde bir s € Q (g # 0) vardir. Her m € Z igin

olmak tzere g : Z — Q fonksiyonunu tanemlayalim. g bir homomorfizmadar.

Her nk € nZ =I igin
g(nk) = nkg = kn% =kf(n) = f(nk)
oldufundan g; = f dir. Yani Qg injektiftir.
Teorem 1.9 [1] M bir R—modiil ve K < M olsun.
Bir X modiili M -injektiftir <= Asagidaki ti¢ kosul saflanar;
1. X modiilii K-injektiftir
2. X modiilii %—injektiftir.

3. Herhangi bir ¢ : K — X homomorfizmas1 ¢ : M — X

homomorfizmasina geni§lér.
Onerme 1.13 [3] R bir halka, M = AQBAM,\ (M) < M) ve X R-modiil olsun.
€
X modili M -injektiftir <= X modili My-injektiftir.(A € A)

Onerme 1.14 [8] R bir halka, M = HM"‘ ve A R-modiil olsun.
a€l

1Mo A-injektiftir <= Her a € A igin M, A-injektiftir.
ach . S -
Teorem 1.10 R bir halka ve M bir R—modiil olsun. Bir X R—modilinin
M —injektif olmast igin gerek ve yeter kogul her ¢ € Homg(E(M), E(X)) igin
©(M) C X olmasidur.

Kamt. E(X) injektif oldugundan, ¢ € Homg(M, E(X)) i gbz tniine
almak yeterlidir.

(<) N < M ve a € Homg(N, X) olsun. E(X) injektif oldugundan bir
¢ € Homp(M, E(X)) vardir ki ¢y = o dur (Sekil 1.11).
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/
a /
/
N //¢
X /
/
, /
t /
/
NS
E(X)

Sekil 1.11: 5 0 4 = ¢ homomorfizmas:

Kabuliimiizden, ¢(M) C X oldugundan ¢ : M — X dir. Yani e
dir. Boylece X modiilii M —injektiftir.

(=) N={meM|p(m)e X} olsun. Agktir ki N < M dir. X modiilii
M —injektif oldugundan bir 6 € Homg(M, X) vardir ki 6|y = ¢y dir
(Sekil 1.12).

E\(X)

Sekil 1.12: 6 o ¢ = |y homomorfizmas:

Simdi iddiamiz X N (8 — ¢)(M) = 0 oldugudﬁr. G.ergekten; reX ve
m € M igin z = (6 — p)(m) olsun. Bu durumda ¢(m) = §(m) —z € X dir ve
sonug olarak m € N dir. O halde z = 6(m) — p(m) = p(m) — ¢(m) = 0 dir.
X <. E(X) ve (6 — ¢)(M) < E(X) oldugundan (6 — ¢)(M) = 0 dir. Boylece
o(M) = (M) < X dir. m

Tanim 1.15 Bir M modili M —injektif ise M ye yari-injektif (quasi-injektif)

modil denir.
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Sonug 1.6 Bir M modilinin yari-injektif olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her

¢ € Endg(E(M)) igcin o(M) C M olmasidar.
Onerme 1.15 M = EBAMa bir R—modil olsun. Asagidakiler denktir;
213
(i) M modiilii yari-injektiftir.

(ii) Her a € A i¢in M, alt modiilii yar-injektif ve M(A — a) alt modiili
M, —injektiftir.

Kanit. (i) = (ii) M modiilii yari-injektif olsun. Onerme (1.13) den her
a € A igin o%AMa M, —injektiftir. O halde Onerme (1.14) den her a € A igin
M, M,—injektif ve ie?—aMi = M(A — a) M,—injektiftir.

(ii) = (i) Her @ € A i¢in M, alt modili yari-injektif ve M(A — o) alt
modiilii M,—injektif olsun. O halde Onerme(1.14) den aeeaAMa M, —injektif

oldugundan Onerme (1.13) den GBAMa yari-injektiftir. m
ac
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2 YARI-SUREKLI (QUASI-CONTINUOUS)
MODULLER

~ Bu béliimde, son yillarda iizerinde aktif aragtirmalarin devam ettigi CS
ve Yari-Siirekli (Quasi-Continuous) modiiller tamitihp bir sonraki boliimde
inceleyecegimiz modiil siifi igin gerekli olan temel ozellikler verilecektir.

CS modiiller hakkinda ayrintih bilgi i¢in [4], yari-siirekli modiiller igin

[3,6] onerilir.
Bir M R—modiilii igin agagidaki kosullar gbz oniine alalim;

(C1) M nin her altmodiilii, M nin bir dik toplanani iginde essential olarak
kapsanir.

(C3) M nin M; N M, = 0 olacak bigimdeki her M; ve M, dik toplanan alt
modiilleri igin M; & M, de M nin bir dik toplanamdir.

Onerme 2.1 Herhangi bir (quasi- )z’njektif M modiili (Cy) vko‘_sulunu sd_(jla'r.

Kamit. N < M, E; = E(N) olmak iizere E(M) = E; © E; olsun. M
(quasi-)injektif modiil oldugundan

M=MNEM)=Mn(E®E)=(MnNE)®(MnE,)

dir. N <, E; ve N < M oldugundan N < M N E; < E; dir. O halde Onerme
(1.3) (iii) den N <, M N E; dir. m

Tanim 2.1 Bir M R—modiiliine; (C1) ézelligini safliyorsa CS, (Cy) ve (Cs)

Gzelliklerini sailwyorsa yar-stirekli (yary — stirekli) modiil denir.

Onerme 2.2 M bir R—modiil olsun. M modilinin (Cy) ozellifini saflamast
igin gerekli ve yeterli kosul M mnin her kapah altmodiliinin M nin bir dik

toplanans olmasidar.
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Kamt. (=) X < M kapah bir alt modiil ve M modiilii (C) 6zelligini
saglasin. Bu durumda varsayimdan X <, K <; M olacak bicimde bir K < M
vardir. X kapah bir altmodiil oldugundan essential genislemesi yoktur, yani
X =K <4 M dir.

(<=) Y < M alalim. Onerme (1.6) dan Y <, X <, M olacak bigimde‘bir
X< M vardir. Varsayimdan X <y M dir. Boylece M modiilii (C}) 6zelligini

saglar. m
Onerme 2.3 M bir ayristirlamaz R—modil olsun.

M modili (Cy) ézelliffini sajlar <= M diizgiin modiildiir.

Ayrica herhangi bir dizgiin modiil yari-sirekli modiildiir.

Kamit. (=) M modili (C) ozelligini saglasin. M ayrigtinnlamaz modiil
oldugundan M nin sifirdan farkh her alt modiilii M icinde essential olarak
kapsanir. Boylece M nin diizgiin bir modiil oldugu goriiliir. |
(<=) M diizgiin bir modil olsun. Y0 # N < M icin N <. M ve M
ayrigtirilamaz oldugundan M (Ch) 6zelligini saglar.

N herhangi bir diizgiin modiil olsun. N nin sifir ve kendinden bagka bir
dik toplanam olmadigindan N (Cj) 6zelligini saglar. m

Yardimc: Teorem 2.1 M keyfi bir modil ve A < M olsun. Eger A, M nin
bir dik toplananinda kapal ise M de de kapalidor.

Kamt. A <. M; <; M olsun. Bir modiildeki her dik toplanan bir

komplement alt modiil oldugundan
A Sc M 1 Sc M
dir. O halde Onerme (1.8) den A <. M.dir. m

Onerme 2.4 M (C;) (i = 1,3) kosulunu saglayan bir modil ve N <4 M ise
N de (C;) (i =1, 3) kosulunu saglar.
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Kamt. M C'S modiil olsun. N <4 M ve K <, N alalim. Her dik toplanan
bir komplement oldugundan N <. M dir. Onerme (1.8) den K <, M dir. M
CS oldugundan K <4 M dir. Dolayisiyla M = K @ K’ olacak bicimde bir
K' < M vardir. Buradan

N=NNnM=Nn(KeK)=Ka(NNnK)

oldugundan K <4 N dir. Yani N CS tir.

M modiilt (Cs) ozelligini saglasm. N <4 M, K; ve Ky de N nin
K;1N K, = 0 olacak bicimde iki dik toplanani olsun. O halde M = K1 @ Ko, ® L
olacak bi¢cimde bir L < M vardir.

N=NNM=NNK KoL) =K &(NN(K:dL)) =K &K (NNL)
oldugundan N (Cj;) ozelligini saglar. =
Teorem 2.1 Bir M modili i¢in agagidaki kosullar denktir;

1. M yari-siirekli mociiﬂdﬁr.

2. X ve Y M nin birbirlerinin komplementleri olan iki alt modiilii ise
M=XeoY dr.
3. Her f2 = f € Endp(E(M)) i¢in f(M) < M dir.
4. E(IM)= @E;ise M = @M N E,; dir.
i€l i€l

Kamt. (1)=(2) M yar-sirekli modil, X ve Y de M nin
birbirlerinin koinplemenﬂeri olan iki alt modiilii olsun. Onerme (2.2) den
X,Y <4 M dir. M (C;) ozelligini sagladigindan X @Y <; M dir. Ayrica
Onerme (1.5) den X ®Y <. M oldugundan M = X @Y dir.

(2) = (3) Ay = MNf(E(M)) ve Ay = MN(1— f)(E(M)) olsun. A; C By
olmak tizere B;, Az nin bir komplementi ve Ay C By olmak iizere Bs de B; in

bir komplementi olsun. Bu durumda B; de By nin bir

komplementidir. Gergekten; BoNU = 0 olacak bigimde bir B; < U < M olsun.
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z € (B1 @ B) N (A2 NU) alalim. z = b; + b, olacak bicimde bir b; € B; ve

by € By vardir. Buradan
by=1z—b € ByN[(A,NU)+Bi) = ByN[(As + B) N U] =0
dir. Boylece 2 = b, € (A4, NU)N B, = 0 bulunur. O halde
(B1 ® By) N (A2 NU) =0

dir. Onerme (1.5) den B; @ By <. M oldugundan A, NU = 0 dir. B,
Ay ile arakesiti sifir olan maksimal alt modiil oldugundan U = B; olmalidur.
Buradan B; in B; nin bir komplementi oldugu goriiliir. Simdi 7 : Bi®By; — B;
projeksiyon doniiglimii olmak iizere iddiammz M N (f — 7)(M) = 0 oldugudur.
(f — m)(z) = y olacak bicimde z,y € M alalim. Bu durumda

f(z)=y+n(z) € M ve f(z) € MNf(E(M)) = A

dir. Boylece (1 — f)(z) € M ve bundan dolay1 (1 — f)(z) € A, dir. O halde

(@ — f(z)) € n(As) = 0 yani n(z) = 7(f(2)) = f(z)

dir. f(z) = y+n(z) oldugundan y = 0 dir ve bundan dolayr MN(f—m)(M) =0
dir. M <. E(M) oldugundan (f — 7)(M) = 0 dir. Sonug olarak

f(M) =n(M) <M

dir.

(3) = (4) Aglktlr ki iQEBIM NE; < M dir. Simdi keyfi bir m € M alalim. Sonlu
bir FCliginm € iéeFEi dir. E(M) = ig}FEiEBE*, E* < E(M) yazabiliriz. Bu
durumda E; = f;(E(M)) olacak bicimde ortogonal f? = f; € Endg(E(M))
(i € F) vardwr. f;(M) < M oldugundan

m = (Zfz> (m) = Zfz(m) € z?FM N E;

i€F ieF

dir. Boylece M < & M N E; ve bundan dolay1 M = & M N E; dir.

i€l el
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(4) = (1) A< M olsun. E(M) = E(A) @ E*, E* < E(M) seklinde yazalm.

Bu durumda
M=MNEM)=MN(EA)®E)=(MNE(A))®(MnE")

ve A <. M N E(A) dir. Buradan .gijrijldﬁgﬁ gibi, M nin her alt modiilii bir
dik toplanan iginde essential olarak kapsandlglndan M modili (C}) 6zelligini
saglar.

Simdi, M; ve M, M nin M; N My = 0 olacak bicimdeki iki dik toplanam
olsun. E; = E(M;) (i = 1,2) olmak iizere E(M) = E, @ E,® E , E < E(M)

seklinde yazabiliriz. Buradan
M=MNE)®(MnNE)®(MNE)

diir. M; <4 M oldugundan M = M; @ K; olacak bicimde K; < M (i = 1,2)
vardir. Ayrica M; <. M N E; (i = 1,2) oldugundan

MﬂE,;=(MﬂEi)ﬂ‘Mz(MﬂEi)ﬂ(Mi@Ki)=Mi@(MﬂEiﬂKi)_

dir. Buradan M; <4 M N E; oldugundan M; = M N E; (i = 1,2) dir. Boylece
M (Cj) ozelligini sagladigindan yari-siirekli modiildiir. m

Tanim 2.2 M bir R-modiil ve M = _églMi olsun. Ederi # j (4,5 =1,...,n)
igin M; Mj-injektif ve M; de M;-injektif ise M; lere goreceli (relatively)
injektif denir.

Ornek 2.1 p bir asal tamsayr olmak iizere Mp = (p% ® Q)z olsun. Bu

durumda (}%)Z ve QZ alt modiilleri relatz’velg) injektif degillerdir.

Kamit. Qz injektif oldugundan her N modiiliine gére N-injektif dolayisiyla

;Zz-injektiftir. Simdi, % nin Qz-injektif oldugunu kabul edelim. 7 : Z —»%,

. S z
w(n) = n+pZ, n € Z dogal epimorfizmas olsun. Varsayimdan bir o : Q — 7

bir homomorfizmas: vardir ki oz = 7 dir (Sekil 2.1).
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Sekil 2.1: a o i = 7 homomorfizmasi

Boylece af %) = z + pZ olacak bigimde z € Z vardir. O halde
1
p.a(;) =a(l)=n(1) =1+ pZ
oldugundan px + pZ =1 + pZ dir. Buradan
l=tpzr (t€Z) yani 1=0 (modp)

olup celigkidir. m
- Onerme 2.5 Eger M; ® M, yari-siirekli modiil ise My ve M, relatively
injektiftir. '

Kamt. M = M; & M, olsun. M, alt modiiliiniin M;-injektif oldugunu
gosterelim. X < M, ve ¢ : X — M, bir homomorfizma ve
B={z—¢(z)|ze€ X}olsun. B< M dir. Bir b € BN M; alalim. Bu
durumda b = z — ¢(z) olacak bigimde bir z € X vardur.

b+§0(.’L‘)=£L‘€M2nM1=O

| bldugundan z = 0 dir. Bundan dolayi b =0ve BN M =0 dirL
B € M7 < M olmak tizere M{, M, nin bir komplementi olsun. Teorem
(2.1) den M = M} @ M, dir. 7 : M7 ® M, — M, projeksiyon doniigtimii olmak

lizere, V ¢ € X icin

0=n(z - p(z)) = n(z) — 7(p(z)) = 7(z) — ¢(2)

dir. Boylece mjay, = ¢ dir. Sonug olarak M, alt modiilii M;-injektiftir. Benzer

sekilde M, alt modiiliiniin de Ms-injektif oldugu goriiliir. m
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Teorem 2.2 {M, | a € A} yan-sirekli modillerin bir ailesi olsun.

Asagrdakiler denktir;
1. M= GBAMQ yari-siirekli modiildiir.
ac

2. HeroeAigin M(A—a)= @ M; alt modiilii M;-injektiftir.

ich—a

Kamt. (1) = (2) Onerme (2.5) dan M(A — a) = ie?—aMi alt modiilii
M -injektiftir.

(2) = (1) V €® = e € Endgr(E(M)) igin e(M) < M oldugunu gosterirsek
Teorem (2.1) den M nin yari-siirekli modiil oldugu goriiliir.

o) = e g Ma) = T e(M2)

oldugundan her o € A i¢in e(M,) < M oldugunu gosterelim. Sabit bir
a € A y1 goz Onine alahm. Her o € A igin M(A — a) = iej&e—aMi
alt modiilii M,, — injektif oldugundan Onerme (1.14) den V o # 3 € A icin
M, alt modiili Mg — injektiftir. O halde Onerme (1.13) den M, alt modilii
M(A —-a)— ihjektiftir. Ny = M, ve Ny = M(A — ) blsun. Bu durumda N1
Ny —injektif, Ny Ny —injektif ve Ny yari-siirekli alt modiildir. E = E(M),
E; = E(N;) ve E3 = E(N) olsun. O zaman E = E; @ E; ve g5 : E; — Ej;

€11 €12
e —
€21 €22

dir. Ny N;—injektif oldugundan Teorem (1.10) dan es (N;) < N, dir. Netice

olmak iizere

olarak

G(Nl) = e (V) + 621(N1)' <en(M)+ N,

dir. Béylece e(N;) = e(M,) < M oldugunu gormek icin e (M) < M
oldugunu gormek yeterli olacaktir. e = e? oldugundan

2
€11 = €7 + €12.€21
dir. a = e;; ve b =1 — e1; olsun. O halde

ab= 611(1 - 611) = e — 6%1 =ba=a— a2 = e12€21 € EndREl
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dir. K = ker ab olsun. Bu durumda
a(K)NbK)=0

dir. Gergekten; z € a(K) N b(K) alirsak z = a(k;) = b(ke) olacak bicimde
k1, ky € K vardir. | ' |

a(z) = a(b(ks)) = (ab)(k2) = 0 oldugundan z € kera dir.
b(z) = b(a(ky1)) = (ba)(k1) = (ab)(k1) oldugundan z € kerbd dir.

O halde z € kera Nkerb = kera Nker(1 — a) dir. Buradan
0=a(z) = (1-a)(z)

oldugundan z = a(z) = 0 dir. Sonug olarak a(K) Nb(K) = 0 dur.
Ayrica

a(K) < kerb<kerab=K ve

b(K) < kera<kerab=K

oldugundan
o(K)®b(K)< K (2.1)

dir. Bir £ € K alalm.
k=a(k) +k —a(k) = a(k) + (1 — a)(k) = a(k) + b(k) € a(K) & b(K)
seklinde yazilabildiginden
K < a(K) ©b(K) (22
dir. O halde (2.1) ve (2.2) den
K = a(K) ® b(K)

dir. Buradan E), = f(E;) @ g(F2) olacak bicimde f,g € Endg(FE;) ortogonal
idempotentleri vardir ki a(K) < f(E;) ve b(K) < g(E;) dir. O halde

f(K) = f(a(K) @ b(K)) = f(a(K)) = a(K)
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dir. Gergekten; = € a(K) alahm. Bu durumda z = a(k;) olacak bigimde
k1 € K vardir.

2= (f+9)(z) = f(2) + 9(z) = f(z) € f(K)

oldugundan
a(K) < f(K) (2.3)

dir. y € f(a(K)) = f(K) alahm. Bu durumda y = f(a(k)) olacak bicimde
k € K vardr.

y = f(a(k)) = (1 - 9)(a(k)) = a(k) — g(a(k)) = a(k) € a(K)

oldugundan
f(K) = f(ao(K)) < a(K) (2.4)
dir. O halde (2.3) ve (2.4) dan sonug elde edilir.

Simdi bir kK € K N f(E;) alahm. Bu durumda k& = f(e;) olacak bicimde
e1 € E, vardur. O halde

f(k) : fz(el) = f(el) = k

oldugundan
K = f(K)

dir. Buradan
KN f(E) = f(K)N f(E1) = f(K) = a(K) < kerb

dir. Boylece ajy f(.E1)) bir monomorﬁzm_adl'r.. Gergekten; s € ker ajy(s(z,)) alahm.
s € b(f(E;)) oldugundan s = b(f(e;)) olacak bicimde e; € E; vardir. O |
halde a(s) = a(b(f(e1))) = 0 oldugundan f(e;) € kerab = K dir. Ayrica
f(e1) € f(E;) oldugundan f(e;) € K N f(E;) < kerd dir. O halde
s = b(f(e1)) = 0 dir. Yani ap(f(g,)) bir monomorfizmadir. E; injektif modiil
oldugundan bir ¢ : E; — FE; homomorfizmas: vardir ki bf = abf dir
(Sekil 2.2).
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Sekil 2.2: ¢ o @ = ¢ homomorfizmasi

Ny yari-siirekli, Ny Ny — injektif ve Ny de N — injektif oldugundan
Teorem (2.1) ve Teorem (1.10) dan

bf (N1) = pabf(N1) < ypab(N1) = erzen (V1) < ern(N) < My
dir. Benzer gekilde ag(N;) < N; oldugu da goriiliir. O halde

a(N1) = (a(f + 9))(M1) = af (N1) + ag(N1) = (1 = b) f(N1) + ag(N1) < N,

dir. Boylece e1;(N;) = a(N;) < N; dir. =

Sonug 2.1 élMi nin yari-sirekli modil olmass icin gerekli ve yeterli kosul her

bir M; nin quasi-continous ve her i # j icin M; nin M; — injektif olmasidor.

Kanmt. (=) 'E—%1Mi modili yar-stirekli ve A = {1,2,3,...,n} olsun.

8= (o M) o= M(A-j)® M)

i=1 ieA—j

oldugundan Teorem (2.2) den M (A — j) M(j) —injektiftir. O halde Onerme
(1.14) den her.i # j icin M; M; — injektiftir. Ayrica Onerme (2.4) den her
1 € A igin M; yari-siireklitur.

(<=) Onerme (1.14) den @ jMi M; — injektiftir. O halde Teorem (2.2)

i€EA—
den é M; yari-siirekli modiildiir. =
=1
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3 MUTLAK DIK TOPLANAN OZELLIiGINE
SAHIP (ADS) MODULLER

Bu boliimde, ads-modiiller tammlanip, temel dzellikleri ve doniigtimler
cinsinden karakterizasyonlar: verilecektir. |

Mutlak dik toplanan (absolute direct summand) alt grup kavrami, abel
gruplarda (yani, Z-modiillerde) ilk olarak L. Fuchs [7] tarafindan
tammlanmgtir. Daha sonra bu tiir alt modiiller, genel bir halka iizerinde

tammh modiillere genellestirilmis ve incelenmistir (bakimz, [8]).

Tanim 3.1 M bir R-modil olsun. Herhangi bir M = A ® B ayrsmma icin;
C, A man M deki bir komplementi tken M = A @® C oluyorsa M ye ads veya

ads-modil denir.
Ornegin, ayristirilamaz modiiller ve diizgiin modiiller ads’tir.

Onerme 3.1 M bir R—modil olsun. M CS wve ads ise yari-siirekli

modildir.

Kamit. M =Y @Y olsun. X de Y nin bir komplementi olsun. Bu
durumda X bir kapali alt modiildiic. M CS oldugundan X <; M dir. O
halde M = X @ X olacak bicimde bir X' < M vardir. M ads oldugundan
M = X @Y dir. Boylece (Cs) ozelligi saglandifindan M yari-siirekli modiildiir.

3.1 Karakterizasyonlar ve Genel Sonu(_jlar

Teorem 3.1 Mg modilinin ads olmast i¢in gerek ve yeter kogul herhang: bir

M = A @ B ayrigum i¢in B nin A-injektif olmasidr.

Kamt. (=) M ads-modil, U C A ve ¢ : U — B bir homomorfizma
olsun. X = {u— ¢(u) | u € U} kiimesini tammlayalim. X < M ve XNB =0
dir. Bu durumda B nin M de X C C olacak bigimde bir C' komplementi vardir.
Varsayimdan M = C & B dir. Boylece her bira € A, ¢c—b,ce C,b € B
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formunda yazilir. O halde 7; : M — C ve w2 : M — B projeksiyon
dontiglimleri olmak tizere 73 o 74 : A — B dir. Budurumdai: U — A

icerme doniiglimii olmak tizere, V u € U igin

(mpomyaci)(u) = ma(mia(u))
2(u)
= ma(u— @(u) + $(u))

= Ta(u — ¢(u)) + m2(d(u))
= m(¢(u)) = é(u)

il
=1

oldugundan B alt modiilii A—injektiftir.

(<) M = A®B, C B nin bir komplementi ve U = AN(B®C) < M olsun.
O halde her biru € U , b+ ¢, b € B, c € C formunda yazilr. 7 : B&C — B
projeksiyon doniigiimii olmak iizere ¢ = my : U — B bir homomorfiz-
madir. Kabultimiizden ¢ homorfizmas: bir ¢ : A — B homomorfizmasina
genigler. a € A icin D = R(a — ¢¥(a)) + C alt modiiliinii gz 6niine alalim.
b= ra— r(a) +c¢c € DN B, ¢ e C, r € R olsun. Bu durumda
ra =b+ ry(a) — ¢ € U dur. O halde

p(ra) = (Yoi)(ra) =ry(a)
p(ra) = @(b+19(a) —c)
= (woi)(b+rY(a) —c)
= w(b) +7(ry(a)) — 7(c)
= b+r(a)

oldugundan b — 0 bullinur. Yani BN D =0 dir. R halkas: birimli ve C de B
nin komplementi oldugundan Va € A i¢in a — ¢(a) € C dir. Boylece Ym € M
i¢in

m=a+b=(a—9(a)+¢(a)+beBaC

dir. Sonug olarak M = B& C dir. =

Teorem (3.1) kullanilarak ads-modiillere 6rnekler verilebilir.
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Ornek 3.1

1. M =(Z® Z), modiili CS tir fakat ads-modiil degildir.

2. Yari-siirekli (quasi-continuous) modiiller ads’tir. Ancak ads kogulu

- yarr-siirekliligi gerektirmez.

3. Tim idempotentleri merkezde olan bir R halkasi igin Rr bir ads
modiildiir.

Kamit. (1) Tanim (1.14) ve Ornek (1.2) den Z modiilii Z-injektif degildir.
O halde Teorem (3.1) den Z @ Z ads-modiil degildir. Ayrica [9] dan Z & Z CS
modiildiir.

(2) Teorem (2.1) den yari-siirekli modiiller ads’tir. Ancak ads bir modiil
yari-siirekli olmak zorunda degildir. Ornegin; Mg olarak Tamm (1.8) deki
halkay: alalm. Mg ayrigtinlamaz ve boylece ads’tir. Ancak Mp diizglin
olmadigindan Onerme (2.3) den CS degildir.

(3) R halkasmin tlim idempotentleri merkezde oldugundan Rp nin

Rr=e(R)® (1—-¢)(R), e€ Endg(R)

olacak bicimde tek bir ayrigimi vardir. C, e(R) nin bir komplementi olsun.
O halde C @ e(R) <. Rg = e(R) ® (1 — ¢)(R) dir. Onerme (1.3) (vii) den
C <. (1 - €)(R) dir. O halde C, e(R) nin komplementi oldufundan Onerme
(1.7) den C = (1 —¢)(R) dir. m

Tamm 3.2 M bir R-modil vem € M olsun.
{r € R|mr =0}

kiimesine m nin saf sifirlaypaist (annihilator) denir ve anng(m) ile

gosterilir. anng(m), R halkasimn bir saf idealidir.
Sonug 3.2

i) M = A® B ads-modiil olsun. A, anng(a) = 0 olacak bicimde bir a

elemam igeriyorsa B injektif alt modiildiir.
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ii) {eq,eq,...,ex}, Endr(M) nin orthogonal merkez idempotentlerinin tam
bir kiimesi olsun. Bu durumda M nin ads-modiil olmas: i¢in gerek ve

yeter kogul herbir e;M nin ads-modiil olmasidir.(i = 1,2, ..., k)

Kanit. i) B nin injektif oldugunu Baer kriterini kullanarak gérelim. Yani
V I < R ideali icin ¢ : I — Bpgr modil homomorfizmasimin bir
g : R — Bpg homomorfizmasina genisletilebilecegini gorelim. ¢ : I — Bpg
bir modiil homomorfizmas: olsun. Ra < A ve ¢ : Ra — B, ¢(ra) = rb

(a € A, b € B) bir homomorfizmadur.
Y={sa—p(s)|sel, ac A}
kiimesini tammlayalim. ¥ < M dir. Ayrica Y N B = 0 dir. Gergekten;

beYNB = b= sa— ¢(s) olacak bicimde s € I,a € A vardir.

= b+y(s)=sa€BNRa<BNA=0

= sa=0

= s€ann(a)=0

= s=0

=> b=0dr
Bu durumda B nin M de Y C C olacak bigimde bir C' komplementi vardir.
Varsaymmdan M = C @ B dir. O halde her birce C;c=a+b,a€ A, b€ B
formunda ve herbir ¢ € A; a = b+ ¢, b € B, ¢ € C formunda yazlabilir. Bu

durumda m; : M — C ve mo : M — B projeksiyon doniisiimleri olmak iizere
mpomya:A— B

oldugunu goriiliir. V ra € Ra icin (71'2 o4 04)(ra) = ¢(ra) dir (Sekil 3.1).

Ra_L_>A
7

/
¢J/ // 7T207Fl
Lz

B

Sekil 3.1: mp 0 1y 0% = ¢ homomorfizmasi
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Boylece Onerme(1.13) den A; alt modiilii Bi-injektiftir.  Sonu¢ olarak
Vi = 1,..,k icin A; alt modiilii B-injektiftir. Yani Vi = 1,...k icin e;(M)
ler ads-modiillerdir.

(<) Vi=1,...,k igin e;(M) ler ads-modiiller olsun. M = EB ez(M ) nin
-ads-modiil oldugunu tumevarlm yonteml ile gérelim. k& =1 igin M = e1(M)
ads-modiildiir. k =n—1 icin M = iial ei(M) ads-modil olsun. k£ = n igin
M= iejle,-(M ) ads-modiil miidiir?

M= &e;(M) =3 e;(M) ® en(M)

i=1 i=1

dir.- 0 £ X <e,(M)veO0#¢: X — :iéje,-(M ) bir homomorfizma olsun.
Oyle bir ¢ : e, (M) — :élei(M ) homomorfizmas1 bulabilirmiyiz ki Yix = ¢
olsun. Vz € X icin z € e,(M) oldugundan z = e,(m) olacak bigimde bir
m € M vardir. ¢(z) = ¢(e.(m)) € Eallez(M ) oldugundan

¢(:I:)= d(en(m)) ZeZ(mz .

=1

olacak bigimde m; € M (i = 1,...,n — 1) vardir. Buradan

en(B(2)) = en(B(en(m))) = ea(> e:(m) = 0 = en(@(en(m))) = 0

=1

dir. e, merkezde olan bir idempotent oldugundan

BEX(m)) = Blen(m))) = §(z) = 0

bulunur. Yani V z € X i¢in ¢(z) = 0 oldugundan ¢ = 0 dir. O halde X den
ne_alei(M ) ye sifirdan farkli olan bir homomorfizma bulunamaz. Sonug olarak
i=1 .- V.

M ads-modiildiir. =

Ads-modiillerin Teorem (3.1) de bir karakterizasyonu verildi. Simdi,
injektif hull ayrigimi iceren doniigiimler cinsinden bir karakterizasyonu daha

verilecektir.

Teorem 3.2 Bir M R—modilinin ads-modiil olmas: i¢in gerek ve yeter kogul
bir A <q M ve E; = E(A) olmak dzere E(M) = E; ® E; ayrnsima ve
7 : E(M) = E, @ E2 — E, projeksiyon donisimd ig¢in w(M) C M olmasidar.
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Kanit. M bir ads-modiil olsun. B = E, N M alt modiili A nm M deki
bir komplementidir. Gergekten; B C C, C' A nin bir komplementi ve ¢ € C
olsun. Bu durumda ¢ = ¢; + €3 , €; € E; olarak yazilabilir.

Eger e =0 ise c=¢ey € E;NM = B dir. Yani C = B dir.
Eger e; # 0 ise A <. E(A) oldugundan bir r € R vardir ki 0 # re; € A dir.

Bu durumda
B=E;NM<C<M<.EM)=E &E,

ve

B=BNE,<CNE<MNE, <. E(M)NE,=E,

oldugundan C N E; < Ey dir.
Eger C < E, ise

reg=rc—rea € ANEy=(MNANE,=ANB<ANC=0

dir. _
| Eger Fp < C ise
rei=rc—res € ANC =0

dir. Bu iki durum da re; # 0 olmasiyla celigir. O halde e; = 0 yani C = B
oldugundan B alt modiilii A nin komplementidir. Varsayimdan M = A$ B
dir. O halde n(M) = A dur.

Tersine, M = A® B, C de A nin M deki komplementi olsun. E; A nin
injektif hulln olmak iizere E(M) = E; @ E, olarak yazilabilir. A <; M
oldugundan A = M N E, olarak segebilir. Gergekten; A <, By ve A < M
oldugundan . -

A<.E.NM <. By

ve

EENM=EN(A®B)=A® (E,NB)

dir. Ayrica A <. E; oldugundan

ANB<.,E,NB ve ANB=0
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oldugundan
(B1NB)=0

dir. O halde ExNM = A dir. C' A nin komplementi oldugundan injektif
hullhr Ey dir. 7 : E(M) — E projeksiyon doniistimii olsun. Kabuliimiizden
(M) QM dir. Birz € M yiz = e; + ey, ¢ € E; olarak yazabiliriz.
Buradan n(z) = m(e; + e2) = e; oldugundan e; € 7(M) C M dir. O halde
eg=2z—e € Mdir. C <. MNE; ve C Amnn komplementi oldugundan
C=MnE, dir.

M=MNEISE)S(MNE)d(MNE)=A0C<M
oldugundan M =A@ C dir. m
Onerme 3.2 M = GIBMQ olsun.

(i) Her bir a € I igin M, lar yari-injektif ise M nin ads-modiil olmas icin

gerek ve yeter kogul M nin yari-injektif olmasidir.

(i) Her bir a € I igin M, lar yari-siirekli ise M nin ads-modiil olmas: icin

gerek ve yeter kosul M nin yari-stirekli olmasidir.

Kamit. i) M ads-modiil olsun. Teorem (3.1) den her bir a € I igin
M(I - {a}) = ne!é}_a{a}Mn alt modiilii M,-injektiftir. O halde Onerme (1.15)
dan M modiilii yari-injektiftir.

Tersine, M yari-injektif modiil olsun. Onerme (1.15) dan her bir a € I
icin  M(I — {a}) alt modiilii M,-injektiftir. O halde Teorem (3.1) den M
~ ads-modiildiir. . , R

il) M ads-modiil olduguﬁdan her bir o € I igin M(I — {a}) alt‘ modiilii
M,-injektiftir. O halde Teorem (2.2) den M yari-siirekli modiildiir.

Tersine, M yarr-siirekli modiil ise Teorem (2.2) den her bir a € [ igin

M(I — {a}) alt modiili M,-injektiftir. O halde Teorem (3.1) den M

ads-modiildiir. m

Onerme 3.3 M, lar ayristinlamaz modiiller olmak iizere M = &M, ve M
I
nin her ayrswmandaki dik toplananlart sayist ayni olsun. Bu durumda M
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modiiliniin ads olmas: igin gerek ve yeter kosul herbir J C I igin M(J) ve

M(I\J) nin relatively injektif olmalarider.

Kamit. M = A @ B olsun. Kabuliimiizden, K; U K, ile I nin
kardinalleri aym olmak tizere A = @®N, v¢e B = &N, 3 yazabiliriz.
Y : K1 UKy — I birebir ve érten bir fonlfsliyon olduguﬂdan Z?K 1) = J olarak
alirsak A & M(J) ve B & M(I\J) dir. M(J) ve M(I\J) relatively injektif alt
modiiller olduklarindan A ve B alt modiilleri de relatively injektiftirler. Sonuc
olarak M ads-modiildiir.

Tersine, M ads-modiil olsun.
M = EPMQ = (@Ma) ® (I%M"‘) = M(J)® M(I\J)

oldugundan M (J) ve M(I\J) relatively injektif alt modiillerdir. m

3.2 Sag Noetherian Halkalar Uzerindeki Ads-Modiiller

Bir sa§ noetherian R halkas tizerindeki injektif modillerin bir dik toplam:
Teorem (1.5) den injektif oldugundan ve bu tiir bir halka tizerindeki keyfi bir
modiil; injektif bir alt modiil ile sifirdan bagka injektif alt modiilii olmayan
(reduced) diger bir alt modiiliin bir dik toplami olarak yazilabilir (bakimz,
[10)).

Bu kesimde, yukarida belirtilen gergeklerden dolay: bir sag Noetherian
halka iizerindeki ads-modiillerin yapisal 6zellikleri hakkinda daha fazla bilgi

verilecektir.
Onerme 3.4 R bir saf Noetherian halka olsun.

(i) M injektif olmayan bir ads-modiil olsun. V' torsion ve injective , 0 # U
reduced olmak iizere M = U & V seklinde yazilabilir. Ayrica V nin
alt modiillerinden U ya sifirdan farkl olacak bigimde bir monomorfizma

bulunamaz.

(ii) R dizgin R-modill ve M de injektif olmayan ads-modil olsun. M
nin anng(a) = 0 olan bir a elemam varsa i) sikkinda bahsedilen U

ayrigtirdamaz alt modiildiir.
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(ili) R bir kalitsal halka, V' torsion ve injective , 0 # U reduced olmak iizere
M = U &V injektif olmayan bir ads-modiil olsun. Bu durumda V nin

alt modiillerinden U ya sifirdan farkh bir homomorfizma bulunamaz.

Kamit. i) V torsion ve injektif, U da sifirdan farkhi bir reduced alt modiil
olmak tizere M = U @ V biciminde yazlabilir (baklmz, [10]). 0 £ W <V ve
f : W — U bir monomorfizma olsun. M ads-modiil oldugundan U alt
modiilii V-injektiftir. O halde

Sekil 3.3: g o ¢ = f homomorfizmas:

diyagram degismeli olacak bigimde bir ¢ : V- U
homomorfizmas: vardir. C, ker g nin V' deki komplementi olsun. Bu durumda
Onerme (1.5) den C @ kerg <. V dir. w: C @ kerg — C dogal epimorfizma
olmak tizere, V injektif oldugundan

C®kerg_ 7 C__i NV
. //7
i /,/
////t
v

Sekil 3.4: t o1 = ¢ o 7 homomorfizmasi

diyagram degigmeli olacak bigimde bir ¢ : V — V homomorfizmas: vardir.
tic(C) = w(C) = C oldugundan (tc)*> = ¢ dir, yani tic idempotent

homomorfizmadir.

> =C<V
kertic () -

4
3 Anadoly Universs‘tes
Merkez Klitiiphane



oldugundan kert|c = ker 7 = ker g = 0 dir. Buradan g nin bir monomorfizma

oldugu goriiliir. O halde

4
~ kerg

IR

gV)<U

dur. V injektif oldugundan g(V') de injektiftir. Bu da U nun reduced olmasiyla
celigir. O halde V nin alt modiillerinden U ya sifirdan farkh olaéak bicimde
bir monomorfizma bulunamaz.

if) (i) sikkindan, U reduced; V torsion ve injective olmak iizere
M = U @®YV olarak yazilabildigini biliyoruz. M nin anng(A4) = 0 olan bir
a elemani olsun. a € M oldugundan a = u + v olacak bicimde u € U vev € V

vardir. O halde anng(u) N anng(v) = 0 dir. Gergekten;

r €anngla) = r(@)=r(u+v)=ru+rv=0
= Tu=—Tv
bulunur. Buradan u # —v dir. Eger v = —v olsaydi a = v + v = 0 olurdu. O

halde ru = rv = 0 olur. Sonug olarak r € anng(u) Nanng(v) dir. Yani
anng(a) C anng(u) Nanng ()
dir. Tersine,

s € anng(u) Nanng(v) => s € anng(u) ve s € anng(v)
| = su=35sv=0
= sa=s(u+v)=su+sv=0
=> s € anng(a)
= anng(u) Nanng(v) C anng(a)
O halde ann;{(u) N aﬁnR(b) = anng(a) = 0 dir, annR(u), anng(v) < R
ve anng(u) N anng(v) = 0 oldugundan anng(u) veya anng(v) den biri sifir
olmak zorundadir. Eger anng(v) = 0 ise Sonug (3.2) (i) den U injective olur.
V' de injektif oldugundan M injective olur. Bu M nin injektif olmamasiyla
geligir. O halde anng(u) = 0 olmahdir. Eger U nun bir agikar olmayan
U = U, & U, ayrisimi varsa ayni sekilde iglem yapilarak U; veya Us den birinin
injektif oldugu goriiliir. Bu da U nun reduced olmasiyla celigir. O halde U

ayrigtinlamaz alt modiildiir.
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iii) 0 £ W <V ve ¢ : W — U bir homomorfizma olsun. M ads-modiil
oldugundan U alt modiili V-injektiftir. O halde f : V — U bir modiil

homomorfizmas: vardir ki fIIW = ¢ dur.

v
ker f'

2f(V)<U

dur. R kalitsal bir halka oldugundan ié‘r'/? injektif modiildir. Bu da U nun
reduced olmasiyla celigir. O halde ¢ = 0 olmahidir. m

Onerme 3.5 U bir ads-modiil ve U & M ise M de ads-modildiir.
Kamt. f : M — U bir izomorfizma ve M = A ® B olsun. Bu durumda
f(M)=f(A®B)=f(A) & f(B)=U

olur. U modili ads oldugundan f(A) alt modili f(B)-injektiftir.
Gostermemiz gereken A alt modiiliiniin B-injektif oldugudur. 0 #Y < B ve

0+# ¢ :Y — A bir homomorfizma olsun. Bu durumda

Y i 5B T f(B)
¢ //

L e

A /4

B
//

f |4//
f4)

Sekil 3.5: Bo foi= fo¢ homomorfizmasi

diyagram degigmeli olacak bigimde bir 8 : f(B) — f(A) homomorfizmas:
vardir. O halde ¢ = Bo f : B — f(A) bir homomorfizmadir. Buradan
0 = f~1p: B — A bir homomorfizmadir (Sekil 3.6). Vy € Y i¢in

(@od)(y) = ((fop)od)(y) = (fo(Bof)od)(y) = (fT o fo¢))(y) = é(y)

oldugundan A alt modiilii B-injektiftir. Yani M ads-modiildiir.

45



Sekil 3.6: § = f~'¢ homomorfizmas:
n

Onerme 3.6 R bir Noetherian halka, U reduced ve ads, V' de injektif olmak
tizere Mp = U @V olsun. Ayrica V nin alt modillerinden U ya sifirdan baska

bir homomorfizma bulunamasin. Bu durumda M ads-modildiir.

Kamt. M = A® B olsun. - A; ve B; reduced; A, ve Bs injektif olmak
lizere A = A, ® A; ve B = B) @ B; seklinde yazalim. O halde [11,1.1] den
Ai® B, 2 U ve Ay ® By 2 V dir. M nin ads oldugunu gérmek i¢in A nmn
B-injektif oldugunu gormek yeterli olacaktir. V ¢ € Hom(E(A), E(B)) icin
¢(A) € B mi?
¢ : E(A;) ® A, — E(B) ® B; homomorfizmasim ¢ = [ 211 Zm Jola,rak

21 P2

gosterelim. Burada

éu ¢ E(A) — E(B)
| ¢12 : Ay — E(By)
¢n : E(A) — B,
b2 1 Ay — DBy
dir. B alt modilinin A-injektif’ligi icin; ¢1;(41) C By, én(As) C By,
¢91(A1) C By ve ¢g(A2) € B, oldugunu gormek yeterli olacaktar.

U ads oldugundan Onerme (3.5) den A; @ B, ads tir. O halde B; alt modiilii
Apinjektiftir.  Yani V ¢ € Hom(E(A)), E(By) igin ¢(41) C Bi dir.
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O halde ¢y, € Hom(E(4,), E(B,)) oldugundan é,,(4;) C B, dir.

$12 € Hom(Az, E(By)) icin kabulimiizden ¢ = 0 olmahdir. Gergekten;
0 # ¢15 : A2 — E(Bi) bir homomorfizma olsun. f : A, @ B, — V bir
izomorfizma olmak tizere, E(B;) injektif modiil oldugundan

A2_¢L> EB)

A

! e
st

f(4)

Sekil 3.7: to f = ¢;, homomorfizmas:

diyagram degismeli olacak bicimde bir ¢ : f(A2) — E(B;) homomorfizmasi
vardir. 0 # t(f(Asz)) < E(B1) ve By <. E(B;) oldugundan B; Nt(f(As)) # 0
dir. O halde 0 # b, = t(f(az2)) olacak bigimde b; € By ve az € Ay vardir.
Simdi

X ={f(az) € f(As) | b = t(f(a2)), by € By, az € Az}

kiimesini tammlayalim. Agiktir ki 0 # X C f(A2) < V dir. f(az), f(ay) € X
ve r € R alalm. Bu durumda t(f(az)) = b1 ve t(f(as)) = b; olacak bigimde
by, b, € B; vardr.

t(f(az) + flag)) = t(f(a2)) +t(f(ag)) =b1+b, € By
t(flaz)r) = t(f(az))r =bir € By

oldugundan 0 # X < f(Ap) < Vdir. Ohaldeh : X — By, h(f(a2)) = t(f(az))
ile tanimh fonksiyonu bir homomorfizmadir. g : A; ® By — U bir izomorfizma
olmak tizere | | |

iogoh: X5 B % g(B) > U
bir homomorfizmadir. Varsayimdan iogoh = 0 dir. O halde h = 0 olmali,
yani

t(f(A2))N By =0

dir. B, <. E(B,;) oldugundan t(f(Az)) = 0 yani ¢, = 0 dir. Bu da ¢, # 0

olmasiyla celisir.
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¢y, € Hom(E(A1),B,) icin ¢y(A) C By mi? ¢y(E(A;)) C B, dir.
A; < E(A;) oldugundan ¢y, (A1) C ¢, (E(A;)) C B, dir.

Bon € Hom(As, Bs) igin ¢ge(As) C B, dir.

Sonug olarak B alt modiilii A-injektiftir. Yani M ads-modiildiir. =

Onerme 3.7 R bir Noetherian halka, her o € I igin M, lar ads-modiiller
olmak tizere M = ?Ma olsun. Her o # (8 i¢in Homg(E(M,), E(Mg)) =0 ise
M ads-modiildir.

Kanit. M = A® B olsun. Her bir 8 € I igin Mg = (MgN A) @ (Mg N B)

biciminde yazilabilir. Bu durumda
M= ela((Mﬁ NA) @ (Mg N B))
dir. R bir Noetherian halka oldugundan
E(M)=E(A)® E(B) = ?(E(Mg NA) @ E(Mg N B))

dir. ¢ : E(A) — E(B) bir homomorfizma olsun. ¢(A) C B mi?
¢m E(M,NA) ya kisitlanmigim ¢, olarak alalim (Sekil 3.8).

EMnd) % E®)

x .

E(MﬁnB)

Sekil 3.8: g = o ¢, homomorfizmasi

Eger a # f ise kabuliimiizden g = 7 o ¢,, = 0 olacaktir. Halbuki ¢, # 0
aldigimiza gore E(M, N B) = E(Ms N B) olmahdir. ¥ a € E(M, N A) igin
a € BE(M,N B) dir.

g(a) = (w0 ¢,)(a) = m(¢a(a)) € E(Mo N B)
oldugundan ¢_(a) € E(M, N B) dir. Yani Im ¢, € E(M, N B) dir. Buradan
¢, € Hom(E(M,N A), E(M, N B))
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dir.
M, = (M,N A) ® (M, N B)
ve M ads-modil oldugundan (M, N B) alt modiili (M, N A)-injektiftir. O

halde ¢,(M, N A) C (M, N B) dr. Buradan io ¢, = ¢, : (M, NA) — B
doniisiimi bir homomorfizmadir (Sekil 3.9). | o

Pe
Mame]\{sz
~
\10¢ =¢a
i N§ i
\\
N
A —_————> B
g

Sekil 3.9: i 0 ¢, = ¢, homomorfizmasi

A dan B ‘ye goi = ¢, olacak bicimdeki g homomorfizmasim ¢
alirsak ¢(A) C B bulunur. Yani B alt modiili A-injektiftir. Sonug olarak M

ads-modilldiixr. m

Tanim 3.3 M bir modil ve E(M) = GIBEa olsun. Efer¥Y o, € I igin E, lar
ayrigtirilamaz modiller olmak iizere E, = Eg ise M ye homogeneous modiil

denar.

Sonug 3.3 R bir Noetherian halka ve M de ads olan homogeneous

modil olsun. Bu durumda M ya ayristimlamaz ya da yari-injektiftir.

Kamit. M nin agikar olmayan bir ayrisimi M = A @ B olsun. M
ads-modiil oldugundan B alt modiilii A-injektif ve A alt modiilii de B-injektiftir.
E(M) = E(A) ® E(B) ve M homogeneous modiil oldugundan F(A) = E(B)
dir. g: E(A) — E(B) bir izomorfizma olmak iizere, B alt modiilii A-injektif
oldugundan Teorem (1.10) dan g(A) < B dir. Benzer gekilde g71(B) < A dur.
Boylece

B= (g9 ")(B)=g(¢g7'(B)) < g(A) < B

49

Anadoly

0 .
Merkez niversites

KUtUPhane



oldugundan g(A) = B dir. O halde gj4 : A — B bir izomorfizmadir. B
alt modiilii A-injektif ve A = B oldugundan B alt modiilii B-injektif, yani
yarr-injektiftir. Benzer sekilde A alt modiiliiniin de yari-injektif oldugu goriiliir.
O halde Onerme (3.2) den M modiilil yar-injektiftir. m

M bir R-modiil olsun. Her K, L <; M icin KNL <; M (her iki dik
toplananinin kesigimi de dik toplanan olan modiil) oluyorsa M ye dik toplanan
kesigim 6zelligine (SIP) sahip bir modiil denildigini hatirlayahm. Bu modiiller
[12] ve [13] de ayrintihi bir sekilde incelenmistir. Bu durumda

"Ads-modiiller ile SIP o6zelligine sahip modiiller arasinda bir
gerektirme var midir?" sorusunu diigiinmek dogaldir. Asagidaki 6rnekler bu

soruya negatif cevap verecektir.

. K K 0 K
Ornek 3.2 K bir cisim olmak tizere R = olsun. N =
0 K 0 K

0 0

K K
ve L = sa§ R-modiillerdir. M = R/L, U =M & N olsun. U SIP
5zéllz'§z'ne sahip deildir (bakinz, [10]). |

0 K

injektiftir. O halde M = % N—injektiftir. Diger yandan, M = % cisim

oldugundan sifir ve kendinden bagka alt modiilleri yoktur. O halde N
M —injektiftir. Buradan U nun ads-modiil oldugu goriilir.

00
Ayrica, & = [ = K oldugundan £ bir cisim olup Baer Kriterinden

Ornek 3.3 My = (;ZZ- ® Q), modilini alalm. Mg nin dik toplananlare;
(;,Zz @ 0), (0,Q), 0 ve kendisi oldugundan agikca Mg SIP é'zelliginé sahiptir.
Diger yandan, Ornek (2.1) den Mg ads-modiil degildir.

Ornek (3.2) ve Ornek (3.3) den SIP ve ads kogullarinin birbirlerinden
bagimsiz oldugu goriiliir. O halde;

Tanim 3.4 M bir R-modil olsun. Mg SIP ve Ads kosullarim sagliyorsa M
ye SA — modil diyelim.
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Ornegin; diizgiin, semisimple (her alt modiilii bir dik toplanam olan
modiil) ve ayrigtirilamaz modiiller S A-modiillerdir.

S A-modiillerin kendi icerisinde aragtirilmas: ilging olacaktir. O halde
bu calismamiz agagidaki acik soru ile tamamlayalim;

Acik Sorul Ya SIP ya da Ads-modillerde saglanmayan hangi modiil

ozellikleri S A-modillerde dogru olur?
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