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Bu çalışmada, sürekli ve kesikli dinamik sistemlerle ilgili bazı temel 

kavramlar verildikten sonra birkaç özel dinamik sistemin nümerik analizi 

yapılarak algoritma seçiminin sistemin yapısına etkisi görülmüştür. 

Periyodik çözüme sahip sistemlerin belli koşullar altında bu periyodik 

çözüm civarında bir invaryant eğriye sahip olduğu bir teoremle verilmiş ve 

örneklerle açıklanmıştır. 

Son olarak, Theta metodunun yapısı incelenmiştir. Theta metodunun 

sabit noktalarının çekim bölgeleri ve 2 periyodlu çözümlerinin varlığı ve 

kararldığı üzerinde durulmuştur. Parametreye bağlı . olarak sahte sabit 

noktaların ve sahte 2 periyodlu çözümlerin var olduğu gösterilmiştir. 

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, Theta metodu, Periyodik yörünge, 

Nümerik algoritma 
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ABSTRACT 
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Supervisor: Prof. Hüseyin KOÇAK 

2003, 70 Pages 

In this study, after some basic notions of discrete and continious 

dynamical systems are given, the effect of the choice of the algorithm to the 

system's construction is investigated by doing nurnerical analysis of some 

special dynamical systems. 

A teorem is given concerning the systems with periodic solution are 

shown to an invariant curve near this periodic solution under specific 

conditions, and this is explained through examples. 

Finally, the structure of Theta method is examined. The basin of 

attraction of fixed points and the existence and the stability of period two 

solutions of Theta method are investigated. Depending on the parameter, the 

existence of spurious fixed points and spurious period two solutions are 

shown to exist. 

Keywords: Difference equation, Theta method, Periodic orbit, Nurnerical 

algorithm 
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ı GİRİŞ 

Bilinmektedir ki bir diferansiyel denklemi nümerik olarak çözmek iste

diğimiz zaman karşımıza fark denklemleri çıkar, ki bu fark denklemleri kesikli 

dinamik sistemlerdir. Bir kesikli dinamik sistemin hareketi bize sürekli sis

temin hareketi hakkında bilgiler verir. Ama acaba hangi metot, parametrenin 

hangi değeri için daha doğru sonuçlar vermektedir? 

x E JR.n olmak üzere 

x= f(x) (Ll) 

otonom dinamik sistemini ele alalım. Bizim amacımız bir dinamik sistemin 

genel yapısım incelemek değil, nümerik olarak çözümlerin yapısım incelemek 

olduğundan dinamik sistemlerle ilgili teorik kavrarnlara fazla girmemeye çalışa

cağız. Yine de dinamik sistemler için temel bazı kavramları ele alalım. 

Tanım 1.1 x = f(x) diferansiyel denklemi için f(x) =O e§itliğini sağlayan x 

noktasına sistemin denge noktası {kritik nokta, sabitnokta) denir. 

Tanım 1.2 Her t için x(t + T) = x(t) e§itliğini sağlayan bir T pozitif sayısı 

bulunabiliyorsa x(t) ye T periyodlu periyodik çözüm ve bu T değerine de x(t) 

nin periyodu denir. Bu türden sayıların en küçüğüne esas periyod denir. 

Denge noktası ve periyodik çözüm kavramları son derece önemlidir. Eğer x0 

denge noktası ise bu noktadan başlayan çözüm yine X o ın kendisidir. Sistem 

bu noktada hareketsizdir. Bu nedenle denge noktasımn kararlılığı da önem 

kazamr. Eğer bu nokta .kararlı ise verilen her c komşuluğuna karşılık bir 8 

komşuluğu vardır ki 8 komşuluğundan başlayan çözümler c komşuluğunda 

kalır. x0 denge noktasımn asimtotik kararlı olması için de x0 ın kararlı ol

ması ve 8 komşuluğundan başlayan çözümlerin t --+ oo iken denge noktasına 

ulaşması gerekir. Eğer bu nokta kararsız ise en az bir c komşuluğu vardır ki bu 

komşuluğa karşılık 8 komşuluğundan başlayan çözümler c komşuluğunda kala

cak şekilde bir 8 komşuluğu bulunamaz. Sıkça kullandığımız aşağıdaki teoremi 

verelim. 

ı 



Teorem 1.1 x E JR olmak üzere, x0 noktası x = f(x) sisteminin denge noktası 

ve f E C1 olsun. j' (xo) < 0 ise Xo denge noktası kararlı denge noktası, 

J' (xo) > O ise x0 denge noktası kararsız denge noktasıdır {[1}). 

Eğer ( 1.1) sistemi lineer bir sistem ise A bir kare matris olmak üzere 

x=Ax (1.2) 

biçiminde yazılabilir. BuradaAya katsayılar matrisi denir. Eğer A mn deter

minantı O dan farklı ise sisternin tek denge noktası orijindir. A mn deterrni

nantımn O olması durumunda ise sonsuz denge noktası vardır. 

Teorem 1.2 {1.1} sistemi lineer bir sistem ve katsayılar matrisi A olsun. 

1. A nın özdeğerlerinin reel kısmı negatif ise orijin asimtotik kararlı denge 

noktasıdır. 

2. A nın özdeğerlerinin birinin reel kısmı pozitif ise orijin kararsız denge 

noktasıdır ([ 1]). 

Eğer sistem lineer değil ise denge noktasımn kararlılığım analiz etmek için 

sistemi bu denge noktası civarında lineerize etmeliyiz. Sistem lineerize edildik

ten sonra yukarıda verilen teoremler yardımıyla denge noktasımn kararlılığı 

hakkında bir sonuca varılabilir. 

Tanım 1.3 x 1(t), x2(t), ... , xn(t) (1.2) sisteminin n tane lineer bağımsız çözüm

leri olmak üzere 

ci>(t) = ( x1(t) x2(t) 

matrisine ( 1. 2) sisteminin temel matrisi denir. 

Xn(t) ) 

ci>(t) nin tek olmadığı açıktır. c sabit vektör olmak üzere 

x(t) = ci>(t)c 

(1.3) 

biçiminde yazılır. Verilen bir x(t0 ) = x0 başlangıç koşulu için x 0 dan başlayan 

çözüm 

biçimindedir. 

2 Anadolu üniversite~ 
Mertez Kütüphane 



Teorem 1.3 A(t), T periyodlun x n tipinde sürekli bir matris olmak üzere 

x = A(t)x , tE~ (ı.4) 

sürekli sistemini dü§ünelim. {1.4) ün her ip(t) temel matrisi, P(t) T periyodlu 

ve B sabit n x n lik matrisler olmak üzere 

ip(t) = P(t)eBt 

biçiminde yazılır {[3}). 

C= eBT matrisine (ı.4) sisteminin monodromy matrisi denir. Bu matrisin 

özdeğerlerine sistemin karakteristik çarpanları denir ve Pi, i= ı, 2, ... ,n karak

teristi çarpanlar olmak üzere bu karakteristik çarpanları hesaplamak için genel 

bir metot olmamasına rağmen karakteristik çarpanların çarpımı için 

T 

PıP2···Pn = exp(J TrA(t)dt) 
o 

(1.5) 

eşitliği geçerlidir. (ı.4) sisteminin aşikar denge noktasımn kararlılık tipinin 

belirlenmesinde de bu karakteristik çarpanlar kullamlabilir. Eğer tüm karak

teristik çarpanların modülleri ı den küçük ise orijin asimtotik kararlı denge 

noktasıdır. 

1.1 Fark Denklemleri 

Bir nümerik metot yardımıyla sistem incelenirken karşımıza fark denklem

leri çıkar. Eğer fark denklemi 1. mertebeden ise 

(ı. ı. ı) 

biçiminde ifade edilir. Görülmektedir ki (ı.ı.ı) sadece Xn ye bağlıdır. Eğer bu 

Xn+lı Xn-ı e de bağlı olsaydı 

formunda olacaktı ve ikinci mertebeden fark denklemi adım alacaktı. Nümerik 

algoritmalar bu biçimde fark denklemleridir ama elbette bazı parametre değer

leriyle beraber verilir. Mesela Euler metotu (Lı) sistemi için h adım aralığı 
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olmak üzere 

(1.1.2) 

biçimindedir. Sistem lineer değil ise kapalı algoritmalardı;m elde edeceğimiz 

fark denklemlerini (ı.ı.ı) formunda yazamayız. Bu fark denklemi en azından 

bir h (adım aralığı) parametresine bağlıdır. 

f : IRn ---+ IR.n ye bir dönüşüm olmak üzere bir Xo E IRn noktası için 

xo, f(xo), f(f(xo)), J(f(f(xo))), ... 

dizisine x0 noktasımn iterasyonları denir. Bir x0 başlangıç değeri için bir fark 

denklemi de bu biçimde bir dizidir. Bu nedenle açıktır ki fark denklemlerini bir 

dönüşüm gibi düşünebiliriz. Yani aslında her dönüşüm verilen bir x0 başlangıç 

değeri için ayın zamanda bir kesikli dinamik sistemi ifade eder. Şimdi bu 

dönüşümler ile ilgili basit tarnın ve teoremleri verelim. 

Tanım 1.4 f : IRn ---+ IR.n dönÜ§ÜmÜ verilsin. 

xo, f(xo),f(f(xo)), J(f(f(xo))), ... 

noktalarının kümesine x0 E IRn nin yörüngesi ya da xo dan ba§layan çözüm 

denir. 

Tanım 1.5 f(x) = x e§itliğini sağlayan x noktasına dönü§ümün sabit noktası 

(denge noktası, kritik noktası) denir. 

Eğer x sabit nokta ise x den başlayan çözüm (fark denklemimizin çözümü, 

x nin yörüngesi) 

x,x,x, .... 

biçiminde olacaktır. (ı. ı) sürekli sisteminin denge noktasından bahsetmiştik. 

Bu sistem nümerik olarak incelendiğinde ortaya çıkan fark denkleminin sabit 

noktasımn sistemin denge noktası ile çakışması gerekir ya da beklenir. Ama 

bazı durumlarda bu denge noktaları ile eşleşmeyen sahte sabit noktalar ortaya 

çıkabilmekte ya da bu denge noktaların veya periyodik çözümlerin kararlılık 

tipleri korunmamaktadır. Bu da arzu edilen bir durum değildir. 
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Tanım 1.6 x, f dönü§ümünün sabit noktası olsun. Her c > O için llx - xll < 

b iken n ~ O için ll fn ( x) - x ll < c olacak §ekilde en az bir b > O bulunabiliyorsa 

x sabit noktasına kararlı sabit nokta denir. Eğer x kararlı değilse kararsızdır 
denir. 

Tanım 1. 7 x, f dönü§ümünün kararlı sabit noktası olsun. Eğer x ın llx - xll < 

e7 kom§uluğundaki her x için n--+ oo iken fn(x) --+ x olacak §ekilde bir e7 >O 

sayısı varsa x sabit noktasına asimtotik kararlı sabit nokta denir. 

Teorem 1.4 f: JR--+ JR bir cı dönü§üm ve x, f dönü§ümünün sabit noktası 

olsun. 

1. ı J' ( x) ı < ı ise x asimtotik kararlı sabit noktadır. 

2. If' (x) J > ı ise x kararsız sabit noktadır {[1}}. 

Aşağıdaki teorem de dönüşümümüz lineer olduğunda sabit noktaların karar

lılığını belirlemede son derece kullanışlıdır~ 

Teorem 1.5 f : JRn --+ JRn lineer dönü§ümü verilsin. A katsayılar matrisi 

olmak üzere; 

1. Eğer A nın özdeğerlerinin modülü ı den küçük ise orijin asimtotik karar

lıdır. 

2. Eğer A nın en az bir özdeğerinin modülü ı den büyük ise orijin kararsızdır 

{[1}). 

Bir dönüşüm için diğer önemli olan bir kavram da periyodik noktalar, periy

odik çözümlerdir. 

Tanım 1.8 f : JRn --+ JRn bir dönÜ§Üm olsun. x E JRn için fP(x) = x olacak 

§ekilde bir p ~ ı doğal sayısı varsa x noktasına f nin periyodik noktası, p 

sayısına da bu periyodik noktanın periyodu, en küçük periyoda ise x periyodik 

noktasının asal periyodu denir. 

5 



f dönüşümünün x noktasının asal periyodu p ise bu noktanın yörüngesi 

x, f(x), f 2(x), ... , fP-ı(x), x, f(x), f 2(x), ... , fP- 1(x), x, ... 

biçimindedir ve bu yörüngeye periyodik yörünge denir. Bu durumda x, fP nin 

sabit noktasıdır. Bu sabit nokta fP nin kararlı sabit noktası ise f nin kararlı 

periyodik noktasıdır. 

Teorem 1.6 f : JR ---+ JR bir dönÜ§Üm ve x0 bu dönü§ümün asal periyodu p 

olan periyodik noktası olsun. Eğer 

ı (fP)' (xo) ı < ı 

ise xo noktası f nin asimtotik kararlı periyodik noktasıdır. Eğer 

ı (fP)' (xo) ı > ı 

ise x 0 noktası f nin kararsız periyodik noktasıdır ([2}). 

Bir fark denklemini bir dönüşüm gibi düşünebileceğimiz açıktır. Bir x0 

başlangıç noktası için bir fark denkleminin yörüngesine x0 başlangıç noktası 

için fark denkleminin çözümü diyeceğiz. Yani bir fark denkleminin bir x0 dan 

başlayan yörüngesi 

Xo, Xı, X2, ... 

sayı dizisidir. Eğer algoritma kapalı bir algoritma değil ise verilen başlangıç 

koşullarına bağlı olarak sisternin yörüngesini kapalı formda ifade edebiliriz. 

Ama eğer algoritma kapalı ise her bir adım için teker teker yaparak yörünge 

elemanlarını görmeliyiz. Dördüncü bölümde bu kapalı algoritmaya bir örnek 

olan Theta metotunun dinamiğini inceleyeceğiz. 

1. 2 Lineerizasyon 

Eğer dönüşüm lineer değilse bu sabit noktaların kararlılık tipi nasıl be

lirlenir? Bu durumda da lineer olmayan dönüşüm bu sabit nokta civarında 

lineerize edilmelidir. Yukarıda vermiş olduğumuz teoremler yardımıyla bu li

neerize edilmiş sisternin davranışı için bir fikir sahibi olabilir. 

6 



Tanım 1.9 f = (jı, h, ... , fn) ve x = (xı, x2, ... , Xn) olmak üzere f: lRn -t JRn 

dönü§ümü verilsin ve x, f dönü§ümünün sabit noktası olsun. 

Eh(x) 
ôxı 

D(f(x)) = 

!!b. (x) !!b. (x) 
ôxı ôx2 

matrisine f dönü§ümünün x noktasındaki J akobyeni denir. Ve 

x- > D(f(x))x 

dönü§ümüne f dönü§ümünün x noktasındaki linerizasyonu denir. 

Teorem 1. 7 f : JR n -t JR n bir C1 dönü§üm ve x f dönü§ümünün sabit noktası 

olsun. 

1. Eğer D (f ( x)) matrisinin tüm özdeğerlerinin modülü ı den küçük ise x 

sabit noktası asimtotik kararlıdır. 

2. Eğer D(f(x)) matrisinin en az bir özdeğerinin modülü ı den büyük ise 

x sabit noktası kararsızdır {[1]). 
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2 DİNAMiK SiSTEMLERiN NÜMERiK ÇÖZÜM

LERİ 

Bu bölümde birkaç dinamik sistemin farklı nümerik metodlarla analizine 

örnekler verilecektir. Bulunan nümerik çözümün ne kadar az hata verdiği değil, 

denge noktasının karakteristiği, sahte çözümlerin varlığı ve periyodik çözümün 

korunması gibi kavramlar dikkate alınacaktır. 

2.1 Lineer Sıradan Otonom Diferansiyel Denklem 

x=-x (2.ı.ı) 

diferansiyel denklemini inceleyelim. Denklemin tek denge noktası O dır. O 

denge çözümünün kararlı olduğu Teorem (1.1) den açıktır. Şimdi sistemimizi 

nümerik olarak inceleyelim. 

Önce Euler algoritmasını alalım. Bu algoritma (ı.ı) sistemini 

fark denklemine dönüştürmektedir. Bu durumda fark denklemimiz (2.1.1) için 

Xn+ı = (ı- h)xn (2. 1.2) 

biçiminde olur. O tek sabit noktadır. 

Teorem (ı.4) ten (ı- h) < ı olduğunda, yani O < h < 2 olduğunda O 

sabit noktası asimtotik kararlı sabit nokta olacaktır ve bu noktanın civarından 

başlayan çözümler n -t öo için O a gidecektir. 

Aşağıda h nin farklı değerleri için x0 = 0.3 başlangıç noktasından başlayan 

yörüngeler verilmektedir. h değeri ı e yaklaştıkça yapılan hata artmakta ve 

h -t O için hata azalmaktadır. Her durumda da çözümler dengeye ulaşmak

tadır. Denge noktasının kararlılığı korunmaktadır. Fakat h = ı alındığında 

başlangıç noktası ne olursa olsun bir adımda dengeye ulaşılacaktır ve bu yüz

den yapılan hata büyük olacaktır. 
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Şekil 2.1: (2.1.2) nin h= 0.1 için ilk 35 adımı 
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Şekil 2.2: (2.1.2) nin h= 0.7 için ilk 35 adımı 
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Şekil 2.3: (2.1.2) nin h= 1 için ilk 35 adımı 
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h= 2 alındığında ise fark denklemimiz 

durumuna gelecektir. Bu durumda ise açıktır ki x0 noktasından başlayan 

çözümler x0 ve -x0 noktaları arasında gidip gelecektir. Yani h= 2 olması du

rumunda O hariç her nokta 2 periyodlu nokta olacaktır. Ve çözüm asla denge 

durumuna gelemeyecektir. Yani Euler metodu bu sistem için sahte periyodik 

noktalar oluşturmaktadır. h > 2 durumunda ise fark denklemimizdeki Xn İn 

katsayısı 1 den büyük olacağından bir x0 noktasından başlayan çözüm uzak

laşacaktır. Sonuç olarak denge noktasımn kararlılığım korumak için h değerini 

2 den küçük tutmamız gerekmektedir. 

0.3 • o o o o o o o o o o • • o o • • 

0.2 

0.1 

5 10 15 20 25 30 35 

-0.1 

-0.2 

Şekil 2.4: (2.1.2) nin h= 2 için ilk 35 adımı 

6 

4 

-2 

-4 

-6 

-8 

Şekil 2.5: (2.1.2) nin h = 2.1 için ilk 35 adımı 
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Şimdi de başka bir algoritma kullanarak denklemimizin dinamiğini inceleye

lim. Runge Kutta(4) algoritmasını ele alalım. Bu algoritma (Lı) sistemini 

kı - f(xn) 

k2 
kı 

- f(xn + 2) 

k3 
k2 

f(xn + 2) 

k4 f(xn + k3) 

olmak üzere 

fark denklemine dönüştürmektedir. Bu durumda fark denklemimiz (2.l.ı) için 

h3 h4 h5 
Xn+I =(ı- h+ 2- 6 + 24 )xn (2.1.3) 

biçiminde olur. O sabit noktadır. Xn in katsayısının ı den küçük olması, Teorem 

(ı.4) ten x0 noktasından başlayan çözümü dengeye ulaştıracaktır. 

h~ 1.723854358889ı40 olduğunda 

h3 h4 h5 
ı-h+---+-=ı 

2 6 24 

olur. Katsayımızın ı den küçük olması için h nin 1.723854358889ı40 ten küçük 

olması gerekiyor. Yani h > 1.723854358889ı40 olduğunda x0 dan başlayan 

çözümler denge durumuna gelemeyecek, dengeden uzaklaşacaktır ve t ----+ oo 

iken oo a veya -oo a gidecektir. h= 1.723854358889ı40 olduğunda da sistem 

başlangıç noktasında kalır, yani bu h değeri için her nokta sahte kararlı sabit 

nokta olmaktadır. h= 1.5 ve h= 1.9 için yörüngelerin ilk 30 adımını resmeden 

grafikleri a.şağıdaki gibidir. Ayrıca h= 1.723854358889ı40 için de ilk 30 adımı 

resmeden grafik de a.şağıda verilmektedir. Bu h değerini biraz arttırdığımızda 

yörünge denge durumuna asla gelemeyecektir. 
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Şekil 2.6: (2.1.3) ün h= 1.5 için ilk 35 adımı 
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Şekil 2.7: (2.1.3) ün h= 1.723854358889140 için ilk 35 adımı 
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Şekil 2.8: (2.1.3) ün h= 1.9 için ilk 35 adımı 

Karşılaştırma açısından aşağıdaki grafikte h = 1.723854358889140 için 
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(2.1.2) nin 0.3 ten başlayan yörüngesinin ilk 30 adımı verilmiştir. Algorit

maların ne kadar farklı davrandığı açık. Bu değer Runge Kutta için orijinden 

farklı bir sabit nokta olurken Euler de ise, aşağıdaki şekilde de görüldüğü gibi 

yörünge orijin denge noktasına gitmektedir. 

0.3 

0.2 

0.1 

5 Q <>10 15 20 25 30 35 

-0.1 

-0.2 <> 

Şekil 2.9: (2.1.2) nin h= 1.723854358889ı40 için ilk 35 adımı 

Sonuç olarak şunu söyleyebiliriz ki, bu lineer sistem için Euler ve Runge 

Kutta algoritması yeterince küçük h değerleri için sistemin genel özelliğini 

korumaktadır. Fakat her ne kadar Euler algortimasından daha az hata ile 

dengeye ulaşsa da, Runge Kutta algoritmasımn sahte denge noktaları üretmesi 

arzu edilir bir durum değildir. 

2.2 Harmonik Salınım Hareketi 

{ 
.x=y 

y= -x 
(2.2.ı) 

lineer diferansiyel denkleniini düşünelim. Sistemimizin tek denge noktası (0, O) 

dır ve (2.2.ı) in bir x0 noktasından başlayan çözümleri llxoll yarıçaplı çember-

lerdir. Bu yüzden (0, O) ın bu sistemin kararlı ama asimtotik kararlı olmayan 

bir denge çözümü olduğunu söyleyebiliriz. Şimdi 3 farklı nümerik yöntem ile 

sistemin dinamiğini inceleyelim. 

Önce Euler algoritmasım düşünelim. Bu algoritma (2.2.ı) sistemini 

( 

Xn+l 

Yn+l 
) - ( ı 

-h ı 

h ) ( :: ) (2.2.2) 

ı3 



fark denklemine dönüşür. (0, O) noktasımn (2.2.2) fark denkleminin tek sabit 

noktası olduğu görülüyor. Şimdi bu sabit noktamn kararlılık durumunu in

celeyelim. Bu durumda önce 

katsayılar matrisinin özdeğerlerine bakmalıyız. Katsayılar matrisinin özdeğer

leri det(A- )..!) =O eşitliğinden 

>-.ı = ı + ih, >-.2 = ı - ih 

olarak bulunur. 

olduğundan, h ne olursa olsun Teorem (1.5) e göre (0, O) sabit noktası kararsızdır. 

h adım aralığımızı küçültünce hatamızda küçülecektir. Ama h yi ne kadar 

küçültürsek küçültelim asla O olamayacağından çözümlerimiz bir çember üz

erinde yatamayacak, ancak çembere yaklaşacaklardır. 

Şimdi (0, O) ayakın bir noktadan başlayan bir çözümün nasıl hareket et

tiğini bir örnekle görelim. (ı, O) noktasını ele alalım. Bu noktadan başlayan 

çözümün ı yarıçaplı orijin merkezli çember üzerinde gezmesi beklenir. Aşağı

daki şekillerde (ı, O) dan başlayan çözümün O. ı ve 0.02 adım aralığı için sırasıyla 

200 ve 400 ilk adımı resmedilmiştir . 

. .· 

.. . . 

. . . . . . 
.. . . . . 
. • ···. 

(1,0) : 

.. . 
o ••• • o .. . ....... 

Şekil 2.ıO: (2.2.2) nin h= O.ı için 200 adımı 
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Şekil 2.11: (2.2.2) nin h= 0.02 için 400 adımı 

Şimdi Implicit Euler algoritmasını ele alalım. Bu algoritma (1.1) sistemini. 

fark denklemine dönüştürmektedir. Şu halde (2.2.1) sistemi 

( 
Xn+I ) _ ( (1~:2) (l~h2) ) ( Xn ) 

Yn+I (I+h2) (Hh2) Yn 
(2.2.3) 

fark denklemine dönüşür. (0, O) noktasının (2.2.3) fark denkleminin tek sabit 

noktası olduğu açıktır. 

A = ( (ı;h2) 
-h 

(Hh2) 

katsayılar matrisinin özdeğerlerine bakmalıyız. Katsayılar matrisinin özdeğer

leri det ( A - >..I) = O eşitliğinden 

olarak bulunur. 

IlAıli ~ ıı>-,ıı ~ v{l: h') <1 

olduğundan, h ne olursa olsun Teorem (1.4) den (0, O) sabit noktası asimtotik 

kararlı sabit nokta olur. Tabi h değeri küçüldükçe hatarnız orantılı olarak 

küçülecek ve çözümler biraz daha çembere yaklaşacaktır. 
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Aşağıdaki şekillerde (1, O) dan başlayan çözümün 0.1 ve 0.02 adım aralığı 

için sırasıyla 200 ve 400 ilk adımı resmedilmiştir. 

o ••••• 

·•·•• •·•• •. o. 
:. _ •• •• ••• •• o 

: : \ \ ••. (1,0) 
o o o 

o : 

..... 

.. ..= .. = ... 
.. ·· .· . . . ·· .· 

Şekil 2012: (2.2.3) ün h= 001 için 200 adımı 

(1,0) 

Şekil 2.13: (2.2.3) ün h = 0.02 için 400 adımı 

Son olarak Implicit Midpoint algoritmasım düşünelim. Bu algoritma (1.1) 

sistemini 

Xn+l - Xn + hj(g) 
h 

g Xn + 2J(g) 

fark denklemine dönüştürmektedir. Buradan (2.2.1) sistemi 

( 

Xn+ı 
Yn+ı 

)= 
16 

4h 
(4+h2) 

4-h2 

(4+h2) 
) ( :: ) (2.2.4) 



fark denklemine dönüşür. (0, O) noktası (2.2.4) fark denkleminin tek sabit 

noktasıdır. 

A = ( <!~~~) (4!~2) 
-4h 4-h2 

(4+h2) (4+h2) 
) 

katsayılar matrisinin özdeğerleri det(A- )..J) =O eşitliğinden 

4- h2 . 4h 
( 4 + h2) + ı ( 4 + h2) 

4- h2 . 4h 
....,..---.....,-:- - ı-:------:-:-

( 4 + h2) ( 4 + h2) 

olarak bulunur. 

olduğundan şu ana kadar verdiğimiz teoremler yardımıyla orijinin kararlılığı 

için birşey söyleyemeyiz. 

Herhangi bir 

Aı = ( o: 
-{3 0: 

{3 
(2.2.5) 

katsayılar matrisi için özdeğerler o: ± if3 biçimindedir. Eğer bu sayıları -7r < 

w < 1r olmak üzere 

0: - ACOSW 

{3 )..sinw 

biçiminde yazarsak ).. = J o:2 + {32 olmak üzere 

Aı ~A ( cosw sin w ) -sinw cosw 

olur. Açıktır ki 

A~ =;..n ( cosnw sin nw ) 

- sin nw cos nw . 

şeklindedir. Buradan açıktır ki ).. = 1 olması durumunda (2.2.5) katsayılar 

matrisinin belirttiği fark denkleminin yörüngeleri bir (xı, Yı) başlangıç noktası 

için Jxi +Yi yarıçaplı orijin merkezli çemberlerdir. 
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Şu halde (2.2.4) fark denklemimiz için de 

( 4 - h
2 )2 ( 4h )2 -

( 4 + h2 ) + ( 4 + h2) - ı 

olduğundan bir (xo, Yo) noktasından başlayan çözüm J x5 + Y6 yarıçaplı orijin 

merkezli çemberdir. 

Aşağıdaki şekillerde (1, O) dan başlayan yörüngenin 0.1 ve 0.02 adım aralığı 

için sırasıyla 200 ve 400 ilk adımı resmedilmiştir. 

. . . . 
. 
' 

---

-
..... --- ,. ... , 

' 
' ' 
: (1,0) 

' 1 
1 

Şekil 2.14: (2.2.4) ün h= 0.1 için 200 adımı 

. . . 

---

---

' 
' 

1 
' 1 

(1,0) 

Şekil 2.15: (2.2.4) ün h= 0.02 için 400 adımı 

Bu algoritma ile çözümlerin bir çember üzerinde gezdiği görülmektedir. Şu 

halde akla şu sorular geliyor. Acaba çözümler periyodik mi? Periyodik ise bu 

periyod nedir? 
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Bir nokta alalım bunu araştırmak için. Mesela yine (1, O) noktasını ele 

alalım. Bu noktadan geçen gerçek çözüm 1 yarıçaplı ve orijin merkezli çem

berdir ve periyodu da 27r dir. Algoritmaınızla bu noktadan ba.şladığıınızda, 

mesela h= 27r /lO rv 0.62831853071 için lO adım attığımızda gözardı edilebile

cek bir hata ile aynı noktada olmaınız gerekir. Ama a.şağıdaki şekilde de 

görüldüğü gibi (1, O) dan başlayan çözüm yukarıdaki değerler için yaklaşık 21r 

zaman sonra çemberi tamamla yarnamaktadır, aynı noktaya gelememektedir. 

Yani bu kesikli sistemin periyodu 27r dir diyemeyiz. 

(1,0) 

Şekil 2.16: (2.2.4) ün h= 27r /10 için 10 adımı 

O halde periyodik ise bile periyodunda bir kayma olduğunu söyleyebili

riz. Ufak bir analizle h = 0.649839392 alındığında 10 adım sonra tekrar aynı 

noktaya geldiğimiz görülüyor. Tabii çok ufak bir hata ile, ki bu hata ıo-9 

dan küçük bir hata. h yi küçültüp aynı oranda adım sayısını arttırdığıınızda 

da bu hata daha da azalmaktadır. Başka bir h değeri verelim. Mesela h = 

0.3167688806 için, bu sefer (1, O) dan başlayan yörünge 20. adımda aynı nok

taya gelmektedir. Sonuç olarak h ---+ O iken bu hata minurouma inecektir ve 

h değerine göre hareketin periyodu değişecektir. Hatta h ---+ O için kesikli 

sistemin periyodu 21r ye gidecektir. 
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(1,0) 

Şekil 2.17: (2.2.4) ün h= 0.3167688806 için 20 adımı 

Sonuç olarak (0, O) ın civarında başlayan çözümlerin, Euler metodu ile bir 

spiral çizerek uzaklaştığım, Implicit Euler metodu ile yine bir spiral çizerek 

(0, O) denge durumuna gittiğini, Implicit Midpoint metodu ile ise o noktadan 

geçen ve orijin merkezli bir çember üzerinde olduğunu söyleyebiliriz. Şu halde 

bu algoritmalar içinde (2.2.1) sisteminin temel yapısım en iyi koruyan algo

ritma Implicit Midpoint algoritmasıdır. 

2.3 Harmonik Salınım Hareketinin Center Preserving 

Algoritması İle İncelenmesİ 

y+y=O (2.3.1) 

2.mertebeden diferansiyel denklemini düşünelim. Center-Preserving Algorit

ması h > O adım aralığı olmak üzere 

.. y ( t + h) - 2y ( t) + y ( t - h) 
y = h2 

biçiminde verilir. Bu durumda (2.3.1) sistemimiz 

Yn+I + (h2
- 2)yn +Yn-ı= O 

fark denklemine dönüşür. xı = Yn ve x2 =Yn-ı alırsak sistemimiz 
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fark denklemine dönüşür. Bu fark denklemi de 

(2.3.2) 

biçiminde yazılabilir. Elde ettiğimiz fark denklemini bir dönüşüm gibi düşünürsek 

ve katsayılar matrisinin özdeğerlerini hesaplarsak bu özdeğerler 

~(2- h2 + ihvl4- h2) 
2 

~(2- h2
- ihvl4- h2) 

2 

olarak elde edilir. Bulduğumuz özdeğerlerin modüllerinin ı olduğu kolayca 

görülebilir. Özdeğerlerin modülleri ı olduğundan orijinin kararlılığı hakkında 

verdiğimiz teoremler yardımıyla bir yorum yapamayız. Eğer katsayılar ma

trisimiz (2.2.5) formunda olsaydı yörüngelerin bir çember üzerinde gezdiğini 

söyleyebilecektik. 

Fark denkleminin yörüngelerinin nasıl davrandığım parametrelerin bazı değer

leri için görmeye çalışalım. (2.3.2) fark denkleminin h = o.ı ve 4 farklı 

başlangıç noktası için ilk ıoo adımı aşağıda verilmiştir . 

•• gt 
• Q • o 

• Q 

• " • Q 

• Q 

0.5 • " • Q 

• Q 

• Q 

" 
" 

-1 -0.5 • Q 0.5 
Q 

-1 

Şekil 2.ı8: (2.3.2) nin (ı, ı) başlangıç noktası için ilk ıoo adımı 

2ı 



40 

20 

~ 

• 
-40 -20 • <? 

~ 
20 40 

• ~ • <f> 
<f> • -20 • <f> • • • • • • • • -40 •• •• • .,.. 

Şekil 2.19: (2.3.2) nin (0.2, 5) başlangıç noktası için ilk 100 adımı 

60 oo~'l 
~ o 

o o 
o o 

40 
o ~ 

~ 

o ~ 

~ • 
20 

o • 
o <f> 

·• <? 
~ 

-60 -40 -20 • 20 40 60 
<? <f> 

$ <f> -20 
<f> $ 

• $ 

• • • • -40 • • • • • • 
~: ... · -60 

Şekil 2.20: (2.3.2) nin ( -2, 5) başlangıç noktası için ilk 100 adımı 

200 

100 

-200 -100 ~ 
~ <? <f> 

<f> 

100 200 

-100 

-200 

Şekil 2.21: (2.3.2) nin (-10, 15) başlangıç noktası için ilk 100 adımı 

22 



Şimdi yörüngeleriınİzin hangi başlangıç noktasından başlarsa başlasın grafik

lerden de tahmin edilebileceği gibi elips olduğunu gösterelim. Yukarıdaki 

grafiklerden sistemin bir x0 = (x0 , y0)T başlangıç noktasından başlayan çözüm

lerinin 45° döndürülmüş orijin merkezli elips olduğunu düşünelim. Şimdi bunu 

görmeye çalışalım. Orijin merkezli bir elipsin denklemi 

x2 y2 
a2 + b2 =ı 

biçimindedir. Bu elipsi 45° saat yönünde döndürürsek (ki bu koordinat sistem

ini 45° saatin tersi yönde döndürmek demektir) 

yeni koordinat sistemimiz olur ve bu nedenle denklemde yerine yazarsak 45° 

döndürülmüş elipsirniz 

_!_(x + y) 2 + _!_(y- x) 2 =ı 
2a 2b 

biçiminde olur. Önce a ve b sabitlerini tahmin etmemiz ya da bulmamız 

gerekiyor. Yukarıda denklem bizim yörüngelerimiz olduğundan bir x 0 = ( x 0 , y0 )T 

başlangıç noktası olmak üzere 

Ax0 = 
( 

(2 - h
2
x)

0

xo - Yo ) 

noktalarımn 45° döndürerek elde ettiğimiz elipsin üzerinde olması gerekir. Bu 

ifadeleri denklemde yerine yazarsak b ve a ya göre 2 bilimneyenli 2 denklem 

elde ederiz ve bu denklemi çözersek 

a 

b -

2(xoyoh2 + (xo- Yo) 2) 
h2 

2(xoyoh2 + (xo - Yo) 2) 
h2 -4 

eşitliklerini elde ederiz. Şu halde aradığımız elips denklemi 

ı (x + y)2 + ı (y - x)2 - ı 
2( 2(xoyoh2+(xo-yo)2 )) 2( -2(xoyoh2+(xo-yo)2 )) -

h2 h2-4 
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yada 

(2.3.3) 

biçiminde bulunur. Şimdi bu denklernin aradığımız elipsin denklemi olduğunu, 

yam 

( x~+i)=(2-h
2 -ı)(xr) 

x~+I ı O x2 

dönüşümünün yörüngelerini temsil ettiğini ispatlamalıyız. Göstermemiz gereken 

şey Amxo ın da bu elipsüzerinde olduğudur. Bunu göstermek için türnevarım 

yöntemini kullanalım. 

m = 1 için doğruluğu açık. 

m= n için doğruluğunu kabul edelim. Yani 

değerinin elip üzerinde olduğunu kabul edelim. İşlem kalabalığından kurtulmak 

için 

( 
2- h

2 -ı ) n ( x0 ) = ( \ll1(x0 , Yo, h) ) 

ı O Yo \ll2(xo, Yo, h) 

diyelim. O halde (2.3.3) de yerine yazarsak 

((Wı(xo, Yo, h))2 + (\ll2(xo, Yo, h))2 - (2- h2 )\llı(xo, Yo, h)\ll2(xo, yo, h)) =ı 
xoyoh2 + (xo- Yo)2 

olduğunu kabul etmiş olalım. Şimdi de m = n+ ı için doğru olduğunu görelim. 

Göstermemiz gereken 

değerininelips üzerinde olduğudur. 

( 
2-ıh2 -ı )n+l ( xy

0

o ) ( 2-ıh2 -ı ) ( \ll 1(xo,Yo,h) ) 
O O \ll2(xo, Yo, h) 

_ ( (2- h2)Wı(xo, yo, h)- \ll2(xo, Yo, h) ) 

Wı(xo, Yo, h) 
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biçiminde yazalım. Şimdi bu değeri (2.3.3) denkleminde yerine yazalım. 

xoyoh2+Cxo-Yo)2 (((2- h2)Wı(xo, Yo, h)- w2(xo, Yo, h))2 

+('Wı(xo, Yo, h))2 - (2- h2)((2- h2)Wı(xo, Yo, h)- W2(xo, Yo, h))'Wı(xo, Yo, h))= ı 

eşitliğinin sağlandığını görmeliyiz. İfademizi sadeleştirirsek 

xoyoh2+Cxo-yo)2 [(2- h2 )2('Wı(xo, Yo, h))2 + (w2(xo, Yo, h))2 

-2(2- h2)'Wı(xo, Yo, h)'\ll2(xo, Yo, h)+ ('Wı(xo, Yo, h))2 

-(2- h2 ) 2 ('Wı(xo, Yo, h))2 + (2- h2 )'Wı(xo, Yo, h)'W2(xo, Yo, h)]= ı 

Basit sadeleştirmeler ile 

....:....( 'W_ı_.;.( x_o_, Y.;._o_, h-'-)-'-) 2_+--'--( 'W_2....:...( x_o__;, Y;.._o_, h-:,.):_) 
2
_-:-(-'-2_-_h---:-27) 'W_ı_.:.( x_o_, Y:;._o.;._, h_.;.)_w_2 (.:._x.;._o '-=-Yo....:..' ~h) = ı 

xoyoh2 + (xo - Yo) 2 

haline gelir. Bu zaten m= n için var olduğunu kabul ettiğimiz eşitlik idi. Şu 

durumda türnevarım ispatımız sona erer. Yani bir x0 = (x0 , y0)T başlangıç 

noktası ve h adım aralığı olmak üzere (2.3.ı) sisteminin "Center-Preserving 

Algoritması" kullanılarak· elde edilen yörüngeleri 

ı [ 2 2 2 h2 ( )2 x + y - (2 - h )xy] = ı 
XoYo + Xo- Yo 

elipsi üzerinde gezer. 

2.4 Lojistik Fark Denklemi 

r büyüme hızı, a sabit ve K = ~ olmak üzere 

dy y 
- = ry(ı- -) 
dt K 

(2.4.ı) 

diferansiyel denklemini düşünelim. (2.4.ı) sisteminin dinamiğini incelemek için 

Euler metodunu kullanırsak ve k = (l+:;)K, ), = ı + hr ve Un = ~ değişken 

değiştirmesini uygularsak ), > O olmak üzere 

(2.4.2) 

fark denklemini (Lojistik Fark Denklemi) elde ederiz. 
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Şimdi bu fark denkleminin yapısım inceleyelim. 

eşitliğinden a 1 = O ve a 2 = ı - i fark denklemimizin sabit noktaları yani 

denklemimizin denge çözümleridir. Sistemimizi 

f(u) = Au(ı- u) 

şeklinde bir dönüşüm gibi düşüne biliriz. j' (u) = A (ı - 2u) dur. 

Önce a 1 =O denge çözümünün kararlılık durumunu inceleyelim. Teorem 

(ı.4) a 1 =O denge çözümününün A < ı için asimtotik kararlı olduğunu söyle

mektedir. Çünkü 

j/(o)j = IA(ı- 2.0)1 = IAI = A <ı 

olmalıdır. 

a2 = ı - i yı düşünelim. a 1 = ı - i denge çözümününün 3 > A > ı için 

asimtotik kararlı oldugunu söylemektedir. Çünkü yine Teorem (ı.4) ten 

1/(1- ~)1 = IA(ı- 2(ı- ~))1 = 12- Ai< ı 
olmalıdır. 

Sonuç olarak A < ı için O sabit noktası asimtotik kararlı, diğer sabit nokta 

ı - i kararsız ve ı < A < 3 için O sabit noktası kararsız, diğer sabit nokta 

ı - i asimtotik kararlıdır. 

r = ı özel durumu için A = ı + h ve h > O olduğundan A > ı olur. Yani 

r = ı oldugunda h ne olursa olsun O denge noktası karasız ı - i denge noktası 

kararlıdır. r = 2 olduğunda ise h > ! için ı - i denge noktası kararlıdır, 

diğer denge noktası kararsızdır. O denge noktasımn kararlı olması için A < ı 

olmalıdır ki bunun için de rh < -ı yani r < -k olmalıdır. 
Aşağıdaki şekillerde verilen bir u0 başlangıç noktasından başlayan çözüm

lerinA mn farklı değerlerine göre nasıl hareket ettiğini görmektesiniz. Ayrıca 

yine aşağıdaki tablolarda belli bir A ve 0.3 başlangıç değerleri için (2.4.2) 

nin yörüngeleri verilmiştir, (ı- ı/(2.8)) = 0.6428571429 ve (ı- ıj(1.5)) = 

0.333333 ... olduğuna dikkat edelim. 
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0.8 

0.6 

0.4 

0.2 
n 

2 4 6 8 

Şekil 2.22: (2.4.2) nin A = 0.8 ve u0 = 0.3 için yörüngesi 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

ı 
u =

n 3 
/ 

--+-----------------~n 

2 4 6 8 

Şekil 2.23: (2.4.2) nin A = 1.5 ve u0 = 0.8 için yörüngesi 

0.8 
un= 0.6429 ... 

~ 
0.6 

0.4 

0.2 

--+-----------------~n 

2 4 6 8 

Şekil 2.24: (2.4.2) nin A = 2.8 ve u0 = 0.3 için yörüngesi 
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Ayrıca basamak- adım diyagramı ile de bir u0 noktasından başlayan çözüm

lerin zamandan bağımsız olarak nasıl hareket ettiğini de görebiliriz. Aşağıdaki 

grafiklerde de yukarıda verilen u0 ve >. değerleri için basamak - adım diyagram

ları verilmiştir. 

y 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

y=x 

y =Ax(I-x) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 
X 

Şekil 2.25: (2.4.2) nin >. = 0.8 ve u0 = 0.3 için basamak-adım diyagramı 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

y 
y=x 

y =A.x(l-x) 

X 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Şekil 2.26: (2.4.2) nin >. = 1.5 ve u0 = 0.85 için basamak-adım diyagramı 
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y y=x 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

X 

0.2 0.4 0.6 0.8 

Şekil 2.27: (2.4.2) nin >. = 2.8 ve u0 = 0.3 için basamak-adım diyagramı 

>. = ı durumu kararlılıgın bir denge çözümünden diger denge çözümüne 

geçtigi durumdur. Bu durumda O denge çözümü kararlılıgım ı - İ denge 

çözümüne verir. Aşagıdaki şekilde >. parametresine bağlı olarak sabit nokta

ların kararlılıklarımn nasıl degiştigini görebilirsiniz. 

u 
kararlı 

kararsız 

Şekil 2.28: (2.4.2) nin O < >. < 3 için çatallanma diyagramı 

>. > 3 olduğunda ı - ~ denge çözümü kararlılıgım yitirir. Ve bu deger için 

Un dizisi oldukça hızlı bir şekilde 2 periyodlu iki nokta arasında gidip gelir. 

Bunu görmek için (2.4.2) fark denklemini 

f: [0, ı] ---t JR, f(x) = >.x(ı- x) 

şeklinde bir dönüşüm gibi düşünüp j2(x) - x = O denkleminin çözümünün 
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varlığım araştırmalıyız. Denklem çözüldüğünde .A > 3 için 

X ı 
.A + 1 + J .A 2 

- 2.A - 3 
2.A 

biçimine bulunan x1 ve x2 nin (2.4.2) fark denkleminin 2 periyolu periyodik 

noktaları olduğu belirlenir. Yani denge çözümümüzün yerini yeni bir 2 periy

odlu çözüm alır. Mesela .A = 3.2 için herhangi bir u0 noktasından başlayan 

çözümler belli bir adım sonra (20 adım yeterlidir) 0.5130 ... ve 0.7995 ... nok

taları arasında gidip gelirler. Aşağıdaki grafikte (0, 1) aralığından başlayan 

yörüngeleriçin 2 periyodlu yörünge verilmiştir. 

y 
y=x 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

--~----------------~~ X 
0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Şekil 2.29: (2.4.2) nin .A = 3.2 ve u0 = 0.3 için basamak-adım diyagramı 

0.8 0.7995 

0.6 

0.4 

0.2 

--+-------------------~ n 
10 20 30 40 50 

Şekil 2.30: (2.4.2) nin .A = 3.2 ve u0 = 0.3 için yörüngesi 
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..\biraz daha arttırıldığında, yaklaşık..\ = 1 +J6 için bu 2 periyodlu salımm

daki herbir nokta kararlılıklarım kaybederek benzer biçimde 4 periyodlu ik

işer noktaya ayrılır. Yani Un dizimiz, yörüngemiz, 4 periyodlu bir salıruma 

girer, periyodik çözünıünıüz 4 periyodludur. Mesela ..\ = 3.5 için periyo

dik çözünıünıüz belli bir adım sonra 0.3828, 0.5009, 0.8269 ve 0.8750 noktaları 

arasında gidip gelir, aşağıdaki şekilde de görüldüğü gibi. 

Bu düzen böylece devam eder ve 8, 16, 32 periyodlu çözümler görülür ..\ 

artarken. Bu yeni çözümlerin oluştuğu parametre değerlerine "çatallanma 

değeri" denir. 

y 

y=x 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 
y = A.x(l-x) 

X 
0.2 0.4 0.6 0.8 1 

Şekil 2.31: (2.4.2) nin..\= 3.5 ve u0 = 0.3 için basamak-adım diyagraını 

u. 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

n 
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 

Şekil 2.32: (2.4.2) nin ..\ = 3.5 ve u0 = 0.3 için yörüngesi 
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..\mn yaklaşık olarak 3.544 değerinde bahsetmiş olduğumuz periyodik nok

talar kararlılıklarım kaybederek ikişer ikişer 8 periyodlu periyodik noktalar 

ayrılır. Bu şekilde devam edildiğinde kararlı periyodik noktalar belli bir değer

den sonra kararlılıklanın periyodu kendisinin iki katı olan periyodik noktalara 

vererek kararsız hale gelirler. 

A > 3.57 değerinden sonra bu düzen bozulur ve yörüngeler ..\nın değerine 

göre düzgün bir şekilde ifade belirlenemez. Mesela ..\ = 3.65 için yörünge 

aşağıdaki gibidir. Yaklaşık olarak 0.3 ile 0.95 değerleri arasında sallanmaktadır 

fakat salırum biçimi düzgün ve periyodik değildir. Bu durum için "kaotik" 

terimi kullamlmaktadır. 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

--+----------------------?n 
10 20 30 40 50 

Şekil 2.33: (2.4.2) nin ..\ = 3.65 ve u0 = 0.3 için yörüngesi 

..\ parametresine bağlı olarak kararlı denge noktalarımn grafiği, yani çata

lanma diyagramı aşağıdaki gibidir. 
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0.8 

Şekil 2.34: (2.4.2) nin A ya bağlı olarak çatallanrna diyagramı 
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3 PERiYODiK ÇÖZÜME SAHİP SiSTEM

LERiN NÜMERiK ANALİZiNE İLİŞKİN 

BİRTEOREM 

Teorem (3.ı) periyodik çözüme sahip ve belirtilen özellikleri taşıyan sis

temlerin nümerik metodlar kullamlarak incelendiğinde bu periyodik çözüm 

civarında bir kapalı invaryant eğri elde edildiğini söylemektedir. Dikkat edilmesi 

gereken bir nokta teoremin "en az Euler algoritması" kadar doğru olan algo

ritmalar için geçerli olduğudur. 

Tanım 3.1 M Ç lRn olmak üzere f: M Ç lRn -t lRn fonksiyonunu dü§Ünelim. 

Eğer her x E M için f ( x) E M oluyorsa M ye invaryant küme ya da f altında 

invaryanttır denir. 

Teorem 3.1 x E JR.n olmak üzere 

x=f(x) (3.ı) 

diferansiyel denklemini ve onun J-ı1 , J-ı2 , ... , 1-Ln-ıı 1-Ln = ı karakteristik çarpanları 

ile verilen x = cp(t) periyodik çözümünü dü§ünelim. 

Xk+I = F(xk, h) 

denklemi de {3.1} in en az Euler kadar doğru olan bir sonlu fark yakla§ımının 

denklemi olsun. Eğer ya 1~-Lil < ı, i = ı, 2, ... ,n - ı ya da 1~-Lil > ı, i = 

ı, 2, ... ,n- ı ise fark denklemi uygun küçüklükteki h değerleri için x = cp(t) 

periyodik çözümü yakınında bir r kapalı invaryant eğrisine sahiptir. Ayrıca r 
ye yeterince yakın bir Xo için k -t 00 ( -00) iken Xo ın X k iterasyonları r içine 

spiral çizer ([4]). 

Örnek 3.1 

x+c(x2 -l)x+x=O 

sistemini dü§ünelim. Sistemi 

X - y {3.2} 

y -x- c(x2
- l)y 
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formunda yazabiliriz. 

Uygun küçüklükteki pozitif c değerleri için sistemimizin x = cp(t) periyodik 

çözümü vardır {[6}). Teorem {3.1) i uygulayabilmemiz için J.-lı karakteristik 

çarpanının ı den farklı olması gerekir. x = cp(t) periyodik çözüm olduğundan 

diğer karakteristik çarpan J.-l2 nin ı olduğunu biliyoruz {[6}). {3.2) nin bir 

periyodik çözümü olan 

( 

2cost 
cp(t) = 

-2sint 
) +O( e) 

civarında {3.2) yi lineerize edersek 

. ( o (= 
-ı+ 8ccostsint 

ı 

-c(2cost)2 -ı) 

sistemi elde edelir. Buradan sistemin iki karakteristik çarpanının çarpımı ( 1. 5) 

den 

f-lıf-l2 - /-lı 

( /

2
7r ı cos 2t ) 

- exp -c 

0 

[4("2 + -
2
-)- ı]dt + O(c2

) 

exp( -27rc + O(c2
)) 

bulunur. J.-lı yeterince küçük pozitif c değerleri için ı den küçüktür. Sonuç 

olarak {3.2) sisteminin en az Euler kadar doğru sonuç veren her sonlu fark 

yakla§ımı, uygun küçüklükteki h > O ve c > O değerleri için 2 yarıçaplı çember 

yakınında bir kapalı invaryant eğriye. sahiptir. Farklı parametre değerleri için 

yörüngeler a§ağıda verilmi§tir. Bu grafikleri elde ederken en az Euler kadar 

doğru sonuç veren Implicit Midpoint algoritmasını kullandık. {3.2) lineer bir 

sistem olmadığından Implicit Midpoint algoritması ile bir yakla§ımını kapalı bir 

formda ifade edemiyoruz. c değeri küçüldükçe invaryant eğrimiz çembere daha 

çok yakla§acaktır. c= O için ise {3.2) sisteminin {2.2.1) sistemine dönü§tüğü 

açıktır. Bu durumda çözümler 27r periyodludur ve orijin kararlı denge nok

tasıdır. 
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• Şekil 3.1: (3.2) nin x0 = ( -0.5, 0.5), c= 0.1 ve h= 0.4 için ilk 5000 adımı 

Şekil 3.2: (3.2) nin x0 = ( -2, 2), c= 0.05 ve h= 0.4 için ilk 5000 adımı 

Şekil 3.3: (3.2) nin x0 = ( -0.5, 0.5), c= 0.1 ve h= 0.11 için ilk 5000 adımı 
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Şekil 3.4: (3.2) nin x0 = ( -0.5, 0.5), c= 0.1 ve h= 0.05 için ilk 5000 adımı 

Şekil 3.5: (3.2) nin x0 = ( -0.5, 0.5), c= 0.05 ve h= 0.05 için ilk 5000 adımı 

.. ······ ........ . 

·· ........ ····· 

Şekil 3.6: (3.2) nin x0 = ( -2, 2), c= 0.1 ve h= 0.05 için ilk 5000 adımı 
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Şekil 3.7: (3.2) nin x0 = ( -0.5, 0.5), c= o.ı ve h= O.Oı için ilk ı5000 adımı 

Örnek 3.2 

xı - -x2 + xı(ı- xi- x~) {3.3} 

x2 xı + x2(ı- xi- x~) 

sistemini düşünelim. Polar koordinatlara geçersek sistemimiz 

(3.4) 

biçiminde olur. Sistemimiz ı yarıçaplı çemberler olan kararlı periyodik çözüm

lere sahiptir. O halde bu çözümleri 

<P(t) ~ ( cost ) 

-sint 
(3.5) 

ile belirtebiliriz. Şimdi teoremin koşullarının sağlanıp sağlanmadığını görmek 

için cp(t) nin karakteristik çarpanlarını bulalım. 

Teorem (3.1) i uygulayabilmemiz için Jlı nin ı den farklı olduğunu görelim 

(J-ı 2 = ı olduğunu biliyoruz). {3.5} periyodik çözümü civarında {3.3) ü lineerize 

edersek 

( ı -3(cost)2ı- (-sint)2 

(= 
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sistemi elde edilir. Bu durumda sistemin iki karakteristik çarpanının çarpımı 

{1.5) den 

/-lı f-l2 /-lı 

- exp ({[2- 4(cos2 t + sin2 t)]dt) 

- exp Q[-2]dt) = exp(-4ır) 
bulunur. J-lı < ı olduğu son derece açıktır. O halde sisteminin en az Euler 

kadar doğru sonuç veren her sonlu fark yakla§ımı, uygun küçüklükteki h > O 

değerleri için ı yarıçaplı çember yakınında bir kapalı invaryant eğriye sahiptir. 

Farklı parametre değerleri için yörüngeler a§ağıda verilmi§tir. Bu grafik

leri elde ederken yine en az Euler kadar doğru sonuç veren Midpoint Algo

ritması kullanıldı. Ayrıca §ekillerde parametre değerine göre yörüngenin nasıl 

davrandığını daha iyi görmek için ı yarıçaplı çember de yer almaktadır. 

Şekil 3.8: (3.3) ün x 0 = (0.5, O) ve h = 0.5 için ilk ıooo adımı 
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Şekil 3.9: (3.3) ün x0 = (0.5, O) ve h = 0.51 için ilk 1000 adımı 

Şekil 3.10: (3.3) ün x0 = (0.5, O) ve h= 0.49 için ilk 1000 adımı 

Şekil 3.11: (3.3) ün x0 = (0.5, O) ve h= 0.2 için ilk 1000 adımı 
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Şekil 3.ı2: (3.3) ün x0 = (0.5, O) ve h= O. ı için ilk ıooo adımı 

Şekil 3.ı3: (3.3) ün x0 = (0.5, O) ve h = 0.05 için ilk ıooo adımı 

Şekillerde de görüldüğü gibi, h değeri azaldıkça hata azalmaktadır. Fakat 

bir h değeri için, h = 0.5 için kapalı yörünge olu§mamakta, adım sayısı sonsuza 

giderken sonlu bir küme olu§maktadır. Ama bu kümede bir invaryant kapalı 

eğri üzerindeki noktalardan olu§maktadır ve ilginçtir ki bu h değerinin sağında 

veya solunda bir değerde böyle bir durum meydana gelmemektedir. 

h değerleri için olu§ an yörüngelerin {kapalı invaryant eğriler) yarıçapları 

da h değeri azaldıkça azalmaktadır, h ile doğru orantılıdır ve bu yarıcap 

r =ı+ O(h) 

ile verilir. Bu yarıçapın r = ı+ O(h) biçiminde olduğunu §ekillerden tahmin 

edilebileceği gibi BEYN {5} tarafından da gösterilmi§tir. 
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Teorem (3.ı) in koşulları sağlanmadığında, mesela karakteristik çarpanların 

ikisi birden ı olduğunda periyodik çözüm civarındaki bir fark yaklaşımı kapalı 

invaryant bir eğri olmayabilir, aşağıdaki örnekte olduğu gibi. 

Örnek 3.3 

Xı - -x2 + xı(ı- xi- x~) 2 {3.6) 

X2 Xı + x2(ı - xi - x~) 2 

sistemini dü§ünelim. Polar koordinatlara geçersek sistemimiz 

{3.7) 

biçiminde olur. Sistemimiz ı yarıçaplı çemberler olan periyodik çözümlere 

sahiptir. O halde bu çözümleri 

( 
cost ) qy(t) = . 
sınt 

(3.8) 

ile belirtebiliriz. {3.8) periyodik çözümü civarında {3.6) sistemini lineerize ed

ersek 

sistemi elde edilir. Yukarıdaki denklemden sistemin iki karakteristik çarpanının 

çarpımı ( 1. 5) e§itliği kullanılarak 

MıM2 = Mı 

- exp (f Odt) = exp(O) = 1 

bulunur. Mı = ı dir. O halde Teorem {3.1) in ko§ulları sağlanmadı. Bu nedenle 

sisteminin en az Euler kadar doğru sonuç veren her sonlu fark yakla§ımının 

uygun küçüklükteki h > O değerleri için ı yarıçaplı çember yakınında bir kapalı 

invaryant eğriye sahip olduğunu Teorem {3.1) den söyleyemeyiz. A§ağıdaki 

grafik de Euler metodu ile bu sistemin periyodik çözüm civarında ba§layan bir 
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yörüngesi verilmi§tir ve görülmektedir ki bu yörünge ne kadar adım atarsak 

atalım bir invaryant kapalı eğri üzerinde gezmemektedir. 

··" ........ 

Şekil 3.14: (3.6) nın x0 = (0.5, 0.5) ve h= 0.01 için ilk 3000 adımı 
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4 THETA METODUNUN DİNAMİGİ 

4.1 Giriş 

Bu bölümde Theta metodunun verdiği sabit noktaların kararlılığı ve çekim 

bölgeleri ile yeterince küçük h değerleri için oluşan 2 periyodlu sahte çözümlerin 

varlığı ve kararlılığı üzerinde durulmuştur. Daha fazla bilgi için [7] önerilir. 

u'= g(u), u(O) = uo ( 4.l.ı) 

skaler otonom sıradan diferansiyel denklemini düşünelim. Theta metodu bu 

denklemi 

Uj = Uj-ı + h(ı- O)g(uj-ı) + hOg(ui) (4.1.2) 

fark denklemine dönüştürür. Burada h adım aralığı ve O :s; (} :s; ı,(} =J. O 

için (4.1.2) kapalı bir fark denklemidir. Bu yüzden genelde lineer olmayan 

denklemler için yörüngeyi bulurken adım adım hesaplama yapılmalıdır. Sabit 

katsayılı lineer problemde, g(u) =Au için, (4.1.2) den 

olmak üzere 

R(z) = ı+ (ı- B)z 
ı- (}z 

elde ederiz. R ye metodun kararlılık fonksiyonu denir. 

(4.1.3) 

Açıktır ki (} = O olması durumunda (4.1.2) bize Euler metodunu, B = ~ 

olması durumunda Trapezoid Kuralını ve(}= ı olması durumunda da Implicit 

Euler metodunu vermektedir. 

4.2 Sabit Noktaların Çekim Bölgeleri 

Açıktır ki ui f3 nın (4.1.2) fark denkleminin bir çözümü olması için gerek 

ve yeter koşul g(/3) =O olmasıdır. Yani (4.1.ı) sistemi ile (4.1.2) fark denklemi 

aynı sabit noktalara sahiptir. Theta metodu hiçbir zaman sahte sabit nokta 

üretmez. Varsayalım ui _ a (4.1.2) nin sabit noktası olsun ama (4.1.2) in sabit 
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noktası (denge noktası) olmasın. Bu durumda ( 4.1.2) den 

a - a + h(ı- B)g(a) + hBg(a) 

::::} h(ı- B)g(a) + hBg(a) =O, h=/= O 

::::} g(a) =O 

olur. Bu da a mn ( 4. 1. ı) in denge noktası olduğunu söyler. Yani Theta metodu 

asla sahte sabit nokta üretmez. 

Eğer g(/3) =O ve g'(/3) <O ise (4.1.ı) in sabit noktasımn kararlı olduğunu 

Teorem (Lı) den biliyoruz. Bu durumda (4.1.2) fark denkleminin sabit noktası. 

da hg'(/3), {z: ıR(z)ı <ı} aralığında olduğunda kararlı olur. Bunu görmek 

için ui = f(uj-ı) olmak üzere (4.1.2) den 

f(u) =u+ h(ı- B)g' (u)+ hBg(f(u)) 

biçiminde yazalım. f(/3) = f3 olduğu açıktır. ı- hBg' (!(u))=/= O için 

/(u)= ı+h(ı-B)g'(u) 
ı- hBg'(f(u)) 

bulunur. Teorem (ı.4) ten f3 mn kararlı sabit nokta olması için 

1

/(u)l = ıı+h(ı-B)g'(u)l <ı 
ı- hBg' (!(u)) 

olması gerekir. R metodun kararlılık fonksiyonu olmak üzere 

R(h '(/3))= ı+h(ı-B)g'(u) 9 ı- hBg'(f(u)) 

olduğundan hg'(f3) nin {z: ıR(z)ı <ı} aralığında olması ile mümkündür. 

U fak bir analizle 

ı::::~o < z < O 

ıR( z) ı < ı ? z < O , B = ~ (4.2.ı) 

z < O ya da z > 282_ı , ! < B :::; ı 

çift gerektirmesi elde edilir. 

g'(/3) =/= O ve B :2: ! olmak üzere u(t) - f3 (4.1.ı) sistemi için kararlı 

ise ui = f3 da h den bağımsız olarak (4.1.2) fark denkleminin kararlı sabit 
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noktasıdır. Bununla birlikte()>~ olduğunda (4.l.ı) in kararsız sabit noktaları 

g' (/3) > O ve h > g' (f3)~2B-ı) ise ( 4. 1.2) nin kararlı sabit noktasıdır. Bu durum 

Örnek (4.2) de örneklendirilmiştir. Yani() > ~ olduğunda (4.ı.ı) in kararsız 

sabit noktaları (4.1.2) fark denkleminin kararlı sabit noktası olabilir. () < ~ 

için de uygun küçüklükteki h değerleri için, h < - g'(f3)~ı-2e) için, (4.1.ı) in 

kararsız sabit noktası (4.1.2) nin kararlı sabit noktası olur. 

( 4. 1.2) fark denkleminin sabit nokta civarında nasıl davrandığı, salırum 

yapıp yapmadığı, yakınsamamu monoton olup olmadığı önemlidir. Bu durumu 

ele almak için ıR( z) ı < ı koşulu ile O < R( z) < ı koşulunu değiştirelim. Açıktır 

ki 

O< R(z) < ı{:} -ı < (ı- B)z <O 

çift gerektirmesi sağlanır. Buradan eğer g' (/3) <O ise 

(ı - B) h lg' (!3) ı < ı (4.2.2) 

olduğunda (4.1.2) fark denkleminin çözümü salımmsız bir hareket yapar, yani 

sabit noktaya bir tarafından yaklaşır. 

Teorem 4.1 g E Cl, g(/3) = O, g' (/3) < O, I c JR açık bağlantılı kümesindeki 

her u E I için g' (u) < O, /3 E I ve g~up := supxEI ı g' ( x) ı olsun. Eğer 

h(ı - B)g~up < ı 

ise herhangi bir u0 E I için (4.1.2) fark denkleminin yörüngesi f3 ya monoton 

olarak yakla§ır ve yörüngenin elemanları f3 nın tek bir tarafında kalır. 

Kanıt. Uj-ı E I iterasyonunu düşünelim. Eğer Uj-ı = f3 ise Uj = f3 dır ve 

sonuç açıktır. 

Uj-ı =1- f3 olsun. Hj-ı : JR -+ JR 

Hj-ı(u) :=u- h8g(u)- Uj-ı- h(ı- B)g(uj-ı) (4.2.3) 

fonksiyonunu tammlayalım. Hj-ı in sıfırı (4.1.2) nin çözümünü verir. Çj-ı E I 

olmak üzere Ortalama Değer Teoremini kullamrsak 

Hj-ı(uj-ı) - -hg(uj-ı) = -h(g(uj-ı)- g(/3)) 

- -hg' (Çj-ı)(uj-ı- !3) 
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biçiminde bulunur. Benzer olarak 

Hj-ı(/3) - f3- Uj-ı- h(ı- O)g(uj-ı) (4.2.5) 

(!3- Uj-ı)(ı + h(ı- O)g' (Çj-ı)) 

olur. ( 4.2.5) ve ( 4.2.4) den 

olur ( h(ı - O)g~up < ı olduğundan). O halde Hj-ı in sıfırı olan Uj, Uj-ı ile 

f3 arasındadır. Yani (4.1.2) nin çözümleri olan Uj ler Uj-ı ile f3 arasındadır. 

Çünkü I bağlantılı ve Hj-ı(ui) =O dır. Monotonluğu göz önüne alırsak sonuca 

ulCI.§ırız. • 

() = ı olduğunda h(ı - O)g~up = O < ı koşulu sürekli sağlanacağından bu 

tür davramş h den bağımsızdır. 

Örnek 4.1 g( u) = u(ı- u) fonksiyonunu dü§ünelim. Bu durumda f3 = ı sabit 

noktadır. g' (u) = ı - 2u olduğundan u > ~ için g' (u) < O dır. Bu durumda 

I C ( ~, oo) ala biliriz. f3 = ı atraktördür. Şimdi bu atraksiyonun mümkün en 

büyük tabanını elde edelim. 

Eğer~ < u0 < ı ise u0-c > ~ olacak §ekilde bir c değeri için I= ( u0 -c, ı+ 

c) alabiliriz. Bu durumdag~up = ı+2c ve {4.2.2} denklemih(ı-O)(ı+2c) <ı 

biçiminde olur. Bu ko§ul da uygun küçüklükteki c lar için (ı- O)h < ı olursa 

sağlanır. 

Eğer uo > ı ise I = ( ~, uo) alabil i riz. Bu durumda g:up = 2u0 - ı olur ve 

(4.2.2} denklemi h(ı- 0)(2u0 - ı) < ı biçiminde olur. Sonuç olarak (4.2.2} 

fark denkleminin bir uo dan ba§layan yörüngesinin f3 ya bir tarafından monoton 

olarak yakınsaması için a§ağıdaki zorunluluk elde edilir. 

{ ı , !<uo<ı 
(ı - O)h < _ı_ 

2uo-ı ' ı< Uo 

A§ağıdaki grafiklerde birkaç u0 değeri için h= O.ı ve()= 0.7 olmak üzere 

yörüngeler verilmi§tir. u0 < ~ için yörünge yine ı e yakınsar fakat bu yakın

sama Şekil 4.3 te görüldüğü gibi monoton olmayabilir. 
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Şekil 4.1: (4.1.2) nin g(u) = u(1- u) olmak üzere u0 = 1.2 için ilk 150 adımı 
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Şekil4.2: (4.1.2) nin g(u) = u(1- u) olmak üzere u0 = 0.2 için ilk 150 adımı 
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Şekil4.3: (4.1.2) nin g(u) = u(1- u) olmak üzere uo = -1.6 için ilk 150 adımı 
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Teorem 4.2 g E C1, g((3) = O,g' ((3) > O ve I c JR açık bağlantılı ve her u E I 

için g' (u) > O olmak üzere (3 E I ve g:nf := infxEI ı g' ( x) ı olsun. Eğer (} = 1 ve 

ı 1 

fıginf > 2 

ise (4.1.2} fark denkleminin yörüngesi (3 ya her iki tarafından salınarak yak

la§ır. 

Kanıt. Uj-ı E I iterasyonunu düşünelim. Eğer Uj-ı = (3 ise ui = (3 dır ve 

sonuç açıktır. 

Uj-ı =/:- (3 olsun. CTj-ı 

CTj-1 := Uj-1- hg(Uj-1) 

olarak tammlansın. ( 4.2.3) de tammladığımız H fonksiyonundan yararlanarak, 

Çj-ı E I olmak üzere 

elde edilir. Bu yüzden Uj-ı ve CTj-ı, (3 mn farklı tarafında yer alır. Her u E I 

için hg:nf > 2 olduğundan 

H;_1(u) = 1- hBg'(u) = 1- hg'(u) < -1 

dir. Önce Uj-ı < (3 olsun. Bu durumda Hi-ı ((3) = (3- Uj-ı > O dır. Herhangi 

bir u> Uj-1 için 

u 

Hj-ı(u) - Hj-ı(uj-ı) + J H;_1(u)du , (H;_c1(u) < -1) 
Uj-1 

< Hj-ı(Uj-ı)- u+ Uj-1 

dir. Burada u yerine CTj-ı yazarsak Hj-ı(CTj-ı) <O olur. Yani Hj-ı in ui kökü 

için Uj E ((3, CTj-ı) yazılır. O halde Uj-ı < (3 olduğundan ui ile Uj-ı, (3 mn 

farklı tarafında yer alır. Uj-ı > (3 durumunda da benzer biçimde yapılır. • 

Örnek 4.2 g(u) = 2(u- 3) +(u- 3)3 fonksiyonunu dü§ünelim. (3 = 3 sabit 

noktadır ve g' (u) = 2 + 3(u- 3)2 2: 2 dir. Şu halde (4.1.2} fark denklemi için 

49 



/3 = 3 e yeterince yakın başlayan çözümler hg;nf > 2 için sabit noktaya salınım 

yaparak yakınsar. h = 1 ve u0 = 3.8 için yörünge aşağıda verilmiştir. 

3.8 

3.6 
Q 

3.4 o 
o 

3.2 G~'" 
~----=cc---=•-•-=--~~-

3 

2.8 00~-
0 

2.6 • 

O 20 40 ffl BO 

Şekil 4.4: (4.1.2) nin g(u) = 2(u- 3) +(u- 3)3 olmak üzere u0 = 3.8 için ilk 

150 adımı 

4.3 2 Periyodlu Yörüngeler 

Theta metodu hiçbir zaman sahte sabit nokta tiretmemesine rağmen 2 

periyodlu sahte çözümler üretebilir. Bu bölümde 2 periyodlu çözümlerin varlığı 

ve kararlılığı üzerinde duracağız. 

Eğer (v, w), v =1 w olmak üzere (4.1.2) nin 2 periyodlu bir çözümü ise 

yazılabilir. Buradan 

w - v + h(l- O)g(v) + hOg(w) 

v - w+ h(l- O)g(w) + hOg(v) 

v + h(l- 20)g(v) =w 

g(v) + g(w) =O 

(4.3.1) 

(4.3.2) 

elde edilir. Açıktır ki O = ~ için 2 periyodlu çözüm var olamaz. Theta meto

dunu Uj = S(uj-ı) olmak üzere (4.1.2) den 

S( u)= u+ h(l- O)g(u) + hOg(S(u)) 
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biçiminde yazabiliriz. v = S(w) ve w= S(v) dir. Eğer ı- h()g'(S(u)) =/=O ise 

s' (u)= ı+ h( ı- B)g' (u) 
ı- h()g'(S(u)) 

(4.3.3) 

şeklinde olur. Bu durumda (v, w) 2 periyodlu çözümü Teorem (1.6) dan 

IS'(v)S'(w)l <ı ise kararlı, IS'(v)S'(w)l >ı ise kararsızdır. IS'(v)S'(w)l <ı 

ise v ve w periyodik noktaları kararlıdır ve süreklilikten 2 periyodlu yörüngenin 

de kararlı olduğu kolayca görülebilir. 

v = S(w) ve w= S(v) olduğundan bizbukoşullarızv = hg'(v),zw = hg'(w) 

ve R, ( 4. 1.3) de tanımlanan kararlılık fonksiyonu olmak üzere ıR( Zv )R( Zw) ı < ı 

ve ıR(zv)R(zw)ı > ı ile değiştirebiliriz. 

Örnek 4.3 () < ! için g(u) = -2u ıuı olmak üzere {4.1.2} nin 2 periyodlu 

çözümü 

(4.3.4) 

ile, () >! için g(u) = 2u ıuı olmak üzere {4.1.2} nin 2 periyodlu çözümü 

(4.3.5) 

§eklindedir. İki durumda da 

, , 4 
g (V) = g (W) = ( 2(} - ı) h 

1

3- 2() 12 
ıR(zv)R(zw)ı = ı+ 28 

(4.3.6) 

§eklinde bulunur. O halde açıktır ki bu 2 periyodlu çözümün kararlı olması için 

gerekli ve yeterli §art() > ! olmasıdır. Çünkü {4.3.6} nın ı den küçük olması 

için gerek ve yeter ko§ul () > ! olmasıdır. Şu halde()< ! için g(u) = -2u ıuı 

olmak üzere (4.1.2} nin 2 periyodlu çözümü 

(4.3.4) 

kararsızdır. 
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Şekil 4.5: (4.1.2) nin g(u) = -2u Jul olmak üzere h= 0.1, B= 0.6 ve u0 = 63 

için ilk 100 adımı 

o 
40 o 

20 

o 

-20 

-40 o 

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo 
o o 

20 40 60 BO 100 

000
0oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo 

Şekil 4.6: (4.1.2) nin g(u) = -2u Jul olmak üzere h= 0.1, B= 0.6 ve u0 = 37 

için ilk 100 adımı 

Yardımcı Teorem 4.1 g sürekli olmak üzere (4.L2) fark denklemini dü§üne

lim. Uygun küçüklükteki h değerleri için varsayalım (v, w) sürekli olarak h ye 

bağlı olan 2 periyod lu çözüm olsun ve g( v) ile g( w) küçük h değerleri için O 

dan uzakta sınırlı olsun. Bu durumda h ---+ O için 

Jvl---+ oo, lwl---+ oo, Jg(v)l---+ oo, Jg(w)l ---+ oo 

olur. Ayrıca yine küçük h değerleri için 

vw <O , (1- 2B)vg(v) <O , (1- 2B)wg(w) <O 
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olur ve v ile w monoton olarak sonsuza gider. 

Kanıt. 

v + h(ı- 20)g(v) =w 

g(v) +g(w) =O 

denklemlerini hatırlayalım. Varsayalım h~ O için v sınırlı olsun. Bu durumda 

hg(v) ~ O olur ki bu durumda (4.3.ı) den w ~ v olur. Buradan da (4.3.2) 

den g(v) ~O olur. g(v) küçük h ler için O dan uzakta sınırlı olduğundan bu 

bir çelişki dir. O halde kabulumuz h ~ O için v nin sınırlı olması yanlıştır, yani 

v sınırlı olamaz. Benzer olarak da ıwı ~ oo olduğu gösterilir. 

g(v) ve g(w), O dan uzakta sınırlı olduğundan (4.3.2) den küçük h değerleri 

için vw < O olur. Eğer öyle olmasaydı v ~ oo için w ~ oo olurdu ve 

g(v) ile g(w) aynı işaretli olurdu ki buradan ıg(v) + g(w)ı ~ oo elde edilirdi. 

(4.3.1) den h~ O iken 

ı ( ) ı = _!.ıvı + ıwı ~ 
g V . h ı ı - 2(} ı OO 

olur. Benzer olarak ıg(w)ı ~ oo olur. 

Yine ( 4.3. ı) den küçük h değerleri için 

v2 + h(ı- 20)vg(v) = vw <O 

ıs e 

(ı- 20)vg(v) <O 

olur. Simetriden 

(ı- 20)wg(w) <O 

olduğu gösterilir. Şimdi yörüngenin monoton olarak sonsuza gittiğini göster

meliyiz. Bunun için de önce 

lim ( inf ıvi) = oo ve lim ( inf ıwl) = oo 
h*--.0 O<h<h* h*--.0 O<h<h* 

(4.3.7) 

olduğunu göstermeliyiz. 
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Genel durumu bozmadan varsayalım lim ( inf lv!) < oo olsun. Bu du
h*-+0 O<h<h* 

rum da ( 4.3. ı) den 

lim ( inf lv- wl) ~ 1ı- 2fJIIim ( inf h lg(v)l) =O 
h*-+0 O<h<h* h*-+0 O<h<h* 

olur. Süreklilikten 

lim ( inf lg(v)- g(w)l) =O 
h*-+0 O<h<h* 

ve bu durumda ( 4.3.2) den 

lim ( inf lg(v)l) =O 
h*-+0 O<h<h* 

olur. Bu durum mümkün olmadığından varsayımımız yanlıştır. 

Sonuç olarak küçük h değerleri için v ve w nin monoton olarak sonsuza 

gittiğini göstermeliyiz. Yine genel durumu kaybetmeden varsayalım h -----+ O 

için v-----+ oo ve w-----+ -oo olsun. Farzedelim v monotonluğunu h* küçük adım 
1\ 

aralıklarında kaybetsin. O zaman eğer herhangi bir adım aralığı için h < h* 
1\ 1\ 

olursa v(h) = v(h*) olur ki buradan (4.3.ı) i kullanırsak w(h) > w(h*) elde 
1\ 1\ 

ederiz. Benzer olarak herhangi bir adım aralığı için h< h*,w(h) = w(h*) olur 
1\ 

ise (4.3.ı) den v(h) < v(h*) olur. Bu ifadeler (4.3.7) ile çelişir. • 

Teorem 4.3 Yardımcı Teorem (4.1} deki kO§Ullar sağlansın ve g E C1 olsun. 

Bu durumda 

1. Küçük h değerleri için fJ < ~ ise 2 periyodlu çözüm kararsızdır. 

2. Küçük h değerleri için fJ > ~ ise 2 periyodlu çözüm kararlıdır. 

Kanıt. 

1. Genelliği bozmaksızın varsayalım v -----+ oo olsun. Bu durumda Yardımcı 

Teorem ( 4. ı) den 

v -----+ oo, g( v) -----+ -oo, w -----+ -oo, g( w) -----+ oo 

elde edilir. Şimdi v ve w ye uygun olarak küçük ve sabitlenmiş h > O 

sayısını düşünelim. M > O olmak üzere h -----+ h - 8t > O küçük pertur

basyonunu ele alalım. Buradan yine Yardımcı Teorem (4.ı) e dayanarak 

54 



bv >O, bw <O olur. (4.3.ı) den 

g(v) -ı 
--= 
V- W h(ı- 20) 

(4.3.8) 

dır. Eşitliğin sol tarafı negatiftir ve h -r O için bu negatif sayı daha da 

küçülecektir. Aslında burada h sabit amah-bt perturbasyonu ile O a 

yaklaşmaktayız. Şu halde 

g(v) g(v+fıv) -- > ---'-"---~-
V- w v + 8v- (w+ 8w) 

olur. Bu yüzden uygun küçüklükteki perturbasyonlar için (Ortalama 

Değer Teoremini de kullanarak, yani 

g(v + 8v)- g(v) = (v + 8v- v)g
1 

((), (E (v, v + 8v) 

eşitliğini kullanarak) 

g(v+fıv)(v-w) - (g(v)+8vg
1

(v))(v-w) 

< g(v)(v-w+bv-"-bw) 

ve buradan da ( v -r oo için g(v) -r -oo olduğundan 9
1 

(v) <O olduğunu 

göz önüne alırsak) 

8vg
1 

(v)(v- w) < g(v)(fıv- 8w) 
-ı 

- (v-w) h(ı _ 20) (8v- 8w) 

elde edilir. 
1 -ı 8w 

g(v) < h(ı-20)(ı- bv) 

ve benzer olarak 
1 -ı 8v 

g(w) < h(ı-20)(ı- 8w) 

elde edilir. Buradan 

(4.3.9) 

(4.3.10) 

R(Z )R(Z ) _ı= hg
1 

(v) + hg
1 

(w)+ h(ı- 20)g
1 

(v)hg
1 

(w) 
v w (ı- Ohg1 (v))(ı- Ohg1 (w)) 

olur. (4.3.9) ve (4.3.10) dan paydamn ve payın pozitif olduğu açıktır. Şu 

halde R(Zv)R(Zw) - ı > O yani IR(Zv)R(Zw)l > ı dir. Bu da istenilen 

kararsızlık durumunu verir. 
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2. Bu durumda da ilk kısımda yapılan ispata benzer ispat yapılır. Genelliği 

bozmaksızın varsayalım v ---+ oo olsun. Bu durumda 

v---+ oo,g(v)---+ oo,w---+ -oo,g(w)---+ -oo 

elde edilir. Benzer yollar ile 

1 -l 6w 
g (v) > h(l- 28) (l- 6v) 

1 -l 6v 
g (w) > h(l- 28) (l- 6w) 

elde edilir. Ve IR(Zv)R(Zw)l < 1 olduğu kolayca görülür . 

(4.3.11) 

( 4.3.12) 

Şimdi de 2 periyodlu çözünılerinin varlığına değinelim. Bu nedenle önce 

aşağıdaki tarumları verelim. 

Tanım 4.1 

• g E cı ve juj ---+ oo için g
1 

(u) ---+ +oo oluyorsa g ye pozitif süperlineer 

fonksiyon denir. 

• g E cı ve juj ---+ oo için g
1 

(u) ---+ -oo oluyorsa g ye negatif süperlineer 

fonksiyon denir. 

• g E cı ve her u için O < g1 

(u) < D olacak şekilde bir D sabiti varsa g 

ye pozitif sublineer fonksiyon denir. 

• g E cı ve her u için -D < g1 

(u) < O olacak şekilde bir D sabiti varsa 

ve g( u*) = O olacak şekilde u* E IR varsa g ye negatif sublineer fonksiyon 

denir. Bu durumda u* tektir ve kolaylık olsun diye biz u*= O alacağız. 

Teorem 4.4 g pozitif süperlineer olmak üzere (4.1.2) fark denklemini düşüne

lim. 

1. Uygun küçüklükteki h değerleri için g(v) ile g(w), O dan uzakta sınırlı 

olmak üzere sürekli olarak h ye bağlı olan (v, w) 2 periyodlu çözümün var 

olması için gerekli ve yeterli koşul B > ~ olmasıdır. 
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2. (} =/= O için j ----+ oo iken lui 1 ----+ oo ve { Uj }~o monoton olacak §ekilde bir 

nümerik çözüm bulunamaz. 

Kanıt. 

1. ==::} (} > ! olsun. g süperlineer olduğundan g( u) yeterince büyük lul lar 

için, mesela lul 2: L için monoton olsun. İspatın doğruluğunu etkile

rneksizin lul < L için g(u) yu tekrar her u için monoton olacak şekilde 

tammlayabiliriz. 

(4.3.1) ve (4.3.2) den eğer (v, w) bir 2 periyodlu çözüm ise 

g(v)- g(w) 1 
= e 

V- W h(2 -1) 
( 4.3.13) 

g(v) = -g(w) (4.3.14) 

şeklindedir. Şimdi orijinden geçen ve eğimi ı h( l-ı) ı olan doğruyu düşüne
lim. g süperlineer olduğundan küçük h değerleri için bu doğruyla v > O 

ve w < o gibi noktalarda kesişecektir öyle ki (4.3.13) sağlanacaktır. g 

monoton olduğundan doğruya sabitler ekleyerek (4.3.14) sağlamncaya 

kadar kesişim noktalarım değiştirebiliriz (Doğruyu eğimini değiştirme

den aşağı yukarı oynatarak söz konusu duruma ulaşabiliriz.). Bu da her 

küçük h için 2 periyodlu çözümün varlığım söyler ve açıktır ki çözüm h 

ye göre süreklidir. 

g(u) 

w 
V U 

g(w) = -g(v) 

Şekil4.7: (4.1.2) için (v,w) 2 periyodlu çözümün varlığı 
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~ () < ! olsun. Yeterince büyük juj lar için, mesela lul 2::: M için 

sgn(g(u)) = sgn(u) olsun. İspatın geçerliliğini bozmadan juj < M için 

g(u) yu tekrar tammlayabiliriz Varsayalım her u =1 O için 

sgn(g(u)) = sgn(u) 

olsun. Yardımcı Teorem (4.1) den eğer (v, w) 2 periyodlu çözüm ise 

vw <O olur. O halde 
g(v)- g(w) > 

0 
v-w 

olur ki bu da ( 4.3. 13) ile çelişir. O halde () < ! olamaz, () > ! olmalıdır. 

2. p: JR~ JR,p(u) = u-Bhg(u) olsun. Theta metodu bu fonksiyon için 

biçiminde yazılır. Ortalama Değer Teoreminden 

olur. Buradan da 

(4.3.15) 

olur. Eğer jui-ıl ve luil yeterince büyük olursa ve aym işaretli olursa 

(1- Bhg' (zi)) <O olur ki istenilen buradan elde edilmiş olur . 

Örnek 4.4 g(u) = u5 fonksiyonunu dü§ünelim. Bu fonksiyon pozitif süperli

neer bir fonksiyondur 2 periyodlu çözümler 

biçimindedir. A§ağıdaki grafiklerde bazı h ve () değerleri için yörüngeleri görmek

tesiniz. Görüldüğü gibi()> ! için (4.1.2) fark denklemimiz 2 periyodlu çözüm 

üretmekte, diğer durumda çözümler bir noktaya yakınsamamakta ve her iki 

durumda da iterasyonlar monoton bir dizi olu§turmamaktadır. 
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-2 

Şekil 4.8: (4.1.2) nin g(u) = u5 olmak üzere h= 0.5, e= 0.51 ve Uo = 6 için 

ilk 150 adımı 

2 

20 40 60 80 100 

-1 

-2 

Şekil4.9: (4.1.2) nin g(u) = u5 olmak üzere h= 0.1,e = 0.7 ve u0 ~ 2.659147 

için ilk 150 adımı 

1e-+06 

. 
500000 . . . .. 

•• 
4 6 8 "' 14 

o 

-500000 . . 
• 

-1e+06 

Şekil 4.10: (4.1.2) nin g(u) = u5 olmak üzere h= 0.5, e= 0.4 ve Uo = 6 için 

ilk 150 adımı 
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Örnek 4.5 g(u) = uln(ı+jul) fonksiyonu da pozitif süperlineer bir fonksiyon

dur ve()> ! için (4.1.2) fark denklemi 2 periyodlu çözümlere sahiptir. A§ağı

daki grafiklerde u0 = ı ba§langıç noktası için yörüngeler verilmektedir. 

1.2e-t16 
1 e-t-16 
8e+15 
6e+15 
4e+15 
2e+15 

-2e+15 
300 400 500 

-4e+15 
-6e+15 
-8e+15 
-1 e+16 

-1.2e+16 

Şekil 4.11: (4.1.2) nin g(u) = uln(ı + lul) olmak üzere h = o.ı, () = 0.75 ve 

uo = ı için ilk ı50 adımı 

6e-t07 r······ .. .. 
4e-1{)7 

<) 

o .. .. 
2e-t07 .. .. .. ., 

o .. 100 200 300 400 500 
" -2e-1{)7 o 
<) .. 
" -4e-1{)7 o .. .,. 

-6e-1{)7 \. 

Şekil4.ı2: (4.1.2) nin g(u) = uln(ı + jul) olmak üzere h= O.ı,e =ı ve u0 =ı 

için ilk 500 adımı 

Örnek 4.6 Ba§ka bir pozitif süperlineer fonksiyon g(u) = u3 için (4.1.2) fark 

denkleminin bir çözümü a§ağıdaki gibidir. Bu fonksiyon için kararlı olan 2 

periyodlu çözümler 
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biçimindedir. 

6 

4 

O~cc:c:oooeo~ı>O<ıcoo=oo:o~ 

2 

o 2 4 6 8 10 12 14 

-2 
Q«ı:oo::eoc: :::::~o:::::::::::: »»oceo:::::::: :r»«oooo: ::::: :» 

-4 

Şekil4.13: (4.1.2) nin g(u) = u3 olmak üzere h= 0.5,B = 0.8 ve u0 = 6 için 

ilk 150 adımı 

Aşağıdaki teorem de g negatif süperlineer olduğunda 2 periyodlu çözümün 

var olması için gerek ve yeter şartın B< ! olduğunu söylüyor. 

Teorem 4.5 g negatif süperlineer olmak üzere (4.1.2) fark denklemini dü§Üne

lim. 

1. Uygun küçüklükteki h değerleri için g(v) ile g(w) O dan uzakta sınırlı 

olmak üzere sürekli olarak h ye bağlı olan ( v, w) 2 periyodlu çözümün var 

olması için gerekli ve yeterli ko§ul B < ! olmasıdır. 

2. B < ! ise metodumuz dissipative değildir yani, öyle bir K = K (h, B) 

vardır ki her k> K için (4.1.2) yi sağlayan uo, u1 çifti vardır ve luıl > 

luol =k olur. 

Kanıt. 

1. Teorem ( 4.4) ün ispatına benzer olarak ispatlanır. 

2. c > O olmak üzere B = ! - c olsun. Verilen bir u0 için 

h 
Ho( u):= u- 2(g(u) + g(u)) + ch(g(u)- g(uo))- uo 
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olarak tammlansın. Açıktır ki u --+ oo iken Ho(u) --+ oo ve u --+ -oo 

iken H 0 (u) --+ - oo şeklindedir. 

g negatif süperlineer olduğundan öyle bir K= K(h, B) vardır ki g, lul > 

K için monotondur ve 

juj >K==} g' (u) <O, ug(u) <O, jg(u)l > ~~ (4.3.16) 

dir. Şimdi u> K yı düşünelim. Eğer jg(u)i?: jg(-u)l ise (4.3.16) dan, 

uo = u alarak, 

H0 ( -u) := -2u- ~(g( -u)+ g(u)) + ch(g( -u)- g(u)) >O 

olur. Bu yüzden ( -oo, -u) aralığında Ho ın bir kökü vardır. Diğer 

taraftan jg(u)i < jg( -u)l ise (4.3.16) dan, u0 =-u alarak, 

Ho( u):= 2u- ~(g(u) + g(-u)) +ch(g(u)- g(-u)) <o 

olur. Budurumda da (u, oo) aralığında Ho ın bir kökü vardır. 

Gösterdik ki her k > K için (4.1.2) sağlayan öyle u0 , uı çifti vardır ki 

iuıl > luol =k dır . 

Teorem (4.5) in ilk kısmında bahsedilen 2 periyodlu çözüm Teorem (4.3) 

ten kararsız olmak zorundadır. 

Örnek 4. 7 g( u) = -u3 fonksiyonunu dü§ünelim. Bu fonksiyon negatif süper

lineer bir fonksiyondur ve uygun h ve () değeri için (4.1.2) fark denklemi 2 

periyodlu çözüme sahiptir. Bu 2 periyodlu çözümler h ve () ya bağlı olarak 

( 
J2h - 4h() J2h - 4h()) 
-h+ 2h() ' -h+ 2h() 

biçimindedir. Fakat bu çözümler itici olduklarından, örneğin () = O için sadece 

fi7h den ba§layan çözümler 2 periyodlu çözüm olu§turur, yakınında ba§layan 

çözümler O a gider. O kararlı sabit noktadır. A§ağıdaki grafiklerde bazı h ve () 

değerleri için yörüngeleri görmektesiniz. Görüldüğü gibi iterasyonlar monoton 

bir dizi olu§turmamaktadır. 
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2 **()()()()() ()()()()()()*()()()()()()()()()()() ()()()()**()()()()()()()()()()()() ()()()()()()() 

o+---~2c0----4~0----~so~--~B~0--~1=oo 

-1 

-2 ()()()()()()()()()()()()()()()<>()()()()()()()()()()()<>()<>()()()()()()()*()()()()()()()()()()()() 

Şekil4.14: (4.1.2) nin g(u) = -u3 olmak üzere h= 0.5,0 =O ve u0 = 2 için 

ilk 150 adımı 

2 

1.5 

0.5 

o 

Şekil4.15: (4.1.2) nin g(u) = -u3 olmak üzere h= 0.5, O= 0.4 ve u0 = 2 için 

ilk 100 adımı 

3 

2 

~~ 
a;w oc: c m c :ne ı :Gcıcıc:cocıc: 

20 40 60 BO 100 

Şekil 4.16: (4.1.2) nin g(u) = -u3 olmak üzere h= 0.5, O= 0.4 ve u0 = 3 için 

ilk 100 adımı 
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5 

o 20 40 60 80 100 

-5 

Şekil4.17: (4.1.2) nin g(u) = -u3 olmak üzere h= 0.1, () = 0.4 ve u0 = -10 = 

v'2fF4h9 için ilk 100 adımı 
-h+2hB 

Örnek 4.8 g(u) = -u( u- l)(u + 1) fonksiyonunu ele alalım. Bu fonksiyon 

negatif süperlineer bir fonksiyondur ve uygun h ve () değeri için (4.1.2} fark 

denklemi 2 periyodlu çözüme sahiptir. Bu 2 periyodlu çözümler h ve () ya bağlı 

olarak 

(
Jh(2B- 1)(-2- h+ 2hB) _ )h(2B- 1)(-2- h+ 2hB)) 

-h+ 2h() ' -h+ 2h() 

biçimindedir. Yine bu çözümler itici olduklarından, örneğin () = O için sadece 

(
Jh(2 +h) - )h(2 +h)) 

h ' h 

den ba§layan çözümler 2 periyodlu çözüm olu§turur, yakınında ba§layan çözüm

ler 1 kararlı sabit noktasına gider 

4 

2 

20 40 60 80 100 

-2 

-4 

Şekil 4.18: (4.1.2) nin g(u) =-u( u- l)(u + 1) olmak üzere h= 0.1, ()=O ve 

uo = )h(2 + h)/h için ilk 100 adımı 
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6 

4 

2 

20 40 60 80 100 

-2 

-4 

-6 

Şekil 4.19: (4.1.2) nin g(u) = -u( u- 1)(u + 1) olmak üzere h= 0.1, () = 0.3 

ve u0 ~ -7.141428 için ilk 100 adımı 

1.7 

1.6 

1.5 

1.4 

~ 

1.3 

1.2 
~ 

1.1 ~~ 
~. 

1 ""-
o 20 40 60 80 100 

Şekil 4.20: (4.1.2) nin g(u) = -u( u- 1)(u + 1) olmak üzere h= 0.1, () = 0.4 

ve uo = 1. 75 için ilk 100 adımı 

-1 ~:;:mı c ıccıcmıcc m 1 .. 
~ 

-1.1 ~ 
~ 

~ 

-1.2 

-1.3 
~ 

-1.4 

-1.5 

-1.6 

-1.7 

o 20 40 60 80 100 

Şekil 4.21: (4.1.2) nin g(u) = -u( u- 1)(u + 1) olmak üzere h= 0.1, () = 0.4 

ve uo = -1.75 için ilk 100 adımı 
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Yardımcı Teorem 4.2 gE C 1 tek fonksiyon ve her u için g' (u) <O olsun. 

Bu durumda() > ~ için (4.1.2) fark denkleminin ürettiği her {ui}~o çözüm 

dizisi için j ----+ oo iken ıui ı monoton olarak O a gider. 

Kanıt. Önce Uj-ı = O ise Uj = O olduğuna dikkat çekelim. Varsayalım 

Uj-I > O olsun. Eğer Uj > O ise g tek fonksiyon ve her u için g' (u) < O 

olduğundan g(O) = O ve buradan g(ui) < O ve g(uj-ı) < O olur. O halde 

(4.1.2) için 

Uj = Uj-I + h(Og(ui) + (1- O)g(uj-ı)) < Uj-I 

olur. Uj < O olsun. Varsayalım ıui ı > ıuj-ı ı olsun, bu durumda g( Uj) > 

-g(uj-ı) dir. Çünkü ıujı > ıuj-ıı ise -uj-ı > Uj dir ve g'(u) <O olduğundan 

g azalandır ve buradan da g tek fonksiyon olduğundan g( -Uj-ı) < g( Uj) ise 

g(ui) > -g(uj-ı) dir. 

Buradan 

dir (O > ! olduğundan yazılabilir). Og(uj) terimi yerine daha küçük olan 

-(1- O)g(uj-ı) terimini yazarsak 

O > ui = Uj-ı + h(Og(uj) + (1- O)g(uj-ı)) 

> Uj-ı + h(-(1- O)g(uj-ı) + (1- O)g(uj-ı)) 

> Uj-1 > 0 

olur ki O > O çelişkisi meydana gelir. O halde biz Uj-ı > O ise ıujı < ıuj-ıı 

olduğunu gösterdik. Benzer olarak Uj-ı < O ise ıuj ı < ıuj-ıl olduğu da kolayca 

gösterilir. Bu yüzden Uj-ı =/:-O ise ıuiı < ıuj-ıı olur. 

{ıuiı}~0 sınırlı olduğundan, limiti u* olan bir alt dizisinin limitine yakınsar. 

(4.1.2) den g(u*) =O ise u*= O olur (u* bir uk alt dizisinin limiti ise u* kararlı 

sabit nokta olur. O halde g(u*) =O ise u*= O olduğu açıktır). 

Monotonluk da; {luiı}~0 şeklindeki tüm dizilerin aynı limit noktasına 

sahip olması zorunluluğundan gelmektedir. • 

66 



Teorem 4.6 g pozitif sublineer olmak üzere (4.1.2} fark denklemini dü§üne

lim. 

• 

1. Küçük h değerleri için 2 periyodlu çözüm yoktur. 

2. Eğer g ( u0 ) ::f O· ise yeterince küçük h değerleri için herhangi bir { Uj} ~o 

nümerik çözüm dizisi monotondur ve j -t oo iken ıui ı -t oo olur. 

Kanıt. 

1. (v, w) 2 periyodlu çözüm ise() ::f ! dir ve z, v ile w arasında bir nokta 

olmak üzere (4.3.13) e Ortalama Değer Teoremini uygularsak 

1 ı 

g (z) = h(~- 1) ( 4.3.1 7) 

olur. g sublineer olduğundan yeterince küçük h değerleri için bu durum 

sağlanmaz. Buradan (4.3.13) sağlanmadığından istenilen elde edilmiş 

olur. 

2. Teorem ( 4.4) ün ispatına benzer olarak ispat yapılır. ( 4.3.15) eşitliğinden 

elde ettiğimiz ifade g pozitif sublineer olduğundan (1 - Bhg' (zi)) > O 

olarak bulunur ki bu da istenileni verir . 

Teorem 4.7 g negatif sublineer olmak üzere (4.1.2} fark denklemini dü§üne

lim. 

1. K üçük h değerleri için 2 periyod lu çözüm yoktur. 

2. Yeterince küçük h değerleri için herhangi bir { Uj} ~o nümerik çözüm 

dizisi monotondur ve j -t oo iken ı Uj ı -t O olur. 

Kanıt. 

1. (4.3.17) den bu kısım açıktır. 
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• 

2. Uj-ı i= O nontrivial durumunu düşünelim. g sublineer olduğundan ve 

g(O) =O olduğundan Vu için 

olur. 

lg( u) i :S D lul 

ı 
h<

- 2D 

seçelim. (4.3.ı5),(4.3.ı8) ve (4.3.ı9) dan 

luj - Uj-1 ı - 1 hg( Uj-I) 1 
ı- Bhg'(zJ) 

< h lg(uJ-ı)l 

< __!_D lu ·-ı 1 = iuJ-I 1 
2D 3 2 

(4.3.ı8) 

(4.3.ı9) 

olur. Buradan Uj ve Uj-ı nin her zaman aynı işaretli olması gerektiği 

kolayca görülebilir. ( 4.3.ı5) den 

sgn(ui- Uj-ı) = sgn(g(uJ-ı)) = -sgn(uJ-ı) 

dir. Buradan lui 1 < lui-I 1 olur ve istenilen sonuç elde edilir . 

Örnek 4.9 g(u) = -u fonksiyonunu dü§Ünelim. Bu fonksiyon negatif subli

neer bir fonksiyondur. Pozitif sublineer bir fonksiyona bir örnek de g(u) = 

2u - 1 ~ 1 fonksiyonudur. A§ağıdaki grafiklerde farklı ba§langıç noktaları ve her 

bir fonksiyon için (4.1.2) fark denkleminin yörüngeleri verilmi§tir. 

1.4 

1.2 

0.8 • 

Şekil 4.22: ( 4. 1.2) nin g( u) = -u olmak üzere u0 = 1.4, (} = 0.6, h = O. ı için 

ilk ı 00 adımı 
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-0.8 9 

-1 9 

-1.2 

-1.4 

Şekil 4.23: (4.1.2) nin g(u) =-U olmak üzere Uo = -1.4, e= 0.6, h= 0.1 için 

ilk 100 adımı 

7e-+OB 

6ei08 

5e-+OB 

4e-+OB 

3e-+OB 

2e-+OB 

1ei08 

20 40 60 BO 100 

Şekil 4.24: (4.1.2) nin g(u) = 2u- l~l olmak üzere Uo = 1.4, e= 0.6, h= 0.1 

için ilk 100 adımı 

20 40 60 BO 100 
0~--~----._--~--~~--~ 

-1 e-+08 

-2e-+OB 

-3e-+OB 

-4e-+OB 

-5e-+08 

-Se-+08 

-7e-+OB 

·~ . 
• . 

Şekil 4.25: (4.1.2) nin g(u) = 2u- l~l olmak üzere Uo = -1.4, e= 0.6, h= 0.1 

için ilk 100 adımı 
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