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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
_ KALITATIF KARAKTERLERININ
NUMERIK COZUMLER ALTINDA MUHAFAZA EDILMESi

Yunus OZDEMIR

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Danisman: Prof. Dr. Hiiseyin KOCAK
2003, 70 Sayfa

Bu ¢ahismada, .s'iirekli ve kesikli dinamik sistemlerle ilgili bazi temél
kavramlar verildikten sonra birka¢ 6zel dinamik sistemin niimerik analizi
yapilarak algoritma seciminin sistemin yapisina etkisi goriilmiistiir.

Periyodik ¢oziime sahip sistemlerin belli kosullar altinda bu periyodik
¢dziim civarinda bir invaryant egriye sahip oldugu bir teoremle verilmis ve
orneklerle agciklannmstir.

Son olarak, Theta metodunun yapisi incelenmistir. Theta metodunun
sabit noktalarimin c¢ekim bbolgeleri ve 2 periyodlu coziimlerinin varhigi ve
kararhhg iizerinde durulmugtur. Parametreye bagh olarak sahte sabit

noktalarin ve s‘ahfe 2 periyodlu ¢ﬁziimlerin var oldugu gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Fark denklemi, Theta metodu, Periyodik yoriinge,

Niimerik algoritma
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ABSTRACT

Master of Science Thesis

KEEPING QUALITATIVE PROPERTIES OF
DIFFERENTIAL EQUATIONS
UNDER NUMERICAL SOLUTIONS

Yunus OZDEMIR

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Mathematics Program

Supervisor: Prof. Hiiseyin KOCAK
2003, 70 Pages

In this study, after some basic notions of discrete and continious
dynamical systems are given, the effect of the choice of the algorithm to the
system’s construction is investigated by doing numerical analysis of some
special dynamical systems.

A teorem is given concerning the systems with periodic solution are
shown to an invariant curve near this periodic solution under specific
conditions, and this is explained through examples.

Finally, the structure of Theta method is examined. The basin of
attraction of fixed points and the existence and the stability of period two
solutions of Theta method are investigated. Depen‘din‘g on the parameter, the
existence of spurious fixed points and spurious period two solutions are

shown to exist.

Keywords: Difference equation, Theta method, Periodic orbit, Numerical

algorithm
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1 GIRIS

Bilinmektedir ki bir diferansiyel denklemi niimerik olarak ¢dzmek iste-
digimiz zaman karsimza fark denklemleri cikar, ki bu fark denklemleri kesikli
dinamik sistemlerdir. Bir kesikli dinamik sistemin hareketi bize siirekli sis-
temin hareketi hakkinda bilgiler verir. Ama acaba hangi metot, parametrenin
hangi degeri icin daha dogru sonuglar vermektedir?

z € R™ olmak {izere
z = f(z) (1.1)
otonom dinamik sistemini ele alahm. Bizim amacimiz bir dinamik sistemin
genel yapisimt incelemek degil, niimerik olarak coziimlerin yapisini incelemek

oldugundan dinamik sistemlerle ilgili teorik kavramlara fazla girmemeye ¢ahsa-

cagiz. Yine de dinamik sistemler icin temel bazi kavramlar: ele alalim.

Tamim 1.1 z = f(z) diferansiyel denklemi igin f(z) = 0 egitlifini saglayan

‘noktasina sistemin denge noktasy (kritik nokta, sabit nokta) denir.

Tamim 1.2 Hert igin z(t + T) = z(t) esitligini saglayan bir T pozitif says
bulunabiliyorsa z(t) ye T periyodlu periyodik ¢ozim ve bu T dejerine de z(t)

nin periyodu denir. Bu tirden sayilarin en kicigine esas periyod denir.

Denge noktasi ve periyodik ¢oziim kavramlar: son derece dnemlidir. Eger
denge noktasi ise bu noktadan baglayan ¢oziim yine zp 1n kendisidir. Sistem
bu noktada hareketsizdir. Bu nedenle denge noktasimin kararhligs da 6nem
kazanir. Eger bu nokta kararh ise verilen her ¢ komsuluguna kargilik bir ¢
komsgulugu vardir ki § komsulugundan baglayan c¢oziimler ¢ komsulugunda
kalir. 7y denge noktasimn asimtotik kararl olmasi icin de zo mn kararh ol-
masi ve § komsgulugundan baglayan ¢oziimlerin £ — oo iken denge noktasina
ulagmasi gerekir. Eger bu nokta kararsiz ise en az bir € komgulugu vardir ki bu
komsuluga karsilik § komgulugundan baglayan ¢oziimler € komgulugunda kala-
cak sekilde bir § komgulugu bulunamaz. Sikca kullandigimiz agagidaki teoremi

verelim.



Teorem 1.1 z € R olmak tizere, zo noktas: z = f(z) sisteminin denge noktas
ve f € C! olsun. f'(xz0) < 0 ise zo denge noktasy kararh denge noktas,

f'(zo) > 0 ise 7y denge noktas: kararsiz denge noktasidur ([1)).
Eger (1.1) sistemi lineer bir sistem ise A bir kare matris olmak {izere
z = Ax (1.2)

biciminde yazilabilir. Burada A ya katsayilar matrisi denir. Eger A min deter-
minant1 0 dan farkh ise sistemin tek denge noktasi orijindir. A nin determi-

nantinin 0 olmas: durumunda ise sonsuz denge noktasi vardir.
Teorem 1.2 (1.1) sistemi lineer bir sistem ve katsayilar matrisi A olsun.

1. A nan ozdeferlerinin reel kismi negatif ise orijin asimtotik kararls denge

noktasidar.

2. A man dzdejerlerinin birinin reel kismu pozitif ise orijin kararsiz denge

noktasider ([1]).

Eger sistem lineer degil ise denge noktasimin kararlihigim analiz etmek icin
sistemi bu denge noktas: civarinda lineerize etmeliyiz. Sistem lineerize edildik-
ten sonra yukarida verilen teoremler yardimiyla denge noktasimin kararhilifi

hakkinda bir sonuca varilabilir.

Tamim 1.3 z;(t), z2(t), ..., za(t) (1.2) sisteminin n tane lineer bafimsiz ¢ozim-

leri olmak tizere
o) = (@1(t) 22t) - walt) ) - (13)

matrisine (1.2) sisteminin temcl matrisi denir. |
®(t) nin tek olmadigr agiktir. c sabit vektor olmak tizere
z(t) = @(t)c
bigiminde yazilir. Verilen bir z(¢y) = zo baglangi¢ kosulu i¢in zo dan baglayan
¢ozlim
z(t) = ®(t)®(to)zo
bicimindedir.

’ Anadolu Universites
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Teorem 1.3 A(t), T periyodlu n X n tipinde siirekli bir matris olmak tzere
z=A{t)x ,teR (1.4)

stirekli sistemini digiinelim. (1.4) in her ®(t) temel matrisi, P(t) T periyodlu

ve B ‘sabit n x n lik matrisler olmak tzere
®(t) = P(t)e?"
biciminde yazilir ([3]).

C = BT matrisine (1.4) sisteminin monodromy matrisi denir. Bu matrisin
ozdegerlerine sistemin karakteristik carpanlar: denir ve p;,7 = 1,2, ..., n karak-
teristi carpanlar olmak tizere bu karakteristik carpanlar1 hesaplamak icin genel

bir metot olmamasina ragmen karakteristik ¢arpanlarin ¢arpimi icin

T

P1Pa---Pr, = €XP( / TrA(t)dt) (1.5)

esitligi gecerlidir. (1.4) sisteminin asikar denge noktasimun kararhilik tipinin
belirlenmesinde de bu karakteristik carpanlar kullanilabilir. Eger tiim karak-
teristik carpanlarin modiilleri 1 den kiiciik ise orijin asimtotik kararli denge

noktasidrr.

1.1 Fark Denklemleri

Bir niimerik metot yardimiyla sistem incelenirken kargimiza fark denklem-

leri cikar. Eger fark denklemi 1. mertebeden ise

Cea=pe) (L

bigiminde ifade edilir. Goriilmektedir ki (1.1.1) sadece z,, ye baghdir. Eger bu

Tn+1, Tn—1 € de bagh olsayd:

Tnt1 = P(Tn) + ¢(ZTn-1)

formunda olacakt: ve ikinci mertebeden fark denklemi adimi alacakti. Niimerik
algoritmalar bu bicimde fark denklemleridir ama elbette baz1 parametre deger-

leriyle beraber verilir. Mesela Euler metotu (1.1) sistemi igin h adim arahg

3



olmak iizere
Tny1 = Tn + hf(x,) (1.1.2)

bicimindedir. Sistem lineer degil ise kapali algoritmalardan elde edecegimiz
fark denklemlerini (1.1.1) formunda yazamayz. Bu fark denklemi en azindan
bir A (adim aralig1) parametresine baghdur. | ' |

f :R™ — R™ ye bir doniigiim olmak iizere bir o € R"™ noktasi igin

z0, f(2o), f(f(z0)), F(f(f(20))), ---

dizisine z¢ noktasinin iterasyonlari denir. Bir zy baglangi¢ degeri i¢in bir fark
denklemi de bu bigimde bir dizidir. Bu nedenle agiktir ki fark denklemlerini bir
dontstim gibi diigtinebiliriz. Yani ashnda her doniigiim verilen bir xy baglangic
degeri icin aym zamanda bir kesikli dinamik sistemi ifade eder. Simdi bu

dontigtimler ile ilgili basit tanim ve teoremleri verelim.
Tanim 1.4 f:R® — R" dontsimd verilsin.
%o, f(@o), f(£(20)), F(F(f(20))); -

noktalarimin kiimesine ro € R™ nin yéringesi ya da xo dan baglayan c¢ozim

denir.

Tamim 1.5 f(Z) = T egitliffini saglayan x noktasina dénisimiin sabit noktas

(denge noktasi, kritik noktasi) denir.

Eger 7 sabit nokta ise Z den baglayan ¢oziim (fark denklemimizin ¢oziimii,
Z nin yoriingesi)
bigiminde olacaktir. (1.1) siirekli sisteminin denge noktasindan bahsetmistik.
Bu sistem niimerik olarak incelendiginde ortaya c¢ikan fark denkleminin sabit
noktasimin sistemin denge noktasi ile ¢akigmasi gerekir ya da beklenir. Ama
baz1 durumlarda bu denge noktalar ile eglesmeyen sahte sabit noktalar ortaya
cikabilmekte ya da bu denge noktalarin veya periyodik ¢oziimlerin kararhhk

tipleri korunmamaktadir. Bu da arzu edilen bir durum degildir.

Anadolu Gni\_l_ers'\tes
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Tanim 1.6 Z, f donisimindn sabit noktas: olsun. Her e > 0 igin ||z — Z|| <
d ikenn > 0 igin || f*(x) — Z|| < € olacak sekilde en az bir & > 0 bulunabiliyorsa
T sabit noktasina kararl sabit nokta denir. Eder T kararl defilse kararsizdir

denir.

Tanim 1.7 %, f dondigiimiiniin kararh sabit noktas: olsun. EgerZ w ||z — Z|| <
o komsulugundaki her x ig¢in n — oo iken f*(x) — T olacak sekilde bir ¢ > 0

sayist varsa T sabit noktasina asimtotik kararly sabit nokta denir.

Teorem 1.4 f: R — R bir C* doniigiim ve %, f doniisiimiiniin sabit noktas:

olsun.

1. |f (z)| < lise z asimtotik kararh sabit noktadar.

2. |f'(z)| > lise  kararsiz sabit noktader ([1]).

Asagidaki teorem de doniigiimiimiiz lineer oldugunda sabit noktalarin karar-

lihgim belirlemede son derece kullamighdir.

Teorem 1.5 f : R® — R” lineer doniigimi verilsin. A katsayilar matrisi

olmak tizere;

1. Eger A min Ozdejerlerinin modiilii 1 den kii¢ik ise origin asimtotik karar-

Ludar.

2. Effer A nan en az bir 6zdejerinin modiilii 1 den biiyiik ise orijin kararsizdir

@

Bir d(‘jnﬁ§1'im i¢in diger énemli olan bir kavram da periyodik Iioktalar, periy-

odik ¢oziimlerdir.

Tanim 1.8 f : R™ — R" bir doniigiim olsun. z € R™ i¢in fP(z) = z olacak
gekilde bir p > 1 dodal sayist varsa x noktasina f nin periyodik noktasi, p
sayisina da bu periyodik noktaman periyodu, en kiicik periyoda ise x periyodik

noktasinan asal periyodu denir.



f doniigiimiiniin « noktasinin asal periyodu p ise bu noktanin yoriingesi

x’ f("‘c)’ f2('7")’ b fp—l(m)’ x? f(x)’ fz(',‘v)’ ey fp_l(x)’ m’ b

bicimindedir ve bu yoriingeye periyodik yoriinge denir. Bu durumda z, f? nin
sabit noktasidir. Bu sabit nokta f? nin kararli sabit noktasi ise f nin kararh
periyodik noktasidir.

Teorem 1.6 f : R — R bir déniisim ve zo bu dénigimin asal periyodu p

olan periyodik noktas: olsun. Eger
|7 (@) < 1

1se xo noktasy f nin asimtotik kararls periyodik noktasidir. Eger
|77 (20)] >1

ise xo noktasy f nin kararsiz periyodik noktasidir ([2]).

‘Bir fark denklemini bir déniistim gibi diigiinebilecegiimiz agiktir. Bir o
baglangi¢ noktasi i¢in bir fark denkleminin yoriingesine z, baglangic noktasf
icin fark denkleminin ¢6zlimii diyecegiz. Yani bir fark denkleminin bir zy dan
baglayan yo6riingesi

Zo,T1,T2, ...

say1 dizisidir. Eger algoritma kapali bir algoritma degil ise verilen baglangic
kosullarina bagh olarak sistemin yoriingesini kapah formda ifade edebiliriz.
Ama eger algoritma kapal ise her bir adim icin teker teker yaparak yoriinge
elemanlarini gormeliyiz. Dordiincii bsliimde bu kapali algoritmaya bir 6rnek

olan Theta metotunun dinamigini inceleyecegiz.

1.2 Lineerizasyon

Eger doniisiim lineer degilse bu sabit noktalarin kararhlik tipi nasil be-
lirlenir? Bu durumda da lineer olmayan doniisiim bu sabit nokta civarinda
lineerize edilmelidir. Yukarida vermis oldugumuz teoremler yardimiyla bu li-

neerize edilmig sistemin davram§1 icin bir fikir sahibi olabilir.
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Tamim 1.9 f = (fy, f2, ..., fn) ve T = (21, %2, ..., Tn) Olmak tzere f : R* — R

dontistimii verilsin ve Z, f dondgiminin sabit noktast olsun.

(@) 22@) . . . () )
ON .
D(f(z)) =
\ &@ £@ ... £ )

matrisine [ dénisiminidn T noktasindaki Jakobyeni denir. Ve
z— > D(f(%))x
dontisiimiine f déontigimiinin T noktasindaki linerizasyonu denir.

Teorem 1.7 f:R™ — R" bir C! dondigiim ve T f ddniigiimiiniin sabit noktas

olsun.

1. Eger D(f(z)) matrisinin tim Ozdeferlerinin modili 1 den kiigik ise T

sabit noktas: asimtotik kararlidar.

2. Eger D(f(Z)) matrisinin en az bir dzdeferinin modili 1 den biyik ise

T sabit noktast kararsizdir ([1]).

Anadolu Universites
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2 DINAMIK SISTEMLERIN NUMERIK COZUM-
LERI

Bu béliimde birkac dinamik sistemin farkli niimerik metodlarla analizine
ornekler verilecektir. Bulunan niimerik ¢oztimiin ne kadar az hata verdigi degil,
denge noktasimin karakteristigi, sahte ¢oztimlerin varlig ve periyodik ¢oziimiin

korunmasi gibi kavramlar dikkate alinacaktur.

2.1 Lineer Siradan Otonom Diferansiyel Denklem
=z (2.1.1)

diferansiyel denklemini inceleyelim. Denklemin tek denge noktasi 0 dir. 0
denge ¢oziimiiniin kararli oldugu Teorem (1.1) den agiktir. Simdi sistemimizi
niimerik olarak inceleyelim.

Once Euler algoritmasmi alahm. Bu algoritma (1.1) sistemini
mn;i—l =z, + hf(z,)
fark denklemine doniistiirmektedir. Bu durumda fark denklemimiz (2.1.1) igin
Znt1 = (1= h)z, (2.1.2)

bi¢ciminde olur. 0 tek sabit noktadir.

Teorem (1.4) ten (1 — k) < 1 oldugunda, yani 0 < h < 2 oldugunda 0
sabit noktas: asimtotik kararh sabit nokta olacaktir ve bu noktanin civarindan
béglayan ¢oziimler n — oo i¢in 0 a gidecektir. |

Asgagida h nin farkh degerleri igin zg = 0.3‘ baglangi¢ noktasindan baglayan |
yoriingeler verilmektedir. h degeri 1 e yaklagtikca yapilan hata artmakta ve
h — 0-i¢in hata azalmaktadir. Her durumda da ¢ozlimler dengeye ulagmak-
tadir. Denge noktasimn kararhligi korunmaktadir. Fakat A = 1 alindiginda
baglangi¢ noktasi ne olursa olsun bir adimda dengeye ulagilacaktir ve bu yiiz-
den yapilan hata biiyiik olacaktir.



0.3
0.251
0.2 N
0.15 R
01 %o

0.051 M

9°°
°
°°°
A
0000¢°°°°

0 5 10 15 20 25 30 3

Sekil 2.1: (2.1.2) nin A = 0.1 i¢in ilk 35 adim

0.34
0.251
0.2
0.151
019

0.051

Sekil 2.2: (2.1.2) nin h = 0.7 igin ilk 35 adim

0.3

0.21
0.157
0.1

0.051

Sekil 2.3: (2.1.2) nin A =1 icin ilk 35 adim
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h = 2 alindiginda ise fark denklemimiz
Tptl = —Tpn

durumuna gelecektir. Bu durumda ise agiktir ki zp noktasindan baglayan
¢oziimler zg ve —;:co noktalar1 arasinda gidip gelecektir. Yani A = 2 olmasi du-
rumunda 0 hari¢ her nokta 2 periyodlu nokta olacaktir. Ve ¢oziim asla denge
durumuna gelemeyecektir. Yani Euler metodu bu sistem icin sahte periyodik
noktalar olugturmaktadir. A > 2 durumunda ise fark denklemimizdeki z,, in
katsayis1 1 den biiyiik olacagindan bir zy noktasindan baglayan ¢oziim uzak-
lagacaktir. Sonug olarak denge noktasmin kararliligini korumak igin A degerini

2 den kiigiik tutmamz gerekmektedir.

034 ¢ ¢ ¢ ¢ o o & ¢ 6 & o & 6 0 o o o

0.2

0.1

0.11

0.21

P31 ¢ & ¢ 0 ¢ ¢ 6 & & & 0 0 & o & ¢ ¢

Sekil 2.4: (2.1.2) nin A = 2 i¢in ilk 35 adim

©
6 3
43 W
°
o
21 Lo
o oo M 5 P 2B P FH
1:]°°o°°°
* &
'2' °o
®
o
-4 o
-3
6 °

Sekil 2.5: (2.1.2) nin h = 2.1 i¢in ilk 35 adim
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Simdi de bagka bir algoritma kullanarak denklemimizin dinamigini inceleye-
lim. Runge Kutta(4) algoritmasim ele alahm. Bu algoritma (1.1) sistemini

kl = f(xn)
k2 = f(mn + ']%1')
ks = f(mn + 1-62'2")

ke = f(zn+ ks)

olmak iizere

Tpt1 — Ty + h(kl + 2]{32 + 2k3 + k4)/6
fark denklemine doniistiirmektedir. Bu durumda fark denklemimiz (2.1.1) icin

B h* RS
T+l = (1 —h+ —2— - —6—' + -22)17,,1 (2.1.3)

bi¢ciminde olur. 0 sabit noktadir. z,, in katsayisimin 1 den kiigiik olmasi, Teorem
(1.4) ten o noktasmdan baglayan ¢oziimii dengeye ulagtiracaktir.
h = 1.723854358889140 oldugunda

K Rt AP
1_h+?_€+ﬁ_1

olur. Katsayimizin 1 den kiigiik olmasi i¢in A nin 1.723854358889140 ten kiiciik
olmas: gerekiyor. Yani h > 1.723854358889140 oldugunda z, dan baglayan
coziimler denge durumuna gelemeyecek, dengeden uzaklasacaktir ve ¢t — oo
iken oo a veya -oco a gidecektir. A = 1.723854358889140 oldugunda da sistem
baglangic noktasinda kalir, yani bu A degeri i¢in her nokta sahte kararl sabit
nokta olmaktadir. A =15ve h=19 i¢in yoriingelerin ilk 30 adimim resmeden
grafikleri égagldaki gibidir. Ayrica h = 1.723854358889140 i¢in de ilk 30 adim:
resmeden grafik de agagida verilmektedir. Bu h degerini biraz arttirdifimizda

yoriinge denge durumuna asla gelemeyecektir.

1 Unive
! e Kaopa®



0.34
0.257
0.21-
0.151
' 0.1

0.051

Sekil 2.6: (2.1.3) tin h = 1.5 icin ilk 35 adim

0.457
0.41
0.351
0340000000000 000000000000000060600000002¢
0.25

02]

0.185

Sekil 2.7: (2.1.3) iin h = 1.723854358889140 icin ilk 35 adim

30000+ .
250001
20000,
15000-‘ . ) e
10000

50001

Sekil 2.8: (2.1.3) tin A = 1.9 igin ilk 35 adim

Kargilagtirma agisindan agagidaki grafikte h = 1.723854358889140 igin
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(2.1.2) nin 0.3 ten baglayan yoriingesinin ilk 30 adimu verilmigtir. Algorit-
malarm ne kadar farkli davrandig: acik. Bu deger Runge Kutta icin orijinden
farkh bir sabit nokta olurken Euler de ise, agagidaki gekilde de gorildiigii gibi

yoriinge orijin denge noktasina gitmektedir.
0.34
02

0.11

0.1

0.21

Sekil 2.9: (2.1.2) nin A = 1.723854358889140 icin ilk 35 adumi

- Sonug olarak sunu styleyebiliriz ki, bu lineer sistem igin Euler ve Runge
Kutta algoritmasi yéterince kiigiik h degerleri icin sistemin genel 6zelligini
korumaktadir. Fakat her ne kadar Euler algortimasindan daha az hata ile
dengeye ulagsa da, Runge Kutta algoritmasinin sahte denge noktalar: iiretmesi

arzu edilir bir durum degildir.

2.2 Harmonik Salinim Hareketi
e (2.2.1)
y=-zx
lineer diferansiyel denklemini diigiinelim. Sistemimizin tek dengé noktasi (0, 0)
dir ve (2.2.1) in bir zy noktasindan baglayan ¢oziimleri ||zo|| yaricapli cember-
lerdir. Bu yiizden (0,0) in bu sistemin kararh ama asimtotik kararh olmayan
bir denge ¢oziimii oldugunu soyleyebiliriz. Simdi 3 farkh ntimerik yontem ile
sistemin dinamigini inceleyelim.

Once Euler algoritmasini diisiinelim. Bu algoritma (2.2.1) sistemini

T 1 h Tn
= (2.2.2)

Yn+1 -h 1 Yn

13 \'\}n'\\le's“es
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fark denklemine dénustir. (0,0) noktasinn (2.2.2) fark denkleminin tek sabit
noktas: oldugu goriiliiyor. Simdi bu sabit noktanin kararhlik durumunu in-

celeyelim. Bu durumda 6nce

‘ 1 h
A=
(—h 1

katsayilar matrisinin 6zdegerlerine bakmaliy1z. Katsayilar matrisinin 6zdeger-

leri det(A — AI) = 0 egitliginden
M=14ih g=1—1ih

olarak bulunur.
Al = fAe]l = VI+ A2 >1

oldugundan, A ne olursa olsun Teorem (1.5) e gore (0, 0) sabit noktas: kararsizdir.
h adim arahgimz kiiciiltiince hatamizda kiigiilecektir. Ama h yi ne kadar
kiiciilttirsek kiigiiltelim asla 0 olamayacagindan c¢6ziimlerimiz bir ¢ember {iz-
erinde yatamayacak, ancak ¢embere yakla§acak1ard1r.

- Simdi (0,0) a yakin bir noktadan baglayan bir ¢oziimiin nasil hareket et-
tigini bir 6rnekle gorelim. (1,0) noktasim ele alaim. Bu noktadan baglayan
¢oziimiin 1 yaricapl orijin merkezli cember {izerinde gezmesi beklenir. Agagi-
daki gekillerde (1, 0) dan baglayan ¢6ziimiin 0.1 ve 0.02 adim aralig: icin sirasiyla
200 ve 400 ilk adimi resmedilmisgtir.

ap - -

Sekil 2.10: (2.2.2) nin & = 0.1 igin 200 adim
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.......

Sekil 2.11: (2.2.2) nin h = 0.02 igin 400 adim

Simdi Implicit Euler algoritmasin ele alalim. Bu algoritma (1.1) sistemini.

Xnt+1l = Xpn + hf(xn+1)

fark denklemine doniigtiirmektedir. Su halde (2.2.1) sistemi

1 h
Tnt1 _ | @™ @ In ' (2.2.3)

. —h 1 ' SN
Yn+1 (+h2)  (1+h2) Yn

fark denklemine déniigiir. (0,0) noktasmin (2.2.3) fark denkleminin tek sabit
noktasi oldugu acgiktir.

L _h__

A= (1+r%) (1+h?)
—h 1

(1+h2)  (1+h2)

katsayilar matrisinin 6zdegerlerine bakmaliyiz. Katsayilar matrisinin 6zdeger-

leri det(A — AI) = 0 egitliginden

Mmoo i P
YT +h) T (1+R2)
v L. h
T a+R) (1+hm)
olarak bulunur.
1
[Axll = (|2l = A+ m) <

oldugundan, h ne olursa olsun Teorem (1.4) den (0, 0) sabit noktas: asimtotik
kararlh sabit nokta olur. Tabi h degeri kiiciildiikge hatamz orantili olarak
kiigiilecek ve ¢ozlimler biraz daha gembere yaklagacaktir.

e \te
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Asagidaki gekillerde (1,0) dan baglayan ¢oziimiin 0.1 ve 0.02 adim araliga

icin sirastyla 200 ve 400 ilk adimi resmedilmistir. '

(1.0)

Sekil 2.12: (2.2.3) tin A = 0.1 i¢in 200 adimu

—
o—
\'N
-
/,«' \
7
4 3

"

\ {1,0)
)
[/

e o

Gt M I

Sekil 2.13: (2.2.3) tin h = 0.02 i¢in 400 adim

Son olarak Implicit Midpoint algoritmasim diigiinelim. Bu algoritma (1.1)
sistemini
Tny1 = ZTpt hf(g)
h

fark denklemine doniigtiirmektedir. Buradan (2.2.1) sistemi

4—h2 4h

S P R N (2.2.4
—4h _ _4-h? o
Yn+1 A+h%)  (a+Rd) Yn
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fark denklemine déniigiir. (0,0) noktas: (2.2.4) fark denkleminin tek sabit

noktasidir.
4—h2 4h
A= (4+h%)  (4+h2)
—4h 4-—h2

@h?)  @rhT)

| katsayilar matrisinin 6zdegerleri det(A — AI) =0 esitliginden

N 4—h? L 4h
VTO@+R) A+ )
2

— 4
N = 4—K2 _ 4h

@+h?) A+ h)
olarak bulunur.
[Adll = [[A2ll = 1

oldugundan su ana kadar verdigimiz teoremler yardimiyla orijinin kararhlig:
icin birgey soyleyemeyiz.

Herhangi bir

a f
A = B#0 (2.2.5)
5 o D

katsayilar matrisi icin 6zdegerler o + i bicimindedir. Eger bu 'sayllarl - <

w < 7 olmak iizere

a = Acosw

f = Asinw
biciminde yazarsak A = v/a2 + 8% olmak iizere

cosw  sinw
A1 =) ) :
" —sinw Ccosw -
olur. Agiktir ki
n n cosnw  Ssinnw
AT = A

—sinnw cosnw
seklindedir. Buradan aciktir ki A = 1 olmas: durumunda (2.2.5) katsayilar
matrisinin belirttigi fark denkleminin yoriingeleri bir (z1,y;) baslangig noktas:
i¢in /72 + y# yarigaph orijin merkezli cemberlerdir.
- ‘S\.{,@:‘

Unive
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Su halde (2.2.4) fark denklemimiz i¢in de

_ B2

oldugundan bir (zg, yo) noktasindan baglayan ¢oziim \/E§+—y§ yarigaph orijin

merkezli cemberdir. |
Agagidaki gekillerde (1, 0) dan baglayan y(‘irﬁngenin 0.1 ve 0.02 adim aralig

icin sirasiyla 200 ve 400 ilk adim resmedilmigtir.

Sekil 2.15: (2.2.4) tin b = 0.02 igin 400 adim

Bu algoritma ile ¢ziimlerin bir ¢gember {izerinde gezdigi goriilmektedir. Su
halde akla gu sorular geliyor. Acaba ¢6ziimler periyodik mi? Periyodik ise bu

periyod nedir?

18



Bir nokta alalim bunu aragtirmak icin. Mesela yine (1,0) noktasim ele
alahm. Bu noktadan gegen gercek ¢oziim 1yaricaph ve orijin merkezli cem-
berdir ve periyodu da 27 dir. Algoritmamizla bu noktadan bagladigimzda,
mesela h = 27 /10 = 0.62831853071 i¢in 10 adim attigimizda gozardi edilebile-
cek bir hata ile aym noktada olmamiz gerekir. Ama asagidaki sekilde de
gorildiigi gibi (1,0) dan baglayan ¢oziim yukaridaki degerler igin yaklagik 27
zaman sonra ¢emberi tamamlayamamaktadir, ayn1 noktaya gelememektedir.

Yani bu kesikli sistemin periyodu 27 dir diyemeyiz.

(10

Sekil 2.16: (2.2.4) iin A = 27/10 igin 10 adum

O halde periyodik ise bile periyodunda bir kayma oldugunu soyleyebili-
riz. Ufak bir analizle h = 0.649839392 ahndiginda 10 adim sonra tekrar aym
noktaya geldigimiz goriiliiyor. Tabii ¢cok ufak bir hata ile, ki bu hata 10~°

‘dan kiigiik bir hata. A yi kiiciiltiip aym oranda adim sayisim arttirdigumzda
| da bu hata daha da azalmaktadlf. Bagka bir h degeri verelim. Mesela h = |
0.3167688806 igin, bu sefer (1,0) dan baglayan yoriinge 20. adimda aym nok-
taya gelmektedir. Sonug olarak h — 0 iken bu hata minumuma inecektir ve
h degerine gore hareketin periyodu degisecektir. Hatta h — 0 i¢in kesikli

sistemin periyodu 27 ye gidecektir.
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(1.0

Sekil 2.17: (2.2.4) iin h = 0.3167688806 i¢in 20 adim

Sonug olarak (0,0) mn civarinda baglayan ¢oziimlerin, Euler metodu ile bir
spiral cizerek uzaklagtigim, Implicit Euler metodu ile yine bir spiral cizerek
(0,0) denge durumuna gittigini, Implicit Midpoint metodu ile ise o noktadan
gecen ve orijin merkezli bir cember iizerinde oldugunu styleyebiliriz. Su halde
bu algoritmalar igindé (2..2.1) sisteminin temel yaplslm'en iyi k(jruyan algo-

ritma Implicit Midpoint algoritmasidar.

2.3 Harmonik Salinim Hareketinin Center Preserving

Algoritmas: Ile Incelenmesi

y+y=0 (2.3.1)
2.mertebeden diferansiyel denklemini diigtinelim. Center-Preserving Algorit-

mas1 b > 0 adim aralif) olmak iizere

. y(t+h)—2y(t) +y(t—h)
Y= 12

bigiminde verilir. Bu durumda (2.3.1) sistemimiz

Yn+1 + (h‘2 - 2)yn + Yn—1 = 0

fark denklemine déniigiir. z} = y,, ve 23 = y,_; alirsak sistemimiz

n+l __ 2\,.n n
it = (2-h%)z] — 27
= o

20



fark denklemine doniisiir. Bu fark denklemi de

! 2—h? -1 "

! = ! (2.3.2)
Tyt 1 0 zy
- bigiminde yazilabilir. Elde ettigimiz fark denklemini bir déniigiim gibi digiiniirsek

ve katsayilar matrisinin 6zdegerlerini hesaplarsak bu 6zdegerlef

A = %(2—h2+ih\/4—h2)
Ay = %(2—h2—ih\/4—h2)

olarak elde edilir. Buldugumuz 6zdegerlerin modiillerinin 1 oldugu kolayca
goriilebilir. Ozdegerlerin modiilleri 1 oldugundan orijinin kararlih# hakkinda
verdigimiz teoremler yardimiyla bir yorum yapamayiz. Eger katsayilar ma-
trisimiz (2.2.5) formunda olsayd: yoriingelerin bir cember izerinde gezdigini
sOyleyebilecektik.
Fark denkleminin yo6riingelerinin nasil davrandigini parametrelerin baz deger-

- leri icin gormeye gahsahm. - (2.3.2) fark denkleminin A = 0.1 ve 4 farkh
baslangic noktas: icin ilk 100 adimi agagida verilmigtir.

1 roud
S
* o
» °
*
& ¢
*
0.5 e
* L4
r's >
» 03
o 3
-— T - 2 T T
-1 05 . M 05 1
& L4
P L3
* <
.. ©
A 05
* °
P
* i
* o
L 4
0:0
-14

Sekil 2.18: (2.3.2) nin (1, 1) baslangi¢ noktasi igin ilk 100 adim
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Sekil 2.20: (2.3.2) nin (-2, 5)
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Sekil 2.21: (2.3.2) nin (—10, 15) baglangi¢ noktas: igin ik 100 adim
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Simdi yoriingelerimizin hangi baglangic noktasindan baglarsa baglasin grafik-
lerden de tahmin edilebilecegi gibi elips oldugunu gosterelim. Yukaridaki
grafiklerden sistemin bir z° = (g, 7o) baslangig noktasindan baglayan ¢oziim-
lerinin 45° déndiiriilmiig orijin merkezli elips oldugunu diisiinelim. Simdi bunu
gormeye cahgalim. Orijin merkezli bir elipsin denklemi |

2 2

z Yy
S tE =1

bi¢imindedir. Bu elipsi 45° saat yoniinde dondiiriirsek (ki bu koordinat sistem-

ini 45° saatin tersi yonde doéndiirmek demektir)

]

x = cos45°z +sin45°y

I

y = sind5°y —sin45°x

yeni koordinat sistemimiz olur ve bu nedenle denklemde yerine yazarsak 45°

dondiiriilmiis elipsimiz

1 2 1 2
(@49 +(y-2)=1
5, (T +y) + 5y —2)

biginﬁnde olur. Once a ve b sabitlerini tahmin etmemiz ya da bulmamiz
gerekiyor. Yukarida denklem bizim yoriingelerimiz oldugundan bir z° = (=, yo)7

baslangi¢ noktas: olmak tizere

Axo . (2 - h2).’170 == Yo
Ty
420 — (2 = h?)(20(2 — 7?) — yo) — 20
(2 = h*)zo — 1o

noktalarmin 45° déndiirerek elde ettigimiz elipsin {izerinde olmasi gerekir. Bu
ifadeleri denklemde yerine yazarsak b ve a ya gore 2 bilinmeyenli 2 denklem
elde ederiz ve bu denklemi ¢bzersek

2(zoyoh® + (zo — 10)?)

72
b = _ 2(zoyoh” + (z0 — %0)%)
hz -4
egitliklerini elde ederiz. Su halde aradigimiz elips denklemi
1 2 1 2 _
2(2($0y0h2-’t§$0—yﬂ) ) (.’L‘ + y) + 2(—2(woyoh2+($o—ﬂ)2)) ( :IJ) =1
: P ite
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ya da
1

Zoyoh? + (Zo — Yo)
bigiminde bulunur. Simdi bu denklemin aradigimiz elipsin denklemi oldugunu,

™+l 2—h? -1 P
T+t 1 0 3

doniiglimiiniin yoriingelerini temsil ettigini ispatlamaliy1z. Gostermemiz gereken

S(2?+y2— (2-h)zy) =1 (2.3.3)

yani

sey A™z% m da bu elips iizerinde oldugudur. Bunu géstermek icin tiimevarim
yontemini kullanalim.

m =1 i¢in dogrulugu acgik.

m = n i¢in dogrulugunu kabul edelim. Yani

n

degerinin elip tizerinde oldugunu kabul edelim. Islem kalabahgmdan kurtulmak

2—-h* -1 zo \ [ Vi(zo,%0,h) |
1 0 Yo \IIZ (x07 Yo, h’)
diyelim. O halde (2.3.3) de yerine yazarsak

((T1(zo, yo, h))? + (T2(o, Yo, h))? — (2 — B?)¥1(Z0, Yo, h) ¥2(Z0, Yo, h))
Toyoh? + (To — Yo)?

icin

=1

oldugunu kabul etmis olalim. Simdi de m = n+1 icin dogru oldugunu gérelim.

Gostermemiz gereken
' - ntl ‘
2— h2 -1 Zo .
1 0 Yo
n+l
2— h2 -1 Zo _ 2— h2 -1 \Ifl(xo, Yo, h)
1 0 Yo 1 0 Uy (z0, Yo, h)

< (2 — BT, (20, Y0, k) — s (0, Yo, )

\Ill(w(b Yo, h)
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bigiminde yazalim. Simdi bu degeri (2.3.3) denkleminde yerine yazalim.
sovemr ooyt (2 = R W1 (2o, yo, k) — Wa(zo, Yo, ))*
+(¥1(20, 40, h))* — (2 — h?)((2 — A?*)¥1 (20, %o, B) — Va(eo, Yo, h))¥1 (20, %0, B)) =1
esitliginin saglandigim gormeliyiz. Ifademizi sadelegtirirsek
s [(2 — B2)?(T1(0, Yo, ) + (Y2(zo0, o, h))?

—2(2 — )W (z0, Yo, B) Y2(z0, Yo, k) + (U1(Z0, Yo, h))?
_(2 - hz)z(\Pl(an Yo, h))2 + (2 - h2)\I’1($0, Yo, h)‘PZ(an Yo, h‘)] =1

Basit sadelegtirmeler ile

(‘I’I (.’Iio, Yo, h))2 + (1112({50’ Yo, h))2 _ (2 — h2)\111($07 Yo, h)\If2(IL'0, Yo, h) —
zoYoh? + (To — Yo)?

1

haline gelir. Bu zaten m = n icin var oldugunu kabul ettigimiz egitlik idi. Su
durumda tiimevarim ispatimiz sona erer. Yani bir z° = (zo, )7 baslangic
noktasi ve h adim aralif1 olmak tizere (2.3.1) sisteminin ” Center-Preserving
Algoritmas1” kullamlarak elde edilen yoriingeleri

1
Toyoh? + (o — Yo)

5[z + 4% — (2~ R?)ay) = 1

elipsi iizerinde gezer.

2.4 Lojistik Fark Denklemi

r biiylime hizi, a sabit ve K = L olmak iizere

dy y
= Ty( K)

diferansiyel denklemini diigiinelim. (2.4.1) sisteminin dinamigini incelemek igin

o ‘(2.‘4.1)

Euler metodunu kullamirsak ve k£ = ﬁ%ﬁ, A =1+ hr ve u, = % degisken
degistirmesini uygularsak A > 0 olmak {izere

Uns1 = AUn(l — uy) (2.4.2)

fark denklemini (Lojistik Fark Denklemi) elde ederiz.
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Simdi bu fark denkleminin yapisini inceleyelim.
Upl = Un = My (1 — uy,)

egitliginden a; = 0 ve ap = 1 — -,1\- fark denklemimizin sabit noktalari yani
denklemimizin denge gozlimleridir. Sistemimizi
f(w) = Mu(1 — )
seklinde bir doniigtim gibi diigiinebiliriz. f (u) = A(1 — 2u) dur.
Once a; = 0 denge ¢oziimiiniin kararhlik durumunu inceleyelim. Teorem

(1.4) a@; = 0 denge ¢oziimiiniiniin A < 1 i¢in asimtotik kararl oldugunu s&yle-

mektedir. Ciinkii
’f’(O)‘ = M1-20)|=]N=A<1

olmahdr.
o = 1— % y1 diigiinelim. oy = 1 — + denge ¢oziimiiniiniin 3 > A > 1 igin

asimtotik kararli oldugunu soylemektedir. Ciinkii yine Teorem (1.4) ten

£1- i)l - ’/\(1 _ 91— %))l _ oA <1

olmalidir.

Sonug olarak A < 1 i¢in 0 sabit noktasi asimtotik kararh, diger sabit nokta
1- —/1( kararsiz ve 1 < A < 3 igin 0 sabit noktas1 kararsiz, diger sabit nokta
1 — + asimtotik kararhdur.

r = 1 6zel durumu i¢in A = 1+ h ve A > 0 oldugundan A > 1 olur. Yani

r = 1 oldugunda h ne olursa olsun 0 denge noktas: karasiz 1 — % denge noktas

. kararhdir. r = 2 oldugunda ise b > % i¢in 1 — ; denge noktas kararhdr,
diger denge noktas: kararsizdir. 0 denge noktasimin kararli olmasi i¢in A < 1
olmalidir ki bunun i¢in de rh < —1 yani r < —% olmalidir.

Asagidaki gekillerde verilen bir u¢ baglangic noktasindan baslayan ¢6ziim-
lerin A nmin farkli degerlerine gére nasil hareket ettigini gormektesiniz. Ayrica
yine agagidaki tablolarda belli bir A ve 0.3 baglangic degerleri icin (2.4.2)
nin yoriingeleri verilmigtir, (1 — 1/(2.8)) = 0.6428571429 ve (1 — 1/(1.5)) =
0.333333... olduguna dikkat edelim.

i cersites
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0.8

0.6

0.4

0.2

Sekil 2.22: (2.4.2) nin A = 0.8 ve up = 0.3 igin yoriingesi

0.8

0.6

0.4

0.2

Sekil 2.23: (2.4.2) nin A = 1.5 ve up = 0.8 igin yoriingesi

un

A
08 u, =0.6429...
0.6 NN
0.4
0.2

> N
2 4 6 8

Sekil 2.24: (2.4.2) nin A = 2.8 ve ug = 0.3 igin yoriingesi
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Ayrica basamak - adim diyagramu ile de bir ug noktasindan baglayan ¢oziim-

lerin zamandan bagimsiz olarak nasil hareket ettigini de gorebiliriz. Agagidaki

grafiklerde de yukarida verilen uy ve A degerleri icin basamak - adim diyagram-

lar1 verilmigtir.

0.8
0.6
0.4

0.2

y=Ax(1-x)

> X
02 04 06 08 1

Sekil 2.25: (2.4.2) nin A = 0.8 ve up = 0.3 i¢in basamak-adim diyagram

0.8

0.6

0.4

0.2

y=Ax(1-x)
(1/3,1/3)

u, = 0.85

%
=

02 04 06 08 1

Sekil 2.26: (2.4.2) nin A = 1.5 ve uy = 0.85 igin basamak-adim diyagram
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0.8

0.6

0.4

0.2

02 04 06 108 1

Sekil 2.27: (2.4.2) nin A = 2.8 ve yp = 0.3 i¢in basamak-adim diyagrami

A = 1 durumu kararhligin bir denge ¢oziimiinden diger denge ¢6ziimiine
gectigi durumdur. Bu durumda O denge ¢oziimii kararhhigm 1 — % denge
¢ozlimiine verir. Agagidaki gekilde A parametresine bagh olarak sabit nokta-

larin kararhihklarimin nasil degistigini gérebilirsiniz.

kararh

............ kararsiz

Sekil 2.28: (2.4.2) nin 0 < A < 3 icin catallanma diyagrami

A > 3 oldugunda 1 — % denge ¢ozlimii kararhligim yitirir. Ve bu deger igin
Uy, dizisi oldukca hizh bir gekilde 2 periyodlu iki nokta arasinda gidip gelir.
Bunu gormek igin (2.4.2) fark denklemini

f:00,1] = R, f(z) = Az(1 — z)
seklinde bir dontisiim gibi disiniip f2(z) — z = 0 denkleminin ¢oziimiiniin
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varligim aragtirmaliyiz. Denklem ¢oziildiigiinde A > 3 icin

A+1+v/A2—20-3
2\
A+1—+v/2%2-2)1-3

2\

r, =

T9 =

bigimine bulunan z; ve zo nin (2.4.2) fark denkleminin 2 periyolu periyodik
noktalar: oldugu belirlenir. Yani denge ¢oziimiimiiziin yerini yeni bir 2 periy-
odlu ¢dzlim alir. Mesela A = 3.2 i¢in herhangi bir uy noktasindan baglayan
coztimler belli bir adim sonra (20 adim yeterlidir) 0.5130... ve 0.7995... nok-
talar arasinda gidip gelirler. Asgagidaki grafikte (0,1) arahfimdan baglayan

yoriingeler icin 2 periyodlu yoriinge verilmigtir.

BN
y=x
(0.5130, 0.7995)
0.8 ¢
0.6 (0.7995 , 0.5130)
04
0.2 y =Ax(1-x)
<X
02 04 06 08 1

Sekil 2.29: (2.4.2) nin A = 3.2 ve up = 0.3 i¢in basamak-adim diyagrami

0.2

10 20 30 40 50

Sekil 2.30: (2.4.2) nin A = 3.2 ve ug = 0.3 i¢in yoriingesi
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A biraz daha arttirildiginda, yaklagik A = 1++/6 icin bu 2 periyodlu salinim-
daki herbir nokta kararhiliklarim kaybederek benzer bigimde 4 periyodlu ik-
iser noktaya ayrilir. Yani u, dizimiz, yoriingemiz, 4 periyodlu bir salinima
girer, periyodik ¢oziimiimiiz 4 ‘periyodludur. Mesela A = 3.5 i¢in periyo-
dik ¢oztimiimiiz belli bir adim sonra 0.3828, 0.5009, 0.8269 ve 0.8750 noktalar
arasinda gidip gelir, agagidaki sekilde de goriildiigii gibi.

Bu diizen bdylece devam eder ve 8, 16,32 periyodlu coziimler goriiliir A
artarken. Bu yeni ¢dziimlerin olustugu parametre degerlerine ”c¢atallanma

degeri” denir.

A~ Y
y=x
0.8 J
0.6
0.8269
0.5009
04 0.3828 0.8750
02|/ .
y=Ax(1-x)
- x
02 04 06 08 1

Sekil 2.31: (2.4.2) nin A = 3.5 ve uy = 0.3 i¢in basamak-adim diyagram

0.8

0.6

0.4

0.2

n
4 8 12 16 20 24 28 32 36 40

Sekil 2.32: (2.4.2) nin A = 3.5 ve up = 0.3 igin ydriingesi
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A nm yaklagik olarak 3.544 degerinde bahsetmis oldugumuz periyodik nok-
talar kararliliklarim kaybederek ikiger ikiger 8 periyodlu periyodik noktalar
ayrilir. Bu sekilde devam edildiginde kararli periyodik noktalar belli bir deger-
den sonra kararhliklarim periyodu kendisinin iki kat1 olan periyodik noktalara
vererek kararsiz hale gelirler. | |

A > 3.57 degerinden sonra bu diizen bozulur ve yoriingeler A min degerine
gore diizgtin bir gekilde ifade belirlenemez. Mesela A = 3.65 icin yoriinge
agagidaki gibidir. Yaklagik olarak 0.3 ile 0.95 degerleri arasinda sallanmaktadir
fakat sahmim bicimi diizgiin ve periyodik degildir. Bu durum i¢in ”kaotik”
terimi kullanilmaktadir.

0.8
0.6
0.4

0.2

10 20 30 40 50

Sekil 2.33: (2.4.2) nin A = 3.65 ve up = 0.3 i¢in ydriingesi

A parametresine bagh olarak kararli denge noktalarinin grafigi, yani cata-

lanma diyagrami agagidaki gibidir.

{Iniversites:
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0.8

0.6+

0.4

0.2

Sekil 2.34: (2.4.2) nin A ya bagh olarak catallanma diyagrarm
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3 PERIYODIK COZUME SAHIP SISTEM-
LERIN NUMERIK ANALIZINE ILISKIN
BIR TEOREM

Tebrem (31) periyodik ¢oziime sahip ve belirtilen ozellikleri ta§1an sis-
temlerin niimerik metodlar kullamlarak incelendiginde bu periyodik ¢6ziim
civarinda bir kapah invaryant egri elde edildigini s6ylemektedir. Dikkat edilmesi
gereken bir nokta teoremin ”en az Euler algoritmasi” kadar dogru olan algo-
ritmalar igin gegerli oldugudur.

Tanim 3.1 M C R" olmak tizere f : M C R™ — R" fonksiyonunu digtinelim.

Ejer her x € M i¢in f(z) € M oluyorsa M ye invaryant kiime ya da f altinda

invaryanttir denir.

Teorem 3.1 z € R” olmak tizere

diferansiyel denklemini ve onun py, fig, ..., bp_1, by = 1 karakteristik carpanlare
ile verilen x = ¢(t) periyodik ¢ézimini duginelim.
T+l = F(CE}C, h)

denklemi de (8.1) in en az Euler kadar dogru olan bir sonlu fark yaklasimanin
denklemi olsun. Eger ya |y < 1,i = 1,2,..,n —1 ya da |} > 1,7 =
1,2,....,n — 1 ise fark denklemi uygun kigiklikteki h dejerleri icin © = ¢(t)
periyodik ¢bziimi yakvnda bir I' kapals invaryant egrisine sahiptir. Ayrica T’
ye yeterince yakin bir zo icin k — 0o (—o0) iken zo wn z, iterasyonlar ' igine
spiral gizer ([4]).
Ornek 3.1

Z+e(@®—1r+z=0
sistemini digtinelim. Sistems

T =y (3.2)

y = ~z—¢(a®-1)y
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formunda yazabiliriz.

Uygun kiigiklikteki pozitif € dederleri igin sistemimizin x = ¢(t) periyodik
¢oztimd vardir ([6]). Teorem (3.1) i uygulayabilmemiz i¢in p, karakteristik
¢arparamn 1 den farkl olmas: gerekir. © = o(t) periyodik ¢ozim oldufundan
diger karakteristik ¢arpan pp, nin 1 oldugunu biliyoruz ([6]). (3.2) nin bir

periyodik ¢ézimii olan

ng(t) _ 2cost + O(e)

—2s8int

civarinda (3.2) yi lineerize edersek

0 : 1
—1 + 8ccostsint —e(2cost)? —1)

sistems elde edelir. Buradan sistemin iki karakteristik carpaninin carpyma (1.5)

den

Ml = g

2w
— exp| —c / [4(%+Co;2t)—l]dt+0(52)
0

= exp(—2me + O(e?))

bulunur. p, yeterince kii¢ik pozitif € dejerleri i¢in 1 den kiigtktir. Sonug
olarak (8.2) sisteminin en az Fuler kadar dojru sonug veren her sonlu fark
yaklasima, wygun kigiklikteki h > 0 ve € > 0 degerleri i¢in 2 yaricapl ¢cember
qummda bir kapal: invaryant egriye sahiptir. quklz parametre deferleri igin
yoringeler asafnda verilmistir. Bu grafikleri elde ederken en az Euler kadar
dogru sonug veren Implicit Midpoint algoritmasim kullandik. (3.2) lineer bir
sistem olmadifindan Implicit Midpoint algoritmass ile bir yaklasymans kapals bir
formda ifade edemiyoruz. e dejeri kiiguildiikge invaryant egrimiz cembere daha
¢ok yaklagacaktir. € = 0 igin ise (3.2) sisteminin (2.2.1) sistemine doniistigi
actktir. Bu durumda ¢oziimler 2w periyodludur ve orijin kararly denge nok-

tasidar.

¥
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Sekil 3.3: (3.2) nin z¢ = (-0.5,0.5),¢ = 0.1 ve h = 0.11 igin ilk 5000 adim
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Sekil 3.7: (3.2) nin zo = (—0.5,0.5),& = 0.1 ve h = 0.01 i¢in ilk 15000 adim

Ornek 3.2

£ = —zo+xzi(l—13 —123) (3.3)

To = T1+ z2(1 —x%-—x%)

sistemine distinelim. Polar koordinatlara gecersek sistemimiz

ro= r(l—r?) (3.4)
6 = 1

biciminde olur. Sistemimiz 1 yaricapl ¢cemberler olan kararl periyodik ¢6zim-

lere sahiptir. O halde bu ¢oziimler:

cost
ot)=| (35)
—sint
ile belirtebiliriz. §imdi teoremin k@uﬂammn saglanap saglahmadzgzm g(')"r*mek
icin @(t) nin karakteristik ¢carpanlarima bulalem.
Teorem (3.1) i uygulayabilmemiz igin p, nin 1 den farkh oldugunu gérelim
(g = 1 oldugunu biliyoruz). (8.5) periyodik ¢ozimi civarinda (3.8) G lineerize

edersek

1 — 3(cost)? — (—sint)? -1
1 1 — (cost)? — 3(—sint)?

N
Il
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sistemi elde edilir. Bu durumda sistemin iki karakteristik carpaninan carpima

(1.5) den

Hafe =
2
= exp / [2 — 4(cos® t + sin® t)]dt
0

2%

= exp / [—2]dt | = exp(—4n)

bulunur. p, < 1 oldufu son derece agiktir. O halde sisteminin en az Euler
kadar dogru sonug¢ veren her sonlu fark yaklasima, uygun kiciklikteki h > 0
degerleri icin 1 yaricapls cember yakininda bir kapaly invaryant egriye sahiptir.

Farkly parametre dejerleri i¢in yoringeler asafida veridmistir. Bu grafik-
leri elde ederken yine en az Fuler kadar dojru sonu¢ veren Midpoint Algo-
ritmast kullanids. Ayrica sekillerde parametre degerine gére yoriingenin nasi

davrandifins daha iyi gérmek igin 1 yaricapl cember de yer almaktadr.

Sekil 3.8: (3.3) tin zp = (0.5,0) ve h = 0.5 icin ilk 1000 adim
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Sekil 3.11: (3.3) iin zo = (0.5,0) ve h = 0.2 igin ilk 1000 adim
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Sekil 3.12: (3.3) tin zo = (0.5,0) ve h = 0.1 icin ilk 1000 adim

Sekil 3.13: (3.3) iin zo = (0.5,0) ve h = 0.05 icin ilk 1000 adim

Sekillerde de gorildifii gibi, h dejeri azaldik¢a hata azalmaktadir. Fokat
bir h degeri igin, h = 0.5 i¢in kapal: yoriinge olugmamakta, adim sayist sonsuza
giderken sonlu bir kime olusmaktadar. Ama bu kiimede bir invaryant kapals
effri tzerindeki noktalardan olu§maktadzr ve ilgingtir ki bu h degjeﬁ'nin safinda
veya solunda bir dejerde béyle bir durum meydana gelmemektedir.

h degerleri icin olugan yoringelerin (kapalr invaryant egriler) yarigaplar:

da h dejeri azaldik¢a azalmaktadir, h ile dofru orantilidir ve bu yaricap
r=1+0(h)

ile verilir. Bu yargapin v = 1+ O(h) biciminde olduffunu sekillerden tahmin
edilebilecegi gibi BEYN [5] tarafindan da gosterilmistir.
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Teorem (3.1) in kogullar saglanmadiginda, mesela karakteristik carpanlarin
ikisi birden 1 oldugunda periyodik ¢6ziim civarindaki bir fark yaklagim kapal
invaryant bir egri olmayabilir, agagidaki érnekte oldugu gibi.

Ornek 3.3
T, = —xzp+z1(l -z} —23)? (3.6)
Ty = x +To(1 — 22 — 13)?

sistemini digiinelim. Polar koordinatlara gecersek sistemimiz

o= r(l—r?)? (3.7)
6 =1

biciminde olur. Sistemimiz 1 yaricapli ¢emberler olan periyodik coziimlere

sahiptir. O halde bu ¢éziimler:

' [ cost :
o(t) = - (38

sint

ile belirtebiliriz. (3.8) periyodik ¢ozimi civarinda (3.6) sistemini lineerize ed-

ersek

sistems elde edilir. Yukardaki denklemden sistemin iki karakteristik carpaninin

carprma (1.5) esitligi kullanilarak

Hifbs = [
27

= exp /Odt =exp(0) =1
0

bulunur. p; =1 dir. O halde Teorem (3.1) in kosullar saglanmadi. Bu nedenle
sisteminin en az Fuler kadar dojru sonug veren her sonlu fark yaklagiminin
uyqun kiciklikteki h > 0 dejderleri igin 1 yarigapl cember yakininda bir kapals
invaryant ejriye sahip olduffunu Teorem (3.1) den sioyleyemeyiz. Asafdaki
grafik de Euler metodu ile bu sistemin periyodik ¢ozim civarinda baslayan bir
\{ersfte:

42 dolu 0‘}"
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yoringesi verilmigtir ve gorilmektedir ki bu yoringe ne kadar advm atarsak

atalim bir invaryant kapaly ejri tizerinde gezmemektedir.

S

(0.5,0.5}

Sekil 3.14: (3.6) nmin zo = (0.5,0.5) ve h = 0.01 icin ik 3000 adim
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4 THETA METODUNUN DINAMIGI

4.1 Giris

Bu bolimde Theta metodunun verdigi sabit noktalarn kararlilify ve gekim
bolgeleri ile yeterince kiigtik A degerleri igin olugan 2 periyodlu sahte ¢oziimlerin |

varlig1 ve kararlih iizerinde durulmugtur. Daha fazla bilgi i¢in [7] onerilir.

u = g(u),u(0) =up (4.1.1)

skaler otonom siradan diferansiyel denklemini diigiinelim. Theta metodu bu

denklemi
U; = Uj—1 + h(l — O)Q(Uj_1) + hﬁg(u,) (4.1.2)

fark denklemine doniigtiiriir. Burada A adim araligi ve 0 < 4 < 1,0 # 0
icin (4.1.2) kapah bir fark denklemidir. Bu yiizden genelde lineer olmayan
denklemler icin yoriingeyi bulurken adim adim hesaplama yapilmahdir. Sabit
‘katsayilh liﬁe_ér problemde, g(u) = Au icin, (4.1.2) den

_ 1+ (1—-6)z

R(z) 1-6z

(4.1.3)

olmak tizere
U; = R()\h)JUO
elde ederiz. R ye metodun kararlilik fonksiyonu denir.
Agiktir ki § = 0 olmasi1 durumunda (4.1.2) bize Euler metodunu, § =

olmas1 durumunda Trapezoid Kuralini ve § = 1 olmas1 durumunda da Implicit

Euler metodunu vermektedir.

4.2 Sabit Noktalarin Cekim Béolgeleri

Aciktir ki u; = 8 nin (4.1.2) fark denkleminin bir ¢6ztimii olmas: icin gerek
ve yeter kosul g(8) = 0 olmasidir. Yani (4.1.1) sistemi ile (4.1.2) fark denklemi
ayni sabit noktalara sahiptir. Theta metodu hicbir zaman sahte sabit nokta

iiretmez. Varsayalim u; = o (4.1.2) nin sabit noktasi olsun ama (4.1.2) in sabit

o imyersites
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noktasi (denge noktasi) olmasm. Bu durumda (4.1.2) den

a = a+h(l-=0)g(a)+ hig(a)
= h(l—0)g(c) + hOg(a) =0, #£0

= g(a)'z 0.
olur. Buda o mn (4.1.1) in denge noktas: oldugunu séyler. Yani Theta metodu
asla sahte sabit nokta tiretmez.

Eger g(B) = 0 ve ¢g'(B) < 0 ise (4.1.1) in sabit noktasmin kararh oldugunu
Teorem (1.1) den biliyoruz. Bu durumda (4.1.2) fark denkleminin sabit noktas: .
da hg'(B), {z: |R(2)| < 1} araliginda oldugunda kararl olur. Bunu gérmek
i¢in u; = f(uj_1) olmak tizere (4.1.2) den

Fw) = u+h(1—0)g (u) + hg(f(u))

biciminde yazalim. f(3) = 8 oldugu agiktir. 1 — hfg (f(u)) # 0 icin

, 14+ h(1—0)g'(u)
F ) = T8 ()

bulunur. Teorem (1.4) ten S mn kararh sabit nokta olmasi igin

14 h(1—6)g (u)
1 — g (f(u))

olmas: gerekir. R metodun kararhilik fonksiyonu olmak tizere

'f'(u)’ =’ <1

, 1+ h(1—6)g (u)
R(hg (B)) = 1 — hog (f(u))

oldugundan hg'(8) nin {2 : |R(2)| < 1} araliginda olmas ile miimkiindiir.
Ufak bir analizle |

T2 <2z<0 , 0<6<1i
IR(z)| <1 { 2<0 , 0=1 (4.2.1)
z<0yadaz>gt7 , $<60<1

cift gerektirmesi elde edilir.
g(B) # 0 ve § > L olmak iizere u(t) = B (4.1.1) sistemi icin kararh
ise u; = B da h den bagimsiz olarak (4.1.2) fark denkleminin kararh sabit
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noktasidir. Bununla birlikte § > £ oldugunda (4.1.1) in kararsiz sabit noktalari

g(B)>0veh> ,—(ﬂm ise (4.1.2) nin kararh sabit noktasidir. Bu durum
Ornek (4.2) de 6rneklendirilmigtir. Yani 6 > 3 oldugunda (4.1.1) in kararsiz
sabit noktalar1 (4.1.2) fark denkleminin kararh sabit noktas: olabilir. § < 3

i¢in de uygun kiictiklitkteki A degerleri i¢in, h < — icin, (4.1.1) in

(ﬁ)(1 26)
kararsiz sabit noktas: (4.1.2) nin kararh sabit noktas: olur.

(4.1.2) fark denkleminin sabit nokta civarinda nasil davrandigi, sahmm
yapip yapmadig1, yakinsamanin monoton olup olmadig énemlidir. Bu durumu
ele almak igin | R(z)| < 1 koguluile 0 < R(z) < 1 kogulunu degistirelim. Agktir
ki

0<R(z)<le-1<(1-6)z<0

cift gerektirmesi saglanir. Buradan eger ¢’ (B) < 0ise

(1-6)h ‘g'(ﬂ)| <1 (4.2.2)

oldugunda (4.1.2) fark denkleminin ¢6ztimii sa.hmmmz bir hareket yapar, yani
sabit noktaya bir tarafmdan yaklagir.

Teorem 4.1 g € C*,g(8) = 0,9 (8) <0, I C R agik baglantils kiimesindeki
herw € I igin g (u) <0, B € I ve guy, = Sup,e; |g (z)| olsun. Eger

h(l - g)g;up <1

ise herhangi bir vy € I igin (4.1.2) fark denkleminin yoringesi B ya monoton

olarak yaklagir ve yoringenin elemanlar B nin tek bir tarafinda kalor.

Kamit. u;_; € [ iterasyonunu diiglinelim. Eger u;_, = 3 ise uJ B dir ve

- sonug aglktlr.

uj_1 # folsun. H;_; :R—R
H;_1(u) := u — hlg(u) — uj_1 — h(1 — 8)g(u;—1) (4.2.3)

fonksiyonunu tammlayalim. Hj_; in sifir1 (4.1.2) nin ¢dziimiinti verir. §;_, € I

olmak tizere Ortalama Deger Teoremini kullanirsak

Hj 1(uj-1) = —hg(uj1) = —h(g(uj-1) — 9(B)) (4.24)
= —hgl(fj—l)(uj—l - B)
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biciminde bulunur. Benzer olarak

Hj1(8) = B—wuj1—h(l—0)g(uj-1) (4.2.5)
= (B~ ui-1)(L+h(1-0)g'(§1))

olur. (4.2.5) ve (4.2.4) den

Hj—l(“j—l)Hj—l(ﬂ) = h(ﬁ - Uj—l)zgl(qu)(l +h(1— 0)g,(€j—1)) <0

olur ( A(1 — 0)g;up < 1 oldugundan). O halde Hj_; in sifinn olan w;, u;_; ile
B arasindadir. Yani (4.1.2) nin ¢oziimleri olan u; ler u;_; ile 8 arasindadir.
Cunki I baglantih ve H;_;(u;) = 0 dir. Monotonlugu gz 6niine ahrsak sonuca
ulasirz. m

6 = 1 oldugunda h(1 — §)g,,, = 0 < 1 kosulu stirekli saglanacagmdan bu

tiir davranis kA den bagimsizdir.

Ornek 4.1 g(u) = u(l—u) fonksiyonunu diginelim. Bu durumda 8 =1 sabit
noktadir. g (u) =1 — 2u olduffundan u > % i¢in g'(u) < 0 dir. Bu durumda
IcC (%, oo) alabiliriz. B = 1 atraktérdiir. Simdi bu atraksiyonun mimkiin en
biiyik tabanini elde edelim.

Ege’r% < ug < 1iseug—e > -;— olacak sekilde bir e degeri i¢in I = (up—e, 1+
€) alabiliriz. Bu durumda g,,, = 142¢ ve (4.2.2) denklemi h(1—6)(1+2¢) < 1
bigiminde olur. Bu kosul da uygun kigiklikteki € lar igin (1 — 8)h < 1 olursa
saglanar.

Eger ug > 1 ise I = (3,u0) alabiliriz. Bu durumda g;up = 2ug — 1 olur ve
(4.2.2) denklemi h(1 — 6)(2uo — 1) < 1 bigiminde olur. Sonug olarak (4.2.2)
fark denkleminin bir uy dan baglayan yéringesinin 8 ya bz"r‘tamfmdan monoton

olarak yakinsamas: i¢in agafidaki zorunluluk elde edilir.

(-0 < 1 , 3<up<1
1 1 <y

2ug—1 ?

Asaqidaki grafiklerde birkag ug degeri igin h = 0.1 ve 8 = 0.7 olmak iizere
yoringeler verilmistir. ug < % i¢in yoringe yine 1 e yakinsar fakat bu yakin-
sama Sekil 4.3 te gorildidi gibi monoton olmayabilir.

{niversites
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Sekil 4.1: (4.1.2) nin g(u) = u(1 — u) olmak tizere up = 1.2 i¢in ilk 150 adum
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Sekil 4.2: (4.1.2) nin g(u) = u(1 — u) olmak tizere up = 0.2 icin ilk 150 adim
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Sekil 4.3: (4.1.2) nin g(u) = u(1 — u) olmak lizere up = —1.6 icin ilk 150 adim
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Teorem 4.2 g € C',g(B) = 0,9'(8) > 0 ve I C R agik baglantsls ve her u € I
icin g (u) > 0 olmak iizere B € I ve g, := infzer | g (:z:)l olsun. Efer 6 =1 ve

|,

h’g'nf >2

1

ise (4.1.2) fark denkleminin yoringesi 3 yd her iki tarafindan salinarak yak-

lagir.

Kanit. u;_; € I iterasyonunu digiinelim. Eger u;_; = B ise u; = § dir ve
sonug aciktir.

Uj-1 7é ,B olsun. 0j-1
0j-1 = i1 — hg(u;_1)

olarak tanimlansin. (4.2.3) de tammladigimiz H fonksiyonundan yararlanarak,
§;—1 € I olmak iizere

(05-1 = B) (i = B) = (B —w;2)*(1 - hg'(€;4)) <0

elde edilir. Bu yiizden u;_; ve ¢;_1, 8 mn farkh tarafinda yer alir. Her u G I

igin hg;; > 2 oldugundan

!

H

(W) =1-h8g (u) =1—hg (u) < -1

dir. Once u;_; < B olsun. Bu durumda H;._;(8) = 8 —wu;_; > 0 dir. Herhangi

bir u > u;_; i¢in

Hialw) = Hialuy)+ [ @i, (@) <)

Uj

< Hj_1(uj-1) —u+uj

dir. Burada u yerine o;_; yazarsak H;_1(0;_1) < 0 olur. Yani H;_; in u; kokii
icin u; € (B,0;-1) yazilr. O halde u;_; < § oldugundan wu; ile u;_;, § nin

farkli tarafinda yer alir. u;_; > 8 durumunda da benzer bigimde yapilir. m

Ornek 4.2 g(u) = 2(u — 3) + (u — 3)® fonksiyonunu disinelim. B = 3 sabit
noktadir ve g (u) = 2+ 3(u — 3)2 > 2 dir. Su halde (4.1.2) fark denklemi icin
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B =3 e yeterince yakin baglayan ¢oziimler hg, > 2 icin sabit noktaya salnam

yaparak yakinsar. h = 1 ve uy = 3.8 i¢in yoringe asadida veridmistir.

361
367
o
349,
°ll
323 %%*!mn..__
3]
28] #
nb
267e
e Ty T T T
0 20 40 63 80 100 120 140

Sekil 4.4: (4.1.2) nin g(u) = 2(u — 3) + (u — 3)® olmak tizere up = 3.8 i¢in ilk
150 adim

4.3 2 Periyodlu Yoriingeler

Theta metodu hicbir zaman sahte sabit nokta {iretmemesine ragmen 2
periyodlu sahte ¢oziimler iiretebilir. Bu béliimde 2 periyodlu ¢oztimlerin varlig
ve kararhhg tizerinde duracagiz.

Eger (v, w), v # w olmak tizere (4.1.2) nin 2 periyodlu bir ¢dziimii ise
w = v+ h(l-0)g(v)+ hfg(w)
v = w+ h(l—-8)g(w) + hOg(v)
yazilabilir. Buradan

v+ h(l—20)g(v) =w | (431)

9(v) +g(w) =0 (4.3.2)

elde edilir. Acgiktir ki 6 = % igin 2 periyodlu ¢6ziim var olamaz. Theta meto-

dunu u; = S(u;_1) olmak iizere (4.1.2) den

S(u) =u+ h(l — 0)g(u) + h8g(S(u))

50



bigiminde yazabiliriz. v = S(w) ve w = S(v) dir. Eger 1 — hfg' (S(u)) # 0 ise

, 14+ h(1—6)g (u)
SM=1—Mﬂmm

(4.3.3)

seklinde olur. Bu durumda (v,w) 2 periyodlu ¢oziimii Teorem (1.6) dan
|5 (v)S' (w)| < 1 ise kararh, |S'(v)S' (w)| > 1 ise Kararsizdr. |5’ (v)S (w)] <1
ise v ve w periyodik noktalar: kararlidir ve stireklilikten 2 periyodlu yoriingenin
de kararh oldugu kolayca goriilebilir.

v = S(w) vew = S(v) oldugundan biz bu kogullarn z, = kg (v), z, = hg' (w)
ve R, (4.1.3) de tamumlanan kararhlik fonksiyonu olmak iizere | R(z,) R(2y,)| < 1
ve |R(z,)R(zyp)| > 1 ile degigtirebiliriz.

Ornek 4.3 0 < 1 igin g(u) = —2ulu| olmak dizere (4.1.2) nin 2 periyodlu

¢ozumu
1
(’U = m,w = '—’U> (434)
ie, 6 > 1 icin g(u) = 2u|u| olmak izere (4.1.2) nin 2 periyodlu ¢oziimi
v—-—L——w-——v ) (435).
T (20-1)R -
seklindedir. Iki durumda da
I 7 4
gv)=gw)= @ —h
3—20/°

seklinde bulunur. O halde agiktir ki bu 2 periyodlu ¢oziimiin kararl olmast icin
gerekli ve yeterli sart 0 > 1 olmasidir. Ciinki (4.3.6) nin 1 den kiiciik olmas
igin gerek ve yeter kogul 6 > 3 olmasidir. Su halde 0 < 1 igin g(u) = —2u |u|

olmak iizere (4.1.2) nin 2 periyodlu ¢ézimi

(v _ Tza_iT)Ew _ —v) (4.3.4)

kararsizdar.
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Sekil 4.5: (4.1.2) nin g(u) = —2u |u| olmak iizere A = 0.1,6 = 0.6 ve uy = 63

icin ilk 100 adim
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Sekil 4.6: (4.1.2) nin g(u) = —2u |u| olmak tizere A = 0.1,0 = 0.6 ve uy = 37

icin ilk 100 adim

Yardimci Teorem 4.1 g siirekli olmak iizere ({.1.2) fark denklemini diigiine-

lim. Uygun kiciklikteki h dejerleri icin varsayalim (v, w) sirekli olarak h ye

bagle olan 2 periyodlu ¢éziim olsun ve g(v) ile g(w) kigik h degerleri igin 0

dan uzakta sinirl olsun. Bu durumda h — 0 i¢in

|[v] = 00, [w| — o0, |g(v)] = o0, |g(w)| — oo

olur. Ayrica yine kiigtik h degerleri icin

vw <0, (1-20)vg(v) <0, (1 —20)wg(w) <0

s s rg-\tes
Aot Unvets "o
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olur ve v ile w monoton olarak sonsuza gider.

Kanait.
v+ h(1—20)g(v) =w

9(v) +g(w) =0
denklemlerini hatirlayalim. Varsayahm h — 0 i¢in v siurh olsun. Bu durumda
hg(v) — 0 olur ki bu durumda (4.3.1) den w — v olur. Buradan da (4.3.2)
den g(v) — 0 olur. g(v) kiiglik A ler igin 0 dan uzakta smirh oldugundan bu
bir celigkidir. O halde kabulumuz 2 — 0 i¢in v nin siirh olmas: yanhgtir, yani
v siurh olamaz. Benzer olarak da |w| — oo oldugu gosterilir.

g(v) ve g(w), 0 dan uzakta siirh oldugundan (4.3.2) den kiigiik » degerleri
icin vw < 0 olur. Eger 6yle olmasaydi v — oo i¢in w — oo olurdu ve
g(v) ile g(w) aym igaretli olurdu ki buradan |g(v) + g(w)| — oo elde edilirdi.

(4.3.1) den h — 0 iken

_ Lol + |w|

olur. Benzer olarak |g(w)| — oo olur.

Yine (4.3.1) den kiiciik & degerleri igin
v? + h(1 — 20)vg(v) = vw < 0
ise
(1 —20)vg(v) <0

olur. Simetriden

(1 —20)wg(w) <0

oldugu gosterilir. Simdi yoriingenin monoton olarak sonsuza gittigini goster-

meliyiz. Bunun i¢in de dnce

f}*lglo(ogi?fh* v]) = oo ve I}}I—I>10(0<1l17.1<fh* ) = o0 (43.7)

oldugunu gostermeliyiz.

53



Genel durumu bozmadan varsayalim lim ( inf |v|) < oo olsun. Bu du-

h* =0 0<h<h*
rumda (4.3.1) den

lim( inf [v—w|) <|1—26| lim( inf h|g(v)])=0

h*~+0 0<h<h* h*—0 O0<h<h*

olur. Siireklilikten
lim ( inf |g(v) — g(w)]) =0

h*—0 0<h<h*

ve bu durumda (4.3.2) den

lim ( inf

h*—0 0<h<h*

g(v))) =0

olur. Bu durum miimkiin olmadigindan varsayimimiz yanlhgtir.

Sonug olarak kiigtik h degerleri icin v ve w nin monoton olarak sonsuza
gittigini gostermeliyiz. Yine genel durumu kaybetmeden varsayahm A — 0
icin v — 00 ve w — —oo olsun. Farzedelim v monotonlugunu A* kiigiik adim
araliklarinda kaybetsin. O zaman eger herhangi bir adim aralig) i¢in ;\L < h*
olursa v(l/;): v(h*) olur ki buradan (4.3.1) i kullamrsak w(;\z) > w(h*) elde
ederiz. Benzer olarak herhangi bir adim aralig: igin ;\z < h*, w(;\z) _ w(h*) olur -

A
ise (4.3.1) den v(h) < v(h*) olur. Bu ifadeler (4.3.7) ile celigir. m

Teorem 4.3 Yardimcir Teorem (4.1) deki kosullar saflansin ve g € C* olsun.

Bu durumda
1. Kiigik h degerleri igin 68 < % ise 2 periyodlu ¢6ziim kararsizdar.
2. Kiciik h degerlert i¢in 6 > % ise 2 periyodlu ¢ézim kararldar.

Kanit.

1. Genelligi bozmaksizin varsayalim v — oo olsun. Bu durumda Yardimc:

Teorem (4.1) den
v — 00, g(’U) — =00, W— —00, g(’LU) — 00

elde edilir. Simdi v ve w ye uygun olarak kii¢iik ve sabitlenmig A > 0
sayisim diiglinelim. 0t > 0 olmak {izere h — h — 0t > 0 kiiciik pertur-

basyonunu ele alalim. Buradan yine Yardimci Teorem (4.1) e dayanarak
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dv >0, 6w < 0 olur. (4.3.1) den

g(v) -1
v—w h(1 — 26) (438)

dir. Esitligin sol tarafi negatiftir ve A — 0 igin bu negatif say1 daha da
kiiciilecektir. Ashnda burada h sabit ama h — 6t perturbasyonu ile 0 a
yaklagmaktayiz. Su halde

o) __ olvt o)
v—w v+ 6v— (w+ dw)

olur. Bu yiizden uygun kiiciikliikteki perturbasyonlar igin (Ortalama

Deger Teoremini de kullanarak, yani
g(v+ 6v) — g(v) = (v + v —v)g (¢), ¢ € (v,v+ 6v)
esitligini kullanarak)
gv+v)(v—w) = (g(v) +dvg (v))(v — w)
< g()(v—w+ v~ bw)

ve buradan da (v — oo igin g(v) — —oco oldugundan g'(v) < 0 oldugunu

goz oniine alirsak)

dvg (Vv —w) < g(v)(dv — dw)

— (- w)———h(l“_lze) (60 — bw)

elde edilir.
) -1 ow
| | g (’U) < h—(l-_—2—9)(1 - E (439)
ve benzer olérak o ‘
w) < ——— 1 - &Y (4.3.10)
IS =20)" " sw e

elde edilir. Buradan

hg (v) + hg' (w) + h(1 — 20)g' (v)hg (w)
(1= 6hg' (v))(1 — Ohg' (w))

olur. (4.3.9) ve (4.3.10) dan paydamn ve payin pozitif oldugu aciktir. Su
halde R(Z,)R(Z,) — 1 > 0 yani |R(Z,)R(Z,)| > 1 dir. Bu da istenilen

R(Z)R(Z,) — 1=

kararsizlik durumunu verir.
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2. Bu durumda da ilk kisimda yapilan ispata benzer ispat yapilir. Genelligi

bozmaksizin varsayalim v — oo olsun. Bu durumda
v — 00, g(v) — 00, w — —00, g(w) = —0

elde edilir. Benzer yollar ile

g (v) > m”_le_e)(l - ‘;—‘:) (43.11)
g (w) > E(Tl—lz_e)(l - g—l) (4.3.12)

elde edilir. Ve |R(Z,)R(Z,)| < 1 oldugu kolayca goriiliir.

Simdi de 2 periyodlu ¢oziimlerinin varhigina deginelim. Bu nedenle énce

asagidaki tanimlar: verelim.

Tanim 4.1

o g € C! ve |u| — oo igin g (u) — +oo oluyo‘rsa g ye pozitif siiperlineer

fonksiyon denir.

o g € C* ve |u| — oo igin g (u) — —oo oluyorsa g ye negatif siperlineer

fonksiyon denir.

e g € C" ve her u icin 0 < g'(u) < D olacak sekilde bir D sabiti varsa g

ye pozitif sublineer fonksiyon denir.

e g€ C! ve heru igin —D < g'(u) < 0 olacak sekilde bir D sabiti varsa
ve g(u*) = 0 olacak sekilde u* € R varsa g ye negatif sublineer fonksiyon

denir. Bu durumda u* tektir ve kolaylik olsun diye biz v* = 0 alacagiz.

Teorem 4.4 g pozitif stiperlineer olmak tizere (4.1.2) fark denklemini digiine-

lim.

1. Uygun kiigiiklikteki h degerleri icin g(v) ile g(w), 0 dan uzakta sinarh
olmak tzere siirekli olarak h ye baglh olan (v, w) 2 periyodlu ¢ozimiin var

olmas: i¢in gerekli ve yeterli kosul 6 > % olmasidar.

faiversiles
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2. 0 # 0 igin j — co iken |u;| — co ve {u;}52, monoton olacak sekilde bir

niimerik ¢éziim bulunamaz.

Kanat.

1. => 6 > £ olsun. g siiperlineer oldugundan g(u) yeterince biiyiik |u| lar
icin, mesela |u| > L igin monoton olsun. Ispatin dogrulugunu etkile-
meksizin |u| < L i¢in g(u) yu tekrar her v i¢in monoton olacak gekilde

tanimlayabiliriz.

(4.3.1) ve (4.3.2) den eger (v, w) bir 2 periyodlu ¢oziim ise

glv) —gw) 1
P Y (4.3.13)
g(v) = —g(w) (4.3.14)

seklindedir. Simdi orijinden gegen ve egimi 'R‘-;-ITT) l olan dogruyu diigiine-
lim. g stiperlineer oldugundan kiigiik A degerleri icin bu dogruyla v > 0
ve w <. 0 gibi noktalarda kesigecektir dyle ki (4.3.13) saglanacaktir. ¢
monoton oldugundan dogruya sabitler ekleyerek (4.3.14) saglanmcaya
kadar kesisim noktalarim degigtirebiliriz (Dogruyu egimini degigtirme-
den agag yukar: oynatarak stz konusu duruma ulagabiliriz.). Bu da her
kiiciik A icin 2 periyodlu ¢oziimiin varligini séyler ve agiktir ki ¢oziim h

ye gore siireklidir.

.
g(4) wC-n

R

W= o o o ——

---{g)

S b

Sekil 4.7: (4.1.2) igin (v, w) 2 periyodlu ¢dziimiin varhg

57



<= 6 < 3 olsun. Yeterince bityik |u| lar igin, mesela |u| > M igin
sgn(g(u)) = sgn(u) olsun. Ispatin gegerliligini bozmadan |u| < M icin
g(u) yu tekrar tammlayabiliriz Varsayalun her u 5 0 igin

sgn(g(u)) = sgn(u)

olsun. Yardimci Teorem (4.1) den eger (v,w) 2 periyodlu ¢oziim ise

vw < 0 olur. O halde
g(v) — g(w)
v—w

olur ki bu da (4.3.13) ile geligir. O halde 6 < % olamaz, 6 > 1 olmahdur.

>0

2. p: R — R, p(u) = u—0hg(u) olsun. Theta metodu bu fonksiyon i¢in

p(u;) — p(uj1) = hg(u;-1)

biciminde yazilir. Ortalama Deger Teoreminden

P () (u; — wj—1) = hg(ujo1), 2 € (ujm1,u5)

olur. Buradan da
(1= 0hg (2))(uj — uj—1) = hg(u;1) (4.3.15)

olur. Eger |uj_1| ve |u;| yeterince bitytik olursa ve aymi igaretli olursa

(1 — 6hg'(2;)) < 0 olur ki istenilen buradan elde edilmis olur.

‘Ornek 4.4 g(u) = u® fonksiyonunu diisiinelim. Bu fonksiyon pozitif siiperli-

neer bir fonksiyondur 2 periyodlu ¢ézimler

4 —2 4 —2
h(1—26)" \/ h(1 - 26)

bicimindedir. Asagrdaki grafiklerde bazi h ve 8 degerleri igin yoringeleri gérmek-

tesiniz. Gorildigi gibi @ > § icin (4.1.2) fark denklemimiz 2 periyodlu ¢ézim
tretmekte, difer durumda c¢oziimler bir noktaya yakinsamamakta ve her iki

durumda da iterasyonlar monoton bir dizi olusturmamaktadar.

58



oo°°°°w°
O

Sekil 4.8: (4.1.2) nin g(u) = u® olmak iizere h = 0.5,0 = 0.51 ve up = 6 igin
ilk 150 adim

0 20 40 0 80 160

Sekil 4.9: (4.1.2) nin g(u) = u® olmak iizere h = 0.1,0 = 0.7 ve up =~ 2.659147
icin ilk 150 adim

1e+06 °
°
<
. °
5000004 ) 2
Ld
w°°°°
2 4 B 8 M 14
0 %o%
°°°
<&
-500000 1 e
14
<
-1e+06 B

Sekil 4.10: (4.1.2) nin g(u) = u® olmak tizere A = 0.5,6 = 0.4 ve uy = 6 igin
ilk 150 adim
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Ornek 4.5 g(u) = uln(1+|u|) fonksiyonu da pozitif siiperlineer bir fonksiyon-
dur ve 6 > % icin (4.1.2) fark denklemi 2 periyodlu ¢oziimlere sahiptir. Asaii-

daki grafiklerde ug = 1 baslangic noktas: icin yoringeler verilmektedir.

1.2e+16
1e+161
He+151
Ge+151
de+15j
2e+151

s Ao 4l 00

-de+151
Ho+1561
-Be+15
-1e+161
-1.2e+164

Sekil 4.11: (4.1.2) nin g(u) = uln(1 + |u|) olmak tizere h = 0.1,0 = 0.75 ve
ug = 1 igin ilk 150 adwm

%QW R

Be+07
§

fe407] S
L4
<

2407 2
4
3

0% oo 200 300 400 500

-4

2e407] ¢
&

4e407{ o

'58"’07" k

Sekil 4.12: (4.1.2) nin g(u) = uIn(1+ |u|) olmak tizere h = 0.1,0 = 1 ve ug = 1
icin ilk 500 adimi

Ornek 4.6 Baska bir pozitif siperlineer fonksiyon g(u) = u® i¢in (4.1.2) fark

denkleminin bir ¢oziimi agagrdaki gibidir. Bu fonksiyon icin kararls olan 2

—2 -2
r(1—26) '\ R(1—20)
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bictimindedir.

10 12 14

o
N4
taud
o
[ac]

Sekil 4.13: (4.1.2) nin g(u) = u® olmak iizere A = 0.5,8 = 0.8 ve ug = 6 icin
ilk 150 adim:

Agapidaki teorem de g negatif siiperlineer oldugunda 2 periyodlu ¢dziimiin

var olmas: icin gerek ve yeter sartin 6 < % oldugunu soyliiyor.

Teorem 4.5 g negatif siperlineer olmak tizere (4.1.2) fark denklemini digiine-

lim.

1. Uygun kigciklikteki h dejerleri igin g(v) ile g(w) 0 dan uzakta sinarh
olmak tzere siirekli olarak h ye bagh olan (v, w) 2 periyodlu ¢oziimiin var

olmas i¢in gerekli ve yeterli kogul 6 < -é— olmasidar.

2. 0 < 1 ise metodumuz dissipative defildir yani, dyle bir K = K(h,0)

varder ki her K > K icin (4.1.2) yi saglayan uo,wy ¢ifti varder ve |uy| >

luo| = K olur.,
Kanzit.
1. Teorem (4.4) iin ispatina benzer olarak ispatlamir.

2. £ > 0 olmak iizere § = 1 — ¢ olsun. Verilen bir ug igin

bl

Ho(u) = u — 5(9(u) + g(u)) + eh(g(u) — g(uo)) — uo

[N)
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olarak tamimlansin. Agiktir ki u — oo iken Hp(u) — oo ve u — —00
iken Ho(u) — —oo geklindedir.
¢ negatif siiperlineer oldugundan 6yle bir K = K (h,§) vardir ki g, |u| >

K ic¢in monotondur ve

Ju| > K = g'(u) < 0,ug(u) <0, |g(u)] > L—q;zl- (4.3.16)

dir. Simdi @ > K y1 diigiinelim. Eger |g(@)| > |g(—1)| ise (4.3.16) dan,
ug = 4 alarak,

Hy(~4) 1= ~20i — 2 (g(~8) + 9(8)) + h(g(~3) — g(2)) > 0

olur. Bu yiizden (—oo,—4) aralifinda Hy mn bir kokii vardir. Diger

taraftan |g(2)| < |g(—1)| ise (4.3.16) dan, up = —1 alarak,
Ho(@) = 20— 5(g(8) + 9(~)) + h(9(d) — 9(~1)) < 0

olur. Bu durumda da (4, co) arahginda Hy 1 bir kokii vardr.

‘Gosterdik ki her K > K icin (4.1.2) saglayan dyle uo,u; cifti vardir ki
|u1| > l’LLol = k dir.

Teorem (4.5) in ilk kisminda bahsedilen 2 periyodlu ¢oziim Teorem (4.3)
ten kararsiz olmak zorundadir.

Ornek 4.7 g(u) = —u? fonksiyonunu disinelim. Bu fonksiyon negatif siiper-
lineer bir fonksiyondur ve uygun h ve 0 dejeri igin (4.1.2) fark denklemi 2

periyodlu ¢éziime sahiptir. Bu 2 periyodlu ¢éziimler h ve 0 ya badl olarak

(\/Qh —4h8 ~/2h — 4h9>

—h+2h0° —h+2h0

bicimindedir. Fakat bu ¢oziimler itici olduklarindan, ornefin 6 = 0 i¢in sadece
\/2/_h den baglayan ¢éziimler 2 periyodlu ¢ézim olusturur, yakininda baslayan
¢oziimler 0 a gider. O kararl sabit noktadir. Asafrdaki grafiklerde baz h ve 0
degerleri igin yoringeleri gormektesiniz. Gorildigi gibi iterasyonlar monoton

bir dizi olusturmamaktadar.

s
w Uiy
62 Aa\’“‘:ﬁ:—z Ktopne™



0 20 40 60 80 100

Sekil 4.14: (4.1.2) nin g(u) = —u® olmak iizere h = 0.5,6 = 0 ve uy = 2 igin
ilk 150 adim1

2+
1.5]
1-
0.5

U W & & 460
2

Sekil 4.15: (4.1.2) nin g(u) = —u® olmak iizere h = 0.5,0 = 0.4 ve ug = 2 icin
ilk 100 adim

3-
2.

4
1-

S
B0
20 40 60 80 100

Ry
2]

d

Sekil 4.16: (4.1.2) nin g(u) = —u3 olmak tizere h = 0.5,8 = 0.4 ve up = 3 igin
ilk 100 adim
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0 20 40 60 60 100

-10

Sekil 4.17: (4.1.2) nin g(u) = —u? olmak tizere h = 0.1, = 0.4 ve ug = —10 =

% icin ilk 100 adimu

Ornek 4.8 g(u) = —u(u — 1)(u + 1) fonksiyonunu ele alalim. Bu fonksiyon
negatif stperlineer bir fonksiyondur ve uygun h ve 0 dejeri i¢in (4.1.2) fark
denklemi 2 periyodlu ¢oziime sahiptir. Bu 2 periyodlu ¢ozimler h ve 6 ya bagl

olarak

Vh(20 —1)(—2 - h+2h8)  +/h(20 — 1)(—2 — h + 2h0)
—h + 2h0 a —h +2h8

bicimindedir. Yine bu ¢oziimler itici olduklarindan, ornedin 0 = 0 i¢in sadece

(\/h(2+h) _\/h(2+h)>
o h

den baslayan ¢ézimler 2 periyodlu ¢oziim olusturur, yakininda baslayan ¢éziim-

ler 1 kararl sabit noktasina gider

U 20 40 60 80 100

Sekil 4.18: (4.1.2) nin g(u) = —u(u — 1)(u + 1) olmak tizere h = 0.1,0 = 0 ve
up = v/h(2 + h)/h i¢in ilk 100 adim
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b &

20 40 60 80 100

Sekil 4.19: (4.1.2) nin g(u) = —u(u — 1)(u + 1) olmak iizere h = 0.1, = 0.3
ve ug ~ —7.141428 icin ilk 100 adim

Sekil 4.20: (4.1.2) nin g(u) = —u(u — 1)(u + 1) olmak tizere h = 0.1,0 = 0.4

ve up = 1.75 icin ilk 100 adim

e
oo
-1.1 N
°
-1.2 °
L3
139,
-1.49
-
153
167
.77
0 20 40 60 80 "100

Sekil 4.21: (4.1.2) nin g(u) = —u(u — 1)(u + 1) olmak lizere h = 0.1,6 = 0.4

ve ug = —1.75 icin ilk 100 adimui
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Yardimc: Teorem 4.2 g € C* tek fonksiyon ve her u igin g (u) < 0 olsun.
Bu durumda 0 > % icin (4.1.2) fark denkleminin drettigi her {u;}32, ¢ozim

dizisi i¢in j — oo iken |u;| monoton olarak 0 a gider.

Kanit. Once u;_; = 0 ise u; = 0 olduguna dikkat cekelim. Varsayalim
u;_y > 0 olsun. Eger u; > 0 ise g tek fonksiyon ve her u i¢in g (u) < 0
oldugundan ¢(0) = 0 ve buradan g(u;) < 0 ve g(uj—1) < 0 olur. O halde
(4.1.2) igin

uj = uj—1 + h(0g(u;) + (1 = 0)g(u;-1)) < uj

olur. u; < 0 olsun. Varsayahm |u;| > |u;j—;| olsun, bu durumda g(u;) >
—g(uj—1) dir. Ciinkii [u;] > |u;j_;| ise —u;_; > u; dir ve g'(u) < 0 oldugundan
g azalandir ve buradan da g tek fonksiyon oldugundan g(—u;_1) < g(u;) ise
9(u;) > —g(uj-1) dir.

Buradan
0g(us) > —(1 — 6)g(u;-1)

dir (¢ > 1 oldugundan yazlabilir). fg(u;) terimi yerine daha kiiciik olan

—(1 — 6)g(u;j—1) terimini yazarsak

0 > wuj=wuj1+h(0g(u;) + (1~ 0)g(uj-1))
> ujoy +h(—(1 = 0)g(uj-1) + (1 — 0)g(uj-1))

> Uj1 > 0

olur ki 0 > 0 celigkisi meydana gelir. O halde biz u;_; > 0 ise |u;| < |uj-1]
oldugunu gosterdik. Benzer olarak u;_; < 0 ise |u;| < |u;_1| oldugu da kolayca
gosterilir. Bu ytizden u;_; # 0 ise |u;| < |u;-1| olur. |

{lu;]}329 smirh oldugundan, limiti 4* olan bir alt dizisinin limitine yakinsar.
(4.1.2) den g(u*) = 0 ise u* = 0 olur ( u* bir uy, alt dizisinin limiti ise u* kararh
sabit nokta olur. O halde g(u*) = 0 ise u* = 0 oldugu agiktir ).

Monotonluk da; {|u;|}32, seklindeki ttim dizilerin aym limit noktasina
sahip olmasi zorunlulugundan gelmektedir. m

. 1tes\
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Teorem 4.6 g pozitif sublineer olmak tizere (4.1.2) fark denklemini diigiine-

lim.
1. Kiiciik h dejerlert: igin 2 periyodlu ¢6ziim yoktur.
2. Eger g(uo) # 0 ise yeterince kiiciik h dejerlers icin herhangi bir {uj};'io

niimerik ¢oziim dizisi monotondur ve j — oo iken |uj| — oo olur.

Kanait.

1. (v,w) 2 periyodlu ¢oziim ise § # 3 dir ve z, v ile w arasinda bir nokta

olmak tizere (4.3.13) e Ortalama Deger Teoremini uygularsak

J(2) = ———h(gl_ 5

(4.3.17)

olur. g sublineer oldugundan yeterince kiigiik h degerleri icin bu durum
saglanmaz. Buradan (4.3.13) saglanmadifindan istenilen elde edilmig

olur.

2. Teorem (4.4) iin ispatina benzer olarak ispat yapilir. (4.3.15) esitliginden
elde ettigimiz ifade g pozitif sublineer oldugundan (1 — 6hg'(z;)) > 0

olarak bulunur ki bu da istenileni verir.

Teorem 4.7 g negatif sublineer olmak izere (4.1.2) fark denklemini diisiine-

lim.
1 Kiigu’k h degjerleﬁ icin 2 pem’yodlu ¢oztim yoktur.

2. Yeterince kiigiik h dejerleri icin herhangi bir {u;}2, nimerik ¢ézim

dizisi monotondur ve j — oo iken |u;| — 0 olur.

Kanait.

1. (4.3.17) den bu kisim agiktir.
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2. uj—1 # 0 nontrivial durumunu distinelim. g sublineer oldugundan ve

g(0) = 0 oldugundan Vu igin

lg(w)| < D ul (4.3.18)
olur. ‘
1 :
< — 3.
h< 55 (4.3.19)
secelim. (4.3.15),(4.3.18) ve (4.3.19) dan
hg(u;—1)
=l = [
< hlg(uj-1)|
1 I’U,'_ll
e — =L
< gpPlu-l==3

olur. Buradan u; ve u;_; nin her zaman aym igaretli olmas: gerektigi

kolayca goriilebilir. (4.3.15) den

sgn(u; — uj-1) = sgn(g(uj-1)) = —sgn(u;-1)

dir. Buradan |u;| < |uj_1| olur ve istenilen sonug elde edilir.

Ornek 4.9 g(u) = —u fonksiyonunu diginelim. Bu fonksiyon negatif subli-

neer bir fonksiyondur. Pozitif sublineer bir fonksiyona bir ornek de g(u) =

2u —

ﬁ fonksiyonudur. Asagidaki grafiklerde farkls baglangi¢ noktalar: ve her

bir fonksiyon igin (4.1.2) fark denkleminin yoringeleri verilmigtir.

1.4
1.2
-
11°
0.84
0.6
<
<
0.41 %,

0,
<,
02 - oo%

Sekil 4.22: (4.1.2) nin g(u) = —u olmak tizere uo = 1.4, = 0.6, = 0.1 i¢in
ilk 100 adim
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2 40 60 80 100

C 1.4

Sekil 4.23: (4.1.2) nin g(u) = —u olmak tizere ug = —1.4,6 = 0.6, = 0.1 icin
ilk 100 adim1

7e+081
Be+08 o
52+081
4e+08
Je+051
2e+087

| 16408

Sekil 4.24: (4.1.2) nin g(u) = 2u — % olmak tlizere up = 1.4, = 0.6,h = 0.1

ful

i¢in ilk 100 adimi

0 40 80 80 100

-1e+08
-2ey+08j
-3e+081
-4e+08 ]
Ge+18

-Ge+08

Sekil 4.25: (4.1.2) nin g(u) = 2u — % olmak lzere up = —1.4,0 =0.6,h = 0.1

(]

icin ilk 100 adim

69



KAYNAKLAR

. HALE, J. ve KOCAK, H., Dynamics and Bifurcations, New York:
Springer-Verlag, (1991).

. DEMIR, B., Dinamik Sistemler ve Noron Sikluslars, Doktora Tezi,
Osmangazi Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Eskigehir, Tiirkiye (1999).

. VERHULST, F., Nonlinear Differential Egquation and Dynamical
Systems, Berlin: Springer-Verlag, (1990).

. BRAUN, M. ve HERSHENOW, J. , Periodic Solutions of Finite
Difference Equations, Quarterly of Applied Mathematics, 35, 139-147
(1977).

. BEYN, W.J., On Invariant Closed Curves for One-Step Methods, Numer.
Math., 51, 103-122 (1987).

. HALE, J., Ordinary Differential Equations, New York: John Wiley,
(1969).

. BARCLAY, G.J., GRIFFITHS, D.F. ve HIGHAM, D.J., Theta Methods
Dynamics, J. Comput. Math., 3, 27-43 (2000).

v
70 | a0 wtera®



