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Bu tezde, kiirenin sonlu alt quandillar: O(3) ortagonal grubunun sonlu

alt gruplan kullanmilarak incelenmistir. Kiirenin bir @ alt quandilana
o, RE— R o,(z)=2—-2(z,9)y

olmak tizere O(3) ortagonal grubunun Gg = (o, : y € Q) alt grubu karsihik
getirilmistir. @ sonsuz bir alt quandil iken G alt grubunun sonsuz, ) sonlu
bir alt quandil oldugunda ise G¢g grubunun O(3) ortagonal grubunun sonlu
bir alt grubu oldugu gosterilmigtir. SO(3) grubunun sonlu alt gruplarinin
kiire tizerindeki etkisinden olugan yoriingelerden kiirenin sonlu alt quandillan
elde edifip bu alt quandillardaki elemanlarin kiire tizerine nasil yerlegtikleri
belirlenmigtir. Kiirenin @; ve Qs sonlu alt quandillarinin izomorf olmasi
icin gerek ve yeter kogulun Gg, = G, oldugu gosterilerek kiirenin sonlu alt

quandillar smiflandirilmagtir.

Anahtar Kelimeler : Quandil, Ortagonal grup
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GIRIS

Bu tezde quandil ad: verilen cebirsel bir nesne incelenmistir. Daha 6zel
olarak yansima ile bir quandil yapisina sahip olan kiirenin sonlu alt
quandillanr siuflandirilmigtir.  Tarihi olarak quandil parca parca Matreev,
Brieskorn ve Dehornoy’un ¢alismalarinda degigik isimlerde gériilmesine kargin
(bunlar tarafindan tanimlanan cebirsel objeler tam olarak quandil olmamakla
beraber quandila oldukca yakin objelerdir.) quandilin &neminin artisi Joyce
tarafindan bu nesnenin diiglimleri smlﬂayaﬁ bir invaryant: oldugunun
gosterilmesiyle baglamigtir. Tam olarak Joyce’nin teoremi su sekildedir: k; ve
ks, S° de iki dugim, Q(k) ve Q(k;) de bunlara kargilk gelen
quandillar olsunlar. Bu durumda Q(k;) quandilinin Q(k2) quandilina izomorf
olmasi igin gerek ve yeter kosul k; diigiimiiniin ya kp diigiimiiniin kendisine
ya da k; diiglimiiniin ayna gorintiisiine denk olmasidir. Diger invaryantlarda.
oldugu gibi giiclii bir invaryantin hesap edilmesi olduk¢a zordur. Bu nedenle
quandilda hesab1 olduk¢a zor bir invaryanttir. Dogal olarak bu konudaki
ga11§malaf1n ¢ogu quandil temsili teorisidir. Kiire bu anlamda en temel temsil
uzaylarindan biridir. Bu tezde yapilan simflama hem temsil agisindan 6nemli
hem de n < 3 igin O(n) ortogonal grubunun sonlu alt gruplarimn
siniflandiriimasina oldukga benzer olmasindan dolay: énemlidir. Ve bu galigma
tamamen orjinal niteliktedir.

Tez ii¢ boliimden olugsmaktadir. Birinci bslim quandillar hakkinda genel
bilgilere ve bugiine degin bu konuda yapilan ¢caligmalarin bir kismina ayrilmigtir.
Bu béliimde amag¢ quandillar hakkinda genel bilgi vermektir. Ikinci bolimde
tarihsel 6nemi ve konuyla ilgisi agisindan n < 3 igin O(n) ortogonal grubunun
sonlu alt gruplar smiflandirilmigtir. Son bélimde ise elde edilen sonuglar

ispatlanmugtir.



1 QUANDIL KATEGORISI

1.1 Tanim ve Ornekler
Tamim 1.1 Bostan farkly bir X kiimesi tizerinde

x: XxX — X

(z,y) +— zxy

ikili islemi asagidaki kosullar saglhyorsa (X, *) ikilisine bir rak denir.
o Hery,ze€ X i¢in xxy =2z olacak sekilde bir tek x € X wvardar.
o Herz,y,z€ X igin (zxy)*z=(Tx2)*(yx*2z2)

Tanim 1.2 (X, ) ikilisi bir rak olmak tizere her x € X i¢in © * x = = kosulu

saglanwyorsa (X, *) ikilisine bir quandal denir.

Ornek 1.1.1 Herhangi bir (G,-) grubu verildiginde G tzerinde her z,y € G

i¢in
Try=y Ty
seklinde tanimlanan islem ile (G, ) ikilisi bir quandildar.
Ornek 1.1.2
S™ = {(z1,%2, .. Tnp1) ER™ | Zi 425+ .+l =1}
olmak iizere S™ tzerinde her x,y € S™ i¢in
zxy=2{z,y)y—=x

tkili i§lemz' tanamlansin. Bu sekilde tanvmlanan ikili iglem ile (S™,x) dkilisi bir

quandilder.
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Sekil 1.1: Kiiredeki ikili islemin geometrisi
Her z,y € S™ icin

lzxyl* = (@xy,zxy)
= (2(x,y)y—-m,2(m,y)y—x)

= 4<x,y>2w—2<w,y> (v, 2) = 2(z,9) (2,9) + (&, 2)
= 1 B

oldufundan z*y € S™ dir.
Her y,z € 5™ i¢in x© x y = 2z olacak sekilde bir tek x € S™ eleman: vardar.

x = z*xy olarak alindifinda

zry = (2*y)*y |
= 2(zxy,y)y—2z*xy=2Q2(z,9)y— 2Ny —2(z,y)y+z=2
esitlifi saglandiindan boyle bir elemanin varlgu gosterimis olur. Teklik igin

boyle iki eleman oldugu varsaylsin.
Iy * Y = Zg *Y=2z
olsun.

z+z = 2(z1,y)y

z4+zy = 2(x2,Y) Y



egitliklerinden T, — 2o = 2(x1 ~ Za,y) ¥ olur. T =11 — x5 ve (z,y) = X olsun.
20y =z =22y, y)y = 4\y oldujundan X\ = 0 ve buradan z = 0 bulunur.
z = 0 esith{inden x, = x5 olur.

Herhangi z,y,z € S™ elemanlar icin

(zxy)xz = 2(zxy,2)z—xT*y

2
= 22(z,y)y—=z,2)2-2(z,y) y+ =
4

- (a:,y)(y,z)z—2<x,z)z—2<a:,y>y+:c
(Tx2)x(yxz) = 2(z*xz,y*x2z)(y*z)—T*z
= 2(2(z,2)z—2,2(y,2) z — y) (2 (y,2) z — y)
—2(z,z)z+x
= 2£4 <:L‘, z> <ya Z> —2(:13, z> <Z,£/> —2(:17, Z) <Z, y> + (x,y)z

=(x,y)
2{y,2)z—y)—2(z,z) 2+

= 4z {zyz-2(zy)y-2(z,2) 2 +2

esitliklerinden tanimdaki (xxy)*xz=(xz*2)*(y*2z) egitlifi elde edilir.
Herz € X iginzxz =2{(z,2)x — z = 2z — £ = z oldufundan quandle

tanamindaki egitlik de saglanmag olur.

Tamm 1.3 (X, *) bir rak, S de X kimesinin bir alt kimesi olsun. Eger S
kiimesi X deki = ikili iglemine gore bir rak oluyorsa S ye X in bir alt rak:

denir. Benzer tanim quandil i¢in de yapilabilir.

(X, x) herhangi bir rak, {S;},.; kiimeleri de X rakinin alt raklarmm bir
ailesi olsun. Alt raklarin kesisimi olan z’QISi kiimesi de X rakinin bir alt rakidir.
Herhangi y, z € iQISi elemanlar1 her ¢ € I i¢in y, z € S; olacagindan zxy = 2
olacak sekilde bir tek € X vardir. Her ¢ € I icin S; bir alt rak oldugundan
x € S; olur. Boylece z € iQISi olacagindan rak tammindaki itk kogul saglanir.
Keyfi z,y,2 € iQISi elemanlan icin her 4 € I icin z,y,z € S; ve S; ler birer
alt rak olduklarindan (z * y) * z = (z * z) * (y * 2) egitligi saglanir. Bu egitlik



her S; alt rakinda saglandigindan iQISi kiimesiﬁde de saglanir. iQISi kiimesi
kogullar sagladifindan bir alt rak olur. Eger (X,*) herhangi bir quandil,
{Si};cr kimeleri de X quandilimin alt quandillarmin bir ailesi ise; herhangi
bir z € : QISi almdiginda her ¢ € I igin z € S; eleman: z * z = z 6zelligini
sagladigindan kesigimdeki her eleman i¢in de saglanmis olur. Bu nedenle bir

quandilin alt quandillarimin kesigimi de bir alt quandildir.

Tamim 1.4 (Q,*) bir rak, S de Q rakimn bir alt kiimest olsun. Q rakiun S
alt kiimesini iceren tiim alt raklarinin kesigimine S kiimesinin drettigi alt

rak denir. Benzer tanim quandil i¢in de verilebilir.

Tanim 1.5 G bir grup ve X herhangi bir kime olmak tizere
XxG@ — X
(9,2) +— z-g

fonksiyonu

o ¢ grubun birim elemany olmak tizere - e = x
o Herg,h€ Guez € X igin(z-g)-h=x-(gh)

kosullarins saglyorsa G grubu X kimesi tzerine sagdan etki eder denir.

Benzer sekilde G grubunun X kimesi dzerine soldan etkisi de tanimlanabilir.

Ornek 1.1.8 G bir grup, X de bostan farkls bir kiime olmak iizere, G

grubunun X kiimest dzerinde
XxG — X
(a,9) +— a-g

seklinde sagdan bir etkisi olsun. 8 donisimi

g: X — G
d(a-g) = g '0(a)g



kosulunu saglasin. G grubunun X kimesi tzerindeki safdan etkisi ve O
déniigimi kullanilarak X kiimesi tizerinde bir rak yapis: kurulabilir. X kiimesi
tzerindek: tkili iglem
* 1 X xX — X
(a,b) — axb:=a-0(b)

olarak tamimlanarsa (X, x) ikilisi bir rak olur.
Her y,z € X i¢in xxy = z olacak gekilde bir tek ':c € X wardwr.
z=2-0(y)"" olarak alndijinda

zxy=2-0(y)=(2-0(y) )0 =2-(0@)  0(y) =2-e=2

oldufundan = * y = z kosulu saglanwr. Teklik icin z; ve x5 bu denklemini

saflayan tki eleman olsunlar. x1 * y = xy *x y = z egitliklerinden

21-0(y) = 2-9(y)
(21-0(9) - 0@)" = (22:0(4))- ()"

Ty = Z2

denklemi saglayan eleman var ve tek oldugundan rak tanwmindaki ilk kogul

saglanar.

(zxy)xz = (z-9(y)) 0(2)

(x*x2)*(y*xz) = (z-0

esitliklerinden dolayn z xy = z - 0(y) seklinde tammlanan tkili islem rak
tansmandaki (z * y)*z = (z * 2)*(y * z) kogulunu da sagladifindan X kimest

bu tkili iglem ile bir rak olur.



Tamim 1.6 (Xy, 1) ve (Xa,%5) ki rak olsunlar. f: Xy — Xo déniigimii

her z,y € X1 icin

flzxy)=f(z)*f(y)

oluyorsa f dontigimiine bir rak homomorfizmi denir.

(X, =) ikilisi bir rak olmak iizere bir y € X elemam icin

fy: X — X

T — fy(x)=zx*xy

seklinde bir f, doniisimii tanmimlanacak olursa rak olmammn ilk kosulundan
dolayr her z € X icin f, (z) = z*y = z olacak bi¢imde bir tek z € X oldugun-
dan f, doniigimim bire-bir ve ortendir. Rak tammindaki ikinci

kosuldan dolay: ise her z, z € X i¢in

fy(@xz) = (zxz)xy=(zxy)*(zxy) = fy (z) * f, (2)

esitligi saglandigindan f, bir rak homomorfizmidir. Boylece her y € X icin
[y doniisiimii bir rak otomorfizmidir. Bu nedenle rak yerine otomorfik kiime
adlandirmas: da kullamlabilmektedir (Daha genis bilgi igin [1-4}).

Operatér Grubu

(X, ) bir rak olmak iizere F'(X), X kiimesi tizerindeki serbest grubu
gostersin. w = w(a,b,..) de F(X) grubunda bir kelime olsun. F (X)
grubunda alinan 6rnegin abc gibi bir kelimenin bir z € X elemanina etkisi
z - (abc) := ((z * a) * b) * ¢ geklinde tammlansin. Bu gekilde F' (X) serbest

grubunun X raki tizerindeki etkisi
XxF(X) — X
(z,w) +— z-w

seklinde tammlansin. Burada z € X olmak tizere = - w seklindeki bir ifade

ile kelimenin z tizerindeki etkisi yukarida agiklandig sekildedir. F(X) serbest



grubunun X kiimesi iizerinde yukarida belirtilen etkisi kullamlarak F(X) grubu

tizerinde w, z € F (X) olmak iizere
w~z<=herzeXiginz-w=z-2
bagintis: tamumlansim. Bu bagmti bir denklik bagintisidir. F(X) serbest grubunun
N={weF(X)|w~1}

seklinde tammlanan alt kiimesi F'(X) grubunun normal alt grubudur: Her
wi,ws € Niken hera € X icina-w; =avea-wy =adir. a-wy = a

oldugundan a = (a - wy) - wy ' = a - wy! dir. Her a € X icin
o (wwy')=(a-w) wy;' =a-w;=a

oldugundan w;w;! € N olur. Yani N kiimesi F (X) serbest grubunun bir alt

grubudur. Herhangi bir 2z € F'(X) elemam ve w € N igin
a-(z7'wz) =((a-z7")w)-z2=(a-27") -z=a

esitligi saélahd@mdan N alt grubu F(X) serbest grubunun normal alt
grubudur. F(X)/N Dbolim grubuna X rakiin operatér grubu denir ve
Op (X) ile gosterilir.

Tamum 1.7 F(S), S kiimesi tzerinde serbest grup olsun.
FR(S)={(a,w) | a €S, we F(S)}
kiimesi tizerinde
(a,w) * (b, z) = (a,wz""bz)

seklinde ikili islem tamimlansin. Herhangi (b, z),(c,t) € FR(S) elemanlar
igin (a,w) * (b, z) = (c,t) olacak gekilde bir tek (a,w) € F(S) wvardur.

(a,w) * (b, z) = (a,wz""bz) = (c, 1)



oldugundan aranan eleman (a,w) = (c,tz=1b7'2) dir. Béylece rak tansmindaki

ilk kosul saglanmag olur. Asagidaki esitliklerden dolay:

((a,w) * (b, 2)) * (c,t) = (a,wz"tbz) * (c, 1)

= (a,wz lbzt ct)

((a,w) * (¢, 1)) * ((b, z) * (c,t)) = (a,wt™tect)* (b, 2t tct)
= (a: wt et (zt~1et) " bzt“lct)

= (a,wz bzt lct)

rak tanwvmandaki ikinci kosul da saglandiindan FR(S) kiimesi yukarda
tanvmlanan ikili iglem ile bir rak olur. Bu raka S kiimesi tizerindeki serbest

rak denir.

Kongurens

Bir (X, %) rak tizerinde bir ~ denklik bagmtisi her a,b,c,d € X icin
a~bcec~d=axc~bxd

kosulunu sagliyorsa ~ denklik bagintisina bir kongurens denir.
~ bagmtist (X, %) rak: iizerinde bir kongurens olsun. Herhangi bir a € X
elemani igin [a], a elemammn denklik simfim belirtmek {izere; denklik siniflar:

iizerinde agagidaki sekilde bir ikili igiem tammlansin.
[a] *.. [b] := [a * b]

Bu ikili iglem ~ denklik bagmtisi bir kongiirens oldugundan iyi tamimhdir.
Denklik siniflarinin kiimesi bu sekilde tanimlanan ikili iglem ile bir rak olur ve
bu yeni olugturulan rak X/ ~ ile gosterilir.

f : (Xy,%1) — (Xs, *9) bir rak homomorfizmi olsun. Bu durumda f (X;) C
X, bir alt raktir. X; raki iizerinde f homomorfizmi kullanmilarak bir ~ kongurensi

a,be X; igin
a~b<= f(a)=f(b)

9



seklinde tanimlansin. Bu kongurens ile olugturulan X;/ ~ raki f(X;) alt

rakina izomorftur.
p: X/~ — f(X)
[a] — f(a)
ve keyfi bir y € f (X;) elemani i¢in y = f(z) olacak sekilde bir z € X; elemam:
olacagindan
Vv f(X) — X3/~
y=flz) — [z]

dontigiimleri tanimlanabilir. ¢ ve 9 dontistimleri rak homomorfizmidirler. ¢ o

Y = lgx,) ve Yo = lx,/. oldugundan X;/ ~ raki f(X;) alt rakina

izomorftur.
Tamm 1.8 (X, *) tkilisi bir rak olsun. ~ bagintisy X dizerinde her a € X igin
axan~a

kosulunu saglayan en kiicik kongurens olsun. Bu kongurensin denklik siniflarinin

kiimesi olan X/ ~ ya asossiye quandal denir ve X, seklinde gésterilir.

1.2 Bir Diiglimiin Temel Quandih

Bir Diigiimiin Temel Quandlinin Tanimm
k, S de bir diigiim, N(k) da S® de k mn tiip komsulugu olsun. Sabit
bir p € S®\N(k) noktas: secilsin. Baglangic noktalar1 9 (N(k)) da bitis

noktalar1 sabit p noktasi olan yollarin kiimesi

o={a |a:[0,1] — FNE (1) =p,a(0) €I (NK) }

g6z oniine alinsin. «, 8 € Q elemanlar icin ) tizerinde “a ~ 3 <= « efrisi
egrisine homotop(rel {p})” homotopik olma bagmntisi tammlansm. I' = Q/ ~

yollarin denklik siniflarinin kiimesini gostersin.
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S3\N (k) min temel grubu IT; <S3\N(k),p) goz oniine alinsi. IT; (53\N(k),p)

grubu I' kiimesi tizerinde agagida verilen sekilde sagdan etki eder.

T x I (B’W,p) — T

(a,9) —— a-g
a(2t) , 0<t<i o
(a-g)(t) = seklinde iki yolun ¢arpimi olarak
g2-1) , $<t<1
tanmimlanir.

g € 9(N(k)), a(0) =¢q, a(l) =p olmak lizere a € [o] yolu almsm.
0(N(k)) da ¢ noktasindan gecen bir tek m, meridyeni vardir. my ¢ da
baslayip g da biten N(k) da disk simirlayan kapal bir yoldur. a ve m,

yollar ile
a(4t) , 0<t<1/4
O@)=a-myg-a=1q my(dt—1) , 1/4<t<1/2
a(2t—-1) , 1/2<t<1
seklinde tammlanir. Burada
a(t)=a(l—1%)

dir. 8 (a) p de baslayip yine p de biten S3\ N (k) da kapal bir yol oldugundan
0(a) €1y (S3\N(k),p) dir. Boylece

o:r — I (m>p)
la] +— 9 ([a})

doniigtimii elde edilir.

0 donigimi ve II (53\N (k)) grubunun ' kiimesi tizerindeki etkisi
kullanilarak T kiimesi iizerinde bir quandil ingaa edilebilir. I" kiimesini quandle

yapacak ikili iglem su sekilde tamimlanur:

*x:I'x [ —> r
([o],18]) +— [ *[A]
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Sekil 1.2: Diigiimiin temel quandilinda bir eleman

Burada a € [a], b€ [0] olmak tizere [0 x[B] = [a- 0 (b)] dir.

I’ kiimesi tizerinde x iglemi quandle kosullarim saglar:

Her [8], [v] € T ic¢in [a] * [8] = [v] olacak sekilde bir tek [a] € T
elemam vardir. Denklik simflarindan b € [g], ¢ € [y] elemanlar: alinsin. Bunu

gostermek icin a * b = ¢ kogulunu saglayan [a} € I' elemam bulunmalidir.
a=c-0(b)7"

almrsa axb= (c- 8(6)*1) xb=rc-(0 ()70 (b)) = ¢ oldugundan aranan
eleman [a] = [o] = [c- 0 (b)7"] dir.
Ikinci kosul icin ise her [o],[8],[y] €T icin

(fad * [81) * (7] = ([ed = 2] = (18] * [])
oldugu gosterilmelidir. a € [a] , b €[], c€ [y] olsun.
(axb)xc=(axb)-0(c)=a-0(b) 0(c)

ve

d(bxc) = 0(b-9(c))
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oldugundan

(axc)x(bxc) = (axc

= (a-0

-0 (bxc)
c))-8(b-8(c))
= a-0(c)-0(c)"-8(b)-d(c)
-0(b)-9(c)

elde edilir. Boylece ([a] % [B]) * [v] = ([a] * [7]) * ([8] * [7]) esitligi saglanmg

= a

olur. Ayrica [o] € T icin a € [o] olmak {izere
a*xa=a-0(a)=aa-mypg)a=mypa~ a, rel(p)

oldugundan quandil olma kosulu da saglanmig olur. Bu sekilde elde edilen T’
kiimesine k diigiimiiniin temel quandili denir. Bu quandilin gosterimi igin

bakimz [5].
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2 SO(3) GRUBUNUN SONLU ALT
GRUPLARI

2.1 Genel Bilgiler

Bir G grubu bogtan farkli bir X kiimesi izerine soldan etki etsin. Bundan sonra
G grubunun X kiimesi tizerine soldan etkisi g -z = gz seklinde gosterilecektir.

Herhangi bir z € X noktasinin yoriingesi
O(z) = {9z : g € G}
kiimesidir. X kiimesi iizerinde
z ~ y <= “y = gz olacak gekilde en az bir g € G vardir”

seklinde bir bagint1 tanimlansin.

Her z € X noktasi i¢cin G grubunun X kiimesi {izerindeki etkisinin
tanimindan dolayr grubun birim elemam e i¢in ez = z oldugundan z ~ z
dir. Eger z ~ y ise y = gz olacak sekilde en az bir g € G vardir.

g ly=9"(gz)=(97'g)z=ez =2
oldugundan y ~ z dir. z ~ gy, y ~ z ise y = gz ve z = gy olacak sekilde
9,9 € G elemanlan vardir. Buradan
z=gy=g (92) = (g'g) z

oldugundan z ~ z dir. X kiimesi tizerindeki bu bagmnti yansima, simetri ve
gecisme Ozelliklerini sagladigindan bir denklik bagintisidir. Bu nedenle “ ~ 7
bagintis1 X kiimesinin bir parcalanigim verir.

Herhangi bir z € X noktasinin stabilizeri su sekilde tammlanir:
G, ={g€G:gz=uzx}

z’in stabilizeri G kiimesinin GG grubunun bir alt grubu oldugu kolayca goriilebilir.
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Onerme 2.1.1 Aym yoringeye ait noktalar esglenik stabilizerlere sahiptirler.

Kamt. z ve y ayn1 yoriingeye ait noktalar olsunlar. z ve y aym yoriingeye
ait olduklarindan gz = y olacak gekilde bir ¢ € G eleman vardir. gz = y

kogulunu saglayan g € G elemam igin h € G, olmak iizere

(ghg™") (v) = (ghg™") (92) = (gh)z =g (hz) =gz =y

oldugundan ¢G,g9! C G, dir ve her f € G, igin

(67 f9) (z) = (7' ) (92) = (7 f) y=9 (fy) =g 'y ==

esitliginden g7'G,g C G, dir. gG,g7' C G, ve g7'G,g C G, oldugundan
9gG.g7 = G, olur. Boylece G, ve Gy eslenik alt gruplar olurlar =

Teorem 2.1.2 G grubunda G, alt grubunun sol denklik siniflarinin kiimesi

G/G; ile gosterilsin.
O(z) — G/G,
9z — 9G,
seklinde tamamlanan déniisiim bire-bir ve értendir.

Kamt. ¢G, € G/G, elemam alinsin. gz € O(z) elemam doénigiim altinda
gG, elemanna resmedildiginden doniistim értendir. gG, = g'G, ise g = g h
olacak sekilde bir h € G, vardir.

gr = <g’h) r=g (hz)=gz

oldugundan doniisiim bire-birdir.
Ozel olarak G sonlu bir grup ise |O(z)| = |G/G:| = |G|/ |Gz| oldugundan
|0(z)| |G| = |G| olur. =

Teorem 2.1.3 Sonlu bir G grubu X kimest dzerine soldan etki etsin. Bu etki

yardimayla
Xi={reX :gz=uza}
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seklinde tanimlanmak dzere X kiimesindeki farkl yoringelerin sais:

1
@ZLXQI

geG

dir.

Kanit. Burada ama¢ G x X kiimesinin gz = z kogulunu saglayan (g, z)
ikililerinin sayisiin belirlenmesidir. Bu ikililerin say:si

> o1xe]

geG

dir. Sayma iglemi z € X elemanlan {izerinden yapilirsa

Yo IX =) 1G,]

geG zeX

olur. X kiimesindeki farkli yoriingeler X;, Xy, ..., X olsunlar. Bu yoriingeler
g0z oniine alinirsa agagidaki esitlik yazilabilir:

S = S I6 =3 Yl

geqG zeX i=1 z€X;

Ayn yoriingeye ait noktalar eslenik stabilizerlere sahip olduklarindan, T € X;

yoriingesinden secilmis bir nokta olmak iizere;

Z IGw| = |X1HGE!
zEX;
= |0(@)||G5]
= |G|

oldugundan farkli yoriingelerin sayisi '

1
k=S |X0
el

geaG

olur. =
Teorem 2.1.4
0(2) = {AcGL(2,R) : AAA=1T}

olmak izere O(2) grubunun sonlu alt grubu ya dihedral grup ya da devirli

gruptur.
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Kamt. O(2) grubunun sonlu bir alt grubu A ile gésterilsin. Eger A C
S0(2) ise A nin herbir elemam diizlemde bir dénmedir. Ay ile orjine gére
saat istikametinin tersi yoniinde § radyanhk (0 < 6 < 27) dénme gosterilsin.
A, € A elemam ile de A alt grubundaki en kiigiik radyanlik donme gosterilsin.
Keyfi bir Ay € A elemam alinsin.

O=ko+1Y,k€eZvel<yh <oy
oldugundan
Ag = Agpry = (A,)° Ay

elde edilir. Bu esitlikten dolayt A, = (4,) 7" 4 dir. A,, Ay € A oldugundan
Ay = (A(/,)_Ic Ag € A dir. Burada 9 = 0 olmalidir. Aksi takdirde bu ¢’nin en
kiiciik olmasiyla celigir. Dolayisiyla

Ap = (Atp)k

egitliginden A grubu A, tarafindan tiretilen devirli bir grup olur.

A tamamen SO(2) grubunun icinde kalmayan bir alt grup olsun. H =
AN SO(2) alt grubu goz oniine alinsi. H alt grubu A nin bir alt grubudur.
H grubunun A grubu igindeki indeksi 2 dir. H grubu SO(2)grubunun bir alt
grubu oldugundan H devirlidir. H = (C), B € A — H olsun. Bu durumda

A = {1,C,C*..,C"",B,CB,C*B,..,C" "B}
c* =1, B’=I, BC=C"'B

dihedral grubu elde edilir. m

2.2 SO(3) Grubunun Sonlu Alt Gruplar:

G grubu SO(3) grubunun sonlu bir alt grubu olsun. G grubunun birimden
farkll her eleman: ekseni R® de orjinden gegen bir dogru olan bir dénmedir.

Doénmenin ekseni olan dogrunun S? yi kestigi noktalar dénme altinda sabit
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kalirlar. Béylece G grubunun herbir elemam S? de iki nokta belirlemis olur.
Dikkat edilecek olursa G nin birim elemani S? nin tiim noktalarim sabit birakir.
G grubunun birimden farkli tiim elemanlarinm S? {izerinde sabit biraktig

noktalarin kiimesi X ile gosterilsin.
GxX — X
(9,2) — gz

etkisi goz oniine alinsin. = € X noktasi bir A € G dénmesinin sabit noktas:

olsun.

(ghg™?) (gz) = (gh) z = g(hz) = gz

oldugundan gz noktasida bir donmenin sabit noktasidir. X kiimesi iizerinde
G grubunun bu etkisi goz oniline alinsin. X kiimesinde N tane farkl yoriinge

oldugu varsayilsin. Herbiri farkli yoriingelerden olmak {izere birbirinden farkl
T1,T2y---y TN
seklinde N tane nokta segilsin. Teorem 2.1.3 den

N = & 1{2(6]-1)+IX]}
é—{ (61-1+ 5 0}

esitligi elde edilir. Esitlik diizenlendiginde

2(1—|—g,|) = N-y otz
N

olur. Bu esitlikten ise

2<1‘|é*|) =i (“ﬁ)

denklemi bulunur. Burada dikkat edilecek olursa 1 < 2 (1 — |1?|) < 2 dir.
Ayrica her i igin |G,,| > 2 oldugundan 3 < 1 - ]'é_ < 1 egitsizligi gecerlidir.
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N
2 ( i G|) ; ( 1——|> egitligi dikkate alindiginda en fazla ii¢ yoriinge

oldugu goriiliir.

2 1
29— =1 —
|G| |G, |
———
>1 <1

oldugundan bir tek vériinge olamaz.

. N
Iki ySriinge varsa: 2 (1 — l—é—l) => (1 — l?l—i) esitligi
1 @i

2 1 1
1G]~ 1Gal 1G]
sekline doniisiir. G, ve G, gruplar1 G grubunun alt gruplarn olduklarindan
|Gz, | ve |Gyg,| |G| yiboler. |Gg,| = 71, |Gzy| = 72 ve |G| = n olsun. Buradan
n = kiry ve n = kory olacak gekilde k; ve ko sayilar vardir. Esitlikte yerine

yazilacak olursa

2 ko ke

n n n
esitliginden 2 = k; +k; bulunur. Yani k1=k; = 1 dir. Buradan G, = G,, =G
elde edilir. Grubun her elemam z; ve x5 noktalarini sabit biraktiklarindan bu

noktalar antipodal noktalardir. Dolayisiyla G devirlidir.

Ug ybriinge varsa: |Gy,| = 11, |Ge,| = 12 Ve |Ggy| = r3 olmak iizere

denklem
2 1 1 1
I+o= = —+ =
n (& T2 T3
geklini alir. 73 < rp < 7p olsun. Heriiginr; > 3ise 1+ 2 = % + ;1; 4 ;13-

egitligi sifirdan farkli hicbir n dogal sayist icin saglanmaz.

r3 = 2 olsun.



olur. Benzer sekilde bu denklemde de r1,72 > 4 olamaz. 7y < r; oldugundan
9 = 2 ya da r5 = 3 olabilir.

r3 =2 ve ro = 2 ise;

esitliginden n = 2r; elde edilir.

r3 =2 ve ry = 3 ise;

esitliklerinden 61—3% =n € N oldugundan 3 < r; < 6 olur. Buradan
rm=3 = n=12
m=4 = n=24
=5 = n=2=60
bulunur. Ug yériinge olmasi durumunda sonuclar 6zetlenecek olursa
o T =M, Ty =2, r3:2isen:|G’|=2m
e =3,1,=3,1r3=21ise |G| =12
e =4,r;=3,r3=2ise |G| =24
e r =5 1y=3,r3=21ise |G| =60

seklindedir.
Bundan sonra her durumda yoriinge noktalarinin kiire {izerinde nasil
yerlestigi belirlenecektir.
T =179 =13 = 2 ise:
|Gar| = |Gyl = |Gas] = 2 dir. 14+ 2 =2+ 1+ 1 esitliginden G dort
elemanl bir gruptur.
Goy = {fr,e}, fi=e
Gu, = {fue}, fi=e
Gos ={fsse}, fi=e
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olsun. |O (z1)| = |0 (z2)| = |0 (z3)| = 2 oldugundan SO(3) grubunun dort
elemanli sonlu G alt grubunun elemanlar: S? tizerinde toplam alt1 noktay: sabit
birakirlar. Bu alt1 sabit noktanin S? iizerinde nasil yerlesecegi agagidaki gibi
belirlenir. Oncelikle 5* iizerinde keyfi bir z3 noktast secilsin. z, noktasinmn yeri
z3 noktasina gore belirlenecektir. x5 noktasindan ve orjinden gecen | dogrusu
goz oniine alinsin. Eger z; noktas: [ dogrusuna dik olan ekvatorda secilmezse;

z3 noktasma fo € G, donmesi uygulamrsa z3 noktasmm yoriingesinde z3

Sekil 2.1: (2,2,2) durumunda yoriinge noktalarinin yerlestirilmesi

noktasindan farkl yeni bir fo(z3) noktasi elde edilir. fo(z3) noktasina f3 € G,
donmesi uygulanmirsa fo(xs) noktasmdan farkh fs (fa(zs)) noktas: elde edilir.
Boylece x5 noktasmin yoriingesinde ikiden fazla eleman olur. Fakat O(z3)
iki elemanlh bir kiimedir. Bundan dolayr z2 noktasi [ dogrusuna dik
ekvator {izerinde olmak zorundadir. f2 = e ve f, uzaklik koruyan bir doniisiim
oldugundan fa(z3) = —z3 olur. Buradan O (z3) = {*z3} olur. f3; € G,
donmesi z; noktasina uygulanirsa f2 = e ve f; doniisiimiiniin uzaklik
koruyan bir doniigim olmasindan dolayr fs(z2) = —zo elde edilir.
noktasimin yeride benzer sekilde belirlenir. z; noktasi da ! dogrusuna dik
ekvator iizerinde bulunur. Boylece z; ve zo noktalan aym biiyiik cember
tizerindedirler. z, noktasi z, ve —z, noktalarinin orta noktasidir. z; orta nokta
olmazsa z; noktasmmin yoriingesinde ikiden fazla eleman olurdu.

Benzer sekilde fo € G,, dénmesi z; noktasina uygulanmirsa fo(z1) = —z; elde
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edilit. Bu durumda yoringe noktalar1 O (z1) = {£z:}, O (22) = {a,},
O (z3) = {£z3} olur. Buradan SO(3)’iin sonlu alt grubu G = {e, f1, f2, f3}

Sekil 2.2: 71 = ry = r; = 2 durumunda yoériinge noktalar:

olur. G grubu K, grubuna izomorftur.
To=T3=2 Ve 11 =m ise

|Gy = |G| =2 ve |Gyy] =m , m > 3 oldugundan |G| = n = 2m olur.

G:z:1=<f1>a f{n:e
Gm2:{f2)e}’ f22=€
Gmgz{f&e}) f32=€

olsun. Burada G;, m. mertebeden devirli bir gruptur. S? tizerinde keyfi
bir x; noktasi segilsin. z; noktasi ve orjinden gecen dogru [ ile gosterilsin.
|G| = 2m ve |G| = m oldugundan z; noktasmin yoriingesindeki eleman
sayist |O (z1)] = ‘—(l;%—l = 2 dir. x, noktasimn yoriingesindeki eleman sayis1 da
|0 (z2)| = |c|:_fl2|' = m olur. z2 noktasi ! dogrusuna dik ekvator iizerindedir.
Ciinkii o noktast I dogrusuna dik ekvator tizerinde olmasaydi x; noktasinin
yoriingesindeki eleman sayisi ikiden fazla olurdu. Benzer sekilde z3 noktas: da
[ dogrusuna dik ekvator tizerinde bulunur. f, € G, doniisiimii z; noktasmma
uygulandiginda f2 = e ve f, uzaklik koruyan bir déniisiim oldugundan fo(z;) =

—zy olur. Buradan O (z1) = {£=z;} bulunur. z; noktasmma G, grubunun

iireteci olan f; doniisiimii uygulanirsa [ dogrusuna dik ekvator tizerinde

{$2,f1 (iL‘z) afl2 (x2) (A lm_1 ('732)}
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m tane nokta elde edilir.

lz2 = f1 (@)l = || f1 (z2) = £} (z2)|| = .. = /"7 (22) — o]

oldugundan bu noktalar [ dogrusuna dik ekvator iizerinde esit uzaklhklarda

bulunurlar.

O(xZ) = {xQ’ fl (1"2) ’flz (122) LIERE) flm_l (172)}

olur. O(z;) kiimesindeki noktalar [ dogrusuna dik olan diizlemde ekvator igine
yerlestirilmig bir diizgiin m-genin koseleri olarak diisiiniilebilir. 23 ve zo
noktalar1 aym biiyik cember iizerinde idi. x5 noktasmn z; ve fi(z2)
noktalar1 arasinda oldugu varsaylsin. f3 € Gu,, f2 = e doniisimil z,

noktasina uygulansin.

f3 (mz) € {ZL‘Q, fi (372) af12 (5132) AR im_l (a;?)}

dir. f2 = e oldugundan f3(z2) = fi(x2) olur.Bu nedenle z3 noktas: z; ve

fi ($2)

noktalarmm orta noktasidir. Boylece O(z2) kiimesindeki noktalar: birlestiren

yay parcasinin orta noktalar1 O(z3) kiimesini verir.

Sekil 2.3: (2,2,m) durumunda yoriinge noktalarinin yerlestirilmesi

Buradan SO(3) grubunun sonlu alt grubu

G = {1, fus flross 770 fos oo 2o s S0 o)
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=1 1=1I fifs= fs ve fofr = f{*f» oldugundan G grubu 2m elemanl
dihedral grup olur.

Ornegin m = 6 alindiginda yoriingeler agagidaki gibi olur:

Sekil 2.4: 7, = r3 = 2 ve r; = 6 durumunda yoriinge noktalar

rs=2ver,=r; =3 ise:

|Gzs| = 2, ve |Gy,| = |Gy, | = 3 oldugundan |G| = 12 olur.

G$1 :<f1) ’ f13=€
G-’Dz:(f?) ) f23=€
Gm:;:{f3ae} 3 fé?:e

olsun. Keyfi bir z; € S? noktas: secilsin. z; noktasmnin yoriingesindeki eleman
sayist |O (z1)] = éi| = 4 olur. z; noktasindan ve orjinden gecen dogru [ ile
gosterilsin. O(z;) kiimesinden z; ve —z; noktalarindan farkh bir u noktasi
alinsim. f; dontistimii  noktasina uygulamrsa fi (u), fZ (u) € O(z1) olur.
O(z;) kiimesi dért elemanh oldugundan O(z;) = {z1,u, f1 (u), fZ (u)} olarak

belirlenmis olur. f; uzaklik koruyan bir déntisiim oldugundan
21 — ull = ||z = fr @)l = ||z = f7 (W]

dir. Yani z; noktasimnin yoriingesindeki diger noktalara uzakligi esittir. u €

O(z;) noktas1 dikkate alinacak olursa G grubunun G, ve G, alt gruplan
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esleniktir. Dolaysiyla |Gy| = |G, | dir. G, = (h) olsun. h%® = e ve h(u) = u
dur. h(z1) € O(z;) olur. h(z;) = z; olamaz. Cinki A (z;
h € Gg, olurdu. Buradan h(z;) = f1(u) yada h(z;) = f?

= 1z, olsayd:
u) elde edilir.
h(z1) = fi1(u) oldugunu varsayalim. Bu durumda h®(z;) = f? (u) olur. A

)
(
uzaklik koruyan bir doniisiim oldugundan

Iz = ull = | () = ull = || ff (w) = u]|

esitlikleri elde edilir. Bu egitliklerden O(z;) kiimesinin bir tetrahedronun
kose noktalar bldugu goriilir. 1z, noktasinin yoriingesindeki eleman sayisi
|O (z2)| = _IQI_[ = 4 diir. x; noktasi yle bir yerde secilmeli ki G, = (f2), f2
doniigimii O(z1) kiimesine uygulandiginda yine O(z;) kiimesinin elemanlari
elde edilsin. zo = —z; alinirsa bu saglanmig olur. f, 233 derecelik bir dénme

oldugundan {u, fi (u), fZ (u)} noktalan kendi aralarinda permiite eder. Bu

yolla z9 noktasinin yoriingesi

{—le —u,—fi (u) ’ _f12 (u)}

olur. O(z2) nin noktalar1 da bir diizgiin dortytizliniin koselerini verir. z3
noktasinin yoriingesindeki eleman sayisi ise |O (z3)] = TJC%[ = 6 dir. z3
noktas1 S? tiizerinde oyle bir konumda bulunmah ki f; doniistimii O(z)
kiimesine uygulandiginda yine O(z;) kiimesinde elemanlar elde edilsin. z3
noktas: z; ve u noktalarim birlegtiren yay parcasinin orta noktasi olarak alinirsa
istenen saglanms olur. Bu durumda f3(z1) = u, f3(u) = 1, f3(f1(u)) = f7 ()
ve fa(f2(u)) = f1 (u) esitlikleri elde edilir.

G grubu ise A4 grubuna izomorftur [6].

r3=2,10=3 ve ry =4 1ise:

|Gas| = 2, |Ge,| = 3 ve |Gz, | = 4 oldugundan |G| = 24 olur.

GI1=<f1> ) fil:e
G22:<f2> ) fi?:e
Ges ={fa,€} f32=e
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Sekil 2.5: r3 = 2 ve ry = r; = 3 durumunda y6riinge noktalar

olsun. Keyfi bir z; € S? noktasi secilsin. z; noktasmin yoriingesindeki eleman
says1 |O (z1)| = ]JG%-' = 6 dir. z; noktasindan ve orjinden gegen dogru ! ile
gosterilsin. O(z;) kiimesinden z; ve —z; noktalarindan farkli bir u noktas:
almsin. f; doniisiimii v noktasma uygulamrsa fi (u), fZ (u), f3 (u) € O(z,)

olur. f; uzaklk koruyan bir doniigiim oldugundan
lz1 = wff = llz1 = f @] = ||lz1 = £ @] = [J21 = £ @W)||

esitlikleri saglanir. Bundan dolayr z; noktasiun u, fi (u), f2 (u) ve f3 (u)

noktalarina olan uzaklhig aymdir. Ayrica

le = fr (@)l = [[f1 () = f2 @] = 1ff @) = ££ @)]] = |7 (w) = u]

dir. z; noktasmin yoriingesindeki altinci nokta —x; noktast olmahlidir. Aksi
takdirde z; noktasimin yoriingesinde altidan fazla eleman olurdu. —z; noktasi
da f, doniisiimii altinda sabit kaldigindan —z; noktasmn u, fi (u), fZ (u) ve
f3 (u) noktalarina olan uzakliklar esittir. Dolayisiyla {u, f; (u), fZ (u), f2 (u)}
noktalar: [ dogrusuna dik ekvator iizerinde bulunurlar. Dikkat edilecek olursa
O(z;) kiimesine ait alt: nokta bir octahedronun kose noktalaridir.

7, noktasinin yoriingesindeki eleman sayisi |O (z2)| = 12k = 8 dir.

|Gas |
noktas1 S? tizerinde 6yle bir nokta olmahdir ki O(z;) deki noktalar fo doniigimii
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altinda yine O(z;) kiimesine resmedilsin. Bu durumda z, noktas: S2 iizerinde
octahedronun bir yiiziiniin orta noktas: ve orjini birlegtiren dogrunun kiireyi
kestigi nokta olarak alindifinda istenen saglanmig olur. Ornegin z, noktas: S2

tizerinde kiiresel iiggenini orta noktas: olarak segilsin. Bu durumda. f5(z5) = 5

X

u fl(”)

Sekil 2.6: x5 noktasmin yériinge noktalarimn yerlestirilmesi

dir. fo(z1) = z; olamayacagindan fo(z;) = u yada fa(z;) = fi(u) olabilir.
Eger fo(z1) = u olarak almwrsa fo (f2 (u)) = —z, ve fo(—z1) = f2 (u) olur.
Boylece S? tizerinde octahedronun herbir yiiziinden gelen kiiresel {iggenlerin
orta noktalar1 z, noktasimin yoriingesindeki noktalar1 verirler. Sekiz noktali
bﬁ yoriinge ise bir kiibiin kogeleridir.

z3 noktasimn yoriingesindeki eleman sayis: ise |O (z3)| = l'ﬁg = 12 olur.
z3 noktasi olarak z, ve u noktalarini birlegtiren yay parcgasinin orta noktasi
ahmirsa istenen ozellikler saglanmg olur. f3 doniigiimi altinda O(z,) ve O (z2)
kiimeleri kendi iizerlerine resmedilirler. Octahedronun tiim kenarlarimn S2
tizerindeki orta noktalar1 O (z3) kiimesinin 12 noktasim verir. G grubu koge
noktalan z;, —z, u, f1(u), ff(u), f; (v) olan bir oktahedronun rotasyonel
simetri grubu olur. Bu grup ise Sy simetri grubuna izomorftur [6].

r3=2,19=3 ve 1, =95 1se:

|Gz = 2, |Gyy| = 3 ve |Gy, | = 5 oldugundan |G| = 60 olur.

Ga:1=<fl) > f15=8
Geoy=(f2) , fi=e
G13={f3,6} ) f§=e

olsun. Keyfi bir z; € $2 noktas: secilsin. z; noktasinin yoriingesindeki eleman
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Sekil 2.7: 73 =2, r; = 3 ve r; = 4 durumunda y6riinge noktalar

G|

sayist |O (z1)| = ﬁ = 12 dir. z; noktasindan ve orjinden gecen dogru ! ile

gosterilsin. O(z;) kiimesinden z; ve —z; noktalarindan farkh ve
0<|lzy —u|| <||lz1—v]| <2

olacak gekilde u ve v noktalan alinsin. f; doniisiimi v noktasina uygulanirsa
fi (), fE(u),, f2 (), ft () € O(z;) olur. fi uzaklik koruyan bir déniisiim

oldugundan bu beg noktanin z; noktasina olan uzakliklar egittir.Benzer gekilde

fl (U)’f12 (’U)Hff (U)’f{l (’U) € O(xl)

noktalarinin da z; noktasma olan uzakliklar: esittir.

uafl (U),ff (u)m.ff (u)aff (’LL)

noktalar1 diizgiin bir besgenin kose noktalar1 olurlar. Benzer sekilde

v, i (v), f (0),, f7 (v), f1 (v)

noktalar1 da diizgiin bir besgenin kogeleridir. O(z;) kiimesinin onikinci
noktasi igin tek olasihik —z; noktasidir. w ve z; noktalar1 aym ydriingeye

ait olduklarindan G, ve G, gruplari G grubunun konjuge alt gruplardir.
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Bu nedenle |G,| = 5 dir. G, = (h), R® = e olsun. h(z;) = fi(u) yada
h(z) = ff(u) olmahdir. Aksi takdirde z; noktasmmn yoriingesinde daha
fazla nokta bulunacaktir. Ayrica buradan —u € O(u) = O (z;) oldugu
goriillir. —u noktasi u noktasindan iki birim uzakta oldugundan —u noktas:
v, 1 (v), f£ (v),, f2 (v), fi (v) noktalarindan biri olmahdir. —u = v olarak
alimrsa — f7 (u) = f] (v) olur. u noktasindan bakildiginda onbir noktanin beg

tanesi u ya diger noktalardan daha yakin ve egit uzaklikta olurlar. Bu noktalar

z1, f1 (u),, f2 (v), f2 (v) ve f{i (v) noktalardir. Boylece

lu =@l = [lu = f @)l = [Ju— f7 ()]

olur. O (z;) de bulunan oniki nokta bir isocahedronun kose noktalar: olurlar.

Diger yoriingeler agsagidaki gekilde gosterilmigtir.

Sekil 2.8: 73 = 2, 7o = 3 ve 11 = 5 durumunda yoriinge noktalar:

SO(3) grubunun G alt grubu ise A5 grubuna izomorftur [6].

2.3 0O(3) Grubunun Sonlu Alt Gruplar:

G grubu O(3) ortagonal grubunun sonlu bir alt grubu olsun. G grubu SO(3)
grubunun bir alt grubu ise bir énceki bélimden G alt grubu Z,, Day, Ay, Sy,

As gruplarindan birine izomorf olur. G alt grubu tamamen SO(3) grubunun

29

~r
P



icinde kalmiyorsa
H=GNSO(3)

olsun. H alt grubu SO(3) grubunun sonlu bir alt grubu olacagindan H alt
grubu Z,, Doy, A4, Si, As gruplarindan birine izomorftur. —I € G ise G
grubu H x Z, grubuna izomorftur. h € H ve —I € G oldugundan —h € G dir.
det(—h) = —1 esitliginden —h € G\H olur. g € G\H olsun. g = —I.h olacak
sekilde h = —g € H elemam oldugundan g € —H olur. Buradan G\H = —H
oldugundan G = H X Z, dir.

—I¢ G ise

U: G — T(G)<S0(3)
A — T(A) = (detA)A

seklinde tanimlanan ¥ doniigiimii bir grup izomorfizmidir.
U (AB) = det (AB) AB = (det A) A(det B) B= U (A) ¥ (B)

esitliginden ¥ dontigimi bir grup homomorfizmidir. ¥ (A) = I olsun.
(det A) A = I egitliginden A = +J olur. —I ¢ G oldugundan A = I dir.
Bu nedenle ¥ dénitisiimiiniin ¢ekirdegi sadece I elemanini igerir. Boylece ¥
doéniisiimii bir grup izomorfizmi olur. Boylece O(3) ortagonal grubunun sonlu

bir G alt grubu
Zn,Dgn,A4,S4,A5,Zn X ZQ,DQn X ZQ,A4 X ZQ,S4 X ZQ,As X Zg

gruplarindan birine izomorftur.
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3 KURENIN SONLU ALT QUANDILLARI

3.1 Cemberin Sonlu Alt Quandillar:

Q) cemberin n elemanh sonlu bir alt quandili olsun.

Txy=2(z,y)y—z

quandil ikili iglemi dikkate alindiginda quandildaki noktalar cember iizerinde
esit araliklarla yerlesir. Yani quandilin noktalar1 gember icine yerlestirilmis bir
diizglin n—genin kose noktalart olurlar.

Cemberin n elemanh sonlu alt quandilinin noktalar: 8 = %W olmak iizere
Q = {g: = (cosif,sinif), 0 <i<n—1}

seklinde secilsin. Dikkat edilecek olursa sonlu @ alt quandili {g;,q;11}
elemanlar tarafindan tiretilebilir.
(Cemberin herhangi a, b noktalar: verildiginde 27 a ve b noktalar1 arasindaki

aginin rasyonel bir kat1 ise bu noktalardan tiretilmig alt quandil sonlu olur. 27

i
f
/
/ -
/ -
I,

Sekil 3.1: Quandil iireten a ve b noktalar:

bu iki nokta arasindaki agiin rasyonel bir kat1 degilse bu iki noktamin tirettigi
alt quandil sonsuz elemanhdir. Q; a; ve az, Q2 de b; ve by noktalar: tarafindan
iiretilen sonlu alt quandillar olsunlar. a; ve a; noktalar arasindaki ag 8, by ve

by noktalar arasindaki ag1 ise ¢ olsun. ¢); ve Q2 gemberin sonlu alt quandillar:
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isepy < q1,p2 < g2 ve (p1,q1) = 1, (p2, g2) = 1 olmak tizere 6 = 272, = 2722
olacak sekilde ;Li, % € Q rasyonel sayilar1 vardir. Bu noktalar

ai = (1,0), az = (cosb,sinf)
bl = (170)a bZ = (COS‘PaSiHSD)

olarak alindiginda bu sonlu quandillarin elemanlar

Q1 = (a1,a2) ={0,6,26,...,¢:0} (mod2r)
QZ = (bla b2> = {0’ v, 2@5 ey Q2‘P} (mOd 27T)
bigiminde ifade edilebilir. Sonlu iki kiime arasinda bire-bir ve érten bir egleme

kurmak icin eleman sayilarinin egit olmasi gerekir. Bu nedenle Q; ve Q»

quandillarimin esit sayida eleman igermeleri igin ¢; = ¢ olmahdir.

T : Q1— Qo
T(z) = %m

doniigiimii bir quandle homomorfizmidir. ¢, = g, iken T (i) = T (j6) ise
i = jo + k27 olur. ¢ = 27r'Z—: oldugundan % (i - j) = k bulunur. p; ve
go aralarinda asal oldugundan ¢ — j = l.g» olacak gekilde bir | € Z tamsayisi
vardir. Bu durumda
i0 = (j + lg) 0 = golon 2 + jort = jo
01 il

oldugundan 7" déniisiimii bire-bir olur. ¢); ve Q- iki eleman tarafindan iiretilmis
sonsuz iki alt quandil ise T' : Q1 — Q2, T (z) = £z doniislimii bir quandil
homomorfizmidir. n,m € N olmak iizere T(nf) = T(mf) olsun. T
déniigiimiiniin tammindan np = me + k.27, k € Z olur. p(n —m) = k.2«
egitliginden 27 ¢ agisiin rasyonel bir kati olmadigindan ¥ = 0 olmaldur.
Buradan nf = mé oldugundan déniisiim bire-birdir. Bundan dolay1 gemberin

iki eleman tarafindan iiretilen sonsuz alt quandillar izomorfturlar.
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Cember tizerinde {z1, z2,...z,} elemanlar1 gbz 6niine alinsin.

x1 ve zo noktalar arasindaki ag 61,

x1 ve z3 noktalar1 arasindaki ag1 6s,

x1 ve T, noktalari arasindaki ag1 0,_;

olsun. Eger her 7 igin §; = 271'% , (pi,4) = 1, p; < g;, olacak sekilde % eQ
rasyonel sayis1 varsa bu noktalarin iirettigi sonlu alt quandildaki eleman sayis1

okek (q1, 4o, ..., qn) Olur ve bu quandle aralarindaki ag olan iki

2
OkEk(ql 1929+ 1Q’n.)
noktanin tirettigi quandila izomorftur.

3.2 Kiirenin Sonlu Alt Quandillar:

Q kiirenin bir alt quandili olsun. Her y € @ icin
oy,: R — R3
z — oy(@)=z—2(z,y)y

déniigtimi tammlansin. Her z;, 7, € R3 igin

(g (1), 0y (z2)) = (21 — 2(21,9) ¥, 22 — 2 (22, Y) ¥) = (71, %2)

oldugundan ¢, doniigimii O(3) ortagonal grubunun bir elemamdir. o,

déniisiimiiniin matrisi determinant: —1 olan
1-2y7 —2pye —201ys
~2y1y2 1-2y5 —2y2us
~2y1ys —2tys 1 — 293
matrisidir. Dikkat edilecek olursa o, (y) = —y dir. Her z € R? icin 0_ (z) =
2~ 2 (z,~y) (~y) = o, («) olur.
Q quandilindaki her ¥ € @Q noktasi igin tamimlanan o, yansimalarinin

tirettigi O(3) ortagonal grubunun alt grubu

Gog=1(0y: y€Q)
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seklinde gosterilsin. Eger @ = {y} tek elemanh bir quandil ise Gg = {0y, I}
olacagindan Gg = Z, dir. @ = {yi1,y2} kiirenin iki elemanh bir alt quandil
ise y1 ve y2 noktalar1 antipodal noktalar olacaklarindan o, = oy, oldugundan
Gg & Zsy bulunur.

y1 ve ys kiirenin @ alt quandilinin antipodal olmayan farkh iki noktas: ise

0y, # 0y, dir. Ciinkii her z € R? igin oy, (z) = 0y, (z) ise

x—2<w7y1>y1 =:8—2(:c,y2)y2

esitligi her z elemam igin saglandigindan &zel olarak z = y;,y, noktalan

alimirsa

Yy = (y17y2> Y2 VE Yo = (y17y2> hn

esitlikleri elde edilir. Bu egitliklerden y; = (1, yg)2 y; olacagindan y; = Ly»
bulunur. Bu nedenle eger quandil sonsuz ise quandildan elde edilen G grubu

da sonsuzdur.

"Onerme 3.2.1 Kiirenin Q alt quandils sonlu ise quandildan elde edilen O(3)

orta gonal grubunun Gg alt grubu da sonludur.

Kanit. n > 2 olmak tizere Q = {y1, Y2, ...yn} kiirenin sonlu bir alt quandih

olsun. @ sonlu alt quandilin her y; € @ elemanina

oy, R} — R3

p o 0l (@) = —0y (2)
doniigiimil karsilik getirilsin. Bu déniistimlerin tirettigi grup G = <a'yi Ty € Q)
olsun.

Kiiredeki quandil ikili iglemi
Txy=2(z,y)y— 2

oldugundan o, doniistimi © € S? elemanina uygulanirsa

a;i (z) =z *y;
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olur. oy, déniistimii @ C S? alt quandilina kisitlamrsa
oyle: Q@ —Q
doniigtimti quandil tammindan her z' € Q eleman: icin z * y; = x' olacak
sekilde bir tek z € @Q elemam oldugundan bire-bir ve drtendir. Bu nedenle
0y,.lq doniisiimii n elemanl bir kiimeden kendisine giden bire-bir ve drten bir
dontigim oldugundan S, simetri grubunun bir elemamn olarak diigiiniilebilir.
Boylece bu déniigiimlerin iirettigi G = <U;Ji|Q Ty € Q> grubu S,, simetri
grubunun bir alt grubu olur. S, sonlu bir grup oldugundan G grubuda sonlu
bir gruptur.
v G’Q — @G
% e

seklinde tanimlana déniisiim bir grup izomorfizmidir. Dolayisiyla Gy grubu G
grubuna izomorf oldugundan Gy, grubu da sonludur.

Eger —I € Gq ise Gg =& Gy x Z; dir. G grubu sonlu oldugundan Gg
sonludur. —I ¢ Gg ise

@Y GQ A G’Q
Oy, det (in)ayi

doniistimii bir grup izomorfizmi oldugundan Gg = G, olur. Bundan dolay:
Gg grubu O(3) ortagonal grubunun sonlu bir alt grubudur. =

2. Boltimde O(3) grubunun bir alt grubunun

Zn,DQn,A4,S4,A5,Zn X ZQ, D2n X ZQ,A4 X Zz, S4 X ZQ,Ag, X Zg
gruplarindan birine izomorf oldugu gosterilmigti. Bu nedenle @ alt quandih

sonlu iken quandildan elde edilen Gg grubu O(3) ortagonal grubunun sonlu
bir alt grubu oldugundan G¢ grubu

Zn,DQn,A4, S4,A5,Zn X Zg,Dgn X Za, Ay X Zg‘, Sy X Zz,As X Lo

gruplarindan birine izomorftur. Fakat n > 2 olmak tizere Z,,, Z,, X Zy, A4, As,
ve Ay X Zo gruplar kiirenin sonlu bir alt quandilindan elde edilemezler. Bunu

gormek icin agagidaki 6nermeye ihtiyag vardir.
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Onerme 3.2.2 G grubu O(3) grubunun A4 yada As grubuna izomorf bir alt
grubu ise G grubu SO(3) grubunun bir alt grubudur.

Kanit. A4 ve As alterne gruplan bagintilar: agagidaki sekilde verilen iki
tiretecli gruplara izomorfturlar [7,8].
As 2 {(ab:a®=0"=1, (ab)’=1)
As 2 {a,b:ad®=0"=1, (ab)®=1)

w: Ay — G<O(3)
a — pla)=A
b +—— ¢(b)=B

doniigtimii bir grup izomorfizmi olsun. A, B € O(3) oldugundan det A =
det B = #£1 olur. ¢ bir izomorfizm oldugundan ¢ (a®) = A3 dir. o® = 1
bagintisindan A3 = T esitligi vardir. Buradan (det A)° = 1 olacagindan
det A = 1 olur. Benzer gekilde det B = 1 elde edilir. Bundan dolay1 O(3)
grubunun A, grubuna izomorf alt grubu SO(3) grubunun‘ alt grubudur.

p: As — G <0(3)
@ o) =

A
b +— ¢((b)=B

doéniigiimii bir grup izomorfizmi olsun. A, B € O(3) oldugundan AA* = BB* =
I dir. Buradan det A = det B = =1 olur. ¢ bir izomorfizm oldugundan
@(a®) = A® dir. @® = 1 bagmtisindan A% = [ egitligi vardir. Buradan
(det A)° = 1 olacagindan det A = 1 olur. Benzer gekilde det B = 1 elde
edilir. Bundan dolay1 O(3) grubunun As grubuna izomorf alt grubu SO(3)

grubunun bir alt grubudur. =
Onerme 3.2.3 O(3) ortagonal grubunun
Ay, As, Ay X Lo, Loy Ly X Lo
gruplarina izomorf alt gruplar bir quandil grubu olarak ortaya ¢ikmazlar.
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Kanit. O(3) grubunun A4 ve A; gruplarina izomorf olan alt gruplar1 SO(3)
icinde kaldigindan determinanti -1 olan ikinci dereceden eleman icermezler. Bu
nedenle A4 ve As gruplan bir Q alt quandilindan elde edilen G¢ grubu olarak
ortaya cikmazlar.

O(3) ortagonal grubunun A, X Z, grubuna izomorf alt grubunun bir quandil
grubu olarak elde edilemeyecegi su sekilde goriilebilir: SO(3) grubu icinde A4

alterne grubuna izomorf elemanlar

1 00 ( 0 10 ( 0 0 -1 \
I=]1010 a=|0 0 -1 ax=1 -1 0 O
00 1 \ 100 |/ \0 10 )
-1 00 ( 0 -10 ( 00 -1 \
a3 = 0 1 0 =1 0 0 1 Q5 = 10 0
0 0 -1 \ 10 0 } \ 0 -1 0
0 -1 0 0 0 1 10 0 \
g = 00 -1 Q= -1 0 O g = 0 -1 0
1 0 0 0 -1 O) 0 0 -1
-1 0 O 010 0 01
ag =] 0 -1 0 ap=]1 0 0 1 Q1] = 1 00
0 0 1 1 00 010
olmak iizere
G = {I, 1, s, 03,04, 05, 06, 07, g, g, Q10 C11 }
-1 00 -1 0 O
grubu alinsin. G grubundaas=| 0 1 0 ,a=10 —=1 0 | ve
0 0 -1 0 0 1

10 O

as=|1 0 =1 0 elemanlar ikinci derecedendir. O(3) grubunun A4 X Zo

00 -1
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grubuna izomorf alt grubunun elemanlar

I7 0y, 02, (3, Oy, s, O, (7, O, Olg, (10, (11,
_I, —Q1, —Qg, —0Q3, —Qy, —Q5, —g, —Q7, —Qg, —Qg, —Qq0, —071
seklinde secilsin. Bu grupta -as, —ag ve —ag elemanlar: determinant: —1 olan

ikinci dereceden elemanlardir. Bu ii¢ elemanin iirettigi grup
<—O[3, —Qg, _Olg> = K4 X Z2

olur. Bu nedenle A4 x Z, grubu bir quandildan elde edilemez.

n > 2 olmak tzere O(3) ortagonal grubunun Z, ve Z, X Z, gruplarina
izomorf alt gruplarimn kiirenin bir alt quandilindan elde edilemeyecegi ise su
sekilde gosterilebilir: G grubu O(3) ortagonal grubunun Z, grubuns izomorf
bir alt grubu ve A € O(3) eleman1 grubun iireteci olsun.

n tek ise A" = I oldugundan (det A)" = 1 olur. det A = +1 oldugundan
(det A)™ = 1 egitliginden det A = 1 olur. Bundan dolay1 A € SO(3) diir.
G grubu A elemam tarafindan iretildiginden G grubu SO(3) grubunun bir
alt grubu olur. Bu nedenle n tek iken G bir quandildan elde edilemez. O(3)

ortagonal grubunun Z, X Zs grubuna izomorf alt grubu
{I,A, A%, .. A" —1,—A, - A% .., —A"}

olarak alindiginda bu grupta 2. dereceden ve determinanti —1 olan eleman
sadece —I dir. —1I elemaninin iirettigi grup {I,—I} = Z, oldugundan O(3)
grubunun Z,, X Z, grubuna izomorf alt grubu bir quandil grubu olarak elde
edilemez.

n ¢ift ise: det A = 1 ise G grubu SO(3) grubunun bir alt grubu olacagindan
G bir quandil grubu olamaz.

det A = —1 ise § = m olmak tizere G grubunda 2. dereceden bir tek A™
elemanm vardir. det A™ = 1 ise bu grup 2. dereceden determinant:1 —1 olan
bir eleman igermediginden quandil grubu olarak elde edilemez. Eger det A™ =

—1 ise (A™) = Z, olacagindan n > 2 i¢in Z, grubuna izomorf bir alt grup

quandildan elde edilemez.
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O(3) grubunun Z, grubuna izomorf alt grubu {J ,A’, A2 .., A"1) olmak
tizere B € O(3), B2 =1 ve B ¢ (A) elemam segilsin. (B) & Z, oldugundan

{(1,I),(1,A),..,(I,A*Y) ,(B,I),(B,A),.., (B,A" 1)}
grubu Z, x Z, grubuna izomorftur. Bu gruptaki ikinci dereceden elemanlar
(I,A™,(B,I),(B,A™)

dir. Bu ii¢ elemanin iirettigi grup Zs X Zs grubuna izomorftur. Bu nedenle
n > 2 i¢in n ¢ift durumunda da Z,, x Zy grubuna izomorf bir grup bir quandil

grubu olarak elde edilemez. ®
Onerme 3.2.4 Her a,b € 52 icin
axb=2(a,b)b—a
olmak tizere
Oaxb = Ob0a0b
esitligi saglanar.

Kanit. a,b € S? olmak iizere her z € R? icin

o (z) = z—2(a*xbz)axb

= z-2(2(a,b)b—a,z)(2(a,b)b—a)
= a:—-8(a,b>2 (mab>b+4<a”b> <$’b>a’+4(a”b> <a,z)b—2(a,az)a

ve

0v0405 () = 0 (04 (0s(2)))
= oy (0. (z —2(b,z)b))
= op(z—2(bz)b—2{(z—2(b,z)b,a)a)
= z—8(a,b)’(z,b)b+4(a,b) (z,b)a+4(a,b) (a,z)b—2(a,T)a

oldugundan o4 = 050,05 dir. ®
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Onerme 3.2.5 Q kiirenin sonlu bir alt quandils olsun. a € Q noktast icin

—a € (@ ise herhangi bir b € Q noktasiman antipodal noktasida quandilin

elemanidar.

Kanit. a, —a ve b noktalarindan gegen biiyiik cember g6z 6niine alinsin. a
ve b noktalar1 arasindaki ac1 6 olsun. 27 a ve b noktalar arasindaki 8 agisiun
rasyonel bir katidir. Aksi takdirde @ quandih sonsuz olurdu. (p,q) = 1 ve
p < q olmak {izere 6§ = 2775 olsun. Bu durumda b ve —a noktalar1 arasindaki
agl w — 27r§» olur. a, —a ve b noktalarimin irettigi elemanlar @ alt quandilinin
elemanlarn olacaklarindan bu {i¢ noktamn {irettigi elemanlar arasindaki agi %
olur. —a ve —b noktalar arasimdaki 27r§ ac1s1 % agisinin 2p kat1 oldugundan
—b noktas1 quandilin elemani olur. m

Kiirenin @ alt quandilindan elde edilen
GQ = (O'y tye Q)

grubu y;, y2 € @ olmak lizere

1

Oy ¥ Oyg = Oyy 0y Oy

islerni ile bir quandil olur. Herhangi bir o, elemam i¢in ;' = oy, oldugundan

Oy, ¥ Oyy = Oyy 0y Oy dir.

W:Q——*GQ

z +— ¥(z)=o0,
seklinde tanimlanan doniigiim g6z oniine alindiginda
(L) * To) = Opyazy = O2p02,03, = Ogy * Oz = V(1) * U(z2)

oldugundan ¥ déniigiimii bir quandil homomorfizmidir.
Go, ve Gg, sonlu iki quandil grubu olmak iizere ¢ : Gg, — Gq, donisimii
bir grup izomorfizmi ise
90(0-961 * sz) = (P(o-mzo'mo-mz) = 90(011)90(011)90(Jm2) = (:0(0$1) * (P(Uwz)
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oldugundan bir quandil izomorfizmidir.

Tersine ¢ bir quandil izomorfizmi ise yine

Qo(awl * 022) = (1/"(0—3820-1?10'12) = (p(aml)(P(azl)QD(amz) = ‘P(U.’m) * 90(0-232)

esitliginden ¢ doniisiimii bir grup izomorfizmi olur.

Onerme 3.2.6 Q1 ve Q kirenin izomorf sonlu ki alt quandile ise bu

quanddlardan elde edilen Gg, ve Gg, gruplar izomorftur.

Kanit. f:Q; — Q2 bir quandil izomorfizmi olsun.

Qli’Qz
Al ]

GQI i’ GQz

o € Gg, olmak iizere

U(oz) = 05(z)

seklinde tamimlanan doniisiim bir grup izomorfizmidir.

V(o;) = Y(oy) ise 05y = 0y oldugundan f(z) = £f(y) olur. f(z) =
f(y) ise f bire-bir oldugundan z = y ve buradan o, = g, olur. f(z) = —f(y)
ise f bir quandil izomorfizmi oldugundan z = —y ve 0, = 0_, = o, bulunur.
(1 ve @ sonlu olduklarindan Gg, ve Gg, gruplan sonludur. ¥ doéniistimii
Gg, den G, ye bire-bir oldugundan &rtendir.

U(o, * Uy) = \I/(Uyazay) = \I’(Uw*y) = Of(z*y)
= Of@)xf(y) = Of ()0 f(=)9 f(y) = Tf(x) * Of(y)

= U(o,)* ¥(oy)

esitliginden ¥ donisiimi bir quandil izomorfizmi dolayisiyla bir grup
izomorfizmidir. =
Bu 6nermenin tersi tiim noktalar: aym biiyiik gember iizerinde bulunmayan

alt quandillar i¢in dogrudur. Tim noktalar: aym biiytik cember {izerinde
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bulunan bir quandilin eleman sayisi ¢ift ise quandilin noktalar: ikiger ikiger
antipodal olur. Bu nedenle quandil elemanlarindan elde edilen yansimalarin
say1st 5 olacagindan quandildan elde edilen grup Dz, dihedral grubuna izomorf
olur. Higbir antipodal nokta igermeyén bir quandilin noktalar1 aymi biiyiik
cember iizerinde bulunur. Tiim noktalarn1 ayni biiyilk ¢ember
tizerinde bulunmayan alt quandillar ise Onerme 3.2.7 de gosterilecegi gibi
Sy, Don X Zg, Sy X Zs, As X Zso gruplarinin yapilarindan dolay: tim noktalarin
antipodal noktalarini icerirler.

Tiim noktalar1 aym biiyiik cember tizerinde bulunan ve antipodal nokta
icermeyen iki alt quandildan elde edilen gruplar izomorf oldugunda
quandillarin da izomorf oldugu su sekilde de gortilebilir: @, ve Q2 antipodal
nokta icermeyen iki sonlu alt quandil ise @i ve (2 antipodal nokta

icermediklerinden

Yo, - @ — Gq, », Yq (.’IJ) = o5 ve ¥g, : Q2 — Gg, » Y (y) = Oy
doniigiimleri bire-birdir.
f: @ — Q2
z — f(z)=(Y59%) (z)
seklinde tanimlanan donistim bir quandil izomorfizmidir. Herhangi z,y € @1

elemanlan icin

faxy) = (Yg9%) (@+y) = U, (¢ (02))
= U5, (p(0y020y)) = Vg, (9 (79) ¢ (02) ¢ (9))
= gl (p(02) 9 (0,) = U5, (9 (02)) * Vg, (¢ (00)
oldugundan f déniigiimii homomorfizm kosulunu saglar. z,y € @, olmak
tizere f(z) = f(y) ise ¥g (@ (0z)) = 5t (@ (oy)) olur. ¥o, donisimi
bire-bir oldugundan ¢ (¢;) = ¢ (d,) dir. ¢ bire-bir oldugundan o, = oy ve Q1

alt quandih antipodal nokta igermediginden z = y bulunur.
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Onerme 3.2.7 Q1 ve Q tim noktalart aym biiyik cember iizerinde
bulunmayan ki sonlu alt quandil olsun. Gg, ve Gg, de bu quandillardan elde
edilmig gruplar olsunlar. Gg, grubu Go, grubuna izomorf ise Qy alt quandils

Q2 alt quandilina izomorftur.

Kanit. @; ve )2 tiim noktalar1 aym biiyiik cember iizerinde bulunmayan
iki sonlu alt quandil oldugundan bu quandillardan elde edilen gruplar Sy, Dsy, X
Ly, Sy X Za, As X Zs gruplarindan birine izomorftur.

O(3) ortagonal grubunun As X Zy, Ss, Sy X Zg ve Do, x Zy gruplarina
izomorf alt gruplar uygun secilmig ti¢ yansima tarafindan iretilebilir (Bakiniz
Boliim 3.4).

Go, = Gg, = 8, ise: 0y,,0,, Ve 04, yansimalarindan iiretilen S, simetri

grubuna izomorf grup
~ 2 3 3
Sy = GQ1 = <0$17012’U$3 I (0z10$2) =1, (leazs) =1, (Umzaws) - I>

olsun. Bu durumda @, alt quandih ayni biiyiik cember iizerinde bulunmayan
Z1, 29 ve zg noktalan tarafindan tiretilir. Eger bu noktalar aym biiyiik gember
tizerinde bulunsalardi quandilin noktalarinin tiimii aym biiyiik cember iizerinde
olurdu. Kiirenin biitiin noktalar1 aym biiyilk ¢ember iizerinde bulunan alt
quandilindan elde edilen grup Ds, oldugundan bu grubun S, grubuna izomorf
olmasiyla celigir. Eger @); alt quandili bu noktalar tarafindan iretilmeseydi
G, grubunda iireteclerden elde edilemeyen bir eleman olurdu.

(02,04,)° = I oldugindan 0,0, doniistimii 7 lik bir dsnmedir. Bu nedenle
z; ve Tz noktalan arasindaki uzaklik 7 olur. xz; noktasi z2 noktasina gore ve
x2 noktas1 da z; noktasina gére yansitihirsa -z; ve -z3 noktalar da quandihin
elemanlar olurlar. (04,04,)° = I oldugundan o4, 04, donisimii 2—;’- ya da 4?“

liikk dénmedir.

® 0,,0;, doniisimi %” lik bir donme ise x; ve z3 noktalar arasindaki
uzaklk I olur. (04,04,)° = I oldugundan 0,,0,, doniisiimii 2 ya da 4F

liik dénmedir.
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— 02,04, donlislimii 2?” liikk bir donme ise z, ve x5 noktalar: arasindaki
uzaklik 7 olur. Buradan kenar uzunluklar (%, e %) olan agagidaki
sekilde gosterilen tiggen elde edilir. Bu ticgenin koseleri yansitilarak

12 noktali bir quandil elde edilir (Boliim 3.4).

X

(SRR
w|§_

wiy

Sekil 3.2: Kenar uzunluklar: (%, %, Z) olan kiiresel ticgen

— 05,05, doniigimil %7’ lik bir dénme ise z, ve z3 noktalarl

arasimdaki uzaklik % olur. z, noktasimin antipodal noktas1 quandilda
oldugundan agagidaki gekilde gosterilen zf, noktasi da quandilin
elemam olur. zy * z§, = z3 oldugundan Ozgsal, = Ozg dir. Ty ve

z noktalar1 arasindaki uzaklik % oldugundan

Sy = GQl = <Jx1102270$'2 | (0--'010-932)2 =1,
(0m02)" =1, (0202)" = 1)

olur.

Sekil 3.3: Kenar uzunluklan (%, %, %) olan kiiresel iicgen
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® 0, 0., donisiimii %” lik bir dénme ise z; ve z3 noktalar1 arasindaki

uzaklik gg olur. (0,,04,)% =1 oldugundan ¢,,0,, doniisiimii %’5 ya da

%’T liikk donmedir.

— 04,04, doOniisiimii 237—’ lik bir dénme ise z2 ve z3 noktalar

arasindaki uzakhk % olur. @, quandili —z; noktasini icerdiginden
Sekil 3.4 de gosterilen 2} € Q; dir. z; ve =} noktalar: arasindaki

uzaklik ise £ olur. z; * 2} = z3 oldugundan

54 = GQ1 = <O'z1ao'z'170-w2 I (Umlo--’ﬂz)z = I’

(00) =1, (o0)* =1)

olur. Kenar uznluklan (%, % %) olan iicgeninin kogeleri yansitilarak

12 noktali bir quandil elde edilir.

X

r
3

Sekil 3.4: Kenar uzunluklan (%, %, 2) olan kiiresel tiggen

— 0,0, donlsimi f13£ lik bir do6nme ise z, ve xz3 noktalar

arasindaki uzaklik 23—” olur. x5 noktasinin antipodal noktasi quandilda
oldugundan Sekil 3.5 de gosterilen z, noktasi da quandihn

elemam olur. z ve z} noktalar arasindaki uzaklik ¥ oldugundan

Sy gGQl = <0m170m2a0w’2 | (leawz)z =1,

(0’;610’:,;/2)3 =1, (anazé)?’ = I>

olur.
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Sekil 3.5: Kenar uzunluklan (%, 2%, 2% olan kiiresel ticgen

B2

K]
WA

Y
Y ’

Wiy

Sekil 3.6: Koge noktalar: ¥, y2,y3 ve kenar uzunluklar: (g, o %) olan ticgen

Y1, Y2 ve ys noktalar: Sekil 3.6’da gosterildigi gibi olmak iizere

Sy & GQ2 = <0y1a0y270y3 | (0y10y2)2 =1, (o'ylo'ys)g =1, (0y20y3)3 - I>

r T
273713

olsun. Kenar uzunluklar koge noktalar: y, 92, ve ys olan bu tiggenin
koge noktalar: yansitilarak 12 noktali bir alt quandil elde edilir. f (z1) = yi,
f(z2) = y2, ve f(z3) = ys olacak gekilde bir f € O(3) elemam vardir. f en
fazla ti¢ yansimanin bileskesi olarak yazlabileceginden f = g,, f = 0,03 ya da
f = o40b0. olabilir [9]. ¢ = 1,2, 3 olmak lizere o, (2; * z;) = — ((z; * ;) * a) =
(—z; * a) * (—z; * @) = 04 (x;) * 0, (%) = y; x y; oldugundan o, déniglimi bir
quandil homomorfizmidir. Benzer gekilde f = 0,04 , f = 0,00, doniiglimleri
de quandil homomorfizmidirler. Bu nedenle f bir quandil izomorfizmidir.
G, = Gg, = Sy X Zy ise: 04,04, Ve 05, yansimalarindan tiretilen Sy X Zs

grubuna izomorf grup

Sy X Ly 2 G, = <0$1)0m2’0z3 | (0w10'm2)2 = I, (021013)3 =1, (Um20z3)4 = I>
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olsun. Bu durumda @, alt quandil: ayn1 biiyiik gember iizerinde bulunmayan
z1,Ty ve x3 noktalar tarafindan iiretilir. Eger bu noktalar aym biiyiik
cember tzerinde bulunsalardi quandilin noktalarimmn titmii aym biyiik
¢cember tizerinde olurdu. Kiirenin biitiin noktalar1 aym biiyiik gember iizerinde
bulunan alt quandilindan elde edilen grup Dy, oldugundan bu grubun Sy x Zo
grubuna izomorf olmasiyla geligir. Eger J; alt quandili bu noktalar tarafindan
tretilmeseydi Gg, grubunda iireteclerden elde edilemeyen bir eleman olurdu.

(02,04,)° = I oldugindan o4, 05, déniisiimii 7 lik bir dsnmedir. Bu nedenle
x; ve xo noktalar arasindaki uzaklik § olur. z; noktasi zo noktasina gore ve
Zo noktasi da x; noktasina gore yansitilirsa -z, ve -z noktalari da quandihin
elemanlan olurlar. (0g,0,,)° = I oldugundan o,,0,, dontstimi 2 ya da %

liik donmedir.

® 0,,0,, dontstimii % lik bir dénme ise z; ve z3 noktalar1 arasindaki
3 FTT e 2 4
uzakhk % olur. (0.,05,)" = I oldugundan 0;,0,, donigtimi 5 ya da 3

litk donmedir.

— 04,04, donilisimii %T’r liikk bir donme ise z5 ve z3 noktalar: arasindaki
uzaklik Z olur. Buradan kenar uzunluklar (%, 2 %) olan agagidaki
sekilde gosterilen iiggen elde edilir. Bu tiggenin kogeleri yansitilarak

18 noktah bir quandil elde edilir (Bolim 3.4).

X

ME]

w|y

Sekil 3.7: Kenar uzunluklan (%, %, %) olan kiiresel tiggen
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— 04,04, dontisimii 3?” lik bir donme ise x5 ve z3 noktalari arasindaki
uzaklik 3’4—"' olur. Bu durumda Sekil 3.8 de gosterilen z), noktas: da

quandihn elemam olur. Bundan dolay:

GQl = <0$1’U$270$’2 | (0m10z2)2 :I,
(ruow)’ =1, (52s02)* =1)

elde edilir.

z
3

T X
x242

Sekil 3.8: Kenar uzunluklar: (%, 3 3—:—) olan kiiresel licgen

® 0, 0, donisiimi %’r lik bir dénme ise z; ve x3 noktalar arasmdaki
uzaklk & olur. (0,04,)" = I oldugundan 0,,0;, dontsimi Z ya da

3% lik dénmedir.

— 04,05, donlisimi 274” lik bir dénme ise zo ve x3 noktalar: arasindaki
uzaklik 7 olur. —z; noktasi quandilin eleman oldugundan Sekil
3.9 da gosterilen 7 noktasi da quandilin elemam olur. z; ve zj

noktalan arasindaki uzaklik 7 olur. Bundan dolay1

3 4
Gg, = <gzl,azz,az:1 | (04,02,)% =1, (02,02)" =1,(04,04,) = I>

olur.

— 03,04, dOniistimi %’5 lik bir dénme ise z, ve z3 noktalar

arasindaki uzakhk %f olur. —z; ve —zp noktalar1 quandilin

elemanlart olduklarindan Jekil 3.10 da gosterilen ] noktas: da
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Sekil 3.9: Kenar uzunluklan (%, 25, Z) olan kiiresel ticgen

quandihn elemam olur. z, ve zj noktalar arasindaki uzaklik I

oldugundan

GQI = <01‘170w2a0$’1 I (U$10w2)2 =1,
a1, ()= 1

olur.

Sekil 3.10: Kenar uzunluklar (%, 2%, 28) olan kiiresel tiggen

Y1, Y2 ve ys noktalar: agagidaki sekilde gosterildigi gibi olmak tizere
~ 2 3 4
Sy X Ly = GQz = <ay1,ay2’ Oy I (Uylayz) = Ia (Uylays) =1, (Uy20'y3) = I>

olsun. Kenar uzunluklari 7, 3, 7, koge noktalan y1,ys2, ve ys3 olan bu ii¢genin
kose noktalar: yansitilarak 18 noktali bir alt quandil elde edilir. f (z;) = v,
f(z2) = yo, ve f(x3) = ys olacak sekilde bir f € O(3) elemam vardir. f en
fazla ti¢ yansimanin bilegkesi olarak yazlabileceginden f = g, f = 0,05 ya da

[ = 04040, olabilir [9]. ¢ = 1,2, 3 olmak tizere 0, (z; * ;) = — ((@; * z;) xa) =

49



N

NI
G| N

Y
Y ’

4>|>~1

Sekil 3.11: Kose noktalar: yy, y,y3 ve kenar uzunluklar: (%, T %) olan {icgen

(=i % a) x (—z; * a) = 0, (;) * 0, (z;) = yi * y; oldugundan o, donisimi bir

quandil homomorfizmidir. Benzer sekilde f = 0,0} , f = 0,040, doniigtimleri

de quandil homomorfizmidirler. Bu nedenle f bir quandil izomorfizmidir.
Go, = G, = As X Z, ise: 04,04, Ve 04, vansimalarindan iiretilen Ag x Z,

grubuna izomorf grup

As X Ly = Gg, = (04,,04,,0z | (02,08,)° =1,

(0’;,;10'23)3 =1, (Ugmorma)5 = I>
olsun. Bu durumda @; alt quandili aym biiyiik gember {izerinde bulunmayan
z1,%2 ve zg noktalar tarafindan iretilir. Eger bu noktalar aym biiyiik
cember tizerinde bulunsalardi quandilin noktalarmin tiimi aym biiyiik
cember {izerinde olurdu. Kiirenin biitiin noktalar1 aymni biiyiik ¢gember tizerinde
bulunan alt quandilindan elde edilen grup Ds,, oldugundan bu grubun As X Z,
grubuna izomorf olmasiyla celigir. Eger (); alt quandili bu noktalar tarafindan
tiretilmeseydi G, grubunda iireteclerden elde edilemeyen bir eleman olurdu.
(02,02,)% = I oldugindan 0,04, doniigiimii 7 lik bir dénmedir. Bu nedenle
1 Ve z9 noktalar1 arasindaki uzaklik % olur. z; noktas1 zs noktasina gore ve
zo noktast da x; noktasina gére yansitilirsa -z, ve -z noktalari da quandihin
elemanlar: olurlar. (leazs)?’ = I oldugundan o0,,0,, doniisimii %’r ya da %’T

litk donmedir.

® 0,0, donisimi %" lik bir donme ise z; ve x3 noktalar arasindaki

T 5 _ w se ms _as .. 2w 4Am 6w
uzaklik % olur. (04,05,)° = I oldugundan ¢,,0,, doniigiimii =, 5, % ya
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da 8?“ lik bir dénmedir.

— 03,04, doniigimi 2—;— lik bir dénme ise z2 ve z3 noktalar1 arasindaki
uzaklik £ olur. Buradan kenar uzunluklar: (%, e %) olan asagidaki
sekilde gosterilen licgen elde edilir. Bu tiggenin koseleri yansitilarak
30 noktali bir quandil elde edilir (Boliim 3.4).

X3
x 3

X, ye
2

wlx

Sekil 3.12: Kose noktalar: z,, 5, 3 ve kenar uzunluklar: (%, ,%) olan icgen

— 04,04, doniiglimii %: lik bir dénme ise z2 ve 3 noktalar: arasindaki
uzaklik 2?” olur. Bu durumda agagidaki sekilde gosterilen z} noktasi

da quandilin elemam olur. Bundan dolay:

Go, = <Uz1’022’0$’2 | (az10$2)2 =1,

(o) = I, (02202)° =T)

elde edilir.

(SR
Wy

Wy

2

Sekil 3.13: Kenar uzunluklan (%, %, %) olan kiiresel tiggen
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~ 02,0z, donu§umu lik bir dénme ise z5 ve z3 noktalarl arasmdaki
uzaklik 3?” olur. Bu durumda Sekil 3.14 de gosterilen z} noktas: da

quandilin elemani olur. Bundan dolay:

Go, = <021’012,0zi | (Gzlazz)zzla
(o)’ =1, (0m0)" = 1)

elde edilir.

X,

Sekil 3.14: Kenar uzunluklar: (% T —571) olan kiiresel iiggen

8w
5

an
5

— 04,04, doniisimi lik bir donme ise zy ve z3 noktalar

arasindaki uzaklik olur. —z; ve —xo noktalan quéndlhn
elemani oldugundan Sekil 3.15 de gosterilen z} noktasida quandilin

elemam olur. z; ve z; noktalar arasindaki uzaklik ise F olur.

Bundan dolay:

Go, = <Um1a0m2aaz§ | (0z10w2)2 =1,

(0220%)" =1, (om0mg)* = 1)

olur.
® 03,04, doniisimil %’T likk bir dénme ise x; ve x3 noktalari arasindaki
uzaklik 27 olur. (02,04;)° = I oldugundan o,,0,, doniigiimii In 4 ox

ya da T ik bir donmedlr

— 04,04, A0nisimi %’5 lik bir dénme ise x, ve x3 noktalar1 arasindaki

uzakhk % olur. —z; noktasi quandilin elemam oldugundan Sekil
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Sekil 3.15: Kenar uzunluklar: (g, o 4571) olan kiiresel iiggen
3.16 de gosterilen 2] noktasi da quandilin eleman olur. z, ve x)
noktalari arasindaki uzaklik ¥ dir. Bundan dolay:

GQI = <a$1?0$270w'1 | (011012)2 =1,
(Umlaxll)g' =1, (azzaxrl)s = I>

olur.

Sekil 3.16: Kenar uzunluklar (Z, %%, Z) olan kiiresel iicgen

~ 0,04, dOniisimii 451 lik bir donme ise z, ve xz3 noktalar

arasimdaki uzakhk 2?” olur. —z; ve —zs noktalar1 quandilin
elemanlar olduklarindan Sekil 3.17 de gosterilen z ve zf, noktalar
da quandilin elemanlandir. z; ve 7 noktalar: arasindaki uzaklik %

oldugundan

Gqg, = <Uz1a0$2701"1 | (0210-302)2 =1,

(Uzlam’l)s =1, (azzaz’l)3 = I>
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olur.

Sekil 3.17: Kenar uzunluklan (%, %’r, —23’3) olan kiiresel tiggen

— 04,0z, dOnisimi 6?” lik bir donme ise x5 ve z3 noktalar: arasindaki
uzaklik 3?” olur. —z; ve —z5 noktalar1 quandilin elemanlan
olduklarindan Sekil 3.18 de gosterilen 2} ve %, noktalar1 da quandilin

elemanlaridir. x5 ve 7 noktalar arasindaki uzaklik % oldugundan

GQ1 = <O’x1,0'z2,0'zlll (az10z2)2::1,
(Uzl%'l)5 =1, (amamfl)g = I>

olur.

Sekil 3.18: Kenar uzunluklar: (%, %’r, %’5) olan kiiresel l'iggen'
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— Og,04, dOnlglimii %7’- lik bir donme ise z, ve z3 noktalan

arasindaki uzaklhik % olur. Sekil 3.19 de gosterilen z} ve 5 noktalar
da quandilin elemanlandir. z, ve 3 noktalan arasindaki uzakhk %,

x1 ve 4 noktalar: arasindaki uzakhk % oldugundan

Gg, = <a$170$2’0$'1| (0'110'1,2)2=I,

(ozlaxlz)s =1, (Uzzamé)s = I>

olur.

Sekil 3.19: Kenar uzunluklar: (%, 23’1, 4?”) olan kiiresel {icgen

Y1, yo ve y3 noktalar: agagidaki Sekil 3.20 de gosterildigi gibi olmak tizere
3 5
As X Zg = GQ2 = <0y170y2’0y3 ‘ (Uy10y2)2 =1, (UylayS) =1, (Uyzays) = I>
olsun. Kenar uzunluklan 7, %, % ve koge noktalarn y;,y2, ve ys noktalarn olan

N

R
Wiy

Y Y3

o ln

Sekil 3.20: Kose noktalar y1,y2 ve ys, kenar uzunluklar (125, I -’51) olan iiggen
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bu tcgenin kdse noktalar: yansitilarak 30 noktali bir alt quandil elde edilir.
f(z1) =, f(z2) = yo, ve f(z3) = y3 olacak gekilde bir f € O(3) elemam
vardir. f en fazla {i¢ yansimamn bileskesi olarak yazlabileceginden f = Oa,
[ = 0400 ya da f = 0,040, olabilir. i = 1,2,3 olmak iizere o, (x; *z;) =
— (@i * z5) x @) = (=2 * @) ¥ (—z; * a) = 0, (x;) * 74 (T;) = y; *y; oldugundan
0o dOnlisiimii bir quandil homomorfizmidir. Benzer sekilde f = g, , f =
0,050, doniistimleri de quandil homomorfizmidirler. Bu nedenle f bir quandil
izomorfizmidir.

Go, & Gg, & Doy X Zy ise: 04,04, Ve 0,, yansimalarindan tiretilen

Ds,, x Zy grubuna izomorf grup

Do, X 7y =2 Go, = <Gm170x2a0w3 | (leamz)z =1,
(Umlams)Z =1, (Umzama)n = I>

olsun. Bu durumda @ alt quandili ayn: biiyiik gember iizerinde bulunmayan
z1,Z2 ve x3 noktalan tarafindan dretilir. Eger bu noktalar aym biiytik
cember {izerinde bulunsalardi quandilin noktalarimin timii aym biiyik
cember tizerinde olurdu. Kiirenin biittin noktalar: ayn biiyiik cember iizerinde
bulunan alt quandilindan elde edilen grup D»,, oldugundan bu grubun Dy, X Z
grubuna izomorf olmasiyla gelisir. Eger ¢); alt quandili bu noktalar tarafindan
tiretilmeseydi G, grubunda iireteclerden elde edilemeyen bir eleman olurdu.

(02,02,)° = I oldugindan o, 0,, doniigiimii 7 lik bir dsnmedir. Bu nedenle
T ve T noktalar1 arasindaki uzaklik 7 olur. Bundan dolay1 -z; ve -z; noktalan
da quandilin elemam olurlar. (0,,04,)° = I oldugundan 0,04, doniigiimii 7
lik bir désnme oldugundan z; ve z3 noktalan arasindaki uzaklik 7 olacagindan
-x1 ve -x3 noktalar1 da quandilin elemamn olurlar.

(02y045)" = I oldugundan ¢,,0,, doniigiimii 27” lik bir dénmedir. z, ve z3
noktalar arasindaki uzaklik = olur. Kenar uzunluklar: (%, % %) , k6se noktalar:
Z1,%T92,Z3 olan bu tggenin koge noktalarmin yansitilmasi ile de 2n + 2 noktali

bir alt quandil elde edilir.
Y1, Yo ve y3 noktalar: Sekil 3.21 de gosterildigi gibi olmak tizere
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IR

z
2

3% Y3

V3
n

Sekil 3.21:- Koge noktalar yy, y2 ve ys, kenar uzunluklari (%, % 7—’;) olan tiggen

Don X Zy 2 Go, = <0y1’0y270y3 | (0y10y2)2 =1, (0y10ya)2 =1, (04,04)" = I>

olsun. Kenar uzunluklan 7,7, % ve kige noktalar y;,y2, ve ys noktalar olan
bu tiggenin kose noktalar: yansitilarak 2n + 2 noktali bir alt quandil elde edilir.
f(z1) = w1, f(z2) = y2, ve f(z3) = y3 olacak sekilde bir f € O(3) elemam
vardir. f en fazla li¢ yansimanin bilegkesi olarak yazlabileceginden f = oy,
[ = 040y ya da f = 040,0. olabilir. i = 1,2,3 olmak tizere o, (z; * z;) =
— (@i * zj) ¥ a) = (—x; % a)* (—z; * @) = 04 (z;) * 04 (z;) = y; *y; oldugundan
Oq dtinii§ﬁmﬁ bir quandil homomorfizmidir. Benzer gekilde f = o.04 , f =
0,00 doniisiimleri de quandil homomorfizmidirler. Bu nedenle f bir quandil

izomorfizmidir. =

Onerme 3.2.8 SO(3) grubunun sonlu bir alt grubunun birimden farkly ikinci
dereceden elemanlarinin kiire dzerinde sabit biraktiii noktalarin kiimesi kiirenin

sonlu bir alt quandilidur.
Kamt. G grubu SO(3) grubunun sonlu bir alt grubu olsun.
X={zes| I#9€G,¢*=1,9(z) =1z}

seklinde tamimlanan kiimenin bir quandil oldugu gosterilmelidir. z,y € X
elemanlan alinsin. f(z) =z veg(y) =y, f2=g¢>=1, f,g # I olsun. Dikkat

edilecek olursa z xy = g (z) dir. ¢gfg doniigiimii

(9f9) (zxy)=(9f9)(9(z)) =9 (f (=) =g(z)=z*y
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oldugundan z * y noktasim sabit birakir. (gfg)®> = I oldugundan z * ye X
dir.

Kiiredeki her z € S% noktasi icin z xz = z ozelligi saglandigindan X
kiimesindeki her eleman i¢inde bu 6zellik saglanir.

Her y,2 € X i¢in z x y = z olacak sekilde bir tek z € X elemam vardir.

h(z) = z ve g (y) = y olmak lizere z = g (z) elemam z *y = z kogulunu saglar.

Her z,y,z € X icin

gy =y , ¢=
h(z)=2 , R*=1
olacak sekilde f, g, h € G elemanlan icin

(zxy)xz = g(z)*2
= hg(2))
ve
(x*xz)*(yxz) = h(z)*h(y)
= (hgh) (h(z))
= h(g(2))
oldugundan X kiimesi kiirenin bir alt quandilidir.
Burada kiire tizerindeki bu alt quandilin noktalarinin G grubunun kiire

izerindeki etkisi dikkate alindiginda aym yoriingeye ait olduklar1 da goriiliir.

Onerme 3.2.9 G grubu O(3) grubunun sonlu bir dalt grubu olsun. g € G
elemany G grubunun determinantt —1 olan ikinct dereceden bir elemani ise
bir a € S% elemams vardir Gyleki g(a) = —a olur. Kiirenin bu sekildeki

noktalarimin kiimest bir quandildar.

Kamt. g € G icin detg = —1 ve g*> = I ise herhangi bir z € R® elemam
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olacak gekilde bir a € S? elemani vardir.
X={aecS|I£g€q, detg=-1,¢°=1, g(a)=—-a} c S?

seklinde tanimlanan X kiimesinin bir quandil oldugu gosterilmelidir. a,b € X
olsun. Bu durumda o, (a) = —a ve 0, (b) = —b olacak sekilde 0,,0, € G
yansimalari vardir. 4. = 040,05 oldugundan a * b € X olur. Her a € S
noktasi i¢in z x x = z ozelligi saglandigindan X kiimesindeki her eleman icin
de bu &zellik saglamr. Her b,c¢ € X igin a * b = ¢ olacak sekilde bir tek a € X
vardir. og.b = 040403 = 0, esitliginden 0, = 040,04 = 0. oldugndan a = cxb

dir. Her a,b,c € X ic¢in

O (axc)x(bxc) = O (bxc) 0 (axc) T (bxc) = TcOb0q0p0c = OcO(axb)Tc = O (axb)xc

esitliginden (a * ¢) * (b * ¢) = (a * b) * ¢ kogulu saglanmig olur. m

3.3 Kiirenin Sonlu Alt Quandillarinin Listelenmesi

G grubu SO(3) grubunun Z, grubuna izomorf bir alt grubu ise G grubundaki
tim elemanlar ayni noktalar: sabit birakirlar. Yériinge noktalar: sadece sabit
kalan antipodal bir nokta ¢iftidir. Bu antipodal nokta ¢ifti kiirenin iki noktali
bir alt quandihidir.

Bundan sonra bahsedilecek kisimda yoriingeler igin 3.Boliimdeki
gosterimler kullamlacaktir. G grubu SO(3) grubunun Ds,, dihedral grubuna

izomorf bir alt grubu olsun. Ilk yériinge
O(z1) = {£z1}

dir. 2z, noktasinin yoriingesi z; ve -z; noktalarindan gegen dogruya dik
ekvator lizerinde egit araliklarla dizilmis m noktadan olusur. z3 noktasimn
yoriingesindeki noktalar ise x, noktasinin yoriingesindeki noktalarin orta
noktalaridir. Dikkat edilecek olursa her bir yériinge kiirenin bir alt quandilidir.

Tim yoriingelerin toplam1 2m 4 2 nokta da kiirenin bir alt quandihdir. Kdse
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noktalar1 uygun secilerek kiire iizerinde kenar uzunluklar (%, 5 —;";) olan bir

icgenin koge noktalarimin yansitilmalar ile de 2m + 2 noktali bu alt quandil

elde edilebilir.
SO(3) grubunun sonlu alt grubu A4 grubuna izomorf olsun. 3. Boliimde z;

noktasimin yoriingesindeki noktalarin bir tetrahedronun kége noktalar: oldugu
goriilmigtii.
O(ml) = (070>1)a Oalia_l ’ £7_-@a_l 3 _Q’_ﬁa_l
3 3 v3 37 3 V3 37 3
2v2 1 2 V21 V2 1
O = 0,0,—1 ——, -,z
o = fanon, (1-280). (222). (222))
[ (B g0 0ad) (44

seklinde secilirse diger orbitler agagidaki sekilde olur:
3 ’ B 3
(444).(£4.79).0-5-9)

5!&

3

6

N’

[=))

O(zs) =

O(z;) ve O(x») yoriingelerindeki noktalar kiirenin birer alt quandili degildirler
Ancak O(z3) kiirenin 6 noktah bir alt quandiidir. Bu quandil kenar

z %) olan Sekil 3.22 de gosterilen {iggenin kogelerinin yan-

uzunluklar: (%, 5

2 V63
2’ 63
<>
2 2
J6 3
ENED

)4 Do

o|&

NN

Sekil 3.22: Kenar uzunluklan (12’-, % %) olan tiggen

sitilmast ile de elde edilebilir.
SO(3) grubunun sonlu alt grubu S, grubuna izomorf ise z; noktasinin

yoriingesi bir octahedronun kogeleri olur. Bu noktalar

O(z1) = {*(1,0,0),+(0,1,0),£(0,0,1)}

60



olarak segildiginde diger yoriingeler

~ i(ﬁ);@’;@) :I:( ﬁ,_@,ﬁ),
O(zq) = :t(lgg, 33, ’ ),:l:(ﬁ;, 333@’3§> }
O(zs) = (%,0,%) j:(O’Ag’%z)’:t(%z’l-?é’o)’
+ (—32@,0, s@) S+ (o, —¥2, s@) £ (—% s@,o)

olur. O(z:) kiimesi 6 noktal bir alt quandildir. O(z;) kiimesi ise bir kiibiin
koge noktalandir ve bu kose noktalar kiirenin sonlu bir alt quandilim
vermezler. O(z3) yoriingesindeki noktalar ise kiirenin 12 noktali bir alt quandil
olur. Bu quandil kenar uzunluklan (%,%,%) olan bir kiiresel tiggenin koge
noktalarimin yansimalari ile de elde edilebilir.

x 2 2
2 2772

(58

2772

u|~\~l

w3

£

yTv

Sekil 3.23: Kenar uzunluklan (%, %, ) olan tiggen

O(z1) ve O(zs) yoriingelerindeki toplam 18 nokta da kiirenin bir alt

quandilim1 olugturur. Bu 18 noktali quandil kenar uzunluklar: (%, T %) olan

kiiresel {iggenin kogelerinin yansimalan ile de elde edilebilir. Ornegin kenar

uzunluklan (%, 3

) olan ve koge noktalar1 agagidaki gibi secilen bir tiggenin
koge noktalar1 yansitildiginda O(z;) ve O(z3) yoriingelerindeki toplam 18 nokta
bulunur.

G grubu SO(3) grubunun A; alterne grubuna izomorf bir alt grubu
olsun. z; noktasinin yoriingesindeki noktalarn bir isocahedronun kdge nok-

talar1 oldugu 3. Bolimde gosterilmisti. Icosahedronun kise noktalar o =
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—Z— (0,1,0)
z
(703 “
2772
z VA7,
3 272

Sekil 3.24: Kenar uzunluklar (%, o %) olan iiggen

= 125 olmak tizere

v/ 10+2v5 ve \/10+2v35
:i: (a,O,,B) a:i: (OZ,O, _/8) 7:& (Oaﬁaa) 7:t (07:87 _a) 3
O(.’El) =
x (ﬁ,a,O) ::t (/87 ”0‘70)
olarak secildiginde diger yoriingeler v = 1+4_\/g ve § = ﬁ iken

bulunur.

o™,

' +(1,0,0), % (v,-6,-3) , = (7,6,—3) , £ (v, -6, 3), \
+(v,6,3),%£(0,1,0), £ (3,7,6) , = (3,7, —6),

+(—%,7,6), £ (-3,7,-6),£(0,0,1),+(6,%,7), f

+(=6,3,7),%(6,-37),£(6:3. )

/

( i(o’%’%>’i(o’_%’%)’i(lgff,o,—fjgl), 3
c(24.4)(£.9.9) = (-$-4%), |
| £(£.-4.4) |

x3 noktasimin orbitindeki noktalar sonlu bir alt quandil

olugturmazlar. Ancak O(z2) yoriingesinin elemanlar kiirenin 30 noktah bir

T T T

alt quandilini olustururlar. Bu alt quandil kenar uzunluklar: (5, o 3) olan bir

kiiresel tiggenin kose noktalarinin yansimalari ile de elde edilebilir (Sekil 3.25).
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. :[l 1445 _1—45]

27 4 7 4

T

q3 = (19090) ql = (0,1,0)

z
2

Sekil 3.25: Kenar uzunluklan (%, 2 %) olan ticgen

3.4 Kiirenin Sonlu Alt Quandillarindan Elde Edilen O(3)
Grubunun Sonlu Alt Gruplar:

e (), kiirenin eleman sayis1 n olan ve tiim noktalar: aym biiyiik cember
tizerinde bulunan soniu bir alt quandili olsun. n c¢ift ise quandildaki
noktalar ikiger ikiger antipodal olurlar. Antipodal noktalardan elde edilen
yansimalar ayn oldugundan n noktal () quandilindan elde edilen Gg

grubunun iireteclerinin sayis1 4 dir. @ alt quandilinin noktalar1 m = 3

olmak tizere

2 2
o (1,0,0), ¢1 = (cos —W,sin—W,O) -
n n

2r 2r 2r 2r
;= 2 sini—,0) ..., qn1 = ~ )= sin(n — 1), 0
q (coszn sini— ) Gn—1 (cos(n )n sin(n )n >
olarak segilsin.

9o = —Qm, @1 = —Qm+1; 8% = —Gmtis - dm-1 = “Gn-1

oldugundan bu noktalardan elde edilen yansimalar icin

Ogo = Ogmr0q = Ogmiir s Tgmo1 = Ogn_1
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olur. Bu déniistimlerin standart tabana gore matrisleri

-1 00

T =10 10

0 01
—cos%E —sinflnﬂ 0
Oy = | —sin® cosi 0
0 0 1

—cosid™ —sini4E 0
n n

0 =| —sini¥ cosi¥Z 0

0 0 1
—cos(m— 1) —sin(m—1)Z 0
Ogm = | —sin(m —1)2 cos(m— 1)< 0
0 0 1

seklindedir. Bu yansimalarmn trettigi G = (0gg,0gys ey Ogys ey Tgry )

grubu 2m elemanhdir. Bu grubun elemanlar:
G ={I,04,0q, 0, 0qm_110q0q1s0q00gis s CaoTaqm_1 }
seklindedir. Ayrica 0g,0y, = 0y, ,0qy, 0g,04; = 0gy0q,_, dir.

2, m-1 2 m—1
T8, T8, TS, LT s}

D2.m = {6,’[‘, r

I o= st=e, sr=7""1s

dihedral grubu goz oniine alinacak olursa

V:G — Doy
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v (UQO) =3s
U (0q)=rs
U (04) =r?s

U (0g,_,) =r™"1s
seklinde tanimlanan doniigiim bir grup izomorfizmidir. 1 < i <m —1
olmak tizere ¥ (04,04,) = ™" olur. Boylece n ift iken Go & D=
olur. Bengzer iglemler yapilarak n tek iken quandilda antipodal noktalar

olmayacagindan Gg = D, ,, bulunur.

Kiire {izerinde kenar uzunluklar (%, % %) olan tggenin koseleri

yansitilarak kiirenin 2n + 2 noktali sonlu bir alt quandih elde edilir. Bu

alt quandilin noktalarn

Q = {q03q1’ iy iQn—1,49n, —q0, —q15--- — 445 --- — Qn—-1, _qn}

seklinde gosterilsin. Bu noktalar agagidaki sekilde segilsin.

T T s
g = (1,07 0), g1 = (COS Z,sin——,O) s @i = (COSi—,Sini—,O) ,
n n n

n
T T
1 = 1T si —1—,),n= 0,0,1
s Qn—-1 (cos(n )n sin(n )n 0),¢.=(0,0,1)
Bu noktalar ikiger ikiser antipodal olduklarindan G¢ grubunu iiretecek

yansimalarin sayist n + 1 olacaktir. Alt quandilin noktalarindan elde

edilen yansimalarin matrisleri agagidaki gibidir.

-1 00
oee=10 120
0 01

2w L
—cos = sin < 0

27 2m
% cos< 0

0 0 1
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— cos it —sinz2Z 0
Og = | —sini® cosiZ 0
0 0 1
—cos(n—1)2 —sin(n — 1) 0
Ogoor = | —sin{n — 1)2nE cos(n — 1)27171 0
0 0 1
100
UQn = 0 1 0
0 0 -1

Bu yansimalarin iirettigi G := (aqo, Oq1>0gay vy Ogiy oy Og_ys aqn> grubunun

elemanlan arasinda 1 <7 < n — 1 olmak {izere
0900¢; = 0¢n_i0q0y 0q;0q; = Uqo0¢q;_is 0ga0g; = 0¢;0¢,

bagintilar1 vardir. Gg grubunun eleman sayisi 4n dir ve grubun

elemanlar1 gunlardir:

I,000,00,30¢, 01,04, Tg00q1s
Go = T000g2> 10300110000 gn_1> 0407 gn> Tq1 0 qn>»

000¢0190¢,-10¢1 0010000 qn s 20 g0 T gy ++» Ogn-1000gn

g I,040,04,:90g,0qn_1,040q1)

UQOUQ2’ teey UQOJin ceey UQOUQn—l

alt kiimesi G¢g grubunun bir alt grubudur ve bu alt grup D,
dihedral grubuna izomorftur. {I, o, } alt kiimsei ise Z; grubuna izomorf
bir alt gruptur. Bu nedenle Gg grubu Z; X Dy, grubuna izomorftur.

G grubunu iireten tiim yansimalar o4, 04, Ve 04, yansimalarindan elde
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edilebilirler. Zy x D,,, grubuna izomorf G¢ grubu elemanlarin sagladig

bagmtilarda goz oniine alindiginda

GQ = <UQO?041,an | (UQOJQ1)n =

olur.

o Kenar uzunluklan (

iggenin kosgeleri yansitildiginda 12 noktah bir quandil elde edilir.
quandilin noktalar: agagidaki sekilde secilsin.

- (202

qi

V2

27

qs = <Oa—
3 \/5

q7 - 2 ’

qio = ( ) 2 y

2772

T T T

I> (Jqlaqn)2 = Ia

qu O-Qn

__r>

Z,%,%) olan kiiresel iiggen goz 6niine alinsm. Bu

)

V2
2

V2 V2
20_—2_

(\/ix/i

27 2
2 V2
=50 9

3

2 2
7 2 ?

,0

;43 =

y 4 =

» 49

ol

Bu

|

N~—

SRS

!

N
SRS
=

S

0,

§|l\3

)

SIS
=

|

Bu noktalardan elde edilen yansimalarin matrisleri sunlardir:

Ogp =0g =01 =

Ogs = 0gg = 03 =

Ogg = Ogyp = Q5 =

Bu yansimalarin trettigi Gg

elemanlhidir.

0 0 -1 1 0 0
0 1 0 Op =0 =02=1 0 0 -1
-1 0 0 0 -1 0
0 -1 0 0 01
-1 0 0 O'q7=0'q8:a4= 01 0
0 0 1 1 00
100 010
001 0‘]11 = 0q12 = Qg = 1 00
010 0 01

(a1, a0, 03, s, a5, 06) grubu 24

Birim eleman ve tiretecler digindaki grup elemanlarinin

67



matrisleri sunlardar:

-1
0
0

1

0 O

0

)
|
:
|

0 1
-1 0
0 O

0 1 0 0 0
Qitg = 0 0 -1 Q103 = -1 0
-1 0 0 0 1
-1 0 0 0 -10
10y = 0 1 0 Q105 = 0 0
0 0 -1 -1
0 0 -1 0 —1
Qi0p = 1 0 0 aas =1 0 O
0 -1 0 1 0
0 0 1 1 0
oy =} —1 0 0 oagos =1 0 —1
0 -1 0 0 O
-1 0 0 01
Q30g = 0 -1 0 agas =} 0 0
0 0 1 10
0 01 -1 0
agae =11 0 0 Q10003 = 0 0
010 0 1
0 1 0 0
ocjopas =] -1 0 0 Q1Qa0s = 0
0 0 -1 -1
68
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0 O

ajazag = | 0

1

Q10504 =

100y =

0 0

1

-1 0

seklinde verilen doniisiim bir grup izomorfizmdir. Bu nedenle Gg = S,

olur. Dikkat edilecek olursa az = asayas, as = azaias, ve ag = asaian

dir. Bu nedenle

S =2Gg = <a1, Qg, 04 | (a1a2)3 =1, (a1a4)2 =1, (a2a4)3 = I>

olur.

e Kenar uzunluklan (

yansitildiginda 18 noktali bir quandi! elde edilir.

) olan kiiresel ticgenin kdse noktalan

Ucgenin kose

noktalar1 Sekil 3.24 deki gibi segilirse sonlu alt quandilin noktalar:

Q= (122:,0, @) )

Q@ = (—%0,—
g3 = (0,32@%2:)
o (0,
gs = (%Z, %2,0> )
0= (-2, 4.0



olur. Bu noktalardan elde edilen yansimalarin matrisleri sunlardir:

0 0 -1 010
o-q1:o-q2=a1= O 1 0 0'q11=0'q12:a6= 1 0 O
-1 0 O 0 01
1 0 0 -1 00
Ogs =0g,=0Q2=| 0 0 -1 Oqz = 0quqy = Q7= 0 10
0 -1 O 0 01
0 -1 0 1 0 0
Ogs =0gs = Q3 =} —1 0 0 Oqi5 = Ogig — 8 = 0 -1 0
0 0 1 0 0 1
001 1 0 0
Opp =0gg=04=| 0 1 0 Ogir = Ogqig = Q9 = 01 O
1 00 : 0 0 -1
1 00
Og =0go=05=| 0 0 1
010

Bu dokuz elemanm iirettigi Gg = {1, a2, 03, a4, 05, g, 07, g, 0i9) grubu
agagida verilen 48 elemandan olusur.

4 A
I) a4, Qa, 03, 0y, 05, O, 07, 08, Qg, G102, (103, Q1 (4, O Ols,

Q104, 107, 0108, O Oy, Q205 306, (1 Oip0ls, a7, A3 0LT,
Q1 Qo0y, O (30, sy, OOy, Ol (5 0y, g 0Ly, Qg Qrp L1 (203,
Q1 0405, QgQg, Qglg, OlgQrg, O\ QiaQry, 1 Qi3 0i7, (i, Q1 Q5 QL7

100y, (i Ogig, (1 Qg tig, O (g, 1 (g3, (X5 0ly, (o (X3,

405, —I
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Bu elemanlardan

I, Qi, &g, O3, 04, Os, (p, Q1 &2, 1 O3, X0y, O 05, (11 O,
H= OpQi3, Goly, QaCrs, (3, ClgQls, Al5Qig, 0L Q013
01 Qaly, 0 (a0, O O30k, QL Qg 05, QN QU5 0ty
24 elemanh H alt kiimesi G grubunun bir alt grubudur. Grubun diger

elemanlar1 H alt grubundaki elemanlarin eksilileridir. Asagida verilen ¥

1zomorfizmi ile

V:Go— S,
V() = (34)
V(o) = (23)
U(as) = (13)
U(as) = (12)
U(os) = (14)
U(es) = (24)

H alt grubu Sy simetri grubuna izomorftur. Bundan dolay1 G grubu
Zy x Sy grubuna izomorftur. Gg grubunu ireten yansimalar arasinda
Gz = OglisQg, Q4 = Qg10g, 5 = X1 0307, (g = QgQ3lg, 07 = Q30gQs3,
a9 = asagas bagintilari vardir. Bundan dolay: Zs x Sy grubuna izomorf
G grubu aralarindaki bagintilar agagida verilen o4, as, og elemanlan

tarafindan tiretilir.

Sy X2y = Gg={mm, a3, og | (n0s) =1, (mos)’ =1, (czas) = I)

Kenar uzunluklar (%, % %) olan tiggen g6z oniine alinsin. Bu {icgenin

kosgeleri yansitildiginda 30 noktali bir quandil elde edilir. Kenar uzunluk-

lar1 (%,%, %) olan liggenin koge noktalar: Sekil 3.25 deki gibi alindiginda

quandihn elemanlar1 agagidaki noktalar olur. a = 1—+—4@ ve b = ﬁlﬁ

71



olmak iizere;

g1 = (1,0,0) g1 = (—%, —a, —b)
g2 = (-1.0,0) @17 = (3,a,-b)

gs = (0,1,0) q18 = (-3, —a,b)
g4 = (0,-1,0) qi9 = (—%,a, b)

3 =(0,0.1) %0 = (3, -0, ~b
g = (0,0,—1) gn = (—3,a,—b
¢r=(a-b-3) @=(3-0b)
6= (-ab3)  as=(b30)

o (a,b,-—%) Q24 = (—b,—%,—a)
a0 =(-a,-b3) @s=(-b3a)
an=(a.-b3)  @s=(b—3—a)
a2 =(-a,b,=3)  @r=(b-30)

q13 = (a,b,%) Gog = (—b, %, —a)
qia = (—a, —b, %) Ga9 = (—ba —%,a
g5 = (%,a, b) : g3 = (b> %, —a)

Quandilin noktalan ikiger ikigser antipodal oldugundan 15 yansima elde

edilir. Quandilin noktalarindan elde edilen yansimalarin matrisleri

-1 00 1 —a b
Og = 0q = 0 10 O¢r =0Qo=1| —a —b 3
0 01 b 1 a
1
Op=02=| 0 -1 0 Ogqig = Q10 = a —b _%
0 0 1 b -1 a
10 0 1 oa -b
Ogs=0a3=} 0 1 0 Ogor = Q11 = a —b %
00 -1 b 1 a
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Q
2
l
Q
B~
I
() ;
o~
[w} DN
[~
o
N~N—
Q
foe)
8
|
Q
o
|

1
~b -1 a b 1
— 1 — —
Op=05=| —2 a b Ops =013=| b  —a
- 1
a b 5 5 —a —b
1
-b 5 —a a b —3
— — 1 — —
an = Og = ] a b Uq27 = Xy = b % aQ
- 1 _1 _
a b 5 5 G b
-b —; —a a —b 3
1 1
a b 5 5 a —b

1
3 —a “—b
Ogps =083 =| —a -b —'%
—b —% a

seklinde bulunur. Bu yansimalarin tirettigi

Gg = (o, a2, 03, 04, a5, 05, 07, O, Og, 010, 011, Q12, 013, 014, 0115)
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grubu 120 elemanhdir. Gg grubunun

4 3\
G2, 0 O3, A1 0, 01 5, (U1 O, X U7, X1 QLR (01 Qg

Q109, Q1 Qq1, (1O 2, (1 O3, O] O4, G Q5, o3, Qi Oy,
Q205, Galig, glry, Qialrg, Ciallg, o X10, (aQl11, (i1 2,

’ Qa003, Cialyg, XaQ15, O3y (i35, O30lg, (30t Qi3Qg,

G =4 F
Q3lg, 310, G311, 312, (313, Oi3Ol1g 315, — Oy,
—Qs, —Qg, —Q7, —Qg, —Qg, —Q10, — 011, —X12, —O13, —Q14,
—Qas, Qy05, QgQ1, O Q20401 , (L1 O3C4 0, Q230U 00,
L 005, 0 Oiptig g5, O 34 Ol 5, Qo 3l Qlts, 1 )
“elemanlar1 bir alt grup olusturur.  Grubun diger elemanlarn bu

elemanlarin eksilididir. Gg grubunun yukarida elemanlar verilen G alt

grubu
U:G — As

U (1) = (23) (45)
U(aja3) = (24)(35)
\J (051054) = (12435)

\11(053054) = (145)
U(azag) = (13542)
Ulaag) =  (152)

izomorfizmi ile A5 grubuna izomorftur. Bu nedenle G¢ grubu A; x Z,
grubuna izomorftur. Ayrica As X Zg grubuna izomof olan G grubu oy,
a9, g elemanlan tarafindan tiretilir. a3z = ajoas019, @y = as09as, a5 =
Qiglialrg, Cig = Qgl¥11Qrg, Q7 = (1201312, Oy = Q20102, (g = QaQg(ey,
013 = 10907, G2 = Qglgly, Q3 = O5Qg0s5, Ky = Qg1Qg, G153 =
agaigtg oldugundan grubu ireten diger yansimalar bu ti¢ yansimadan

elde edilebilir. As x Zy grubuna izomorf G¢ grubu

~ 2 3 5
A5 X Zz = GQ = <a1, Gy, (g | (041012) = I, (Oélag) = I, (Oézag) = I>
seklinde elde edilir.

74



Biitiin bunlardan sonra kiirenin sonlu alt quandillarinin simflandirilmas:

agagidaki teoremle ifade edilebilir:
Teorem 3.4.1 S? nin alt quandillary asairdaki formlardan biridir:

o Quandilin bitin noktalart ayns biiyik cember dizerinde bulunabilir.
Quandilin eleman sayst n ise quandilin noktalarr cember igine

yerlestirilen bir diizgiin n—genin kdse noktalary olurlar.

o 5? jizerinde kenar vzunluklar (5,%,Z) olan iicgenden gelen 2n+2 noktals
quandle. Bu quandle ayni biiyiik ¢cember tzerinde bulunan 2n tane nokta

ve bu biyik cemberin ki kutbundan olusur.

o Tetrahedral Quandle: S? iizerinde kenar wounluklar %

ticgenin kiseleri tarafindan dretilen 12 noktalr quandle.

e Octahedral Quandle: S? iizerinde kenar uzunluklar: (§,%,%) olan

iicgenin koseleri tarafindan tretilen 18 noktalr quandle.

o Icosahedral Quandle: S?* iizerinde kenar uzunluklar (3,%,%) olan

iicgenin késeleri tarafindan dretilen 30 noktal quandle.
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