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ÖZET 

Doktora Tezi 

KÜRENİN SONLU ALT QUANDILLARININ 

SINIFLANDIRILMASI 

NÜLİFER ÖZDEMİR 

Anadolu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Doç.Dr. Hüseyin AZ CAN 

2002, 76 Sayfa 

Bu tezde, kürenin sorrlu alt quandılları 0(3) ortagonal grubunun sorrlu 

alt grupları kullanılarak incelenmiştir. Kürenin bir Q alt quandılana 

cry: IR3
--+ IR3

, cry (x) = x- 2 (x,y) y 

olmak üzere 0(3) ortagonal grubunun GQ = (cry : yE Q) alt grubu karşılık 

getirilmiştir. Q sonsuz bir alt quandıl iken GQ alt grubunun sonsuz, Q sorrlu 

bir alt quandıl olduğunda ise GQ grubunun 0(3) ortagonal grubunun sorrlu 

bir alt grubu olduğu gösterilmiştir. 80(3) grubunun sorrlu alt gruplarının 

küre üzerindeki etkisinden oluşan yörüngelerden kürenin sorrlu alt quandılları 
.' 

elde edilip bu alt quandıllardaki elemanların küre üzerine nasıl yerleştikleri 

belirlenmiştir. Kürenin Q1 ve Q2 sorrlu alt quandıllarının izomorf olması 

için gerek ve yeter koşulun GQ1 "-' GQ2 olduğu gösterilerek kürenin sorrlu alt 

quandılları sınıfiandırılmıştır. 

Anahtar Kelimeler : Quandıl, Ortagonal grup 
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GİRİŞ 

Bu tezde quandıl adı Yerilen cebirsel bir nesne incelenmiştir. Daha özel 

olarak yansıma ile bir quandıl yapısına sahip olan kürenin sorrlu alt 

quandılları sınıflandırılmıştır. Tarihi olarak quandıl parça parça Matreev, 

Brieskorn ve Dehornoy'un çalışmalarında değişik isimlerde görülmesine karşın 

(bunlar tarafından tanımlanan cebirsel objeler tam olarak quandıl olmamakla 

beraber quandıla oldukça yakın objelerdir.) quandılın öneminin artışı Joyce 

tarafından bu nesnenin düğümleri sınıflayan bir invaryantı olduğunun 

gösterilmesiyle başlamıştır. Tam olarak Joyce'nin teoremi şu şekildedir: kı ve 

k2, S3 de iki düğüm, Q(kı) ve Q(k2) de bunlara karşılık gelen 

quandıllar olsunlar. Bu durumda Q(kı) quandılının Q(k2) quandılına izomorf 

olması için gerek ve yeter koşul kı düğümünün ya k2 düğümünün kendisine 

ya da k2 düğümünün ayna görüntüsüne denk olmasıdır. Diğer invaryantlarda 

olduğu gibi güçlü bir invaryantın hesap edilmesi oldukça zordur. Bu nedenle 

quandılda hesabı oldukça zor bir invaryanttır. Doğal olarak bu konudaki 

çalışmaların çoğu quandıl temsili teorisidir. Küre bu anlamda en temel temsil 

uzaylarından biridir. Bu tezde yapılan sınıflama hem temsil açısından önemli 

hem de n :::; 3 için O(n) ortegonal grubunun sorrlu alt gruplarının 

sınıflandırılmasına oldukça benzer olmasından dolayı önemlidir. Ve bu çalışma 

tamamen orjinal niteliktedir. 

Tez üç bölümden oluşmaktadır. Birinci bölüm quandıllar hakkında genel 

bilgilere ve bugüne değin bu konuda yapılan çalışmaların bir kısmına ayrılmıştır. 

Bu bölümde amaç quandıllar hakkında genel bilgi vermektir. İkinci bölümde 

tarihsel önemi ve konuyla ilgisi açısından n S 3 için O(n) ortegonal grubunun 

sorrlu alt grupları sınıflan dırılınıştır. Son bölümde ise elde edilen sonuçlar 

ispatlanmıştır. 
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1 QUANDIL KATEGORiSi 

1.1 Tanım ve Örnekler 

Tanım 1.1 Bo§tan farklı bir X kümesi üzerinde 

*: XxX -----+ X 

(x,y) f------7 X*Y 

ikili i§lemi a§ağıdaki ko§ulları sağlıyorsa (X,*) ikilisine bir rak denir. 

• Her y, z E X için x * y = z olacak §ekilde bir tek x E X vardır. 

• Her x, y, z E X için (x * y) * z = (x * z) * (y * z) 

Tanım 1.2 (X,*) ikilisi bir rak olmak üzere her x E X için x * x = x ko§ulu 

sağlanıyorsa (X,*) ikilisine bir quandıl denir. 

Örnek 1.1.1 Herhangi bir (G, ·) grubu verildiğinde G üzerinde her x, y E G 

ıçın 

-1 X*y=y·x·y 

§eklinde tanımlanan i§lem ile ( G, *) ikilisi bir quandıldır. 

Örnek 1.1.2 

olmak üzere sn üzerinde her x, yE Sn için 

X * y = 2 (x, y) y - X 

ikili i§lemi tanımlansın. Bu §ekilde tanımlanan ikili i§lem ile (sn, *) ikilisi bir 

quandıldır. 
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Şekil 1. ı: K üredeki ikili işlemin geometrisi 

Her x, yE sn için 

(X*Y,X*Y) 

(2 (x, y) y- x, 2 (x, y) y- x) 

4 (x, y) 2 (y, y) - 2 (x, y) (y, x) - 2 (x, y) (x, y) + (x, x) ..__.., ..__.., 
=1 =1 

= ı 

olduğundan X * y E Sn dir. 

Her y, z E sn için X* y = z olacak şekilde bir tek X E sn elemanı vardır. 
x = z * y olarak alındığında 

X*Y (Z*Y)*Y 

2 (z * y, y) y- z * y = 2 (2 (z, y) y- z, y) y- 2 (z, y) y + z = z 

eşitliği sağlandığından böyle bir elemanın varlığı gösterilmiş olur. Teklik için 

böyle iki eleman olduğu varsayılsın. 

X1 * y = X2 * y = Z 

olsun. 

z+x1 2(x1,y)y 

z + x 2 - 2 (x2, y) y 

3 



e§itliklerinden Xı- x2 = 2 (xı- x2, y) y olur. x = x1- x2 ve (x, y) = ,\ olsun. 

2,\y = x = 2 (2.\y, y) y = 4.\y olduğundan,\ = O ve buradan x = O bulunur. 

x = O e§itliğinden x1 = x2 olur. 

H erhangi X' y' z E sn elemanları için 

2(x*y,z)Z-X*Y 

2 (2 (x, y) y- x, z) z- 2 (x, y) y + x 

4 (x, y) (y, z) z- 2 (x, z) z- 2 (x, y) y + x 

2 (x * z, y * z) (y * z)- x * z 

2 (2 (x, z) z- x, 2 (y, z) z- y) (2 (y, z) z- y) 

-2(x,z)z+x 

2(4 (x, z) (y, z)- 2 (x, z) (z, y)- 2 (x, z) (z, y) + (x, y)) 

=(x,y) 

(2 (y, z) z- y)- 2 (x, z) z + x 

4 (z, y) (x, y) z- 2 (x, y) y- 2 (x, z) z + x 

e§itliklerinden tanımdaki ( x * y) * z = ( x * z) * (y * z) e§itliği elde edilir. 

Her x E X için x * x = 2 (x, x) x-x = 2x- x = x olduğundan quandle 

tanımındaki e§itlik de sağlanmı§ olur. 

Tanım 1.3 (X, *) bir rak, S de X kümesinin bir alt kümesi olsun. Eğer S 

kümesi X deki * ikili i§lemine göre bir rak oluyorsa S ye X in bir alt mkı 

denir. Benzer tanım quandıl için de yapılabilir. 

(X,*) herhangi bir rak, {Si}iEI kümeleri de X rakının alt raklarının bir 

ailesi olsun. Alt rakların kesişimi olan n Si kümesi de X rakının bir alt rakıdır. 
i El 

Her hangi y' z E .n si elemanları her i E I için y' z E si olacağından X * y = z 
ı EI 

olacak şekilde bir tek X E X vardır. Her i E I için si bir alt rak olduğundan 

X E S; olur. Böylece X E n si olacağından rak tanımındaki ilk koşul sağlanır. 
i EI 

Keyfi X' y' z E n si elemanları için her i E I için X' y' z E si ve si ler birer 
i EI 

alt rak olduklarından (x * y) * z = (x * z) * (y * z) eşitliği sağlanır. Bu eşitlik 
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her si alt rakında sağlandığından n si kümesinde de sağlanır. n si kümesi 
iE/ iE/ 

koşulları sağladığından bir alt rak olur. Eğer (X,*) herhangi bir quandıl, 

{Si} iEI kümeleri de X quandılının alt quandıllarının bir ailesi ise; herhangi 

bir X E . n si alındığında her i E I için X E si elemanı X * X = X özelliğini 
ı E/ 

sağladığından kesişimdeki her eleman için de sağlanmış olur. Bu nedenle bir 

quandılın alt quandıllarının kesişimi de bir alt quandıldır. 

Tanım 1.4 ( Q, *) bir rak, S de Q rakının bir alt kümesi olsun. Q rakının S 

alt kümesini içeren tüm alt raklarının kesi§imine S kümesinin ürettiği alt 

rak denir. Benzer tanım quandıl için de verilebilir. 

Tanım 1.5 G bir grup ve X herhangi bir küme olmak üzere 

XxG -----+ X 

(g, x) ı---t x · g 

fonksiyonu 

• e grubun birim elemanı olmak üzere x · e = x 

• H er g, h E G ve x E X için ( x · g) · h = x · (g h) 

ko§ullarını sağlıyorsa G grubu X kümesi üzerine sağdan etki eder denir. 

Benzer §ekilde G grubunun X kümesi üzerine soldan etkisi de tanımlanabilir. 

Örnek 1.1.3 G bir grup, X de bo§tan farklı bir küme olmak üzere, G 

grubunun X kümesi üzerinde 

XxG -----+ X 

(a,g) ı---t a·g 

§eklinde sağdan bir etkisi olsun. o dönü§ümü 

o:X -----+ G 

o(a·g) - g-1o(a)g 
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ko§ulunu sağlasın. G grubunun X kümesi üzerindeki sağdan etkisi ve a 
dönü§ümü kullanılarak X kümesi üzerinde bir rak yapısı kurulabilir. X kümesi 

üzerindeki ikili i§lem 

* XxX ---+ X 

olarak tanımlanırsa (X,*) ikilisi bir rak olur. 

H er y, z E X için x * y = z olacak §ekilde bir tek x E X vardır. 

X= Z · 8 (y)-1 olarak alındığında 

olduğundan x * y = z ko§ulu sağlanır. Teklik için x 1 ve x 2 bu denklemini 

sağlayan iki eleman olsunlar. x1 * y = x2 * y = z e§itliklerinden 

x1 . a (y) x2 . a (y) 

(x1. a (y)). a (yf1 - (x2. a (y)). a (y)-1 

denklemi sağlayan eleman var ve tek olduğundan rak tanımındaki ilk ko§ul 

sağlanır. 

(x * y) * z - (x. a (y)). a (z) 

x·(8(y)8(z)) 

(x * z) * (y * z) - (x. a (z)) * (y. a (z)) 

(x. a (z)). a (y. a (z)) 

- (x. a (z)) a (z)-1 a (y) a (z) 

x·(8(y)8(z)) 

e§itliklerinden dolayı X * y = X • 8 (y) §eklinde tanımlanan ikili i§lem rak 

tanımındaki ( x * y) * z = ( x * z) * (y * z) ko§ulunu da sağladığından X kümesi 

bu ikili i§lem ile bir rak olur. 

6 



Tanım 1.6 (Xı, *ı) ve (X2, *2) iki rak olsunlar. f : Xı ---+ X2 dönüşümü 

her x, yE Xı için 

f (x *ı y) = f (x) *2 f (y) 

oluyorsa f dönüşümüne bir rak homomorfizmi denir. 

(X,*) ikilisi bir rak olmak üzere bir yE X elemanı için 

fy: X ---+ X 

X 1-----7 jy (x) =X* y 

şeklinde bir JY dönüşümü tanımlanacak olursa rak olmanın ilk koşulundan 

dolayı her z E X için jy ( x) = x * y = z olacak biçimde bir tek x E X olduğun-

dan jy dönüşümüm bire-bir ve örtendir. 

koşuldan dolayı ise her x, z E X için 

Rak tanımındaki ikinci 

eşitliği sağlandığından jy bir rak homomorfizmidir. Böylece her y E X için 

jy dönüşümü bir rak otomorfizmidir. Bu nedenle rak yerine otomorfik küme 

adlandırması da kullanılabilmektedir (Daha geniş bilgi için [1-4]). 

Operatör Grubu 

(X,*) bir rak olmak üzere F (X) , X kümesi üzerindeki serbest grubu 

göstersin. w = w (a, b, ... ) de F (X) grubunda bir kelime olsun. F (X) 

grubunda alınan örneğin abc gibi bir kelimenin bir x E X elemanına etkisi 

x · (abc) := ((x * a) *b) *c şeklinde tanımlansın. Bu şekilde F (X) serbest 

grubunun X rakı üzerindeki etkisi 

Xx F(X) ---+ X 

(x, w) ı-----+ x ·w 

şeklinde tanımlansın. Burada x E X olmak üzere x · w şeklindeki bir ifade 

ile kelimenin x üzerindeki etkisi yukarıda açıklandığı şekildedir. F(X) serbest 
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grubunun X kümesi üzerinde yukarıda belirtilen etkisi kullanılarak F(X) grubu 

üzerinde w, z E F (X) olmak üzere 

w rv z ~ her X E X için X • w = X • z 

bağintısı tanımlansın. Bu bağıntı bir denklik bağıntısıdır. F(X) serbest grubunun 

N = {w E F(X) 1 w rv 1} 

şeklinde tanımlanan alt kümesi F(X) grubunun normal alt grubudur: Her 

w1 , w2 E N iken her a E X için a · w1 = a ve a · w2 = a dır. a · w2 = a 

olduğundana = (a · w2) · w21 = a · w21 dir. Her a E X için 

olduğundan wıw21 E N olur. Yani N kümesi F (X) serbest grubunun bir alt 

grubudur. Herhangi bir z E F (X) elemanı ve w E N için 

eşitliği sağlandığından N alt grubu F (X) serbest grubunun normal alt 

grubudur. F(X)/N bölüm grubuna X rakının operatör grubu denir ve 

Op (X) ile gösterilir. 

Tanım 1. 7 F(S), S kümesi üzerinde serbest grup olsun. 

FR(S) = {(a,w) i a E S, w E F(S)} 

kümesi üzerinde 

(a,w) * (b,z) = (a,wz- 1bz) 

şeklinde ikili işlem tanımlansın. Herhangi (b, z), (c, t) E F R(S) elemanları 

için (a, w)* (b, z) = (c, t) olacak şekilde bir tek (a, w) E F (S) vardır. 

(a,w) * (b,z) = (a,wz- 1bz) = (c,t) 
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olduğundan aranan eleman (a, w) = (c, tz-ıb-ı z) dir. Böylece rak tanımındaki 

ilk koşul sağlanmış olur. Aşağıdaki eşitliklerden dolayı 

((a, w)* (b, z)) *(c, t) (a, wz-1bz) *(c, t) 

(a, wz-1bzC1ct) 

((a, w)* (c, t)) *((b, z) *(c, t)) (a, wt-1ct) *(b, zt-1ct) 

(a, wt-1ct (zC1ct)-1 bzt-1ct) 

(a, wz-1bzC1ct) 

rak tanımındaki ikinci koşul da sağlandığından F R(S) kümesi yukarıda 

tanımlanan ikili işlem ile bir rak olur. Bu raka S kümesi üzerindeki serbest 

rak denir. 

Kongurens 

Bir (X,*) rakı üzerinde bir '"" denklik bağıntısı her a, b, c, d E X ıçın 

a '"" b, c '"" d ===? a * c '"" b * d 

koşulunu sağlıyorsa '"" denklik bağıntısına bir kongurens denir. 

'"" bağıntısı (X,*) rakı üzerinde bir kongurens olsun. Herhangi bir a E X 

elernam için [ a] , a elemammn denklik sımfım belirtmek üzere; denklik sımfiarı 

üzerinde aşağıdaki şekilde bir ikili işlem tammlansın. 

[a] *"' [b] := [a *b] 

Bu ikili işlem '"" denklik bağıntısı bir kongitrens olduğundan iyi tammlıdır. 

Denklik sımfiarının kümesi bu şekilde tammlanan ikili işlem ile bir rak olur ve 

bu yeni oluşturulan rak X/'"" ile gösterilir. 

f : (X1 , *ı) ------+ (X2, *2) bir rak homomorfizıni olsun. Bu durumda f (X ı) c 

X 2 bir alt raktır. X 1 rakı üzerinde f homomorfizmi kullamlarak bir'"" kongurensi 

a, b E X 1 için 

a'"" b~ f (a) = f (b) 
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şeklinde tammlansın. Bu kongurens ile oluşturulan Xı/ "' rakı f (Xı) alt 

rakına izomorftur. 

ep: Xı/"' 

[a] 

----7 f (Xı) 

1-+ f (a) 

ve keyfi bir y E f (X ı) elernam için y = f ( x) olacak şekilde bir x E X ı elernam 

olacağından 

'1/J : f (Xı) 
y= f(x) 

----7 Xı/rv 

1-+ [x] 

dönüşümleri tammlanabilir. ep ve 'ljJ dönüşümleri rak homomorfizmidirler. ep o 

'1/J = 1 /(Xı) ve '1/J o ep = lx1 ;,.., olduğundan X ı/ "' rakı f (X ı) alt rakına 

izomorftur. 

Tanım 1.8 (X,*) ikilisi bir rak olsun. "' bağıntısı X üzerinde her a E X için 

koşulunu sağlayan en küçük kongurens olsun. Bu kongurensin denklik sınıflarının 

kümesi olan X/"' ya asossiye quandıl denir ve Xq şeklinde gösterilir. 

1.2 Bir Düğümün Temel Quandılı 

Bir Düğümün Temel Quandlının Tanımı 

k, ss de bir düğüm, N(k) da ss de k mn tüp komşuluğu olsun. Sabit 

bir p E S3\N(k) noktası seçilsin. Başlangıç noktaları 8 (N( k)) da bitiş 

noktaları sabit p noktası olan yolların kümesi 

n= { a la: [0, 1] ----7 SS\N(k) ,a (1) = p, a (O) E 8 (N(k))} 

göz önüne alınsın. a, f3 E n elemanları için n üzerinde "a "'f3 {:::::::? a eğrisi f3 

eğrisine homotop(rel {p} )" homotopik olma bağıntısı tammlansın. r = n; "' 
yolların denklik sımflarımn kümesini göstersin. 
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S3\N(k) nın temel grubu II1 ( S3\N(k),p) göz önüne alınsın. II1 ( S3\N(k),p) 

grubu r kümesi üzerinde aşağıda verilen şekilde sağdan etki eder. 

(a · g) (t) = 

tanımlanır. 

rx IIı (s3\N(k),p) -----+ r 

{ 

a (2t) , 

g(2t-ı) ' 

(a,g) ~ a·g 

o::;t::;~ 

~::;t::;ı 
şeklinde iki yolun çarpımı olarak 

q E ö (N( k)) , a(O) = q , a(ı) = p olmak üzere a E [a] yolu alınsın. 

ö (N (k)) da q noktasından geçen bir tek mq meridyeni vardır. mq q da 

başlayıp q da biten N (k) da disk sınırlayan kapalı bir yoldur. a ve mq 

yolları ile 

a(4t) , o::; t::; ı/4 

ö ( a) = a · mq · a = mq ( 4t - ı) , ı/ 4 ::; t ::; ı/ 2 

a(2t- ı) , ı/2::; t::; ı 

şeklinde tanımlanır. Burada 

a (t) = a (ı - t) 

dir. ö (a) p de başlayıp yine p de biten S 3\N(k) da kapalı bir yol olduğundan 

ö (a) E IIı ( S3\N(k),p) dir. Böylece 

ö: r -----+ IIı ( S3\N(k),p) 

[a] f-------7 Ö ([a]) 

dönüşümü elde edilir. 

ö dönüşümü ve II1 (S3\N(k)) grubunun r kümesi üzerindeki etkisi 

kullanılarak r kümesi üzerinde bir quandıl inşaa edilebilir. r kümesini quandle 

yapacak ikili işlem şu şekilde tanımlanır: 

([a], L6]) ~ [a] * [f3] 

ll 



k 

Şekil 1.2: Düğümün temel quandılında bir eleman 

Burada a E [a], b E [~] olmak üzere [a] * [~] = [a · 8 (b)] dir. 

r kümesi üzerinde * işlemi quandle koşullarını sağlar: 

Her [~], b] E f için [ a] * [~] = b] olacak şekilde bir tek [ a] E f 

elemarn vardır. Denklik sımfiarından b E [~], c E bl elemanları alınsın. Bunu 

göstermek için a *b= c koşulunu sağlayan [a] E f elemarn bulunmalıdır. 

a =c. a (b)-ı 

alırursa a *b= (c. a (b)-ı) *b= c. (a (btı a (b)) =c olduğundan aranan 

eleman [a] = [a] = [c. a (b)-1
] dir. 

İkinci koşul için ise her [ a ı ' [~] ' b ı E r için 

([a] * [~]) * bl = ([a] * b]) * ([~] * b]) 

olduğu gösterilmelidir. a E [a] , b E [~] , c E bl olsun. 

ve 

8(b·8(c)) 

c-1 . m~1 . c. b-1 . mb. b. c-1 . mc. c= a (c)-1 
. a (b). a (c) 
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olduğundan 

(a*c)*(b*c) (a*c)·8(b*c) 

- (a·8(c))·8(b·8(c)) 

- a · 8 (c)· 8 (c)-1 
· 8 (b)· 8 (c) 

a · 8 (b)· 8 (c) 

elde edilir. Böylece ([a] * [,B]) * bl = ([a] * b]) * ([,B] * b]) eşitliği sağlanmış 

olur. Ayrıca [a] Er için a E [a] olmak üzere 

a * a = a · 8 (a) = a·a · ma(O) · a = ma(o)a rv a, reZ (p) 

olduğundan quandıl olma koşulu da sağlanmış olur. Bu şekilde elde edilen r 
kümesine k düğümünün temel quandılı denir. Bu quandılın gösterimi için 

bakınız [5]. 
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2 S0(3) GRUBUNUN SONLU ALT 

GRUPLARI 

2.1 Genel Bilgiler 

Bir G grubu boştan farklı bir X kümesi üzerine soldan etki etsin. Bundan sonra 

G grubunun X kümesi üzerine soldan etkisi g · x = gx şeklinde gösterilecektir. 

Herhangi bir x E X noktasının yörüngesi 

O(x) = {gx : g E G} 

kümesidir. X kümesi üzerinde 

x rv y Ç:=:;> "y = gx olacak şekilde en az bir g E G vardır" 

şeklinde bir bağıntı tanımlansın. 

Her x E X noktası için G grubunun X kümesi üzerindeki etkisinin 

tanımından dolayı grubun birim elemanı e için ex = x olduğundan x rv x 

dir. Eğer x rv y ise y = gx olacak şekilde en az bir gE G vardır. 

olduğundan y rv x dir. x rv y, y rv z ise y = gx ve z = 9
1 

y olacak şekilde 

g, 9
1 

E G elemanları vardır. Buradan 

z = g y = g (gx) = g g x 1 1 ( 1 ) 

olduğundan x rv z dir. X kümesi üzerindeki bu bağıntı yansıma, simetri ve 

geçişme özelliklerini sağladığından bir denklik bağıntısıdır. Bu nedenle " rv " 

bağıntısı X kümesinin bir parçalanışını verir. 

Herhangi bir x E X noktasının stabilizeri şu şekilde tanımlanır: 

Gx = {g E G : gx = X} 

x'in stabilizeri Gx kümesininG grubunun bir alt grubu olduğu kolayca görülebilir. 
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Önerme 2.1.1 Aynı yörüngeye ait noktalar eglenik stabilizerlere sahiptirler. 

Kanıt. x veyaynı yörüngeye ait noktalar olsunlar. x veyaynı yörüngeye 

ait olduklarından gx = y olacak şekilde bir g E G elemanı vardır. gx = y 

koşulunu sağlayan gE G elemanı için h E Gx olmak üzere 

(ghg-1
) (y) = (ghg-1

) (gx) = (gh) x = g (hx) = gx = y 

olduğundan gGxg-ı Ç Gy dir ve her f E Gy için 

eşitliğinden g-1Gyg Ç Gx dir. gGxg-ı Ç Gy ve g-1Gyg Ç Gx olduğundan 

gGxg-ı = Gy olur. Böylece Gx ve Gy eşlenik alt gruplar olurlar • 

Teorem 2.1.2 G grubunda Gx alt grubunun sol denklik sınıflarının kümesi 

G / G x ile gösterilsin. 

O (x) ----7 G/Gx 

§eklinde tanımlanan dönügüm bire-bir ve örtendir. 

Kanıt. gGx E G/Gx elemanı alınsın. gx E O(x) elemanı dönüşüm altında 

gGx elemanına resmedildiğinden dönüşüm örtendir. gGx = g
1 

Gx ise g = g
1 

h 

olacak şekilde bir h E G x vardır. 

gx = g h x = g ( hx) = g x 
( 

1 ) 1 1 

olduğundan dönüşüm bire-birdir. 

Özel olarak G sorrlu bir grup ise IO(x)l = IG/Gxl =lGI/ IGxl olduğundan 

IO(x)IIGxl = lGI olur. • 

Teorem 2.1.3 Sonlu bir G grubu X kümesi üzerine soldan etki etsin. Bu etki 

yardımıyla 

X 9 = {X E X : gx = X} 
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şeklinde tanımlanmak üzere X kümesindeki farklı yörüngelerin sayısı 

dir. 

Kanıt. Burada amaç G xX kümesinin gx = x koşulunu sağlayan (g, x) 

ikililerinin sayısının belirlenmesidir. Bu ikiiiierin sayısı 

2::ıxgı 
gEG 

dir. Sayma işlemi x E X elemanları üzerinden yapılırsa 

L ıx9 ı = L ıcxı 
gEG xEX 

olur. X kümesindeki farklı yörüngeler X 1 , X 2 , ... , Xk olsunlar. Bu yörüngeler 

göz önüne alınırsa aşağıdaki eşitlik yazılabilir: 

k 

2::ıxgı = 2::ıcxı =2:: L ıcxı 
gEG xEX i=l xEXi 

Aynı yörüngeye ait noktalar eşlenik stabilizedere sahip olduklarından, x E Xi 

yörüngesinden seçilmiş bir nokta olmak üzere; 

xEXi 

- ıo (x)ııcxı 

ıcı 

olduğundan farklı yörüngelerin sayısı 

olur. • 

Teorem 2.1.4 

0(2) = {A E GL(2,1R): AtA= I} 

olmak üzere 0(2) grubunun sonlu alt grubu ya dihedral grup ya da devirli 

gruptur. 
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Kanıt. 0(2) grubunun sorrlu bir alt grubu A ile gösterilsin. Eğer A c 

80(2) ise A nın herbir elemanı düzlemde bir dönmedir. Ao ile orjine göre 

saat istikametinin tersi yönünde() radyanlık (O :::; () :::; 21r) dönme gösterilsin. 

A'P E A elemanı ile de A alt grubundaki en küçük radyanlık dönme gösterilsin. 

Keyfi bir Ao E A elemanı alınsın. 

() = kıp + 'ljJ , k E Z ve O :::; 'ljJ < ıp 

olduğundan 

elde edilir. Bu eşitlikten dolayı A1/J = (Acp)-k Ao dir. Acp, Ao E A olduğundan 

A1/J = (Acp)-k Ao E A dır. Burada 'ljJ =O olmalıdır. Aksi takdirde bu ıp'nin en 

küçük olmasıyla çelişir. Dolayısıyla 

eşitliğinden A grubu A'P tarafından üretilen devirli bir grup olur. 

A tamamen 80(2) grubunun içinde kalmayan bir alt grup olsun. H = 

An 80(2) alt grubu göz önüne alınsın. H alt grubuAnın bir alt grubudur. 

H grubunun A grubu içindeki indeksi 2 dir. H grubu 80(2)grubunun bir alt 

grubu olduğundan H devirli dir. H = (C), B E A - H olsun. Bu durumda 

en - I B 2 =I 
' ' 

EC= c-1B 

dihedral grubu elde edilir. • 

2.2 S0(3) Grubunun Sonlu Alt Grupları 

G grubu 80(3) grubunun sorrlu bir alt grubu olsun. G grubunun birimden 

farklı her elemanı ekseni IR3 de orjinden geçen bir doğru olan bir dönmedir. 

Dönmenin ekseni olan doğrunun 8 2 yi kestiği noktalar dönme altında sabit 
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kalırlar. Böylece G grubunun herbir elemanı 8 2 de iki nokta belirlemiş olur. 

Dikkat edilecek olursa G nin birim elemanı 8 2 nin tüm noktalarını sabit bırakır. 

G grubunun birimden farklı tüm elemanlarının 8 2 üzerinde sabit bıraktığı 

noktaların kümesi X ile gösterilsin. 

GxX ---t X 

(g, x) r-t gx 

etkisi göz önüne alınsın. x E X noktası bir h E G dönmesinin sabit noktası 

olsun. 

(ghg-ı) (gx) = (gh) x = g(hx) = gx 

olduğundan gx noktasıda bir dönmenin sabit noktasıdır. X kümesi üzerinde 

G grubunun bu etkisi göz önüne alınsın. X kümesinde N tane farklı yörünge 

olduğu varsayılsın. Herbiri farklı yörüngelerden olmak üzere birbirinden farklı 

şeklinde N tane nokta seçilsin. Teorem 2.1.3 den 

N 
1
b

1 
{2 (lGI -ı)+ lXI} 

1
b

1 
{2(IGI- ı)+~ IO(xi)l} 

eşitliği elde edilir. Eşitlik düzenlendiğinde 

olur. Bu eşitlikten ise 

denklemi bulunur. Burada dikkat edilecek olursa ı ~ 2 (ı - 1b1) < 2 dir. 

Ayrıca her i için IGxi 1 2: 2 olduğundan ~ ~ ı - lc~i l < ı eşitsizliği geçerlidir. 

ıs 



2 (ı - 1b1) = ~ (ı - la~; ı) eşitliği dikkate alındığında en fazla üç yörünge 

olduğu görülür. 

2 ı 
2--=ı---

ıcı ıcxıı 
~ .____..... 

;:::ı <ı 

olduğundan bir tek yörünge olamaz. 

İki yörünge varsa: 2 (ı - ıbı) = ~ (ı - ıa~; ı) eşitliği 

şekline dönüşür. Cx 1 ve Cx2 grupları C grubunun alt grupları olduklarından 

ıcxı ı ve ıcx2 ı ıcı yi böler. ıcxıı =rı, ıcx2 ı = r2 ve ıcı = n olsun. Buradan 

n = kırı ve n = k2r2 olacak şekilde kı ve k2 sayıları vardır. Eşitlikte yerine 

yazılacak olursa 

2 kı k2 
-=-+­
n n n 

eşitliğinden 2 =kı +k2 bulunur. Yani kı =k2 =ı dir. Buradan Cx1 = Cx2 =C 

elde edilir. Grubun her elemanı xı ve x2 noktalarını sabit bıraktıklarından bu 

noktalar antipodal noktalardır. Dolayısıyla C devirlidir. 

Üç yörünge varsa: ıcxıı = rı, ıcx2 ı = r2 ve ıcxaı = rs olmak üzere 

denklem 

2 ı ı ı 
ı+-=-+-+-

n rı r2 rs 

"eklini alır. r 3 < r2 < rı olsun. Her i için rı· > 3 ise ı + 1 = .1. + .1. + .1. 
~ - - - n ~ ~ ~ 

eşitliği sıfırdan farklı hiçbir n doğal sayısı için sağlanmaz. 

rs = 2 olsun. 

2 ı ı ı 
ı+-=-+-+­

n rı r2 2 

ı 2 ı ı 
-+-=-+-
2 n rı r2 

ıg 



olur. Benzer şekilde bu denklemde de rı, r2 2: 4 olamaz. r2 :S rı olduğundan 

r2 = 2 ya da r2 = 3 olabilir. 

r3 = 2 ve r2 = 2 ise; 

2 ı ı ı 
ı+-=-+-+-

n rı 2 2 

eşitliğinden n = 2rı elde edilir. 

r3 = 2 ve r2 = 3 ise; 

eşitliklerinden i.:_~ıı = n E N olduğundan 3 :S rı < 6 olur. Buradan 

rı= 3 ~ n= ı2 

rı= 4 ~ n= 24 

rı= 5 ~ n= 60 

bulunur. Üç yörünge olması durumunda sonuçlar özetlerrecek olursa 

• rı= m, r2 = 2, r3 = 2 ise n= lGI= 2m 

• rı= 3, r2 = 3, r3 = 2 ise lGI= ı2 

• rı= 4, r2 = 3, r3 = 2 ise lGI= 24 

• rı = 5, r2 = 3, r3 = 2 ise lGI = 60 

şeklindedir. 

Bundan sonra her durumda yörünge noktalarının küre üzerinde nasıl 

yerleştiği belirlenecektir. 

rı = r2 = r3 = 2 ise: 

IGxıl = IGx2l = IGx31 = 2 dir. ı+~ 

elemanlı bir gruptur. 

Gx1 = {jı, e}, 

Gx2 = {f2,e}, 

Gx3 = {j3, e}, 
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olsun. lO (xı)l = lO (x2)l = lO (x3)l = 2 olduğundan 80(3) grubunun dört 

elemanlı sorrlu G alt grubunun elemanları 8 2 üzerinde toplam altı noktayı sabit 

bırakırlar. Bu altı sabit noktanın 8 2 üzerinde nasıl yerleşeceği aşağıdaki gibi 

belirlenir. Öncelikle 8 2 üzerinde keyfi bir x3 noktası seçilsin. x2 noktasının yeri 

x3 noktasına göre belirlenecektir. x3 noktasından ve orjinden geçen l doğrusu 

göz önüne alınsın. Eğer x2 noktası l doğrusuna dik olan ekvatorcia seçilmezse; 

x3 noktasına h E Gx2 dönmesi uygularursa x3 noktasının yörüngesinde x3 

Şekil 2.1: (2,2,2) durumunda yörünge noktalarının yerleştirilmesi 

noktasından farklı yeni bir h(x3) noktası elde edilir. h(x3) noktasına h E Gx3 

dönmesi uygulanırsa h(x3) noktasından farklı h (h(x3)) noktası elde edilir. 

Böylece x3 noktasırun yörüngesinde ikiden fazla eleman olur. Fakat O(x3) 

iki elemanlı bir kümedir. Bundan dolayı x2 noktası l doğrusuna dik 

ekvator üzerinde olmak zorundadır. n = e ve h uzaklık koruyan bir dönüşüm 

olduğundan h(x3) = -x3 olur. Buradan O (x3) = {±x3} olur. h E Gx3 

dönmesi x2 noktasına uygularursa Jl = e ve h dönüşümünün uzaklık 

koruyan bir dönüşüm olmasından dolayı h (x2) = -x2 elde edilir. x1 

noktasının yeride benzer şekilde belirlenir. x1 noktası da l doğrusuna dik 

ekvator üzerinde bulunur. Böylece x1 ve x2 noktaları aynı büyük çember 

üzerindedirler. x1 noktası x2 ve -x2 noktalarının orta noktasıdır. x1 orta nokta 

olmazsa x1 noktasının yörüngesinde ikiden fazla eleman olurdu. 

Benzer şekilde / 2 E Gx2 dönmesi x1 noktasına uygularursa h(x1) = -x1 elde 
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edilir. Bu durumda yörünge noktaları O (xı) = {±xı}, O (x2) = {±x2}, 

O (xs) = { ±xs} olur. Buradan S0(3)'ün sorrlu alt grubu C = {e, fı, h, fs} 

Şekil 2.2: rı = rı = rı = 2 durumunda yörünge noktaları 

olur. C grubu K4 grubuna izomorftur. 

r2 = rs = 2 ve rı = m ise: 

ıcx2 ı = ıcx3 ı = 2 ve ıcxıı =m, m~ 3 olduğundan ıcı= n= 2m olur. 

Cxı = (Jı)' 

Cx2 ={h, e}, 

Cx3 ={fs, e}, 

ff' =e 

f?=e 

Ji =e 

olsun. Burada Cx 1 m. mertebeden devirli bir gruptur. 8 2 üzerinde keyfi 

bir xı noktası seçilsin. Xı noktası ve orjinden geçen doğru l ile gösterilsin. 

ıcı = 2m ve ıcxıı = m olduğundan xı noktasının yörüngesindeki eleman 

sayısı ıo (xı)ı = _]QL_ı c ı = 2 dir. x2 noktasının yörüngesindeki eleman sayısı da 
Gx 1 

ıo (x2 )ı = ı~~~ ı = m olur. x2 noktası l dağrusuna dik ekvator üzerindedir. 

Çünkü x2 noktası l dağrusuna dik ekvator üzerinde olmasaydı xı noktasının 

yörüngesindeki eleman sayısı ikiden fazla olurdu. Benzer şekilde x 3 noktası da 

l dağrusuna dik ekvator üzerinde bulunur. h E Cx2 dönüşümü xı noktasına 

uygulandığında Ji =e ve h uzaklık koruyan bir dönüşüm olduğundan h(xı) = 

-xı olur. Buradan O (xı) = {±xı} bulunur. x2 noktasına Cxı grubunun 

üreteci olan fı dönüşümü uygularursa l dağrusuna dik ekvator üzerinde 
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m tane nokta elde edilir. 

olduğundan bu noktalar l dağrusuna dik ekvator üzerinde eşit uzaklıklarda 

bulunurlar. 

olur. O(x2) kümesindeki noktalar l dağrusuna dik olan düzlemde ekvator içine 

yerleştirilmiş bir düzgün m-genin köşeleri olarak düşünülebilir. x3 ve x 2 

noktaları aynı büyük çember üzerinde idi. Xs noktasının x2 ve fı (x2) 

noktaları arasında olduğu varsayılsın. fs E Gx3, n = e dönüşümü X2 

noktasına uygulansın. 

dir. n = e olduğundan fs (x2) = fı (x2) olur.Bu nedenle X3 noktası X2 ve 

fı (x2) 

noktalarının orta noktasıdır. Böylece O(x2) kümesindeki noktaları birleştiren 

yay parçasının orta noktaları O(x3) kümesini verir. 

l 

Şekil 2.3: (2,2,m) durumunda yörünge noktalarının yerleştirilmesi 

Buradan S0(3) grubunun sorrlu alt grubu 

c= { 1, Jı, if, ... ,, rrı-ı, h, tıh, if h, ... , trı-ı h} 
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/1 =I, JJ =I, fıh =fs ve hfı = f1ı h olduğundan G grubu 2m elemanlı 
dihedral grup olur. 

Örneğin m= 6 alındığında yörüngeler aşağıdaki gibi olur: 

Şekil 2.4: r2 = rs = 2 ve rı = 6 durumunda yörünge noktaları 

r3 = 2 ve r 2 = rı = 3 ise: 

ıcx3 ı = 2, ve ıcx2 ı = ıcxıı = 3 olduğundan ıcı= 12 olur. 

Gxı =(/ı) 

GX2 =(h) 

Gx3 ={fs, e} 

' Jf=e 

' ~~=e 

' fl =e 

olsun. Keyfi bir xı E S2 noktası seçilsin. Xı noktasının yörüngesindeki eleman 

sayısı ıo (xı)ı = JQL,.ı = 4 olur. xı noktasından ve orjinden geçen doğru l ile 
!Gxıl 

gösterilsin. O(xı) kümesinden xı ve -xı noktalarından farklı bir u noktası 

alınsın. fı dönüşümü u noktasına uygulanırsa fı (u), it (u) E O(xı) olur. 

O(xı) kümesi dört elemanlı olduğundan O(xı) = {xı, u, fı (u), it (u)} olarak 

belirlenmiş olur. fı uzaklık koruyan bir dönüşüm olduğundan 

ııxı- uıı = ııxı- fı (u)ıı = llxı- il (u) il 

dir. Yani xı noktasının yörüngesindeki diğer noktalara uzaklığı eşittir. u E 

O(xı) noktası dikkate alınacak olursa G grubunun Gu ve Gx1 alt grupları 
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eşleniktir. Dolayısıyla ıcuı = ıcxıı dir. Cu = (h) olsun. h3 = e ve h( u) = u 

dur. h (xı) E O(xı) olur. h (xı) = xı olamaz. Çünkü h (xı) = xı olsaydı 

h E Cx1 olurdu. Buradan h (xı) = fı (u) yada h (xı) = j'f (u) elde edilir. 

h (xı) = fı (u) olduğunu varsayalım. Bu durumda h2 (xı) = j'f (u) olur. h 

uzaklık koruyan bir dönüşüm olduğundan 

ııxı- uıı = ııfı (u)- uıı = I!Jf (u)- ull 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerden. O(xı) kümesinin bir tetrahedronun 

köşe noktaları olduğu görülür. x2 noktasının yörüngesindeki eleman sayısı 

ıo(x2)ı =ı~~~~= 4 dür. x2 noktası öyle bir yerde seçilmeli ki Cx2 =(h), h 
dönüşümü O(xı) kümesine uygulandığında yine O(xı) kümesinin elemanları 

elde edilsin. x2 = -xı alınırsa bu sağlanmış olur. h 2; derecelik bir dönme 

olduğundan {u, fı (u) , j'f (u)} noktaları kendi aralarında permüte eder. Bu 

yolla x2 noktasının yörüngesi 

{ -xı, -u,-fı (u),-Jl (u)} 

olur. O(x2) nin noktaları da bir düzgün dörtyüzlünün köşelerini verir. X3 

noktasının yörüngesindeki eleman sayısı ise ıo (x3)ı = ıb~~~ = 6 dır. x3 

noktası 8 2 üzerinde öyle bir konumda bulunmalı ki fs dönüşümü O(xı) 

kümesine uygulandığında yine O(xı) kümesinde elemanlar elde edilsin. x3 

noktası xı ve u noktalarını birleştiren yay parçasının orta noktası olarak alınırsa 

istenen sağlanmış olur. Bu durumda fs(xı) =u, fs( u)= xı, fs(fı(u)) = J'f (u) 

ve fs(![ (u)) = !ı (u) eşitlikleri elde edilir. 

C grubu ise A4 grubuna izomorftur [6]. 

r3 = 2, r 2 = 3 ve rı = 4 ise: 

ıcx3 ı = 2, ıcx2 ı = 3 ve ıcxıı = 4 olduğundan ıcı= 24 olur. 

Cxı = (fı) 

CX2 =(h) 

' Jt =e 

' n=e 
Gx3 = {fs, e} , Jl = e 
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Şekil 2.5: r3 = 2 ve r2 =rı= 3 durumunda yörünge noktaları 

olsun. Keyfi bir xı E S 2 noktası seçilsin. xı noktasımn yörüngesindeki eleman 

sayısı ı O ( xı) ı = 1 b~~ ı = 6 dır. xı noktasından ve orjinden geçen doğru l ile 

gösterilsin. O(xı) kümesinden xı ve -xı noktalarından farklı bir u noktası 

alınsın. fı dönüşümü u noktasına uygularursa /ı (u), J? (u), if (u) E O(xı) 

olur. fı uzaklık koruyan bir dönüşüm olduğundan 

ııxı- uıı = ııxı- /ı (u)ıı = llxı- f~ (u) ll= llxı- ff (u) ll 

eşitlikleri sağlamr. Bundan dolayı Xı noktasının u, fı (u), J? (u) ve if (u) 

noktalarına olan uzaklığı ayındır. Ayrıca 

ııu- /ı (u)ıı = ll!ı (u)- If (u) ll= llff (u)- Jl (u) ll= 11/l (u)- ull 

dir. xı noktasımn yörüngesindeki altıncı nokta -xı noktası olmalıdır. Aksi 

takdirde xı noktasının yörüngesinde altıdan fazla eleman olurdu. -xı noktası 

da fı dönüşümü altında sabit kaldığından -xı noktasımn u, fı (u) ,j'.f (u) ve 

if (u) noktalarına olan uzaklıkları eşittir. Dolayısıyla {u, !ı (u) , f? (u) , if (u)} 

noktaları l dağrusuna dik ekvator üzerinde bulunurlar. Dikkat edilecek olursa 

O(xı) kümesine ait altı nokta bir octahedronun köşe noktalarıdır. 

x 2 noktasımn yörüngesindeki eleman sayısı ıo (x2)ı = ı~~~ ı = 8 dir. x2 

noktası S2 üzerinde öyle bir nokta olmalıdır ki O(xı) deki noktalar h dönüşümü 
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altında yine O(xı) kümesine resmedilsin. Bu durumda x2 noktası 8 2 üzerinde 

octahedronun bir yüzünün orta noktası ve orjini birleştiren doğrunun küreyi 

kestiği nokta olarak alındığında istenen sağlanmış olur. Örneğin x2 noktası 82 

üzerinde küresel üşgenini orta noktası olarak seçilsin. Bu durumda h(x2) = x2 

u 1ı (u) 

Şekil 2.6: x2 noktasının yörünge noktalarının yerleştirilmesi 

dir. h(xı) = Xı olamayacağından h(xı) = u yada h(xı) = fı(u) olabilir. 

Eğer h(xı) = u olarak alınırsa h (ff (u)) = -xı ve h ( -xı) = if (u) olur. 

Böylece 8 2 üzerinde octahedronun herbir yüzünden gelen küresel üçgenlerin 

orta noktaları x2 noktasının yörüngesindeki noktaları verirler. Sekiz noktalı 

bu yörünge ise bir kübün köşeleridir. 

x 3 noktasımn yörüngesindeki eleman sayısı ise 10 (x3 )1 = ~~~~~ = 12 olur. 

x3 noktası olarak xı ve u noktalarım birleştiren yay parçasımn orta noktası 

alırursa istenen özellikler sağlanmış olur. fs dönüşümü altında O(xı) ve O (x2) 

kümeleri kendi üzerlerine resmedilirler. Octahedronun tüm kenarlarının 82 

üzerindeki orta noktaları O (x3 ) kümesinin 12 noktasını verir. G grubu köşe 

noktaları xı, -xı, u, fı (u), if (u), if (u) olan bir oktahedronun rotasyonel 

simetri grubu olur. Bu grup ise 84 simetri grubuna izomorftur [6]. 

r3 = 2, r 2 = 3 ve rı = 5 ise: 

IGx3 l = 2, IGx2 1 = 3 ve IGxıl = 5 olduğundan lGI= 60 olur. 

Gxı = (fı) 

Gx2 =(h) 

' if= e 

, Jt =e 

Gx3 ={fs, e} , Jl =e 

olsun. Keyfi bir xı E 8 2 noktası seçilsin. xı noktasının yörüngesindeki eleman 
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f/(u) 

Şekil 2.7: rs = 2 , r2 = 3 ve rı= 4 durumunda yörünge noktaları 

sayısı lO (xı)l = ~~~~~ = 12 dir. xı noktasından ve orjinden geçen doğru l ile 

gösterilsin. O(xı) kümesinden xı ve -xı noktalarından farklı ve 

O< llxı- ull < llxı -vii < 2 

olacak şekilde u ve v noktaları alınsın. fı dönüşümü u noktasına uygulanırsa 

!ı (u), if (u),, if (u), Jt (u) E O(xı) olur. fı uzaklık koruyan bir dönüşüm 

olduğundan bu beş noktanın xı noktasına olan uzaklıkları eşittir. Benzer şekilde 

fı (v), f~ (v),, Jf (v), Jt (v) E O(xı) 

noktalarının da xı noktasına olan uzaklıkları eşittir. 

u, fı (u), il (u),, Jf (u), Jt (u) 

noktaları düzgün bir beşgenin köşe noktaları olurlar. Benzer şekilde 

V, fı (V) , il (V) , , fl (V) , ft (V) 

noktaları da düzgün bir beşgenin köşeleridir. O(xı) kümesinin onikinci 

noktası için tek olasılık -xı noktasıdır. u ve xı noktaları aynı yörüngeye 

ait olduklarından Cu ve Gx1 grupları G grubunun konjuge alt gruplarıdır. 
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Bu nedenle IGul = 5 dir. Gu = (h), h5 = e olsun. h (xı) = fı (u) yada 

h ( z) = Jt (u) olmalıdır. Aksi takdirde xı noktasımn yörüngesinde daha 

fazla nokta bulunacaktır. Ayrıca buradan -u E O (u) = O (xı) olduğu 

görülür. -u noktası u noktasından iki birim uzakta olduğundan -u noktası 

v, fı (v), if (v),, if (v), f{ (v) noktalarından biri olmalıdır. -u = v olarak 

alınırsa- f1 (u)= fl. (v) olur. u noktasından bakıldığında onbir noktamn beş 

tanesi u ya diğer noktalardan daha yakın ve eşit uzaklıkta olurlar. Bu noktalar 

xı, fı (u),, if (v), if (v) ve f{ (v) noktalarıdır. Böylece 

llu- xıll = llu- fı (u) ll= !lu- if (v)jj 

olur. O (xı) de bulunan oniki nokta bir isocahedronun köşe noktaları olurlar. 

Diğer yörüngeler aşağıdaki şekilde gösterilmiştir. 

Şekil 2.8: r3 = 2 , r2 = 3 ve rı = 5 durumunda yörünge noktaları 

S0(3) grubunun G alt grubu ise A5 grubuna izomorftur [6]. 

2.3 0(3) Grubunun Sonlu Alt Grupları 

G grubu 0(3) ortagonal grubunun sonlu bir alt grubu olsun. G grubu S0(3) 

grubunun bir alt grubu ise bir önceki bölümden G alt grubu Zn, D2n, A4, S4, 

A5 gruplarından birine izomorf olur. G alt grubu tamamen S0(3) grubunun 
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içinde kalmıyorsa 

H= Gn80(3) 

olsun. H alt grubu 80(3) grubunun sorrlu bir alt grubu olacağından H alt 

grubu Zn, D2n, A4, 84, A5 gruplarından birine izomorftur. -I E G ise G 

grubu H x Z2 grubuna izomorftur. h E H ve -I EGolduğundan -h E G dir. 

det( -h)= -1 eşitliğinden -h E G\H olur. gE G\H olsun. g = -I.h olacak 

şekilde h= -gE H elemanı olduğundangE-H olur. Buradan G\H =-H 

olduğundan G r-v H X z2 dir. 

-I tt G ise 

w: G ---7 w (G):::; 80(3) 

A f---+ w (A) = (det A) A 

şeklinde tanımlanan W dönüşümü bir grup izomorfizmidir. 

w (AB)= det (AB) AB= (det A) A (det B) B= w (A) w (B) 

eşitliğinden W dönüşümü bir grup homomorfizmidir. W (A) = I olsun. 

(detA) A = I eşitliğinden A = ±I olur. -I tt G olduğundanA = I dir. 

Bu nedenle W dönüşümünün çekirdeği sadece I elemanını içerir. Böylece w 
dönüşümü bir grup izomorfizmi olur. Böylece 0(3) ortagonal grubunun sorrlu 

bir G alt grubu 

gruplarından birine izomorftur. 
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3 KÜRENİN SONLU ALT QUANDILLARI 

3.1 Çemberin Sonlu Alt Quandılları 

Q çemberin n elemanlı sorrlu bir alt quandılı olsun. 

X* y = 2 (x, y) y - X 

quandıl ikili işlemi dikkate alındığında quandıldaki noktalar çember üzerinde 

eşit aralıklarla yerleşir. Yani quandılın noktalarıçemberiçine yerleştirilmiş bir 

düzgün n-genin köşe noktaları olurlar. 

Çemberin n elemanlı sorrlu alt quandılının noktaları()= 2
7r olmak üzere 

n 

Q = {qi = (cosi(),sini()), O :S i :S n- 1} 

şeklinde seçilsin. Dikkat edilecek olursa sorrlu Q alt quandılı {qi, qi+ı} 

elemanları tarafından üretilebilir. 

Çemberin herhangi a, b noktaları verildiğinde 27r a ve b noktaları arasındaki 

açının rasyonel bir katı ise bu noktalardan üretilmiş alt quandıl sorrlu olur. 21r 

Şekil 3.1: Quandılı üreten a ve b noktaları 

bu iki nokta arasındaki açının rasyonel bir katı değilse bu iki noktanın ürettiği 

alt quandıl sonsuz elemanlıdır. Qı aı ve a2 , Q2 de bı ve b2 noktaları tarafından 

üretilen sorrlu alt quandıllar olsunlar. aı ve a2 noktaları arasındaki açı(), bı ve 

b2 noktaları arasındaki açı ise <p olsun. Qı ve Q2 çemberin sorrlu alt quandılları 
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ise Pı < qı, P2 < q2 ve (pı, qı) = ı, (p2, q2) = ı olmak üzere B= 21rEı, rp= 21r.E2. 
Qı Q2 

olacak şekilde El, IQ E Q rasyonel sayıları vardır. Bu noktalar 
qı Q2 

aı - (ı, o), a2 = (cosB,sinB) 

bı - (ı , O) , b2 = ( cos rp, sin rp) 

olarak alındığında bu sonlu quandılların elemanları 

Qı (aı,a2) = {0, B, 2B, ... , qıB} (mod27r) 

Q2 (bı,b2) = {O,rp,2<p, ... ,q2<p}(mod27r) 

biçiminde ifade edilebilir. Sonlu iki küme arasında bire-bir ve örten bir eşleme 

kurmak için eleman sayılarının eşit olması gerekir. Bu nedenle Qı ve Q2 

quandıllarının eşit sayıda eleman içermeleri için qı = q2 olmalıdır. 

T 

T(x) 

dönüşümü bir quandle homomorfizmidir. qı = q2 iken T (iB) = T (jB) ise 

i<p = j<p + k27r olur. <p = 27rl:Q olduğundan IQ (i- j) = k bulunur. p2 ve 
Q2 Q2 

q2 aralarında asal olduğundan i - j = l.q2 olacak şekilde bir l E Z tamsayısı 

vardır. Bu durumda 

olduğundan T dönüşümü bire-bir olur. Qı ve Q2 iki eleman tarafından üretilmiş 

sonsuz iki alt quandıl ise T : Qı ---+ Q2, T (x) = ~x dönüşümü bir quandıl 

homomorfizmidir. n, m E N olmak üzere T(nB) = T(mB) olsun. T 

dönüşümünün tanımından n<p = m<p + k.27r, k E Z olur. rp(n- m) = k.27r 

eşitliğinden 27r rp açısının rasyonel bir katı olmadığından k = O olmalıdır. 

Buradan nB =mB olduğundan dönüşüm bire-birdir. Bundan dolayı çemberin 

iki eleman tarafından üretilen sonsuz alt quandılları izomorfturlar. 
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Çember üzerinde {X ı, x2, .. . xn} elemanları göz önüne alınsın. 

xı ve x2 noktaları arasındaki açı e ı, 
xı ve x3 noktaları arasındaki açı e2 , 

Xı ve Xn noktaları arasındaki açı en-ı 

olsun. Eğer her i için ei = 27r~ , (Pi, qi) = ı, Pi ~ qi, olacak şekilde ~ E Q 

rasyonel sayısı varsa bu noktaların ürettiği sorrlu alt quandıldaki eleman sayısı 

okek (qı, q2 , ... , qn) olur ve bu quandle aralarındaki açı k k( 
2

7!" ) olan iki o e qı,q2, ... ,qn 

noktanın ürettiği quandıla izomorftur. 

3.2 Kürenin Sonlu Alt Quandılları 

Q kürenin bir alt quandılı olsun. Her y E Q için 

O"y : JR3 ----+ JR3 

x ı-+ ay (x) = x- 2 (x, y) y 

dönüşümü tanımlansın. Her xı, x2 E JR3 için 

olduğundan ay dönüşümü 0(3) ortagonal grubunun bir elemanıdır. ay 

dönüşümünün matrisi d eterminantı -ı olan 

ı- 2yr -2YıY2 -2YıY3 

-2YıY2 ı- 2y~ -2Y2Y3 

-2YıY3 -2Y2Y3 ı- 2y~ 

matrisidir. Dikkat edilecek olursa ay (y) = -y dir. Her x E JR3 için a-y ( x) = 

x- 2 (x, -y) ( -y) = ay (x) olur. 

Q quandılındaki her y E Q noktası için tanımlanan ay yansımalarının 

ürettiği 0(3) ortagonal grubunun alt grubu 
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şeklinde gösterilsin. Eğer Q = {y} tek elemanlı bir quandıl ise GQ ={o-y, I} 

olacağından GQ rv Z2 dir. Q = {yı,y2 } kürenin iki elemanlı bir alt quandılı 

ise Yı ve Y2 noktaları antipodal noktalar olacaklarından a-y1 = o-y2 olduğundan 

GQ rv Z2 bulunur. 

Yı ve Y2 kürenin Q alt quandılımn antipodal olmayan farklı iki noktası ise 

O"y1 i= O"y2 dir. Çünkü her x E IR3 için o-y1 (x) = o-y2 (x) ise 

eşitliği her x elernam için sağlandığından özel olarak x 

alınırsa 

Yı, Y2 noktaları 

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerden Yı = (yı, Y2)
2 Yı olacağından Yı = ±y2 

bulunur. Bu nedenle eğer quandıl sonsuz ise quandıldan elde edilen GQ grubu 

da sonsuzdur. 

Önerme 3.2.1 Kürenin Q alt quandılı sonlu ise quandıldan elde edilen 0(3) 

orta gonal grubunun GQ alt grubu da sonludur. 

Kanıt. n> 2 olmak üzere Q ={yı, y2 , ···Yn} kürenin sonlu bir alt quandılı 

olsun. Q sonlu alt quandılının her Yi E Q elemanına 

O"~i : JR3 ---+ JR3 

x f----+ o-~; (x) =-o-y; (x) 

dönüşümü karşılık getirilsin. Bu dönüşümlerin ürettiği grup GQ = (o-~; : Yi E Q) 

olsun. 

Küredeki quandıl ikili işlemi 

X*y=2(x,y)y-x 

olduğundan o-~; dönüşümü x E 8 2 elemanına uygularursa 

O"~i (X) = X * Yi 
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olur. a~i dönüşümü Q C S 2 alt quandılına kısıtlanırsa 

dönüşümü quandıl tanımından her x' E Q elemanı için x * Yi = x' olacak 

şekilde bir tek x E Q elemanı olduğundan bire-bir ve örtendir. Bu nedenle 

a~i 1 Q dönüşümü n elemanlı bir kümeden kendisine giden bire-bir ve örten bir 

dönüşüm olduğundan Sn simetri grubunun bir elemanı olarak düşünülebilir. 

Böylece bu dönüşümlerin ürettiği G = (a~jQ : Yi E Q) grubu Sn simetri 

grubunun bir alt grubu olur. Sn sonlu bir grup olduğundan G grubuda sonlu 

bir gruptur. 

w: GQ ~ G 

şeklinde tanımlana dönüşüm bir grup izomorfizmidir. Dolayısıyla GQ grubu G 

grubuna izomorf olduğundan GQ grubu da sonludur. 

Eğer -I E GQ ise GQ rv GQ X z2 dir. GQ grubu sonlu olduğundan GQ 

sonludur. -I~ GQ ise 

G' Q 

O" Yi ı----+ d et (O" YJ O" Yi 

dönüşümü bir grup izomorfizmi olduğundan GQ rv GQ olur. Bundan dolayı 

GQ grubu 0(3) ortagonal grubunun sonlu bir alt grubudur. • 

2. Bölümde 0(3) grubunun bir alt grubunun 

gruplarından birine izomorf olduğu gösterilmişti. Bu nedenle Q alt quandılı 

sonlu iken quandıldan elde edilen GQ grubu 0(3) ortagonal grubunun sonlu 

bir alt grubu olduğundan GQ grubu 

gruplarından birine izomorftur. Fakat n > 2 olmak üzere Zn' Zn X z2' A4' A5' 

ve A4 x Z2 grupları kürenin sonlu bir alt quandılından elde edilemezler. Bunu 

görmek için aşağıdaki önermeye ihtiyaç vardır. 
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Önerme 3.2.2 G grubu 0(3) grubunun A4 yada As grubuna izomorf bir alt 

grubu ise G grubu 80(3) grubunun bir alt grubudur. 

Kanıt. A4 ve As alterne grupları bağıntıları aşağıdaki şekilde verilen iki 

üreteçli gruplara izomorfturlar [7,8]. 

A4 ~ (a, b: a3 = b3 =ı, (ab) 2 =ı) 

As ~ (a, b: as= b2 =ı, (ab) 3 =ı) 

r.p : A4 ----t G ~ 0(3) 

a ~-----+ r.p (a) = A 

b ~-----+ r.p (b)= B 

dönüşümü bir grup izomorfizmi olsun. A, B E 0(3) olduğundan det A = 

d et B = ±ı ol ur. r.p bir izomorfizm old uğundan r.p ( a3
) = A 3 dir. a3 = ı 

bağıntısından A3 = I eşitliği vardır. Buradan ( det A)3 
= ı olacağından 

det A = ı olur. Benzer şekilde det B = ı elde edilir. Bundan dolayı 0(3) 

grubunun A4 grubuna izomorf alt grubu 80(3) grubunun alt grubudur. 

r.p : As ----t G ~ 0(3) 

a ~-----+ r.p (a) = A 

b ~-----+ r.p(b)=B 

dönüşümü bir grup izomorfizmi olsun. A, B E 0(3) olduğundan AAt= B Bt= 

I dir. Buradan det A = det B = ±ı olur. r.p bir izomorfizm olduğundan 

r.p (as) = As dir. as = ı bağıntısından As = I eşitliği vardır. Buradan 

( det A)s = ı olacağından det A = ı olur. Benzer şekilde det B = ı elde 

edilir. Bundan dolayı 0(3) grubunun As grubuna izomorf alt grubu 80(3) 

grubunun bir alt grubudur. • 

Önerme 3.2.3 0(3) ortagonal grubunun 

gruplarına izomorf alt grupları bir quandıl grubu olarak ortaya çıkmazlar. 
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Kanıt. 0(3) grubunun A 4 ve As gruplarına izomorf olan alt grupları 80(3) 

içinde kaldığından determinantı -ı olan ikinci dereceden eleman içermezler. Bu 

nedenle A 4 ve As grupları bir Q alt quandılından elde edilen GQ grubu olarak 

ortaya çıkmazlar. 

o ( 3) ortagenal grubunun A4 X z2 grubuna izomorf alt grubunun bir quandıl 

grubu olarak elde edilerneyeceği şu şekilde görülebilir: 80(3) grubu içinde A4 

alterne grubuna izomorf elemanları 

ı o o 
I= O ı O 

o o ı 

-ı o o 
as= O ı O 

o o -ı 

o -ı o 
a 6 = O O -ı 

ı o o 

-ı o o 
ag = O -ı O 

o o ı 

olmak üzere 

o ı o 
aı = O O -ı 

-ı o o 

o -ı o 
a4 = O O ı 

-ı o o 

o o ı 

a7 = -ı O O 

o -ı o 

-ı o o 

o o -ı 
a2 = -ı O O 

o ı o 

o o -ı 

as= ı O O 

o -ı o 

ı o o 
as= O -ı O 

o o -ı 

o o ı 

aıı = ı O O 

o ı o 

-ı o o 
grubu alınsın. G grubunda as = O ı O , ag = O -ı O ve 

o o -ı o o ı 

ı o o 
as = o -ı o elemanları ikinci derecedendir. 0(3) grubunun A4 X z2 

o o -ı 
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grubuna izomorf alt grubunun elemanları 

şeklinde seçilsin. Bu grupta -a3 , -a8 ve -a9 elemanları determinantı -ı olan 

ikinci dereceden elemanlardır. Bu üç elemanın ürettiği grup 

olur. Bu nedenle A4 x Zz grubu bir quandıldan elde edilemez. 

n > 2 olmak üzere 0(3) ortagonal grubunun Zn ve Zn x Z2 gruplarına 

izomorf alt gruplarının kürenin bir alt quandılından elde edilerneyeceği ise şu 

şekilde gösterilebilir: G grubu 0(3) ortagonal grubunun Zn grubuna izomorf 

bir alt grubu ve A E 0(3) elemanı grubun üreteci olsun. 

n tek ise An= I olduğundan (detAt =ı olur. detA =±ı olduğundan 

( det At = ı eşitliğinden det A = ı olur. Bundan dolayı A E S0(3) dür. 

G grubu A elemanı tarafından üretildiğİnden G grubu S0(3) grubunun bir 

alt grubu olur. Bu nedenle n tek iken G bir quandıldan elde edilemez. 0(3) 

ortagonal grubunun Zn x Z2 grubuna izomorf alt grubu 

olarak alındığında bu grupta 2. dereceden ve determinantı -ı olan eleman 

sadece -I dır. -I elemanının ürettiği grup {I, -I} "' Z2 olduğundan 0(3) 

grubunun Zn x Z2 grubuna izomorf alt grubu bir quandıl grubu olarak elde 

edilemez. 

n çift ise: det A = ı ise G grubu S0(3) grubunun bir alt grubu olacağından 

G bir quandıl grubu olamaz. 

det A = -ı ise ~ = m olmak üzere G grubunda 2. dereceden bir tek Am 

elemanı vardır. d et Am = ı ise bu grup 2. dereceden determinantı -ı olan 

bir eleman içermediğinden quandıl grubu olarak elde edilemez. Eğer det Am = 

-ı ise (Am) "' Z2 olacağından n > 2 için Zn grubuna izomorf bir alt grup 

quandıldan elde edilemez. 
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0(3) grubunun Zn grubuna izomorf alt grubu {I,A,A2 , ••• ,An-ı} olmak 

üzere B E 0(3), B 2 =I ve B f:. (A) elemanı seçilsin. (B) "'Z2 olduğundan 

{(I, I), (I, A), ... ,(I, An-ı), (B, I), (B, A), ... ,(B, An-ı)} 

grubu Zn X z2 grubuna izomorftur. Bu gruptaki ikinci dereceden elemanlar 

dir. Bu üç elemanın ürettiği grup z2 X z2 grubuna izomorftur. Bu nedenle 

n > 2 için n çift durumunda da Zn X z2 grubuna izomorf bir grup bir quandıl 

grubu olarak elde edilemez. • 

Önerme 3.2.4 Her a, b E 8 2 için 

a *b= 2 (a, b) b- a 

olmak üzere 

e§itliği sağlanır. 

Kanıt. a, b E 8 2 olmak üzere her x E IR3 için 

x-2(a*b,x)a*b 

x- 2 (2 (a,b) b- a,x) (2(a,b) b- a) 

x- 8 (a, b) 2 (x, b) b+ 4 (a, b) (x, b) a + 4 (a, b) (a, x) b- 2 (a, x) a 

ve 

O"bO"aO"b(x) - O"b (O"a (i7b (x))) 

- i7b(i7a(x-2(b,x)b)) 

O"b (x- 2 (b,x) b- 2 (x- 2 (b,x) b,a) a) 

_ x- 8 (a, b) 2 (x, b) b+ 4 (a, b) (x, b) a + 4 (a, b) (a, x) b- 2 (a, x) a 
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Önerme 3.2.5 Q kürenin sonlıı bir alt qııandılı olsun. a E Q noktası için 

-a E Q ise herhangi bir b E Q noktasının antipodal noktasıda qııandılın 

elemanıdır. 

Kanıt. a, -a ve b noktalarından geçen büyük çember göz önüne alınsın. a 

ve b noktaları arasındaki açı (} olsun. 21r a ve b noktaları arasındaki (} açısının 

rasyonel bir katıdır. Aksi takdirde Q quandılı sonsuz olurdu. (p, q) = 1 ve 

p ::; q olmak üzere(} = 21r~ olsun. Bu durumda b ve -a noktaları arasındaki 

açı 7r- 21rE olur. a, -a ve b noktalarımn ürettiği elemanlar Q alt quandılının q 

elemanları olacaklarından bu üç noktamn ürettiği elemanlar arasındaki açı ~ 

olur. -a ve -b noktaları arasındaki 21rE açısı .!!: açısımn 2p katı olduğundan q q 

-b noktası quandılın elernam olur. • 

Kürenin Q alt quandılından elde edilen 

grubu Yı, Y2 E Q olmak üzere 

işlemi ile bir quandıl olur. Herhangi bir CYy elernam için CY:;/ = CYy olduğundan 

CY Yı * CY Y2 = CY Y2 CY Yı CY Y2 dir· 

w: Q ----+ GQ 

x ı---+ W (x) = CYx 

şeklinde tamrolanan dönüşüm göz önüne alındığında 

olduğundan W dönüşümü bir quandıl homomorfizmidir. 

GQı ve GQ2 sorrlu iki quandıl grubu olmak üzere <p : GQı -t GQ2 dönüşümü 

bir grup izomorfizmi ise 
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olduğundan bir quandıl izomorfizmidir. 

Tersine <p bir quandıl izomorfizmi ise yine 

eşitliğinden <p dönüşümü bir grup izomorfizmi olur. 

Önerme 3.2.6 Qı ve Qz kürenin izomorf sonlu iki alt quandılı ıse bu 

quandıllardan elde edilen GQı ve GQ2 grupları izomorftur. 

Kanıt. f : Q1 --+ Q2 bir quandıl izomorfizmi olsun. 

CYx E GQ1 olmak üzere 

şeklinde tanımlanan dönüşüm bir grup izomorfizmidir. 

W(CYx) = W(CYy) ise CY f(x) = CY f(y) olduğundan f(x) = ±j(y) olur. f(x) = 

f(y) isefbire-bir olduğundan x = y ve buradan CYx = CYy olur. f(x) =- f(y) 

ise f bir quandıl izomorfizmi olduğundan x = -y ve CYx = CY_y = CYy bulunur. 

Q1 ve Q2 sorrlu olduklarından GQ 1 ve GQ2 grupları sonludur. w dönüşümü 
GQ1 den GQ2 ye bire-bir olduğundan örtendir. 

- (J f(x)*f(y) = (J f(y)CY f(x)CY f(y) = (J f(x) * (J f(y) 

eşitliğinden W dönüşümü bir quandıl izomorfizmi dolayısıyla bir grup 

izomorfizmidir. • 

~u önermenin tersi tüm noktaları aynı büyük çember üzerinde bulunmayan 

alt quandıllar için doğrudur. Tüm noktaları aynı büyük çember üzerinde 
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/ 

bulunan bir quandılın eleman sayısı çift ise quandılın noktaları ikişer ikişer 

antipodal olur. Bu nedenle quandıl elemanlarından elde edilen yansırnaların 

sayısı ~ olacağından quandıldan elde edilen grup D !p dihedral grubuna izomorf 

olur. Hiçbir antipodal nokta içermeyen bir quandılın noktaları aynı büyük 

çember üzerinde bulunur. Tüm noktaları aynı büyük çember 

üzerinde bulunmayan alt quandıllar ise Önerme 3.2. 7 de gösterileceği gibi 

s4, Dzn X Zz, s4 X Zz, A5 X Zz gruplarının yapılarından dolayı tüm noktaların 

antipodal noktalarını içerirler. 

Tüm noktaları aynı büyük çember üzerinde bulunan ve antipodal nokta 

içermeyen iki alt quandıldan elde edilen gruplar izomorf olduğunda 

quandılların da izomorf olduğu şu şekilde de görülebilir: Q1 ve Q2 antipodal 

nokta içermeyen iki sonlu alt quandıl ise Q1 ve Q2 antipodal nokta 

içermediklerinden 

WQ1 : Q1 ---+ GQı , WQ1 (x) 

dönüşümleri bire-birdir. 

f: Qı ---+ Qz 

x f---+ f (x) = (wQ;ıpwQı) (x) 

şeklinde tanımlanan dönüşüm bir quandıl izomorfizmidir. Herhangi x, yE Qı 

elemanları için 

f (x * y) - (wQ;ıpwQı) (x * y) = wQ; (ıp (ax*y)) 

wQ; (ıp (O"yO"xO"y)) = wQ; (ıp (O"y) ıp (O"x) ıp (O"y)) 

wQ; (ıp (O"x) *ıp (O"y)) = wQ; (ıp (O"x)) * wQ; (ıp (O"y)) 

olduğundan f dönüşümü homomorfizm koşulunu sağlar. x, y E Qı olmak 

üzere f(x) = f(y) ise wQ!(ıp(O"x)) = wQ!(ıp(O"y)) olur. WQ 2 dönüşümü 

bire-bir olduğundan ıp (O"x) =ıp (O"y) dir. ıp bire-bir olduğundan O"x = O"y ve Qı 

alt quandılı antipodal nokta içermediğinden x = y bulunur. 
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Önerme 3.2. 7 Qı ve Q2. tüm noktaları aynı büyük çember üzerinde 

bulunmayan iki sonlu alt quandıl olsun. GQı ve GQ2 de bu quandıllardan elde 

edilmi§ gruplar olsunlar. GQ1 grubu GQ2 grubuna izomorf ise Q1 alt quandılı 

Q2 alt quandılına izomorftur. 

Kanıt. Qı ve Q2 tüm noktaları aym büyük çember üzerinde bulunmayan 

iki sonlu alt quandıl olduğundan bu quandıllardan elde edilen gruplar s4, D2n X 

z2' s4 X z2' As X z2 gruplarından birine izomorftur. 

0(3) ortagenal grubunun As X z2, s4, s4 X z2 ve D2n X z2 gruplarına 

izomorf alt grupları uygun seçilmiş üç yansıma tarafından üretilebilir (Bakımz 

Bölüm 3.4). 

GQı rv GQ2 rv s4 ise: (J xı' (J X2 ve (J X3 yansımalarından üretilen s4 simetri 

grubuna izomorf grup 

olsun. Bu durumda Q1 alt quandılı aym büyük çember üzerinde bulunmayan 

x1 , x2 ve x3 noktaları tarafından üretilir. Eğer bu noktalar aym büyük çember 

üzerinde bulunsalardı quandılın noktalarımn tümü aym büyük çember üzerinde 

olurdu. Kürenin bütün noktaları aym büyük çember üzerinde bulunan alt 

quandılından elde edilen grup D2n olduğundan bu grubun S4 grubuna izomorf 

olmasıyla çelişir. Eğer Q1 alt quandılı bu noktalar tarafından üretilmeseydi 

GQ1 grubunda üreteçlerden elde edilemeyen bir eleman olurdu. 

( CJ xı CJ x 2 )
2 = I olduğından CJ xı CJ x 2 dönüşümü 7r lik bir dönmedir. Bu nedenle 

x1 ve x2 noktaları arasındaki uzaklık ~ olur. x1 noktası x2 noktasına göre ve 

x2 noktası da x1 noktasına göre yansıtılırsa -x1 ve -x2 noktaları da quandılın 

elemanları olurlar. ( (J xı (J X3 )
3 

= I olduğundan (J xı (J X3 dönüşümü 2
; ya da .ı; 

lük dönmedir. 

• CJ xı CJ x 3 dönüşümü 
2
; lük bir dönme ise x1 ve X3 noktaları arasındaki 

kı k 7r 1 ( )3 I ld ğ d d·· ·· ·· ·· 27r d 47r uza ı 3 o ur. CTx2 CTx3 = o u un an CTx2 CTx3 onuşumu 3 ya a 3 

lük dönmedir. 
/ 
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- CJx2CJx3 dönüşümü 
2
; lük bir dönme ise x2 ve x 3 noktaları arasındaki 

uzaklık i olur. Buradan kenar uzunlukları (~,i, i) olan aşağıdaki 

şekilde gösterilen üçgen elde edilir. Bu üçgenin köşeleri yansıtılarak 

12 noktalı bir quandıl elde edilir (Bölüm 3.4). 

3 

Şekil 3.2: Kenar uzunlukları (~,i, i) olan küresel üçgen 

- ax2CJx3 dönüşümü 4
; lük bir dönme ise x2 ve x 3 noktaları 

arasındaki uzaklık 2
37!" olur. x2 noktasının antipodal noktası quandılda 

olduğundan aşağıdaki şekilde gösterilen x~ noktası da quandılın 

elemarn olur. x 2 * x~ = Xg olduğundan ax2*x2 = CJx3 dir. x2 ve 

x~ noktaları arasındaki uzaklık i olduğundan 

84 "'GQı = (axııax2,ax2 J (axıax2) 2 
=I, 

(ax1 CJx2)
3 

=I, (ax2CJx2)
3 =I) 

olur. 

3 

Şekil 3.3: Kenar uzunlukları (~, Jı 2
;) olan küresel üçgen 
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• t7 x 1 t7 x3 dönüşümü ~ lük bir dönme ise x1 ve x 3 noktaları arasındaki 

uzaklık 2
; olur. (t7x2t7xJ

3 
= I olduğundan t7x2t7x3 dönüşümü 2; ya da 

~ lük dönmedir. 

- t7 x2t7 x3 dönüşümü 2
; lük bir dönme ise x2 ve x 3 noktaları 

arasındaki uzaklık }- olur. Q1 quandılı -x1 noktasım içerdiğinden 

Şekil 3.4 de gösterilen x~ E Q1 dir. x2 ve x~ noktaları arasındaki 

uzaklık ise }- olur. x1 * x~ = x 3 olduğundan 

84"' GQı = (t7xpf7x~,f7x2 ı (t7xıf7x2) 2 =I, 

( (j x~ (j x2) 
3 

= I' ( (j x1 (j xJ 3 
= I) 

olur. Kenar uznlukları ( ~, }-, }-) olan üçgeninin köşeleri yansıtılarak 

12 noktalı bir quandıl elde edilir. 

Şekil 3.4: Kenar uzunlukları (~, }-, 2
;) olan küresel üçgen 

- t7 x 2 t7 x3 dönüşümü ~ lük bir dönme ise x2 ve X3 noktaları 

arasındaki uzaklık 2
37!" olur. x2 noktasının antipodal noktası quandılda 

olduğundan Şekil 3.5 de gösterilen x~ noktası da quandılın 

elemarn olur. x2 ve x~ noktaları arasındaki uzaklık }- olduğundan 

84 "'GQı = (t7xıı f7x2' f7x~ ı (t7xıf7x2) 2 =I, 

( (j xı (j x~) 3 = I, ( (j x2 (j x~) 
3 = I) 

olur. 
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Şekil 3.5: Kenar uzunlukları (%, 2
;, 

2
;) olan küresel üçgen 

Yı 

Yı 
3 

Şekil 3.6: Köşe noktaları yı, Y2,y3 ve kenar uzunlukları (%,i" ı i") olan üçgen 

Yı, Y2 ve y3 noktaları Şekil 3.6'da gösterildiği gibi olmak üzere 

olsun. Kenar uzunlukları %, i" ı i", köşe noktaları Yı, Y2, ve Y3 olan bu üçgenin 

köşe noktaları yansıtılarak 12 noktalı bir alt quandıl elde edilir. f (X ı) = Yı, 

f (x2) = Y2ı ve f (x3) = Y3 olacak şekilde bir f E 0(3) elemanı vardır. f en 

fazla üç yansımanın bileşkesi olarak yazlabileceğinden f =aa, f = aaab ya da 

f = O"aO"bO"c olabilir [9]. i= 1, 2, 3 olmak üzere O"a (xi * Xj) =- ((xi * Xj) * a) = 

( -xi * a) * (-xi * a) = O"a (xi) * O"a (xj) =Yi* Yi olduğundan aa dönüşümü bir 

quandıl homomorfizmidir. Benzer şekilde f = O"aO"b , f = O"aO"bO"c dönüşümleri 

de quandıl homomorfizmidirler. Bu nedenle f bir quandıl izomorfizmidir. 

GQı rv GQ2 rv s4 X z2 ise: (}" xı' (}" X2 ve (}" X3 yansımalarından üretilen s4 X z2 

grubuna izomorf grup 
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olsun. Bu durumda Q1 alt quandılı ayın büyük çember üzerinde bulunmayan 

xı, x2 ve x3 noktaları tarafından üretilir. Eğer bu noktalar ayın büyük 

çember üzerinde bulunsalardı quandılın noktalarıınn tümü ayın büyük 

çember üzerinde olurdu. Kürenin bütün noktaları ayın büyük çember üzerinde 

bulunan alt quandılından elde edilen grup D2n olduğundan bu grubun s4 X z2 

grubuna izomorf olmasıyla çelişir. Eğer Q1 alt quandılı bu noktalar tarafından 

üretilmeseydi GQ 1 grubunda üreteçlerden elde edilemeyen bir eleman olurdu. 

(O" xı O" X2) 
2 

= I olduğından O" xı O" X2 dönüşümü 7r lik bir dönmedir. Bu nedenle 

x1 ve x 2 noktaları arasındaki uzaklık ~ olur. x1 noktası x 2 noktasına göre ve 

x 2 noktası da x1 noktasına göre yansıtılırsa -x1 ve -x2 noktaları da quandılın 

elemanları olurlar. (ax 1 D"x3 )
3 =I olduğundan D"x 1 D"x3 dönüşümü 

2
; ya da 4

; 

lük dönmedir. 

• a xı a xa dönüşümü 2
; lük bir dönme ise xı ve X3 noktaları arasındaki 

kı k 7r l ( )3 I ld ğ d d.. ·· ·· ·· 2
7r d 4

7r uza ı 3 o ur. D"x2 D"x3 = o u un an D"x2 D"x3 onuşumu 3 ya a 3 

lük dönmedir. 

- a x
2 
a xa dönüşümü 2; lük bir dönme ise x2 ve X3 noktaları arasındaki 

uzaklık~ olur. Buradan kenar uzunlukları (~,i'~) olan aşağıdaki 

şekilde gösterilen üçgen elde edilir. Bu üçgenin köşeleri yansıtılarak 

18 noktalı bir quandıl elde edilir (Bölüm 3.4). 

4 

Şekil 3.7: Kenar uzunlukları (~,i'~) olan küresel üçgen 
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- cr x 2 cr x3 dönüşümü 
3
; lik bir dönme ise x2 ve x3 noktaları arasındaki 

uzaklık 3
; olur. Bu durumda Şekil 3.8 de gösterilen x~ noktası da 

quandılın elemanı olur. Bundan dolayı 

elde edilir. 

GQı = (crxııCTx2 ,CJx~ 1 (crx 1 CTx2 )
2 =I, 

(crx1 CTx~) 3 
=I, (crx2 CJx~) 4 =I) 

Şekil 3.8: Kenar uzunlukları (~,i, 3
;) olan küresel üçgen 

• cr x1 cr x3 dönüşümü .ı; lük bir dönme ise x1 ve X3 noktaları arasındaki 

uzaklık 2
; olur. (crx 2 CJx3 )

4 
= I olduğundan CJx2 CJx3 dönüşümü 

2
; ya da 

3
; lik dönmedir. 

- CJx2 CJx3 dönüşümü 
2
; lik bir dönme ise x2 ve X3 noktaları arasındaki 

uzaklık ~ olur. -xı noktası quandılın elemanı olduğundan Şekil 

3.9 da gösterilen x~ noktası da quandılın elemanı olur. x2 ve x~ 

noktaları arasındaki uzaklık ~ olur. Bundan dolayı 

olur. 

- cr x2 cr xa dönüşümü 3
; lik bir dönme ise x2 ve x3 noktaları 

arasındaki uzaklık 3
; olur. -x1 ve -x2 noktaları quandılın 

elemanlan olduklarından Şekil 3.10 da gösterilen x~ noktası da 
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Şekil 3.9: Kenar uzunlukları (%, 2;, ~) olan küresel üçgen 

quandılın elemanı olur. x2 ve x~ noktaları arasındaki uzaklık ~ 

olduğundan 

olur. 

GQı (O"xııO"x2ıO"xi 1 (O"xıO"x2) 2 
=I, 

(O" xı O" xd 
3 

= I, (O" x2 O" xi) 
4 

= I) 

4 2 

2;r 

3 

Şekil 3.10: Kenar uzunlukları (%, 2;, 3;) olan küresel üçgen 

Yı, Y2 ve Y3 noktaları aşağıdaki şekilde gösterildiği gibi olmak üzere 

olsun. Kenar uzunlukları %, i, ~, köşe noktaları Yı, Y2, ve Y3 olan bu üçgenin 

köşe noktaları yansıtılarak 18 noktalı bir alt quandıl elde edilir. f (xı) = yı, 

f (x2) = Y2, ve f (x3) = Y3 olacak şekilde bir f E 0(3) elemanı vardır. f en 

fazla ÜÇ yansımanın bileşkesi olarak yazlabileceğinden f = O" a, f = O" aO"b ya da 

f = O"atJbtJc olabilir [9]. i= 1, 2, 3 olmak üzere tJa (xi * Xj) =- ((xi * Xj) * a) = 
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Yı 

Yı 

Şekil 3.11: Köşe noktaları Yı, Y2,Y3 ve kenar uzunlukları (~,"i ı~) olan üçgen 

( -xi * a) * (-xi * a) = O'a (xi) * O'a (xj) =Yi* Yi olduğundan O'a dönüşümü bir 

quandıl homomorfizmidir. Benzer şekilde f = (J aO'b , f = (J aO'b(J c dönüşümleri 

de quandıl homomorfizmidirler. Bu nedenle f bir quandıl izomorfizmidir. 

GQı rv GQ2 rv As X z2 ise: (J xı' (J X2 ve (J X3 yansımalarından üretilen As X z2 

grubuna izomorf grup 

As X z2 rv GQı - (O'xııO'X2l(JX3 ı (O'xıO'x2) 2 =I, 

(O'xıO'xJ 3 
=I, (O'x20'x3)S =I) 

olsun. Bu durumda Qı alt quandılı aynı büyük çember üzerinde bulunmayan 

X ı, x2 ve x3 noktaları tarafından üretilir. Eğer bu noktalar aynı büyük 

çember üzerinde bulunsalardı quandılın noktalarının tümü aynı büyük 

çember üzerinde olurdu. Kürenin bütün noktaları aynı büyük çember üzerinde 

bulunan alt quandılından elde edilen grup D2n olduğundan bu grubun As X z2 

grubuna izomorf olmasıyla çelişir. Eğer Qı alt quandılı bu noktalar tarafından 

üretilmeseydi GQı grubunda üreteçlerden elde edilemeyen bir eleman olurdu. 

( (J xı (J X2) 
2 

= I olduğından (J xı (J X2 dönüşümü 7r lik bir dönmedir. Bu nedenle 

xı ve x 2 noktaları arasındaki uzaklık ~ olur. xı noktası x 2 noktasına göre ve 

x 2 noktası da xı noktasına göre yansıtılırsa -xı ve -x2 noktaları da quandılın 

elemanları olurlar. ( (J xı (J X3 )
3 

= I olduğundan (J xı (J X3 dönüşümü 2
; ya da 4

; 

lük dönmedir. 

• O' xı O' x 3 dönüşümü 
2
; lük bir dönme ise xı ve X3 noktaları arasındaki 

kı k 7r ı ( )s I ld V d d"" .. .. .. 27r 47r 67r uza ı 3 o ur. O'x20'x3 = o ugun an O'x20'x3 onuşumu S' S' s ya 
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da 8
; lik bir dönmedir. 

- O"x20"x3 dönüşümü 
2
; lik bir dönme ise x 2 ve x 3 noktaları arasındaki 

uzaklık~ olur. Buradan kenar uzunlukları (-~, ~' ~) olan ~ağıdaki 

şekilde gösterilen üçgen elde edilir. Bu üçgenin köşeleri yansıtılarak 

30 noktalı bir quandıl elde edilir (Bölüm 3.4). 

Şekil 3.12: Köşe noktaları xı, x2 , x3 ve kenar uzunlukları (~, ~' ~) olan üçgen 

- O"x20"x
3 
dönüşümü~ lik bir dönme ise x2 ve X3 noktaları arasındaki 

uzaklık 2; olur. Bu durumda ~ağıdaki şekilde gösterilen x~ noktası 

da quandılın elemanı olur. Bundan dolayı 

elde edilir. 

GQı = \O"xııO"x2ıO"x~ 1 (O"xıO"x2) 2 =I, 

(O" x2 O" xJ 
3 

= I ı (O" x1 O" xJ 
5 

= I) 

5 

Şekil 3.13: Kenar uzunlukları (~, ~' 2
;) olan küresel üçgen 
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- Cl' x 2 Cl' x 3 dönüşümü 
6
; lik bir dönme ise x2 ve x 3 noktaları arasındaki 

uzaklık 3
; olur. Bu durumda Şekil 3.14 de gösterilen x~ noktası da 

quandılın elemarn olur. Bundan dolayı 

elde edilir. 

GQı = (Cl'xııCl'x2ı(J'x~ ı (Cl'xıCl'x2) 2 =I, 

(Cl'x2Cl'xJ
3 
=I, (Cl'x 1 Cl'x~) 5 =I) 

5 

Şekil 3.14: Kenar uzunlukları (~,i, 3
;) olan küresel üçgen 

- Cl' x 2 Cl' x 3 dönüşümü s; lik bir dönme ıse x2 ve x3 noktaları 

arasındaki uzaklık .ı; olur. -x1 ve -x2 noktaları quandılın 

elemarn olduğundan Şekil 3.15 de gösterilen x~ noktası da quandılın 

elemarn olur. x1 ve x~ noktaları arasındaki uzaklık ise i olur. 

Bundan dolayı 

olur. 

G Qı ( (J' xıı (J' x2' (J' x~ ı (Cl' xı (J' x2) 
2 

= I, 

(Cl' x2 Cl' xJ 
5 

= I, (Cl' xı Cl' xJ 
3 

= I) 

• Cl' xı Cl' x 3 dönüşümü t lük bir dönme ise x1 ve X3 noktaları arasındaki 

uzaklık 2
; olur. (Cl' x 2Cl' x3 )

5 
= I olduğundan Cl' x 2Cl' x 3 dönüşümü 

2
;, 

4
;, 

6
; 

ya da s; lik bir dönmedir. 

- Cl' x 2 Cl' x 3 dönüşümü 
2
; lik bir dönme ise x2 ve X3 noktaları arasındaki 

uzaklık ~ olur. -x1 noktası quandılın elemarn olduğundan Şekil 
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Şekil 3.15: Kenar uzunlukları (~, ~' 4
;) olan küresel üçgen 

3.16 de gösterilen x~ noktası da quandılın elemanı olur. x2 ve x~ 

noktaları arasındaki uzaklık % dir. Bundan dolayı 

GQı = (axı,O"x2,0"x~ ı (axıO"x2) 2 
=I, 

(ax1 0"xJ
3 
=I, (ax2 0"x~t =I) 

olur. 

Şekil 3.16: Kenar uzunlukları (~, 2
;, %) olan küresel üçgen 

- a x 2 a x 3 dönüşümü ~7!" lik bir dönme ıse x2 ve x 3 noktaları 

arasındaki uzaklık 2
; olur. -x1 ve -x2 noktaları quandılın 

elemanları olduklarından Şekil 3. 17 de gösterilen x~ ve x; noktaları 
da quandılın elemanlarıdır. x2 ve x~ noktaları arasındaki uzaklık~ 

olduğundan 

GQı - (axı,O"x2,0"x~ ı (axıO"x2)2 =I, 

(ax1 0"xJ
5 
=I, (ax20"xJ

3 =I) 
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olur. 

Xz~~----~------~--------
2:rr 

5 

3 

Şekil 3.17: Kenar uzunlukları (}, 2
;, 

2
;) olan küresel üçgen 

- CTx2CTx3 dönüşümü 
6
; lik bir dönme ise x2 ve x 3 noktaları arasındaki 

uzaklık 3
5rr olur. -x1 ve -x2 noktaları quandılın elemanları 

olduklarından Şekil 3.18 de gösterilen x~ ve x~ noktaları da quandılın 

elemanlarıdır. x2 ve x~ noktaları arasındaki uzaklık i olduğundan 

olur. 

GQı = (crxı,CJx2,CJx~ 1 (crxıCTx2) 2 =I, 

(crx 1 CTx~) 5 
=I, (crx2CTxJ

3 =I) 

3Jr 

5 

3 

Şekil 3.18: Kenar uzunlukları (}, 2
;, 

3
;) olan küresel üçgen 
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- 17 x2 17 x 3 dönÜ§ümü 8
; lik bir dönme ise x2 ve x3 noktaları 

arasındaki uzaklık .ı; olur. Şekil3.19 de gösterilen x~ ve x~ noktaları 

da quandılın elemanlarıdır. x 2 ve x'2 noktaları arasındaki uzaklık 2!:. 
5' 

xı ve x~ noktaları arasındaki uzaklık i olduğundan 

olur. 

Şekil 3.19: Kenar uzunlukları (%, 2
;, .ı;) olan küresel üçgen 

yı, Y2 ve y3 noktaları aşağıdaki Şekil 3.20 de gösterildiği gibi olmak üzere 

olsun. Kenar uzunlukları %, i'~ ve köşe noktaları Yı, Y2, ve Y3 noktaları olan 

Y2 

Yı 

7r 

5 

3 

Şekil 3.20: Köşe noktaları yı, Y2 ve y3, kenar uzunlukları (%,i'~) olan üçgen 

55 



bu üçgenin köşe noktaları yansıtılarak 30 noktalı bir alt quandıl elde edilir. 

f (xı) = Yı, f (x2) = Y2, ve f (xs) = Ys olacak şekilde bir f E 0(3) elemanı 

vardır. f en fazla üç yansımanın bileşkesi olarak yazlabileceğinden f = O"a, 

f = O"aO"b ya da f = O"aO"bO"c olabilir. i = 1, 2, 3 olmak üzere O"a (xi * xj) = 

- ((xi * Xj) * a) = ( -xi * a) * ( -xi * a) = O"a (xi) * O"a (xj) =Yi* Yi olduğundan 

(]" a dönüşümü bir quandıl homomorfizmidir. Benzer şekilde f = (]" aO"b , f = 

O"aO"bO"c dönüşümleri de quandıl homomorfizmidirler. Bu nedenle f bir quandıl 

izomorfizmidir. 

GQı rv GQ2 rv D2n X z2 ise: (]" xı' (]" X2 ve (]" Xg yansımalarından üretilen 

D2n X z2 grubuna izomorf grup 

D2n X z2 rv GQı = \O"xııO"x2,0"X3 ı (O"xıO"x2) 2 =I, 

(O"xıO"xa) 2 =I, (O"x20"xat =I} 

olsun. Bu durumda Qı alt quandılı aynı büyük çember üzerinde bulunmayan 

xı, x2 ve xg noktaları tarafından üretilir. Eğer bu noktalar aynı büyük 

çember üzerinde bulunsalardı quandılın noktalarının tümü aynı büyük 

çember üzerinde olurdu. Kürenin bütün noktaları aynı büyük çember üzerinde 

bulunan alt quandılından elde edilen grup D2n olduğundan bu grubun D2n X z2 

grubuna izomorf olmasıyla çelişir. Eğer Qı alt quandılı bu noktalar tarafından 

üretilmeseydi GQı grubunda üreteçlerden elde edilemeyen bir eleman olurdu. 

( (]" xı (]" X2) 2 
= I olduğından (]" xı (]" X2 dönüşümü 7r lik bir dönmedir. Bu nedenle 

xı ve x2 noktaları arasındaki uzaklık ~ olur. Bundan dolayı -xı ve -x2 noktaları 

da quandılın elemanı olurlar. (O" xı O" xa )
2 

= I olduğundan (]" xı O" xa dönüşümü 1r 

lik bir dönme olduğundan xı ve x3 noktaları arasındaki uzaklık ~ olacağından 

-xı ve -x3 noktaları da quandılın elemanı olurlar. 

(O" x 2 O" xa) n = I olduğundan O" x 2 O" xa dönüşümü 2: lik bir dönmedir. x2 ve Xg 

noktaları arasındaki uzaklık; olur. Kenar uzunlukları(~,~';) , köşe noktaları 

xı, x2, x3 olan bu üçgenin köşe noktalarının yansıtılması ile de 2n + 2 noktalı 

bir alt quandıl elde edilir. 

Yı, y2 ve y3 noktaları Şekil 3.21 de gösterildiği gibi olmak üzere 
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Yı 

Yı 

Şekil 3.21: Köşe noktaları Yı, y2 ve yg, kenar uzunlukları (~, ~' ;) olan üçgen 

olsun. Kenar uzunlukları ~' ~'; ve köşe noktaları Yı, y2, ve y3 noktaları olan 

bu üçgenin köşe noktaları yansıtılarak 2n + 2 noktalı bir alt quandıl elde edilir. 

f (xı) = Yı, f (x2) = Y2, ve f (xs) = Ys olacak şekilde bir f E 0(3) elemanı 

vardır. f en fazla üç yansımanın bileşkesi olarak yazlabileceğinden f = aa, 

f = aaab ya da f = aaabac olabilir. i = 1, 2, 3 olmak üzere aa (xi * Xj) = 

- ((xi * xj) * a) = (-xi * a)* (-xi * a) =aa (xi) *aa (xj) = Yi*Yi olduğundan 

aa dönüşümü bir quandıl homomorfizmidir. Benzer şekilde f = aaab , f = 

aaabac dönüşümleri de quandıl homomorfizmidirler. Bu nedenle f bir quandıl 

izomorfizmidir. • 

Önerme 3.2.8 S0(3) grubunun sonlu bir alt grubunun birimden farklı ikinci 

dereceden elemanlarının küre üzerinde sabit bıraktığı noktaların kümesi kürenin 

sonlu bir alt quandılıdır. 

Kanıt. G grubu S0(3) grubunun sorrlu bir alt grubu olsun. 

x = { x E S2 ı I =1- g E c, g2 = I, g ( x) = x} 

şeklinde tanımlanan kümenin bir quandıl olduğu gösterilmelidir. x, y E X 

elemanları alınsın. f (x) = x ve g (y) = y, P = g2 =I, f,g =1- I olsun. Dikkat 

edilecek olursa x * y = g (x) dir. gfg dönüşümü 

(g f g) (X * Y) = (g f g) (g (X)) = g (! (X)) = g (X) = X * Y 
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olduğundan x * y noktasını sabit bırakır. (g f g) 2 = I olduğundan x * y E X 

dir. 

Küredeki her x E S 2 noktası için x * x = x özelliği sağlandığından X 

kümesindeki her eleman içinde bu özellik sağlanır. 

Her y, z E X için x * y = z olacak şekilde bir tek x E X elemanı vardır. 

h (z) = z ve g (y) = yolmak üzerex = g (z) elemanı X*Y = z koşulunu sağlar. 

Her x, y, z E X için 

f (x) = x , j2 =I 

g (y) = Y , g2 =I 

h (z) = z , h2 =I 

olacak şekilde f, g, h E G elemanları için 

ve 

(x * y) * z - g (x) * z 

h (g (x)) 

h (x) *h (y) 

( hg h) (h (X)) 

- h (g (x)) 

olduğundan X kümesi kürenin bir alt quandılıdır. 

Burada küre üzerindeki bu alt quandılın noktalarının G grubunun küre 

üzerindeki etkisi dikkate alındığında aynı yörüngeye ait oldukları da görülür . 

• 
Önerme 3.2.9 G grubu 0(3) grubunun sonlu bir alt grubu olsun. g E G 

elemanı G grubunun determinantı -ı olan ikinci dereceden bir elemanı ise 

bir a E S2 elemanı vardır öyleki g (a) = -a olur. Kürenin bu §ekildeki 

noktalarının kümesi bir quandıldır. 

Kanıt. g E G için det g = -ı ve g2 = I ise herhangi bir x E IR.3 elemanı 

ıçın 

g (x) = O"a (x) = x- 2 (x, a) a 
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olacak şekilde bir a E 8 2 elemanı vardır. 

X = { a E 82 
1 I =f- g E G, d et g = -1, l = I, g ( a) = -a} c 82 

şeklinde tanımlanan X kümesinin bir quandıl olduğu gösterilmelidir. a, b E X 

olsun. Bu durumda CJa (a) = -a ve CJb (b) = -b olacak şekilde CJa, CJb E G 

yansımaları vardır. CJ a*b = CJbCJ ae5b olduğundan a * b E X olur. Her a E S2 

noktası için x * x = x özelliği sağlandığından X kümesindeki her eleman için 

de bu özellik sağlanır. Her b, c E X için a * b = c olacak şekilde bir tek a E X 

vardır. e5a*b = CJbe5ae5b = CJc eşitliğinden e5a = e5be5ce5b = CJc*b olduğudana =C* b 

dir. Her a, b, c E X için 

eşitliğinden ( a * c) * (b * c) = ( a * b) * c koşulu sağlanmış olur. • 

3.3 Kürenin Sonlu Alt Quandıllarının Listelenmesi 

G grubu 80(3) grubunun Zn grubuna izomorf bir alt grubu ise G grubundaki 

tüm elemanlar aynı noktaları sabit bırakırlar. Yörünge noktaları sadece sabit 

kalan antipodal bir nokta çiftidir. Bu antipodal nokta çifti kürenin iki noktalı 

bir alt quandılıdır. 

Bundan soma bahsedilecek kısımda yörüngeler için 3.Bölümdeki 

gösterimler kullanılacaktır. G grubu 80(3) grubunun D2m dihedral grubuna 

izomorf bir alt grubu olsun. İlk yörünge 

O(xı) = { ±xı} 

dir. x2 noktasının yörüngesi x1 ve -x1 noktalarından geçen doğruya dik 

ekvator üzerinde eşit aralıklarla diziimiş m noktadan oluşur. x3 noktasının 

yörüngesindeki noktalar ise x2 noktasının yörüngesindeki noktaların orta 

noktalarıdır. Dikkat edilecek olursa her bir yörünge kürenin bir alt quandılıdır. 

Tüm yörüngelerin toplamı 2m + 2 nokta da kürenin bir alt quandılıdır. Köşe 
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noktaları uygun seçilerek küre üzerinde kenar uzunlukları ( ~, ~, ;;J olan bir 

üçgenin köşe noktalarının yansıtılmaları ile de 2m + 2 noktalı bu alt quandıl 

elde edilebilir. 

80(3) grubunun sorrlu alt grubu A4 grubuna izomorf olsun. 3. Bölümde x1 

noktasımn yörüngesindeki noktaların bir tetrahedronun köşe noktaları olduğu 

görülmüştü. 

şeklinde seçilirse diğer orbitler aşağıdaki şekilde olur: 

O(x3) = 

{ (o,o,-ı), (o,-
2~,~), (-~· '?·~), ( ~· '?·~)} 

{ 
(4,-4,4),(o,4,4),(-4,-4,4), } 

( -4,4,-4), ( 4,4,-4), (o,-4,-4) 
O(x1) ve O(x2) yörüngelerindeki noktalar kürenin birer alt quandılı değildirler. 

Ancak O(x3 ) kürenin 6 noktalı bir alt quandılıdır. Bu quandıl kenar 

uzunlukları (~, ~' ~) olan Şekil 3.22 de gösterilen üçgenin köşelerinin yan-

(
..fi - .[6 .fj) 
2 ' 6 ' 3 

7( 7( 7( 

2 2 2 

( ..fi .[6 - .fj) 7( (o .[6 .fj) 2 
2 ' 6 ' 3 ' 3 ' 3 

7( 

2 

Şekil 3.22: Kenar uzunlukları (~, ~' ~) olan üçgen 

sıtılması ile de elde edilebilir. 

80(3) grubunun sorrlu alt grubu 84 grubuna izomorf ise x1 noktasının 

yörüngesi bir octahedronun köşeleri olur. Bu noktalar 

O(x1) = { ± (1, O, O),± (0, 1, O),± (0, O, 1)} 
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olarak seçildiğinde diğer yörüngeler 

olur. O(xı) kümesi 6 noktalı bir alt quandıldır. O(x2 ) kümesi ise bir kübün 

köşe noktalarıdır ve bu köşe noktaları kürenin sorrlu bir alt quandılını 

vermezler. O(x3) yörüngesindeki noktalar ise kürenin 12 noktalı bir alt quandılı 

olur. Bu quandıl kenar uzunlukları (~,i, i) olan bir küresel üçgenin köşe 

noktalarının yansımaları ile de elde edilebilir. 

(..[2 o ..[2) 
2 , , 2 

3 

3 
(o .J2 ../2) 

, 2 ' 2 

Şekil 3.23: Kenar uzunlukları (~,i ı i) olan üçgen 

O(x1 ) ve O(x3 ) yörüngelerindeki toplam 18 nokta da kürenin bir alt 

quandılını oluşturur. Bu 18 noktalı quandıl kenar uzunlukları (~,i,~) olan 

küresel üçgenin köşelerinin yansımaları ile de elde edilebilir. Örneğin kenar 

uzunlukları (~,i'~) olan ve köşe noktaları aşağıdaki gibi seçilen bir üçgenin 

köşe noktaları yansıtıldığında O(x1) ve O(x3 ) yörüngelerindeki toplam 18 nokta 

bulunur. 

G grubu 80(3) grubunun A5 alterne grubuna izomorf bir alt grubu 

olsun. Xı noktasının yörüngesindeki noktaların bir isocahedronun köşe nok­

taları olduğu 3. Bölümde gösterilmişti. İcosahedronun köşe noktaları a = 
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(../2 o .fiJ 2 ,, 2 

Jr 

3 (../2 ../2 oJ 
2 ' 2 ' 

Şekil 3.24: Kenar uzunlukları (~,i' i) olan üçgen 

2 ve (3 = l+v'5" olmak üzere 
vıo+2V5 .Jıo+2V5 

O(xı) = { ±(a,0,(3),±(a,0,-(3),±(0,(3,a),±(0,(3,-a),} 

± ((3, a, O) , ± ((3, -a, O) 

olarak seçildiğinde diğer yörüngeler 1 = 1+
4
v'5" ve 8 = ı r.:: iken 

ı+v5 

O(x3) 

bulunur. 

± (1, O, O),± ( 1, -8, -~) , ± ( 1, 8, -~) , ± ( 1, -8, ~) , 

± ( 1, 8, ~) , ± (0, 1, O),±(~, 1, 8) , ± (!, 1, -8) , 

± (-~,lı 8) '± (-~,lı -8) '± (0, o, 1) '± (8, ~' 1)' 

± ( -8, ~' 1) '± (8, -~, 1) '± (8, ~' -~) 

±(o v'5"-ı b+ı) ±(o b-ı v'5"+ı) ± (Hb 0 b-ı) 
' 2v'3 ' 2v'3 ' ' - 2v'3 ' 2v'3 ' 2v'3 ' ' - 2v'3 ' 

± (l+b 0 b-ı) ±(b-ı b+1 o) ± ( v'5"-ı b+1 o) 
2v'3 ' ' 2v'3 ' 2v'3 ' 2v'3 ' ' - 2v'3 ' 2v'3 ' ' 

±(~ ~ ~) ±(-~ ~ ~) ±(-~ -~ ~) 3'3'3' 3'3'3' 3' 3'3' 

±(~ -~ ~) 3 ' 3 ' 3 

x3 noktasının orbitindeki noktalar sonlu bir alt quandıl 

oluşturmazlar. Ancak O(x2) yörüngesinin elemanları kürenin 30 noktalı bir 

alt quandılını oluştururlar. Bu alt quandıl kenar uzunlukları (~,i'~) olan bir 

küresel üçgenin köşe noktalarının yansımaları ile de elde edilebilir (Şekil 3.25). 
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=(.!_ l+J5 _ı-JSJ 
qı 2' 4 ' 4 

q1 = (o,ı,o) 

2 

Şekil 3.25: Kenar uzunlukları (~, Iı ~) olan üçgen 

3.4 Kürenin Sonlu Alt Quandıllarından Elde Edilen 0(3) 

Grubunun Sonlu Alt Grupları 

• Q, kürenin eleman sayısı n olan ve tüm noktaları aynı büyük çember 

üzerinde bulunan sorrlu bir alt quandılı olsun. n çift ise quandıldaki 

noktalar ikişer ikişer antipodal olurlar. Antipodal noktalardan elde edilen 

yansımalar aynı olduğ;undan n noktalı Q quandılından elde edilen GQ 

grubunun üreteçlerinin sayısı ~ dir. Q alt quandılının noktaları m = ~ 

olmak üzere 

qo - (1,0,0), qı= (cos
2
:,sin

2:,o), ... 
qi = (cosi

2
:,sini

2:,o), ... ,qn-ı = (cos(n- ı) 2:,sin(n- 1)
2:,o) 

olarak seçilsin. 

olduğundan bu noktalardan elde edilen yansımalar için 
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olur. Bu dönüşümlerin standart tabana göre matrisleri 

-ı o o 
CJqo = o ı o 

o o ı 

- COS 4
7!" -sin 4rr o n n 

CJqı = -sin 4rr 
n 

COS 4
7!" 
n o 

o o ı 

- cos i 4
1T -sin i 4rr o n n 

(Jq; = -sin i 4rr 
n 

cos i 4
1T 

n o 
o o ı 

-cos(m-ı).ı; -sin(m-ı).ı; O 

-sin( m- ı).ı; cos(m- ı).ı; 

o o 

şeklindedir. Bu yansırnaların ürettiği G 

grubu 2m elemanlıdır. Bu grubun elemanları 

o 
ı 

{ 
2 m-1 2 m-1 } - e,r,r , ... r ,s,rs,r s, ... ,r s 

s2 = e sr = rm-1 s 
' 

dihedral grubu göz önüne alınacak olursa 
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\{1 (O" qo)= S 

\Il (O" qı ) = r s 

\Il (O" q2) = r2 s 

şeklinde tanımlanan dönüşüm bir grup izomorfizmidir. ı :::; i :::; m- ı 

olmak üzere \Il (O"q0 0"q;} = rm-i olur. Böylece n çift iken GQ rv D2.~ 

olur. Benzer işlemler yapılarak n tek iken quandılda antipodal noktalar 

olmayacağından GQ rv D2.n bulunur. 

• Küre üzerinde kenar uzunlukları (%, %, ;) olan üçgenin köşeleri 

yansıtılarak kürenin 2n + 2 noktalı sorrlu bir alt quandılı elde edilir. Bu 

alt quandılın noktaları 

şeklinde gösterilsin. Bu noktalar aşağıdaki şekilde seçilsin. 

q0 (ı, O, O) , qı = ( cos ; , sin ; , O) , ... , qi = (c os i;, sin i;, O) , 

... , qn-ı - ( cos(n- ı);, sin( n- ı);, O) , qn = (0, O, ı) 

Bu noktalar ikişer ikişer antipodal olduklarından GQ grubunu üretecek 

yansırnaların sayısı n + ı olacaktır. Alt quandılın noktalarından elde 

edilen yansırnaların matrisleri aşağıdaki gibidir. 

-ı o o 
O"qo = o ı o 

o o ı 

- cos 2
1!" 
n 

-sin 21!" 
n o 

O"qı = -sin 21!" 
n 

cos 2
1!" 
n o 

o o ı 
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- cosi 2
7l" -sin i 2

7l" o n n 

O'q; = -sin i 2
7l" cosi 2

7l" o n n 

o o ı 

- cos(n- ı) 2; -sin( n- ı) 2; O 

-sin( n- ı) 2; cos(n- ı) 2; 

o o 

ı o o 
o ı o 
o o -ı 

o 
ı 

Bu yansırnaların ürettiği G := (O' qo, O' qı, O' q2 , ••• , O' q;, ... , O' qn-ıı O' qn) grubunun 

elemanları arasında ı :S i :S n- ı olmak üzere 

bağıntıları vardır. 

elemanları şunlardır: 

GQ grubunun eleman sayısı 4n dir ve grubun 

alt kümesi GQ grubunun bir alt grubudur ve bu alt grup D 2.n 

dihedral grubuna izomorftur. {I, O'qn} alt kümsei ise 2 2 grubuna izomorf 

bir alt gruptur. Bu nedenle GQ grubu 2 2 x D 2.n grubuna izomorftur. 

G Q grubunu üreten tüm yansımalar O' qo, O' q1 ve O' qn yansımalarından elde 
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edilebilirler. z2 X D2.n grubuna izomorf GQ grubu elemanların sağladığı 

bağıntılarda göz önüne alındığında 

olur. 

• Kenar uzunlukları ( ~, ~, ~) olan küresel üçgen göz önüne alınsın. Bu 

üçgenin köşeleri yansıtıldığında ı2 noktalı bir quandıl elde edilir. Bu 

quandılın noktaları aşağıdaki şekilde seçilsin. 

q, ~ ( v;,o, V:) ,q, ~ (-v;,o,- V:) ,q, ~(o, v;, V:), 
q, - (o,-v;,-V:) ,q, ~ ( v;, v;,o) ,q. ~ (-v;,- v;,o), 
q, - (- v;,o, V:).q, ~ ( v;,o,- V:) ,q, ~(o,-v;, V:). 
qıo ~ (o, v;,-V:) ,qıı ~ (-v;, v;,o) ,qız ~ ( v;,- v;,o) 
Bu noktalardan elde edilen yansırnaların matrisleri şunlardır: 

o o -ı 
o ı o 
-ı o o 

o -ı o 

o o ı 

ı o o 
CT q9 = CT qıo = as = O O ı 

o ı o 

Bu yansırnaların ürettiği GQ 

ı o o 

o -ı o 

o o ı 

ı o o 

o ı o 
CT qıı = CT q12 = a6 = ı 0 0 

o o ı 

elemanlıdır. Birim eleman ve üreteçler dışındaki grup elemanlarının 
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matrisleri şunlardır: 

o ı o 
O:: ı 0::2 = o o -ı 

-ı o o 

-ı o o 
o ı o 
o o -ı 

o o -ı 

O::ı0::6 = ı o o 
o -ı o 

o o ı 

0::20::4 = -ı o o 
o -ı o 

-ı o o 
0::30::6 = o -ı o 

o o ı 

o ı o 
O:: ı 0::20::4 = -ı o o 

o o -ı 

o o -ı 
O::ı0::3 = -ı o o 

o ı o 

o -ı o 
o:ıo:5 = O O ı 

-ı o o 

o -ı o 
0::20::3 = o o -ı 

ı o o 

ı o o 

0::20::5 = o -ı o 
o o -ı 

-ı o o 
O::ı0::20::3 = o o -ı 

o ı o 

o o ı 

O:: ı 0::20::5 = o -ı o 
-ı o o 
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o o -ı -ı o o 

aıa3a6 = o -ı o aıa4as = o o ı 

ı o o o -ı o 

o -ı o 

aıasa4 = ı o o 

o o -ı 

w: aQ----+ s4 

W (aı) (34) 

W (a2) (23) 

W (a3) (ı3) 

W (a4) (ı2) 

W (as) (ı4) 

W (a6) (24) 

şeklinde verilen dönüşüm bir grup izomorfizmdir. Bu nedenle GQ rv S4 

olur. Dikkat edilecek olursa a3 = a2a4a2, as= a3aıa3, ve a6 = a2aıa2 

dir. Bu nedenle 

olur. 

• Kenar uzunlukları (-~,i,~) olan küresel üçgenin köşe noktaları 

yansıtıldığında ıs noktalı bir quandıl elde edilir. Üçgenin köşe 

noktaları Şekil 3.24 deki gibi seçilirse sonlu alt quandılın noktaları 

qı = (~'O,~) , . q7 = (-~,O,~) , qı3 = (ı, O, O) 

q2 = ( -~,0,-~), qs = ( ~,0,-~), qı4 = (-ı,O,O) 
q3 = (O,~'~) , qg = (O,-~,~) , qıs = (0, ı, O) 

q4 =(o,-~,-~), qıo = (o,~,-4), qı6 = (o,-ı,o) 
qs = ( 4, 4, o)' qıı = ( -4, 4, o)' qı7 = (0, o, ı) 
q6 = ( -4, -4, O), q12 = ( 4, -~,O), qıs = (0, O, -ı) 
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olur. Bu noktalardan elde edilen yansırnaların matrisleri şunlardır: 

o o -ı o ı o 
CTqı = CTq2 = aı = o ı o CTqıı = CTqı2 = a5 = ı o o 

-ı o o o o ı 

ı o o -ı o o 
CTqg = CTq4 = a2 = o o -ı CTqıs = CTqı4 = a7 = o ı o 

o -ı o o o ı 

o -ı o ı o o 
CTqs = CTqs = a3 = -ı o o CTqıs = CTqıs = ag = o -ı o 

o o ı o o ı 

o o ı ı o o 
CTq7 = CTqs = a4 = o ı o CTqı7 = CTqıs = ag = o ı o 

ı o o o o -ı 

ı o o 
CTqg = CTqıo =as= o o ı 

o ı o 

Bu dokuz elemanın ürettiği GQ = (a1, a2, a3, a4, as, a5, a7, as, ag) grubu 

aşağıda verilen 48 elemandan oluşur. 

I, a 1, a 2, a 3, a4, as, a5, a7, a 8, ag, a 1a2, aıa3, a 1a4, aıas, 

aıa6, aıa7, aıas, aıag, a2as, a3a5, aıa2as, a2a7, a3a7, 

a 1a2a4, a 1a3a5, asa7, a5a7, aıasa4, aga4, asa2,aıa2a3, 

a 1a 4as, a9a 2, a 9a5, a 9a3, a 1a2a7, a 1a3a7, a2a4, aıasa7, 

a 1a6a7, a 1a 8a 2, a 1a 9a2, a 1aga5, aıaga3, asa4, a2a3, 

a 4as, -I 
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Bu elemanlardan 

24 elemanlı H alt kümesi GQ grubunun bir alt grubudur. Grubun diğer 

elemanları H alt grubundaki elemanların eksilileridir. Aşağıda verilen 'll 

izomorfizmi ile 

'll (aı) - (34) 

'll (a2) (23) 

'll (a3) - (13) 

'll ( a4) (12) 

'll (a5) (14) 

'll (a5) (24) 

H alt grubu 84 simetri grubuna izomorftur. Bundan dolayı GQ grubu 

z2 X 84 grubuna izomorftur. GQ grubunu üreten yansımalar arasında 

ag = a5asa5 bağıntıları vardır. Bundan dolayı z2 X 84 grubuna izomorf 

GQ grubu aralarındaki bağıntılar aşağıda verilen a 1 , a 3 , a 8 elemanları 

tarafından üretilir. 

• Kenar uzunlukları (İ, i, ~) olan üçgen göz önüne alınsın. Bu üçgenin 

köşeleri yansıtıldığında 30 noktalı bir quandıl elde edilir. Kenar uzunluk­

ları (İ, i'~) olan üçgenin köşe noktaları Şekil 3.25 deki gibi alındığında 

quandılın elemanları aşağıdaki noktalar olur. a = ı+f ve b = l+ıv's 
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olmak üzere; 

qı = (ı, O, O) qı6 = ( -~, -a, -b) 
q2 =(-LO, O) qı7 = G, a, -b) 
q3 = (0, LO) qı8 = ( -~, -a, b) 
q4=(0,-ı,O) qıg = (- ~, a, b) 
qs = (0,0, 1) q2o = (~, -a, -b) 
q6 = (0,0,-1) q2ı = ( -~, a, -b) 
q7 = (a, -b,-~) q22 = G, -a, b) 
q8 = (-a,b,~) q23 = (b,~' a) 
q9 = (a, b,-~) q24 = (-b,-~, -a) 

qıo = ( -a, -b,!) q25 =(-b,!, a) 

qıı = (a, -b,!) q25 = (b,-~, -a) 

qı2 = ( -a, b,-!) q27 = (b,-~, a) 

qı3 = (a,b,!) q28 = (-b,!, -a) 

qı4 = ( -a, -b,-!) q29 = (-b,-!, a) 

qıs = (!, a, b) q3o = (b,~' -a) 
Quandılın noktaları ikişer ikişer antipodal olduğundan ı5 yansıma elde 

edilir. Quandılın noktalarından elde edilen yansırnaların matrisleri 

-ı o o ı -a b 2 

(jqı = aı = o ı o (jqı1 = ag = -a -b ı 

2 

o o ı b ı a 2 

ı o o ı a b 2 

(jq3 = a2 = o -ı o (jqıg = aıo = a -b ı -2 

o o ı b ı a -2 

ı o o ı a -b 2 

(jqs = a3 = o ı o (jq2ı = aıı = a -b ı 

2 

o o -ı -b ı a 2 
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-b ı a -b ı 
2 a 2 

(jq7 = a4 = ı a -b (jq2a = aı2 = -b ı 
2 2 -a 

a -b ı ı -b 2 -2 -a 

-b ı a -2 b ı a 2 
(jqg = a5 = ı a b (jq25 = aı3 = b ı -2 2 -a 

a b ı ı -b 2 2 -a 

-b ı -a b ı 
2 a -2 

(jqıı = a6 = ı a b (jq27 = aı4 = b ı a 2 2 

-a b ı ı a -b 2 -2 

-b ı -a a -b ı -2 2 

(jqıa = a7 = ı a -b (jq29 = aı5 = -b ı a -2 2 

-a -b ı ı a -b 2 2 

ı -a -b 2 

(jqı5 =as= -a -b ı 
-2 

-b ı a -2 

şeklinde bulunur. Bu yansırnaların ürettiği 
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grubu 120 elemanlıdır. GQ grubunun 

a' = a2a13ı a2aı4, a2aıs, a3a4,a3as, a3a6, a3a7, a3a8, 

a3ag, a3aıo, a3aıı, a3aı2, a3aı3, a3a14,a3aıs, -a4, 

elemanları bir alt grup oluşturur. Grubun diğer elemanları bu 

elemanların eksilididir. GQ grubunun yukarıda elemanları verilen G' alt 

grubu 

1 w: G ---tAs 

W (aıa2) (23) (45) 

W (aıa3) (24) (35) 

W (aıa4) (12435) 

W (a3a4) (145) 

W (a3ag) (13542) 

W (aıag) (152) 

izomorfizmi ile As grubuna izomorftur. Bu nedenle GQ grubu As X z2 
grubuna izomorftur. Ayrıca As X z2 grubuna izomof olan GQ grubu aı, 

a2, a 9 elemanları tarafından üretilir. a3 = a12asaı2, a4 = asagas, as= 

a 9a 8a 9 olduğundan grubu üreten diğer yansımalar bu üç yansımadan 

elde edilebilir. As X z2 grubuna izomorf GQ grubu 

şeklinde elde edilir. 
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Bütün bunlardan sonra kürenin sonlu alt quandıllarının sınıflandırılması 

8.§ağıdaki teoremle ifade edilebilir: 

Teorem 3.4. 1 S2 nin alt quandılları a§ağıdaki formlardan biridir: 

• Quandılın bütün noktaları aynı büyük çember üzerinde bulunabilir. 

Quandılın eleman sayısı n ise quandılın noktaları çember içine 

yerle§tirilen bir düzgün n-gen in kö§e noktaları olurlar. 

• S 2 üzerinde kenar uzunlukları (%, %, ~) olan üçgenden gelen 2n+ 2 noktalı 

quandle. Bu quandle aynı büyük çember üzerinde bulunan 2n tane nokta 

ve bu büyük çemberin iki kutbundan olu§ur. 

• Tetrahedral Quandle: S2 üzerinde kenar uzunlukları (%, ~, ~) olan 

üçgenin kö§eleri tarafından üretilen 12 noktalı quandle. 

• Octahedml Quandle: S2 üzerinde kenar uzunlukları (%, ~' ~) olan 

üçgenin kö§eleri tarafından üretilen 18 noktalı quandle. 

• İcosahedral Quandle: S2 üzerinde kenar uzunlukları (%, ~' ~) olan 

üçgenin kö§eleri tarafından üretilen 30 noktalı quandle. 
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