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ONSOzZ

Baz1 problemlerin incelenmesinde ortaya gikan fonksiyonlar diferansiyel-
lenebilir olmayabilir. Bu durumlarda klasik analizin yontemleri yetersiz olur ve
diferansiyellenemeyen fonksiyonlarin dzelliklerinin geligtirilmesi gerekir. Klasik
anlamda diferansiyellenebilir olmayan fonksiyonlarin ézellikleri diizgiin olmayan
analiz kapsaminda aragtirilmaktadir. Giintimiizde, klasik anlamda diferan-
siyellenebilir olmayan fonksiyonlar igin, cegitli formlarda diferansiyel kavram
tanmmlanmaktadir.

Aciktir ki konveks fonksiyonlar bir¢ok temel ézelliklere sahip olduklar: halde
genel olarak diferansiyellenebilir fonksiyonlar degildirler. Ik olarak 60’ h yil-
larda Rockafellar tarafindan konveks fonksiyonlar i¢cin subdiferansiyel kavrami
verilmis (bkz. [1]) ve bu kavramdan yararlanarak optimizasyon teorisinde
bircok 6nemli sonuglar elde edilmistir (bkz. [2], [3], [4], [5], [6]). 70’ i yil-
larda Clarke tarafindan bagka bir subdiferansiyel kavrami verilmig (bkz. [7])
ve bu subdiferansiyel kontrol teoride ¢ok biiylik uygulamalar bulmugtur (bke.
[8], 191, [10], [11]).

Alttan yar stirekli fonksiyonlar icin bagka bir subdiferansiyel kavram [12]’
de verilmigtir. Bu kavram diferansiyel oyun teorisinde deger fonksiyonunun
ve Hamilton-Jacobi denkleminin viscosity ¢oziimlerinin incelenmesinde énemli
yer almaktadir. (bkz. [13], [14], [15], [16], [17] ). Son yullarda kullamilan sub-
diferansiyel kavramlarindan biri de alttan yar: stirekli fonksiyonlar i¢in tanim-
lanan proximal subdiferansiyel kavramdir (bkz. {18]). Proximal subdiferan-
siyel kavrami kontrol teoride, optimizasyon teorisinde, viability teorisinde genis

bir uygulama alam bulmaktadir (bkz. [12],[19], [7], [20], [21])-
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Bu galismada, kontrol teoride, optimizasyon teorisinde ve viability teorisinde
genis uygulama alanlar1 bulmug olan proximal subdiferansiyelin &zellikleri
incelenmigtir. Proximal subdiferansiyel, alttan yar1 siirekli fonksiyonlar igin
tanimlanir. Bu kavram, alttan yar siirekli fonksiyonun epigrafinin proximal normal
konisi kavramindan yararlanilarak verilir. Hilbert uzayindaki kiimeler igin proximal
normal koni tanimi verilmigtir ve bu koninin dzellikleri incelenmigtir. Proximal
subdiferansiyelin klasik diferansiyele benzer bagka bir tanimi verilip fonksiyonun
konveks oldugu durumda proximal subdiferansiyel ile Rockafellar subdiferansiyelinin
iligkisi aragtirilmigtir.  Fonksiyon Gé&teaux veya Fréchet diferansiyellenebilir
oldugunda Géateaux veya Fréchet diferansiyelin proximal subdiferansiyel ile
iligkisi incelenmigtir.

Anahtar Kelimeler: Proximal normal koni, proximal subdiferansiyel, alttan yar

stirekli fonksiyon, Fréchet diferansiyel.
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In this study, properties of proximal subdifferential which found wide
application areas in control theory, optimization theory, viability theory have been
examined. Proximal subdifferential is described for lower semicontinuous functions.
Proximal normal cone definition have been put forward for the sets in Hilbert space
and properties of proximal normal cone have been examined. Another definition
of proximal subdifferential to similar classical differantial is put forward and when
the function is convex , relation of proximal subdifferential with Rockafellar
subdifferential is investigated. ~When the function is Gateaux or Fréchet
differentiable, relation with Proximal subdifferential of Gateaux and Fréchet
differential is examined.
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1. ON BILGILER

Bu boltimde daha sonraki boliimlerde gerekli olacak tamimlar ve teoremler

verilecektir.

TANIM 1.1: X # () herhangi bir kiime olsun. d: X x X — R fonksiyonu
her z,y,2z € X icin

MI) d(z,y) = d (y,2)
M?2) d(z,y) >0
M3)d(z,y)=0&z=y
M4) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) (Ucgen esitsizligi)
kogullarimi saghyorsa d’ ye X iizerinde bir metrik denir; (X,d) ikilisine de metrik

uzay denir.

TANIM 1.2: a) (X,d) bir metrik uzay ve herhangi bir z € X noktasi

alalim ve € > 0 verilsin.
B(ze)={ye X:d(z,y)<e}cC X

kiimesine z’ in e-komsulugu veya z merkezli € yaricaph agik yuvar denir.

b) (X, d) bir metrik uzay ve herhangi bir z € X alalim ve £ > 0 verilsin.
B(z;e)={ye X :d(z,y) <&}

kiimesine z noktasinin e-kapali yuvar: denir.

¢) (X, d) bir metrik uzay ve S C X olsun.
int (S)={s€S:3>0>B(s;e) C S}

kiimesine S’ nin ici denir.



d) (X, d) bir metrik uzay ve S C X olsun.
S={se€X:Ye>03B(s;e) NS # 0}

kiimesine S’ nin kapamsgi denir.

e) (X, d) bir metrik uzay ve S C X olsun.
0S ={s€ X :Ve>0icin B(s;e) NS # 0 ve B(s;e) NR™\ S # 0}

seklinde tanmimlanan kiimeye S’ nin smur: denir.

) (X,d) bir metrik uzay A C X olsun ve bir z € X noktas: alahm. Eger z
noktasim bulunduran her agik B (z;¢) agk yuvart A kiimesinin z’ den farkh bir
noktasim bulunduruyorsa z noktasina A kiimesinin bir yigilma noktasidir denir.
Yani

z A’ mn yigilma noktasidir < B (z;¢) \ {z} N A # 0.

g) (X,d) bir metrik uzay, A C B C X olsun. B C A oluyorsa A kiimesi B
icinde yogundur denir. Ozel olarak A = X ise A kiimesi X uzaymmn yogun bir alt

kiimesidir denir.

TANIM 1.3: X # 0 olmak iizere
p: X xX o R ¢(z,y) = (2,9)

fonksiyonu her z,vy,z € X ve her a € R igin

I1) (z,z) > 0ve (z,z) =0z =0

12) (z,y) = (y,z)

13) (az,y) = a(z,y)

I4) (z,y + 2) = (z,2) + (y, 2)
kogullarim sagliyorsa bu ¢ (.,.) = (., .) fonksiyonuna bir i¢ ¢arpim (X, (.,.)) ikilisine

de bir i¢ ¢arpim uzay: denir.

TANIM 1.4: X bir vektor uzay: olsun.

X =R



fonksiyonu her z,y,z € X ve her a € R igin
N1) [lz]| = 0
N2) ||z]| =0 2=0
N3) |lez|| = [af |||
N4) ||z + yll < ll=ll + iyl
kosullarim saghyorsa ||.|| fonksiyonuna X {tizerinde bir norm (X, |.||)’ ye de normlu

uzay denir.

TANIM 1.5: (X, (.,.)) bir i¢ carpim uzay: olsun. Eger bu i¢ ¢arpim uzay:

]l = v/ (=, )

seklinde tamimlanan norma gore tam ise bu (X, (.,.)) i¢ carpim uzayma bir Hilbert

uzay denir.

TANIM 1.6: S C X olsun. Eger Vz,y € S ve Va € (0,1) icin
az+(l—a)ye s

oluyorsa S ye konveks kiime denir.

ONERME 1.7: X normlu uzay ve S,5’ C X bog olmayan iki kiime ve

z € X olmak tizere

dgs : X—R
ds(z) = inf{|lz—s|l:s€ S}

uzaklik fonksiyonu icin agagidakiler dogrudur.
a)z€S < ds(z)=0
b)ds=dg &S=5
¢) Vz,y € R™ igin |ds (z) — ds (y)| < |z - y]|



KANIT: a) (<) ds(z) = 0 olsun. z € S oldugunu gosterecegiz. Bunun

icin bir £ > 0 alalim. Inf tamimimdan
= s.ll <ds(z) +e
olacak gekilde bir s, € S vardir. dg (z) = inf {||z — s|| : s € S} = 0 oldugundan
Iz — sl <e.

Boylece s, € B (z;€) NS # @ olur ki buradan da z € S elde edilir.
(=) z € S olsun. O halde kapamig tamm geregi herhangi bir £ > 0 icin
se € B(z;e) N S olacak sekilde en az bir s, bulunur. Bu s, igin

ds(z) = inf{]jz—s|:s€ S}

< llz—s| <€

olur.

Boylece
0< Cls (JJ) <€

olur. ¢ keyfi oldugundan dg (z) = 0 olur.
(b) (=) ds = dg olsun. z € S alalhm. (a) gikkmdan dolay1 dg(z) = 0 dur.
ds = dg oldugundan dg (z) = 0 dir.O halde z € S’. Buradan

Scs (1.7.1)

elde edilir.
Benzer sekilde z € S almirsa (a) sikkindan dolay1 dg (z) = 0 ve dolayisiyla,
ds (z) = 0 dir. O halde z € S dir. Buradan

S cS (1.7.2)

elde edilir.1.7.1 ve 1.7.2 den S = 5’ elde edilir.



(<) § = olsun. ds(z) = dg (z) oldugunu gostermeliyiz.

S C S oldugundan infimum tanimi geregi

d§ (CL') S ds (117) (1.7.3)

olur

Simdi dg (z) < ds (z) olamayacagim gosterelim. Kabul edelim ki
d5(z) = inf {|lz—s||: s € S} = o ve dg(z) = inf {||z — s|| : s € S} = a3 olmak
tizere oy < ag olsun. Bu durumda

e = 2= dersek o = inf {|lz — s|| : s € S} oldugundan infimum tanmm geregi

E!s*€§9

2 — sal| < 01+ =0+ az;““ (1.7.4)
Diger taraftan s, € S oldugundan bu € > 0 icin 3sg € S vardir 6yle ki
150 — s.]| < & = =2 - X (1.7.5)
olur. 1.7.4 ve 1.7.5’ den |
e —soll < ll&— sill + [ls« — 5ol
< a1+042—4 al-l-az; o < o
dir. 59 € S oldugundan
as =ds(z) =inf{]lz—s]:s €S} <y
yani @z < as olur ki bu celigkidir; bu celigkiye a; < a almakla diigtiik.
O halde
dg (z) > dg (z) (1.7.6)

Boylece 1.7.3 ve 1.7.6 esitsizliklerinden

ds (z) = ds ()



elde edilir.
(c) Uggen esitsizliginden

lz = sl| < [lz — yll + lly — s

olur. Buradan

it le — all < if e — ol e o —
ds (z) = inf llo = sll < inf | — yll + inf [l — s

= dg (z) < |lz — yl| + ds (y)
elde edilir. Bu
ds (z) —ds (y) < ||z — 9 (1.7.7)
demektir. Benzer sekilde tiggen esgitsizliginden
ly = sl < lly— =] + |z — s||
olur. Aymi iglemleri tekrarlarsak
_ i< _ . el — e
ds(y) = inf lly — sl| < inf |ly — zf| + inf |z — s|| = lly — 2|l + ds (2)
olup
ds(y) < |lz — yl| + ds (z)
buradan da
— ||z —yll < ds (z) — ds (y) (1.7.8)
elde edilir. 1.7.7 ve 1.7.8 egitsizliklerinden

|ds (2) — ds (y)| < llz — vl

bulunur.



2. PROXIMAL NORMALLER

Bu boliimde bir kiimenin bir noktasmdaki proximal normal vektoriinii ve
proximal normal konisini tammlayip birtakim ozelliklerini inceleyecegiz. Bu
incelemeye 6ncelikle tanimlar icin gerekli olan bir kiimeye en yakin nokta tanimim

vererek baglayalim.

TANIM 2.1: X bir Hilbert uzay ve S X’ in bog olmayan bir alt kiimesi
ve z ¢ S olsun. S iginde 2’ e uzakligi en yakin olan en az bir s noktasi var ise bu s
€ 5’ ye 2’ in S icindeki en yakin noktas: veya z’ in S’ ye bir izdiiglimii denir. Bu

ozellikteki tiim noktalarin kiimesi projs (z) ile gosterilir; yani
projs(z) ={s € S :d(z;S) = ||z — 5|}

dir.

s € projs (z) < {s} € SN B(z;||z — s||) ve SN B (z; ||z —s|) =0

oldugu acgiktir.

TANIM 2.2: X bir Hilbert uzay olsun. Bog olmayan bir S C X kiimesi
verilsin.

a) Herhangi bir z ¢ S verilsin ve s € projs (z) olsun. z — s vektoriine S’ nin s
deki proximal normal vektorii denir.

b) z — s vektoriiniin negatif olmayan bir katina proximal normal (veya kisaca
P-normal) dogrultu denir. Yani herhangi ¢ > 0 i¢in { = ¢ (z — s) vektoriine S’ nin
s’ deki proximal normal dogrultusu denir.

¢) S kiimesinin s’ deki P-normal dogrultularinin kiimesinin olusturdugu koniye
ya da s’ yi izdigiim kabul eden z’ lerin kiimesine S’ nin s’ deki proximal normal

konisi denir. Bu koni N¥ (s) ile gosterilir. s ¢ S ise NE (s) tanumsizdur.
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S kiimesi digindaki herhangi bir z noktasimin S’ de bir s en yakin noktasina sahip

olmas: gerekmez.

Sonlu boyutlu durumda izdiigiimlerin varli$y konusunda pek zorluk yoktur. S

kiimesi kapal ise S digindaki her noktanin S’ de izdiigtimii olan bir s noktas1 vardar.

Sonsuz boyutlu uzaylarda; S kiimesi kapali olsa bile S kiimesi digindaki bir nok-

tanmn S icinde bir izdiisiimii olmayabilir.

ORNEK 2.3: Bir X Hilbert uzaymmn bir sayilabilir birim dikey tabam
{e}o, Olsun. S := {#le;: i > 1} diyelim. S kiimesi kapahdur fakat S’ nin higbir
noktast 0’ mn izdiigiimii degildir. Yani projgs (0) = 0 dir.
Coziim: S = {261, e, 363, 464,2 } nin herhangi iki 6gesi arasindaki
uzaklik /2’ den daha biiyitktiir. Gergekten;
+ 1

i # jigin s; = te;, 55 = —}Liej € S alahm.

1+z_ 1+y 2

€j

1+_7 1+Ze-—1+jej>

. 1 .
€j» i j

144\ 14+4il+4j
) €, € 7.>+< i )(ejaej>_2 T {ei, €5)

1
2
) (1j7) >141=2

Boylece i # j igin ||s; — ;|| > v/2 dir. Bundan dolay: S ’ nin higbir y1gilma noktast

s s, = l

(=
3
S

yoktur. S’ nin her noktas: kapams noktasidir ve S’ nin bu noktalarn diginda bagka



bir kapanis noktasi yoktur. O halde S = S dir. Bu nedenle S kapaldur.
ds(0) = inf{]|0—s|:s€ S}

= inf{|-s||:se S}
= inf{|ls||:s €S}

+ 1
= inf{ Z_l,_ e; :izl}
-+ 1
_ inf{l[eiH “: |:z’21}
1+ 1

2

_ inf{

= 1

:iZl}

olur. Vs € S igin ||sf| > 1 oldugundan 0’ mn izdiigiimii olan higbir s € S noktas:

yoktur. Yani projs (0) = dur.

ORNEK 2.4: Sekil 2.1’ de verilen S kiimesinin s;, g, .., Sg noktalarindaki
proximal normal konilerini bulunuz.

Coziim:

- Sekle gore s3, s5 € S noktalar ve

Sekil 2.1: Bir S kiimesi ve onun bazi simir noktalari

Vs € int (S) noktalar1 S digindaki hicbir z noktasinin izdiisimii olamaz. Bu

nedenle

N3 (ss) = {0} = Ng (s5)



dir. s1, g, sy ve sg noktalarinin P-normal konileri en az iki dogrusal bagimsiz vektor
bulundurur. s3 ve ss noktalar: diginda tiim sinir noktalar sifirdan farkh bir vektorle

iretilen proximal normal konilere sahiptirler.

ONERME 2.5: X bir Hilbert uzay ve S C X bos olmayan bir alt kiime;
z € X ve s € S olsun. Asagidakiler denktir.
a) s € projs (z);
b) Vt € [0,1] icin s € projs (s +t(z — s));
c) Vit e [0,1) icindg (s +t(z —s)) =tz —s|;
d) Vs € Sigin (z — 5,8' —s) < 1 ||s' — s||?.
- Kanit:

(a & d) s € projs (z) olsun. Bu ifade her s' € S igin
lz = s|| < [j= - 'l
ifadesine denktir.Her iki yamn karesini alirsak bu ifade Vs' € S igin
|z — s||2 < ||w — s‘||2
egitsizligine denk olur. Buradan her s' € S icin

||:1c~s—i-s——s'||2 > |[ar:—s||2

& (z—s+s—s,z—s+s—8)>|z—s|

& (z-s,x-8)+(s—8,s—8)+2{(z~s5,5—5)

>z —s||”

& ||m—s||2+”s—s'||2—2<w——s,s'—s> > ||z — s
1 1 |

& (m—-s,s—s>§§||s——s||2

(a < b) s € projs (z) olsun. Bu ifade

x—8,8—8 g-l- s —s|’vs e S
2

10



ifadesine denktir.
Buradan Vs' € S igin

(z=s,8=s) < 3|5~

2

& Vs eSveVie(0,1] igin (t(z—s),s —s) < % || — s||
& Vs'e SveVvte[0,1] icin (s+t(z—s)—s,8 —s)

< 5l =l

- 2

& Vte0,1] igin s € projs (s +t(z — s))

olur.

(bec) Ve [0,1] icin s € projs(s+t(z—s)) &
Vte[0,1] icinds (s+t(z—s))=|ls+t(z—s)—s|| =t]z— s
dir.

SONUGQC 2.6: X bir Hilbert uzay ve S C X bog olmayan bir kiime olsun.
s € S ise

N§ (s)={¢:3t>03ds(s+e) =t|Cll}

olur.
Kanit: u € NF (s) alahm. 3¢t > 0 i¢in z ¢ S ve s € projs (z) olmak iizere

u=t(z—s) dir. O zaman
s € projs (z) & dg (z) = ||z — s||

dir. Diger taraftan V¢ € [0,1] igin s € projs (s + t(z — s)) olur.

Onerme 2.6’ dan

s€projs(s+t(z—s)) ©ds(s+it(z—s))=|s+tlx—s)—s||=t|z—s].

11



¢ =z — s alimrsa s € projg (z) ise

ds (s +1¢) = t{|¢]]

olur. Tersine dg(s+t(z —s)) = t|lz — s|| olsun. O halde Onerme 2.5 den

s € projs (s + t(z — s)) olur. Buradan
s+t(z—s)—s=t(z—s)€ NE(s)

olur.

ONERME 2.7: S C R™ bos olmayan bir kapal kiimesi olsun.
(a) Yz € R™\ S icin projs (z) # 0 dir.
(b) {s € projs (z) : z € R™\S} kiimesi S 'nin simr kiimesi icinde yogundur.
Kamt: (a) S kapal ve z ¢ S olsun. dg(z) = ||z — so|| olan en az bir bir
So € S’ nin varhpim gosterecegiz. Bir y € S alahm. ||z — y|| = R diyelim.

So = SN B (z;R) olsun. Aciktir ki Sp # 0 ve Sp C S olur. Bu durumda
ds (z) < dg, (z) | (2.7.1)

dir. Simdi dg (z) < dg, (z) olamayacagim gosterecegiz .

a1 = dg, (z) = inf {|lz — s|| : s € So} ve @y = dg(z) = inf {||z —s]|: s € S}
olmak tizere kabul edelim ki oy < a; olsun. S kapal ve B (z; R) kompakt kiime
oldugundan Sy = SN B (z; R) kompakt kiimedir. ||.|| fonksiyonu stirekli oldugundan

a; =dg, (z) =inf {||z — s|| : s € So} = ||z — sol|

olacak sekilde s € Sp vardir. So = SNB (z; R) oldugundan sy € Sy ve 8o € B (z; R),
dolayisiyla

|z —soll <R
olur. Yani
o = dso (CII) = HCL‘ - 50” S R (272)
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olur. Diger taraftan oy = dg (z) = inf {||z — s|| : s € S} oldugundane = %1522 > 0
igin

0y — 0
2

lz—s:]] < aa+e=oca+
o — Qo
2
< oy =dg, (z)

<

olan ds, € S vardwr. Yani ||z — s,/ < ds, (z) = @ olan 3s, € S vardwr. oy < R
oldugundan s, € B (z; R) olur. Béylece s, € SN B (z; R) = S) olur. Buradan

a; =dg, (z) =inf{||lz — s|| : s € So} < ||z — ss|| < 1
olur. Bu ise
o) < ap
demektir. Bu celigkiden
as < Q1
kabuliimiiz yanhgtir. Yani
as =ds (z) < dg, () =

olamaz. O zaman 2.7.1’ den dg (z) = dg, (z) oldugu bulunur. sq € S olmak tizere
ds, () = ||z — so|| oldugundan dg (z) = ||z — sol| olur.
O halde

ds (z) =inf {||z — s|| : s € S} = ||z — 50|

olan sy € projs (z) # @ oldugu bulunur. Bu ise projs (z) # 0 demektir.
b) Simdi z ¢ S icin projs(z)’ in AS iginde yogun oldugunu gorelim. Once

projs (z) C 88 oldugunu gorelim. Bunun igin sy € projg (z) alahm. Bu durumda
ds (z) = inf {||z — s|| : s € S} = ||z — s0]|
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olur.

Kabul edelim ki so ¢ 0S5 olsun. O halde sy € int(S) olacaktir. Buradan
E(so; g0) C S olacak bicimde bir gy > 0 vardr.

T — 8o

olsun.

Bu durumda

T —

[l = s0ll = = &0

*Nllle = soll

yani; s, € B (so; &) olur. B (so;€0) C S oldugundan s, € S olur. Buradan

T — Sp
~ = |z —sp— g 2.7.3
llz — sl %= S0~ fop— (2.7.3)
€0
= 1]——=° —
( ||m—so||)(m %)
€0
= I1-—2—llz—s
iz — so]| lz = ol

olur. z ¢ S ve B (so;€0) C S oldugundan x ¢ B (so; o) dolaysiyla da ||z — so|| > €o
bulunur. Béylece 1 — oo > 0 elde edilir. O halde 2.7.3’ den

€0
o= sl = (1= 20 ) b= sul = o= ol =

elde edilir.
Boylece

ds(z) =inf{||lz —s|]|: s €S} < ||z — sull = l|z — so|| — €0 =ds (z) — €0

olur; buradan da gy < 0 bulunur ki bu ¢eligkidir. Bu geligkiye sq € int (S) olsun
demekle diigtitk; kabulliimiiz dogru degilidir.sp € 8S olur. sy € projs(z) keyfi

oldugundan
projs (z) C 0S

bulunur.
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Simdi {s € projs (z) : z € R™\ S} kiimesinin 85 i¢inde yogun oldugunu gorelim

Bunun icin

S = {s € projs(z) : z e R*\ S}
oldugunu gostermeliyiz. Keyfi bir z € R™ \ S i¢in projs (z) C 85 oldugundan
{s e projs(z):z € R*\ S} C 8S

olur. 85 kapali kiime oldugundan

{s € projs(z) : z e R*\ S} C OS (2.7.4)

elde edilir.

Simdi 85 C {s € projs (z) : € R\ S} oldugunu kamtlayahm. Bir
8, € 05 alalim ve sabitleyelim. Bu durumda. bir (z;),.;y € R™\ S dizisini z; — s,
olacak gekilde alalim.

Herbir ¢ € IN igin projgs (z;) # @ oldugundan herbir ¢ € IN igin
s; € projs (z;) olacak sekilde bir (s;),c;y dizisi olugturahm. (s;);.;y C 0S oldugu
agiktir. s, € S, s; € projs (z;) oldugundan herbir ¢ € IN icin

lzi — s4l] = ds () < ||zs — 54|

olur. ¢ — oo iken ||z; — s4|| — 0 oldugundan i — oo iken ||z; — s;|| — 0 olur. € >0
icin 3ig € IN > Vi > i iken

£

€
i — sull < £ ve flos— sill < £

olur. Buradan Vi > 7¢ icin

e €
lsi = sull < llsi = @i + @ = sull < 2o = sill + Nl = sull < 5 + 5
olur. Bu ise ¢ — oo iken s; — s, olmasi demektir. Buradan s, € S icin s; € 0S
olmak iizere ¢ — oo iken s; — s, olacak bicimde (s;),c;y dizisinin oldugunu bulduk.

Bu ise

s, € {s € projs(z) : z € R*\ S}
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olmas1 demektir. Buradan

08 C {s € projs(z) : z € R*\ S} (2.7.5)

olur. Boylece 2.7.4 ve 2.7.5 ’den

0S = {s € projs (z) : z € R*\ S} (2.7.6)

elde edilir.

SONUC 2.8: X bir Hilbert uzay S C X, z ¢ S, s € S noktas1 =
noktasma S’ de en yakin nokta, yani dg (z) = ||z — s|| olsun. O zaman V¢ € (0,1)
icin s + ¢ (z — s) noktalar1 bir tek en yakin noktaya sahiptir. Yani V¢ € (0,1) igin
projs (s +t(z — s)) = {s}.

Kamt: s € projs(z) = {s € S: dg(z) = ||z — s||} olsun. Vt € [0, 1] igin

s € projs(s+t(z—s))
oldugunu biliyoruz. Buradan V¢ € (0,1) i(;in
ds(s+t(z—s)) =t|z—s|

elde edilir. Simdi s, # s olan bir s, € S igin s, € projs(s+t(z — s)) oldugunu

varsayalim; bu durumda

ds (s.) =tz — s
olacaktir. Diger taraftan
ds(z,s+t(z—3))=llz—s—t(z-s)| = (1-1)|lz -]
Ve T, Sy, § +t (z — s) dogrular1 aym bir dogru {izerinde olmadigindan

d(z,s,) < ds(z,s+t(z—3))+ds(s+t(x—s),s)
< (llz— sl —tllz = sl) +tllz—s|| = l|lz - s
< lz—sll
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olur ki bu miimkiin degildir. Ciinkii dg (z) = ||z — s|| oldugundan s,’ 1n =’ e uzakhg
llz — s|| den daha kiiciik olamaz. O halde

5% & projs (s +t(z — s))

Boylece

projs(s+t(z —s)) ={s}.

Agagidaki 6nermenin ilk kismi proximal normal esitsizlik diye adlandirilan
egitsizligi verecek; ikinci kisim ise proximal normal koni kavramimn yerel ozellik
oldugunu ifade eder.

ONERME 2.9: a) (€ NE(s) © 3o =0((,8)>0>
(¢,s —s)<al|ls —s|*Vs' €8
b) Ayrica verilen herhangi bir § > 0 igin

CENg(s)@Ea:a(C,s) >0 5(C,s —s)<a|s—s|> Vs € SNB(s,6)

Kamt: a): ¢ € Nf (s) olsun. O zaman Sonug 2.6’ dan
e NE(s) e 3t>03ds(s+1¢) =t||¢]|
dir. Bu durumda Onerme 2.5’ den
& Vs e Sign ((,8 —s) < % l|s" — 3”2
& o= % secilirse (¢,s —s) <olls' —s|’Vs' €S

b) (=) a) sikkindan agiktur.
() z ¢S, s €projs(z), S*=SNB(s,6) olsun. $* C S oldugundan

ds (z) < ds- (z) (2.9.1)
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oldugu agiktir. s € projs (z) oldugundan dg (z) = ||z — s||. O halde
dse (z) = inf |}z 5. < I}z — sl = ds (o)

olup; buradan

d (z) < ds (z) (2.9.2)
elde edilir. 2.9.1 ve 2.9.2’ den

ds» (z) = dg (z) (2.9.3)
elde edilir. Simdi SN B (s,6) = S* olmak iizere Vs' € S* ve 30 = o ({,5) > 0 igin

(¢,8 —s) <ols —s|*

olsun. Buradan Vs’ € 5* i¢in

1
(500 =5) <5l =l

olur. Onerme 2.5 (c < d) geregince Vt € [0, 1] igin

C\_ touan
dsv (5152 ) = 521K
elde edilir.

dg« <s + t%) =dg (s + ti%) V¢ € [0,1]

oldugunu kamtladik. Boylece V¢ € [0,1] igin

¢\t
ds (5415 ) =351

olur ki buradan Sonug 2.6’ y1 kullanarak
(e NE(s)
20 5
elde edilir. Bu
¢ € N§ (s)
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demektir.

Proximal normal koni N{ (s) konveks bir kiimedir; agtk yada kapali olmak
zorunda degildir. S kapah ve s € 85 olsa bile acik N¥ (s) asikar koni olabilir.

ORNEK 2.10: S C R" kapal kiimesi ve s € 85 olsun.
S={(z,y) € B?:y> —a[}

kiimesini diigiinelim. Bu durumda N¥ ((0,0)) = {(0,0)} dur.
Coziim:
Herhangi bir A (zo,y0) € R?\ S alahm. ds ((zo,%0)) = |AB| < |OA]| olacaktir.
|OA| = ||(z0, %) || oldugundan

ds ((z0,%0)) < |l{zo, y0)ll = d((z0,10),(0,0))

Buradan (0, 0) ¢ projs ({(zo,yo)) olur. (zo,y0) € R?\ S keyfi bir nokta oldugundan
(0,0) € projs (zo,y0) olacak sekilde hichir (zg,70) € R2\ S noktas: bulunamaz.

O zaman

N ((0,0)) ={(0,0)}

olur.

TANIM 2.11: Herbir i = 1,2,3,..,k i¢in h; : R® — R fonksiyonu C*

smifindan bir olmak tizere
S:={zeR":h(z)=0i=1,2,..,k}

kiimesini tammlayalim. Vs € S i¢in {Vh;(s):i=1,2,..,k} vektorler kiimesi

dogrusal bagimsiz ise o zaman S kiimesi boyutu n — k olan bir C* manifolddur.
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ONERME 2.12: S kiimesi yukanida tammlanan n — k boyutlu bir C*

manifold olsun. O zaman;
a) N§ (s) C span{Vh;(s) :i=1,2,....k}
b) Her i = 1,2, ..., k i¢in h; ’ler C? simfindan iseler N{ (s) = span {Vh; (s)}
Kanit:a) ¢ € NY (s) olsun. Bu durumda Onerme 2.9 a) sikkma gore
Jo > 0> Vs € 8 igin

(¢ s'—s)<o|s —s|
olur. Bu s noktasimn
f + S-=R
s — (¢ 8 +olls —s|

olarak tamimlanan f fonksiyonunun minimumu oldugunu sdylemeye denk bir

kosuldur. Gergekten; Vs’ € S icin

7(s) ==¢.9) +olis =l

olmak iizere

Fls)=(=¢s)+olls—s|*< f(s)

oldugunu verir. Bui =1,2,....,k icin h; (s') = 0 kogullan altinda f: SCR" - R
fonksiyonunun minimuma sahip olmasi demektir ki Lagrange carpanlari kuralina
gore ¢ € Nf(s) nin ¢ = S, Vhi(s) olan {p;:i=1,2,..,k} C R olmasim

gerektirir. Boylece
NE (s) C span{Vh;(s) : i =1,2,..,k} (2.12.1)

olur.

b) a) sikkindan NE (s) C span {Vh;(s)} oldugunu biliyoruz.

Simdi Vi=1,2,...,k icin h; fonksiyonlann C* smfindan oldugunda
span {Vh;(s) :i=1,2,..,k} C Nf (s) oldugunu gorelim.
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¢ € span{Vh;(s):i=1,2,..,k} vektori alahm. ( = Z/,Lth,- (s) bigi-
mindedir. Y, V?h; (s) + 201 > 0 olmak tizere ¢ > 0 igin C? siifindan olan

g(x) ={(-¢z) + Z/"'ihi (@) +ollz —s||”

fonksiyonunu tammlayalim. Burada I matrisi (n X n) boyutlu birim matristir.

Vg(@) = V ((—C, z)+ Y pihs (z) + 0 ||z - SIIZ)

=1

= V({({~¢a)+V (Zuihi (w)) +V (o ]lz — i)

= ¢+ > wiVhi(z) + 20 (z ~ 5)

i=1

olur.
Vo(s) = ~ Y mThi(s)+ Y Thi(s) +20 (s —5)
= 0 z z
Vig(z) = V(Vg())
= V <—C-I—Z,uthz- () +20 (m—s))
= > wV?hi(z) +201

Vi (s) = Y p#V?hi(s)+201>0

oldugundan s noktas1 ¢’ yi yerel minimum yapan noktadir. Sonug olarak s’ nin

komsulugunda olan ve herbir ¢ igin h; (s') = 0 olan s” ler igin
9(s) = (¢ &) +alls —slI” 2 g(s) = (~¢,9)
ve boylece Vs’ € SN B (s,r) igin
(¢8' —s) <ol —sll”
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olur. Buradan
¢ € Ny (s)
elde edilir. Boylece
span {Vh;(s):4=1,2,..,k} C Nf (s) (2.12.2)
olur. Dolayisiyla 2.12.1 ve 2.12.2 kapsamlarindan
NE (s) = span {Vhs (s)}

elde edilir.

Onerme 2.12’ de proximal normal kavramimn diferansiyel geometride tanimlanan

bir C? manifoldun bir normal yoniinii genellestirdigini gérmiis olduk.

Simdi de proximal normal kavramimin konveks analiz icinde gegen normal vektori

genellestirdigini gérelim.

ONERME 2.13: X bir Hilbert uzay, S C X kapali ve konveks bir kiime

olsun. Bu durumda

a) CENE(s) & (¢, —s) <0V el

b) X sonlu boyutlu ve s € 8(S) ise o zaman N{ (s) # {0}

Ispat: o) («<)Vs' € S igin
<Ca s — S> S 0
olsun. ¢ > 0 ne olursa olsun o ||s' — 5||> > 0 olacaktir. Boylece Vs' € S ve o > 0
icin
2
(68 —s) <ol —s|

esitsizligi gecerli olur. Onerme 2.9’dan ¢ € N{ (s) olur.
(=) ¢ € NE (s) olsun ve herhangi bir s' € S i¢in S konveks oldugundan her ¢ € (0, 1)

icin
S=s+t(s—s)=td+(1~t)seS (2.13.1)
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olur. Bu s’ ya proximal normal egitsizligi uygularsak 3o > 0 ve V5 € S icin

- - 2
(5) <ofi-s
olur. Buradan aym o > 0 ve Vs' € S igin
(G t(s' = 9) < alt(s — )|
olur. Her iki yandan ¢’ ler kisaltilip esitsizligin sag yamindaki ¢ 0’ a yaklagtirilirsa
Vs' € S igin
(C) s’ — S) S 0
olur. Bu da istenendir.
(b) X sonlu boyutlu olsun ve s € 8S alahm. Herbir 7 igin N¥ (s;) # {0} olan
s; € S’ lerden olugsan ve s’ ye yakinsak olan bir {s;} bir dizisi alahm. Vi icin
NE (s;) # {0} oldugundan 3¢; € N (s;) 3 |¢;]l = 1 (gerekirse alt diziye gecerek)
¢; — ¢ oldugunu varsayahm. |||| = 1 olacaktir. a) sikkindan Vs' € S i¢in

{Cirs'—5) <0
olur.Buradan ¢ —» oo iken Vs’ € S igin |
(¢, —s) <0
elde edilir. O halde ¢ € N{ (s) dir.
TANIM 2.14: a) X bir Hibert uzay ve 0 # { € X ve r € R olsun.
H={zeX:({(z)=r}
kiimesine normal vektorii ¢ olan bir hiperdiizlem ve
{zeX:{(z)<r}

kiimesine H hiperdiizlemine kargilik gelen bir yari uzay denir.

Onerme 2.13.b) sonlu boyutlu bir uzay igindeki konveks kiimenin herbir
simr noktasinda bir hiperdiizlemin var oldugunu ve bu kiimenin smir nokta-
larindaki hiperdiizlemlerin belirledigi yar1 uzay icinde kaldigini verir. Bu bir ayirma

teoremidir.
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3. PROXIMAL SUBGRADIENTLER VE DIFERANSIYELLER

Proximal subgradientlere gecmeden ¢nce Integrasyon ve Optimizasyon teori-
lerinde siklikla kullamilan f : X — (—o00, +00] fonksiyonu ile ilgili kullanacagimiz

baz1 tamimlar: ve bu tiir fonksiyonlarin 6zelliklerini veren nermeler verelim.

TANIM 3.1: X bir Hilbert uzay olmak iizere f : X — (—00,+00]

fonksiyonu verilsin.
domf :={z € X : f(z) < oo}
kiimesine f’ in tamim kiimesi denir.
graphf = {(z, f (z)) : = € domf}
kiimesine f’ in grafigi denir.
epif = {(z,r) € domf x R: 7> f (a)}

kiimesine f’ in epigrafi denir.

TANIM 3.2: a) X bir Hilbert uzay ve 2o € X olsun.

a) f: X — (—o00,+00] fonksiyonu ve zg € X noktasi verilsin.

liminff (z) =sup inf f(x)

T—T0 6>0z€B(z0;6)

sayisina £ — xg iken f fonsiyonunun alt limiti denir.

b) Benzer gekilde f : X — [—o00,+00) fonksiyonu ve zo € X noktas: verilsin.

limsupf (z) = inf sup f(z)

z—T0 6>02¢ B(z0;6)
saysina £ — Zo iken f fonsiyonunun st limiti denir.

¢) f: X — (—o0,+00] fonksiyonu ve 2o € X noktas: verilsin. Eger f fonksiyonu
liminff (z) > f (o)
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kogulunu saghiyorsa f : X — (—o00, +00] fonksiyonuna zy € X noktasinda alttan

yar1 siireklidir denir.

d) f: X > RU{—o0} fonksiyonu ve 2o € X noktas: verilsin. Eger f fonksiyonu

limsupf (z) < f (zo)

kogulunu sagliyorsa zy da iistten yar: siirekli olarak adlandirilir.

e) U C Xolsun. f: X — (—00,+00] (f: X — [—00,400)) ve domfNU # 0
olmak iizere f U ’nun herbir noktasinda alttan yan siirekli (iistten yar siirekli) ise
f 'ye U iizerinde alttan yan siireklidir (iistten yar: siireklidir) denir.

f)U C X tizerindeki alttan yar siirekli fonksiyonlarin ailesini F (U) ile gosterecegiz.
Ozel olarak U = X ise bu aileyi F (X) ya da kisaca F ile gosterecegiz.

ONERME 3.3: X bir Hilbert uzay ve zg € X olsun.
a) f: X — [—00,+00) fonksiyonu z¢ € X de istten yan stireklidir.<
Ve > 0 igin

z € B(x0,6) = f(z) < f(z0) +¢

gerektirmesini saglayan €’ a ve zo’ a bagh bir § = § (zo,€) > 0 sayis: vardur.

b) f: X — (—o0,+00] fonksiyonu zo € X ’de alttan yan stireklidir.
Ve > 0 i¢in 36 = 6 (zg,€) > 02 Vz € B (z;9) i¢in f (z) > f(xo) — €

olur.

Kanit: a) (=) f zo noktasinda tistten yan siirekli olsun ve € > 0 verilsin.

Ustten yar siirekli fonksiyon tanim geregi

limsupf (z) < f (20)

T—xTo

olur. limsup tanimi geregi de

inf sup f(z) < f(zo)

6>0z¢ B(z0;6)
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yazabiliriz. Verilen ¢ > 0 i¢in infimum tanim geregi bir 6. sayisi

sup f(z) < f(zo) +¢
z€B(z0;6e)

olacak gsekilde vardir. Buradan verilen £ > 0 igin
T € B(%0,6) = f(z) < f(m0) +¢

gerektirmesini saglayan 6. > 0 sayist bulunmug olur.

(<) Tersine verilen her £ > 0 igin
z € B(20,6) = f(z) < f(x0) +¢

kosulunu saglayacak sekilde ¢’ a bagh bir 6 > 0 var olsun. Bu durumda

yazilabilir. Her iki taraftan §’ lar iizerinden infimum alinirsa tist smur sabit oldugun-

dan egitsizlik korunur.

inf sup f(y) < f(zo)+¢
6>0z¢ B(x0;6)

€ > 0 keyfi oldugundan limsup tanim kullamlirsa

limsupf (z) < f (2o) -

T—rTg

elde edilir.

b) (=) f zo € X noktasinda alttan yan siirekli olsun ve € > 0 verilsin. Alttan yar

stirekli fonksiyon tamm geregince

liminff (z) > f (zo)

X0

olur. liminf tamm geregi de € > 0 icin

sup inf z)> flz
up inf £ () 2 £ (z0)
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olacak bi¢imde § > 0 vardir. Verilen € > 0 igin sup tammindan bir §, > 0 sayist

inf f(z)> f(ze)—c¢

z€B(wo;8¢)

olacak gekilde vardir. Buradan verilen £ > 0 igin
x e B(.’Eo,é) = f(.’l?) > f(.’L‘()) — £

gerektirmesini saglayan 6. > 0 sayisi1 bulunmus olur.

(<=) Benzer sekilde yapilir.

ONERME 3.4: X bir Hilbert uzay olsun. f(.): X — RU {400} z € X
de alttan yari siireklidir < —f (.) : X — RU{—o0} z € X de tistten yar: siireklidir.
Kamt: zo € X noktasi alahm. f(.) : X —» RU {400} zp € X de alttan

yar siirekli olsun.

liminff () > f (o)
sup _inf _f(2) > f (ao)

§>02E€B(z0;6)

—sup_inf f(2) < —f (o)

§>0x€B(z0;6)

inf sup (—f(x)) < —f (o)

6>Oz€vB(mo;6)
lim sup — f (2) < 1 (ao)

T—To

—f(): X 2 RU{—-o0} zp € X de iistten yan sitreklidir.

¢ ¢ ¢ ¢ T O

Bu durum her zy € X igin saglanacagindan istenen elde edilmig olur.

TANIM 3.5: X bir Hilbert uzay; zo € X ve f : X — R bir fonksiyon

olsun. Verilen her € > 0 igin
z € B (20;6) = |f (z) — f (m)| <

gerektirmesini saglayan &’ a bagh bir 6 > 0 sayis1 varsa f’ ye zo noktasinda stireklidir

denir.
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ONERME 3.6: X bir Hilbert uzay; g € X ve f : X — R bir fonksiyon

olsun.

f zo noktasinda siireklidir < f xo noktasinda hem alttan hem de iistten

yan sireklidir.
Kanit: (=) f zo da stirekli olsun. O zaman Ve >0 ig¢in 36 > 0 6yle ki
z € B(zo;6) = |f () — f(z0)] <e

olur. Buradan

— < f(z)—f(m)<e
f(m)—e < f(z) < flzo)+e

olur. Bu esitsizligi bu e > 0 ve § > 0 igin
f(@)> f (@) - e (36.1)
ve

F(z) < f(z0) +¢ (3.6.2)

seklinde yazabiliriz.
Buradan 3.6.1’ den f’ in xg noktasinda alttan yar stirekli; 3.6.2" den z, nok-

tasinda listten yan siirekli oldugu sonucunu gikarirz.

(<) f zo da hem alttan hem de iistten yar: siirekli olsun. O halde Ve > 0 igin
361 > 0 > Vz € B (z0;61) icin

f (@) > f(zo) — € (3.6.3)

ve yine Ve > 0 igin 365 > 0 3 Vz € B (z0; 62) i¢in

fz) < fmo) +e (3.6.4)
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olur. § = min {61, 82} segersek ve 3.6.3 ve 3.6.4” i kullanirsak

fmo) —e < f(z) < f(zo)+e
—e < f(z)—f(zo) <e
|f (@) = f(z0)l < ¢

elde ederiz. O halde f zg da siireklidir.

TANIM 3.7: X bir Hilbert uzay, S C X olsun.

0, z€S8§
+o00; diger

Is: X - RU{+o00};Is(z) :=

biciminde tammlanan Ig(.) veya I (.,S) fonksiyonuna S’ nin indikator fonksiyonu

denir.

TANIM 3.8: X bir kiime ve U C X konveks kiime olsun. Vz,y € U ve
vt € (0,1) igin
fltz+ (1 —-t)y) <tf(z)+(1—1) f(y)

kosulunu saglayan f : X — (—o00, +00] fonksiyonuna U iizerinde konveks fonksiyon
denir. Ozel olarak U = X ise f’ ye kisaca konveks fonksiyon denir.

Yukaridaki tanima goére bir konveks fonksiyonun tanim kiimesinin konveks olmasi

gerekir.

Simdi alttan yar1 stirekli ve konveks fonksiyonlarin bazi dzelliklerini verelim.
Agagdaki ilk iki 6nerme alttan yan siirekli fonksiyonlar igin grafik yerine epigraf’

larinin analizde neden daha &nemli yere sahip oldugunu verecektir.
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ONERME 3.9: X bir Hilbert uzay ve f : X — RU {-+oo} olsun. Asag1-
dakiler denktir.
a) f fonksiyonu X tizerinde alttan yan siireklidir.
b) epif kiimesi X x R icinde kapahdur.
c) Vr e Rigin f~1 ((—o0,7]) = {z : f (z) < r} r—seviye kiimesi kapalidir.
Kamt: a) = b) f 2’ de alttan yan siirekli olsun . epif’ in kapali oldugunu
gosterecefiz. Bunun icin V (zx,7x) € epif igin (zk,7%) — (zo,70) iken (zg,79) €
epif oldugunu gostermeliyiz.

(zg,7k) € epif olsun. epif’ in tammindan

flze) <7

olur. a) geregi f fonksiyonu X’ de alttan yarn siirekli oldugundan ozel olarak

zo € X’ de alttan yan siireklidir. Buradan

f (zo)

IA

lim inf f (x)

T—Tg

IN

IA

lim infrg

k—o0

lim Tr = To

k—oo

yazabiliriz. Boylece

f(zo) <o
elde edilir. Bu (zg,79) € epif demektir. epif C X x R kapahdar.
b) = c) epif kapali olsun. Vr € Ricin f~* ((—oo,7]) = {z : f (z) <7} kiimesinin
kapali oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in Vr € R igin z € {z : f (z) <} olmak
iizere T, — T olan bir {zp},cy dizisi alalm. zo € {z: f(z) < r} oldugunu

gostermeliyiz. zx € {z : f (z) < r} oldugundan her k € N i¢in

flme) <r

olur. Epif’ in tammindan Vk icin (zk,7) € epif dir. Boylece epif iginde k — oo

(zk,7) — (zo,7) olan bir {(zk,r)},ey dizisi bulunmus olur. Hipotez geregi epif
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kapal oldugundan (zo,7) € epif dir. Diger bir deyisle
flzo) <7

dir. Boylece zq € f((—o0,7]) olur. f*((—o0,r]) = {z: f(z) < r} r-=seviye
kiimesi kapah kiimedir.

¢) = a) Herhangi bir 2o € X ve f(zo) > r olmak iizere r € R alahm. O zaman
zo ¢ [ ((—oo,7])) = {z: f(z) < r} dir. 7! ((—o0,r]) kapah oldugundan en az bir
§ > 0 icin
B (z0;6) N f~1 ((—o0,r]) =0
olur. Buradan her z € B (xp; 6) igin
z ¢ f7H((—o0,r]) ={z: f (z) <7}

olur ki bu z € B (zo; 6) iken f (z) > r olmas: demektir. Bu f’ nin z,’ da alttan yan

stirekli olmasim verecektir. Gergekten; € > 0 igin r = f (o) — € alirsak

[ (@o) — & < £ (z0)

dir. . = f(zo) — £ dersek bu .’ a bagh bir 6T€'v> 0 vardir dolayisiyla €’ a bagh bir
oy, > 0 vardir 6yle ki

z € B (z0;6,,) iken f(z) > r. = f(zo) — €

olur.
ORNEK 3.10:
1 ;2<0
fIRoR; f(z)=40 ;2=0
2 >0

fonksiyonu alttan yan siireklidir; ancak grafigi kapali degildir.
Coziim: Gergekten;
alcig(l) inf f(z) = 0 = f(0) oldugundan f fonksiyonu O noktasinda alttan yan
siireklidir. Diger noktalarda hem alttan hem de tistten yar stireklidir.
Ancak {(1,2) }oen € graph(f) dir. Ciinkii Vn € N igin f (1) = 2 dir; fakat
7}1—{20 (1,2) = (0,2) ¢ graph (f) dir. f’ in grafigi kapah degildir.
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ONERME 3.11: X bir Hilbert uzay ve f : X — (—c0,400] bir fonksiyon

olsun. Bu durumda

f fonksiyonu Xiizerinde konvekstir < epif kiimesi X x R’ nin konveks

alt kiimesidir

Kamt: (=) f X iizerinde konveks fonksiyon olsun. epif ’in X x R de konveks

oldugunu gosterecegiz. Bunun igin

(z,m1) € epif, (y,m2) € epif iken Vit € [0, 1] igin
t(z,m) + (1 —t)(y,re) =tz + (1 —t)y,tri + (L —t)m2) € epif
oldugunu géstermeliyiz. (x,71),(y,72) € epif olsun.O halde epif tammindan
fz)<rmvef(y)<m
dir. ¢ € [0, 1] olmak iizere
tf (2) tryve (1—1) f(y) < (1—t)m
olur. Bu egitsizlikler taraf tarafa toplanirsa
tf(z)+ (1=t fy) <tri+(1—1t) (3.11.1)
bulunur. Diger taraftan f konveks oldugundan t € [0,1] ve z,y € X i¢in
Flto+ (1— ) < tf (@) + (1—1) £ (9) (3.11.2)
dir. Boylece 3.11.1 ve 3.11.2 egitsizliklerinden
flz+ (1 —-t)y) <tri+(1—1t)rg
elde edilir. Bu V¢t € [0,1] ve (z,71), (y,72) € epif icin
t(z,r)+ (1 —1t)(y,r2) = (. + (1 —t)y,tri+ (1 —t) ro) € epif
olmas1 demektir. O halde epif konvekstir.
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(<) epif konveks olsun f’ in konveks oldugunu gosterecegiz. t € [0,1] ve

z,y € X alalm. (z, f (z)), (v, f (v)) € grf C epif dir. epif konveks oldugundan

t(z, f () + (1 —1)(y, f (v)) € epif
dir. O halde

(tz+ (1= 1)y,tf (z) + (1 — 1) f (y)) € epif
olur. Buradan her ¢ € [0, 1] ve her z,y € X icin

Flz+(1—-ty) <tf(z)+(Q-1)f(y)

olur ki bu f’ in konveks olmas1 demektir.

ONERME 3.12: X bir Hilbert uzay, S € X ve Ig indikator fonksiyonu

olsun.

a) Is indikator fonksiyonu alttan yan stireklidir <> S bogtan farkl ve kapahdir.
b) Is indikator fonksiyonu konvekstir <> S konvekstir.

Kamit: a) (=) Is alttan yan stirekli olsun. Bu durumda Vr € R igin
Ig* ((—oo,r]) ={z: f (=) < 7}
kapalidir. Ozel olarak r = 0 alimirsa
I5* ((—00,0)) = {z: f (&) <0} = §

kiimesi kapalidir.
(<) S # 0 ve kapah olsun. Vr € R icin

{m:f(m)ﬁr}={s =0
0 ;r<0

S ve () kapah kiimeler oldugundan Ig alttan yar siireklidir.
b) (=) Is konveks olsun. S’ nin konveks oldugunu gosterecegiz. Bunun icin z,y € S

ve t € [0,1] alalim. Ig konveks oldugundan

0<Is(tz+(1—-t)y) <tls(z)+(1—-t)Is(y) =0
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O halde Is (tz + (1 — t) y) = 0 ve dolaywsiyla tz 4 (1 — t) y € S olur.
(«=) Tersine S konveks olsun. z,y € X vet € [0,1] olsun. z,y € Sisetz+(1 —¢t)y €

S dir. I’ nin tanim geregi
0=1Is(tz+ (1 —t)y) < tls(z) + (1 - ) Is (y)
olur. z ya da y S’ ye ait degilse
tls (z) + (1 - ) Is (y) = +o0
olacagimdan
Is(tz + (1 - t)y) < tls(z) + (1 - ) Is ()

egitsizligi her zaman dogrudur. Is konveks fonksiyondur.

ORNEK 3.13: X bir Hilbert uzay. ve f : X — RU{co}

) S
flz) = 4—(z-2)" ;2€[0,2)
0 ;<0
fonksiyonu verilsin.
' :
...................................... |
....................................... I
...................................... !
|
...................................... |
|
|
...................................... |
...................................... !
|
' >

Sekil 3.1: f fonksiyonunun grafigi
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f fonksiyonu siireklidir.

S = {(z,7) € (—0,0) xR: f(z)=0<r}
Sy = {(x,r)e[O,Q)xR:f(x)= 4—(m—2)2§r}
Sy = {(5,7) €[2,+00] xR f (5) =2 < 7}

olmak tizere epif = S; U S5 U S diir. Bu durumda

depis ((1,0)) = min {dg, ((1,0)) : 4 =1,2,3}

dir.
d = inf —
((1’ 0) vSl) (m’lg)lesl ”(1’ 0) (m’ T)”
= inf (z —1)% + 72
(z,r)€(—~00,0) % [0,00)
= /(0-1)*+02=1=4d((1,0),(0,0))
4((1,0),5) = inf_[(1,0) = (1))
= inf V(z—1)% 472
(z,r)€0,2)exRiq/d—(2—2)2<r
. 12 o o)\2
= zéf(l)fz) (z—-1)"+4—(z—2)
- i%fz)\/—_2x+ =1=d((1,0),(0,0))
z€l0,
d((1,0),83) = inf ||(1,0)— (z,7)

(z)T)ES3

inf (z —1)* + 12
(z,7)€(2,00} x[2,00)

(z -1’ +72=v5=4d((1,0),(2,2))

inf
(z,r)€(2,00]%[2,00)

olur. Buradan
d((1,0), epif) = min{1, 1,\/3} —1=4d((1,0),(0,0))

oldugundan (1,0) € NJ;

((0,0)) olur.
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ONERME 3.14: X bir Hilbert uzay; f : X — RU{4oco} alttan yar
stirekli bir fonksiyon ve S = epif olsun. Bu durumda
dS'XXR_)]R7dS(x7T)= inf ||(x,r)-—(y,a)|l
(y,)€epif

secildikten sonra sabitlenen herbir € X icin artmayan bir fonksiyondur.
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Kamit: z € R™ alalim ve sabitleyelim.

ds((z,.)) : X-—-R*
r — dgs((z,r))

fonksiyonunun artmayan oldugunu gosterecegiz.

VA > 0 icin dg (z,7) > dg (z,7 + A) oldugunu kamtlayalim.

ds ((z,7)) = inf ||(z,7) = (y, )]

(y,a)eepif

olsun. Her n € N igin infimum tanmmi geregi
1
1@, 7) = (gn, )| < ds ((2,7)) + —

olacak gekilde en az bir (y,,a,) € epif vardir. epif tanim geregi

f(n) < .

olur. VA > 0 alalim ve sabitleyelim. O zaman -

fyn) <ant+A
olur. Buradan (y,, o, + A) € epif elde edilir. |

ds(er+X) = il ll@r+X) - @)l
< lzr+2A) = (Yn, o + A
— iz =l + (r+ A = (@ +N)?
= llz =yl + (r — aa)?
= @) = (ymr @)l

< dS(m)T)_'_l
n

VYn € N icin bu dogru oldugundan

ds ((z,7 + X)) < ds ((z,7)) (3.14.1)
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olur. dg((z,.)) fonksiyonu r’ ye gbre artmayandir. Bunu daha acik olarak soyle
ifade edebiliriz:

r1 < ry oldugunda dg ((z,72)) < ds((z,m1)) oldugunu gérmek istiyoruz. Her
re€RveA>0icin

ds ((z,7 + X)) < ds ((z,7))
oldugunu kamtladik. Ozel olarak r = r; ve A\ = ro_r; alirsak
<71+ A=7T1+ 71— 11 =79 iken dg (z,72) < dg (z,71)

oldugundan.

ds(z,r2) = dg (z,7 + ) < dg(z,7m1)

olur.

TANIM 3.15: X bir Hilbert uzay. f: X — RU{+o0} fonksiyonu z € dom f

’de alttan yan siirekli bir fonksiyon olsun.

(¢, —1) € Nepig (2, f (2))

kosulunu saglayan ( € X vektoriine f fonksiyonunun z € dom f noktasindaki proxi-
mal subgradienti veya P-subgradienti denir. Bu ozellikteki tiim ¢ vektorlerinin
kiimesine f fonksiyonunun z € domf noktasindaki proximal subdiferansiyeli veya
P-subdiferansiyeli denir ve bu kiime Jp f (z) ile gosterilir.

Tamm ve NP

P (@, f () in koni oldugunu diigiinerek

VA > 0igin (¢,—A) € Nel;if (z, f (z)) ise -/C{ € Opf (z)

olacagim soyleyebiliriz.
Bir f fonksiyonunun herhangi bir noktada proximal subgradienti olmayabilir.
ORNEK 3.16: f:R — R, f(z) = — |z| olsun.
S =epif = {(z,y) 1 y > — |z} olmak tizere N§ ((0,0)) = {(0,0)} idi. (¢, 1) €
NF ((0,0)) olan bir ¢ yoktur. Bu nedenle dpf (0) = @ olur.
ORNEK 3.17: Bir f fonksiyonunun epigrafi agagidaki sekilde verilmistir.
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Sekil 3.2: Bir f fonksiyonun epigrafi

Bir f fonksiyonunun epigrafi agagidaki sekilde verilmigtir. Verilen noktalardaki
proximal subdiferansiyelleri belirleyiniz.

Cozilim: z; noktasinda tek bir subgradient mevcuttur. Bu, sekilde (¢, —1)
formunda verilmis olan ( vektoriidiir. x5 noktasinda higbir proximal subgradient
yoktur. Ctnkii NZ ((z2, f (22))) = {(z2, f (z2))} tek nokta kiimesidir. Verilen
diger noktalarda ise birden fazla proximal subdiferansiyel vardir. z, noktasinda
proximal subdiferansiyel sinirsiz bir kiimedir. Yatay nokta nokta cizilen ok epif’ in
proximal normali ile ifade edilse bile P-subdiferansiyel ile ilgili degildir. Sekil 3.3’
de bu noktalardaki proximal subgradientler gésterilmigtir.
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Onf(x1)

Opf(%3)

Sekil 3.3: Bir f fonksiyonunun proximal subgradientleri
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Kiimelerle fonksiyonlar arasinda gecisi saglayan yollardan biri indikator
fonksiyondur. Optimizasyonda bu gecis kullamghdir. Ornegin f’ in bir § € X
kiimesi {izerinde minimizasyonunu incelemekle f + Ig’ nin tiim X {izerinde

minimizasyonunu aramak aym seydir. Bu nedenle agagidaki Snermeyi verecegiz.

ONERME 3.18: X bir Hilbert uzay, S C X kapal bir kiime olmak iizere

0 ;ze8
+oo ;2 ¢S

IS (a:) =

olsun. Bu durumda her z € S i¢in 8pIs (z) = N¥ (z) olur.

Kanit: z € S alahm ve sabitleyelim. ¢ € NE (z) olsun. Bu durumda her

y € S igin

¢ y—z)<oly-g| (3.18.1)

olacak bi¢imde bir ¢ > 0 vardir. z € S oldugundan Ig (z) = 0 dir. Diger taraftan

her y € X icin Is (y) = 0 veya Ig (y) = +oo olacagindan 3.18.1 esitsizligi her y € X

1¢in
Cy-a)=Is)+Ts (@) < o [ly—el*+ Us @) ~Ts @) (3182
bigiminde yazilabilir. Her y € X ve Vr > Ig (y) icin 3.18.2 esitsizligi
(Cy=2) —r+1Is(@) <o flly =2’ + (r - Is (2))’] (3.18.3)
olur. Bu egitsizlikte
ly = 2l* + (r = Is ()" = ll(y,7) = (=, Is (@) II"
oldugundan 3.18.3 esitsizligi her y € X ve r > Is (y) i¢in yani her (y,r) € epils igin
(Cy—2)—r+1s (@) <o li(,r) — (2,15 (@) (3184)
olur. Bu 3.18.4 esitsizliginin sol yam
(Cy—=z) —r+Is(z) = (1), ((y,r) — (2, Is (2))))
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yazilabileceginden 3.18.4. esitsizligi her (y,r) € epilg icin
(¢, —1), ((g,7) = (2,15 (2)))) < o |l(y,7) = (2,15 ()]

olur ki bu (¢, —1) € NE ;. (z,Is(z)) olmas: demektir. Buradan { € dpIs (z) olur.

¢ keyfi secildiginden

NE (z) € OpIs (2) (3.18.5)

bulunur.

Simdi de ters kapsam gorelim. Herhangi bir ¢ € dpls () alahm ve sabitleyelim.
Bu durumda (¢,—1) € N&,, (z,Is(z)) olur. Proximal koni tanumindan her

(y,r) € epils icin

(¢ =1, ((w,7) = (2,15 (@) <o ll(y,7) = (2, 15 (=)} (3.18.6)

olan bir ¢ > 0 sayis1 vardir.

z € S oldugundan Is (z) = 0 olur ve 3.18.6 egitsizliginin sag yani
I(y,7) = (2, Is @) = lly — z||* + 7

sol yam

(€,-1),((y:7) = (= Is (2))) = ((y—2)—7+Is(2)

= ((y-z)—r
olur. O halde 3.18.6 esitsizliginden
¢ y—z)—7r<o(ly— | +r (3.18.7)
olur. Her y € S i¢in (y,0) € epils oldugundan 3.18.7” den her y € S igin
(Cy—=) <olly—al
bulunur ki bu ¢ € Nf (z) demektir. ¢ € dpls () keyfl secildiginden
Opls (z) C NE (z) (3.18.8)
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kapsamu gergeklenir. 3.18.5 ve 3.18.8’ den
N{ (z) = OpIs (z)

olur.

ONERME 3.19: X bir Hilbert uzay, f:X — R U {400} fonksiyonu ve
z € domf noktasi verilsin. O0pf (z) konveks bir kiimedir.

Kanit: 0pf (z)’ in konveks oldugunu gostermek igin ¢;,(, € dpf (z) iken
t¢, + (1 —t) ¢, € Opf () oldugunu gostermeliyiz. (;,(, € Opf (z) ise proximal

subdiferansiyel tanim: geregi
(€1, =1), €2y =1) € Ny (2, f (2))
dir. NJ,¢ (z, f (x)) konveks oldugundan
t(C1,=1) + (1= 1) (Co, —1) € Ny (2, f (2))
dir. Buradan
(G +(1—1t) (1) € Ne]:n'f (z, f ()
dir. Proximal subdiferansiyel tanimindan
t¢;+(1—1t)(; € 0pf (2)

elde edilir. O halde dpf (z) konvekstir.

TANIM 3.20: f : X — RU {+oo} fonksiyonu ve z € SN domf noktasi

verilsin. Eger f fonksiyonu

f(z) < fly) vye S

kosulunu sagliyorsa z noktasina f fonksiyonunun bir minimumu denir.
Eger x noktasi z € U € X aglk komgulugu tizerinde bir minimum ise =z
noktasina f fonksiyonunun yerel minimumu denir. U = X ise z noktasina f

fonsiyonunun global minimumu denir.
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ONERME 3.21: X bir Hilbert uzay; f : X — R U {4co} alttan yan

siirekll olsun.

a) g € X noktas1 f fonksiyonunun bir yerel minimum noktasi olsun.

O zaman 0 € Op f (o) -

b) S € X kompakt kiime ve S Ndomf # @ olsun. O zaman f fonksiyonu S

kiimesinde alttan simirhidir ve S izerinde minimumunu alir.

Kanit: a) o € X noktasi f fonksiyonunun yerel minimum noktasi oldugun-

dan Vz € B (zo,6) icin

f (@) > f (w0) (3.21.1)

olacak bi¢imde zg noktasimin B (zg, §) komgulugu vardir. Vz € B (zg, §) olmak tizere

keyfi (z,a) € epif igin
a > f(zo). (3.21.2)
O zaman 3.21.2’ den = € B (20, 6) iken V (z,a) € epif igin
((0,-1), (z, )) < {(0,—1), (o, f (20)))
((0,=1), ((, &) — (20, f (20)))) <0 (3.21.3)
olur. S, = B ((xo, f (20)),6) Nepif olsun. Burada
B ((zo, f (20)) ,0) = {(z,0) € X xR : [|(z, ) — (o, f (z0))]| < 6}

dir.
Keyfi (z,a) € S, alalim. O zaman (z,a) € epif ve
(z,a) € B((zo, f (z0)) ,6) olur. Bu durumda

1z, &) — (@0, f (z0))|| = \/Ilw — zol* + (@ = f (0))* < § (3.21.4)

oldugunu elde ederiz. O halde ||z — zo|| < 6 yani z € B (zo,6) oldugu bulunur.

Boylece V (z,a) € S, igin z € B(z,6) olur. Bu durumda 3.21.3° den keyfi
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(z,c) € Sy = B ((zo, f (%0)),6) Nepif igin

<(07 —1) ) ((:L‘,Of) - (J:Oaf (1‘0))» S 0

oldugu elde edilir. Bu ise (0,—1) € NZ,. (2o, f (x0)) olmas: demektir. Buradan

proximal subgradientin tanimindan

0 € 0pf(zo)

olur.

b) Once domf kiimesinin kapali oldugunu gosterelim. Vi = 1,2, ... icin

z; € domf olmak iizere i — oo iken z; — z, olsun. O zaman f z, noktasinda alttan
yar1 stirekli oldugundan € =  icin Vz € B (,, ,) iken

1

f($*)—‘2‘<f($)

olacak bigimde 6, > 0 vardir. i — oo iken z; — z, oldugundan 6, > 0 igin ¢ > N,
iken z; € B (z,,6,) olacak bigimde N, > 0 vardir.
O zaman Vi > N, icin

1
fla) =5 < fz) (3.21.5)
olur. V7 icin z; € domf oldugundan f (z;) < +oo.
O zaman 3.21.5’ den i = N, + 1 igin
1
f (@) —5< f(zn,41) < +oo

yani z, € domf olur. Boylece dom f kiimesinin kapal oldugunu gordiik.
S C X kompakt, domf kapali oldugundan S N domf kompakt kiime olur.
S, = SNdomf olsun. O zaman S, kompakt kiime ve f : S, — R olur. Agiktir

ki;
i = inf .
) =)
insf f(z) = @ olsun. & = —oo olmadigim gosterelim. Aksini varsayalhm; yani
TEDx
insf f{z) = —o0 olsun. O zaman infimum tammindan Vn = 1,2, .. i¢in
TES«
f(zn) <—n
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olacak bicimde z, € S, vardir. Vn = 1,2, .. i¢in z,, € S,, S, C X kompakt oldugun-
dan genelligi bozmadan n — oo iken z, — z, olacak bicimde z, € S, oldugunu

varsayabiliriz. Bu durumda f fonksiyonunu X’ de alttan yar: stirekli oldugundan

f(zy) <liminff (z,) <liminff (z,) < im —n = —o0

T—zg Zn—T0 n-c0

olur. Yani f(z,) = —oo olur. f: S, — R oldugundan bu olamaz. Bu ise
xlé’lg f(z) = —c0 olmadigim kanitlar.

Se# 0, f: S — R oldugundan, inf f (z) = a < 00 oldugunu yani f’ in alttan

siurh oldugunu gorditk. Simdi inf fs(mx)ei* a, —00 < a < 400 oldugundan infimum
285,

tanimindan, Vn = 1,2, ... igin

(@) < a+ %  (3.216)

olacak bicimde z, € S, vardir. S, C X kompakt, Vn = 1,2,... i¢cin z, € S,
oldugundan, genelligi bozmadan, n — oo iken z, — z, olacak bigimde
z, € S, oldugunu varsayabiliriz. O zaman f fonksiyonu z, noktasinda alttan yari

siirekli oldugundan 3.21.6’ dan

H

f(z) <liminff (z) <liminff (z,) < lim ( )

T—IQ n—od n—oeo

(3.21.7)

olur. Ote yandan inf f (z) = «, z, € S, oldugundan f (z,) > c. Bu durumda; bu
€S,

son egitsizlikten ve 3.21.7” den z, € S, olmak iizere f (z,) = o oldugunu elde ederiz,

yani z, € S icin

f(ze) = o= nf f(z)

&S,

oldugu bulunur.

46



4. KLASIK TUREVLER

TANIM 4.1: f: X - RU {400}, z € domf ve v € X olmak iizere
L farn) - f @)

10 T

(4.1.1)

limiti varsa; bu limit degerine f fonksiyonun z € domf noktasinda v € X yoniindeki

yonlii tiirevi denir ve f' (z;v) ile gosterilir. Eger yukaridaki limit her v € X igin var

ve

f(zv)y = {fe(z),v)Vv € X (4.1.2)

olacak bicimde f/, (x) € X varsa, f fonksiyonu Gateaux diferansiyellenebilirdir denir

ve fi (z) € X’ e £’ in Gateaux tiirevi denir.

f(z) = ||z|| fonksiyonu i¢in z = 0 da
£(0+tw) — £(0)

f ) = lim ;
¢ |l — 0
_ it o]
tl0 t

ornegindeki gibi bir fonksiyon her yonde yone gore tiireve sahip olabilir fakat Gateaux

tiirevi olmayabilir.

Bir alttan yar siirekli fonksiyon bir z noktasimnda Géateaux tiireve sahip olabilir;

fakat o noktada stirekli olmayabilir.

ORNEK 4.2:
A= B((0,0), )N\ {(z,y) € B((0,0),1): 0<z<1,0<y <z}
olmak iizere
0 ;(z,y)e A
1 (zy) ¢ A

fonksiyonu verilsin. f fonksiyonu OA tizerinde alttan yar stireklidir.

R =R f(z,y)=
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v

Sekil 4.1: Bir A ki{imesinin sekli

£ ((0,0) +#v) — f ((0,0)
t

£1(0,0),0) =T ~0

0= f"((0,0),v) = {(0,0),v) = f"((0,0)) = (0,0) e R?

dir. Fakat f (0,0)’ da stirekli degildir. Bu nedenle f Fréchet tiirevlenemez.

TANIM 4.3: f: X — RU {+x}, z € domf ve v € X olmak {izere
4.1.2 esitligini saglayan bir ff, (z) € X var olsun; yani f fonksiyonu bir z noktasinda
Géteaux diferansiyellenebilir olsun; ayrica 4.1.1° deki yakinsaklik X’ in sinirh alt
kiimelerinde v’ ye gore diizgiin olsun. O zaman f fonksiyonu x noktasinda Fréchet
diferansiyellenebilirdir denir ve bu durumda f%, (z) yerine f’ (z) yazilir ve f’ (z) € X’
e Fréchet tirev denir.

Bu tanim;

her 7 > 0 ve € > 0 igin 6 (g,7) > 0 vardwr 8yle ki her [t| < 6 (e,7) ve |[v]| < 7 igin

f(z+tw) - f(z)
t

—< fl(x),v><e

kosuluna denktir.
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Sonlu boyutlu durumda bile diferansiyellebilmenin iki notasyonu denk

degildir.

f fonksiyonu bir z noktasinda Frécehet diferansiyellebilirse x de siireklidir; fakat

bu Géateaux diferansiyellebilme icin gecerli degildir.
f, g+ X — R fonksiyonlar1 z € X noktasinda Fréchet difreransiyellenebilir
olsunlar. O zaman f+g, fg ve % (g (z) # 0 1le) fonksiyonlar: da klasik durumdaki

gibl z noktasinda Fréchet diferansiyellenebilirdir.
(f£9) () = f(=z)£4 (z)
(f9) (@) = f(2)g(x)+f(z)g (&)
Yo _ (£ @9@-f@d @)
(9) @ = ( g% () )

Simdi Ortalama Deger Teoremini ifade edelim ve ispatlayalim.

TEOREM 4.5: f € F(X) fonksiyonu z, y € X olmak iizere [z,y] =
{t + (1 —-1t)y:0<¢t <1} dogru | parcasmmi igine alan agik bir U komgulugu

tizerinde Gateaux diferansiyellenebilir olsun. O zaman ¢, € (0,1) olmak {izere

fly) =1 (@) ={f6(2),y—x)

olacak bigimde z = tox + (1 — o) y vardar.

Kanit: Ortalama Deger Teoreminin kamtini g (t) = f(z +t(y —z)) ile
tammlanan g : [0,1] — R fonksiyonuna klasik bir boyutlu ortalama deger teo-
remini uygulayarak verilebiliriz. f fonksiyonu [z,y]" yi iceren U acik komsulugu
iizerinde Géteaux diferansiyellenebilir oldugundan g fonksiyonu her ¢ € (0,1) icin

diferansiyellebilirdir.

g(1) = Fly) (4.5.1)
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olur. Zincir kuralim kullanarak ¢ (¢)’ nin ¢’ ye gore tiirevini alirsak

g )= folz+tly—1)(y—z (4.5.2)

elde ederiz. Bir boyutlu ortalama deger teoremi geregince 3ty € (0,1) 3

9(1) = g(0) =4g'(to) (1 -0) (4.5.3)

yazabiliriz. Buradan 4.5.1, 4.5.2 ve 4.5.3 egitsizliklerini kullanarak

fly)—f(z)=folz+to(y—2) (y—=)

elde edilir. z =z + ¢, (y — z) dersek

f@) = flz)=f6(2)(y— =)

elde edilir.

9imdi zincir kuralin agiklayalim.Bunu ifade etmek igin diferansiyellebilmeyi iki

Hilbert uzay: arasindaki dontigiimlere genigletelim.

TANIM 4.6: X; ve X, sirasiyla ||.||; ve ||.|l, normlar ile verilen iki Hilbert
uzayl olsunlar ve F' : X; — X, bu uzaylar arasindaki bir doniigiim olsun. X;’ den
Xy’ ye sirh lineer dontsiimlerin uzaym L (X3, X») ile gosterelim. z € X; olsun.
F’ nin 2’ de Gataeux tiirevi; her v € X5 igin

]-ggl F(z —l—t?)t) —F(z) B (2) ()

=0
2

saglayan bir F( (z) € L (X, Xs) elemamdir. Ayrica iistteki limit X3’ in sirh
kiimelerinde v’ ye gore diizgiin ise, o zaman F Fréchet diferansiyellenebilirdir ve
Fg (z) yerine F' (z) yazilir.

Skaler durumdaki gibi X;’ den X5’ ye iki doniisiimiin toplaminin tiirevi tiirevlerin

toplamina egittir.

Simdi zincir kuralini diigiinelim. X;, Xy ve X3 Hilbert uzaylarive F' : X7 — X,

G : Xy — X3 olsun.
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Varsayahm ki F' z € X;’ de; G F (z) € Xy de Fréchet diferansiyellenebilir olsun.
O zaman GoF : X; — X3 bileskesi z € Xy’ de Fréchet diferansiyellenebilirdir
ve G'(F (z)) F' (z) € L (X1,X3), olmak iizere

(GoF) (z) =G (F(x)) F (z)

dir.

TANIM 4.7: X bir Hilbert uzay; U C X agk birkiime ve f: U — R
olsun.
i) f U’ nun herbir noktasinda Fréchet diferansiyellenebilir ve f'(.) : U — X
fonksiyonu U tizerinde siirekli ise o zaman f U tizerinde C 1 dir denir ve f € C* (V)
yazilir.
it) f'(.) : U — X fonksiyonu U agk kiimesinin herbir noktasinda Fréchet
diferansiyellenebilirse bunun = € U’ daki tiirevi f” (z) € £ (X, X) ile gosterilir.
f"(): X — L(X,X) U tizerinde siirekli ise f’ ye U iizerinde iki kez siirekli difer-
ansiyellenebilirdir denir ve f € C?(U) yazanz. Ozel olarak U = X ise f € C?

yazilir.

f():UCX — R fonksiyonu z € U noktasinda ikinci mertebeden f”(z) €
L (X, X) Fréchet diferansiyeline sahipse f ikinci mertebeden kalanl Taylor agilimina
sahiptir. Bu durumda; z’ in 6yle bir B (z;7) komsulugu vardir ki bu komguluktaki
her ¥ icin;

) = F @)+ @)y —a)+ 5 (" (2) - 2),y )

yazilabilir. Burada z z ile y’ yi birlegtiren dogru parcasi lizerindedir.

Eger f” (y) nin normu y € B(z;n) lizerinde 20 > 0 sabiti ile sirh ise; her

y € B(z;n) igin
F@)>f@)+{(f(=),y—z)—cly—z| (4.7.1)
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ONERME 4.8: a) X bir Hilbert uzay ve z € X olsun. f : X — R
fonksiyonu f (y) = ||y — z||” ile tanimlansm. O zaman f € C? dir ve
Vy € Xicin f'(y) = 2(y—z) dir ve I € L(X,X) birim doniisim olmak iizere
" (y) = 2I dir.

b) ¢ > 0 sabit z, { € X olmak iizere g : X — R fonksiyonu
1
9(y) = [@+2(Cy—z) — ly—=|’]®

ile tammlansin. O zaman z’ in bir U komsulugu i¢in g € C*(U) ve ¢’ (z) = ¢ dir.

c) f(z) = ||z|| olsun. Bu durumda z # 0 igin f vardir ve f’(z) = 7oy dir.

Coziim: a) z € X ve f(y) = ||ly — z||* olmak iizere

) =i _ Jutw sl ly el
t t
_ (y—z+tv,y—z+tv) — |y —z|
t
_ (y—zy—a)+2(y—z,t0) + 2 (v,0) — Iy — 2|’
B t
_ lly—al® +2{y —z,t0) + ¢ (v,0) — |ly — a||”
t

= 2(y—z,0) +t|o|”

elde edilir. O halde

) () =2y —=z,v)
dir. Burada Fréchet diferansiyellenebilme tanimini kullamrsak

ltlfél f(y‘l‘t’l)t)——f(y) —(2(y—m),v)

= liml2ty— o)+l - @ —2),0)]

= limt ||v]|®
t10
= 0

elde edilir. Gercekten;
E C X siurl ise Ve > 0 igin 36 (¢) > 03 V0 <t < §(g),Vv € F igin

tvll> <e
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olur. Yani VE C X smurh alt kiimesi icin ¢ | 0 iken

fly+tv) — f(y)
t

lim

in - 2(y-2),0)

E kiimesinde diigiin olarak 0’ a yakinsar.

e(y) =2y —2z); E C X simurh, v € F olsun. O zaman ¢'(y) = 2I dir.

Gergekten;
t —

im || 2T —ely) .
10 t

= lim 2(y+tv—2)-2(y—2) —2Iv
t10 t

= lim ﬁ — 2v
t10 t

= lim0=0
¢10

dir. O halde f € C? ve f" (y) = 2I dir.

b) g(y) = [ +2¢(¢y— ) — |y — =||"]
ki; Vy € B (x;n) igin

1
2 olsun. ¢® > 0 oldugundan aqktir

¢ +2e(Cy—a) —lly—=|* >0

olacak bigimde n > 0 sayist vardir. U = B(z;n) olarak alalun. z noktasimn bir

komsulugu olmak iizere g (y)’ nin gradientini hesaplayalim.

Vgly) = V ([8 +2c{Cy— =) - l|y—w||2]%>
0+2c¢ +—2(y—z)
2[e2+2c(¢y — o) — Iy — 2]
o€ —(y—=)
[ +2¢(¢y —2) = |ly — <]

olup
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oldugundan ¢' (z) = ¢ dur.

¢(y) = Vgly) = o —(y=a) — olmak tizere p(y) = ¢ — (y—1z),
[ +2¢( y—a)—lly—=|?]*

q(y) =[F+2c{{z—z)— |z - :vHQ]% olsun. O zaman ¢ (y) = ’;—&% olur. Vy € U
icin p (y) ve ¢ (y) Fréchet diferansiyellenbilirdir; g (y) # 0 oldugundan ¢ (y) U’ da
Fréchet diferansiyellenbilirdir. ¢ (y) = Vg (y) oldugundan buradan g € C? (U)
oldugu bulunur.

¢) E C X siurh kiime olsun. O zaman Vv € E igin

2 2
izt ol =l _ et t] ~ o]
1111 = 1am
B 8% (o + 0ol + al)
_ el 2o, + £ ol = o
B e+ el + Jel)

2 (z,v) +1 Hv||2
im
B+l + 2
2(z,v)
2 |||l

=)
= (——,V).
] :
Ayrica simirl E kiimesinde diizgiin olarak
tlof*
lim2 (z,0) + ¢ [lv] :< z ,’U>
tlo ||z + to| + ||z ]l

oldugunu gosterebiliriz. O zaman z # 0 iken f (z) = ||z|| i¢in [’ (z) = T Olur.

Asagida verecegimiz karakterizasyon proximal sugradient tamiminda ¢ok genis

bir gekilde kullamhr ve buna proximal subgradient esitsizligi denir.
TEOREM 4.9: f € F ve z € domf olsun. O zaman
Vy € B (z;7)igin
¢ € Opf(z)e (4.9.1)
Jo,n > 03Vy € B(zn)iginf (y) > f(2) + ¢y —2) —olly -zl
Kanit: (<) f € F ve z € domf ve Vy € B (z;7n) icin

30,n>03 fy) > f(z)+{y—z)—aly—z|
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olsun. Buradan her y € B (z;7) ve her o > f (y) icin
a—f(z)+olly—zl”+(a-f@)] >y -2
elde edilir. O halde (z, f (z))’ in komsulugundaki her (y,a) € epif icin
(¢ =1, (@) = (2, f (@) < oll(y, @) - (=, f (@)

elde edilir . Onerme 2.10 geregince ((,—1) € NE, (z,f(z)) ve dolayisiyla
¢ € 0pf (z).dir. '

(=) ¢ € 0pf (z) olsun. O zaman (¢, —1) € NE,, (z, f (z)) olur,
Keyfi y € B (z;7) igin

F@2f@+{¢y—=z) —ally—z|

olacak bigimde n > 0 ¢ > 0 oldugunu gosterecegiz. O zaman Onerme 2.6 ile

36 >0>

(z, f (2)) € projeps (2, f (2)) +6 (¢, =1))

dir. Bu agik¢a her (y,a) € epif i¢in

16 (¢, = DI < ll{(z, f (2)) +8 (¢, D) = @ )’

olmasi gerektirir. o = f (y) alarak

82 1ICH” +6° < lle — y + 6CI° + (f (=) — £ () — 6)° (4.9.2)
S|P + 6% < (@ —y + 8¢,z —y + 6C) + (f (2) — f (y) — 6)*

SIICIP + 8% < Hlz — ylI> — 26(Cy — 2) + 6 I + (f (2) = £ (v) + 6)°
(F(2)~ fy) +6)° 28 +26(Cy—2)— |z -yl

vl

elde edilir. Yy € B (z;7) icin bu son esitsizligin sag tarafinin pozitif oldugu aciktir.
Gerekirse n > 0’ 1 kiiciilterek f’ nin alttan yar stirekliligi kullamlirsa y € B (z;7)
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elde edilir. Boylece 4.9.2 esitsizliginin karekokiinii alarak Yy € B (z;7) igin

1/2

F) 29w =Ff(z) -6+ {82+26(Cy—z)—lz—yl°} (4.9.3)

elde edilir. Onerme 4.8 geregince g’ (z) = ¢ ve ¢" ve 20 > 0 sabiti ile simirhdir. O

halde n’ y1 tekrar kiigiiltiirsek 4.8.1 esitsizligi geregince Yy € B (z;7n) igin

g(y) = g(@)+{Cy—2)—olly— =l

elde edilir.
Rakat £ (y) 2 9 (4) = f () = 6+ {8 +25 oy — =) — o — )"} "ve

oldugundan Vy € B (z,7) icin

F@) = f@)+{Cy—a)—olly -zl

elde ederiz .

Proximal subgradientlerin tamimi epigraph’ a proximal normaller yoluyla bir
geometrik yaklagimdir ve Teorem 4.9’ daki karakterizasyon geometrik olarak da

yorumlanabilir.

Her y € B (z;7) igin

F@)2f@)+{y—2)—oly—=z|

bigiminde ifade edilen proximal subgradient esitsizligi f fonksiyonunun z’ in bir

komsulugunda

h(y) = f(2)+{y—z)—olly—z|’
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olmak iizere y = z alimirsa h (z) = f (z) olacagindan h (z) quadratik fonksiyonunu
majorize ettigini iddia eder.
Yani proximal egitsizlik y — f (y) — h(y)’ nin yerel minimumunun 0 oldugunu

soylemektedir.

Teorem 4.9” u; (z, f (z)) noktasinda f fonksiyonunun epif’ ne ; aym noktada
teget olan X x R’ deki bir yuvarin varhgmma denk olan bir h paraboliiniin varligin
verir. Teoremdeki proximal subgradient tammi, alttan yari stirekli fonksiyon-
larin analizinde yararh olusundan daha ¢ok tanmin direkt kullaniminin miimkiin

olugundan 6nemlidir.

Asagidaki sonug klasik diferansiyellenebilme ile Op f’ in arasindaki iligkiyi agik-
layacaktir. Ayrica daha konveks kiimeler igin verilen proximal normal esitsizligin

bir benzerinin konveks fonksiyonlar icin Vy € X

f@) = @)+ (y—2)
bigiminde ifade edilebilecegini verecektir.

SONUG 4.10: f € F ve U C X acik olsun.

a) f z € U’ da Gateaux diferansiyellenebilir olsun. O zaman

Opf(z) C{fc(z)}.

b) f € C?(U) ise o zaman her z € U i¢in 8pf (z) = {f' (z)} .

¢) f konveks ise 0 zaman her y € X i¢in

(€0pf(z) & fy) 2 fz)+((y—2)

olur.
Kamt: a) f fonksiyonu z de Gateaux tiireve sahip ve ( € Opf (z) olsun.

O halde proximal normal egitsizlik 4.9.1 geregince 3o, > 02 Vy € B (z;7) icin
F@) = f@+(y—a) —olly—z|’
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yazabiliriz. Herhangi bir v € X i¢in y = z + tv yazarsak; 3o > 0 vardir > yeterince
kiiciik pozitif ¢ igin

flz+tv) - f(2)
¢

— (¢, 0) > —to ||v]?
dir. Burada f Géateaux diferansiyellenebilir oldugundan ¢ | 0 alarak
(fo (z) = Cv) >0

elde ederiz. v € X keyfi oldugundan ( = f;(z) sonucunu elde ederiz. Yani
Opf (z) € {f (2)} dir.
b) f € C*(U) ve z € U ise 4.7.1 esitsizligi geregince Vy € B (z;7) i¢in

Fy) = @)+ (' (2),y—2)—olly—=z|
olacak bigimde n > 0 ve 0 > 0 vardir. { = f’ () ise her y € B (z;7) i¢in
f@ 2 f@)+(Cy-2)-oly-qf’

olur. Boylece Teorem 4.9 ile f' (z) € Opf (z) elde ederiz. f € C*(U) oldupundan
Vz € U igin f' (z) = fi (z) . O halde a) sikkim da kullanarak

Opf (z) = {f (2)}

sonucuna ulagilir.

¢) (<) f konveks ve Vy € X icin f(y) > f(z) + ({,y — ) olsun ¢ € Opf ()
oldugunu gostermeliyiz. Proximal normal esitsizlikte 0 = 1 ve herhangi 7 > 0 alirsak

her y € B (z;7) icin

F@)=f@+(¢y—2) -yl

olur. Buradan Teorem 4.9 ile { € dpf (z) olur.
(=) Simdi ¢ € 9pf () olsun her y € X igin

fly) = fle)+{Cy— =)
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oldugunu gostermeliyiz. o ve n pozitif sayilarim segelim. y € B(z;n) olsun. O

zaman herhangi bir ¢ € (0, 1) i¢in B (z;71) agik komsulugu konveks oldugu icin
(1—-t)z+ty € B(z;n)
dir. ¥ yi (1 —t)z + ty alir ve f’ nin konveksligini kullanirsak

A=t)f(@)+tfly) > fF(A-t)z+ty)
> flz)+t({,y—z)—toly—z|
olur. Buradan
fl@)—tf (@) +tf(y) > fl2)+t((y—a)—olly—z|
tf(y) > tf(z)+t(Cy—z) ~ 20y —a|’

elde ederiz. Her iki tarafi ¢ ile bolerek

Fy)zf@)+{(y—=) —tolly -zl

ve burada da t | 0 iken

fl) > fz)+{(y—=)

sonucuna ulagiriz.

f stirekli diferansiyellenebilir olsa bile f’ nin proximal subdiferansiyeli bog

olabilir
Ornek: f (z) = —|z/*® C' fonksiyonunun z = 0 da proximal subgradienti

bog kitmedir. Yani dpf (0) = 0 dir.

ONERME 4.11: f € F olsun.
a) f fonksiyonu z noktasinda yerel minimuma sahip ise; o zaman 0 € Jpf ().

b) f konveks ve 0 € Opf (x) ise, 0 zaman z noktas: f’ nin bir global minimu-

mudur.
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Kamt: a) f z de bir yerel minimuma sahip ise tanim geregince n > 0 vardir

Syle ki her y € B (z;7) i¢in
fy) = f(z)
dir. Bu egsitsizligi

f ()

Y

f (@) +(0,y—z) -0y — |

> fl@)+(0y=2) - |yl

seklinde yazabiliriz. Bu esitsizlik ¢ = 0 ve ¢ = 1 olan proximal subgradient egitsi-

zligidir. Boylece Teorem 4.9’ dan

0e apf (CC)
elde edilir.
b) f konveks ve 0 € Op f (x) olsun .O halde Sonug 4.10° den her y € X i¢in
£ ) > £ (&) + (0,5 —a)

dir. Buradan her y € X icin

f) = f(z)

elde edilir .Bu da z noktasinin f 'nin global minimumu oldugunu gosterir.

TANIM 4.12: f: X — RU{—oc} istten yan sirekli olsun. f

fonksiyonunun z noktasindaki proximal superdiferansiyeli

0 f (z) = —0p (—f) (z)

seklinde tanimlanir.

ONERME 4.13: o) — f € F ve 2 € dom (—f) olsun.

O zaman
( € f(z)e
3o, > 03Vye B(zn) icin f(y) — ((y—2z)—clly—z||* < f(2)
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b)U C X agk, z € U, f: U — R fonksiyonu U {izerinde stirekli ve Opf (z) # 0
ve 0P f (z) # 0 olsun. O zaman f z noktasinda Fréchet diferansiyellenebilirdir ve
Opf (z) = {f'(z)} = 07 f (z) dir.

c) X sonlu boyutlu f € F konveks ve z &€ intdomf’ de stirekli olsun. O zaman

Opf(z) # 0 dir. Aynca O8°f(z) # 0 ise f fonksiyonu z noktasinda Fréchet

diferansiyellenebilirdir. .
Kanit: a) ¢ € 87f(z) olsun. O halde 87f(z)’ in tammmndan ( €
—0p (—f) (z) dir. O halde —¢ € 9p (—f) (z) dir. Buradan Teorem 3.23 geregince
Vy € B (z;n) igin
& Jon>03—f(y) > —f@)+(-(y—z)—oly—a|’
e f@)<f@+{y—a) +ally—=z|vye Bz
s f) - {Gy—a) —aly—zl’ < fe)Vy € B(zn)
elde edilir.
b) Opf (z) # 0 ve OF f () # 0 oldugundan ¢ € pf (z) ve p € 8F f (z) alahm. O

zaman B (z;71,) C U olmak tizere Vy € B (z;7;) igin

F@) = f(@)+(y—2)—olly—z| (4.13.1)
olacak bigimde n; > 0 ve oy > 0 ve B (z;7,) C U olmak iizere Vy € B (z;7,) igin

fz)>fy) - py—1z)— o2y —z’ (4.13.2)

olacak bigimde 7, > 0 ve oo > 0 vardir.

n, = min{n,,n}, 0x = 01 + o3 olsun. O zaman 4.13.1 ve 4.13.2’ den Vy €
B(z;n,) C U igin

C=py—a)—oely—z|* <0 (4.13.3)

olur.
¢ = p oldugunu kanitlayahm. Aksini varsayalm. ¢  polsun. O zaman (—p # 0

olur.

a<min{H<—2‘£U,n*}, y*::c—l—ﬁa (4.13.4)

"
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olsun. O zaman y, — z = ”g—:%”a, llyx — z|]| = @ olur. o < 7, oldugundan y, €

B (z;n,) oldugu bulunur. O halde

(- py—2) =0l —al’ = <C—p,ﬁa>—a*a2 (4135)

= al¢—pl - o.0?

= a[l|¢ —pll — o0
Yx € B(z;7,) oldugundan 4.13.3 ve 4.13.5’ den
¢ = pll = gux <0 (4.13.6)

olur.

Ote yandan 4.13.4" den o < ”CT"?' oldugundan ||¢ — p|| — 20, > 0 ve buradan ise

1€ =pl| — 0w >0 (4.13.7)

oldugu bulunur. 4.13.6 ve 4.13.7 celigdiginden varsayimimiz dogru degildir. Yani
¢ =p. '_
Boylece V¢ € 8pf (z) ve Vp € 87f(z) igin ¢ = p oldugunu kamtladik. O

zaman buradan

opf (z) =" f (z) = {(} (4.13.8)

olur. Yani dpf(z) ve O87f(z) tek elemanh olmak {izere egit kiimelerdir.

Opf (z) = {¢} oldugundan Vy € B (z;75) C U i¢in

Fy) > Fz)+(y—2) —offly—z” (4.13.9)

olacak bi¢imde o} > 0 ve n} > 0 vardir.

Keyfi simirhh B C X kiimesi alalim ve

K =sup{|v]|:ve E}+1, 1t = ”—Ié (4.13.10)
olsun. O zaman Vt € [0,73] ve Vo € E igin
y=2x+tv € B(z;n]) (4.13.11)
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olur. Bu durumda 4.13.9 ve 4.13.11’ den V¢ € [0, 73] ve Vv € E i¢in
f (@ +t0) = f (2) = (¢ tv) = —o38 o]l

olur. O zaman buradan ve 4.13.10’ dan Vv € E ve Vt € (0, 77}) icin

flz+tv)— f(z)
t

—{¢,v) > —at K2t

oldugu bulunur.

Simdi 8% f (z) = {¢} oldugundan Vy € B (z;7}) igin
F@) < f@)+(Gy—a)+aslly—zl’

olacak bicimde n5 > 0 ve 03 > 0 vardir.

ﬂ

B %

I
=S

olsun. O zaman Vv € E ve Vt € [0, 73] icin
y=zx+tv e B(i;ng)
olur. 4.13.13 ve 4.13.14’ den Vv € E ve Vt € [0, 73] icin
f(z+t) = f(2) = (¢ to) < —o5t? ol

olur. Buradan ve 4.13.10’ dan Vv € E ve Vt € [0, 73] i¢in

f(x+t“t) —f('r) _ <C>7)> < —O’EKzt

oldugu bulunur.

(4.13.12)

(4.13.13)

(4.13.14)

(4.13.15)

o, = max{o¥,0%}, 7. = min {73, 75} olsun. O zaman 4.13.12 ve 4.13.15’ den

Yo € E ve Vt € [0, 7,] icin

—0, K%t < flz+ twt) —f=) — (¢, v) < —0, Kt

olur.
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Keyfi € > 0 alalim. 79 = min {fr*, g*—EK—Q} olsun. O zaman 4.13.16’ dan Vv € E
ve Vt € [0, 7o} igin

.f(xm)—f(x)

¢ - <C,’U>

<e

oldugu bulunur. Bu ise £ C X kiimesinde diizgiin olarak

{f (z + t?;) —flz) (Cm)} 0 (4.13.17)

lim
t—+0

olmas: demektir. £ C X keyfi simrh kiime oldugundan 4.13.17’ den ¢ = f (z)
oldugu bulunur. O halde

0 (2) = 0 f (¢) = {/ (@)}

olur.

c) (z,f(z)) € Oepif oldugunu gosterelim. Vk = 1,2,.... i¢in ap > f(z),
Br < f(z), k— coiken ap — f(z)—0, B, — f(z)—0 olmak tzere {ax},, ve
{Br}re, dizileri alalim. ‘

Agiktir ki Vk = 1,2,... icin (z,0x) € epif ve (z,0;) € epif ve k — oo iken
(z,06) = (=, f (), (z,B;) — (z, f (z)). Bu durumda (z, f (z)) € depif oldugunu
elde ederiz.

f konveks ve alttan yar: siirekli fonksiyon oldugundan epif konveks ve kapali
kimedir. (z, f (z)) € Oepif, f fonksiyonu konveks ve z € intdomf noktasinda
stirekli oldugundan f fonksiyonu intdomf’ de yerel Lipshitz oldugundan, ayirma
teoremine gore, (bkz (Rudin 1973)) V(y,a) € epif icin ||(ps,—b)|| = 1 olmak

lzere

((pes =1) , (3, @) < (P, =), (=, f () (4.13.18)

olacak bi¢imde (p,, —b) € X x R vardir.
O zaman 4.13.18 den V (y,a) € epif icin

(Pury) — b < (ps, z) — bf (2) (4.13.19)
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oldugu bulunur. b > 0 oldugunu kamtlayalim. 4.13.19’ da y = z alirsak, Va > f (z)
icin (z, ) € epif oldugundan dolayi, Yo > f (z) igin

(e, ) — ba < (py, z) — bf ()
ve
bla—f(z)) >0 (4.13.20)

oldugu bulunur. o > f (z) oldugundan 4.13.20’ den b > 0 oldugu bulunur.
9imdi b = 0 oldugunu varsayalim. O zaman 4.13.19’ dan V (y,a) € epif icin

(e, y) < (v 2)

yani

(Peyy—2) <0 (4.13.21)

oldugu bulunur. (y,a) € epif keyfi oldugundan 4.13.21 den Vy € X igin

(ps,y — ) < 0 oldugunu elde ederiz. O zaman buradan psx = 0 bulunur.

O halde (p,, —b) = 0 ve ||(ps, —b)|| = 0 olur. Bu ise ||(ps, —b)|| = 1 oldugu ile gelisir.
Boylece b > 0 oldugunu kanitladik. O zaman 4.13.19 esitsizligini —b’ ye bolersek,

Y(y,a) € epif igin

Q
Vv

Dy
<? >—< z) + f (a) (4.13.22)
@)+ (By-q)

oldugu bulunur. Vy € X igin (y, f (y)) € epif oldugundan 4.13.22' de o = f (y)
alirsak Yy € X icin

a 2

F) 2 f@)+(By-2)

oldugunu elde ederiz. Bu ise; & € Opf (z) olmasi demektir. O halde Opf (z) # 0

oldugunu elde ederiz.

Simdi 87 f (z) # 0 oldugunu varsayahm. Bu durumda 0Ff (z) = 0pf (z) ve
8% f (z) ve Op f (z) kiimelerinin tek elemanh olduklarim kamtlayalim.
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V¢, € Opf (z) ve ¢, € OF f (z) alalim ve (; # (, oldugunu varsayalim. O zaman
Onerme 4.11.(c)’ den Vy € X icin

fy) 2 fz)+ oy —) (4.13.23)

ve Yy € B{z;7n) i¢in

F@) < f@)+{ny—a)+olly—az|® (4.13.24)

olacak bicimde n > 0 ve ¢ > 0 vardir. Bu duwrumda 4.13.23 ve 4.13.24° den
Yy € B (z;n) igin

(G —Chy—z)+oly—z|*>0

olur. Buradan Vy € B (z;n) ve y # z i¢in

<<2 ¢, ” ”> +olly—z|| >0 (4.13.25)

oldugu elde edilir.

(=Gl =v>0o0lsun. g, =imin{I,n} vey, =z — ﬁ:—gﬁa} alalim. Acgiktir
ki; ||y, — z|| = €, < 1 yani y, € B(z;7n) ve

Yo —T 1(2 (4 _ GG

|y — xH & |ICo — Cl“ Y

O zaman 4.14.15’ den y, € B (z;7) igin

<C2‘C17~C2_C1>+06* > 0
g
1
—;<C2—C1>C2—C1>+Ue* > 0
2
—l+a£* > 0
Y
Ex = X
o

olur. Bu ise ¢, < %% oldugu ile celigir. O zaman varsaymumiz dogru degil ve

¢, = (. Boylece V¢, € Opf (z) ve V¢, € 8F f (z) igin ¢; = ¢, oldugunu gordik. Bu

ise Op f (z), OF f (z) kiimelerinin egit ve tek elemanh olmasi demektir.
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Opf (z) = 8F f (z) = {¢,} olsun. O zaman f konveks oldugundan, keyfi y € X
icin
Fly) 2 fz)+ oy — =) (4.13.26)
ve Yy € B (z;7n)
fly) < f(2)+ Gy —2) +olly —aff” (4.13.27)
olacak bigimde > 0, o > 0 vardir. 4.13.26 ve 4.13.27 den Vy € B (z;7) igin
0< f(y) = f ()~ oy —2a) <oly—a|”

yani

1f @) — f(2) = oy —2)| S olly —2|)” (4.13.28)

olur. Smirh keyfi D C X kiimesi alahm. 7, = sup|la|| + 1 olsun. D smrh
oldugundan r, € [1,400). Keyfi e > 0 Sa}flSl»ala,hl?I"le.D O zaman keyfi ¢t € [0, 6,]
icin z +tD C B (z;¢€) olacak bigimde pozitif 6, = 6 () < oz sayis1 vardir.

O zaman Vv € D, Vt € [0,6,] igin z + tv € B (z;¢) olur ve bu durumda 4.13.28” den

Vo e D, Vt € 10,6, i¢in

|f (2 +1t0) = f(z) = (Gortv)| < o fftw]|”
Lot 2T )| < wlf?
< 5*(77“3
2
< UT%OT* =€
olur. Boylece Ve > 0 igin § € [0, 6,] iken Vv € D igin
/ (‘”t”t) i A )P (4.13.29)

olacak bicimde 6, = 6 (g) > 0 sayisiun oldugunu kamtladik. D C X keyfi simirh
kiime oldugundan f' (z) = ¢, oldugunu elde ederiz. Yani f fonksiyonu z noktasinda

Fréchet diferansiyellenebilirdir.
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Simdi
Opf (z) + Opg (z) = Op (f +g) (2)
toplam kuralimin dogru olup olmayacagini incelecegiz.
ONERME 4.14: a) 9pf (z) + 0pg (z) C 3p (f + g) (z) dir.

b) Her ¢ > 0 icin Op (cf) (z) = cOpf () dir.
Kamt: a) Eger 0pf (z) = 0 veya Opg (z) = 0 ise, 0 zaman

Opf (z) + Opg (z) =0

olur ve Opf (x) + Opg () C Op (f + g) (z) oldugu aciktir.
Opf (x) # 0 ve Opg (z) # 0 olsun. Bu durumda

Opf (z) + Opg (z) C Op (f +9) (2)

oldugunu gosterelim. Keyfi ¢; € 9pf (z) ve {5 € Opg(z) alalim. O zaman keyfi
y €y € B(z;m) icgin

f@) = f@)+ ¢y —2)—oilly — =’ (4.14.1)
olacak sekilde o > 0 ve n; > 0; keyfl y € B (z;7,) i¢in

g(y) > g (@) +(Cy—2) — o2y — 2| (4.14.2)

olacak gekilde oo > 0 ve 1y > 0 vardir.
n, = min{n,, .}, 0, = max{oy, s} olsun. Agktwr kin, > 0 ve o, > 0 dir.
4.14.1 ve 4.14.2’ den Yy € B (z;7,) i¢in

Fy) > f @)+ (Chy—2)—olly— =l (4.14.3)

ve

9(y) = g(@ + ((oy— ) —ovly — 2l (4.14.4)
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olur. 4.14.3 ve 4.14.4’ den Vy € B (z;7,) icin
F@+9) = f @) +g@)+ (G + ¢y —2) =20,y -l (4.14.5)
oldugu elde edilir. oy = 20, dersek og > 0 olur. 4.14.5’ den keyfi y € B (z;7,) icin
f)+9@) = f(@)+g(@) + (i + ¢y —2) —oolly —=|”

oldugu bulunur. Buise {;+(, € 0p (f + g) (z) demektir. Boylece keyfi (; € Opf (z)
ve (5 € Opg () i¢in (; + (5 € Op (f + g) (z) oldugunu gordik. Bu ise

Opf (z) + Opg (z) C Op (f +g) ()

demektir.

b) ( € 0p(cf) (z) olsun. O zaman Vy € B (z;7) icin
cof ¥) 2 cf (@) + (¢ y—2)—oly—z|
olacak bigimde ¢ > 0 ve n > 0 vardir.c > 0 oldugundan buradan Vy € B (z;7) igin

F6) 2 f@ -+ (Sy-a) - Ly —alf (4146)

olur. 0, = £ dersek o, > 0 ve 4.14.6’ dan Vy € B (z;7) igin
¢ 2
)z @)+ (Zy—2)—olly-q

olur. Buise & € 8pf (z) yani ¢ € cOpf (z) olmast demektir.

Boylece V¢ € 0p (cf) (z) igin ¢ € cOpf (z) oldugunu gordiik. O zaman

ap (Cf) (ac) C Capf (m) (4147)

olur.

Simdi

oldugunu kanitlayalim.
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¢ € cOpf (z) alalim. O zaman % € Opf (z) olur. Bu durumda Vy € B (z;7) icin
2@+ (Sy-o)=oly-al’
olacak bigimde n > 0 ve ¢ > 0 vardir. ¢ > 0 oldugundan Vy € B (z;7) igin
cf (y) > cf (z) + (¢, y — z) — oclly — =’ (4.14.9)

olur. o, = oc dersek; o, > 0 ve 4.14.9’ dan Vy € B (z;7) igin

cf (y) 2 cf (@) +{(y — ) — o lly — 2l

olur. Buise ( € Op(cf){(z) olmasi demektir. Boylece V¢ € cOpf (z) icin
¢ € 0p (cf) (z) oldugunu gorditk. O zaman 4.14.8 dogrudur. 4.14.7 ve 4.14.8 den

Op (cf) (z) = cdp [ (z)

oldugunu elde ederiz.

ORNEK 4.15: 9p (f + ¢) 'nin bos olmadigina fakat dp f (z) veya dpg (z)
‘lerden birinin bog olduguna dair bir 6rnek veriniz.
Coziim: f(z) = |z|, g(z) = —|z| olsun. Bu durumda (f +g)(z) =
|z| — |z| = 0 olur. '
Agiktir ki z = 0 iken f (z) = 0, g (z) = 0 veya bagka deyisle (0,0) € epif ve
(0,0) € epig dir.

Acgiktir ki
epif = {(z,0) eRxR:|z| <a}
NG ((0,0) = {(¢.B) eRxR:—|(] >4}
Opf (z) = {¢€X:((~1) € Ngy (=, f (2))}
oldugundan

Opf(0) = {¢CeR:(¢,-1) € NS, (0,f(0)}
= {(eR:-|(|>-1}
= {(eR:|¢| <1} =[-1,1]
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olur. Yani f (z) = |z| icin pf (0) = [—1,1] 5 0 dir.
g9(z) = —|z| i¢in
epig = {(z,0) ERxR:~|z|<a}
NL:, (0,00 = {(0,0)}.

O zaman

Opg(0) = {CeR:(¢(,~1)e Nz, (0,

= {CeR:((,-1)=(0,0)}

olur. Keyfiz € Ricin (f + g) () = 0 oldugundan (0,0) € epi (f + g) oldugu agiktr.

0)}
0

epi(f+9) = {(z,0)eRxR:0<a}
Niir+9 (0,00 = {((,8) eRxR:(=0,6<0}
olur. O zaman
8p (f+0)(0) = {CER:((,~1) € NEyppy (0,00}
— {CER:((,-1) €{((,H) ERXR: (=0, <0}
= {0}
Yani
9p (f +49)(0) = {0} #0

olur. Boylece f (z) = |z|, g (z) = — |z| igin 8pf (0) = [~1,1] # 0,
0pg (0) =0,0p (f + g) (0) = {0} # 0 oldugunu gordik.

Asagidaki 6nerme proximal toplam kuralidir ve temelde fonksiyonlardan biri C?

iken toplam kurali geceli olur.

ONERME 4.16: f € F, z € X ve g z noktasmun bir komsulugunda C?

olsun. O zaman
Cedp(f+9)(z)=C—g (z) €0pf(z)
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dir..

Kamt: ¢ € 9p(f +g)(z) olmak tizere ( — ¢'(z) € Opf (z) oldugunu
gosterecegiz. g € C? oldugundan —g € C? olur. O zaman keyfi y € B (z;7;)

i¢in
~g(y) 2 —g(2) +{~¢' (&) ,y —2) ~ ou |y — z||"

olacak bi¢imde oy > 0 ve 1, > 0 vardir.

Bu egitsizlik
9(y) < g(2)+ (g (@),y—2) +ally 2|
esitsizligine denktir. Buradan da Yy € B (z;7,) icin
~g(¥) +9(@) +o1lly -z’ = (~d (2),y — @) (4.16.1)
elde ederiz. ¢ € 9p (f + g) (z) ise Teorem 3.23 geregi Vy € B (z;7,) icin
F@+9w) —f (@) —g@)+oally -2’ > Gy —2)

olacak sekilde o5 > 0 ve 1y, > 0 vardir. Buradan da Vy € B (z;7,) igin

F@+90) - f@)—g@+oly—z|’>(y—a). (4.16.2)

0y = 01+ 09, N, = min{n;,7,} olsun. Simdi 4.16.1 ve 4.16.2 esitsizliklerini taraf
tarafa toplarsak Vy € B (z;n,) icin

f)—f@ +olly—cl’ = —¢ @),y —2)

sonucuna ulagiriz. Bu da ¢ — ¢’ (z) € Op f (z) oldugunu soyler.
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ONERME 4.17: f € C?, § C X kapah kiime,

minf (y) = minf (y) = f(z)

olsun. O zaman
—f'(z) € N§ (z)

dir.
Kanit:

0 ;yes
Is(y) =
+oo ;yé¢ S

olsun. S kapah kiime oldugundan, Is(y) fonksiyonu X’ de alttan yar: siireklidir.
O halde

F W) +1Is(y) = { W) wes (4.17.1)

+oo ;y ¢S
olur. Erél)?f (y) = I;’lelélf (y) = f (z) oldugundan 4.17.1’ den
min [f (y) + Is (y)] = min[f (y) + Is (y)] = minf (y) = [ (z)

yeX yeS yeS

olur. Yani z € S noktas1 y — f (y) + Is (y) fonksiyonunun minimum noktasidir. O

zaman Onerme 3.21.(a)’ dan

0€0p(f(z)+ Is(x)) (4.17.2)

olur. f € C?, Ig alttan yan siirekli oldugundan 4.17.2’ den ve Onerme 4.16’ dan

0—f (z) € Opls (x)

dir; yani
—f (z) € Bpls (z) (4.17.3)
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olur. z € S oldugundan, Onerme 3.18’ den 9pls (z) = N¥ (z) olur. Boylece 4.17.3’

den

~f (z) € NE (z)

oldugu bulunur.

TANIM 4.18: f: X — (—o00,00| fonksiyonu verilsin ve S C X olsun f

S kiimesi {izerinde. sonlu ve Vz,y € S icin

1f (@) = F Wl < Kz -yl

olacak bicimde K > 0 varsa f fonksiyonu S’ de Lipshitz kogulunu saglar denir. Eger
f fonksiyonu z noktasinin bir komsulugu tizerinde Lipschitz kosulunu sagliyorsa f
fonksiyonu z noktasimin komsulugunda Lipschitzdir denir. Eger f fonksiyonu her

z € S icin z noktasinin bir komgulugunda Lipschitz ise f ye S tizerinde Lipschitzdir

denir.

ONERME 4 19: f fonksiyonu o noktasmm bir komsulugu tizerinde
Lipshitz kogulunu saglasin. Herhangi ¢ € 0p f (z0) i¢in ||¢|| < K ’dur.

Kanmit: >0, S={z € X :|jz| =1}, z, € X,
S (%4,n) = {z € X : ||z — z.]| = 0} olsun.

T_) YT Tz 19.
S—{“y_m*H.yeS(*,n)} (4.19.1)

oldugunu gosterelim.

pe {uyiiiu Y Eg(ﬂ%’fi)} olsun. O zaman p = ¢#=7 olacak bicimde

v, € S (z,,n) vardir. Bu durumda, ||p|| = T l = 1 oldugundan p € S olur. O
halde
{ﬁiﬁL:yeﬁuhm}cﬁ (4.19.2)
ly — 2.l

olur. Keyfi p € S alalm. 4, = . +np olsun. O halde |y, — .|| = nllp|]| = 7; yani
. € S (z,,n) olur. Buradan

Y — Tx Y — Ty el
p= 6{ :yES@mm}
Iy — zell ~ Ully — 2|
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olur. p € S keyfi oldugundan

Sc {M Y€ ?(x*,n)} (4.19.3)
ly — .l

oldugunu elde ederiz. 4.19.2 ve 4.19.3’ den 4.19.1" in dogrulugu bulunur.

f fonksiyonu zo noktasmin bir komsulugunda K sabiti ile Lipschitz kogulunu
sagladigindan Vy € B (zg;7,) icin

| (y) = f (z0)] < K [ly — 2ol (4.19.4)

olacak bigimde K > 0 ve 7y > 0 vardir.

Keyfi ¢ € Opf (z0) alahm. O zaman Vz € B (2¢;7,) i¢in

f(¥) = f (z0) + (¢, y — 20) — 7 |ly — o[ (4.19.5)

olacak bigimden, > 0 ve o >0 vardir. 7, = 2min{ng,n,} dersek Vy € B (zo,7,)
i¢in 4.19.4 ve 4.19.5 saglanir.

4.19.5" den Yy € B (zg,7,) icin
¢,y = z0) < £ (y) — £ (20) = o lly — o (4.19.6)
olur. O zaman 4.19.4 ve 4.19.6" dan Vy € B (=0,7,) igin
¢y —20) < K |y — 2ol — o lly — zoll”* < K |ly — ol (4.19.7)
oldugu bulunur. S (zg,7,) C B (x0,7,) oldugundan 4.19.7’ den Vy € S (z0,7,) icin

(¢, y — o) < K [ly — ol

ve

<C, Hz:—iz”> <K (419.8)

oldugu elde edilir. 4.19.8 esitsizligi keyfi y € S (z0,7,) icin saglandigindan 4.19.8 ve
4.19.1’ den Vp € S igin

(¢.p) <K (4.19.9)

5



olur. Eger ( = 0 ise 0 zaman K > 0 oldugundan ||¢]| =0 < K olur.

Simdi ¢ # 0 olsun. O zaman 1 =

oldugu bulunur.

(e

1
€Il

7 € 5 oldugundan 4.19.9' dan p =

i)

(€0

1
¢l
¢l
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