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Bu galismada; bir R halkas: {izerindeki modiiliin, dik toplanan-
larmun, kési§im veya toplaminm yine dik fdplanan olmasi 6zellikleri
incelenmistir. Bu iki 6zellik arasindaki iligkilere ve endomorfizma
halkalar: {izerindeki karaktérizasyona yver verilmigtir. Son olarak
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In this study, the properties that the intersection or sum of direct
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was examined. In addition to this relationships between these two
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SIMGELER DiziNi

: kesigim

: esit’

: egit degil

: N alt modil M

: N esential alt modil M
: N complement alt modul M
: N dik toplanan M
: N kiiciik alt modiil M
: eleman

: eleman degil

: A dik toplam B

: f’ nin gekirdegi

: [’ nin gorintisi

: f’ nin A’ ya kisitlamsi
: f bileske g
: M sag R—modiil

: M sol R—modiil
: izomorfizma
: alt kiime
: 2’ in sol sifirlayicist

: 2’ In sag s1furlaylé131

: M’ nin singiiler alt modiili



1. Onbilgiler

Bu bsltimde ileriki béltimlerde kullanilacak bazi kavramlar ve bunlarla ilgili baz

temel 6zellikler verilecektir.

R, bir halka; M, degismeli bir grup olsun.

fiMxR—M

(m,r) — m.r

fonksiyonu ve m,l € M; r, s EIR igin
) (m+l).r=mr+lir
2) m.(r + 8) = m.r + m.s
3) (m.r) .s = m.(r.s)

sartlar1 saglaniyorsa M’ &e sag R—modiil denildigini hatirlayalim.

- Aksi belirtilmedikce halka, degismeli olmas: gerekmeye.ﬂ birimli halka ve
modiillerde birimsei sag R—modiil olarak almacaktir. R birirﬁli halka ve M’ de
bir sag R—modiil olsun. 7 € R ve m € M icin, Iy (r) = {m € M : mr =0} ve
rr(m) = {r € R : mr = 0} sag ideali i¢in kullanilacaktir.

1.1 Essential Alt Modiiller

Tamm 1 -M, bir R—modil ve N, M’ nin aolt modili olsun. Sifirdan farkle M’ nin
her K alt modiili icin NN K # 0 ise N’ ye M ’de essential veya M’ ye N’ nin

essential geniglemesi denir ve N <, M ile gosterilir.



Onerme 2 M, bir R—modiil ve K , N < M olsun. m € M igin asagidaki ozellikler
saglanar.

()N, M 0#meM igin NNmR #0

() K<SNigin K<, Mdir. & K<, N<,. M

(i) ASce BSMuve A<, B<M =AnA <, BNB' <M

(v) M= z.€EBIM,- ve heri€ I icin N; < M; = EINi <.M

(bakinaz [1]) .

Tanim 3 M bir R—modil olsun.
Z(M)={m & M : ml =0 olacak sekilde I <. R vardir}

kiimesi M’ min bir alt modiliidiir. Buna M’ nin singiler alt modili denir.
Z(M)={me M:r(m)<.R} olduju kolayca gorilebilir. Z (M) = M ise M’ ye

singtiler, Z (M) = 0 ise M’ ye nonsingiiler modil denir.

© Tanimm 4 M, bir R—modil ve N, M’ nin alt modili olsun. Herhangi bir K < M
igin N + K = M iken N = M oluyorsa N’ ye kiigik (small, superfluous) alt modiil

denir ve N <, M ile gosterilir.

Onerme 5 M bir R—modiil, K < N < M ve H< M olsun. Bu durumda;
(i) N <g; M dir ancok ve ancak K <, M ve N/K <, M /K dir.
(i) H+ K <; M dir ancak ve ancak H <, M ve K <, M dir.
(bakinaz [2]). |



1.2 Yari Basit (Semisimple) ve Ayristirilamaz (Indecompos-

able) Modiiller

Tanim 6 M, bir R—modil olsun. N < M alalbm. Efer A N' < M i¢in NNN' =0
ve M = N+ N ise M’ ye N ile N'’ niin dik toplams denir ve M = N @ N' ile
gosterilir. Bu durumda N ile N'’ ne de M’ nin dik toplanan: denir. N <q M ile
gosterilir. Ozel olarak M = R halkast igin, I = eR olacak bigimde e = e € R

idempotent elemans varsa I, R’ de dik toplanandsr.

Tanum 7 Bir M, R—modilinin sifirdan ve kendisinden baska dik toplanan: yoksa

M’ ye ayrigtirilamaz modil denir.

Tanim 8 Bir M, R—modiilinin sifirdan ve kendisinden baska alt modili yoksa M’
ye basit modil, M’ nin her d“lt modtli M’ nin bir dik toplanans ise M’ ye yart basit

modil denir.

Teorem 9 M, R—modili i¢cin asadidaki ifadeler denktir.
(z) M, yar: basittir.
(i2) M’ nin her alt modili basit alt modiillerin toplamadar.
(448) M, basit alt modillerin toplamadar.
(iv) M, basit alt modillerin bir dik toplamadar.
(v) M’ nin 0z essential alt modiili yoktur.

(bakimaz [3]).

Tanim 10 Y {N < M : N, M’ de basit alt modiil olsun} =N{K <M : K <, M}
kiimesine M’ nin Socle’ 1 denir ve SocM ile gdsterilir. Eger M modilinde basit
alt modiil yoksa SocM = 0 olarak tanimlanar. Ozel olarak M = R i¢in SocRg =
S {I:I, R’ de minimal sa§ ideal} dir.



Lemma 11 R birimli bir halka olsun. Bu durumda; SocRg, R’nin idealidir.

Kamit. SocRg, R’nin sag ideali oldugundan SocRg’ nin R’de sol ideal oldugunu
gostermek yeterlidir. Bunun igin @ € R alalim. O halde; aR, R’ de sag idealdir.
¢ : I — al , R homomorfizmasmi ¢ (r) = ar olarak tanimlayahm. Buradan; ¢
bir epimorfizmadir. Béylece; al = Imp = I /kery olup al basit veya sifirdir.
Oyleyse al sifir veya minimal sag idealdir. Buradan; al C SocRg dir. Boylece;
a(SocRg) =Y {al : I, minimal sag ideal} C SocRg dir. Dolayisiyla her a € R igin
a (SocRg) C SocRpg dir. Yani; SocRg’ nin R’de sol idealdir. m

1.3 Komplement Alt Modiiller

Tamm 12 7) A < M olsun. AN B = 0 ézellifine gore maksimal olan bir B alt
| modiiline A’ nan M’ deki léémplementz’ denir. Zorn Lemma’ nan bir uygulamase
olarak her alt modiiliin bir komplement: vardar.

i) A < M olsun. Eger A, M’ deki bir alt modilin komplementi ise A’ ya
komplement alt modil denir ve A <. M ile gdsterilir. Ornegin her dik toplanan bir
komplement alt modiildiir.

iii) Bir M modilinde her komplement alt modil bir dik toplanan ise M’ ye

CS—modiil denir.

Bir M modiiliiniin CS olmas: igin gerek ve yeter kogul M’ nin her alt mod-
iiliinin bir dik toplanan i¢inde essential olarak kapsanmasidir. CS-modiiller ile ilgili
kavramlar i¢in [1] ve [4] &nerilir. |

Onerme 13 A, B’ nin M’ deki komplementi ise B <. C < M olacak bigimde A’

nin bir C komplementi vardur. (bakimz [2]).



Onerme 14 A < M olsun. Asaindaki ifadeler denktir.
(1) A<, M dir.
() AKB<.,Mise B/A<,M/ /A dir.
(bakinaz [2]).

Onerme 15 C <. N <, M ise C <, M dir.

Kamt. S; C’ nin N’ deki komplementi ve T'; N’ nin M’ deki komplementi olsun.
Iddamiz; S ®T; C’ nin M’ deki komplementidir. C £ D < M olacak sekilde D alt
modiilting alalm. DN (S®T) # 0 oldugunu géstermeliyiz. DN N = C dir. Aksi

taktirde DN N NS # 0 olur. Buradan; d € D/N vardir 6yleki (N +dR)NT # 0

bulunur. Yani;

n+d7:=t750; neEN, TreR, teT (1)
dir. Eger, n € C ise n +dr € D olur ve ispat biter. n ¢ C ise

c+nr'=s#0; ceC,r€eR, s€S (2)
dir. (2)’ den r' (1)’ ¢ikartirsak

c—drr=s—tr'e (DN (SeT))/{0}

dir. m
1.4 Diizgiin (Uniform) Modiiller ve Diizgiin Boyut

Tamm 16 M, ssfirdan farklh R—modil olsun. Her 0 # X, Y < M igin X NY #£0
ise M’ ye dizgiin modil denir. Denk olarak M’ nin sifirdan farkly her alt modili
M’ de essential alt modildir.



Onerme 17 U, M’ nin dﬁzgﬁn alt modili olsun. U <, M dir ancek ve ancak U,

M’ nin maksimal diizgiin alt modilidir. (bakvmz [1]).

Tanim 18 M modili, sifirdan farkh alt modillerin sonsuz bir dik toplamana: kap-
samayorsa M’ ye sonlu (Goldie) boyutiu denir. Bir M modilinin sonlu Goldie
boyutuna sahip olabilmesi igin gerek ve yeter kogul oyle bir pozitif n tamsayis: ve U;
(1< i< n) dizgin alt modiller vardir oyleki élUi alt modiilleri M’ de essentialdur.
Bu durumda, n sayiss M modili igin degzl_g;;ezdir ki buda M’ nin Goldie boyutu

olarak adlandwrilur. Ozel olarak bir M modilinin Goldie boyutu sifirdir ancak ve

ancak M = 0 dir. Yine Goldie boyutu bir olan biitin modiller dizgindir.

1.5 Projektif ve Injektif Modiiller

Tanim 19 R bir halka ve P bir R—modil olsun. Eger her §: M — N epimorfiz-
mast ve her ¢ : P — N homomorfizmas: i¢in B¢/ = ¢ olacak bigimde ¢/ : P — M

homomorfizmas: varsa, yani;
P
0/ le

diagrama dejismeli ise P’ ye projektif modiil denir.

Tanim 20 i) M bir modil ve {zo},.; M’ nin elemanlarinin bir kiimesi olsun. I’

ael

nun her sonlu ve farkl elemanlarindan olusan o4, g, ..., o dizisi ve herry,ry,...,7n €
R igin
T1Toy +ToToy + oo +T0Za, =0 =M =19 = ... =71, =0

oluyorsa {4}, kimesine dogrusal bagimsizdur denir.

ael

1) Bir M modilint dreten dogrusal bagimsiz bir kiime varsa M’ ye bir serbest

(free) R—modiil denir.



Tanim 21 R bir halka ve Q bir R—modiil olsun. Eger her B : W — V monomor-
fizmast ve her a : W — @ homomorfizmas: igin 703 = « olacak bigimde vy : V — Q

homororfizmas: varsa, yani;

diagrams defismeli ise Q) ye injektif modil denir.

Tanim 22 A bir R—modil olsun. Her X < A i¢in herhangi ¢ : X — N homomor-
fizmasy, v: A — N homomorfizmasina genisliyorsa N’ ye A—injektif modil denir.

Eger; A modili A—ingektif ise A’ ya yar injektif modiil denir.

Tamm 23 A bir R—modil olsun. Her X < A igin herhangi ¢ : N — A/X
homomorfizmas, w : N — A homomorfizmasina genisliyorsa N’ ye A—projektif

modil denir. Ejfer; A modiilii A—projektif ise A’ ya yart projektif modiil denir.

Onerme 24 M bir R—modiil ve A bir indis kimesi olmak iizere (Us) yenr B—modiil
olsun.
1) 69 Uy, M—projektiftir ancak ve ancak her a € A igin Uy, M—projektiftir.
2) H U,, M—injektiftir ancak ve ancak her a € A igin U,, M—injektiftir.
(bakzmz [5]) .

1.6 Tam ve Split Dizi

Q41

Tamm 25 M bir R—modiil olsun. M’ nin her M;_1 = M; =5 M;q alt dizisi igin,
(2) im (04_1) = ker (o;) oluyorsa; M’ ye tam dizi denir.

(i1) im (0y_1) = ker (o) <4 M; oluyorsa; M, tam dizisine split tam dizi denir.

7



Onerme 26 U bir R—modiil olsun.
1)0 - M — M — M" — 0 dizisi tam ve U, M —injektif ise U, hem M'—injektif
hemde M"—injektiftir.
2) A bir indis kiimesi olmak tzere her o € A igin U, M,—imjektif ise U,
- ® M,—injektiftir.
acA
(bakinaz [5)).

1.7 Ozel Tipteki Matris Halkalar

S ve T birimli, degismeli olmasi gerekmeyen halkalar olmak iizere M, sol S—,
sag T'—bimodil olsun. Bu durumda;

S M| s m :
Tanim 27 R = T= :s€S, meM, teT ) kimesi bili-

0 T 0 ¢
nen matris islemleri ile birimli, defismeli olmast gerekmeyen bir halkadir. R’ ye

pargaly agikar genisleme denir.

Tamm 28 S birimli, dejigmeli olmass gerekmeyen halka olmak tizere M, sol S—,

sa§ S—bimodiil olsun. Bu durumda;

s M|
R=|°\|=¢|""|:ses memy
0 S 0 s

kiimesi bilinen matris islemleri ile birimli, dejismeli olmas: gerekmeyen bir halka-

dir. R’ ye S’ nin M ile asikar geniglemesi denir ve R = S o< M ile gésterilir.



2. SIP’ ye Sahip Modiiller

Bu béliimde ¢aligmanin temelini olugturan dik toplanan kesigim &zelligini, yani
SIP’ yi saglayan modiiller ve temel 6zellikleri verilecektir. Bu ozellige sahip degigmeli

gruplar (Z—modiiller) hakkinda ayrintil: bilgi i¢in [6] Snerilir.

Irving Kaplansky bir temel ideal bolgesi tizerinde tanimh serbest modiilde her-
hangi iki dik toplananin kesigiminde bir dik toplanan oldugunu gosterdi [7]. Bundan
bir yil sonra Laszlo Fuchs ”Infinite Abelian Groups” adli kitabinda, gruplarda her-
hangi iki dik toplananin kesigiminin dik toplanan olmas: karakterizasyonunu sordu
(8, problem 9]. Yani, SIP’ ye sahip abel gruplarm (Z — modtillerin) karakterizas—
yonunu sordu. Bu soru, George V. Wilson tarafindan farkl: halkalar tizerinde tanimh
modiiller i¢in yanitlandi [6]. Wilson’ 10 bu ¢aligmasindan sonra SIP’ ye iligkin cesitli
galismalar yapild: ([9], [10], [11], [12])-

SIP’ nin modiiller igin tanimini vererek baglayahm.

Tanimm 29 M bir R—modil olsun. M’ nin herhangi iki dik toplananinin kesigimi,
dik toplanan ise M’ ye SIP (Summand Intersection Property)’ ye sahiptir denir.
Eger M’ nin herhangi bir sayrdaki dik toplananinin kesisimi dik toplanan ise M’ ye
SSIP (Strong Summand Intersection Property)’ ye sahiptir denir.

R bir halka olsun. R, R—modiil olarak SIP’ ye sahip ise R halkasma SIP’ ye
sahip halka denir. Yani, R’ nin idempotent tarafindan iretilen herhangi iki sa§
ideali i¢in bunlarin kesigimi yine bir idempotent tarafindan iiretiliyorsa R, SIP’ ye

sahiptir denir.



Yar1 basit, ayristirilamaz modiiller ve temel ideal bélgesi lizerindeki serbest
modiiller SIP’ ye sahip modiillere ve Z’ de SIP’ ye sahip halkalara érnek tegkil

ederler.

Herhangi bir R—modiiliin SSIP’ ye sahip iken SIP’ ye sahip oldugu agikardr.
Bunun tersi ise dogru degildir. Ornegin; My = ( ‘ng )z icin M, SIP’ ye sahip fakat
SSIP’ ye sahip degildir.

Bir modiil 6zelligi verildiginde bunun hangi alt modiiller igin aktarilacagmi bilmek
caligmalarda 6nemli bir yer tegkil eder. Asagidaki lemma ile SIP ve SSIP’ nin dik

toplananlarina tagindig: verilmigtir.

Lemma 30 M bir R—modil olsun. Efer M, SIP (SSIP)’ ye sahip ise M’ nin her
dik toplananida SIP (SSIP)’ ye sahiptir.

Kamt. M, R—moditili SIP’ ye sahip ve X <; M olsun. X’ de K ve L gibi iki
dik toplanan alalim. Agik¢a K ve L; M’ nin dik toplananlar: olup M, SIP’ ye sahip
oldugundan K N L, M’ nin dik toplanamdir. Oyleyse M = (KNL)® D olacak
sekilde M’ nin bir D alt modiilii vardir. Buradan,

X=XnM=Xn({(KNnL)yeD)=(KNL)®(XnND)

olup K N L <4 X dir. Yani; X, SIP’ ye sahiptir. SSIP icinde benzer yol izlenir. ™

Asagdaki teoremle SIP’ ye sahip olmanin denk kogullari verilecektir. Bunlar

dontiglimler cinsinden karakterizasyondur.

Teorem 31 M bir R—modiil olsun.

(i) M, SIP’ ye sahiptir ancak ve ancak her S, T <q M vew : M — S projektif
déniigtimi igin ker (7 |7) <q M dir.

(it) M, SIP’ ye sahiptir ancak ve ancak her S®T <4 M vea : S — T dondigiimii

w¢in kera <q S dir.

10



Kamt. (i) (=) M, SIP’ ye sahip R—modil olsun. S,T <, M ven: M — S
projektif dontiglimii alahm. M = S @ S' olacak gekilde S' < M vardir ve kerm = S'
diir. Gergekten; kerm NS = 0 oldugundan, kerr < S'diirvez=s+s € M,s€ S,
s' € ' igin 7 (z) € S dir. Oyleyse, 7 (7 (z)) = 7 () dir. Buradan, 7 (7 (z) — ) =0
olup 7 (z) — z € kerm ve z € kerm + S dir. £ = s+ s' oldugundan, s' € kern dir.
Yani, kerm = S' dir. Acikga ker (7 |p) = S'NT dir. 8,7 <q¢ M ve M, SIP’ ye
sahip oldugundan S'NT <, M dir. Yani ker (7 |7) <4 M dir.

(<) Tersini kabul edelim ve S, T' Sd M olsun. Oyleyse, M = S EBS' ' olacak gekilde
S'< M vardir. a: M — S' projektif déniiglim olsun. Kabulden, ker (7 |1) <¢ M
dir. Agikea, ker (7 |r) = SN T dir. Yani; M, SIP’ ye sahiptir.

(i1) (=) M, SIP’ ye sahip R—modil; S®T <4 M ve o : S — T dbniistim olsun.
se€eSveteTigin SOT de S; = {(s,a(s))}, U = {(0,t)} ve S2 = {(s,0)} alt
modiillerini g6z 6ntine alalim. Agikca S ile Sy; S @ T” nin dik toplananlar olup U’
nun komplementidir. Ek olarak S; NSy = {(s,0) : s € kera} dir ve S® T, M’ nin
dik toplanani oldugundan Lemma 30 geregi S@®T” de SIP’ ye sahiptir. Bu durumda
S1N Sy <g SHT dir. Yani, kera <4 S dir.

(<) Tersi dogru olsun ve S,T <4 M alalim. Bu durumda, M =SS =TT’
olacak gekilde S, 7' < M vardir. 0 : M — S, 7: M — T kanonik projeksiyonlarin:
goz ontine alalim. € = ((0 —1)o7) |s: § — &' olarak tdnlmlayahm. Kabulden
kere <4 S olup kere = (SNT) @ (SNT") oldugundan SNT <; M’ dir. Yani M,
SIP’ ye sahiptir. m

Lemma 30 ile bir M, R—modiiliin SIP’ ye sahip iken her dik toplananininda
bu &zellige sahip oldugunu belirtmigtik. SIP’ ye sahip modiillerin bir ailesinin dik
toplaminin SIP’ ye sahip olmasi gerekmez. Simdi verecegimiz Srnek bu duruma

iligkin olacaktir. Bu 6rnegin genel durumu [13]’ te verilmistir.

Ornek 32 Mz = (Z®0),® (00 (Z2,/22)), = (Z&(Z,/2Z)), olsun. Burada,
(Z®0), ve (08 (Z,22)), modiilleri SIP’ ye sahip birer modildiir. Ancak; Mz,
SIP’ ye sahip degildir.
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Kanit. M’ nin,
A=(1,0)Z=(Z&0),
ve
B=(11)Z={(z,7):z € Z}

alt modiillerini géz 6niine alalm. A’ min dik toplanan oldugu asikardir. B icin ise
X=(0T1)Zz modiiliin ele aldigimizda X N B =0 ve (m,7) € M igin

(m,m) =m (1,T) + (n —m) (0,1)

olup M = X + B dir. Yani; M = X @ B dir. Simdi AN B alt modilini bulalm.
ANB = C olsun. (z,7) € Cigin (b,g) = (z,7) = (a,ﬁ) olupb=z=aveb=7=0
dan C = (2,6) Z elde edilir. C <, A oldugundan C, M’ de komplement degildir.
Yani C, M’ nin dik toplanam degildir. Oyleyse M, SIP’ ye sahip degildir. m

SIP veya SSIP’ ye sahip modiillerin dik toplamlarinin hangi kogul altinda bu
ozelliklere sahip oldugu verilecektir. Ancak bunun igin gerekli olan fully invariant

alt modiil tanimini verelim.

Tanim 33 Her f € Endg (M) igin f(B) < B ise B’ ye M’ nin fully invariant
alt modili denir. Agikga iki fully invariant alt modiliin kesigimi ve toplamida fully

tnvariant alt modildir.

Teorem 34 M, R—modili; i € I olmak tzere M; fully invariant alt modillerinin

dik toplams, yani M = (& M;) olsun. Bu durumda; M, SIP (SSIP)’ ye sahiptir
iel

ancak ve ancak her i € I igin M;, SIP (SSIP)’ ye sahiptir.

Kamt. (=) Her i € I i¢in M; <4 M oldugundan Lemma 30 geregi dogrudur.
(<) M’ de bir S dik toplanam alahm. Her fully invariant M; alt modili ve
7T : M — S kanonik déniigiimil i¢in 7 (M;) € SN M; dir. Her s € S igin m; € M;
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olmak tlizere s = )  m; olarak yazalim. Buradan s = 7 (s) = }_ 7, (m;) dir. Oyleyse,
S Con (M) Ce(SNM;)CSdir. Yani, S =@ (SNM;) dir. M’ nin S ve T gibi
iki dik toplananini alalim. Bu durumda,

SNnT=@ENM)n@TNM)=e[(SnM)n(TnM)

dir. Her i € I i¢in M;, SIP’ ye sahip oldugundan SNT <; M dir. Yani; M, SIP’ ye

sahiptir. SSIP icinde benzer yol izlenir. m

Tamm 35 R bir halka olsun. R’ nin her ideali (sonlu tretilmig ideali)progektif ise
R’ ye hereditary (yars hereditary)halka denir.

Onerme 36 a) Biitiin projektif R—modiller SIP’ ye sahiptir ancak ve ancak R
hereditarydir.

b) R halkas: igin agafndaki kogullar denktir.

(2) R, yar: basittir.

() Biitin R— modiiller SSIP’ ye sahiptir.

(143) Bitin R—modiller SIP’ ye sahiptir.

(iv) Bitin injektif R—modiller SIP’ ye sahiptir.

Kanit. a) Varsayalimki; R hereditary halka, P projektif R—modil ve Py ve
Py, P’ nin dik toplananlar1 olsun. Herhangi bir o : P, — P, dontiglimii i¢in imo
projektiftir. Dolayisiyla o splittir. Buradan; kero, P’ in dik toplananidir ve Teorem
31 geregi P, SIP’ ye sahiptir. Tersine biitiin projektif R—modiiller SIP’ ye sahip
olsun. P, herhangi bir projektif R—modil ve N’ de P’ nin alt modiili alalim. F,
serbest modiiliinii ¢ : ' — N epimorfizma olacak sekilde segelim. F' @ P projektif
olup kabul geregi SIP’ ye sahiptir ve Teorem 31 geregi kero <4 F' dir. N = imo,
kero’ min komplementine izomorfik ve dolayisiyla projektiftir. Yani; R, hereditary

halkadar.
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b) (i) = (i), (i3) = (4) ve (iii) = (iv) ifadelerinin ispatlar1 agiktir. Bitiin
injektif R—modiiller SIP’ ye sahip olsun. Herhangi bir M, R—modiili ve E; in-
jektif R—modiild i¢in 07 : M — E; ménomorﬁzma olsun. Benzer gekilde; FE,
injektif R—modilil i¢in o9 : By /tmoy; — FE5 monomorfizma olsun. Fy @ Fs injek-
tif R—modiil olup kabul geregi SIP’ ye sahip oldugundan M £ kerag <q B dir.
Béylece M injektiftir. Dolayisiyla R, yar1 basittir. =

Yukaridaki énerme ile Kaplansky’ nin gdzlemini hemen elde ederiz. Bu énermede
SIP’ nin baz 8zel halkalar tizerindeki karakterizasyonu yapilmigtir. [6], [9] ve [10]’
da SIP’ nin degigik halkalar tizerindeki ka:rakterizasyonﬁ incelenmigitir. X’
den reel sayilar kiimesine tanimh olan siirekli fonksiyonlarin kiimesi olan C (X);
bilinen fonksiyon islemleri altinda bir birimli halkadir. Bu C (X) halkasim SIP’ ye
hangi kogullar altinda sahip oldugu ayrintil bir sekilde Azarpanah tarafindan [12]

de incelenmisitr.

CS modiil ile SIP’ ye sahip modiil aileleri arasinda direkt gerektirme yoktur.
Ornek 70’ te verilecek olan halka CS modiildiir ama SIP’ ye sahip degildir. Diger

yandan;

Ornek 37 F bir cisim, V' de F' iizerinde bir vektor uzay ve dimVp = n > 2 olsun.

FV a v
R= \ =X<. ta€F,veV
0 F | 0 a

F’ninV ile agikar geniglemesi olsun. R, R—modil olarok ayristirlamaz dolayisiyla

SIP’ ye sahip ama dimVy = 1 tken CS difer durumlarda CS degildir.

Lemma 38 (i) M bir modil, X; M’ nin CS alt modiili ve D, M’ nin dik toplanans
olsun. Ejjer D + X nonsingiiler ise D N X; X' in dik toplanamdar.
(#1) M nonsingiiler ve X CS—modiil ise X ile M' nin herhangi bir dik toplananimin

kesigimi X’ in dik toplananider.
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Kanmit. (¢) D, M’ nin dik toplanani ve Y = D N X olsun. X; CS oldugundan,
Y <. C <4 X olacak sekilde X’ de C alt modiili vardir. Varsayalim ki Y # C
olsun. Buradan; D # D + C olur. Yani;d € D vec€Cicind+c¢ D dir. R’ de
bir L essential sag ideali vardir 6yleki 0 # ¢L C Y dir. D nonsingiiler oldugundan
0# (d+¢) L C D dir. Buradan; D, D + C’ de essential olup kabul ile geligir. Yani;
Y=0<; X dir.

(i4) Ispatinin ilk kismindan agikca goriiliir. =

Yukaridaki Lemma 38’ in (i) sikkindan agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 39 Her nonsingiiler CS—modiil SIP’ ye sahiptir.

15



3. SSP’ ye Sahip Modiiller

Bu boliimde SIP’ ye sahip modiillere dual olarak tanimlanan dik toplananlarin
toplami 6zelligine yani SSP’ ye sahip modiiller verilecektir. Bu bsliim SSP’ ye sahip -
modiillerin tanim ve temel &zellikleri yaninda SSP ile SIP arasindaki gerektirmeleri
icermektedir. SSP’ ye sahip modiiller hakkinda daha ayrmtih bilgi igin [14] ve [15]

tavsiye edilir.
Simdi, Garcia tarafindan [14]’ te verilen SSP’ yi tanimlayacagiz.

Tanmim 40 M bir R—modil olsun. M’ nin herhangi iki dik toplananinin toplama,
dik toplanan ise M’ ye SSP (Summand Sum Property)’ ye sahiptir denir.

R bir halka olsun. R, R—modiil olarak SSP’ ye sahip ise R halkasina SSP’ ye
sahip halka denir. Yani, R’ nin idempotent tarafindan tiretilen iki sag ideali i¢in
bunlarin toplami yine bir idempotent tarafindan tretiliyorsa R, SSP’ ye sahiptir

denir.

Ornek 32’ den M = (Z @ (Z,/27)), nin SIP’ ye sahip olmadig bilinmektedir.
Fakat, tanimdan M’ nin SSP’ ye sahip oldugu goriilir.

Agagidaki onerme ile SIP’ de oldugu gibi SSP’ nin de dik toplananlarina

tagimdigini verecegiz.

Onerme 41 M bir R—modil olsun. Egjer M, SSP’ ye sahip ise M’ nin her dik
toplanan: da SSP’ ye sahiptir.
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Kamt. M, R—modiltt SSP’ ye sahip ve L <4 M olsun. U,V <; L alalim.
Agikca U,V <4 M dir. Kabul geregi U + V <4 M dir. Oyleyse M = (U+V)® X
olacak gekilde X < M vardur.

L=LNM=LN({U+V)eX)=U+V)® (LNX)
dir. Buradan, U + V <; L dir. Yani; L, SSP’ ye sahiptir. =

Asagdaki onerme ile SIP’ ye sahip modiillerinkine benzer sekilde, SSP i¢inde

dontigtimler cinsinden karakterizasyon verilecektir.

Onerme 42 M bir R—modiil olsun. M, SSP’ ye sahiptir ancak ve ancak her
LN <; M i¢cin a : M — N kanonik projeksiyonunun L’ ye kisitlanmas gorin-

tist N’ nin dik toplanamidr.

Kamt. (=) M, SSP’'ye sahip R—modill; LLN <4 M ve aa : M — N
kanonik projeksiyon olsun. M = N @ N’ olacak sekilde M’ nin N'alt modiilii vardur.
im(a|r) =a(L)=(L+ N')N N oldugunu gérelim. o (L) < N ve a(L) < L+ N’
oldugundan « (L) < (L + N')NN dir. Diger taraftan; y € (L + N')NN igin, y € N
ve y = n' +1 olacak sekilde n' € N’ ve l € L vardur. Oyleyse;

y=a(y)=a@+l)=a(n)+a(l)=afl) ca(L)

dir. Buradan; (L+ N')NN < a(L) olup, (L + N')N N = a (L) bulunur. $imdi de
a(L)® N = L+ N oldugunu gorelim.

a(L)+ N'=(L+N)NN)+ N =(L+N)+N)N(N+N)=L+ N

ve a(L)NN' < NN N' = 0 oldugundan, o (L) ® N’ = L+ N’ dir. M, SSP’ ye
sahip oldugundan L 4 N’ <4 M dir. Buradan, a (L) <¢ M olup M = a(L)® X
olacak sekilde X < M vardir.

N=NnM=Nn(a(l)®X)=a(l)®d(NNX)
17
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dir. Boylece a (L) <q N dir.

(«) Tersi dogru olsun. L,N <4 M alalim. M = N @ N’ olacak gekilde M’
nin N’ alt modiilii vardir. 7 : M — N’ kanonik projeksiyonunu géz 6niine alalim.
Kabulden, im (7 |1) = 7 (L) <q¢ N” dir. Buradan; 7 (L) = (L+ N)N N’ olup,
T(L)ON<qNSN =Mven(L)y® N = L+ N dir. Boylece, L+ N <4 M dir.
Yani M, SSP’ ye sahiptir. m

Onerme 43 L®N; SSP’ ye sahip ve f : L — N homomorfizma ise imf <q N dir.

Kamt. Teorem 31-()’ nin ispatinda kesigim yerine alt modiillerin toplarm ali-

narak istenilen sonug elde edilir. =

Bir sonraki érnek , SSP ve SIP’ ye sahip modiil ailelerinin farkli iki modiil ailesi

oldugunu gosterecektir.

Ornek 44 M = Z @® Z, Z—modil olarak alalim. O halde, Mz SIP’ ye sahip ama
SSP’ ye sahip deiildir.

Kanmit. Z, temel ideal bolgesi ve M serbest Z—modiil oldugundan Mz SIP’
ye sahiptir. Diger yandan o : Z — Z’ yi 0,1 # n € Z icin a(z) = nz olarak
tamimlayalim. ima = nZ dir. Mz = nZ @ K kabul edelim. Buradan, K = mZ
olacak gekilde m € Z vardir. Oysa, nm € nZ,mZ olup nm € nZNm4Z =0 dan
m = 0 ve bdylece n = 1 dir. Buda, kabul ile geligir. Yani; nZ, Z’ nin dik toplanam
degildir. Onerme 43’ den SSP’ ye sahip degildir. m

SSP’ ye sahip modiiller SIP’ ye sahip modiillerin duali olarak tammlandigimdan
benzer sonuclar elde edilmektedir. Bu yiizden; simdi baz ek kosullar altinda SIP ile

SSP arasindaki gerektirmeleri inceleyelim.

Onerme 45 M, yar injektif (yars projektif) sol R—modiil olsun. M, SIP (SSP)’
ye sahip ise M, SSP (SIP)’ ye sahiptir.

18



Kamt. M, SIP’ ye sahip yar1 injektif R—modil olsun. L, N <4 M ve
7 : M — N kanonik projeksiyon alalim. Kabulden kerm N L <4 M dir. Fakat,

0—skernNL—L—im(n|L)—0

tam dizisi splittir. Oyleyse im (7 |2), L’ nin dik toplananina izomorfiktir. Buradan;
im (7 |1), M—injektif ve N—injektiftir (bakiniz Onerme 24, Onerme 26). Buradan
da im (7 |p) <4 N dir. Dolayisiyla, Onerme 42’ den M, SSP’ ye sahiptir. Parantez
icindeki kismda benzer gekilde gosterilir. m

Acikca yari basit ve ayrgtirlamaz modiiller SIP ve SSP’ ye sahiptir. Bu iki
modiiliin diginda hi¢ bir modil hem SIP’ ye hem de SSP’ ye sahip olamaz. Bu

sonug, Onerme 36’ dan ve simdi verecegimiz énermeden elde edilir.

Onerme 46 Her projektif (injektif) sol R—modiil SSP’ ye sahiptir ancak ve ancak
R yar basittir (hereditarydir) . '

Kamt. Onerme 36’ nin ispatindaki yol izlenerek kolayca elde edilir. =

SIP ile SSP arasindaki gerektirmeler [16]’ da da incelenmis olup agsagidaki

baz1 sonuglar [16]’ da ispatlanmigtir.

Lemma 47 M, R—modil ve S = End (Mg) olsun. Bir m € M i¢in asagidaki
ifadeler denktir. | o
1) mR — M olan her R—déniisiimi M’ nin bir endomorfizmasina genisler.

2) lyrgr(m) = Sm dir.

3) n € M igin g (m) C rg(n) ise Sn C Sm dir.

‘4) a,B: mR — M; R—homomorfizmas: ve B,1—11ise~y: M — M vardur 6ylek:
~vofB = a dir. Yani; |

0——>mR£>M
al v
M
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diagrama tamdur. Bu kogul altinda; n € Iyrg (m) ve her v € R igin A, (mr) = nr
iken
¢ : lyyrg (m) — hompg (mR, M)

n — An

donigtimi S—izomorfizmadsr.

Kamt. (1) = (2) Smrg(m) = 0 oldugundan Sm C Ilyrgr(m) dir. Tersine
n € lyrg(m) alalim. v : mR — M fonksiyonu y(mr) = nr ile jammlansin. ¥ Y
nin S’ deki geniglemesi olsun. Buradan, n = y(m) = F(m) € Sm olup (2) saglanir.

(2) = (3) rr(m) C ra(n) ise n € lyrr (m) dir. Boylece (2)’ den n € Sm dir.

(8) = (4) B, birebir oldugundan rg(fm) C rr(am) elde ederiz. Bu ylizdén
am € Spm dir. v € S i¢cin am = yfm oldugunu sdyleriz. Buradan, yo8 = a elde
edilir.

(4) = (1) agkk. =

M, R—modiltinde; M’ nin her m eleman: i¢in yukaridaki énermenin kogullarin-
dan herhangi biri saglaniyorsa M’ ye principally quasi-injektif veya kisaca PQ—injektif

denir. Bir sonraki 6nerme [16, Onerme 1.6] dir.
Onerme 48 Mpz; PQ—injektif modil, S = End (Mg) ve A, By, Bs,...,Bn ; Mg’
nin fully invariant alt modilleri olsun. B @ Be @ ... ® B, igin,
AN (B1®By®...®B,)=(ANB1) ®(ANB)® ... (AN By)
dir.

M, R—modiiliiniin her alt modiili fully invariant ise M’ ye duo modil denir.

Buradan; R sag duo halkadir ancak ve ancak Rg, duo modildiir.

Onerme 49 M; duo ve PQ—injektif R—modiil ise M, SIP’ ye sahiptir.
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Kamt. N,K <4 M olsun. Oyleyse; M = N @ N; = K ® K; olacak sekilde
Ny, Ky < M vardir. Onerme 48’ den;

N=NN(K®K;)=(NNK)® (NnNK,)
dir. Oyleyse;

M=NeN=(NNK)e(NNK;)d N
dir. Yani; M, SIP’ ye sahiptir. m

M, R—modiil olsun. M’ nin bir alt modiilii M’ nin bir dik toplananina izomorf
iken M’ nin dik toplanam ise M’ ye C2—kosulunu saglar denir. Diger yandan;
NK<;Mve NNK=0iken N&® K <q M ise M’ ye C3—kogulunu saglar denir.

Onerme 50 M; C2—kosulunu saghyorsa C3—kosulunu saglar.

Kamt. K, L <4 M ve KN L =0 olsun. O halde; M = K @ K" olacak bigimde
K' < M vardir. 7 : M — K' kanonik projeksiyon déntigimii olsun. K N L = 0
oldugundan 7 (L) & L ve (C2) den 7 (L) <q M dir. Boylece M = 7 (L) ® L' olacak
bigimde L' < M vardir. O halde;

K'%w(L)@(K‘nL')
M=Keor(L)® (K'NnL)

diir. Yani; K @ w (L), M’ nin bir dik toplananidir. Ancak; K @ L = K & 7 (L)
oldugundan M, (C3)’ i saglar. ®

(C3)’ iin (C2)’ yi gerektirmeyecegi agikardir. Ornegin; Mz = Z5 acikca (C3)’ i

saglar ama (C2)’ yi saglamaz.
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Lemma 51 Mpg; C3—kosulunu sailar ve SIP’ ye sahip ise M, SSP’ ye sahiptir.

Kamt. N, K <; M olsun. M, SIP’ ye sahip oldugundan M = (NN K)&® X
olacak gekilde X < M vardir. Oyleyse,

K=Kn[(NnK)eX]=(NnK)® (KNX)
dir. Buradan,
N+K=N+[NNK)o(KNX)|=N+(KNX)=N&(KnX)

dir. N, (KNX) <4 M oldugundan C3—kogulu geregi N + K <; M dir. Yani; M,
SSP’ ye sahiptir. m

Onerme 52 Mg; duo, principal ve PQ—injektif modil olsun. Oyleyse M, hem
SIP’ ye hem de SSP’ ye sahiptir.

Kamt. Onerme 49’ dan M’ nin SIP’ ye sahip oldugunu sdyleriz. Diger taraftan
her principal, PQ—injektif modiil C2—kogulunu saglar. [16, Onerme 2.3]. Oyleyse;
M, C3—kosulunu saglar. Lemma 51’ den M, SSP’ ye sahiptir. m

C (X) halkas: tizerindeki SIP ile SSP arasindaki gerektirmeler [12]’ de incelen-
migtir. Bu ¢aligmamizdaki amacimiza C (X) halkasmin topolojik yapisindan gok
cebirsel yapis1 daha yakin oldugundan simdi stz edilen gerektirmelerden amacimiza,

uygun olan kimi sonuglar: kanitlamaksizin belirticegiz. Bu sonuglarin kanitlar: ve
C (X)’ in SSP iginde karakterizasyonu [12]’ de detayl bir gekilde verilmis olup bu
calismaya 6n hazirhk anlaminda [17], [18], ve [19] tavsiye edilir.

Sonug 53 C (X); SSP’ ye sahip ise SIP’ ye sahiptir.

Sonug 54 X kompakt olsun. C (X); SSP’ ye sahiptir ancak ve ancak SIP’ ye sahip-

tir.
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Tamim 55 M bir R—modil ve N < M olsun. M = A®B, AC N we
N/A <, M/ A olacak bicimde M’ nin bir ayrigzme varsa N’ ye M’ nin bir dik

toplananinda lie overdir denir.

Lemma 56 M bir R—modil 6yleki M’ nin her alt modili M’ nin bir dik toplananin-
da lie over olsun. Bu durumda M SSP’ ye sahiptir ancak ve ancak M’ nin her alt

modili tek bir dik toplananda lie overdsr.

Kamt. (=) M, SSP’ ye sahip ve N < M olsun. N, M’ nin @Q; ve @y dik
toplananlarinda lie over oldugunu varsayalm. Q = Q1+ Q2 icin @ < M ve Q C N
dir. N/Q1 <s; M /@, oldugundan Q Q1 <; M /@, olur. Fakat Q) ve )1, M’ nin
dik toplananlari oldugundan @), /Q; = 0 ve buradan Q1 = Q) elde edilir.

(<) Ly, Ly <4 M ve Ly + Ly = N olsun. M /Ly, M’ nin dik toplananina
izomorf oldugundan bunun tiim alt modiilleri bir dik toplananda lieoverdir. Buyiiz-
den; N 7Ly, @1,/ L, dik toplananinda lie overdir 8yleki ()1, M’ nin bir dik toplanani
ve N/Q1 <, M /Q, dir. Benzer gekilde N /Ly, Q2 /Lo dik toplananinda lie overdir
oyleki @3, M’ nin bir dik toplanani ve N,/ Qs <, M /)4 dir. Kabulden; @Q; = Q-
dir. Fakat; Ly, Ls C Q1 =@z oldugundan N = @1 = Q3 <4 M dir. =

Sonug 57 M, CS olsun. M, SIP’ ye sahiptir ancak ve ancak M’ nin her alt modiili

essential olarak tek bir dik toplananda kapsanir.
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4, SIP veya SSP’ ye sahip Endomorfizma

Halkalarimmin Karakterizasyonu

SIP ve SSP; doniigtimler cinsinden karakterize edildiginden dolay: endomorfizma
halkalar1 anlaminda incelenmesine olanak saglar. Bu tiir yaklagim; SIP icin [10]’ da,
SSP i¢in ise [14] te verilmigtir. Bu béliimde &zellikle bir modiiliin endomorfizma

halkasinin SSP’ ye sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kogul verilecektir.

Onerme 58 S = EndgM olmak iizere S’ nin Ty, Mo ve T tdempotent elemanlar:

igin my (M) Ny (M) = 7 (M) oluyorsa m1S N weS =78 dir.

Kamt. u € 7S alahm. Oyleyse, v = 7f olacak gekilde f € S vardir. Herz € M
i¢in
(f) (z) =7 (f (z)) € 7 (M) =71 (M) N7y (M)

dir. Yani, u(z) € m1 (M), w2 (M) dir. Buradan, u(z) € (mm) (M), (wams) (M)
dir. Dolayisiyla; u (M) = (mym1) (M) ve u(M ) = (mwama) (M) dir. Oyleyse; u € m,S,
m9S dir. Yani v € mS NS dir. Diger bir deyigle; 715 C 7.5 N 7myS dir. Ters
kapsamada benzer sekilde gosterilir. =

Teorem 59 M saj R—modili SIP’ ye sahiptir ancak ve ancak
() saf S—modiiller SIP’ ye sahiptir.

~ (4) S’ nin her w1, my idempotent elemanlars igin;
T (M) N my (M) = (7r1$'ﬂ 71'25) (M)

dir.
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Kamt. (=) M, SIP’ ye sahip olsun. 7, S’ nin idempotent eleman: oldugunda
7 (S) <q Ss dir ve bdylece m (M) <4 M dir. S’ de iki tane dik toplanan alalim.
Yani; S’ de my, 72 idempotent elemanlar igin, 7 (S) , 5 (S) <4 S alalim. Kabulden,
1 (M) N 7o (M) = (M) olacak sekilde S’ de m idempotenti vardir. Onerme 58’

den 71 (S) N7y (S) = w (S) dir. Yani, 71 (S) N7e (S) <4 S dir ve
m1 (M) N7y (M) = (w1 (S) N2 (S)) (M)

dir.
(<) Tersi dogru olsun. M’ de A; ve A, dik toplananlar alalm. i = 1,2 icin

m; ¢ M — A; projeksiyon olsun. Bunlar idempotent eleman oldugundan kabul geregi
71 (S) Ny (S) = 7 (S) olacak sekilde 7 = n? € S vardir. Buradan, 7 (M) <q M ve

™ (M) = (n(8)) (M) = (m1 (8) N2 (S)) (M) = 7y (M) Ny (M)

olur. m; (M) = A ve mg (M) = Ay oldugundan; M, SIP’ ye sahiptir. =

Lemma 60 M, sol R—modil ve S = EndgM olsun. M, SSP (SIP)’ ye sahiptir
ancak ve ancak S’ nin her e, f idempotent eleman: icin Mef <q M (keref <4 M)
dir.

Kamt. I, N <; M olsun. Buradan, M = L& Ly, = N & N; olacak sekilde Ly,
N; < M vardir. Swrasiyla e ve f, M’ den L ve N’ ye kanonik projeksiyon olsun.
Buradan; imef = im (f [;) dir. Diger taraftan, imef = Mef olup Onerme 42’
den M, SSP’ ye sahiptir ancak ve ancak S’ nin her e, f idempotent eleman: i¢in
Mef <q4 M dir.

L, N <; M olsun. Buradan, M = L & L; = N & N; olacak sekilde Ly, Ny < M
vardir. Sirasiyla e ve f, M’ den L ve N’ ye kanonik projeksiyon olsun. Buradan;
keref = ker (f |1) dir. Teorem 31’ den M, SIP’ ye sahiptir ancak ve ancak S’ nin

her e, f idempotent elemani igin keref <g; M dir. m
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Lemma 60’ n 6zel bir durumu olarak R halkas: olarak sol SSP (SIP)’ ye sahip
halkadir ancak ve ancak R’ nin her e ve f idempotent elemanlar igin Ref (I {ef)),
R’ nin dik toplananidir.

Onerme 61 xR SSP’ ye sahiptir ancak ve ancak Rp SSP’ ye sahiptir.

Kamt. e ve f R’ nin idempotent elemanlar: olsun. Eger; rR, SSP’ ye sahip ise
R’ nin farkh bir g idempotent elemamn icin Ref = Rg dir. Buradan; ef = efg ve
g = aef (a € R) elde edilir. Boylece, (efa)’ = efaefa = efga = efa dir. Yani, efa
idempotenttir. efR = efgR = efaefR C efaR oldugundan, efR = (efa) R <4 R
ve Lemma 60’ dan Ry SSP’ ye sahiptir. m '

Teorem 62 M, sol R—modil ve S = End (gM) olsun. M, hem SIP hem de SSP’
ye sahiptir ancak ve ancak S, SSP’ ye sahiptir.

Kanit. (<) S, SSP’ ye sahip ve e, f; S’ nin idempotent elemanlar1 olsun.
Lemma 60’ dan Sef = Sg olacak bigimde S’ nin g idempotent elemam vardir &yleki;
Mef = MSef = MSg = Mg, M’ nin dik toplananidir. Diger taraftan S’ nin A
idempotenti igin Lemma 60’ dan efS = AS dir. Buradan, S’ nin Z alt kiimesi i¢in
(Z)={z€eM:zy=0,Vy € Z} ise keref = Iy (efS) = lpr (hS) = kerh <4 M
dir. Lemma 60’ dan M, hem SIP hem de SSP’ ye sahiptir. |

(=) e ve f; S’ nin idempotent elemanlari, M; SSP ve SIP’ ye sahip ve de
L =ime, N =imf olsun. Asagidaki degigmeli diagram ile,

M ‘= M f——)
es \j1./"\ e/ Ja
L N

aN. /P
X
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jioer, jaoeg ve Boa sirasiyla e, fve €207 homomorfizmalarmin kanonik ¢arpimlarinin
aynmidir. Onerme 42’ den X <4 N elde edilir. ho j30 8 = 1 olacak gekilde
h:M — X vardir. g = jy0B0h € S alahm. Buradan;

g?=ja0fohojyofoh=js0fch=g
dir. Yani; g, S’ nin idempotent elemamdir. Simdi,
gofoe=jsofohojoofBoaoce =jofBoace =foe=ef

dir oyleki ef € Sg dir. Diger taraftan M; SIP’ ye sahip oldugundan, Teorem 31’
den ker (B oa) = kera <4 M dir. Buradan, ! : X — M homomorfizmas: vardir
dyleki coe;ol =1dir. Eger k= foeolohisesk=(loh)ef € S dir ve k € Sef
dir. Fakat, k = joofoaoe;oloh = jyofFoh =g ve dolayisiyla Sg = Sef <4 §
dir. Lemma 60’ dan S, SSP’ ye sahiptir. =

Sonug 63 M sol R—modiil ve S = End (rM) olsun. Oyleyse;

(1) Eger M yar projektif ise M, SSP’ ye sahiptir ancak ve ancak S, SSP’ ye
sahiptir.

(i1) Eger M yar injektif ise M, SIP’ ye sahiptir ancak ve ancak S, SSP’ ye
sahiptir.

Onerme 64 M sol R—modiil ve S = End (rM) olsun. Buradan;

(i) Eger M, SSP’ ye sahip ise S SIP’ ye sahiptir. Tersine olarak, Sp SIP’ ye
sahip ise M’ nin her sifirdan farklh N béleni i¢in Homg (N, M) # 0 oluyorsa M,
SSP’ ye sahiptir.

(i3) Eger M, SIP’ ye sahip ise rS SIP’ ye sahiptir. Tersine olarak, gS SIP’ ye
sahip ise M’ nin ssfirdan farkls her N alt modiili i¢in Homg (M, N) # 0 oluyorsa
M, SIP’ ye sahiptir.
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Kanit. (i) M, SSP’ ye sahip modil ve e, €'; S” nin idempotent elemanlar olsun.

Buradan,
eS={f€S:kere Ckerf} ve €S={fe€S:kere Ckerf}
olup
eSNe'S={fe€S:kere+kere Ckerf}

dir. M, SSP’ ye sahip oldugundan kere + kere' = N <; M ve S’ nin bir h idem-
potenti icin N = kerh dir. Fakat, eSNe'S = hS ve Sg SIP’ ye sahiptir. Tersine
kogullar saglansin ve L, L' <4 M olsun. kere = L, kere' = L' olacak gekilde e,e' € §
idempotentleri vardir. Daha 6nceden eSNe'S={f € S: L+ L' C kerf} oldugunu
biliyoruz. Hipotezden, eS N e'S = gS olacak bicimde g € S idempotenti vardir.
Eger; N = kerg ise {f€S:L+ L Ckerf} =gS = {feS:NCkerf}. Bu-
radan, L+ L' C N oldugunda Homg (N/ (L + L') , M) = 0 sonucu gikar ve madem
ki N/ (L + L'), M’ nin boliimiine izomorfik hipotezden dolay1 N = L+ L' <4 M dir
ve buda M’ nin SSP’ ye sahip oldugunu verir.

(1) e ve €', S’ nin idempotent elemanlar: olsun.
Se={f €S :imf Cime},Se = {f eS:imf gime'}

diir. Boylece, Se N Se' = {f € S:imf Cimenime} dir. M, SIP’ ye sahip
oldugundan g € S idempotenti i¢cin L = img olacak sekilde ime Nime' = L <4 M
dir. Fakat, Sg = Sen Se' <4 S ve gS, SIP’ ye sahiptir. Tersine; gS, SIP’ ye sahip
ve 0 # N < M igin Homg (M,N) # 0 ve L, L' <4 M olsun. S’ nin e ve €' idem-
potentleri icin ime = L ve ime' = L' olsun. Hipotezden; S’ nin bir A idempotenti
icin SeN Se' = Sh dir. Boylece, Sh={f € S:imf C LN L'} dir. Eger N = imh
ise {feS:imfCLNL}={feS:imf C N} oldugunu biliyoruz. N C LN L
oldugundan Hompg (M,(LN L) /N) = 0 dir. Hipotezden dolayr N = L N L' olur.
(LN L'Yy /N, M’ nin alt modiiliine izomorfik oldugunda LN L' <4 M dir ve M, SIP’
ye sahiptir. ®
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Onerme 64’ iin (4) ve (ii)’ deki tersleri i¢in M tizerinde konulan kogullar gereklidir.

Bu duruma iligkin 8rnegi verelim.

Ornek 65 K bir cisim olmak iizere R =

K K 0 K
olsun. N = ve
0 K 0 K
K K

L= sol R—modiildir. M = R/L, U = N® M, S; = Endg(N) ve
0 0

Sy = Endg (M) olsun. Buradan; H, S;— Sy bimodil Hompg(N,M) olmak

0 S 00 0 1

Sl H . l o 0 o
tizere S = Endg(U) & dir. Simdi; e = ve ¢ =
(a, ' € H) olarak alip Lemma 60’ 1 uygularsak S’ nin SIP’ ye sahip oldugu goriilir.

Fokat; U, SSP’ ye sahip ve Teorem 62’ den SIP’ ye sahip degildir. Tabiki,
0+# X <U igin Homg (U,X) =0 dur.
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5. SIP veya SSP’ ye sahip Matris Halkalarimn

Karakterizasyonu

Bu béliimde SIP ve SSP’ nin genellegtirilmis {ist ticgensel matris halkalar
tizerindeki karakterizasyonu verilecektir. Bu anlamda SSP icin {14]’ te incelenmis
olup SIP icin ise [13] de ele alinmugtir. Ayrica [13]’ de yer alan, SIP ve SSP’ nin
Morita dejismez oldugu gosterilecektir.

R bir halka, M bir sol R, sag R—bimodiil ve

R M r m
A= \ = : Te€R, meM
6 R 0 r

olsun. Burada, kisaca A = R & M ile gosterildigini hatirlayahm. Agagidaki nerme
A’ min SSP’ ye sahip olmasmin kogullarini igermektedir. Bu nerme [14, Onerme 4.5] ’
de verilmigtir. Yalniz, 6nermenin ifadesi dogru ama ispatinda hata mevcuttur.
Asagidaki kanit ise Garcia’ nin tarafimiza gtndermis oldugu hatasiz halidir. Bu
dnerme ile SSP’ ye sahip halka érneklerini ¢ogaltabilme imkanina kavuguruz.

Onerme 66 R bir halka, M bir R—modil ve A = R oc M olsun. A, sol SSP’ ye
sahiptir ancak ve ancak

(¢) R; sol SSP’ ye sahiptir.

(i1) R’ nin her e idempotenti i¢in eM(1 —e) = 0 dir.

Kamt. (=) A, SSP’ ye sahip olsun.

(¢) e ve €'; R’ nin idempotent elemanlar: olsun. Agikea,

R M
N | =4
e

Re Me
N\
0 Re

?

Re' Me'
N <4
0 Re
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dir. Dolayisiyla;

Re + Re' Me+ Mée
<sA
0 Re + Re'

dir. Oyleyse; Re + Re' <4 R olup R, SSP’ ye sahiptir.
(it) R’ nin her e idempotenti ve z € M igin ez (1 —e€) # 0 olsun. O halde,
y=ex(l—e)ign '

ey=c(ex(l—e))=ex(l—e)=y

ye = (ex (1 —e))e = exe — exe’ =0

2
e y e’ ey+ye ey
0 e 0 e? 10 e

dir. Dolayisiyla;

. ey e 0
dir ve I=A <gA ve J=A <4 A alalmm.
0 e 0 e
Re Ry-+ Me
[+J= Y
0 Re
. [z
ve I+ J <4 A dir. Dolaywsiyla; A = I + J olacak sekilde

. f 0 f

idempotent elemani vardir. Buradan; Re = Rf dir. Diger taraftan; fz + zf = 2 ve

2z € Ry + Me dir. Boylece z = ry + me olacak sekilde r € R, m € M vardur.

0
e | e y cI+T—A f z
0 e 0 e 0 f
oldugunu biliyoruz. Buradan;

HREsI

31

~andaly Grivereit:



ve

ey| |a m f =z
0 e 0 a 0 f
olacak gekilde a,a' € R; m,m' € M vardir. Dolaysiyla; e =af,e=a'f,az€ Mf

ve y —a'z € Mf dir. Son iki ifadeden y — (a'—a)2z € M [ dir ve ilk ikisinden
(@' —a) f =0 elde edilir. z= fz + zf oldugundan

(¢ —a) (fz+ 2f)

y—
= y—(a'—a)fz—(a‘—a)zf
y—(a'—a)zf e Mf

y—(a'—a)z =

dir. Yaniy € Mf dir. Mf = MRf = MRe = Me oldugundan y = ye = 0 elde
edilir.
. e T ‘
(<) (i) ve (i) saglansm. A’ nin. [ ] idempotentini alalim. Burada,
0 e
ez + ze = x dir. Boylece kabulden,
0 = ex(l—e)
= (z—ze)(l—e)
= z(l—e)—ze(l—e)
= z(l—e)

ve £ = ze € Me dir. O halde A’ nin her bir dik toplanani; e, R’ nin idempotent

Re Me
elemani olmak iizere N\ formundadir. Boylece; Me+ Me' = M Re+ M Re'
0 Re
dir ve R soldan SSP’ ye sahip oldugundan R’ nin bir f idempotent eleman i¢in;
Re Me Re'  Me' Re + Re' M (Re + Re')
N + N =
0 Re 0 Re 0 Re + Re'
B
Rf Mf }
| 0 Rf

dir. Sonug olarak A, SSP’ ye sahiptir. =
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Lemma 67 [14, Lemma 3.1] I bir indis kiimesi olmak tizere R = l;IRi olsun. R;
SSP (sol SIP)’ ye sahiptir ancak ve ancak her i € I igin R;; SSP (sol SIP)’ ye

sahiptir.

Yukaridaki lemma ve Onerme 66’ dan asagidaki sonug elde edilir.

R M _
Sonug 68 R ve S halka M bir bimodil ve A = olsun. A sol SSP’ ye

0 S

sahiptir ancak ve ancak
(t) R ve S, sol SSP’ ye sahiptir
(i) M =0 dur.

Yukaridaki sonugta M modiiliiniin sifir olma kogulu gerekli olduguna iligkin bir

ornek verelim.

F F

Ornek 69 F bir cisim olmak tizere A = . pargal asikar genigleme halkast
olsun. A SSP’ ye sahip deifildir.
Kanit. e = (1) g ve f = (1) (1) ; A’ nmn idempotent elemanlandir. e
ve f, A’ nin dik toplanam olan bir sol ideali iiretir. Bu dik toplananlarn toplamm
z . :xz,y € F } kiimesini kapsar. Ancak bu sol ideal herhangi bir idem-

potent tarafindan tliretilmez boylece dik toplanan olamaz. Ciinkii, bu idealdeki

1l a
herhangi bir sifirdan farkli idempotent eleman seklindedir. Ancak bu
00

elemanin firettigi ideal, F' X F' in bir boyutlu alt uzay1 X = (1,a) F' olmak tizere

X X | .. . . F ‘
tipindeki matrisler olup - den farklhidir. m
0 0 0 0

Sonug 68 ile SSP genellestirilmis {ist {iggensel matris halkalar: tizerindeki karak-
terizasyonu yapilmg oldu. SIP icin bu karakterizasyonu yapmadan énce SIP’ ye

sahip olmayan bir matris halkas: rnegi verelim [20].
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Ornek 70 F bir cisim olmak tzere;

(T 1 w
a z 0

060
0 0 b
0 00

\ L . /

olsun. T SIP’ ye sahip degildir.

a,bx,yec F )

IS~ o O

Kanit. 77 den
0100 0000 ]
0100 0100
€= ve ¢ =
0010 0010
0000 0000
elemanlarimi alalim. Acikca €2 = e ve ¢ = ¢ olup, e ve ¢; T” nin idempotent
elemanlaridir. Buradan;
(T . )
0500
0600
el = { bye F
0 0 b vy
\ 00600
i A J
ve
(T 7 \
0000
0600
cT =« bye F )
00 by
ul 0000 | )
dir. Oyleyse;
([ ] )
0000
0 00O
er'ncl = 4 yeF )
0 00y
0000
\ L . /




dir. Fakat; eT'NcT’, T nin bir idempotenti tarafindan tiretilmez. Yani dik toplanan
degildir. Dolayisiyla 7', SIP’ ye sahip degildir. =

Teorem 71 R bir halka, M bir R—modiil ve A = R o« M olsun. A, SIP’ ye sahiptir
ancak ve ancak
(?) R, SIP’ ye sahiptir.

(it) R’ nin her e idempotent elemans igin (1 —e) Me =0 dur.

Kamt. (=) A, SIP’ ye sahip olsun.

(z) R’ den e ve c idempotent elemanlarini alalim. Buradan;

_ W - 1
e 0 eR eM
A= \
i 0 e | 0 eR |
ve
[ c 0 ] [ cR cM ]
A= \
0 ¢ 0 cR

A’ nimn dik toplananlar: olup kabul geregi;

eRNcR eMNecM

AN <4A
0 "eRNcR

dir. Oyleyse, eRN cR <4 R olup; R, SIP’ ye sahiptir.
(i) R’ nin bir e idempotent eleman: ve M’ nin bir = eleman igin (1 — e)ze # 0

olsun. y = (1 — e) ze dersek
ey%e((l—e)xe) =0
ve
ye=((1—e)ze)e=(1—ejze=y

elde edilir. Buradan,

amndoln Jniversites

A oMy T



olur ve

1= Y]a<,4
0 e
dir. A’ da
l1—e 0
J = A
0 1—e

dik toplananimi alirsak kabulden,
0 yRN(1—e)M
0 0

dir. Oyleyse;

mi=|7 %4
0 f
olacak gekilde f € R ve z € M vardir. Buradan; fR = 0 olup f = 0 bulunur.
fz+ zf = z oldugundan da z = 0 elde edilir. Yani, yRN (1—€e)M = 0 dir.
Dolayisiyla y = 0 dur.

eE I
<= 1) ve (1t osullari sag ansin ve an lacmpotent e€lemarni alallm.
(<) (4) ve (#%) kogullar1 sagl Ad [ idempotent el lal

0 e
Buradan; ex+ze = z olup her iki tarafi sagdan e ile carparsak exe = 0 olur. Boylece;

(1—-e)ze=1ze—ezxe =ze =0

elde edilir. Yani; x = ex € eM dir. Dolayisiyla, A’ nin her dik toplanani; e, R’ nin
eR eM

idempotent elemani olmak {izere \ seklindedir. R’ nin e ve ¢ idempotent

-0 eR

elemanlar: igin
eMNeM =eRMNcRM =(eRNcR) M

dir ve R, SIP’ yi sagladigindan;

eR eM cR cM eRNcR (eRNcR)M
\ N N\ =
0 eR 0 cR 0 eRNcR
I
fR_fM
= N
0 fR

36



olacak sekilde R’ nin f idempbtent elemani vardir. Yani; A, SIP’ ye sahiptir. ®

R M

Calismamizin bundan sonraki boliimiinde A = olarak alacagz. Bu-

0.5
rada, R ve S birimli halka ve M, sol R—modiil, sag S—modiildiir. Bu tiir halkalar

[21]’ de detayl bir gekilde incelenmistir.
Lemma 72 SocA; A’ nin dik toplanans ise M = 0 dar.

Kamt. SocA; A’ nin dik toplanani olsun. Yani A’ nin bir e idempotenti igin

SocA = eA olsun. Lemma 11’ den (1 — €) Ae = 0 dir. Buradan;

a R M| _|eRe eR(1-e)
“lo s| | 0o @a-eR1-¢

R M 0 M
dir (bakimiz [2], [21]). SocA = [ } ve I: :I < SocA oldugundan
0

0 0 0
' 0 M| .
2 = f € SocA vardir dyleki f (SocA) = dir. 7 € Rvem € M igin
0 0
T m r? rm :
f= olsun. f? = dir. Boylece;
0 0 0 O

RN EIERd

dir. Buradan r = 0 elde edilir. Yani; M =0 dir. u

Teorem 73 SocA; A’ man dik toplanans olsun. A, SIP’ ye sahiptir ancak ve ancak
R ve S; SIP’ ye sahiptir.

R O
Kamt. Lemma 72’ den M = 0 dir. Yani; A = dir.

0 S
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(=) A, SIP’ ye sahip olsun.

r 12 u -
10 10
00 00
ve
— -— 2 — —
00 00
01 01
den
10 RO
A= <gA
00 I 0 0
olur. Lemma 30 geregi R, SIP’ ye sahiptir. Benzer sekilde;
00 00
A= <sA
01 0 S

olur. Dolayisiyla; S, SIP’ ye sahiptir.
(<) Agikca A’ nm her dik toplanani e, R’ nin ve f, S’ nin idempotent elemanlar:

e 0

olmak iizere A seklindedir. R ve S; SIP’ ye sahip oldugunda A’ nin SIP’
0 f

ye sahip oldugu agikardir. ®

Ornek 74 F bir cisim ve

a b
R= ta, b, ceF
0 c
0 F o o
olsun. Buradan SocR = olup Ry’ nin dik toplanans dejildir. Ama agik¢a
0 F

R, SIP’ ye sahiptir.

Teorem 75 A, SIP’ ye sahiptir ancak ve ancak
(?) R ve S SIP’ ye sahiptir.
(i) €2 =e € Rve f2= f € S igin e veya f den en az biri birimden farkh olmak

tizereeM f = 0 dar.
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Kamt. (=) A, SIP’ ye sahip olsun. Agikea;

R M 0 0
A= ®
0 0 0 S
dir. Lemma 30’ dan her iki dik toplananda SIP’ ye sahiptir. Yani; S, SIP’ ye

sahiptir. R’ de I ve J dik toplananlarini alahim. Buradan; I = aR ve J = bR olacak

sekilde R’ nin a ve b idempotent elemanlar: vardir.
a 0 b 0 aRNbOR aMNbM
AN A =
00 00 0 0
R M
d
0 0
dir. Yani; aRNbR, R’ nin dik toplananmdir.
R’ nin e veya f idempotent elemanlarindan en az biri birimden farkh olmak

tizere eM f # 0 olsun. Buradan; z € M i¢in 0 # y = exf € eM f vardir. Agcikca
(1—e)y=0veyf=ydir. -

el

0 1—f 0 f

2 e O 2_ e? 0 _|e 0 Yy
Tjo1=f| o @g-p2 0 1—f |

5= [1—6 yrz [(1‘—‘6)2 (1—e)y+yf}=[1—e y}zﬁ
0 f 0 f? 0 f

alalim.

ve

dir.
wAnpa = | B M }n[(l—e)R (1—e)M+ys}
|0 (1-/)§ 0 7S
o emn(@-em+ys)
- 1 )
< 4A ‘
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dir. Yani; eMN( (1—-eM + yS) =0 dir. Buradan; y ¢ eM oldugundan
y € (1—e)M dir. Oyleyse; y = (1 —e)m olacak gekilde m € M vardir. Diger
taraftan; ey = e(ezf) = y oldugundan,

y=ey=e((l—e)m)=0

olup geligkidir. O halde, eM f = 0 olmalidir.

e z
(<) (i) ve (i) kogullar: saglansin ve A’ da idempotent eleman alalim.

0 f
Burada, ez + zf = x dir. Esitligin her iki tarafin1 sagdan f ile ¢arpdigimizda

exf +zff =zf

den exf = 0 elde edilir. Kabulden; (1 —e)zf = 0 olup zf = 0 bulunur. Boylece;

z € eM dir. Dolayisiyla; A’ min her dik toplanani e, R’ nin ve f, S’ nin idempotent
eR eM

elemani olmak iizere formundadar.

0 fS

eMNcM =eRM NcRM = (eRNcR) M

oldugundan
eR eM ﬂ cB cM eRNcR eMNecM _ aR oM
0 fS 0 g§ 0 fSngSs 0 @S

ve o® = a, #? = § dir. Yani; A, SIP’ ye sahiptir. =

Yukaridaki teoremle genellestirilmig tist {icgensel matrislerin hangi kogullar al-
tinda SIP” ye sahip oldugu verilmigtir. Buradan yola ¢ikarak bir R halkas: tizerindeki
full matris halkalarinin ne zaman SIP’ ye sahip olacag1 ve dolayisiyla SIP’ ye sahip
olma ¢zelliginin Morita degigmez bir 6zellik olup olmadigini aragtirma ihtiyac: ortaya

¢ikmistar.

Calhgmamizin bundan sonraki kisminda; R , birimli bir halka olmak tizere R’
deki bir e idempotent eleman igin R = ReR ve S’ de R’ nin eRe alt halkas: olsun.
Buradan; Me, sag S— modiildiir.
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Lemma 76 [1, Lemma 12. 8]‘ K, K'< Mgrve N, N' < (Me)g olsun. Budurumda;
(i) K = KeR ve N = NRe dir.
(#4) KN K' =0 dir ancak ve ancak KeN K'e =0 dur.
(i4) NN N' =0 dur ancak ve ancak NRNN'R =0 dir.

Kamt. (i) K = KR = KReR = KeR dir ve N = NS = NeRe = NRe dir.

(43) Eger KN K' = 0ise KeN K'e < KN K’ den KeN K'e = 0 dir. Tersine
KeNnK'e =0olsun. z € KN K’ alahm. Boylece zRe < KeN K'e = 0 dir. Buradan;
zReR = 0 dir. O halde, zR = 0 ve boylecede x = 0 dir. Yani, K N K' =0 duir.

(#43) (%) ve (i) den elde edilir.

Lemma 77 K, Mg’ nin alt modiilii olsun. K, Mg’ nin dik toplanamdir ancak ve

“ancak Ke, (Me)g’ nin dik toplananadar.

Kamt. K, Mg’ nin dik toplanan olsun. Oyleyse; M = K & N olacak sekilde
M’ nin N altmodilii vardir. Buradan; Me = Ke+ Neve KeNNe< KNN =0
dir. Dolayisiyla; Me = Ke @ Ne dir. Tersine; Ke, (Me)g’ nin dik toplanam
olsun. Oyleyse; Me = Ke @ L olacak gekilde Me’ nin L alt modiilii vardir. Agikga;
KNLR=0ve

M =MeR=(Ke+ LYR=KeR+ LR=K+ LR
dir. Yani, Mgp =K@ LR dir. m

Teorem 78 M, saj R—modil olsun. M, saj R—modili SIP (SSP)’ ye sahiptir
ancak ve ancak Me, saf S—modilii SIP (SSP)’ ye sahiptir.

Kamit. Lemma 77’ den K, L <4 Mg dir ancak ve ancak Ke, Le <4 (Me)q dir.
Oyleyse; K N L <4 Mg dir ancak ve ancak Ke N Le <4 (Me)g dir. Yani; M, sag
R—modiilii SIP’ ye sahiptir ancak ve ancak Me, sag S—modiili SIP’ ye sahiptir.
SSP icinde benzer gekilde gosterilir. w
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Sonug 79 R halkast saf SIP (SSP)’ ye sahiptir ancak ve ancak Re, eRe—modiili
SIP (SSP)’ ye sahiptir. Bu durumda S say SIP (SSP)’ ye sahiptir.

Kamt. M = R alalim. O halde Me = (Re)y olur. Dolayisiyla; Teorem 78 den
istenilenilen sonug elde edilir. Diger taraftan; Re = eRe @ (1 — e) Re dir. S =eRe
ve eRe <  Re oldugundan Lemma 30 (Onerme 41) geregi S, SIP’ (SSP)’ ye sahiptir.

S birimli bir halka, n pozitif tamsay1 ve R; elemanlar1 S’ den olan n X n tipindeki

matrisler halkasi (R = M, (S)) alalim.

10 0
0 0 - 0
€11 =
LO 0 . O-nxn

olarak gosterelim. Acikca; e1;; R’ nin idempotenet elemanidir ve S 2 ey Reyq
C1KGa,; ;

R = Re;1 R dir. Bu gosterimle;

Teorem 80 R = M, (S) SIP (SSP)’ ye sahiptir ancak wve ancak S™ serbest
S—modiili SIP (SSP)’ ye sahiptir.

Sonug 81 S, SIP (SSP)’ ye sahip ise R = M, (S) SIP (SSP)’ ye sahiptir.

Kamt. S, SIP’ ye sahip ise Lemma 67’ den serbest S—modiili S™’ de SIP’
ye sahiptir. B&ylece Teorem 80’ den istenilen sonug elde edilir. SSP iginde benzer

sekilde yapilir. m

Tanum 82 p halka teorisinde bir Ozellik olsun. Eder; R, g dzelligini saglar iken
n > 2 icin R tzerinde kurulu nxn tipindeki matrisler halkas: M, (R) ve R’ nin her
e idempotent elemans icin R = ReR iken eRe bu oOzellifi saglyyorsa R’ ye Morita

degigmez Ozellik denir.
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Genellikle B = ReR kogulu olmaksizin bir ¢ok halka teori ¢zelligi eRe’ ye ak-
tarilir. Yar: basit, sag-Noetherian, sag-Artinian, sag-(yar1) hereditary olma &zellik-
leri Morita degismez 6zelliklere drnek teskil ederler. Diger yandan CS ( her sag ideali

bir dik toplanan iginde essential ) olma &zelligi Morita degismez degildir. Ornegin;

Zz] Zl[a] 01

R = Z|z] i¢in R, CS iken S = CS degildir. Ciinkii; u =

Z[z] Z|x] 0 2
alalim. O halde;
uS = Ig : f,9 € Zx]
2f 29

S’ de uniform sag idealdir. Buradan; uS, S’ de essential olamaz. Eger olsaydi uS’
nin Goldie boyutu ile S’ nin Goldie boyutu aym olmaliydi. Halbuki; dim (uS) =
1# 2 =dimS. Ancak e = 1, §’ de uS < eS (yani eu = u) olacak bigimdeki tek
idempotenttir: Bdylece S, sag CS halka degildir.

Sonu¢ 79 ve Sonug 81’ i birlegtirerek asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 83 Halkalarin saj SIP (SSP) Morita degigmezdir.

M bir CS—modiil olsun. Eger; M, (C2)’ yi saghyorsa M’ ye stirekli, (C3)’ i
sagliyorsa M’ ye yari-siirekli denir. Acikga, M siirekli ise yari-siireklidir. Benzer

sekilde;

Tamm 84 M, SIP (SSP)’ ye sahip bir modil olsun. . Eger; M, (C2)’ yi saghyorsa
M’ ye I—siirekli (S — siirekl) ve ejer; M, (C3)’ 4 saglyorsa M’ ye I—yari-siirekli
(S — yari-siirekli) diyelim.

I —siirekli (S — stirekli) ve [ —yari-siirekli (S — yari-siirekli) modiiller yeni bir mo-

dil smifi olarak incelenebilinir. Bu smufa ait modilller asagidaki bazi Szellikleri

stirekli ve yar1 siirekli modiillere paralel davranig gosterir.
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Sonug 85 (i) I — (yar) siirekli moddllerin dik toplananlarda I — (yars) sdreklidir.

(it) S — (yary) siirekli modiillerin dik toplananlarida S — (yarz) sireklidir.

Kamt. (i) [4, Onerme 2.7] ve Lemma 30’ dan agiktir.
(it) [4, Onerme 2.7] ve Onerme 41’ den aglktli. |

Teorem 78’ deki gosterimleri kullanarak agagidaki sonucu elde ederiz.

Teorem 86 (i) M saj I — (yar) stireklidir ancak ve ancak Me saf S—modili I —
(yary) sireklidir.
(it) M sag S — (yar) streklidir ancak ve ancak Me sa§ S—modili S — (yar)

stireklidir.
Kamit. Teorem 78 ve [22, Teorem 12]’ den elde edilir. =

Sonug 87 Halkalarin saf I — (yar) sirekli ve saf S — (yary) siirekli olma ézelliklers

Morita degigmezdir.

Kamt. Sonug 83 ve [22, Teorem 12]’ den elde edilir. m

Lemma 51’ de (C3)’ i saglayan SIP’ ye sahip modtillerin SSP’ yi sahip olduklar
gosterildi. (C2)’ yi saglayan modiillerin (C3)’ 1 sagladig1 goz Sniine alirsak;

Sonug 88 M; I—siirekli ise S — (yari) streklidir.

Sonug 89 M; I—yari-sirekli ise S—yari-sireklidir.
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