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Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Danisman: Dog¢.Dr. Vakif CAFEROV
2002, 92 Sayfa

Bu tezde, polinomlar politopunun Hurwitz ve sektor kararhligi ele alin-
mistir. Ug polinomlar: kararli olan polinom segmentlerinin kararlihig ve kararsiz-
ligin1 test eden bir algoritma verilmistir. Bu algoritma bir polinomik denk-
lemin yaklagik koklerinin bulunmasina dayahdir. Tek ve ¢ift katsayilar1 bir-
birinden bagimsiz degisen polinomlar ailesinin kararlilig: i¢in yeni bir kriter
verilmigtir. Gergel ve kompleks aralik polinomlar ailesinin sektér kararhiligy ele
almmugtir. Sektor kararliligi test etmek icin, ug polinomlar: veren bir algoritma
verilmigtir. Bilindigi gibi, polinomlar politopunda tiim kenarlar kararliysa
polinomlar politopu da kararhdir. Politoplarin gercek kenarlarimi belirlemek
icin yeni bir algoritma verilmigtir. Kompleks matrisler kiimesinin Hurwitz
kararhiligi aragtirilmigtir. Ayrica benzer sonuglarin gercel matrisler kiimesi igin
gegerli olmadig1 gosterilmistir. Sonuglarla ilgili ¢ok sayida agiklayici 6rnekler

verilmigtir.

Anahtar Kelimeler : Kararli Polinom, Konveks Kombinasyon, Polinomlar

Politopu, Sektor Kararlilik, Kararli Matrisler
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In this thesis, the Hurwitz stability and sector stability properties of the
polynomial polytopes are considered. An algorithm for testing on stability-
unstability of polynomial segments with stable end-points is given. The algo-
rithm is based on approximate root of suitable polynomial equation . A new
testing criterion for the stability of a family of polynomials with the even-odd
uncoupling property is given. The sector stability of real interval and complex
polynomial family are considered. An algorithm for testing the sector stability
is given to find extreme polynomials. It is well known that if all exposed edges
of a polynomial polytope is stable then the whole polytope is stable. An al-
gorithm is given to find all exposed edges of polytopes. The Hurwitz stability
properties of complex set of matrices are investigated. It is also shown that
the similar results are not available in the case of real matrices. Results are

illustrated by several examples.
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1 GIRIS

Lineer dinamik sistemler, Kontrol ve Kesikli sistemler teorilerinde polinom
ve matrisin kararlilik problemlerinin arastirilmas: zorunlulugu ortaya ¢ikmak-
tadir. Ancak, bircok problemde parametreler belirsizlikler igerdigi i¢in poli-
nomlar ve matrisler ailesinin kararhiligi sézkonusu olmaktadir.

Bir
p(s) =ap+ars+ ... + ans”, (an #0) (1.1)

polinomu ve C kompleks diizleminde D basit baglantili agik bolgesi verilsin.
Eger (1.1) polinomunun tiim kokleri D bélgesinde ise bu polinoma D—Kkararh
polinom denir. D &zel bolgeler oldugunda, D—kararliliga da 6zel isimler verilir.

Oyle ki, eger:
— D sol agik yar diizlem ise D—kararlihiga Hurwitz kararlilik,

— D acik birim disk ise D—kararliliga Schur kararhlk,

— D={ze€C:z=re, |p—7| <by, r>0},(0<6 < %) ise D—kararh-
liga Sektor kararlilik,

— D ={z€C: Re(z) < —a}, (0 > 0) ise D—kararhiliga oc—kararhlik

denir.

Bu kararlilik kavramlarindan en ¢nemlisi ve en ¢ok aragtirilani Hurwitz
kararhliktir. Bu doktora tezinde Hurwitz ve Sektor kararlilik problemleri ele
alinmasgtar.

Tez boyunca “Hurwitz kararh” yerine “kararli” deyimini kullanacagz.

Pek ¢ok problemde (1.1) polinomunun katsayilar: kesin olarak bilinmemekte,
ancak bu katsayilarin degigebilecegi sinirlar bilinmektedir. Bu durumda (1.1)

polinomu yerine

ao(q) + a1(q)s + ... + an(q)s™ (1.2)



polinomlar ailesi ortaya gikar. Burada q vektorii belirsizlik vektori olup, @ C
R’ kitmesinden ahmur.

(1.2) ailesindeki ttim polincmlar D—kararh ise (1.2) ailesine giirbiiz
(robust) D—kararh aile denir.

a; fonksiyonlarimin q ya bagimhligi ve @) kiimesinin &zelliklerine gore farkh
polinom aileleri ortaya cikar.

Eger

ai(q) = aiq1, g2, - @) = &
ve @ kiimesi R! de bir “kutu” (box) ise, yani
Q = {(QI)Q27 "'7ql) S Rl Loy S q; S /61;) 1= 1a21 7l}

ise 0 zaman (1.2) ailesine aralik polinomlar ailesi denir.

Tanim 1.1 Efer Q C R' kimesi {q',q%...,q*} sonlu nokta kiimesinin

konveks zarfi, yani
Q = conv{q!, ¢ ..., q*}
ise bu durumda Q ya R uzayinda bir politop denir. ’

Her (1.1) polinomuna (ag, a1, ..., a,) € R™* vektorii kargilik getirirsek poli-
nomlar politopunu, aym dereceden polinomlarin konveks kombinasyonlar: kiimesi

olarak tanimlayabiliriz.
Tanim 1.2 Q = conv{q!,¢?, ...,q*} CR" politopu ve q* € Q wverilsin. Eger
Q%= (l-t)x+ty

olacak bigimde t € (0,1), x € Q vey € Q bulunamayor ise o zaman q* ya Q

nun bir ug noktast denir.

Tanim 1.3 Q = conv{a}, g% ..,q*} C R politopu wverilsin. Q politopunun
birbirinden farkl herhangi iki ug noktast 9%, g% (q“ # o) olsun. q* ve q*

yt birlegtiren segment
Ei,={a€Q: a=(1=Xd" + g%, )€ 0,1]}
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olmok dizere ejer keyfi 9, q* € Q, 9%, q° ¢ E;, 4, noktalar igin

{aeQ: a=(1-t)a*+ta’, t€[0,1]} N E;;, =0
ise By, 5, segmentine @ politopunun bir kenary denir.

Tanim 1.4 Eger (1.2) ailesinde Q ktimesi bir politop ve a; : @ — R fonksi-

yonlars afin fonksiyonlar ise (1.2) cilesine afin polinomlar ailesi denir.

Tanum 1.5 a : Q — R fonksiyonu verilsin. Eger a(q1, 92, ...,q) fonksiyonu
heri=1,2,...,0 i¢cin q; disindek: difer bilesenler sabit olmak tzere q; ye gore

afin ise a fonksiyonuna multilineer fonksiyon denir.

Tanim 1.6 (1.2) ailesi verilsin. Eder tim a; fonksiyonlart multilineer ise

(1.2) ailesine multilineer polinomlar ailesi denir.

(1.2) ailesinde sonsuz ¢oklukta polinom bulunmaktadir. Polinomlar ailesin-
deki polinomlarin kararlhihgim tek tek kontrol etmek miimkiin degildir. Bu ne-
denle tiim ailenin kararhligimm baz alt ailelerin kararlligindan elde edilmesi
oldukga 6nemlidir. Bu alt aileleri elde etmede sifir1 igermeme prensibi biiyiik
rol oynamugtir. Sifir1 icermeme prensibi, derecesi sabit kalan ve katsayilar:

stirekli degigsen
p(s,q) = ap{q) + ar{q)s + ... + an(q)s”, q €Q (1.3)

poliromun koklerinin parametreye gore siirekli degistigini ifade eden agagidaki

teoreme dayanmaktadir ([1]).

Teorem 1.1 (1.8) ailesi invaryant dereceli ve ag(q), 01(q), ..., an{q) katsay:
fonksiyonlar q €Q ya gére siirekli olsun. Bu durumda p(s,q) nun kékleri de

q €Q ya gore siireklidir. Yani, oyle sirekls
5;:Q—-C,i=12 ...,n

fonksiyonlar: vardr ki s1(q), s2(Q), ..., sn(q) kompleks sayilar p(s,q) nun

kokleridir.



Tanim 1.7 D C C agik kiimesi ve I C R aralifs (sonlu veya sonsuz) verilsin.

Eger
&p: 1 — 9D

fonksiyonu strekli ve orten ise yani, ®p sirekli ve her z € 8D igin ®p(6) = =z
olacak sekilde 6 € I varsa ®p fonksiyonuna D nin swmr stupiiren fonksiyonu

denir.

Tamim 1.8 P = {p(.,q) : q €Q} polinomlar ailesi verilsin. Bir § € I i¢in

p(®p(6),Q) = {p(®p(6),a)€C : q €Q}
kitmesine P ailesinin 6 € I daki defer kiimesi denir.

Teorem 1.2 (Sifir1 igermeme prensibi) D C C yol baglantils agik bir kiime,
P = {p(.,q) : q €Q} invaryant dereceli polinomlar ailesi verilsin. Katsays
fonksiyonlare a;(q) (¢ = 0, 1, ..., n) sirekli ve ailede en az bir p(s,q°)
D—kararly polinomu bulunsun. Bu durumda P ailesinin glirbiiz D—kararl

olmass igin gerekli ve yeterli kosul her § € I i¢in 0 ¢ p(®p(6), Q) olmasidur.

V. L. Kharitonov ([2]), aralik polinomlar ailesi icin bir kararlihk teoremi ver-
mistir. Kharitonov teoremine gére, aralik polinomlar ailesinin giirbiiz kararh
olmas: icin gerekli ve yeterli kosul 6zel secilmig belirli dért polinomun kararli
olmasidir. Kharitonov bu teoremi kompleks katsayili aralik polinomlar: i¢in de
genellegtirmigtir ([3]).

Bu teorem polinomlar ailesinin kararhhigmin aragtirilmasinda bir déntim
noktas1 olmustur.

Afin polinom aileleri icin ug nokta teoremleri gecersizdir. Yani Q nun tiim
ug¢ noktalarna kargiik gelen polinomlar D-—kararl olsa dahi afin polinomlar
ailesi D—kararh olmayabilir. Ancak bu tiir aileler i¢in kenar (edge) teoremi [4]

gegcerlidir.

Teorem 1.3 (Kenar Teoremi) D C C yol baglantils, agik kiime ve ®p :
I — C bu kiimenin swnar stpiiren fonksiyonu olsun. P = {p(.,q) : q €Q}

4



-invaryant dereceli polinomlar politopu verilsin. P nin girbiz D—kararlilig
i¢in gerekli ve yeterli kosul Q nun bir kenarina karsiik gelen her bir ' ve q®

u¢ noktalar ¢ifti icin

Diy iy (37 )‘) = )\p(S, qi1) + (1 - )\)p(S, qiz)
polinomunun her A € [0, 1] i¢in D—kararly olmasidr.

Multilineer polinomlar ailesi i¢in, @ bir kutu oldugunda kenar teoremleri
gecerli degildir. Yani @ nun kenarlarina kargilhk gelen polinomlar segmenti
D—kararli olsa dahi tiim aile D—kararli olmayabilir [5]. Ancak multilineer

polinomlar ailesi i¢in déniislim teoremi yardimiyla bir yeter kogul verilebilir.

Teorem 1.4 (D&niisiim Teoremi, [5]) Q C R! kése noktalar {q},q?, ..., q"}
olan bir kutu verilsin. P = {p(.,q) : q € Q} invaryant dereceli, multilineer
polinomlar ailesi ve bu aileye ait en az bir p(s,q°) polinomu D—kararl olsun.

Eger her z € 0D igin

0¢ conv{p(z,qi) c1=1,2,...,k}
ise P multilineer polinomlar ailesi guirbiz D—kararldar.

A, n X n tipinde bir kare matris olsun. Eger bu matrisin tiim 6z degerleri
kompleks diizlemin D agik bodlgesinde ise bu matrise D—kararli matris denir.

Lyapunov kriterine gore A matrisinin kararl olmasi igin gerek ve yeter kogul
PA+ATP <0 (1.4)

olacak gekilde P pozitif belirli matrisinin bulunmasidir ([6]).
p(s,q) = go + q15 + ... + ", monik polinomuna karsilik, karakteristik poli-

nomu p(s, q) olan

00 - 0 —q |

10 0 —q1
Al@)=1]0 1 0 —q

(00 -+ 1 —ga |




matrisi tanimlanabilir. Bu matrise p(s, q) nun kompanyon matrisi denir.

Matrisler ailesinin kararlihgi icin de aralik matrisler, matrisler politopu,
u¢ nokta, kenar kavramlar1 benzer yolla tamimlanabilir. Genelde, matrisler
politopu icin kenar teoremleri gecersizdir.

Bu tez, birinci boliim Girig olmak iizere alt1 b6liimden olugmaktadir.

Ikinci béliimde, gercel veya kompleks kararli polinomlarin konveks kom-
binasyonlarimin (segmentin) kararhiligi problemleri ele alinmugtir. Segmentin
kararliliga problemlerinin incelenmesi ¢ok onemlidir, ciinkii kenar teoremine
gore polinomlar politopunun kararhligi sonugta o politopun kenarlari olan
sonlu tane segmentin kararlilifindan elde edilmektedir. Bu béliimde Segmentin
kararliliginin kontrolii i¢in yeni bir algoritma verilmigtir. Bu algoritma bir tek
polinomun yaklagik koklerinin bulunmasina dayaldir ve segmentin goriintii
kiimesinin uglarmin koordinatlar: i¢in alt ve tist simirlar vermektedir. Seg-
mentin kararsiz olmasi durumunda bu sinirlar segmentin Hurwitz bolgesinin
siurim kestigi degerlerin de yaklagik olarak bulunmasina imkan verir. Bu
boliimde elde edilen sonuglar [7-9] makale ve bildirilerinde sunulmustur.

Uctinci boliimde 6zel cesit politop - tek ve cift kisimlarin olusturdugu
vektorlerin bagimsiz politoplarda degistigi bir polinomlar politopu ele alin-
migtir. Bu cegit aile igin tiim u¢ noktalarm kararlihgindan ailenin karar-
lihginin giktigr Rantzer’in “zayif Kharitonov bolgesi” ile ilgili teoreminden
elde edilmektedir. Ancak u¢ polinomlarin sayisi ¢ok olabileceginden burada
uglar kiimesinin uygun alt kiimesinin bulunmasi problemi ortaya ¢ikmaktadir.
Uctincii boliimde sayiyr azaltma problemi bir denklemin koklerinin bulun-
masina donigtiirilmiigtiir.

Dordiincii boliimde aralik polinomlar ailesinin sektér kararhiligs problemleri
ele alinmastir. Gergel, n. dereceden aralik polinomlar ailesinin sektor kararhliga
icin 2(n+1) tane 6zel secilmis ug polinomun kararhligmin yeterli oldugu bilini-
yordu. Bu sonucun ¢ok basit geometrik ispat1 ve bu u¢ polinomlarin bulun-
mast icin bir algoritma verilmigtir. Bu algoritma, kompleks aralik polinomlar
ailesine uygulanarak kararhlik i¢in yeterli olan 8(n + 1) tane u¢ polinom elde

edilmigtir.



Polinomlar politopunda gercek kenarlarin bilinmesi énemlidir. Polinomlar
politopu bir Q@ C R politopunun afin doniisiim altinda goriintiisti olarak, ya
da sonlu tane polinomun konveks zarfi olarak verilmektedir. Ancak, @ poli-
topunun kenar: polinomlar politopunun kenarimna déniigmeyebilir, veya politop
sonlu tane polinomun konveks zarfiysa herhangi iki u¢ noktasini birlegtiren
segment kenar olmayabilir. Bir politopun gergek u¢ noktalarimin ve gercek
kenarlarinin belirlenmesi problemleri beginci béliimde ele alinmigtir. Bu prob-
lemin ¢ozlimi igin dogrusal programlama yontemi kullanilmaktadir.

Altinc: boliimde kompleks matrislerin konveks kiimesi igin [10] makalesinde
verilen kriterler incelenmigtir. Bu kriterlerin kanit: igin kiimedegerli fonksi-
yonlar kullanilmaktadir. Bu boliimde gercel matrislerin konveks kiimesi igin
benzer kriterlerin dogru olmayacagina dair bir 6rnek verilmigtir. Bu ornekte
ele alinan kiime, sonlu tane kararli monik polinomun kompanyon matrislerinin

konveks zarfinin olusturdugu matrisler kiimesidir.



2 KARARLI POLINOMLARIN KONVEKS
KOMBINASYONLARININ KARARLILIGI

Bu bolimde iki kararhi polinomun (gercel veya kompleks) konveks kombi-
nasyonlarinin kararh olup-olmadigini belirleyen yeni algoritmalar verilecektir.
Bu algoritmalar belli bir polinom denkleminin yaklagik koklerine dayali olup,
konveks kombinasyonlarin kararlihiginda 6nemli olan tek ve ¢ift kisimlar icin

alt ve iist smirlar vermektedir.

2.1 Konveks kombinasyonlarin kararlilig: icin yeni bir

algoritma

Bu alt bolumde gergel katsayili, kararli polinomlarin konveks kombinas-

yonlariin kararhligini ele alacagiz.
a(s) = ag+a;s+ass® 4+ +a,s", (2.1)
b(s) = bo+bis+bys®+ - +b,s" (2.2)
gibi kararli polinomlar verilsin. Bu polinomlarin konveks kombinasyonunu
L(s,A) = (1= Na(s) + Mb(s), Ae€][0,1] (2.3)
ile gosterelim. Bundan boyle
L={L(s,A\): Ae[0,1]}

polinomlar ailesine segment diyecegiz. Bilindigi gibi her A € [0, 1] i¢in L(s, \)
polinomu kararh ise segment giirbiiz kararhdir denir. Eger bir A, € (0,1) i¢in
L(s, \.) polinomu kararsiz ise segment kararsizdir denir.

Burada a(s) ve b(s) polinomlarinin kararliligi, bu polinomlarin konveks

kombinasyonlarinin kararhligini garanti etmez.

p1(8) = 0.57 4 65 + 5% + 1083, pa(s) = 1.57 + 8s + 25* + 108

8



kararli polinomlar: verilsin.

1 1
5P1 (s) + §p2(s) =1.07+7s + 232 + 1058

polinomu kararsizdir. Eger
a(s) = pi(s)(s +1)"7°, b(s) = pa(s)(s + 1)"~°

gibi tamimlarsak a(s) ve b(s) n. dereceden kararl polinomlardir. Ancak

1 1

2a(s) + 35(5) = (5a(9) + 5pa(s)) (s + 1"

polinomu kararsizdir.

Genelligi bozmaksizin a(s) ve b(s) polinomlarinm katsayilarinin pozitif oldu-
gunu kabul edelim. Eger a(s) polinomunun katsayilar1 ve b(s) polinomu-
nun katsayilar: zit igaretli ise bu durum konveks kombinasyonun kararsizligin
gerektirir.

Kararl polinomlarin konveks kombinasyonunun kararhilig: ile ilgili pekgok
sonug elde edilmigtir {5,11-17]. Bialas [11] segmentin kararl olmasi igin (H(a),
a(s) polinomuna kargihk gelen Hurwitz matrisi olmak tizere) det | H (a)+AH (b))}
fonksiyonunun pozitif gercel koklerinin bulunmamasinin gerekli ve yeterli oldu-
gunu gostermigtir. Eger a(s) ve b(s) polinomlarim ¢ift (tek) kisimlar: ayni ise
bu durumda segment kararhdir [12]. Fu ve Barmish [15] kararl bir polinom
ya da matris i¢in belli bir yoénde kararlihgin korunmas: igin maksimal sinirlar
belirlemiglerdir. Bougherra, Chang ve ark. [13] bes tane polinomun pozitif
gercel koklerinin ¢dzilimiinii temel alan bir algoritma vermistir. Rantzer [16]
g(s) = a(s)—b(s) polinomunun biiytime kogulunu (growth condition) saglamas
durumunda konveks kombinasyonun kararli oldugunu gostermigtir.

Bu boltimde segmentin kararliligy ve kararsizligim test eden bir algoritma
verecegiz. Bu algoritma, [13] deki algoritma gibi Segment Lemma [14] ya
dayanmaktadir. Ancak [13] deki algoritma beg tane polinomun pozitif gercel
koklerinin bulunmasini temel alirken, bizim verecegimiz algoritmada sadece
bir polinomun pozitif gercel yaklagik koklerinin bulunmasi esas alinmigtir.
Ayrica segmentin kararsiz olmasi durumunda algoritmamiz diger algoritmalar-

dan farkh olarak bize segmentin bir u¢ noktasindan diger ug noktasina hareket
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boyunca davramgim belirlememize olanak saglar. Bu algoritma, mevcut kon-
veks kombinasyon kararhlig: testlerine alternatif olarak kullanilabilir.
Burada a(s) ve b(s) polinomlarinda w > 0 olmak tizere s = jw yazildifinda

a(jw) = (ap — agw? + agw*

— . )+ flaw — azw® + asw® — .. .)
= a’(w) + ja’(w)

b(jw) = (bg — bow? + byw? — ...) + j(brw — bgw® + bsw® — ...)
= b°(w) + jb°(w)

ifadelerini elde ederiz.

Yardimc: Teorem 2.1 (Segfnent Lemma [14]) Oyle ) € [0,1] varder ki

L(s, ) polinomu s = jw kike sahiptir <

a®(w)b’(w) — a®(w)b*(w) = 0 (2.4)
*(w)b*(w) < 0 (2.5)
a’(w)b’(w) < 0 (2.6)

saglanar.

Bu yardimc: teoremde ifade edilen A min degeri

a®(w) a®(w)
=77 A = 2.
M) = Fo =) ¥ AW = e W) (2.7)
seklinde hesaplanabilir.
Denklem (2.4) iin pozitif gergek (exact) kokleri w}, wj, ..., wi buluna-

bilirse o zaman (2.5) ve (2.6) kontrol edilerek dogru parcasmin kararh veya
kararsiz oldugu belirlenebilir. Ancak bu gergek kokleri bulmak hemen hemen
olanaksizdir. Bu nedenle (2.4) denkleminin yaklagik koklerini esas alan bir
algoritma gelistirecegiz.

Oncelikle bunun igin gerekli énermeleri ve sonra algoritmay1 verecegiz.

Asagidaki onermeler Yardimc: Teorem 2.1 in bir sonucudur.

Onerme 2.1 a(s) veb(s) n. dereceden kararly polinomlar olsun. L polinomlar

ailesi kararsizdir < (2.4) denkleminin dyle pozitif w koki vardur ki

a®(w)b*(w) < 0 (2.8)
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a’(w)b°(w) < 0 (2.9)
esitsizliklerinden en az birisi saglanr.

Kamt. =). {L(s, ) : A € [0, 1]} kararsiz oldugundan &yle wo > 0 ve dyle
A € (0,1) vardir ki L(s, A\,) polinomu kararsizdir. Bu durumda 6yle A € (0, 1)
vardir ki L(jwg, Ag) = 0 dur.
Her w > 0 igin {L(jw,A) : A € [0,1]} ktimesi kompleks diizlemde bir dogru

parcasidir. Diger taraftan
0 € {L(jwo,A) : XA €[0,1]} (2.10)
olmasi

a(wo) = (a°(wo),a’(wo))

b(wo) = (b°(wo), b°(wo))

vektorlerinin kolineerligini ifade eder. Eger Sekil 2.1 deki durum stzkonusu ise

Im

a(@g)

Re

b(a,) /

Sekil 2.1: 0 € {L(jwo, A) : A € [0,1]}

hem (2.8) hem de (2.9) saglanir.

Eger [a(wg), b(wo)] segmenti eksenlerin birisi tizerinde ise (2.8) ve (2.9) dan
birisi saglanir.

<). Denklem (2.4) ve (2.8), (2.9) dan birisi, diyelim ki (2.8) saglansin. (2.4)
kosulu a(wg) ve b(wg) vektorlerinin kolineerligini ifade eder. (2.8) dikkate

alimirsa [a(wo), b(wo)] segmentinin orjinden gectigini sdyleyebiliriz. Buna gére
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(2.10) saglanur. Yani L ailesinde s = jwgy koke sahip bir polinom vardir ve

buna gore aile kararsizdir. m

Onerme 2.2 a(s) ve b(s) n. dereceden kararls polinomlar olsun. L polinomlar

ailest kararlidir & (2.4) denkleminin her bir gercel w > 0 koki igin

a®(w)b*(w) > 0 (2.11)

a®(w)b’(w) > 0 (2.12)
esitsizliklerinden en az birisi saglanar.

Kanit. =). Olmayana ergi yontemini uygulayalim. (2.4) denkleminin bir

w > 0 kokii igin
o®(w)b*(w) <0, a°(w)b°(w) <0

esitsizlikleri saglansimn. Yardimci Teorem 2.1 e gore dyle A € (0,1) vardir ki
L(s, ) polinomu s = jw koke sahiptir. Bu ise L ailesinin kararlilhig ile geligir.
<=). Denklem (2.4) {in keyfi w kokiini alalm. O zaman a(w) ve b(w) vektorleri
kolineerdir. Diger taraftan (2.11) veya (2.12) egitsizliklerinden en az birisinin
saglanmas: [a(w),b(w)] segmentinin orjinden ge¢medigini ifade eder. Buna
gore ailenin deger kiimesi hig bir w i¢in sifir1 igermez. Segmentin ug polinomlar:
kararli oldugundan, sifir1 icermeme prensibine gijré aile kararhdir. m
Denklem (2.4) iin pozitif kokleri yok ise bu durumda segment kararhdur.
Bu nedenle (2.4) denkleminin en az bir pozitif kokiintin oldugunu kabul edelim.
Denklem (2.4) tin birbirinden farkhi pozitif yaklagik kokleri wy,wa, ..., wk

ve bu koklerin mutlak hatasi € olmak tzere, 1 =1,2,...,k icin
wi—e<wi<w;+te (2.13)

dir (w? m, (2.4) denkleminin gercek pozitif kokii oldugunu hatirlayalim). Ayrica

yeterince kiigtik € i¢in
O<w;—e (2.14)
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tutulabilir. Bu béliim boyunca (2.14) esitsizliginin saglandigim kabul edecegiz.

Simdi agagidaki ifadeleri tamimlayalim

ag — ag(w; + €)% + ag(ws — )* — ag(w; +€)° + ...

ap — ag(wi — €)* + ag(w; +€)* — ag(wi —€)° + ...

bo — ba(w; + €)% + by(w; —e)* — bg(w; +€)°8 +...

bo — ba(w; — €)% + by(w; +€)* — bg(ws — )8 + ... (2.15)

7

ay(w; — €) — az(w; + €)* + as(w; — €)° — ar(w; + €

( )+
a1 (ws + €) — az(w;i — €)® + as(w; +€)° ~ ar(w; — )" +

by(wi — &) — ba(w;i +€)° + bs(w; —€)° — br(w; +€) +...
bl(wi + E) - b3(wi - 8)3 + b5(wi -+ 6)5 hee b7(w,~ - 6)7 + ...

Polinomlarin katsayilarmin ag, a1, ..., Gn, Do, b1, ..., by, pozitifligi ve (2.13), (2.14)

esitsizliklerinden agagidaki egitsizlikleri elde edebiliriz: her i = 1,2, ..., k icin

dir. Ayrica

dir.

a*(ws) < a*(w) <a(wi) (2.16)
Plws) < b°(w)) < B (wi) (2.17)
a’(wi) < a°(wf) <@ (wi) (2.18)
B(wi) < b°(wp) < B (wi) (2.19)
lima®(w;) = Lma*(w;) = a*(w})
limb*(w) = Lmb"(wi) = b°(w}) (2:20)
lima®(w;) = lima’(w;) = a°(wy)
limb®(w;) = g%bo(wi) = b°(w;)
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Asagida verilen Tablo 2.1 ve Tablo 2.2 yi ele alahm. Burada “+” ve “—”

sembolleri karsilik geldikleri ifadenin igaretini belirtmektedir.

a*(wi) | + a*(wi) | +
a%(w;) - a®(w;) -
0% (ws) | + 0% (wi) +
b (wi) - b (wi) | -
0°(w;) + a°(wi) +
a@°(w;) — a°(w;) -
b°(wi) + b°(ws) +
B (w) - B (w) -
Tablo 2.1: Kararlilik Tablosu Tablo 2.2: Kararsizlik Tablosu

Yaklagik koklerin her birinin Tablo 2.1 veya Tablo 2.2 nin en az bir siitununu
(aslinda en fazla iki siitun gergeklegebilir) gerceklegtirmesini garanti etmek igin

€ a bir {ist sinir verecegiz.

Oncelikle her w > w, igin a(w) = (a®(w),a’(w)) ve b(w) = (b*(w),°(w))
vektorleri kolineer olmayacak sekilde bir w, > 0 tanimlayahm. Kolineerlik
kogulu (2.4) denklemi ile verildiginden w, olarak (2.4) denkleminin en biiyiik
pozitif kokii olarak alinabilir. Sonug olarak

0<w<w,
(2.21)

w+€ch

kabul edilebilir. Yaklagik koklerin bir 7 indisi igin

Dy = a®(wf) — a®(wi) Dz =a%(ws) — a*(wyf)
D3 = a®(w;) —a°(wi) Dy =7a"(w;) — a®(w})
D5 = b°(w}) = b*(wi) De =10 (wi) — b*(wj)
Dy =b°(w}) = b°(ws) Ds =0 (w;) — b°(wy)

(wi ve w;, (2.13) ve (2.14) esitsizliklerini saglayan gercek ve yaklagik kokler
olduklarimi hatirlayalim) ifadelerini tamimlayalim.

Dogrudan hesaplamalarla agagidaki ¢nerme verilebilir.
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Onerme 2.3

max{ag, a1, ..., @n, bo, b1, ..., bn} = M

2w, — (n 4+ 2)wtt! + w3 1+ w? — (n+ Dw? + (n — 1)w?+?
max , —
» (1—w2)? (1-w?)?
2we — (n+ Dw? + (n — Dw?? 14+ w? — (n + 2)wt*! + nwnt3
max ,
(1—-w?)? (1-w?)?
olarak tamimlansin. Bu durumda herp=1, 2, ... , 8 ve her i i¢cin

ejer n ¢ift ise 0< D, <2MKie
ejer n tek ise 0<D,<2MKye

dir.
Kamt. n ¢ift olsun. (2.15) de tammlanan ifadelerden dolay1 0 < D,
(p=1,2,...,8) oldugunu soyleyebiliriz. p =1 ve herhangi bir ¢ igin
Dy = a®(w;) — a*(ws)

ifadesini ele alalim.

2 4 ' 2
af(w}) = ag — agw}? + agwi* — agwi® + ... + (=12 apwi™

a®(w;) = ag — ag(w; + 5)2 + ag(w; — 5)4 — ag(w; + 8)6 + ...

+ (=D 2a,(wi + (-1)2He)"

oldugundan

Dy = ap[(w; + )" — wi?] + aawi* — (wi — €)"] + ag[(wi +€)° — wi°]

ot on(— DR — (w4 (-1
dir. Parantez igerisindeki ifadeler diizenlendiginde
Dy = aglw; + & —wi)[wi + €+ wi] + aslw} — w; + e)jwi® + wi(wi —€)
Fw(wi — €)% + (wi — €)% + aglw; + & — wi][(wi + €)° + (wi + €)*w]
Foo (Wi )W W)+ o an[(-1) w4+ (-1) 2w, +
(=)™ 2e)wi™ !+ Wi Wi+ (<1)3e) + o+ (wi+ (-1)Ee)
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olur. Burada

wi—eSw; Lwi+e

w; +€ < we
egitsizlikleri dikkate alinirsa
w; —wi <€ Wi —w; Levew; <we
oldugu goriiliir. Bu egitsizlikler yardimiyla

Dy < agle+¢e)(we+we) + as(e + s)(wi + wgwc + wcwz + wi) + ag(e + a)(wg’
-2

Fwiwe + o Wt + W) + o Fan(e+ &)W W 2w+ W)

022w, + a4254wi + a6266w§ + ... an2snw2‘1

IA

2e M (2w, + 4w? + 6w + ... + nw??)

2eM (w? + wi + b + ..+ WY
1—-(w2)2)
2 c
2eM <wcT——w—%>
2w, — (n + 2)wl+t + nwnt3
(1-w?)?

= 2eM

oldugu goriiliir. Yani

2w, — (n+ 2)wn ! 4 netts
(1 —-w?)?

D, < 2eM (2.22)

dir. Dy, Ds ve Dg icin de (2.22) nin saglandigi benzer yolla gosterilebilir.

Diger taraftan p = 3 ve herhangi 4 igin

ifadesini ele alalim.

ao(w:) = qw; — asw;.*:” 4+ a5w;‘5 - 4 (_1)—2—an_1w§<n—1

a°(w;) = a1(w; — €) — ag(wi +€)* +as(w; —e)® — - +
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oldugundan

Dy = a1(wf — w; +€) + ag{(wi + €)° — ] + aslw;® — (wi — )]

3

n+2

it O ()T [0 — (w4 (1) 2e)™ 7Y

dir. Benzer diizenlemeler ile

Dy = a)(wf—w;+e)+ag(w;+e—w)(wi+ )+ (wi + &)w) +wi?

)+
+as(w] — w; + )i + wi(wi — &) + witwi — &) + wi(wi — &)’ +
n+t2

(6= ) e+ ena () F o o+ (1) F ¥ (1P

w3 wi + (=) %e) + o+ (wi + (1) Ee)™ Y
elde edilir. Yukaridaki egitsizlikler yardimiyla

Dy < aj(e+¢)+as(e+ s)[wi + wowe + Wi + as(e + &) [w? + wiw, + wiw? +
wewd F Wi+t an1 6+ )W+ W W+ s+ w4 Wi
= 0126 + a32e3w? + as2e5w? + ... + a,_12e(n — 1w 2
= 2eM(1 + 3w? + 5wh + ... + (n — w2
= 2eM(wo+ w? +wd + ...+ w7
1—w?\’
= 2eM (wci——wé>

14+ w2~ (n+1w? + (n— 1)wit?
(1-w?)?

oldugu goriiliir. Dolayist ile

= 2eM

1+w?—(n+1w?+ (n— 1)wnt?
(w2

dir. Dy, D7 ve Dg icin de (2.23) iin saglandip1 benzer yolla gosterilebilir.
(2.22) ve (2.23) den istedigimiz esitsizlikler cikar. m

D3 _<_ 2e M

(2.23)

Simdi kararh a(s) (ve b(s)) polinomunun a(jw) (0 < w < w,) egrisinin
orjinden uzakhg) icin bir alt sir bulmaya ¢aligalim (bilindigi gibi w, 0 dan +oo
a degistiginde, a(jw) egrisi gergel ve imajiner eksenleri sirayla saat yoniiniin
tersi yoniinde toplam n defa keser, {18]).

Bunun i¢in ¢,

s
Z(t —1) < arga(jw.) <

u>|>1
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esitsizligini saglayan bir dogal say1, w® = 0, w!, w?, ..., W' ise
w! <(.z12<...<c(1t<(,c)c
ve
(g — 1)% < arga(jw?) < qg- (¢g=1, 2, .., 1)

esitsizliklerini saglayan gercel sayilar olsun.
Ly ile a(jw?™?) ile a(jw?) yi birlegtiren dogru parcasim ve d ile L, nun

orjine olan uzakligim gosterelim.
d, = mind}
q
olsun, bu durumda yayin konveksligi teoremi [5] geregi
la(jw)| 2 da (0 S w < we)

dir. Benzer olarak

olacak gekilde dj segilebilir.

~ Im

a(ja)')=a(jwc)

Sekil 2.2: a(jw) egrisi
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Onerme 2.4 Iki boyutlu a = (a1,ay) ve b = (by,by) vektorleri kolineer ve

d > 0 olmak tizere
lall >d, [bll>d

olsun. Bu durumda

1. lag| > 75 ve 61| > %
veya
2. lag| > & ve |bg| > %
dir.

Kanit. 1. ve 2. nin her ikisininde saglanmadigini varsayalim.

Diyelim ki |a1| < %% 55 ve lbo| < % ~ olsun. Burada ||a|| = d oldugundan
jarl? + Jaa|* > &

dir ve buradan

lag|? > d® — |a; |2>d2—d;=9§ = la21>%
olur. Kolineerligi kullamirsak |bg| > \/- elde ederiz. Bu ise |by| < f olmasiyla
celigir.
Eger
2 a
V2 V2

oldugu varsayilirsa bu durum ||a|| > d olmasiyla celigir.

la1] < ve |ag| <

Diger taraftan

d
|b1| < — ve |a2|

V2 7
ile

L3 4
V2 V2

durumlannin gergeklesmeyecegi de benzer gekilde gosterilebilir. Dolayist ile 1.

lai| < ve |ag| <

ve 2. nin her ikisinin de saglanmadif varsayimi hatalidir. Sonug olarak 1. ve

2. iddialarimn en az birisi gerceklegir. m
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Onerme 2.5 d = min {d,, dy} ve pozitif € says:

d
2V2MIy (2:24)
; .
22 M K>

eder nc¢ift ise € <
efer n tek ise € <
olacak sekilde secilmis olsun. Bu durumda her bir w; i¢in Tablo 2.1 veya Tablo

2.2 nin en az bir situnu gerceklegir.

Kanit. (2.4) denkleminin keyfi w; yaklagik kokiinii alahm. (2.24) egitsizligi
ve Onerme 2.3 den

d
0<D,<— (p=1,2,....8 2.25
<D, ﬁ(p ) (2.25)

dir. (2.4) denklemi kolineerligi ifade ettiginden a(w}) ve b(w}) vektorleri koli-
neerdir. Diger taraftan d nin segcimine gore
lla(w;)]| = d ve ||b(w])| = d
dir. Onerme 2.4 ve (2.25) esitsizligine gore
d
a®(w?)| > — ve |b%(w?
la®(wi)] = 7 16°(ws)

dir. Buradan da @°(w;), a®(w;) ile a®(w;

1]

d
| > 7
) nin isaretleri ve b (w;), b%(w;) ile
b¢(w}) nin igaretlerinin aym olmas: elde edilir.
Eger w} i¢in [a(w?), b(w})] segmenti orjinden gegmiyorsa Tablo 2.1 den en az
bir stitun gerceklegir.
Eger w? icin [a(w]), b(w})] segmenti orjinden geciyorsa Tablo 2.2 den en az bir
stitun gerceklegir. m

Pozitif € sayis1 (2.24) egitsizligini sagliyorsa

0< D, < 4 (p=1, 2, .., 8) (2.26)

V2

olur.

Onerme 2.6 ¢, (2.24) esitsizlifiini saflayan pozitif bir sayr olsun. Bu du-
rumda

1. L segmenti kararbidir < her i = 1,2,3, ...,k i¢in Tablo 2.1 in en az bir
stitunu gerceklegir.

2. L segmenti kararsizdir < yle bir i vardsr ki Tablo 2.2 nin en az bir situnu

gerceklesir.
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Kanit. 1. =). Kabul edelim ki segment kararh olsun. Her ¢ = 1,2,...,k

i¢in a(w}) = (a®(w}), a®(w})) ve b(w}) = (b°(w}), b°(w})) vektorleri kolineerdir.

Diyelim ki Onerme 2.4 iin 1. iddias: gerceklessin:

d d
e(w > -2 1wt > L
@)l 2 2 )l >
Segment kararli oldugundan a®(w}) ve b%(w}) aymn igaretlidir ve (2.26), (2.27)

k3

(2.27)

deki esitsizliklerden dolay: Tablo 2.1 in en az bir stitunu gergeklesir.

<=). (2.16)-(2.19) dan dolay1 her ¢ = 1,2, ..., k i¢in

CWHHFW) >0 (2.28)

a’(wi)b’(wi) >0 (2.29)

esitsizliklerinden en az birisinin saglandigin séyleyebiliriz. Eger (2.28) saglaniy-
orsa (2.4) denkleminden dolay: a®(w})b°(w}) > 0 dir. Eger (2.29) saglaniyorsa

yine (2.4) denkleminden dolay1 a®(w?)b*(w?) > 0 dir. Her iki durumda da O-

nerme 2.2 ye gore segment kararhdir.

2. =). Kabul edelim ki segment kararsiz olsun. Onerme 2.1 ve Onerme 2.4 e

gore
() < 0 ve laf(uD)| 2 75, (D] 2

veya
QW) < 0 ve [a°(w)] > =, [po(w])] > =
V2 2

olacak gekilde bir 7 vardir. (2.26) esitsizliginden dolay: Tablo 2.2 nin en az bir
siitunu gerceklesir.
<). Onerme 2.1 ve (2.16)-(2.19) egitsizlikleri kullamlarak gosterilebilir.

Kabul edelim ki segment kararsiz olsun. Bu durumda Onerme 2.6 ya gore
tyle bir 7 vardir ki Tablo 2.2 nin en az bir sﬁtunu‘ gerceklesir. Bu ¢ ye karsihk
(2.7) formiiliindeki A mun degeri icin L(s, A(w})) polinomu s = jw; koke sahip-
tir. Burada

a® (wj)

a(wy) — b (w})

dir (w}, (2.4) denkleminin gergek kokiidiir).

a®(wy)
a°(wy) — b°(w})

Mw)) =

7

veya Awj) =

21



Onerme 2.7 [a,b), [c,d] tamamen negatif veya pozitif gercel eksende bulunan

ararliklar ve bd < 0 olsun.

fila,b) x [e,d] = R, flz,y) =

fonksiyonunu tammlayalim.

1. Egerb>a>0,c<d<0 ise f(z,y) minimum deferini x = a, y = ¢ ve
maksimum deferini x = b, y = d noktalarinda aler.

2. Ejerd>c>0,a <b<0 ise f(z,y) minimum deferini z = b, y = d ve

maksimum deferini x = a, y = ¢ noktalarinda alwr.

Kanit. f(z,y) nin kismi tiirevleri:

X

fm(wvy) = __—%7 fy(myy) = (

(z-y z —y)?
dir. Tki degiskenli fonksiyonlar icin ortalama deger teoremine gore (z;,y;) ile
(2, y2) noktalarim birlegtiren dogru parcas: tizerinde bir (£, £,) noktas: vardir

ki

f(.'132,y2) - f(mlayl) = f$(§17€2)(x2 - ml) + fy(£1a€2)(y2 - yl)

saglanir.

1. durum igin

f(az,y) - f(a” C) = fz(§17€2)(m - a’) + fy(flafz)(y - C) >0
f(z,y) = f(b,d) = fa(ny,m)(z —b) + fy(n,m)(z —d) <0

oldugu goriiliir.
2. durum da benzer yolla incelenir. m
(2.16)-(2.19) esitsizlikleri ve Onerme 2.7 gzoniine alinirsa agagidaki cnerme

elde edilir.

Onerme 2.8 Tablo 2.2 nin situnlarndan en az birisinin gerceklestiffi indis

olsun. Bu durumda

Eger Tablo 2.2 nin 1. situnu gergeklesiyor ise A(w}) € [ Lf;(fbg o e(wb,)(w )]
a°(ws) a®(wi) ]

a@®(wi)—b (w;)? a®(wi)—b%(wi)

Eger 8. siitun gergeklegiyor ise Mw}) € [ao(: (‘”52(%),50(& )(_wgg(w,)]

o(wz) Qo (wi) ]
0 (ws) b (ws) ? @®(wi)—b°(wi)

Eger 2. siitun gergekleggz’yof ise Mw?) €[

Eger 4. siitun gerceklegiyor ise AM(w?) € [
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Yukarnidaki aralhklar £ a baghdir ve uzunluklan yeterince kiiciiktiir. Bu
nedenle bu araliklar A(w}) n yaklagik degerlerini ve bu degerlerin hatasin
Verir.

Segmentin kararsiz olmasi durumunda Onerme 2.8, s = jw kokiine sahip
L(s,\) polinomunu veren tim A larin yaklagik degerlerini ve bu degerlerin
hatalarim hesaplayabilmenﬁzi saglar.

Kabul edelim ki €, (2.24) esitsizligini saglayan keyfi pozitif bir say1 ol-
sun. Bu durumda her bir w; kokii icin Tablo 2.1 veya Tablo 2.2 nin en az
bir stitunu gegeklesir. Tablo 2.2 nin en az bir stitununun gerceklestigi ¢ in-
dislerinin kiimesini {41,143, ...,im} ile gosterelim. Onerme 2.8 e gore her bir
i € {i1,12,...,%m} ye AM(w}) gercek degerini bulunduran en az bir [);, ;] araligi
karsihk gelir. Eger bir 4 indisi i¢cin Tablo 2.2 nin birden fazla stitunu gergek-
lesiyorsa bu indise birden fazla aralik kargilik gelir. Bu durumda bu araliklarm
arakesitleri alinmalidir (bu arahklar A(w;) yi bulundurduklarindan arakesitleri
bog kiimeden farklidir). Boylece verilen bir € ve her bir ¢ € {i1,13,...,im} ye
bir tek [);, \;] araligi karsilik gelir.

Kabul edelim ki bu araliklar birbirleriyle kesismesin (bu durum L(s, \) nin
wi; > 0, wy > 0 olmak tizere farkl iki s = jw;, § = jws kokii olmamasina

kargihik gelir) ve artma bigiminde siralanmig olsun. Bu araliklardan keyfi
A1 € (Xl’A2)7 Ag € (;‘-27_)33)7'--7 Am—1 € (Xm—la_ém)

secilir ve L(s, A1), L(s, A2), . .., L(s, A—1) polinomlarimin kararl veya kararsiz
olduklar: kontol edilir. Sonra ise segmentin davrams: belirlenebilir (sonraki alt
bolime bakimz).
Algoritma 1.1

1) a(s) ve b(s) polinomlar igin (2.4) denklemi yazilr.

2) Eger (2.4) denkleminin pozitif gercel kokii yok ise segment kararlidir.
Kabul edelim ki (2.4) denkleminin en az bir pozitif gercel kokii olsun.
Bu durumda (2.24) esitsizligini saglayan uygun bir € sayis: segilir. (2.4)
denkleminin birbirinden farkli tiim w;,ws, ...,wr yaklagik pozitif kokleri

ve mutlak hatalar1 bulunur.
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3)

Her ¢ = 1,2,...k igin (2.15) deki ifadeler hesaplanir. Eger her w; icin
Tablo 2.1 in en az bir stitunu gergeklesiyor ise segment kararlhidir. Eger
Tablo 2.2 nin en az bir stitununun gergeklegtigi dyle bir w; varsa bu

durumda segment kararsizdir.

Kabul edelim ki segment kararsiz ve {i1, i3, . . ., im } kiimesi Tablo 2.2 nin
en az bir stitununun gerceklestigi ¢ ler olsun (¢ nun segiminden dolay:
Tablo 2.1 veya Tablo 2.2 nin en az bir stitunu gerceklegir). Her bir
i € {1,142, ..., %m} icin AM(w?) yi bulunduran [);, A;] araliklar hesaplanir.

Kabul edelim ki bu araliklar ayrik ve artan sirada yazilmis olsun.

Keyﬁ }‘1 € (XhAZ)) )‘2 € (X27A3)a' sy )‘m—l € (}‘-m——hAm) SGQip L(S7/\1)a

L(s,A2), ..., L(s, Am—1) polinomlarinin kararh veya kararsiz oldugu kont-

rol edilir. Buradan segmentin davranis: belirlenebilir.

Simdi birkag aciklayici 6rnek verelim.

Ornek 2.1

a(s) = 2+8s+135%+65°+5s5*+s°

b(s) = 1+44s+5s*+5s%+3s*+5°

polinomlary verilsin. (2.4) denklemi

2w° — 15w” + 32w° — 16w° =0

denklemine dénisir ve ¢ tane pozitif kéke sahiptir;

wi = 2
wi = 0.848070512...
wz = 1.667566013...

Buradan w, = 2 alwnabilir. Basit hesaplamalar sonucunda

Lo <0.0002

M=13, K;=93, d=
2 V2
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olarak bulunur. (2.24) e uygun olarak € = 0.0001 alinabilir. Bu e dejeri i¢in
yaklasik kékler

wy =2, wy = 0.8480, w3 = 1.6675

dir.
(2.15) deki ifadeler hesaplandifinda; wy i¢in Tablo 2.1 in 1. situnu, we igin
Tablo 2.1 in 2. wve 8. sttunu ve ws i¢in Tablo 2.1 in 1. wve 4. sttununun

gerceklestifi gorilir. Bu nedenle segment kararlidor.
Ornek 2.2
a(s) = 3+ 5+ 582+ 83+ st
b(s) = 1+2s+3s*+5s°+s?
polinomlaring ele alalim. (2.4) denklemsi
4w” ~ 23w° + 21w® — 5w =0
olur ve tg¢ tane pozitif kéke sahiptir;

w* = 0.6367324701...
wh = 0.8110794934...
Wi = 2.164883788...

Burada w, = 2.5 alinabilir. Hesaplamalar sonucuy

M = 5 K,=67.5,
d, = 0.03270685678 (a(jw) man orijine olan uzakhgt),
dy = 0.2461069279 (b(w) min orijine olanuzaklif)

bulunur. Buradan
d = min{d,, dy} = 0.03270685678

dir. (2.24) esitsizlifinden € < 0.0000342... olmahdir. Dolayisi ile € = 0.00001
aliabilir. Bu € i¢in yaklasik kokler

wy = 0.63673, wqy = 0.81107, w3 = 2.16488
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dir. (2.15) deki ifadeler hesaplandiktan sonra ws icin Tablo 2.1 in 1. wve 4.
stitununun gergeklestifini goririz. Dider taraftan wy ve ws icin Tablo 2.2 nin

1. ve 8. siitunu gerceklesir. Onerme 2.8 kullaniarak
A, A1) = [0.209661605,0.209941126)
Ao, Xo] = [0.9563087719,0.956392263]
elde edilir. A = 0.5 igin konveks kombinasyon L(s,A) = (1 — N)a(s) + Ab(s)

kararsizdir. Bundan dolayr segment kararsizdir. Ayrica bir A € [A, \1] ve bir

X € [Ny, Mo] dgin L(s, \) polinomu jw kéke sahiptir.

2.2 Polinomlar segmenti ve Hurwitz kiimesi

Bu alt boliimde, bir tnceki alt bsliimde konveks kombinasyonlarin karar-
lilhigim incelemek icin verdigimiz algoritmanin parametrik uzayda kararli poli-
nomlara karg1 gelen Hurwitz kiimesinin geometrisiyle ilgili ortaya cikardigi baz

sonuclar ele alinacaktur.

a(s) = ap+a;s 4+ ags® + - + a,s"
polinomuna (n + 1) boyutlu
(ag, a1, ..., ar) € R™1

katsayr vektorii karsilik getirebiliriz. Hurwitz kararli n. dereceden a(s) poli-
nomlarina kargilik gelen vektorlerin olusturdugu alt kiime H, ile gosterilir. Bu

durumda kenar teoremi gu sekilde ifade edilebilir:

Teorem 2.1 R™! wzayinda z,.1 =0 hiperdiizlemiyle kesigsmeyen bir poli-
top verilsin. Efer bu politopun kenarlar H, ye dahilse tim politop da Hy ye
dahildir.

Hurwitz kararlilik i¢in gerekli kogulun tiim katsayilarin aym isaretli olmas:
oldugunu dikkate alirsak herhangi bir a = (ao, a1, ..., an) vektori H, de ise tim

i ler icin a; > 0 veya tiim 4 ler i¢in a; < 0 saglanmaktadir.
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H,, kiimesi orjine gore simetrik olan iki kiimenin birlegimidir ve bunlardan

pozitif koordinath bolgede bulunammna H; diyelim:
H* ={(ag,a1,...,an) € Hy, a; >0, 1 =0,1,...,n}.
H}Y kiimesinin monik polinomlara kargilik gelen alt kiimesi ise H}* olsun:
HY* = {(ag,a1,.--;an_1,1) € HF}.

Kararh polinomlar kiimesi agik oldugundan H;} kiimesi de aciktir.

Bir a = (ag, a1, ..., an) (a; > 0) vektorii verilsin. O zaman gunlar styleye-
biliriz.

1. a€ HY & a(s) =ag+a18 + ... + a,5" polinomu kararhdir.

2. a€ 0H (H nin sirn) < a(s) polinomunun s, Ss, ..., 8, kokleri agagi-

daki ozellige sahiptir:

(a) Res; <0 (1=1,2,..n)

(b) Oyle s; vardir ki Res; = 0 dir
3. a vektorii H nin dig noktasidir & 6yle s; kokii vardir ki Res; > 0 dir

Teorem 2.2 HY C R™™! kiimesi agik, biiziilebilir, basit baglantis bir konidir.

H* kiimes: de agik, contractable ve basit baglantilidar.

Ikinci dereceden bir polinomun kararliliga icin gerekli ve yeterli kogul kat-
sayllarin aym isaretli olmasidir. Bunu ve 2.1 alt boltimiindeki 6rnegi dikkate

alirsak agagidakileri soyleyebiliriz:

1. H; kiimesi konvekstir.
L)

2. Her n > 2 icin H kiimesi konveks degildir.

a,b € HF alalim. Bu iki vektoriin konveks kombinasyonlarmin kiimesi

L={(1-XNa+Xb: 0<Xx<1}
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olsun.

Bu L segmentinin, bir u¢ noktasindan diger u¢ noktasina hareket zamani

ozelliklerini aragtiracagiz.
a(s) ve b(s) polinomlarinda w > 0 ve ¢t = w? olmak iizere s = jw yazilirsa

a(jw) = (ap — apw?® + agw!

— .. )+ jw(ay — asw? + asw* — . ..)
= a*(w?) + jwa®(w?)
b(jw) = (bo - b2w2 + b4w4 — .. ) +jw(b1 — b3w2 + b5w4 - .. )
= B(w?) + jub(w?)
ifadeleri elde edilir. Burada

e

a’(t) = ao—a2t+a4t2——...

a’(t) = ay—asgt+ast?—...

(2)
(2)
bo(t) = bg— byt +bgt® — ...
bo(t) = by — bst+bst® — ...
gosterelim ve
a®(£)b°(t) — a®(t)b°(t) = 0 (2.30)

denklemini ele alalim.

Onerme 2.9 a,b € H} olsun. L C H} < (2.80) denklemini saflayan tim

pozitif t ler ig¢in
a®(t)e(t) > 0 (2.31)
a(B)b°(E) > 0 (2.32)
egitsizliklerinden en az birisi saglanar.

Onerme 2.10 a,b € H} olsun. L ¢ H & (2.80) denkleminin dyle pozitif t

koki vardur ki
() < 0 (2.33)
a’(t)b°(t) < 0 (2.34)
egitsizliklerinden en az birisi saglanar.
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Onerme 2.9 un kaniti. =). L C Hf ve t, = w? (2.30) denkleminin

*

pozitif bir koki olsun. Bu durumda (a®(w?),w.a’(w?)) ve (b%(w?),w.b’(w?))

vektorleri kolineerdir ve
L(s,A) = (1 — A)a(s) + Ab(s), X €[0,1]
olmak tizere
{L(jw.; A) = A € [0,1]} (2.35)

bu iki vektori birlestiren, kompleks diizlemde sifirdan gegmeyen bir segmenttir.
Eger bu segment koordinat eksenlerinin birisi tizerinde ise (2.31) veya (2.32)
esitsizliklerinden birisi saglanir. Eger bu segment eksen {izerinde degilse bu
durumda (2.31), (2.32) egitsizliklerinin her ikisi de saglanir.

<). L ¢ H oldugunu varsayalim. Bu durumda &yle A € (0,1) vardir ki
L(s, M) polinomu sag kapali yar1 diizlemde bir koke sahiptir. Polinom koklerinin
katsayilara gore siirekliliginden oyle A, € (0,1) vardwr ki L(s,\,) polinomu
Jw, kokiine sahiptir. Bu ise (2.35) segmentinin orjinden gegmesini gerektirir.
Bir taraftan t. = w? (2.30) denklemini saglar ve diger taraftan (2.31), (2.32)
esitsizlikleri saglanmaz. Bu geligkiden dolay1 L C H;f olur. m

Onerme 2.10 un kamt: Onerme 2.9 un kanrtina benzer yolla yapilabilir.

(2.30) denkleminin pozitif gercek kokleri t,t3,...,t5 bulunabilirse (2.31),
(2.32), (2.33) ve (2.34) egitsizlikleri kontrol edilerek L segmentinin davrams:
hakkinda bir sonuca varilabilir. Ancak gercek koklerin bulunmas: hemen hemen
olanaksiz oldugundan (2.30) denkleminin yaklagik koklerini ele alacagz.

Eger (2.30) denkleminin pozitif koki yoksa bu durumda L C Hf dir.
Bu nedenle bu béliim boyunca (2.30) denkleminin en az bir pozitif kokiiniin
oldugunu kabul edecegiz. (2.30) denkleminin birbirinden farkli pozitif yaklagik
kokleri £4, to, ..., tx ve bu yaklagik ktklerin mutlak hatasi € olsun: her ¢ igin

dir. Yeterince kiiciikk pozitif € sayis1 i¢in
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tutulabilir. Bundan boyle (2.36) ve (2.37) esitsizliklerinin gegerli oldugunu

kabul edelim.

as(t7), a°(t}), b2(t7) ve b°(t}) ’a alt ve list sinir vermek igin agagidaki ifadeleri

tanimlayalim:

= bo — bg(ti + 5) + b4(ti — 6)2 — bs(ti + E)

= bo — bz(ti -— 6) + b4(ti -+ 6)2 —_ be(ti — 8)3

= CLO—az(ti+€)+a4(ti—"€)2—aﬁ(ti+63+...

)
= ag— ag(t; — e)+ as(t; + 8)2 — ag(ti — 5)3 T
3

+ ...
+

ap — ag(t; + &) + ag(t; — €)? — ar(ti +)° + ...
= al—ag(ti—€)+a5(ti+s)2—a7(ti—€)3+...
= bl — b3(ti + E) + b5(ti — 8)2 — b7(ti -+ 8)3

+...
= by —bs(t;—€) +bs(t; +)> —br(t; — )+ ...

a’(t:) < a®(8) < (k)
B(t) < b°(8F) < B (k) (2.38)
a’(t:) < a°(8) < @°(:)
b (t:) < 6°(E) S B(t)
oldugu goriiliir. Ayrica
lim a®(t:) lir%ae(ti) = a®(t])
Lim b (t;) lim b (L) = bo(t)) (2.39)
lin% a’(t;) liII(l) a’(t;) = a°(t])
liné b°(t;) lin%b (t:) = b°(t5)

dir. Asagida verilen Tablo 2.3 ve Tablo 2.4 i ele alalim.
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a(t:) | + as(t:) | +

ae(t;) — a®(t:) -

b°(t:) | + b (t:) +

i) | |- b(t:) | —

a’(t;) + a°(t;) +

a*(t:) - a(t:) -

b°(t:) + b°(t:) +

B°(t) - b (t:) -

Tablo 2.3: Kararlilik Tablosu Tablo 2.4: Kararsizlik Tablosu

Burada “+” ve “—” sembolleri kargsilik geldikleri ifadenin igaretini belirt-

mektedir. Onerme 2.6 y1 dikkate alirsak asagidaki sonuclar: elde ederiz.

Onerme 2.11 a,b € HY olsun. L C HY & Heri = 1,2,...,k ve yeterince

kiicik € > 0 sayse i¢in Tablo 2.3 in en az bir sttunu gerceklegir.

Onerme 2.12 a,b € H} olsun. L ¢ HF < oyle bir i ve € > 0 vardir ki

Tablo 2.4 in en az bir stitunu gerceklegir.

(2.38) esitsizlikleri ve Onerme 2.7 gozoniine alimirsa agagidaki Snerme elde

edilir.

Onerme 2.13 Tablo 2.4 iin situnlarindan en az birisinin gerceklestigi indis i

olsun. Bu durumda

Eger Tablo 2.4 in 1. stitunu gerceklegiyor ise A(t}) € [Qe(gﬁl(ti), _de(f;(_t%)e(t,)]
v . . * Ee(ti) g:e(ti)

Eier 2. stitun gerceklesiyor ise A(t}) € [ae(ti)_za oL ge(ti)'—b_e(ti)]

Eger 8. siitun gerceklegiyor ise A(t}) € [go(f)%%(ti) : _do(; )932, (t.)]

Eger 4. siitun gerceklegiyor ise A(t}) € [EO(Z;(—%?’(“)’ g°(:;9£2’(ti)]

Kararsizlik durumunda (yani L ¢ H;) Onerme 2.13, segmentin H; nmn
sirini kestigi A nin yaklagik degerini ve bu yaklasik degerin hatasi belirleye-
bilmemizi saglar.

Pozitif € saysi yeterince kiigiik olsun &yle ki her ¢; yaklagik koki ign Tablo

2.3 veya Tablo 2.4 iin en az bir stitunu gegeklegsin. Tablo 2.4 iin en az bir
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stitununun gerceklestigi ¢ indislerinin kiimesini {i1,%g,...,%y,} ile gosterelim.
Onerme 2.13 e gore her bir i € {4,143, ...,im} ye A(t) gercek degerini bulun-
duran en az bir [);, \;] aralis karsilik gelir.

Kabul edelim ki bu aralklar birbirleriyle kesigmesin ve artma bigiminde

siralanmig olsun. Bu araliklardan keyfi
>\1 € (X17A2)7 >‘2 € (3‘-2aA3)7 R )‘m—l € (—)\-m—laz\_m)

secilir ve L(s, A1), L(s, A2), ..., L(s, Am—1) polinomlarinin kararli veya kararsiz
olduklar: kontol edilir. Elde edilen sonuca gore de segmentin davranigi belir-

lenebilir.

Ornegin, m = 3 ve L(s, \;) kararl, L(s, \2) kararsiz olsun. Bu durumda

1. a(s) = L(s,0) dan baglayan segment belli bir A € [A;,\;] da Hurwitz

kiimesinin sinirina i¢ tegetdir.
2. A € [Ag, No] icin segment Hurwitz kitmesini terk eder.

3. X € [A3, A3] icin segment Hurwitz kiimesine tekrar girer.

Hurwitz kiimesi

Sekil 2.3: m = 3 ve L(s, A;) kararli, L(s, A\2) kararsiz
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2.3 Kompleks katsayili polinomlarin konveks

kombinasyonlarinin kararliligi

Burada, 2.1 alt bolimiinde gercel katsayili kararh polinomlarin konveks
kombinasyonlarmin kararliligini incelemek i¢in bahsettigimiz algoritmayi, komp-
leks katsayili polinomlarin konveks kombinasyonlarimin kararhihigimin incelen-
mesi i¢in uygulayacagiz. |

[19] makalesinde kompleks polinomlarin konveks kombinasyonlarimin karar-
llig1 problemi parametrik Routh tablosundan elde edilen bir polinomun (0, 1)
araliginda kokiiniin olup-olmamas: problemine getirilmektedir. Ancak bu poli-
nomun katsayilar: biiytik sayilar ¢ikabilir. |

a(s) ve b(s) n. dereceden kompleks katsayili kararl polinomlar olsun:

a(s) = (a0 + 7Bo) + (aa + jB1)s + -+ - + (an + §B,)s"

b(S) = (/"L0+jV0) + (M1+jV1)S+ e o (/‘Ln+jyn)sn

Burada ay,p, > 0 veya B,v, > 0 veya anvy, — B, 14, # 0 esitsizliklerinden en az
birisinin saglandigimi varsayalim. Bu kosul konveks kombinasyon icin derece
diigmemesini garanti eder.

Bu iki polinomun konveks kombinasyonlarinin kiimesi
L ={L(s,\): L(s,A) = (1 = Na(s) + Ab(s), 0<A<1}

olsun. Eger L ailesindeki tiim polinomlar kararh ise bu aileye kararl aile denir.

a(s) ve b(s) polinomlarinda s = jw yazilsa,

a(jw) = (og — Brw — agw® + Baw® + ) + (B + crw — B’ — agw® + -+ )

b(jw) = (ko — V1w — paw?® + V3w® + ) + (Vo + pyw — vaw® — pgw’ + - )
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elde ederiz.

ar(w) = ap— Bw — agw® + Baw® + -

ar(w) = Bo+ aw — Bow? — azw®+ -+
br(w) = py—viw— pow?® + yéw?’ ...
brw) = vo+ pw — vew?® — paw® + -

gosterimlerini kullanalim.
Onerme 2.14 L ailesi kararhdir <

ap(w)br(w) — ar(w)br(w) =0 (2.40)
denkleminin herbir gercel w koki icin

aR(w)bR(w) >0 (241)

ar(w)br(w) >0 (2.42)
egitsizliklerinden en az birisi saglanar.

Kanit. =). L ailesi kararli ve w, (2.40) denkleminin herhangi gergel kokii
olsun. Bu durumda iki boyutlu (ag(w),ar(w)) ve (br(w), br(w)) vektorleri or-
jinden gegen bir dogru tizerindedir. L kararh oldugundan bu vektorlerin kon-
veks kombinasyonlar1 kiimesi olan {L(jw, ) : 0 < XA < 1} dogru pargas: or-
jinden gegmez. Buna gore (2.41) veya (2.42) gerceklesmis olur (Eger bu parca
koordinat eksenlerinden birinin tizerinde ise (2.41) veya (2.42) esitsizliklerinin
bir tanesi, diger durumlarda ise her ikisi gerceklesir).
<). L ailesinin kararsiz oldugunu kabul edelim. a(s) ve b(s) kararli oldugundan
ve polinom koklerinin katsayilara gére stirekliliginden 6yle w, € R vardir ki L
ailesindeki bir polinom jw, kokiine sahiptir. Buna gére {L(jw.,\) : 0 < A < 1}
dogru parcasi orjinden gecer. Bundan dolay1 w,, bir taraftan (2.40) denklemini
saglarken, diger taraftan (2.41) ve (2.42) esitsizliklerinin hicbirisi gergeklegmesz.
Aldigimiz celigkiden dolayi L kararli olur. m
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Onerme 2.15 L ailesi kararsizdir < (2.40) denkleminin dyle w gercel kokii

vardwr ki

ar(w)br(w) <0 (2.43)

ar(w)br(w) <0 (2.44)
esitsizliklerinden en az birisi saglanar.

Onerme 2.15 in kanit1 Onerme 2.14 iin kanitina benzer yolla yapilabilir.

Burada (2.40) denkleminin gercek (exact) wi, w},... ,w}i gercel kokleri
icin (2.41), (2.42), (2.43) ve (2.44) egitsizlikleri kontrol edilerek L ailesinin
kararli olup olmadig1 belirlenebilir. Ancak gercek koklerin bulunmas: her za-
man mimkiin olmadigindan dolay: yaklagik kokleri kullanalim.

Kabul edelim ki wy, wy, ... ,wk , (2.40) denkleminin sifirdan farkh yaklagik

gercel kokleri ve € bu koklerin mutlak hatasi olsun. Buradan i = 1,2, ..., k icin

wi—€e<w;<wi+e (2.45)
dir.
wy > 0 ise yeterince kiigitk € > 0 say1s1 igin w; —e >0 (2.46)
w; < 0 ise yeterince kiiglik € > 0 sayist i¢in w; +¢ < 0 (2.47)
tutulabilir.

Bundan boyle (2.45)-(2.47) esitsizliklerinin gegerli oldugunu kabul edelim.
Yukaridaki nermelerden goriildiigii gibi L ailesinin kararli olup olmadigini
belirlemek igin (2.40) denkleminin gergel kokleri, bilinen bilgisayar program-
lar1 yardimiyla yaklagik olarak bulunup, (2.41)-(2.44) esitsizliklerini kontrol
etmeliyiz. Bu egitsizliklerde ar(w), ar(w), br(w), by(w) fonksiyonlarmin isaret-

leri 6nem tasidigindan bunlar igin alt ve iist sinirlari agagidaki gibi belirleyelim:
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(2.45)-(2.47) esitsizliklerinden

) < ap(w:)
) < br(w:)

r(w:) < ar(w]

a

(2.48)

*
T

QR(wi) < bR(w'
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oldugu goriiliir. Ayrica

limap(w:) = limag(w) = ar(w))
limbp(w:) = lmba(w:) = ba(w}) (2.49)
6%_i_r}r(l)_@](wz) = 21_1%51(%) = ar(w;)
gi_x)%bf(wz) = li_r’r(l)bz(wi) = by(w;)

dir. Asagidaki tablolar: ele alalim:

ag(ws) | + agp(wi) | +
Gr(w;) - ar(w;) -
brwi) | + br(w:) +
br(ws) —~ br(w:) | —
ar(ws) + ar(ws) +
ar(w;) - ar(wi) -
by(ws) + by(w:) +
br(w;) - br(wi) -
Tablo 2.5: Kararlilik Tablosu Tablo 2.6: Kararsizlik Tablosu

Tablolardaki “+” ve “—” igaretleri karsilarindaki ifadelerin igaretini goster-

mektedir.

Onerme 2.16 L ailesi kararhdir & Her i = 1,2,...,k ve yeterince kiiciik

e > 0 saysy igin Tablo 2.5 iin en az bir stitunu gergeklegir.

Onerme 2.17 L ailesi kararsizdir < 6yle bir i ve € > 0 vardwr ki Tablo 2.6

mn en az bir stitunu gerceklegir.

Onerme 2.16 ve Onerme 2.17 nin kantt1 Onerme 2.6 min kanitina benzer

yolla yapihr.
Ornek 2.3

a(s) = (140.75) +9s+ (5 + 0.35)s* + 25

b(s) = (4+25)+ (7+0.65)s+ (3+0.55)s*+s°
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Kararl polinomlar verilsin.

s = jw yazlirsa

a(jw) = 1-=5w?+ j(0.7+ 9w — 0.3w® — 2w?)

b(jw) = 4—0.6w—3w? +5(2+ Tw — 0.5w% — w?)
ve buradan (2.40) denklem: asagidaki sekilde elde edilir:

ar(w)br(w) — ar(w)br(w) = 0
~0.8 —28.58w — 1.80% — 1.18.°% + 0.4w* —w® = 0

Bu denklem bir tek gercel kéke sahiptir ve € = 0.00001 yaklagiklikla bulunan
bu gercel kik w, = —0.02804 i¢in

ag(wi) = 0.996065987
ar(w1) = 0.996071595
br(wi) = 4.014457593
br(wy) = 4.014472957
a;(wy) = 0.447358004
ar(wi) = 0.447538435
br(w;) = 1.803278622
br(w;) = 1.803419230

dir. Tablo 2.5 de birinci ve dgiinci siitun gerceklegtiffinden Onerme 2.16 ya

gore verilen polinomlarin konveks kombinasyonlars da kararlidar.

Ornek 2.4

a(s) = (0.57+0.55) + 6s + (1 + 0.845)s® + 10s°,
b(s) = (1.57+0.45) +8s+ (2 + 0.55)s* + 10s°

kararls polinomlarine ele alalim.

s = jw yazlbrsa (2.40) denklemi

—0.557 — 4.86w + 1.6338w? + 14w® — 1.18w* — 10w’ =0
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olarak elde edilir. Bu denklemin € = 0.00001 yaklagiklikla gercel kiklers
w; = —0.87201, we = —0.80159, ws = —0.11452, w, = 0.79535, ws = 0.87478

olarak bulunur. Bunlardan wy = —0.87201 igin
ag(w1) = —0.1904188
ag(w1) = —0.1903840
br(wi) = 0.0491622
br(w1) = 0.0492320
a;(w1) = 12596766
ar(w;) = 1.2602821
bi(w1) = —0.3253647
br(w1)) = —0.3256435

olarak elde edilir. w, igin bulunan bu degerlerin isaretleri Tablo 2.6 daki i-
kinct ve dgtnnci stitundaki gibidir. Dolayswyla Onerme 2.17 ye gore verilen

polinomlarin konveks kombinasyonlar kararsizdar.
Ornek 2.5 ([19])

a(s) = (2.6 —2.65)+ (5.8 — 1.65)s + (4.2+j5)s* + &°,
b(s) = (—39.2—40.8j) + (—1.4 —38.25)s + (6.1 — 7j)s* + &°

kararl polinomlarinin konveks kombinasyonlarinin kararldigin inceleyelim.
5§ = jw i¢in
a(jw) = (2.6 +1.6w —4.20%) + 5(—2.6 + 5.8w — w® — ),

b(jw)

I

(—39.2 + 38.2w — 6.1w%) + j(—40.8 — 1.4w + Tw® — w?)
elde edilir. (2.40) denklems
—208 + 257.76w — 89.3w® + 48.86w* + 1.1w* — 1.90°

olarak bulunur. Bu denklem ug tane gercel kéke sahiptir. Bu kékler

g = 0.000000001 yaklasiklikla

w1 = —5.892582995, wq = 0.9610862814, w; = 4.863257239

39



dir. wy yaklagik k6ki icin Tablo 2.5 in 2. ve 3. sttunlar, wey icin Tablo 2.6
nwn 1. ve 8. sttunlart ve ws icin Tablo 2.6 min 2. ve 4. situnlar gerceklesir.
Buradan Onerme 2.17 ye gore a(s) ve b(s) polinomlarinan konveks kombinas-

yonlart kararsizdar.
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3 TEK VE CIFT KATSAYILARI BiRBIRINDEN
BAGIMSIZ DEGISEN POLINOMLAR
AILESININ KARARLILIGI

Bu boliimde, tek ve ¢ift katsay: vektorlerinin iki bagimsiz politopta degistigi
ozel bir polinom politopunun kararlihgini ele alacagiz. Bu ailenin giirbiiz karar-
liligr igin bazi durumlarda daha kolay kontrol edilebilen kriterler verilecektir.

Tek ve cift katsayilarin bagimsiz degistigi aileler icin kararhilik problemi
[20] makalesinde ele alinmigtir. Burada £—yeterli ve O—yeterli alt kiimeler
tanmmlanmigtir. Ancak bu alt kiimelerin bulunmasi yontemleri yeterli kadar
karmagiktir. Buna gore de, bu tip ailelerin kararlilig i¢in daha kolay kontrol

edilebilecek kogullar verilecektir.

E = conv{e',e?, ...,e"} C R", O = conv{o?,0?, ...,0"} C R

politoplar verilsin ve genelligi bozmaksizin k; < ko oldugunu varsayalm. E

ve O politoplar tizerinde

a; : E— R, herqe€FE igin a;(q) >0
b : O—R, herreOiginb(r)>0(:=12,..,n)

afin doniisiimlerini tamimlayalim. Cift katsayilarin olusturdugu vektoriin q €
E parametresinin ve tek katsayilarin olugturdugu vektoriin ise r € O para-

metresinin bir afin fonksiyonu olan
p(s,q,1) = a1(q) + by (r)s + az(q)s® + by(r)s® + ...
formundaki polinomlar ve bu polinomlardan olugan
(s, E,0) = {p(,,q,r): q€ E, re O}
polinomlar ailesinin giirbiiz kararliligini inceleyecegiz.
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Oncelikle p(s, E,O) ailesinin, bir s = jw (w > 0) icin deger kiimesinin
kompleks diizlemde nasil bir kiime oldugunu belirlemeye ¢aligahm.

p(s, E, O) polinomlar ailesinin bir s = jw icin deger kiimesi
p(jw, E,O) = {p(jw,q,r): q€ E, r€ 0} CC

dir. Bu deger kiimesi q € E ve r € O noktalarina karsihk gelen p(jw,q,r)

kompleks sayilarindan olugur. p(s,q,r) polinomunda s = jw igin

p(jw,q,r) = (a1(q) — az(q)w? + ...) + j(b1(r)w — bo(r)w® + ...)

dir. Yukarida goriildiigii gibi p(jw, q, r) nin gercel kismi q € F parametresinin,
sanal kismi ise r € O parametresinin afin fonksiyonlaridir.

Deger kiimesine ait kompleks sayilarin gercel ve sanal kisimlar: birbirinden
bagimsiz oldugundan ve bu kisimlar parametrelere gore siirekli olduklarindan
bu kiime kompleks diizlemde bir dikdortgendir.

Simdi bu dikdértgenin koselerini belirlemek igin éncelikle p(jw, q,r) komp-

leks say1sinin gergel ve sanal kisimlarimin degisim araliklarim bulmahyiz. Sirasiyla
R(w,q) := Rep(jw,q,r)

ve
I{w,r) :=Imp(jw,q,r)

olarak tammlayalim.
R fonksiyonu q ya gore, I fonksiyonu ise r ye gore siireklidir. E ve O kon-
veks olduklarindan deger kiimesine ait bir z noktasimin gergel‘ ve sanal kisim-

larimin degigim araliklar:

i < <
minR(w,q) < RengggR(w,q)

min/(w,r) < Imz < maxl(w,r)
re0 rcO

dir. R(w,q) fonksiyonu q € E ye gore afin ve E bir politop oldugundan

qcE (w,q) qe{el,e?,....ef1} w9
axR(w, = max  R(w,
IéleE ( q) qgc{el,e?, . .eF1} ( q)
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dir. Aym sgekilde I(w,r) fonksiyonu r € O ya gore afin ve O bir politop

oldugundan
mpln) = i )
max](w,r) = max I(w,r)
reQ r€{°1y°2:"'a°k2}

olur.

Sonug olarak bir s = jw i¢in deger kiimesi p(jw, F, O), eksenlere paralel bir
dikdortgendir. Bu dikdortgenin her bir kigesine karsilik, oyle 4, € {1,2,..., k1 },
i2 € {1,2, ..., ko } indisleri vardir ki, dikdértgenin bu kosesi p(jw, ", 0%) dir.

Onerme 3.1 e € E olsun. Ejer her j € {1,2,...,k;} icin p(s, e, o’ polinomu

kararlwysa, o zaman
p(s,e,0) = {p(s,e,0):0€ O}
ailest kararldar.
Kanit. Her hangi bir o € O alahm. O zaman

o= )\101 -+ )\202 + ...+ )\kzokz, )\j >0

MFd+ o+ h, =1

olacak bicimde A; sayilar1 vardir. b;(r) fonksiyonlari r parametresinin afin

fonksiyonlar: olduklarindan
p(s,,0) = Aip(s, e,0") + Aop(s, ,0%) + ... + Ap(s, €,0%)

yazabiliriz. p(s, e, o) kararli polinomlarimin ¢ift kisimlar: aymdir. [12] makalesin-
deki sonuglara gore p(s, e, o) polinomu da kararhdir. m

Asapidaki 6nermenin kanit1 benzer yolla yapilabilir.

Onerme 3.2 o € O olsun. Ejer heri € {1,2,...,k;} icin p(s, e’,0) polinomu

kararliysa, ozaman
p(s,E,0) = {p(s,e,0) : e € E}
ailesi de kararlidor.
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Onerme 3.3 p(s, E,O) ailesinin kararls olmasy icin gerekli ve yeterli kogul
ki.ky tane kdse polinomlar olan p(s,e*,0?) i =1,2,...,k;, j = 1,2, ..., ko poli-

nomlarimnan kararl olmasidar.

Kanait.,
<). p(s,e,07) (i =1,2,..., k1, 7 = 1,2,..., ky) polinomlar: kararl olsun. e € E

ve 0 € O keyfl olmak tizere p(s, e, 0) alahm. e € E oldugundan

e = )\161 + >\2€2 “+ ...+ )\k1e’“, )\_7' >0

)\1+)‘2+--~+)\k1 =1

olacak bigcimde \; sayilan vardir. ai(q), as(q), ... fonksiyonlar: afin olduk-
larindan
p(s,e,0) = p(s, el + A& + ... 4+ M, e™, 0)

= Ap(s,e',0) + Aap(s, €*,0) + ... + A, p(s, e, 0)
dur. p(s,et, o) ler kararh olduklarindan Onerme 3.1 e gore
p(s7 el, 0)7 p(S’ e27 0)7 AR p(s’ ek1 ? O)

aileleri kararhdir. Dolaysiyla p(s,e%,0) (i = 1,2,..., k;) polinomlan kararlidir
ve tek kisimlar: aymdir. O zaman yine [12] deki sonuglara gére p(s,e,0) da
kararhdir. w

Kompleks diizlemde kige noktalar: 2y, 2o, 23 ve 24 noktalarinda ve kenarlar:
eksenlere paralel dikdértgenin (Sekil 3.1) sifir1 igermemesi igin gerekli ve yeterli

kosul
max{Rez;, —Rezy, Imz, —Imz} >0 (3.1)

olmasidir ([5], sayfa 91). Bu dikdortgenin sanal eksene paralel bir dogru
parcasina doniismesi durumunda (z; = 2 ve z3 = 2z, olmas1 durumunda)

(3.1) kogulu

max{Rez;, —Rez, Imz, —Imz}>0 (3.2)
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Sekil 3.1: Koge noktalar1 2y, 29, 23, 24 olan, kenarlar eksenlere paralel dikdort-

gen

koguluna déniigiir. Buna gore, [21, z3) parcasiun sifinn igermemesi igin gerekli

ve yeterli kogul Rez; =0 olmasi durumunda
Imz; >0 veya Imz3 <0

olmasidir.

Simdi, F politopunun her bir kogesine kargilik
Ri(w) := R(jw,e"), (i=1,2,...,k)
ve O politopunun her bi; kogesine kargilik
Li(w) == I(jw, o), (j=1,2,..., k)
fonksiyonlarim tanmimlayalim.

Teorem 3.1 p(s, E,0) ailesinin kararly olmasy igin gerekli ve yeterli kogul
p(s,et,0') i = 1,2, ...,k polinomlarinin kararls olmass ve Ry (w) Ry (w)... Rk, (w) =

0 denkleminin tim w, > 0 koklers icin

lgna.s)%zfm(w*) < 0 veya 1S1nn$£k2]m(w*) >0 (3.3)

olmasidar.

45



Kanit. =). p(s, E, O) ailesinin kararli olmasi durumunda her w > 0 icin

max{ min Rn(w),~ max Rn(w), min Inw),— max In(w)}>0 (34)

dir [5]. Deger kiimesi

[miny (), mex e )]  [mind; (), mad ()]

dikdortgeni oldugundan Rj(w)Rz(w)...Ry,(w) = 0 denkleminin her w, > 0
kokii igin
minR;(w,) <0, maxR;(w.) >0

saglanmaktadir. Buna gore (3.4) esitsizliginden

max{lsrqrqlmlélszm(w), _éﬁf“g’izjm(w)} >0

olur ve buradan

1%35}3@]"?(“}*) < 0 veya 1<mml£k2‘rm(w*) >0

elde edilir.
<). p(s,€',0%) i = 1,2,..., k; polinomlan kararli ve Ry(w)Ry(w)...Rx, (w) = 0

denkleminin tiim w, > 0 kokleri icin

1glnag)§c2]m(w*) < 0 veya 1Smm1é1k21m(w*) >0

olsun. Her i € {1,2,...,k} igin p(s, €%, O) ailesinin kararh oldugunu kanitla-

yahm. p(jw, €, 0) goriintii kiimesi gergel kismi R;(w), sanal kismi ise
[min g (w), maxZ; ()]
J J

parcasinda degisen, sanal eksene paralel bir dogru parcasidir. R;(w) =0

denkleminin her w koki igin
min/;(w) > 0 veya maxI;(w) <0
j j

oldugundan gorlintii kiimesi sifir1 igermez. Diger taraftan p(s, €, 0%) polinomu
kararl oldugundan sifir1 icermeme prensibine gore p(s,e?, O) kararhdir ve O-

nerme 3.3 e gore p(s, E, O) ailesi kararhdir. m
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Bu teorem yardimuyla, en fazla k; tane polinomun kararliliginin kontroli
ve Ry (w)Ry(w)...Rg, (w) = 0 denklemin tiim pozitif koklerinin I,,, (1 < m < ky)
fonksiyonlar: altindaki degerleri yardimuyla p(s, E, O) ailesinin kararli-kararsizlh-
g1 belirlenebilir.

Benzer yolla k; > ko durumu icin agagidaki teorem de kanitlanabilir.

Teorem 3.2 p(s, E,O) ailesinin kararle olmast igin gerekli ve yeterli kogul
p(s,e?,07) (j = 1,2, ..., k) polinomlarinin kararls olmasi ve I (w)Ip(w)... I, (w) =

0 denkleminin her w, > 0 koki icin

1%&1%1]2"1(0)*) < 0 veya lglnlélk1R,n(w*) >0

olmasidar.

k1 > ko olmasi durumunda Teorem 3.2 nin kullanilmasi daha uygundur.

R;(w) ve I;(w) fonksiyonlar1 ashnda w? nin fonksiyonlaridir. Buna gére Teo-
rem 3.1 ve Teorem 3.2 deki denklemlerin w ya goére degil w? ye gore ¢oziilmesi
yeterlidir.

Simdi elde ettigimiz sonuglarla ilgili agiklayici 6rnekler verelim.

Ornek 3.1 ([20]) Kose noktalar e' = (4,3), e* = (4,2), ° = (3,1), e =
(2,0.8), €5 = (1,4), e® = (2,5), e” = (2.5,4.8), e® = (3.5,4) olan

3 o4 o5 of

E = conv{e',e? &% e* e’ e, e”,e8} politopu ve kise noktalar o! = 3.9, 0 =

4.5 olan O = conv{o?, 0%} politopu verilsin.
p(s,e,0) =e, + 015 +es’+5% e€c E, 0€0
polinomlar atlesinin kararliifine inceleyelim.

p(s,e',0') = 4+395+3s°+s°, (39x3-4x1>0)

(s, e?, 0%) 44+455+28°+5°, (45x2—4x1>0)

u¢ polinomlary kararhdur. s = jw igin

P(jwae,o) = (e; — e2w2) + j(ow — ws)
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dir. Buradan R;(w) ve I;(w) fonksiyonlar

el(4,3) - Ri(w)=4-37
e?=(4,2) — Ro(w)=4-2u2
e=(3,1) — Rw)=3-—1w?
e!=(2,08) — Ry(w)=2—0.8w?
5=(1,4) — Rs(w)=1—4du?
e®=(2,5) — Rgw)=2-5w2

" = (2.5,48) — Ry(w)=2.5— 4802
e® =(35,4) — Rg(w)=35~—4dw?

o!=39 — [(w)=39%w—ud

0?=45 — Dw)=45w—uw?

olarak elde edilir. Teorem 8.2 deki denklem

Il(w)Iz(w) = 0
wW?(3.9 —wH(d5-w?) = 0

dir ve bu denklemden w? = 0, w? = 3.9 ve w? = 4.5 olarak bulunur. Bu
deferlere karsilik R;(w) fonksiyonlarimin aldidi dederler;
w? = 3.9 icin
Ri(w) =—-7.7, Rs(w)=-38, Rzw)=-09, Ryw)=-112,
Rs(w) = —14.6, Rg(w) = —17.5, Ry(w)=—16.22, Rs(w)=—12.1
dir ve max R;(w) = —0.9 < 0 olur.
1<i<8
w? = 4.5 i¢in
Ri(w) = —9.5, Ro(w) = -5, R3(w) = —1.5, Ry(w)=-18,
Rs(w) = —17, Re(w) = —20.5, Rr(w)=—19.1, Rs(w)=—14.5
dir ve buradan max R;(w) = —1.5 <0 dr.
1<i<8
Dolayisiyla Teorem 8.2 nin kogullar sadlandifindan bu polinomlar ailest karar-
ludar.

[20] makalesinde verilen yonteme gore bu ailenin kararll icin sekiz tane u¢

polinomun kararlilifs incelenmelidir.
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Ornek 3.2 E = conv{(0,0,0), (0,0,0.5)}
O = conw{(0,0.4,0), (0,0.4,0.5), (0.3,0,0), (0.3,0,0.5), (0.3,0.4,0), (0.3,0.4,0.5)}
qQeEE, re0

p(s,ar)=(1—qi+q—~q3) +(3—r —ra+3r3)s+
(B3+q —q2—3g)s* + (L+r +ry+73)s°
ailesinin kararl olup olmadigint inceleyelim.
E politopunun kése noktalars sirasy ile ! = (0,0,0), € = (0,0,0.5) ve O
politopunun kégeleri o = (0,0.4,0), o> = (0,0.4,0.5), o®> = (0.3,0,0), o* =

(0.3,0,0.5), 0° = (0.3,0.4,0), of = (0.3,0.4,0.5) dir.
| p(s,e',0') = 1+2.65+3s>+ 1.4s>

p(s,e?,0%) = 0.544.1s+1.55> +1.95°

polinomlary kararlidir. Simdi s = jw i¢in

p(jw,q,r) =[(1 — g1+ g2 — g3) — (3 + 1 — g2 — 3ga)w?] +
I8 =71y —ra+3r3)w — (L + 7y + 1o + 73)w°)
dir. Buradan
(0,0,0) — Ry(w)=1-3w?
(0,0,0.5) — Ry(w) = 0.5~ 1.502

ve
(0,04,0) — IL(w)=2.6w— 14w’
(0,0.4,0.5) — L{w)=41w—1.9.°
(0.3,0,0) — I3(w)=2.7w—1.3w3
(0.3,0,0.5) — Iy(w)=4.2w—1.8w°
(0.3,04,0) — Is(w)=2.3w—1.7°
(0.3,0.4,0.5) — Ig(w) = 3.8w — 2.2w°

dir. Ri(w) =0 = w? = } ve Ry(w) = 0 = w? = 3 bulunur. Buw® = 3 igin
h(w) =58 D) =% Lw)=%F
Liw) =22 Lw) =258 [w) =958

oldugundan Teorem 3.1 in kogullar saglanir. Dolayist ile yukaridaki polinom-

lar ailest kararhdar.
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4 SEKTOR KARARLILIK

Bu boliimde aralik polinomlar ailesinin sektor kararliligi problemleri ince-
lenecektir. Aralik polinomlar ailesinin sektér kararliligi icin ug nokta teorem-
lerinin gegerli oldugu bilinmektedir. Ancak ug sayis: eksponansiyel degistigin-
den sektor kararhlik icin yeterli olan daha az sayida polinomun bulunmasi
onemlidir. Burada, [21] deki genel algoritma sektor kararlihik icin uygulanarak

kararhilik i¢in yeterli olan ug¢ polinomlar bulunmusgtur.

4.1 Sektor kararlilik igin ug nokta teoremi

o+qs+-+a¢s", <G <pf, a;,>0@=0,1,..,n) (4.1)
aralik polinom ailesini ele alalim. Kompleks diizlemde
Q={zeC:z=re [¢—W|<90,r>0},(0<90<g—) (4.2)
sektor kiimesini tanimlayalim.

Tanim 4.1 Eger (4.1) ailesindeki her polinomun tim kokler: Q kiimesinde ise

(4.1) ailesine sektor kararlider denir.

Tamm 4.2 D C C agk kiimesi verilsin. Invaryant dereceye sahip her a-
ralik polinomlar ailesi i¢in efer u¢ polinomlarin D—kararliliiindan bu ailenin

kararlign ¢ikarsa o zaman D kiimesine zayif Kharitonov kiimesi denir.

Tanim 4.3 D C C kimesi verilsin ve agadidaki kosullar saglansin:
i) D agik kimedir
i) D basit baglantilidir

i) D min smarima pozitif yonde siipiiren ve parcals C* sinafindan olan

swnar stuptirme fonksiyonu vardur.

Bu durumda D ye regiiler bolge denir.
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Teorem 4.1 ([22]) D C C regiler kiime olsun. D nin zaysf Kharitonov bélgesi

olmast i¢in yeterli kosul D ve

%={26(C:zd=1, de D}

kimelerinin konveks olmasidar.

Yukaridaki tanimlar: ve Teorem 4.1 i gdzoniinde tutarak € kiimesini ele
alalim.

Q kiimesi i¢in siir stipiirme fonksiyonu

¢q : (—o00,00) — 0N
st 6§<0
fedm=0)  §>0
dir. Bu fonksiyon par¢ali C? simfindandir. Diger taraftan é = dir. Gergek-
ten, Q kiimesinde |z| genligi her pozitif degeri alabildiginden % y1 bulmak igin

argiimentin degisim araligini bulmamiz yeterlidir. Eger z €  ise
m—0y <argz < w46
oldugundan w = I icin
- —Oy <argw < —7m+ 6y

olur. Bu egitsizlik ise w nun argiimentinin de z nin argiimentinin degistigi
aralikta degistigini gosterir. Dolayisiyla é = () dir. Bu nedenle é kiimesi de
konveks kiimedir. Teorem 4.1 e gore €} kiimesi zayif Kharitonov bolgesidir.

Bundan dolay1 agagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.1 Eger (4.1) ailesinde tim ug¢ polinomlar kararl ise o zaman aile de

kararlidar.

4.2 Goriintii kitmesinin bulunmasi

(4.1) ailesinin (4.2) sektoriiniin simrindaki bir deger icin goriintii kiimesinin 8o
a bagh olarak en fazla 2(n + 1)—gen oldugunu ve bu ¢okgenin koselerini veren

polinomlarmn ise sektériin siuridaki degerden bagimsiz oldugunu gorecegiz.
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(4.1) ailesi ve § = w — 6 olmak iizere s = re?® (r > 0) verilsin. Eger
& =0o;+ (6, — )z, (=0,1,...,n)
déniigtimiint uygularsak [o, §;] arahg [0, 1] arahipina doniigiir. (4.1) ailesi ise
{a0 + (Bo — @0)[0, 1]} + {en + (81 — 21)[0, 1]}s + ... + {om + (B, — @)[0, 1]}s"

(4.3)

ailesine dontigiir. (4.1) ailesinin goriinti kiimesi ise
(Bo — 00)[0, 1] + (B = a0, s + .+ (B, — an)[0,1]s*  (44)

ailesinin goriintii kiimesinin sabit bir kompleks say1 kadar 6telenmigidir. Buna
gore (4.4) ailesinin goriintii kiimesini bulmamz yeterlidir. Eger (4.4) de s =

re’? yazarsak (4.4) ailesinin goriintii kiimesi G agagidaki gibi belirlenmis olur:

G={2€C:z=2y+2+ ... + 2, her z i¢in dyle z; € [0, 1]

vardir ki z; = (8; — i)z’ (i =0,1,...,n) }.

G kiimesi, bir ucu orjinde ve agisi ¢80 olan dogru parcalar: tizerindeki komp-

leks sayilarin toplamidir:

G = Go+Gi+ ...+ Gy,
G; = {(8:; - ai)mTiej(w) :z€[0,1]} ¢=0,1,...,n)

Tanim 4.4 ([5]) Dizlemde bir konveks ¢okgen verilsin. Eder bu ¢okgenin her
kenar i¢in, bu kenara egit ve paralel bir baska kenar bulunabiliyorsa bu ¢cokgene

parpoligon denir.

Teorem 4.2 1) Ejer1,0,20,...,n0 yénleri iginde paralel (¢akisik veya zut yonli,)
olanlar yoksa G kiimesi 2(n + 1) — gen bir parpoligondur.
2) Ejer 1,0,20,...,n0 ydnleri icerisinde k tane paralel ikili varsa G kiimes:

2(n — k + 1) — gen bir parpoligondur.

Kanit. 1). Gy ile G; nin toplami bir kenar gercel eksen {izerinde, bir kosesi

ise orjinde olan bir paralel kenardir. Bu paralel kenar1 G, ile topladigimizda
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Sekil 4.1: Paralel kenarin G, yoniinde kaydirihg

onu G yoniinde uygun bi¢imde kaydirmig oluruz ve bu paralel kenar bir 6—gen
parpoligon bolge “stiptirmiig” olur (Sekil 4.1).Boyle devam edilirse belirli bir
adimdan sonra elde edilen parpoligonla yeni bir G y1 topladigimizda, bu par-
poligonun kenarlarindan hicbiri Gy yoniine paralel olmadigindan “siipiirme”
sonunda koge sayis1 2 tane fazla olan yeni bir parpoligon elde edilir. Toplam
yon sayist (n+ 1) oldugundan sonucta 2(n+ 1) — gen bir parpoligon elde edilir.
2). Eger G; lerin yonlerinden 2 tanesi paralel ise belirli bir adimda parpoligonu
iki paralel kenarina paralel bicimde kaydirmamiz gerekmektedir. Bu durumda
kose sayist artmayip degismez kalacaktir. Eger & tane boyle ikili varsa sonugta
toplam k defa kaydirirken yeni kogeler olugsmayacaktir. Buna gore parpoligon
2(n+1) —2k=2(n—k+ 1) — gen olacaktir. m

G goriinti kiimesi (4.3) ailesinin © nin siirindan aldigimiz s = re? dege-
rine karsiik gelen gorintu kiimesidir. s kompleks sayisi sinirda degisirken
0 sabit kalip, r degismektedir. Dolayisi ile G kiimesi de r ye bagh olarak
degismektedir. G cokgeninin kenarlarimn yonlerini Gy, G, ..., Gn yonleri be-
lirlemektedir. Bu yonler ise r den bagimsizdir. Buna gore r nin farkh degerleri
icin G kiimeleri “benzerdirler”, yani kenarlar paraleldir (Sekil 4.2). Aym za-
manda, G parpoligonunun her kogesine karsilik gelen kompleks say1 G; lerin

belirli u¢ noktalarina (her G; nin ug noktalarindan biri sifirdir) karsibk gelen
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Sekil 4.2: Benzer G kiimeleri

sayilarin toplamidir. Yukaridaki acitklamadan dolay: bir » icin G nin belirli
bir kogesi G; lerin hangi uclarindan elde edilmigse bagka r ler icin de G nin bu
kogesi G; lerin ayni uclarindan elde edilmektedir. G; nin her ucu ise polinomda
s* teriminin katsayisim (c; veya §; yi) belirlemektedir. Buna gére G nin her
kogesini bir polinom belirler ve bu polinomlar r den bagimsizdirlar.

Biz goriintii kiimesi G yi bulurken 2 nin gergel eksenin yukarisinda bulunan
s = rel(™%) (r > 0) sinir degerlerini kullandik. Gergel eksenin agagisindaki
smir degerleri s = re/(™%) (r > 0) dir. s = re/(™%) qnir degerleri icin
goriinti kiimesi s = re?(™%) icin bulunan gériintii kiimesinin gercel eksene
gore simetrigidir ve parpoligonlarin gercel eksene gore simetrik kogelerini veren
polinomlar aynidir.

G nin toplam kose sayist 2(n + 1) oldugundan asagidaki teoremi kanitlamis
olduk:

Teorem 4.3 (4.1) ailesi ve Q (4.2) sektord verilsin. Bu ailenin Q—kararl
olmas i¢in gerekli ve yeterli kosul en fazla 2(n + 1) tane dzel segilmis poli-

nomlarin Q—kararl olmasidar.

Bu polinomlarin bulunmas: algoritmast bir sonraki alt boliimde verilecektir.
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4.3 Ug polinomlarin bulunmasi igin bir algoritma

[23] makalesinde aralik polinomlarin sektér kararhhigi igin yeterli olan ug
polinomlarin bulunmas icin bir algoritma verilmistir. Ancak bu algoritmanin
uygulanmasi ¢ok fazla iglem gerektirmektedir.

Burada (4.1) ailesinin deger kiimesinin kogelerini veren (en fazla 2(n + 1)

tane) polinomlar: bulmamiz: saglayan bir algoritma verecegiz.
Tanim 4.5

B ={z:2eR" 0<z;,<1 ((=0,1,..,n)}
kimesine R™! de birim kutu denir.

Birim kutunun uglar (kogeleri) kiimesi genellikle V™*! ile gosterilir. Gos-
terim kolayhg agisindan birim kutuyu B ve kdgelerinin kiimesini V ile gostere-
lim.

(4.1) ailesini
a;: B—-R, a;(z) =03+ (8; — o)z, (1=0,1,...,n)
olmak tizere
ao(m) + a1(z)s + ... + an(z)s” (4.5)

seklinde yazabiliriz.
Burada  mn gergel eksenin yukarisinda bulunan bir s = re?® (8 = 7 — 6,

r > 0) smur degerini (4.5) de yerine yazdigimizda
f(z) == ao(z) + ay(z)re® + ... + ap(z)rmed O

afin doniistimiinii elde ederiz. Burada f afin doniisimi altinda B birim ku-
tusunun goriintisiini ele alacagiz. Bu goriinti (4.3) ailesinin s = re’(™=%) daki

deger kiimesidir.
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Tanim 4.6 v € V alalim. w € V olmak tizere
k =1 iken v; # w;, ve k # 1 tken vy = wy

olacak sekilde bir 1 indisi varsa, w kdse noktasina v nin bir komsu kdsesi denir.
v nin komgu kogelerinin kimesi N, ile gosterilir. w € N,, f(w) # f(v) olacak

gekildeki w kdge noktast igin

{eff(w) - F(v)] : >0}

yart dogdrusuna f(v) deki bir kenar yon denir (Sifury diglamak igin f(w) # f(v)

kosulu konulmaktadir). f(v) deki kenar yonlerin kiimesi ise E, ile gdsterilir.

Yardimc: Teorem 4.1 v € V olsun. f(v) noktasiman f(B) gorintd poligo-
nunun bir u¢ noktast olmast igin gerekli ve yeterli kogul E, nin bir agik yar

dizlem tarafindan icerilmesidir.

Kamt. =). f(v), f(B) poligonunun bir ug noktast olsun. f(B) konveks
poligon oldugundan &yle bir acik yar1 diizlem vardir ki f(B) bu agk yart
diizlemde, f(v) ise bu agik yar1 diizlemin simrmdadir. Bu durumda E, de bu
actk yar1 diizlemdedir.
<) Oncewv = (0,0,...,0)7 alalim. v nin komsu kégeleri v = (v}, v%,... ,v8)T

(v =1, vt = 0) noktalandir. z € B, z # 0 alalhm. Bu durumda

x:Zmivi, z; € [0,1], Zmi>0
7=0 =0
dir. Eger f(z) = Az + b ise
Ozt = flo) = A =)
=0 i=0

= E z;(Av?)

S [Av b A0 ]
=0
= Ym0 - £
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elde edilir. Yardime: teoremin kosuluna gore, f(w) # f(v) kogulunu saglayan
v* ler icin {o[f(v*) — f(v)] : @ > 0} yar1 dogrularimin hepsi bir agik yari diiz-
lemdedir. Buna goére her z € B igin ya f(z) — f(v) = 0 yada f(z) — f(v) da
bu actk yar: diizlemdedir. Bundan dolayr f(v) noktast f(B) poligonunun bir

kose noktasidir.
vy € V ve v, # 0 olsun. Bu durumda f(v.) noktasiun f(B) nin bir koge

noktasi oldugunu gosterelim. y = z — v, doniistimiini alalim ve

f(y) = f(z) — f(v)

afin dontisiimiing tammlayalim. B = {z — v, : z € B} kutusu, B birim ku-
tusunun v, kadar otelenmigidir ve bir kigesi v = (0,0, ...,0)T noktasindadur.

w € N, olmak tizere

'u=v*—-v*€B

’II)=’LU——’U*EB

icin

oldugundan
B, = {elh(@) - i)} : > 0}

= | {elf(w) = f(w)): >0}

WEN,,

dir. Buna gore E,, 1 bulunduran agik yar diizlem E, yi de bulundurur. Diger

taraftan

4
—~
<

*
pa——
I

f1(v) + f(vs)
F(B) = F(B)+ flw)
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dir. f(v), f(B) nin kogesi oldugundan fi(v) de fi(B) nin kosesidir. f1(B),
f(B) nin f(v,) kadar otelenmigi ve f1(v), f(vs) 10 f(v.) kadar Stelenmisi
oldugundan f(v.) da f(B) nin bir kogesidir. m

Yardimer teoremden goriildigu tizere bir v € V igin f(v) noktasinin f(B)
poligonunun kogesi olup olmadigy, f(v) deki kenar yonleri bulunduran bir yar:
uzaym varligina baghdir. Bu nedenle birim kutunun keyfi bir v € V kosesi
icin f(v) deki kenar yonleri belirleyelim. v nin toplam n+1 tane komsu kosesi

oldugundan bu komgu koseleri w®, w?, ..., w" ile gosterebiliriz. Oncelikle

fw®) — f(v) i=0,1,...,n)

kompleks sayilarini bulalim. ¢ = 0,1,...,n igin

Fw') = f(v) = [ao(w’) = ao(v)] + [as(w") — a1 (v)]re”® + ... +

[a;(w*) — a(v)]riej(w) + ..+ [an(w") — a(v)]r”ej(”e)

dir. Burada
ak(m) =.C“k+(ﬁk"ak)$k; (k=07177n)
ve
. 1, i#kise
ax(w*) — ag(v) =
0 , i=kise
oldugundan

') = f(v) = (=1)%(6; — au)r'e?® #£ 0

dir. Bu durumda f(v) deki kenar yonlerin kiimesi

E, = U{(—l)”"a(ﬂi — a)r'e® o > 0}
=0
olarak elde edilir.
Eger S; = e/ (i =0,1,...,n) birim kompleks sayilarim tanimlarsak E, yi

olusturan yar: dogrularin ytnleri

+£Sy,+8,, ..., £8,
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kompleks sayilarimin {irettigi yonlerdir. Buna gore bir v = (vg,v1,...,U) € V

kosesi icin E,, deki yar1 dogrular
(=1)™S, (1) 8y, ..., (1)~ S,

kompleks sayilar: tarafindan iiretilir. Yardimc: Teoreme gore f(B) gérinti
kiimesinin koge noktalarini bulmak icin 4:Sg, =54, ..., £S5, (n+1)—lilerin igerisin-
den bir yar1 uzayda kalan (n + 1)—lileri bulmak gerekmektedir. Eger bu yon-
leri Sekil (4.3) deki gibi siralayacak olursak bir v € V koge noktasmin f(v)

-, D,

Sekil 4.3: E, deki yar1 dogrularin yonleri

nin bir ug¢ noktasi olmas: i¢in F, kenar yonleri kiimesinin agagida siralanmig

(n + 1)—lilerden birisi tarafindan tiretilmis olmas: gerekir:

{D17 D27 ey D'n-l-l}
{D2, Dy, ..., Dpyo} (4.6)

{D277-+27D1,D2) "')D'n}'

Bu (n + 1)—liler igerisinde herbir +5; kompleks sayilarindan ya —S; yada S;

vardir.

Yardimc1 Teorem 4.2 Deger kiimesinin ug noktalars ile (4.6) daki (2n+2)

tane (n+1)-liler arasinda bire-bir esleme vardur.
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Kanit. Deger kiimesinin bir ug noktas: z ve z = f(v) olacak sekilde v € V
alalm. Eger z = f(w) olacak gekilde w € V, w # v varsa
{(=1)"Sp, (=1)" 51, ..., (1) S, } = {(—=1)**So, (—1)** 51, ..., (—=1)*"S,.}

olur. Bu ise z u¢ noktasina karsilik bir tek

{Dka -Dk+17 vy Dk+n}

(n + 1)—lisinin oldugunu gosterir.
Diger taraftan (4.6) dan bir (n+ 1)—li alalim. v = (v, v1, ..., v,) kogesi

v = 0 , Si€{Dk,Dis1,..., Ditn}

1 ) Sz € {Dk7Dk+1a ""7Dk+n}
seklinde tamimlansi. Bu v kégesi igin f(v) deger kiimesinin bir ug noktasidir
ve z = f(v) ug noktas: (4.6) dan bir (n + 1)—liye kargilik gelir. =
Ornek 4.1 (]23))
p(87Q) = q0+Q15+q232+q3337 0< o; < g < 18717 i = 0713273

3. dereceden aralik polinom ailesini ele alalim. 09 = 41° ig¢in Q (4.2) sektord
verilsin. Bu durumda yonleri veren S; = ¢/(9) (6 = 139°, 1 = 0,1,2,3) birim

kompleks sayilar
41, 4 10 4 I8 T

dir. Dejfer kiimesinin ug¢ noktalarina karsilik gelen kdge noktalarim veren 4—liler
ve bu 4-lilere karsilik gelen kége noktalars ise
{D1,Ds,D3,Ds} = {So,51,—52,53} — v'=(0,0,1,0)
{D3,D3,D4,Ds} = {—So,51, -5, 53} — v’ =(1,0,1,0)
{D3, D4, Ds,Dg} = {—So,S51,~S2,—Ss} —v*=(1,0,1,1)
{D4, D5, Dg, D7} = {=S,, 51,8, S} — v =(1,0,0,1)
{Ds, D¢, D7,Dg} = {~S5,—51,52,—S3} = v°=(1,1,0,1)
{Ds,D7,Dg,D1} = {S;,—S1,82,—Ss} — v*=1(0,1,0,1)
{D7,Ds,D1,D3} = {S;,—S1,82,89} — v’ =(0,1,0,0)
{Ds,D1,D3,D3} = {S;,—51,—52,53} — v*=(0,1,1,0)
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~8, =D,

§3=D,
$1=D,4
-8y =D; So =D,
-5,=Dy
~83=Dg

8§ =D,

Sekil 4.4: 1, +e/139° 4 9278+ 7417 yonleri

dir. Dolayiswyla deger kimesinin u¢ noktalarini veren sekiz polinom siraswyla

pis) = ao+aas+ Pas” + ass®, pals) = By + s + fas® + s’
p3(s) = Lo+ s+ Bys’ + B3s®, pa(s) = By + ous + aps® + fB,s°
ps(s) = B+ P15+ 028’ + B3s°, pe(s) = g+ By + ags® + Bss°
pr(s) = oo+ s+ s’ + ass’, ps(s) = ap + B15 + Bys” + ass®

olarak belirlenmis olur.

4.4 Kompleks arahk polinomlarin sektor kararlihg:

p(s,q) = (90 +J@1) + (g2 + Jgs)s + ... + (q2n + JG2ns1)s™, (4.7)
kompleks aralik polinom ailesinin (4.2) 2 kararhlii problemini ele alacagz.

Burada

0 ¢ [o2n, B, veya 0 ¢ [02n+15 Bon1 (4.8)

dir. (4.8) kosulu derecenin diigmemesini garanti eder.

(4.7) ailesinin Hurwitz kararhiligi probleminde, yani €2 sol acik yar1 diizlem
oldugunda (4.7) ailesinin kararlihig i¢in 8 tane ug¢ polinomun kararhhg yeter-
lidir ([3]). Burada (4.7) ailesinin kararlilig1 i¢in en fazla 8(n + 1) tane ug

polinomun kararliligimin yeterli oldugunu gosterecegiz.
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Aralik polinom ailelerinde goriintii kiimesini bulmak igin uyguladigimiz
yontemi kompeks aralik polinomlar i¢in uygulayacagiz. (4.7) ailesi ve § = w—0q

olmak tizere s = re’® (r > 0) verilsin. Eger
¢ = o; + (ﬁz - ai)xi’ (7’ = 07 17 ...,27’1, + 1)

dontistimiind uygularsak [oy, §;] araligy [0,1] aralifina dontigiir. (4.7) ailesinin

goriintl kiimesi,
{(Bo — 20)[0,1] +7(B; — c1)[0, 1]} +{(B2 — @2)[0,1] + j (B3 — )[0,1]}s
+ o +{(Br — @)[0,1] + 5[0, 1]}s™ (4.9)

ailesinin goriintii kiimesinin sabit bir kompleks say: kadar 6telenmigidir. Buna
gore (4.9) ailesinin G goriintii kiimesi (4.9) da s = re’® yazilarak agagidaki gibi

belirlenmis olur:

G={z€C:z=20+21 + ... + 2241, her z icin

syle z; € [0,1] vardir ki z; = (8; — a;)zr°e’™ (i =0,1,..,2n+1) }.

G kiimesi, bir ucu orjinde ve agis1 40 olan dogru parcalar: tizerindeki komp-

leks sayilarin toplamidir:

G

Il

Go+G1+ ... + Ganga,
G = {(B;, —a)zred® zc[0,1]} i =0,1,..,2n + 1)

Eger Teorem 4.2 deki yol izlenirse asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 4.4 1) Eger 1,0,20,...,n0,%,0 + 5,20 + 7,...,n0 + 5 ydnleri iginde
paralel (¢akigtk veya zit yonli) olanlart yoksa G kimesi 4(n + 1) — gen bir
parpoligondur.

2) Eger 1,0,20,...,n0 yénleri icerisinde k tane paralel ikili varsa G kimesi

(4n — 2k + 4) — gen bir parpoligondur.

Aralik polinom ailelerinden farkh olarak (4.7) kompleks aralik ailesinin

deger kiimesini hem Q nin gergel eksen tizerinde kalan sirindaki s = re/(™%)
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(r > 0) hem de gercel eksenin agagisinda kalan simrindaki s = re/(™+%) (r > 0)
degerleri igin ayrica incelemek gerekir. Bundan dolay: deger kiimesi en fazla
8(n + 1) — gen parpoligondur.

s =re/(™%) (r > 0) degeri icin deger kiimesinin u¢ noktalarini belirleyen
(en fazla 4(n + 1) tane) polinomlarin bulunmasim veren algoritmay: uygu-
layabiliriz. Bunun icin, B C R?**? de birim kutu ve bu kutunun koselerinin

kiimesini V' olsun. (4.7) ailesini
a;: B—=R, a(z) = +(8; —ai)zi, (1=0,1,....2n+1)
olmak tizere

lag(z) + jai(z)] + [az(z) + jas(z)]s + ... + [aon(z) + jaonta(z)]s”  (4.9)

seklinde yazabiliriz.
Burada € nin gercel eksenin yukarisinda bulunan s = s = re/(™=%) (r > 0)

smir degerini (4.9) da yerine yazdigimizda

f(IL‘) = [(10(.’1?) + Jal(m)] + [az(m) + ja3(x)]7~ej9 4 [a2n(.'L') + ja2n+1($)]7"n6j(n9)

afin donlgiimiini elde ederiz.
Eger So; = &) Sy 1 = e7+3) (; = 0,1, ...,n) birim kompleks sayilarmni

tamimlarsak F, yi olugturan yar1 dogrularin yénleri
iSO: :I-_-Sl, sy :l:S2n+1

kompleks sayilarimin iirettigi yonlerdir. Buna gore bir v = (vg, vy, ..., Vop+1) €

V kogesi igin E, deki yar1 dogrular
(—1)U0 So, (—1)01 Sl, crey ('—1)'02"'* 1 Szn+1

kompleks sayilar: tarafindan iiretilir. Bu yonler Sekil (4.3) deki gibi siralandik-

tan sonra bu yonlerden bir acik yar1 diizlemde kalacak sekilde

{Dl, Dz, ceny D2n+2}
{Ds, Ds, ..., Dony3} (4.10)

{D4n+41D1)D27 "‘7D2’n+1}
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4(n + 1) tane (2n + 2) — 4 belirlenmis ve dolayisiyla deger kiimesinin u¢ nok-
talarim veren kose noktalar: bulunmus olur.

€ nin gergel eksenin agaglgmda bulunan sirmdan s = s = ref(™+%) (r >
0) siur degerini (4.9) da yerine yazdigimizda benzer gekilde 4(n + 1) tane
(2n + 2) — li belirlenmis olur.

Teorem 4.5 (4.7) ailesi ve Q (4.2) sektori verisin. Bu ailenin Q—kararl
olmast t¢in gerekli ve yeterli kosul en fazla 8(n+1) tane dzel segilmis polinom-

larin Q—kararl olmasidar.
Ornek 4.2

p(s,9) = (g0 + j@) + (g2 + jgs)s + (ga + jgs)s® (4.11)

9_<_q0S101 —QSQ1<—1, 3S‘Z2S4, —QS%S—L

01<¢ <02, —0.05<gs<0.05

kompleks aralik polinom ailesi ve 6y = 70° olmak tizere (4.2) Q sektord verilsin.
(4.11) ailesinin defer kimesinin ug¢ noktalarins belirleyen polinomlar: bulalim.
Q mn gercel eksen tizerinde kalan siarindaki s = re/™%) (r > 0) deiferlers
igin yonleri veren Sy = €/ Sy = ®#+E) (9 = 110°, 4 = 0,1,2) birim

kompleks sayilars
; o ; 1] . (] : (o] : o
il, + 8190 , + e]llO : + 6‘7200 ’ + 6_7220 , + 6_7310

dir. Yonler siralandiktan sonra bu yonler icerisinden ac¢ik yart dizlemde kalan

12 tane 6—10
{Dy, Dy, D3, D4, D5, Dg},  {Ds, D3, Dy, D5, Dg, D1},

{Ds, D4, Ds, D, D7,Ds},  {Ds, Ds, D¢, D7, Ds, Dg},
{Ds, Dg, D7, Dg, Dg, D10},  {Ds, D7, Dg, D9, D1o, D11},
{Dy, Ds, Dg, D19, D11, D12}, {Ds, Dy, D19, D11, D12, D1},
{Dy, D10, D11, D12, D1, D3}, {D1o, D11, D12, D1, D2, D3},

{D117D127D17D27D37D4}7 {D12)D1)D2aD3)D4aD5}
dir. Burada
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S, =Ds 4\51=D4
-85 =Dy =84 =Ds
=$3=D,
—Sp =Dy Sy =Dy
Sy =Dy
S =
S =Dy s =Dy,
v
~S,=Dyy =S, =Dyy

Sekil 4.5: &1, £ e/9° £ /107 4 200° 4 g7220° 4 @3310° yipleri

{Dy, Dy, D3, Dy, Ds, Dg} = {Sp, S1, Sa, —S3, =S4, =S5} — v = (0,0,0,1,1,1)
{D,, D3, Dy, Ds, Dg, D7} = {—S5, 51, S2, —S3,—S4,—Ss} — v? =(1,0,0,1,1,1)
{Ds, Dy, Ds, D¢, D7, Dg} = {—Sy, S1, 52, S3, =S4, —Ss} — v¥ = (1,0,0,0,1,1)
{Dy, Ds, D¢, Dy, Dg, Dg} = {—5Sy, Sy, Sz, 53,54, —Ss} — v* = (1,0,0,0,0,1)
{Ds, D¢, D7, Dg, Do, D10} = {—So, —S1, 52, 53,54, —Ss} — v® = (1,1,0,0,0,1)
{Ds, D7, Dg, Dg, D1g, D11} = {—S0, —S1, —S2, 53,54, — 95} — v® = (1,1,1,0,0,1)
{D4, Ds, Dy, D1, D11, D13} = {—8S0, —S1,—S2, 53,81, 85} — v7 = (1,1,1,0,0,0)
{Ds, Dg, D1g, D11, D13, D1} = {So, —S1, —S2, 53, 54, S5} — v = (0,1,1,0,0,0)
{Dq, D1g, D11, D12, D1, Dy} = {Sp, —S1, —S2, —Ss, 84, S5} — v° = (0,1,1,1,0,0)
{ D19, D11, D13, D1, Dy, D3} = {So, —S1, —S2, —S3, =S54, 55} — v1* =(0,1,1,1,1,0)
{Dsy, D1g, D1, Dy, D3, D4} = {So, S1, —S2, —Ss, =S4, S5} — v = (0,0,1,1,1,0)

{D12: D17 DZ) D3, D4’ DS} = {507 S17 827 —537 —84, SS} - V12 = (0, 0: 0) ]-a 11 0)
oldugfundan, s = red™=%) (r > 0) daki deger kiimesinin uc noktalarim veren

polinomlar

n(s) = (9—25)+(3—j)s+ (0.2 +0.055)s
pa(s) = (10 —25) + (3 —7)s + (0.2 4 0.055)s”
pa(s) = (10— 27) + (3 —25)s + (0.2 + 0.055)s>
pa(s) = (10 =2j5) + (3 —25)s + (0.1 + 0.057)s>
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ps(s) = 7) + (3 —25)s + (0.1 + 0.055)s*

— ) +
10 — §) + (4 — 25)s + (0.1 + 0.055) s>
—J)+

3

glS) =

pals (4 — 2§)s + (0.1 — 0.054)

(4 —2j)s + (0.1 — 0.055)s>

8

J
-7+
9— )+ (4 —7)s+ (0.1 - 0.055)s>
—-J)+

prols) = (4 —7)s + (0.2 — 0.055)s>

s 9 —27) + (4 — j)s + (0.2 — 0.055)s?

() = (
() = (
(s) = (
ps(s) = (9—7
() (
() = (
p11(s) (
() = (

p12(s 9—25)+ (3—7)s+ (0.2 — 0.055)s>

dur.
Q man gercel eksenin asagisinda kalan siarindaki s = re/™9%) (r > 0) degerleri
icin yonleri veren Sy = /) Syy = /W3 @ = 250°, ¢ = 0,1,2) birim

kompleks sayzlcwz
'] o 5 = : =] y ° y 1]
1, 6390 , 6_7250 , I 6‘7340 , | 63140 , e]230

dir. Bu yonler Sekil 4.6 daki gibi ssralandiktan sonra agik yare dizlemde kalan

5= =S8y =D
Sy = Ds —Ss=D,
—83 =Dy
S, =D, So =Dy
S3=Dyy
Ss =Dy -S4 =Dy
522Dy _g5=py

Sekil 4.6: £1, £ e%°, £ I20° 4. £3340° 4 o7140° 4 ¢3230° yinleri

12 tane 6—11 ve kargilik gelen yonler
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{D1, Dy, D3, Dy, Ds, D¢} = {50, S1, —Sa, —Ss,54,—Ss} — v! =(0,0,1,1,0,1)
{Ds, D3, Dy, Ds, Dg, D7} = {—S0, 51, —Sa, =53, 54, —Ss} — v* = (1,0,1,1,0,1)
{Ds, Dy, Ds, Dg, D7, D} = {—S, S1, —S2, —S3, 54,95} — v¥ =(1,0,1,1,0,0)
{Dy, Ds, Dg, D7, Dg, Dg} = {—So, S1, S2, =53, 54,85} — v* = (1,0,0,1,0,0)

{Ds, D¢, D7, Ds, Dy, D10} = {—So, —S1, 82, —S3, 54,55} — v® = (1,1,0,1,0,0)
{Ds, D7, Ds, Do, D19, D11} = {—Sp, =51, 52, —Ss,—S4, S5} — v® =(1,1,0,1,1,0)
{Dr, Ds, Dg, D19, D11, D12} = {—So, =51, S2, 83, =S4, S5} — v' =(1,1,0,0,1,0)
{Ds, Dg, D19, D11, D13, D1} = {Sq, =51, S2, 53, —S4, S5} — v® =(0,1,0,0,1,0)
{Dq, D19, D11, D19, D1, Do} = {Ss, =51, Sa, S3, —S4, —Ss} — v® =(0,1,0,0,1,1)
{D1g, D11, Drg, D1, Ds, D3} = {So, —S1, —S2, S5, =S4, —Ss} — v} = (0,1,1,0,1,1)
{D11, D12, D1, Dy, D3, Dy} = {So, S1, =52, S3, =S4, —Ss} — v+ =(0,0,1,0,1,1)

{D12, D1, Do, D3, Dy, Ds} = {So, 51, — S, S3, 84, =S5} — v** = (0,0, 1,0,0,1)
dir ve buradan s = re?™%) (r > 0) daki deger kiimesinin uc noktalarina veren

polinomlar

ps(s) = (9—-25)+(4—-75)s+(0.1 -I— 0.055)s

pia(s) = (10 —27)+ (4 —5)s + (0.1 + 0.055)s*
ps(s) = (10— 27) + (4 —j)s+ (0.1 - 0.055)s
pis(s) = (10 —25) + (3 —5)s+ (0.1 — 0.055)s>
prr(s) = (10 —7) + (3= j)s + (0.1 — 0.055)s
pig(s) = (10—7) + (3~ j)s+ (0.2 — 0.055)s
po(s) = (10 — ) + (3 - 2j)s + (0.2 — 0.055)s
p2(s) = (9—7)+(3—25)s+ (0.2 —0.055)s”
pa1(s) = (9—7)+ (3 —27)s+ (0.2 + 0.055)s
poa(s) = (9—7)+ (4 —25)s+ (0.2 +0.055)s>
paa(s) = (9—25)+ (4 —25)s+ (0.2 4 0.055)s*
pas(s) = (9—2j)+ (4 —25)s+ (0.1 + 0.055)s*

olarak belirlenmis olur. p1(s), p2(s), ..., P2a(s) polinomlam Q—kararl oldugun-

dan (4.11) aralik kompleks polinomlar ailesi de Q—kararlidar.
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5 POLINOMLAR POLIiTOPUNDA
KENARLARIN BULUNMASI

@ C R! bir kutu (box)

Q={a=(q1,q2,q) ;< g < B}

olmak iizere

a(q) @ Q@—R, i=12,..,n)

a(q) > 0

afin fonksiyonlar: verilsin (7" sembolii transpozu gostermektedir). Bu durumda

p(s,q) = ag(q) + a1(q)s + ... + a.(q)s™ (5.1)

polinomlar ailesi bir P polinomlar politopunu tanimlar. Kenar teoremine gire
[4, 24], eger bu politopta tiim kenarlar kararhysa P ailesi de kararhdir. Diger
taraftan, P politopunun her bir kenar1 ) kutusunun en az bir kenarimn goriin-
tustidiir. Dolayisiyla, eger () kutusunun tiim kenarlarinin goriintiileri olan poli-
nom segmentleri kararhi ise P ailesi de kararhidir. @ kutusunun kenar sayis:
1.2 dir ve bu kenarlarin bazilarmin gériintiisii 7 politponun gercek kenari
olmayabilir. Buna gore de bu bolimde P nin gercek kenarlarinin belirlenmesi
problemini ele alacagiz.

Elde edilen sonuglar, polinomlar politopu (5.1) biciminde degil, sonlu tane

polinomun konveks zarfi bigiminde verildiginde de gecerlidir.

5.1 Polinomlar politopunda uglarin belirlenmesi

Eger her polinoma, katsayilardan olugan bir vektor kargilik getirirsek (5.1) P

ailesine R™! uzayinda

P = {a(q) = (ao(q), a1(q), .., ax(a))” : ¢€Q} (52)
politopu kargilik gelmektedir.
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a;(q) fonksiyonlarinin afin fonksiyonlar olduklarim dikkate alirsak
a(q)=Aq+b (5.3)

olacak bicimde A matrisi ve b vektori bulabiliriz. Diger yandan, genelligi

bozmaksizin

Q=B"=[0,1]x[0,1] x ... x [0,1]
alabiliriz. Ciinkii

G = i+ 2iB; — i) G=1,2,...,1)

doniigtimleriyle @ kutusu B' kutusuna, (5.1) ailesi ise yeni bir afin aileye
dontsiir. (5.3) ifadesinde b vektorii otelemeyi ifade ettiginden, yine genel-
ligi bozmaksizin b = 0 alabiliriz. B’ nin her bir ucu 0 ve 1 lerin bir [ — I3
sidir. Yani her ug, z; = 0 veya 1 olmak tlizere (z1, Z, ..., 2;) bicimindedir. Bu
uca komsu (y1, 2, ..., y1) ucu igin 6yle j vardw ki z; =y, 1 # 5 (1 =1,2,...,1),

z; # y; saflanmaktadir. Ornegin,
1=3, B3=1[0,1] x [0,1] x [0,1]
icin (0,1,1) e komgu uglar
(1,1,1),(0,0,1),(0,1,0)

uclandir. B! nin kenarlarimi ise komsu uglar1 birlegtiren segmentler olugtur-
maktadir.

P politopunun gercek uglarim bulmak icin B’ nin hangi uglarmn, B' nin
A matrisi altmda goriintii kiimesi olan A(B') nin ug noktasina doniigtigini
bulmak gerekir. Dolayisiyla, agagidaki probleme gelmis bulunuyoruz.

R*! uzaymda sonlu tane aj,as, ..., a; noktalar1 verilsin ve P kiimesi bu

noktalarin konveks zarfi olarak tamumlansin:
P = conv {ay,as, ..., a;} .

a; noktalarindan hangilerinin P nin bir ug¢ noktas: olup-olmadigini belir-

lememiz gerekmektedir.
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Yardimc: Teorem 5.1
a € conv {a;,ag, ..., a} (5.4)

olmasy i¢cin gerekli ve yeterli kosul

0 € conv{a; —a,a, — a,...,a; — a} (5.5)
olmasidar.

Kamit. Konveks zarfin tamimina gore (5.4) saglaniyorsa
a=Ma;+ Xag+ ...+ ag, i>0, A+ X+ .. +X=1
olacak bigimde Ay, A9, ..., Ax sayilari vardir. Buradan da
0=2MX(a; —a)+ X(ag—a)+ ..+ M(ag — a)

elde edilir ki bu da (5.5) in saglandifim gosterir. =
Yardimci Teorem 5.1 e gore genelligi bozmaksizin P nin sifir1 icerip-igermedi-

gini belirlememiz yeterli olacaktir.

j. stitunu (j = 1,2, ..., k) a; vektorii olan B matrisini tanimlayalim:

B= [al,ag, ...,ak].
Teorem 5.1 A = (A, Mg, ..., \e)T olmak tizere

BA 0

N > 0, (6=1,2 ..k (5.6)

A+ A+ ...+ A — max

dogrusal programlama problemini ele alalym. P kiimesinin sifiry icermemesi

icin gerekli ve yeterli kogul (5.6) min optimal deferinin sifir olmasidar.
Kanit. =). (5.6) min optimal degeri sifir olmasin. Bu durumda

BA*=0, X >0 (G=1,2,..,k), X4 X ..+ AL> 0
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olacak bigimde bir A* = (A}, A5, ..., A\x)T vektorti bulunabilir.

A*
A=
AT+ A+ .+ A

olarak tanimlanirsa
BA=0, x>00E=1,2,..,k), i+ X+..+ =1
olur. Dolayisiyla
Aay + Agag + ...+ Aag =0

bu ise P nin sifir igerdigini gosterir.

<). (5.6) nin optimal degeri sifir olsun. Buna gore
BA =0, u>0(=1,2..k) (5.7)
kiimesi bir tek A = 0 dan olusmaktadir. Yani
BA=0, ;3>20(i=1,2,...,k), i+ X+ ...+ X=1

olacak bicimde bir A = (A1, Mg, ..., \x)T bulunamaz. Bu ise P nin sifin iger-
medigini gosterir. m

Not. (5.6) probleminin optimal degeri ya sifirdir, ya da sonsuzdur. Ciinkd,
eger (5.7) kiimesinde sifirdan farkh bir A vektori varsa, o keyfi pozitif sabit
olmak tizere oA vektori de (5.7) kiimesindedir.

(5.6) dogrusal programlama probleminin ¢oziimii i¢in simpleks yontemi
uygulanabilir ([25]).

P politopunda her kenar B' deki en az bir kenarin goriintiisii oldugundan
her ug noktas: da B* kutusunda en az bir ucun goriintiistidiir ve B' deki her
ucun A déniisiimii altindaki goriintisiini aldigimizda agagidaki ii¢ durumdan

biriyle karsilagabiliriz.:
1) B! nin ucunun gériintiisti P politopunun da ucudur,
2) B! nin ucunun gorintiisii P politopunda bir kenarin i¢ noktasidr,

3) Diger durumlar gergeklesir.
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2) sikkim saglayan noktalarm bulunmasi zor degildir. B! nin bir ucunun
goriintiisii olan, Ornegin, a; noktasim alalim. Yardimci Teorem 5.1 e gore bu
a; noktasimn diger ag, as, ..., a, noktalarimin konveks zarfinda olup-olmadigim
belirlemek igin 6nce ag — a;, ag — ay, ... , ar — a; vektorlerini hesaplamamiz
gerekmektedir. Eger bu vektorlerin i¢inde orantili olanlar: varsa ve oranti sabiti
negatif ise a; vektorii bir kenarin i¢ noktas: olacaktir.

Ornegin
a; = (1,2,3,1), ap = (—1,5,4,2), az = (5,—4,1,-1), a, = (3,3,3,3)
ise
a; —a; =(-2,3,1,1), ag —ay = (4,-6,—-2,-2), a, —a; = (2,1,0,2)
dir ve
ag—a; = (—2).(ag — ay)

oldugundan a; noktas: [ag, ag] segmentinin i¢ noktas: olmaktadir.

Gortildigii gibi bir [a;,, a;,] segmentinin bir degil, birka¢ a; noktasim iger-
mesi durumunda bu noktalarin belirlenmesi ve siralanmasi bu yontemle kolayca
yapilabilir.

B! nin uglarimin goriintiileri icin 1), 2) ve 3) siklarinin hangisinin gergek-
legtigi kenarlarm bulunmasi icin 6nemlidir. Bu s6ylediklerimizi bir algoritmada
ifade edelim.

Algoritma 5.1

1. Q ={q=(q,q,..,¢)" :; < ¢ < B;} kutusu iizerinde tanmh (5.1) afin

ailesi verilsin. Once
¢G=0o;+z;(8, —o) (1=1,2,..,1)
doniigiimleri yardimiyla @ kutusunu
B'={x= (21,23, ...,7) : 0< 2, <1, i=1,2,...,1}

birim kutusuna déniigtiiriiyoruz ve buna kargilik gelen p(s, x) afin ailesini

buluyoruz.
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2. B! kutusunda 0 ve 1 lerden olusan her ucun R"*' deki aj,as, ..., ax

goriintiilerini hesaphyoruz.

3. Yardimer Teorem 5.1 ve Teorem 5.2 yi uygulayip, bu a; lerden hangi-
lerinin digerlerinin konveks zarfinda olup-olmadigim buluyoruz. Buradan

da gercek uglari olusturan a; ler ortaya cikar.

4. Gergek kogeleri bulurken, paralel olarak, kdse noktas: olmayip ancak belli

bir [a,,a;,] segmentinin i¢ noktasi olan a; noktalarim da belirliyoruz.

Eger polinomlar politopu sonlu tane polinomun konveks zarfi bigiminde
verilmigse uglarin bulunmasi icin aym algoritma uygulanabilir.
Gergek uglarin bulunmast igin verdigimiz Algoritma 5.1 i gerceklestiren bir

bilgisayar programi yazilabilir.

5.2 Polinomlar politopunda kenarlarin belirlenmesi

(5.1) politopu verilsin. Bu politopun uglarimin belirlendigini varsayalim. Bun-

dan sonra kenarlari belirlememiz gerekmektedir.

Teorem 5.2 @ kutusunda u¢ sayst k olsun. Eger P politopunda da u¢ sayist

k ise o zaman Q nun tim kenarlarmin gorintileri P politopunun da kenarider.

Kamt. Gortuntii kiimesinin ug sayisi degig;mediginden, kenar sayis: da
degismez kalir. Goruintiide her kenar @ kutusunda en az bir kenarm gorlintisi
oldugundan, @ nun tim kenarlarimin gériintiileri P politopunun kenaridir. =

Herhangi iki ucu birlegtiren segment kenar olmayabilir. B' de iki komgu
u¢ ve bu uglar birlegtiren L segmentini ele alahm. Eger bu uglardan en az
birisinin gorintist 3) sikkindaki ozelligi saghyorsa o zaman L nin goriinti
segmenti P politopunda kenar olamaz. Bununla biz B' deki baz kenarlarin
gorintilerini elimine etmis oluyoruz.

B! deki bir kenarin goriintiisit olup, uglari P politopunun uglar olan seg-
mentlerin P de kenar olup-olmadigini gérmek icin agagidaki teoremi kulla-

nabiliriz.
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Teorem 5.3 P = conv{ay,ay,...,a5} politopu verilsin ve a,,as, ..., a nokta- .
lar ug olsun. a; ve a; uglarvmn B! de komsu uclarin gorintileri olduklarina

varsayalim. b = 2% olmak tzere

Aa; + Mag+ ...+ Mag=Db (58)
MAX+ . +X=1 N200E=1,2.,k)

A; +A\j — min (5.9)

dogrusal programlama probZemim' ele alalvm.
[a;,a;] segmentinin P nin kenart olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul (5.9) op-

timal degerinin 1 olmasidar.

Kanit. =). [a;, a;] segmenti P nin kenan olsun. Eger optimal deger 1 den

kiiciikse

b = a1 + Agag + ... + Azay,
th (Mi+X5) >0

olacak bicimde A = (A1, Ag, ..., \x) vardur. Yani b = 1a; + a; noktas: sadece
a; ve a; nin defil, a;, a; digindaki diger kogelerin de dahil oldugu bir konveks
kombinasyon bigiminde gosterilir. Bu ise [a;, a;] nin kenar olmasiyla geligir.

<). Eger optimal deger 1ise \;+); < Z At = 1 oldugundan (5.8) kiimesindeki
her A = (A1, Ao, .oy Ag) icin A+ = 1 )\t 0, t # 1,7 saglanir. Yani b noktas
tek bigimde

1 1
b=-a; +

olarak ifade edilir. Bu ise [a;,a;] nin kenar oldugunu gosterir. Gergekten,

olmayana ergi yontemini kullamrsak eger by, by € P, by, by ¢ [a;, a;]
[bl)b2] N [a’ia aj] 7& 0

olacak bicimde b; ve by bulunsayd:, b vektorii icin ya b € conv{bi,bs,a;} ya

da b € conv{bi, by, a;} saglanirdi. b € conv{by, by, a;} oldugunu varsayalim.
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O zaman

b = ar1by + asbs + Aza;, 041+C\42+>\3=1, a; >0, as >0, A3>0

by = Z/‘Ltat ) Zp’t:l’ pe 2 0,
t=1 t=1

n n
b, = Z"hat , Zm=1, Ny = 0
t=1 t=1

alabiliriz. by ve by nin ifadelerini b de yerine yazdigimizda b nin (5.10) dan
farkli yeni bir gosterimini elde ederiz. Dolayisiyla [a;, a;] bir kenardir. =

Bu teoreme gore, kenarlarin belirlenmesi icin agagidaki algoritma uygulana-
bilir.
Algoritma 5.2

1) P = conv{ay,as, ..., a;} politopu verilsin ve her a; noktas: u¢ nokta olsun.

B! kutusunun komsu uglarimin gériintiileri olan tim [a;, a;] noktalarim

birlestiren segmentlerin orta noktalar: bulunur.

2) (5.8), (5.9) dogrusal programlama problemi ¢dziiliip, optimal deger hesap-

lanir.
3) Eger bu deger 1 ise [a;, a;] politopun kenaridir, 1 den kiigitk ise kenar

degildir.

Kenarlarin belirlenmesi i¢in verdigimiz bu algoritmay: da gerceklestiren bir
bilgisayar programi yazilabilir.
Not. Eger amacimiz sadece kenarlarin belirlenmesi ise o zaman uglar be-

lirlenmeden, dogrudan Algoritma 5.2 uygulanabilir.

Ornek 5.1 x = (21, %3, T3, Z4,Z5) € B® olmak tizere

p(s,%x) = (1 + 21+ 22 + T3 + T4 + 25) + (24 321 + 222 + 23 + 24 + 325)s +

(2 + 21 + 322 + 223 + 224 + x5)8% 4 (1 + 1 + 229 + 23 + 324 + 25)5° + 5*
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afin polinomlar ailesi verilsin. B® birim kutusunun uglary

v; =(0,0,0,0,0),
vs = (0,0,1,0,0),
vy = (0,1,0,0,0),
vis = (0,1,1,0,0),
vir = (1,0,0,0,0),
ver = (1,0,1,0,0),
vys = (1,1,0,0,0),
vy = (1,1,1,0,0),

vy = (0,0,0,0,1),
ve = (0,0,1,0,1),
vio = (0,1,0,0,1),
vis = (0,1,1,0,1),
vis = (1,0,0,0,1),
ver = (1,0,1,0,1),
ves = (1,1,0,0,1),
vy = (1,1,1,0,1), v

vs = (0,0,0,1,0),
vz = (0,0,1,1,0),
vii = (0,1,0,1,0),
vis = (0,1,1,1,0),
(1,0,0,1,0),
vas = (1,0,1,1,0),
(
= (1,

Vig =

Vor = 1, 1,0, 1,0),
1,1,1,1,0),

va=(0,0,0,1,1),
vg = (0,0,1,1,1),
vi2 = (0,1,0,1,1),
vie = (0,1,1,1,1),
vy = (1,0,0,1,1),

=(1,0,1,1,1),

=(1,1,0,1,1),
vy = (1,1,1,1,1)

dir ve bu uglarin gorintileri siraswyla (v; nin gérintisine a; diyecek olursak)

a; = (1,2,2,1), ap =ayr = (2,5,3,2), as=(2,3,4,4),
as =ayp = (3,6,5,5), as=(2,3,4,2), ag = ag = (3,6,5,3),
ar = (3,4,6,5), ag = agg = (4,7,7,6), ag=(2,4,5,3),
ajp = ags = (3,7,6,4), ap=(3,5,7,6), a;y = ag = (4,8,8,7),

13 = (3) 57 774)a

A1 = agy = (57 97 1078)7

agg = (4a 97 67 4);

agg = (57 11a9,8)1

olarak bulunur. Bu noktalar i¢in Algoritma 5.1 uygulandifinda, a;, ag, ...

ajy = ag = (4, 8,8,5),
a = (3,8,4,3),

ag = (5,10,8,7),

az = (5,11, 9,6),

a;s = (4,6,9,7),
ag = (4,9,6,6),
ass = (4,10,7,5),
as; = (6,12,11,9)

)y A32

noktalary igerisinde [a;,a;] segmenti izerinde olan hi¢ bir noktanin bulun-

madiis ve P politopunun ug noktalarimin ise

a,, ag, as, ay, ag, ai, Az, a5, aig, Ay, Age, A, A, Ag, Azp, aA32

noktalare oldugu gorilir. Bu noktalar igin Algoritma 5.2 uygulandifinda poli-

topun kenarlarimi veren segmentlerin

[, ag), [a1, as|,

as, av], [as, a13],
[ag, ags), [a11, ays),
[aus, ag), [as, ags),

[ags, azs), [azs,as0),

[al ) ag] )
[as ) azz] )

[a117 a28]a

[azs, a32] )

oldugu sonucu elde edilir.
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[al ) alS] )
[3.7, 8.15],
a13, a15] ,

[
[azo, 324], [azo, 328]7
[

[337 3.7] )

[a7 ) 324] )

[322 ) 324] )

asp, a32]

[33, a),
[ag,a

[313, aao], [als, 332]
[

ag2, a30]

[as, ago),

11], [ag, a13],

[a181 a20] 3

[324 ) a32] )



Ornek 5.2
pi(s) = 34+ 5+25% 455+t py(s) =5+ 35+ 45 + 35 + 54,
p3(s) = 4+ 35+ 28> +35° + 5%, py(s) =4+ s+ 4% + 5% 4 5%,
p5(s) = 4+3s+4s®+s°+ st

polinomlary verilsin. Bu polinomlarin katsayilarina karsilik gelen vektérler

swraswyla,
a = (3,1,2,5,1), az=(5,3,4,3,1), ag = (4,3,2,3,1),
a, = (4,1,4,5,1), a5 = (4,3,4,1,1)

dir. Bu noktalar icerisinde [a;, a;] segmenti Uzerinde olan hi¢ bir nokta bulun-
mamaktadir. Ayrica tiim ay, ag, as, a4, as vektorleri P = conv{a;, as, a3, a4, a5}

politopunun ug noktalardir. Bu ug noktalar i¢in Algoritma 5.2 uygulandifinda
a1, 23], [a1, ag], (a1, 5], a2, @8], [22,84], @2, 05], [as, as], a4, as]
segmentlerinin P politopunun kenarlar: oldugu ve
a1, 22], [as, a4

segmentlerinin P politopunun bir kenare olmadigs gorilir.
Ornek 5.3 x = (1,23, 23, 4, 75) € B® olmak iizere

p(s,%) = (331 — 2o — 233+ x4+ 225+ 1) + (221 + 529 — 223 — 424 + 225+ 2)s +

(z1 4 2x5 — 3z3 + 74 + 3z5 — 3)s% + &

afin polinomlar ailesi verilsin. B® birim kutusunun u¢ noktalarinan (i Ornek 5.1

deki gibi) gorintileri sirasiyla

ar=as=(1,2,-3,1) a;=(3,4,0,1) as =ag = (2,-2,-2,1)
as = (4,0,1,1) as = (—1,0,—6,1) a7 = (0,—4,-5,1)
ag=ay =(0,7,-1,1) app=1(2,92,1) a;; = ae = (1,3,0,1)
a;p = (3,5,3,1) =(-2,5,—-4,1) a;s=(-1,1,-3,1)

aw = ag = (4,4, —2, 1) aig = (6,6,1,1)  a =ay =(50,-1,1)
agp = (7,2,2,1) ag = (2,2,-5,1) ag =(3,-2,-4,1)

azs = agx = (3,9,0,1) ag=(511,3,1) agy = ags = (4,5,1,1)
ag = (6,7,4,1) agp =(1,7,-3,1) asz =(2,3,-2,1)
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olarak bulunur. Yardimcy Teorem 5.1 ve Teorem 5.2 uygulandifinda P politopu-

nun u¢ noktalarinin

a,=(4,0,1,1) as=(—1,0,—6,1) a;=(0,—4,-5,1) a;p=(2,9,2,1)
ap = (3,5,3,1) a3 =(—2,5,—-4,1) a5 =(—1,1,-3,1) a5 = (6,6,1,1)
ag = (7,2,2,1)  ag = (2,2,—5,1) ag =(3,-2,—4,1) ayg = (5,11,3,1)
ass = (6,7,4,1) ag = (1,7,-3,1)

oldugu goriliir. Bu ug¢ noktalar icin Algoritma 5.2 uygulandifinda, politopun

kenarlar:

[3.4, 8.7], [a4, 3.12], [a47 a20]7 [3-51 a7]7 [357 8.13], [35, a21]> [a77 8.15],

[37, 323], [alo, 312], [am, 313], [310, 5126], [312, alS]: [312, azs], [313, 315],

[313, a29] ) [als, azo], [als, a21], [318, a26] , [azo, 323], [3-20, 3-28] ) [a21 ) 323],
]

[3-21, 3-29] ) [3267 azs] ) [326, agg

olarak bulunur.

Ornek 5.4
a; = (1,2,5,1,3), a; = (5,-2,1,17,-5), az=(1,6,2,7,2),
a, = (11,-1,7,-2,12), as=(6,1,0,5,3), ag = (—4,6,5, 1,3),
a; = (3, 1,3,5,7), as = (5,2,5,7, 12), ag = (3,2, 1,3,2),

ap = (27 67 27 4) 3)7

olmak tizere P = conv{ay, as, as, as, as, as, a7, &g, Ag, a10} politopu verilsin. Al-

goritma 5.2 ugulandifinda

[a1, a5, [as, ae], [as, a]

segmentleri diginda diger tim [a;,a;) segmentlerinin politopun kenary oldugu

gorilir.
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6 MATRISLERIN KONVEKS KUMESININ
KARARLILIGI

Bu boliimde matrislerin konveks kiimesinin kararhilig icin gerekli ve yeterli
kosullar incelenecektir. Once kompleks matrisler kiimesi icin kriterler verile-
cektir. Sonra benzer kriterlerin gercel matrisler kiimesi igin gecerli olmadigina

dair ornek verilecektir.

6.1 Kompleks matrislerin konveks kiimesinin kararliligi

M., (C) ile nxn tipindeki kompleks matrislerin kiimesi, P kiimesi de pozitif
belirli Hermitian matrislerin kiimesi olsun. Eslenik transpozu * ile gosterelim.
Eger bir matrisin ¢zdegerleri acgik sol yar1 diizlemde ise bu matrise kararl

matris denir.
Bilindigi gibi Lyapunov kriterine gore A € M,,(C) matrisinin kararh olmasi

icin gerekli ve yeterli kosul
—(PA+ A*P)e P (6.1)

olacak gekilde P € P matrisinin olmasidir ([6]).

Bu kritere denk olarak agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.1 ([26]) Bir A matrisinin kararl olmass icin gerekli ve yeterli kogul

sifirdan farkls her x vektord icin
z*(PA+ A*P)z <0 (6.2)
olacak sekilde P = P(z) € P matrisinin olmasidir

Kanit. =). gerektirmesi (6.1) den elde edilebilir.
<). Sifirdan farklh her z vektorii igin (6.2) yi saglayan P = P(z) € P mat-

risinin bulundugunu varsayalim. Olmayana ergi yontemini uygularsak, A nin
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Re(A\) > 0 kosulunu saglayan bir A 6zdegeri bulunacaktir. Bu 6zdegere kargihk

gelen x dzvektori igin Az = Az, z*A* = \"z* saglanir. Buradan

z*(PA+ A*P)z = z*PAx +z*A*Pzx
= z"PAz+ \'z*Pzx

I

(A+ A")z" Pz
= 2Re(N)z*Pz >0

elde edilir. Bu ise (6.2) ile geligir. m

Lineer belirsiz sistemlerinin kararliligi problemlerinde, bir tek matrisin karar-
hiligindan ¢ok matrislerin bir konveks kiimesi K min kararhihiginin kontrol edilmesi
gerekir. Bilindigi gibi K nin ug¢ noktalarimin kararliligi, £ nin kararhihgin
garanti etmez. Bununla beraber bu u¢ noktalariin tiim gerekli bilgileri bu-

lundurdugu gosterilecektir. Oncelikle gerekli bir kac tanim verecegiz.

Tanim 6.1 Matrislerin bir X kiimesi ve sifirdan farkly her x vektéri icin
i) P(X)={PeP: herAc X, PA+ A*P <0}
W) P(X,z) ={P€P: herAc X, 2*(PA+ A*P)z < 0}

olarak tamimlayalim.

Bu tanumlardan

oldugu goriiliir.

Eger X kiimesi kuadratik kararhysa P(X) # 0 dir ([27]).

Yukaridaki tanimlara gore Lyapunov kriteri A nin kararl olmasi icin gerekli
ve yeterli kogulun P(A4) # 0 oldugunu ifade ederken, Teorem 6.1, A nin
kararli olmasi igin gerekli ve yeterli kosulun sifirdan farkli her = vektort icin
P(A,z) # 0 oldugunu ifade eder. Simdi matrislerin konveks kiimesinin karar-

lihgim karakterize etmek icin Teorem 6.1 deki kosulu kullanacagiz.

Teorem 6.2 ([10]) K € M, (C) kompakt, konveks kiime ve bu kiimenin ug

noktalarinin kimesi £ olsun. Bu durumda asaiidaki dnermeler denktir:
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I) K kararlidar,
II) Her z # 0 i¢in P(KC,z) # 0 dir,
IIT) Her x # 0 igin P(E,z) # 0 dir.
Once
P, z) =P(K,z)

oldugunu gosterelim.

Keyfi bir P € P(€,z) alahm. Bu durumda sifirdan farkh her z vektorii ve
her A € € igin

z"(PA+ A*P)z < 0

dir. Diger taraftan konveks, kompakt X kiimesi u¢ noktalarimin konveks zarfina

esit oldugundan ([28]), B € K igin
B = MNA; + XAy + ...+ MAg
k
olacak gekilde Ay, Ag,... , A € &, X\ >0, 3 A; =1 vardir. Buradan
i=1

z*(PB+ B*P)z = x*(P[MA1+ ... + MeAp] + [MAL + ..+ MA Pz
= Mz*(PA;+ AIP)z + ... + \gz" (PAx + A P)x

olur ve buna gore her z # 0 ve her B € K igin z*(PB + B*P)z < 0 dir.
Dolayisi ile P € P(K, z) olur. Sonug olarak

P, z) =P(K,z)

dir. Simdi I) ve II) nin denk oldugunu kamtlamamz gerekiyor. Teorem
6.2 nin kamt1 [26] makalesinde K = conv{A, B} durumu i¢in verilmigtir. Bu
kanit kiime degerli fonksiyonlarin baz topolojik tzelliklerini temel almaktadir.

Bunun igin gerekli baz tanmimlara ihtiyacimiz vardir.

Tanm 6.2 F : X — Y , X kiimesinin her noktasina ) kiimesinin bir alt

kiimesini karsihk getiren kiime dederli bir déniigim olsun. V C Y olmak tzere
FlWVy={ze X : Flz)NV #£ 0}
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kiimesine V' min on gorintist denir.
Eger hery € Y icin F~1(y) # 0 ise F ye orten dontsgim denir.
X ve Y topolojik uzaylar olmak tzere J deki agik bir kimenin én goruntisi

acik kiime ise F ye alttan yar strekli dondgim denir ([29]).

Yardimci Teorem 6.1 X ve Y topolojik uzaylar olsun. Kabul edelim ki alt-
tan yart strekli F : X — Y kiime deferli dénisimi orten ve deferleri bos

kiimeden farkly baglants kiimeler olsun. EJer X baglantils ise Y de badlantilidur.

Kamt. ) baglantilh olmasin. Bu durumda Y = UUV, U # 0, V # 0,

UNV = 0 olacak sekilde U, V agik kiimeleri vardir. F nin degerleri baglantili
kiimeler oldugundan z € X igin F(z) C U veya F(z) C V dir. F alttan
yari stirekli oldugu igin F~}(U) ve F~1(V) agik kitmelerdir. Ayrica F~1(U) N
FYV) = 0 dir (Eger F~}(U) N F~Y(V) # 0 olsaydi belli bir z € X igin
Flz)NU s 0 ve F(z) NV # 0 olurdu ki bu da F nin degerlerinin baglantili
olmas: ile celigir).
FHU) # 0, F~YV) # 0 dir, ¢iinkii 6yle z € X ve y € X vardir ki F(z) C U
ve F(y) C V dir (aksi halde F 6rten doniistim olmazd1).Ote yandan F~1(U) U
FYV) = X dir. Ciinkii her z € X igin F(z) C U veya F(z) C V dir.
Buradan z € F~}(U) veya z € F~}(V) olur. X baglantih oldugundan geligki
ortaya gikar. Dolayisi ile Y baglantihdir. w

Yardimec: Teorem 6.2 Her hangi bir C € K matrisi i¢cin
P(E,z) CcP({C},z) C ALéI‘SP({A};x)
dir.
Kanit. Bir z # 0 ve P € P(£,z) aldiimizda her A € € igin
z*(PA+A*P)z <0
dir. C € K oldugundan
C=MA; + XA+ ...+ MAs

82



k
olacak gekilde A, As,... , A€ &, 20, > N =1 vardir.
=1

Mz*(PA;y + AiP)z + ... + Mz *(PA + AL P)z
ve z*(PA; + AfP)xz < 0 (i = 1,2, ..., k) oldugundan z*(PC + C*P)z < 0 dur.

Buradan

P e P({C},z)

oldugu gortiliir.

Simdi P € P({C}, z) alahm. O zaman

z*(PC + C*P)z < 0

dir. Eger P ¢ ALélgP({A}, z) olsaydi her A € £ i¢in

z*(PA+ A*P)z > 0
olurdu. C = A A; + Mo As + ... + A\ Ax yazarsak her A; icin

z*(PA;+ AjP)z >0 (i=1,2,...,k)

elde edilir. Buradan

k

i |

o [P MA) + (O MANPlz >0
=1 i=1

veya,

z*(PC + C*P)z > 0

celigkisi elde edilir. Dolayisi ile P € ALéEP({A}, z) olmak zorundadir. ®
Teorem 6.2 nin kaniti.

II) ve III) iin denk oldugu yukarida goster-
ilmigti. P(KC,z) 5 0 ise her A € K ve her = # 0 igin

z*(PA+ A*P)z < 0

olacak gekilde P € P(K,z) vardir. Teorem 6.1 e gore K kararhdir ve II)
onermesi I) i gerektirmektedir.
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Simdi sifirdan farkli keyfi bir z i¢in I) ifadesinin IT) ifadesini gerektirdigini
gosterelim.

Once kabul edelim ki K bir politop olsun. O zaman & = {A4;, 4s,..., Ax}
alabiliriz. k ya gore tiimevarim yontemini kullanarak bu kanit1 yapalim. k =1
olmasi durumunda K kararl ise Teorem 6.1 e gore P(K,z) # @ dir. Kabul
edelim ki & > 2 ve koge say1sl k dan az olan politoplar i¢in I) ifadesi IT) yi

gerektirsin.
E = {A, Ay .., A}

8’ = {Ag, seey Ak}

diyelim (k = 2 ise & = 0). X = conv{4;, A2}, C € X i¢in F(C) = P(E'U
{C},z) ve Y = F(A;1) U F(Az) olmak tizere

F:X—=)Y
kiime degerli doniliglimiinid tamimlayalim. C' € & icin
F(C) = PEU{C} z)
= {PeP:her A€ {C, As,.., A} icin z*(PA+ A*P)z < 0}

dir. Burada F(C) # 0 dir. Ciinkti {C, 43, A4, ..., Ax} C K ve tiimevarimm
varsayimu geregi K kararli oldugundan conv{C, As, Aq, ..., Ax} C K kiimesi de

kararhdir. Yine tiimevarimin varsayimi geregi
P{C, As, Ay, v At z) £ 0

dir. Bu ise F(C) # 0 oldugunu gosterir.
P, P, € F(C) alalm. Her A € {C, As, ..., A¢} icin z*(PLA + A*P)z < 0 ve
z* (P A + A*Pp)z < 0 oldugundan her A € [0, 1] igin

[Z*(APLA+ AA*P)z] + [27 (1 = ) R A+ (1 - NA*Py)z] < 0

yazabiliriz ve dolayisiyla her C' € X icin F(C) konveks bir kiimedir. Buna
gore F(C) baglantihdur.
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C € conv{A;, A;} oldugundan C = AA; + (1 — A)A; olacak gekilde A € [0, 1]
vardir. $imdi F(C) C F(A;) U F(Az) olmadigim varsayalim. Bu durumda
F(C) ¢ F(A;) ve F(C) ¢ F(A,) dir.

]—"(Al) = {P VA€ {Al,Ag, ,Ak} icin :II*(PA+ A*P).’II < 0}
f(Az) = {P VA € {AQ,A3, ,Ak} icin CE*(PA+ A*P)x < O}

dir. Oyle Py, € F(C) vardir ki Py ¢ F(A), Py ¢ F(A;) dir. Yani oyle
Ae {Al,A3,A4, ,Ak} vardir ki

z*(PbA+ A*Py)z >0
dir. Buradan Py € F(C) yi dikkate alirsak

z"(P.A; + AIP)z > 0 (6.3)
aliriz. Benzer yolla

" (P, Ay + ALP,)z > 0 (6.4)
elde edilir. (6.3) ve (6.4) dén

z*(PC +C*Py)z >0

bu ise By € F(C) olmasiyla celigir. Dolayisiyla F(C) C Y dir.

C = A icin F(C) = F(A;1) ve C = A, igin F(C) = F(Az) oldugundan F
ortendir.

Simdi F : X — Y doniisimiiniin alttan yari stirekli oldugunu gosterelim.
V C Y agik kiimesini alahm. F~}(V) = {C € X : F(C) NV # 0} kiimesinin
acik oldugunu gorelim. C € F~H(V) ise F(C)NV # 0 dir. Yani P € F(C) ve
P € V olacak bicimde P € P vardir. Ote yandan

PeF(C)=PEU{C},x)
={Pec?P: her Ac {C A3, As,... , As} icin 2*(PA+ A*P)z < 0}

oldugundan
z*(PC+C*P)z <0, z*(PA;+ A;P)z <0 (i=3,4,...,k)
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olur. Bu durumda C ya yakn C ler icin de
z*(PC + C*P)z <0
saglanir. Buna gore C ya yakin C ler igin de
P e F(C)
ve
FCYNV #£0

elde edilir. Boylece F dénﬁ§t‘1m1'iniin alttan yar1 stirekliligi de kanitlanmig oldu.
Buradan, Yardimci Teorem 6.1 e gére Y = F(A;)UF (A2) baglantilidir. Bu du-
rumda P (&, z) = F(A;)NF(As) bosg kiimeden farklidir (aksi halde ) baglantil
kiimesi iki agik bog olmayan ayrik kiimelerin birlegimi olurdu). Genel bir K
kompakt, konveks kiime icin I) ifadesinin IT) ifadesini gerektirdigini géstere-
lim. K kararh oldugundan ve kararl matrislerin kiimesi agik oldugundan, K
y1 kapsayan ve kararli matrisler kiimesinin i¢inde kalan kapali bir K’ politopu
bulunabilir. Politoplar i¢in yapilan kanit P(K’, a:) kiimesinin bog kiime ol-
madigin1 gostermigti. Dolayis ile P(€, z) kiimesi de bog kiimeden farklidir.

6.2 Gergel matrisler kiimesinin kararhlig: ile ilgili bir

Ornek

Bir onceki alt boliimde kompleks matrislerden olusan bir konveks kiimenin
kararliligy i¢in kriterler verildi. Burada ise benzer kriterlerin gercel matrisler
icin gecersiz olduguna dair bir drnek verilecektir.

Gergel pozitif belirli matrislerin kiimesi P, Aj, Ao, ..., A, ise boyutlar1 aym

olan gercel matrisler olsun.
K = conv {Al, AQ, ceey Am}
olmasi durumunda Teorem 6.2 agagidaki iddia biciminde formiile edilebilir.
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iddia 6.1 K kiimesinin kararl olmasy igin gerekli ve yeterli kosul sifirdan

farkl her x € R™ wvektord i¢in yo := z, y; := —Aix (¢ = 1,2,...,m) olmak
tizere
Joan (p,y:) >0 (6.5)

olacak sekilde p = p(x) € R™ vektorinin bulunmasidar.

Biz burada bu iddianin dogru olmadigini gésterecegiz.

P1, P2, ---, Pm POlinomlari n. dereceden kararli monik polinomlar olmak tizere
bu polinomlarin belli konveks kombinasyonunun kararsiz oldugunu varsayalim.
Az, As, ..., Ay, matrisleri de sirasiyla py, ps, ... , P, polinomlariin kompanyon
matrisleri olsun. z € R”, z # 0 olmak iizere

m
A= {aom — 0 A1 — Ao — ... — 0 AT : Zai =1,q; > 0}
i=1
kiimesini alalim. A kiimesi R” de kompakt konveks bir kiime belirler. Simdi

bu kiimenin sifir1 icermedigini gosterelim.

Teorem 6.3 Asadidaki onermeler denktir:

1) Her z # 0 ve her (ap, a1, .oy ), Y. 0 =1, o > 0 igin
i=0

(OllAl + O{2A2 + ...+ CimAm)l' 75 Qo

dir.
2) Her A € conv{Ay, As, ..., An} icin A min gercel, negatif olmayan dzdejeri
yoktur.

Kamt. 2) = 1) oldugunu gosterelim. Her A € conv {4, A, ..., An} igin
A nmin gercel, negatif olmayan 6zdegeri bulunmasin. Olmayana ergi yontemini

m
uygulayalim. Bu durumda 6yle (oo, 04, ...;0m), >0 = 1, oy > 0 ve oyle

i=0
z # 0 vardir ki
(CMlAl -+ 012142 + ...+ OlmAm)ﬂj = QT (66)
egitligi saglanir.
oo = 1 olamaz. Eger oy = 1 olsaydi, &y = a3 = -+ = oy, = 0 ve buradan
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0.z = 1.z olmas1 gerekirdi. Bu nedenle ap < 1 olmalidir. 1 — ag # 0 oldugu

icin (6.6) denkleminin her iki tarafin1 (1 — ) a bolelim.

(0779 ap
A A Az = .
(1—a0 1+1 2 T AmT = e
Buradaﬂl— ,52 _ao,...,ﬁm=1°_‘—'gmve/\=1°

Zﬁ =1ve A= 22> 0 olur.
A B1A1 + ByAs + -+ - + B, A, diyelim. Bu durumda

Ar =Xz, A >0

olur. Bu ise A nin negatif olmayan 6zdegerinin bulunmamasi ile ¢eligir. Dolayisiyla
varsayimimiz hatalidir. Yani Her z # 0 ve her (ap,a1,...,am), >, = 1,

a; 2 0 igin
(1A + agAg + ... + apAn)z # apx
dir.

Simdi 1) = 2) oldugunu gosterelim. Eger 2) ¢nermesi saglanmiyorsa Syle

B1, B2, B (2@:1, B; zo), oyle A > 0 ve z # 0 vardir ki
i=1
(B1A1 + A1+ -+ B AR)T = Az

olur. 14:5 = )\ denkleminden oy = A — Aoy elde edilir.

(1—|—)\)C¥0=)\ = Oéo—_-m

olur.

a; = B1(1 — ap), 02 = Bo(1 — ), .., m = B (1 — o)
olarak tammlayalim. Bu durumda
agtor+-tam = ag+fi(l—ag)+- 4 Bl — )

= ag+ (1 — o)
= 1

olur. Burada

O

(B1A1 + BoAs + -+ + BrAm)z =

X
1—0&0
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oldugundan

(B1(1 — ag) A1 + B(1 — ap)Ag + - + B (1 — a0)Am)z = oz

(a1 A1+ agdo+ ... + anAn)z = aoz

olur ki bu ise 1) tnermesi ile ¢eligir. Dolayisi ile 2) tnermesi saglanir. =

Ay, A, ..., A, kompanyon matrislerin konveks kombinasyonunun karak-
teristik polinomu, pi, pe, ... , Pm polinomlarimin konveks kombinasyonudur.
D1, P2, --. , Pm polinomlar1 monik ve kararl olduklarindan bunlarin konveks

kombinasyonunun da katsayilar: pozitiftir. Buna gore konveks kombinasyonun
negatif olmayan koki bulunamaz. Dolayisiyla Teorem 6.3 iin 2). 6nermesi

gerceklesmis olur. Teorem 6.3 den dolay: 1). onerme de gergeklesir, buna gore
0g A

olur.
Konveks analizden, ayirma teoremine gore 6yle p # 0, p € R® vektori vardir

ki
her y € A igin (y,p) >0

dir ([28]). Her y € A i¢in bu egitsizlik dogru oldugundan y; (1 = 1,2, ...,m)
vektorleri i¢in de dogru olacaktir. Dolayisi ile verdigimiz érnekte (6.5) egitsi-
zligi saglanir. Ancak conv {A1, Ao, ..., A} kararh degildir, ¢linkii py, po, ...

, Pm polinomlarmin belli bir konveks kombinasyonu kararli degildir.

89



KAYNAKLAR

. MARDEN, M., Geometry of Polynomials, American Mathematical Soci-

ety, Providence, R.I. (1966).

. KHARITONOV, V.L., Asymptotic Stability of an Equilibrium Position

of a Family of Systems of Linear Differential Equations, Differentsial'nye
Uravneniya, 14, 2086-2088 (1978).

. KHARITONOV, V.L., On a Generalization of a Stability Criterion, Izvestiya

Akademii Nauk Kazakhskoi SSR Seriya Fizika Matematika, 1, 33-57
(1978).

. BARTLETT, A.C., HOLLOT, C.V., ve HUANG, L., Rootlocations of an

Entire Polytope of Polynomials: It Suffices to Check The Edges, Mathe-
matics of Control, 1, 61-71 (1988).

. BARMISH, B.R., New Tools for Robustness of Linear Systems, Macmil-

lan, New York (1994).

. CHEN, C.T., Linear System Theory and Design, Holt, Rinehart and

Winston, New York (1984).

. DZHAFAROV, V. ve BUYUKKOROGLU, T., Line Segments in the

Space of Hurwitz Polynomials, International Conference on Applicable
General Topology, Hacettepe University, Ankara, Turkey, pp. 13, Agust
12-18 2001.

. DZHAFAROV, V. ve BUYUKKOROGLU, T., Kompleks Polinomlarin

Konveks Kombinasyonunun Kararlilift, XIV. Ulusal Matematik Sem-

pozyumu, Anadolu Universitesi, Eskisehir, pp. 22, 19-21 Eyliil 2001.

. DZAFAROV, V. ve BUYUKKOROGLU, T., An Algorithm for Seg-

ment Stability, Mathematical and Computational Applications, 8, 111-
118 (2003).

90



10.

11.

12.

13.

14.

19.

16.

17.

18.

19.

COHEN, N. ve LEWKOWICZ, 1., A Necessary and Sufficient Criterion
for The Stability of a Convex Set of Matrices, IEEE Transaction on Au-
tomatic Control, 38, 611-615 (1993).

BIALAS, S., A Necessary and Sufficient Condition for The Stability of
Convexr Combinations of Stable Polynomials or Matrices, Bulletin of the

Polish Academy of Sciences, Technical Sciences, 33, 473-480 (1985).

BIALAS, S. ve GARLOFF, J., Convexr Combinations of Stable Polyno-
mials, J.Franklin Institute, 319, 373-377 (1985).

BOUGHERRA, H., CHANG, B.C., YEH, H.H., ve BANDA, S.S., Fast
Stability Checking for The Convex Combination of Stable Polynomials,
IEEE Transactions on Automatic Control, 35, 586-588 (1990).

CHAPELLAT, H. ve BHATTACHARYYA, S.P., An Alternative Proof
of Kharitonov’s Theorem, IEEE Trans. Automat. Contr., 34, 488-450
(1989).

FU, M. ve BARMISH, B.R., Mazimal Unidirectional Perturbation Bounds
for Stability of Polynomials and Matrices, Systems and Control Letters,
11, 173-179 (1988).

RANTZER, A., Stability Conditions for Polytopes of Polynomials, IEEE
Transactions on Automatic Control, 37, 79-89 (1992).

PUJARA, L.R. ve SHANDHAG, N., Some Stability Theorems for Poly-
gons of Polynomials, IEEE Trans. Automat. Contr., 37, 1845-1849
(1992).

GANTMACHER, F.R., The Theory of Matrices, vol. II, Chelsea, New
York (1959).

YANG, S. ve HWANG, C., A Test for Robust Hurwitz Stability of Convex
Combinations of Complex Polynomials, Journal of the Franklin Institute,

339, 129-144 (2002).

91



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

PANIER, E.R., FAN, M.K.H. ve TITS, A.L., On The Robust Stability
of Polynomials With No Cross-Coupling Between The Perturbations in

The Coefficients of Fven and Odd Powers, Systems and Control Letters,
12, 291-299 (1989).

KOGAN, J., Robust Stability and Convezity, Springer Verlag (1994).

RANTZER, A., A weak Kharitonov theorem holds if and only if the

stability region and its reciprocal are convex, International Journal of

Nonlinear and Robust Control, 3, 55-62 (1992).

FOO, Y.K. ve SOH, Y.C., Root Clustering of Interval Polynomials in
The Left-Sector, Systems and Control Letters, 13, 239-245 (1989).

BHATTACHARYYA, S. P., CHAPELLAT, H. ve KEEL, L. H., Robust
Control, Prentice Hall PTR, NJ (1995).

TAHA, H.A., Operations Research an Introduction, New York (1972).

JOHNSON, C.R., A Local Lyapunov Theorem and The Stability of Sums,
Lin. Alg. Appl., 13, 37-43 (1976).

GU, K., ZOHDY, M.A. ve LOH, N.K., Necessary and Sufficient Condi-
tions of Quadratic Stability of Uncertain Linear Systems, IEEE Trans-
actions on Automatic Control, 35, no.5, 601-604 (1990).

ROCKAFELLAR, R.T., Convex Analysis, Princeton University Press,
Princeton, N.J. (1970).

AUBIN, J.P. ve FRANKOWSKA, H., Set-valued Analysis, Birkhauser
(1990).

92



