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GIRIŞ 

Kontrol sistemler teorisi, günümüzde matematigin çagda§ ve geli§mi§ alan­

larından biridir. Kontrol sistemler teorisinin geli§imi; ekonomi, fizik, kimya, 

biyoloji ve diger bilimsel alanlardaki çe§itli problemierin ortaya çıkması sonu­

cunda olmu§tur. Kontrol sistemler teorisi 1960 lı yıllarda çalı§ılmaya ba§lanmı§ 

ve bu alandaki bazı temel sonuçlar 1960 ve 1970 li yıllarda elde edilmi§tir [1-23]. 

Halen de konu yogun olarak çalı§ılmaktadır. 

Kontrol sistemler teorisinin temel sonuçlarından biri, Pontryagin Maksi­

mum Prensibi olarak bilinen, optimal kontrol fonksiyonun varlıgı için gerek 

ko§uldur [18]. Bu dönem elde edilen bir ba§ka temel sonuç ise, lineer kontrol 

sistemlerin kontrol edilebilir olması için Kalman-Krasowskii adı verilen gerek 

ve yeter ko§uldur [12-14]. 

Kontrol sistemler teorisinin temel kavramlarından biri eri§im kümesi kavra­

mıdır. Eri§im kümesi, verilen bir ba§langıç noktasından kontrol sistemin belli 

bir zaman anında eri§ebilecegi noktaların kümesidir. 1960 ve 1970 li yıllarda 

kontrol sistemlerin eri§im kümelerinin kapalılıgı, kompaktlıgı, baglantılılıgı ve 

ba§langıç ko§uluna sürekli bagımlılıgı gibi çe§itli özellikleri ara§tırılmı§tır [5], 

[6], [8], [9], [22-24]. 

Kontrol sistemin kontrol fonksiyonu üzerine konulan kısıtlara göre, kontrol 

sistemler a§agıdaki gibi sınıflandırılabilir. 

1. Kontrol fonksiyonları geometrik sınırlı olan kontrol sistemler, 

2. Kontrol fonksiyonları integral sınırlı olan kontrol sistemler, 

3. Kontrol fonksiyonları karma§ık sınırlı olan kontrol sistemler. Bu durum­

da kontrol sistemin kontrol fonksiyonu hem geometrik hem de integral 

sınırlıdır. 

Kontrol fonksiyonları geometrik sınırlı olan kontrol sistemlerin bir çok özel­

ligi ara§tırılmı§ ve günümüzde bu sistemlerin eri§im kümelerinin bir çok topolo-
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jik özelligi iyi bilinmektedir. Bu tür kontrol sistemlerin erişim kümelerinin eva­

luasyon denklemi bulunmuştur [25]. Ayrıca bu sistemlerin erişim kümelerinin 

yaklaşık olarak hesaplanması için çeşitli nümerik yöntemler de sunulmuştur 

[26-34]. Kontrol fonksiyonları geometrik sınırlı olan kontrol sistemler diferan­

siyel içerme formunda yazılabilir. Bu nedenle bu tür kontrol sistemlerin bazı 

özellikleri diferansiyel içermeler konusu kapsamında araştırılmıştır [15], [24], 

[25], [29], [33-47]. 

Kontrol fonksiyonları geometrik sınırlı olan kontrol sistemlerden farklı o­

larak, kontrol fonksiyonları integral sınırlı, lineer olmayan kontrol sistemler 

üzerinde çok fazla araştırma yapılmamıştır. Ancak kontrol fonksiyonları integ­

ral sınırlı, lineer kontrol sistemler ile ilgili bir çok çalışma yapılmıştır [48-54]. 

Açıktır ki, verilen integral sınırlılık koşulunu saglayan fonksiyon sınırlı ol­

mayabilir. Genel olarak, integral sınırlı kontrol sistemler diferansiyel içerme 

ya da geometrik sınırlı kontrol sistem formunda yazıldıgında, sisteme verilen 

kontrol etkisi sınırlı olmayabilir ve sistemde ek olarak faz kısıtlaması ortaya 

çıkar. Bu yüzden, integral sınırlı kontrol sistemlerin araştırılmasında, geo­

metrik sınırlı kontrol sistemlerin araştırılmasında kullanılan yöntemler uygu­

landıgında, bazı zor durumlarla karşılaşılmaktadır. Bu açıdan, integral sınırlı 

kontrol sistemlerin araştırılmasında bazı durumlarda özel yöntemler kullanıl­

maktadır. 
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.. . . 
1 ON BILGILER 

Bu bölümde, bundan sonraki bölümler için gerekli olan analiz ve kontrol 

teorinin bazı temel tanım ve teoremleri ile temel gösterimler verilecektir. 

ı. ı Temel Tanım ve Teoremler 

IR" ile n-boyutlu Öklid uzayını, x = (xı. ... , Xn) E IR" için llxll = ~ txf 
ile x vektörünün normunu, x = (xı, ... , Xn) E Rn ve y = (Yı, ... , Yn) E Rn için 

n 

< x, y >= 2~:XiYi ile x ve y vektörlerinin iç çarpımları gösterilsin. Açıktır ki, 
i=l 

[[x[[ = J< x, x > olur. 

Rn nin kapalı birim yuvarı B, açık birim yuvarı ise B ile gösterilsin. Ayrıca 

Rn nin birim küresi üzerindeki noktalar da S ile gösterilsin. Yani, 

B= {x E Rn: [[x[[::; 1}, B= {x E Rn: [[x[[ < 1} ve S= {x E Rn: [[x[[ = 1} 

olsun. 

Xo E Rn ve c5 > O için 

B(xo, c5) = {x E Rn : [[x- xo[[ < c5} ve B(xo, c5) = {x E Rn : [[x- xo[[ ::; c5} 

olsun. Yani, B(x0 , c5), x0 noktasının açık c5 komşulugu, B(x0 , c5) ise x 0 noktası­

nın kapalı c5 komşulugudur. 

JR nin kapalı bir [t0 , OJ aralıgından Rn uzayına tanımlı tüm sürekli fonksi­

yonların uzayı C([t0 , 0], Rn) ile gösterilsin. Bir başka ifadeyle, 

C([t0 , 0], Rn) = {x(·) [ x(·) : [t0 , OJ--+ Rn sürekli fonksiyon} 

olsun. 

Ayrıca, x(·) E C([t0 , 0], Rn) fonksiyonunun normu 

[[x(·) ll = max [[x(t) ll 
tE[to,B] 

şeklinde tanımlanır. Bu norm ile C([t0 , 0], Rn) uzayı tam uzaydır [55J. 
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Bir metrik uzayda, verilen bir kümenin kompaktlıgının ara§tırılması ana­

lizde çokça kar§ıla§ılan bir problemdir. Çogu zaman kompaktlıgın tanımı kul­

lanılarak verilen kümelerin kompakt olup olmadıgının belirlenmesi mümkün 

olmayabilir. Yukarıda tanımlanan C([t0 , B], IRn) uzayı analizin önemli uzayla­

rından birisidir. Bu uzaydaki kümelerin kompaktlıgının belirlenmesinde kul­

lanılan önemli kriterlerden birisi Arzela-Ascoli Teoremidir. Bu teoremin ifade­

sinden önce a§agıdaki tanımların verilmesi gereklidir. 

Tanım 1. 1. 1. X normlu bir vektör uz ayı olsun. A C X kümesinin kapanışı 

X içinde kompakt bir küme ise A kümesine X içinde prekompakt küme denir. 

Tanım 1.1.2. ep, [t0 , B] aralıgında tanımlı x(·) fonksiyonlarının bir ailesi olsun. 

Eger her tE [t0 , B] ve her x(·) E ep için lx(t)l < K olacak şekilde bir K > O 

sayısı varsa, ep fonksiyonlar ailesine düzgün sınırlıdır denir. 

Tanım 1.1.3. ep, [t0 , B] aralıgında tanımlı x(·) fonksiyonlarının bir ailesi olsun. 

Verilen her c > O, Vt*, t* E [t0 , B] ve \fx(·) E <I> için lt* - t*l < 6 iken 

lx(t*)- x(t*)l < c olacak şekilde 6 = 6(c) > O sayısı varsa, ep fonksiyonlar 

ailesine eş süreklidir denir. 

Şimdi, C([t0 , B], IRn) uzayında verilen kümelerin prekompaktlıgını karakte­

rize eden Arzela-Ascoli teoremi verilebilir. 

Teorem 1.1.4 (Arzela-Ascoli [55]). ep, [t0 , B] aralıgında tanımlı x(·) fonk­

siyonlarının bir ailesi olsun. ep nin C([t0 , B], IRn) uzayında prekompakt olması 

için gerekli ve yeterli koşul, ep nin düzgün sınırlı ve eş sürekli olmasıdır. 

A§agıdaki önerme IRn uzayındaki kümelerin kompaktlıgını karakterize et­

mektedir. 

Onerme 1.1.5. A c IRn kümesinin kompakt olması için gerekli ve yeterli 

koşul, A kümesinin kapalı ve sınırlı olmasıdır. 

Bir ba§ka fonksiyonlar uzayı da mutlak sürekli fonksiyonların uzayıdır. 
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Tanım 1.1.6. x(·) : [t0 , O]-+ Rn olsun. Eger Ve> O ve [t0 , O] aralıgının ikişer 
k 

ikişer ayrık keyfi (ai, bi), (i = ı, 2, ... , k} alt aralıkları için 2)bi - ai) < 6 
i=l 

iken 
k 

L llx(bi) - x(ai) ll <c 
i=l 

olacak biçimde 6 = 6(c) > O sayısı varsa, x(·) fonksiyonuna [t0 , OJ aralı!Jında 

mutlak sürekli fonksiyon denir. 

Yukarıdaki tanımdan mutlak sürekli fonksiyonların aynı zamanda düzgün 

sürekli oldugu sonucu elde edilebilir. Ancak bunun tersi her zaman dogru 

degildir. 

Eger x(·) ve y(·) mutlak sürekli fonksiyonlar ve a E IR keyfi bir sayı ise 

(x+y)(·) ve ax(·) fonksiyonları da mutlak sürekli fonksiyonlar olurlar. Buradan 

mutlak sürekli fonksiyonlar uzayının fonksiyonların bilinen toplama ve skalerle 

çarpma işlemleri ile bir dogrusal uzay oldugu sonucu çıkar. 

Tanım 1. 1. 7. x ( ·) : [ t 0 , OJ -+ IR n bir fonksiyon olsun. E ger her t*, t* E [ t 0 , OJ 

ıçın 

olacak şekilde L > O ve O < r < ı sayıları varsa, x(·) fonksiyonuna L sabiti 

ile Hölder sürekli fonksiyon denir. r = ı durumunda ise x(·) fonksiyonunaL 

sabiti ile Lipschitz sürekli fonksiyon denir. 

Tanım 1.1.8. f(-) : Rm -+ Rn bir fonksiyon olsun. Eger her D C Rm sınırlı 

kümesi ve her y*, y* E D için 

olacak şekilde L = L(D) > O sayısı varsa, f(-) fonksiyonuna yerel Lipschitz 

fonksiyon denir. 

Mutlak sürekli fonksiyonların tanımından aşagıdaki önermeler elde edilebi-

lir. 
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Önerme 1.1.9. x(-) : [t0 , B] --+ IRn fonksiyonu Lipschitz sürekli ise x(·) fonk­

siyonu [to, B] aralıfjında mutlak süreklidir. 

Onerme 1.1.10. [55] h(·) : [t0 , B] --+ IR integraZlenebilir fonksiyon ve her 

t E [t0 , B] için 

x(t) =lt h(T)dT 
to 

ise, x(·) : [t0 , B] --+IR mutlak sürekli fonksiyondur. 

Ileriki bölümlerde kullanılacak olan diger fonksiyonlar uzayları ise 

Lp([t0 , B], IRn) ve L00 ([t0 , B], IRn) uzaylarıdır. 

Tanım 1. 1.1 1. ı ~ p < oo olmak üzere, 

Lp([to, B], IRn) = {x(·) 1 x(·) : [to, B]--+ IRn ölçülebilir ve 
ı 

(loellx(t)IIPdt) p < oo} 

uzayına p. mertebeden integrallenebilen fonksiyonlar uzayı denir. Burada in­

tegral Lebesgue anlamındadır. 

Bu uzay üzerinde ı ~ p < oo için 

şeklinde tanımlanan ll · IIP : Lp([t0 , B], IRn) --+ [O, oo) fonksiyonunun aşagıda 

verilen eşitsizlikler kullanılarak Lp([t0 , B], IRn) üzerinde bir norm oldugu göste­

rilebilir. Üstelik Lp([t0 , B], IRn) uzayı bu norm ile tam uzaydır [55]. 

Önerme 1.1.12 (Hölder E§itsizligi [55]). 
ı ı 

p > ı ve -+-=ı olsun. x(·) E Lp([t0 , B], IR), y(·) E Lq([t0 , B], IR) ise 
p q 

x(·)y(·) E L 1 ([t0 , B], IR) dir ve 

eşitsizligi geçerlidir. 
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Önerme 1.1.13 (Minkowski E§itsizligi [55]). 

u(·) ve v(·), [t0 , e] aralı!Jından JRn uzayına tanımlı p. mertebeden integraZ­

lenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda 

ı ı ı u: llu(t) + v(t)ii•dt)' :ô (/.,' llu(t)ii•dt) '+u: llv(t)ll'dt)' (1 :ô P < oo) 

eşitsizli!Ji safjlanır. 

Tanımlanması gereken bir ba§ka fonksiyonlaruzayıda Loo([t0 , e], JRn) uza­

yıdır. Bu uzay tanımlanmadan önce bir fonksiyonun esaslı sınırlılık kavramı 

verilmelidir. 

Tanım ı. 1.14. X (.) : [to' e ı --+ JR n ölçülebilir bir fonksiyon olsun. E ger hemen 

hemen her t E [to, e] için llx(t)il :S M olacak şekilde bir M sayısı varsa, x(·) 

fonksiyonuna esaslı sınırlı (essentially bounded) denir ve x(·) fonksiyonunun 

esaslı sınırı (essential supremumu) 

esssupx(·) =inf{ M> O: hemen hemen her tE [to, e] için llx(t)il :S M} 

şeklinde tanımlanır. 

Loo([t0 , e], JRn) = {x(·) 1 x(·) : [t0 , e]--+ JRn ölçülebilir fonksiyon ve 

esssupx(·) < oo} 

olarak tanımlanır. Açıktır ki, Loo([t0 , e], JRn) uzayı, hemen hemen her yerde 

sınırlı olan fonksiyonların uzayıdır. 

x(·) E Loo([to, e], lRn) için norm, 

ll x ( ·) ll oo = esssu p x ( ·) 

§eklinde tanımlanır. L00 ([t0 , e], JRn) uzayı bu norm ile tam uzaydır [56]. 

Yukarıda tanımlanan fonksiyon uzayları arasında p > 1 olmak üzere, 
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şeklinde bir ilişki vardır. Ayrıca, p > q > ı için Lp ( [ t0 , e], IR n) c Lq ( [ t0 , e], IR n) 

olur. 

Aşagıdaki teorem Lp([t0 , e], IRn) uzaylarında lineer dönüşümleri karakterize 

eden önemli bir teoremdir. 

Teorem 1.1.15 (Riesz [56]). ı ::::; p < oo olmak üzere f(·), Lp([t0 , e], IRn) 

üzerinde herhangi bir sınırlı dogrusal fonksiyonel ise ~ + ~ = ı olmak üzere, 
p q 

her f(·) E Lp([t0 , e], IRn) için, 

< P., f >=le < f(t), g(t) > dt 
to 

olacak biçimde g(·) E Lq([t0 , e], IRn) fonksiyonu vardır. Ayrıca, 

dur. 

Bu teoreme göre, (Lp([t0 , e], IRn) )* (ı ::::; p < oo) uzayı ile Lq([t0 , e], IRn) 

( ~ + ~ = ı) uzayı eş metrel eş yapılıdır (isometrically isomorphic). Bir başka 
p q 

ifade ile 

(Lp([t0 , e], IRn))* rv Lq([t0 , e], IRn), ı ::::; p < oo, ~+~=ı 
p q 

dir. Özel olarak (Lı ( [ t 0 , e], IR n))* rv Lcxı ( [ t 0 , e], IR n) olmasına karşın bu özelligin 

tersi dogru degildir. 

Riesz Teoremi yardımıyla Lp([t0 , e], IRn) uzaylarında zayıf yakınsaklık tanı­

mı aşagıdaki şekilde verilebilir. 

Tanım 1.1.16. {un(·)} E Lp([to, e], IRn) dizisinin uo(·) E Lp(([to, e], IRn)) nok­

tasına (fonksiyonuna) zayıf yakınsaması için gerekli ve yeterli koşul, her 

g(·) E Lq([t0 , e], IRn) (~+~=ı) için 
p q 

lim le un(t)g(t)dt =le < uo(t), g(t) > dt 
n-tcxı to to 

olmasıdır. 
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İleriki bölümlerde sıkça kullanılacak bir ba§ka e§itsizlik de Gronwall e§it­

sizligidir. 

Önerme 1.1.1 7 (Gronwall E§itsizligi [21]). [a, b] C IR ve '1/J(-) : [a, b] -+IR 

negatif olmayan integrallenebilir, h(·) : [a, b] -+IR negatif olmayan, 

v(·) : [a, b] -+IR sürekli fonksiyonlar olsun. Her tE [a, b] için 

t 

v(t) :S h(t) + J '1/J(T)V(T)dT 
a 

ise, her t E [a, b] için 

t 

v(t) :S h(t) +C J '1/J(T)h(T)dT 
a 

olur. Burada c= exp (1b'ljJ(T)dT) dir. 

A§agıda IRn de verilen iki küme arasındaki Hausdorff uzaklıgı tanımlan­

maktadır. 

Tanım 1.1.18. E, F C IRn olsun. 

a(E,F) = max{supd(x,F),supd(y,E)} 
xEE yEF 

sayısına E ve F kümeleri arasındaki Hausdorff uzaklıgı denir. 

Burada d(x, F) = inf llx- Yil dir. 
yEF 

Hausdorff uzaklıgı a§agıdaki özellikleri saglar [57]. 

ı. Her E c IRn için o:( E, E) =O, 

ıı. Her E, F c IRn için o:( E, F) =O{::} cl E= cl F, 

ııı. Her E, F c IRn için o:(E, F) ~ O, 

ıv. Her E, F, G c IRn için o:(E, F) :S o:(E, G) + a(G, F). 
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Burada cl E, E kümesinin kapanı§ını göstermektedir. 

ii. den E, F c JRn ve E =/= F için a(E, F) = O olabilecegi elde edilir. Bu 

nedenle yukarıdaki gibi tanımlanan a( ·, ·) fonksiyonu 21Rn üzerinde yani, JR n 

uzayının tüm alt kümelerinin olu§turdugu uzay üzerinde bir metrik degildir. 

comp(IRn) ile IR n uzayının kompakt alt kümelerinin ailesi gösterilsin. Bu 

durumda a(·, ·) : comp(IRn) xcomp(IRn)-----+ [0, cx:ı) fonksiyonu metrik ko§ullarını 

saglar [57]. Buradan (comp(IRn), a(·, ·)) bir metrik uzay olur. 

Çogu zaman iki küme arasındaki Hausdorff uzaklıgın bulunması için yuka­

rıdaki tanım yerine a§agıdaki denk tanım kullanılır. 

Önerme 1.1.19. E, FE comp(IRn) olsun. 

a( E, F) = inf { r > O : E c F + r B , F c E + r B} 

olur. 

Şimdi küme degerli dönÜ§Üm kavramı tanımlansın. 

Tanım 1.1.20. A C lRn ve her x E A için F(x) C IRm olsun. Bu durumda, 

F dönüşümüne küme degerli dönüşüm ya da küme degerli fonksiyon denir ve 

F(-) : A """"' IRm şeklinde gösterilir. 

Fonksiyonlara benzer olarak küme degerli dönü§ümler için de süreklilik 

tanımı verile bilir. 

Tanım 1.1.21. F(·) : A C lRn-----+ comp(IRm) ve x 0 E A olsun. Eger her c> O 

sayısına karşılık keyfi X E B (X o' o) için 

a(F(x), F(x0 )) <c 

olacak şekilde o = o(c, x 0 ) > O sayısı varsa, F(·) küme degerli dönüşümüne 

x 0 noktasında süreklidir denir. E ger F( ·) küme degerli dönüşümü her xo E A 

noktasında sürekli ise, o zaman F(·) küme degerli dönüşümüne A kümesinde 

süreklidir denir. 

lO 



Tanım 1.1.22. F(-) : A C Rn -+ comp(IRm) ve x 0 E A olsun. Eger her E > O 

sayısına karşılık keyfi x E B(x0 , 6) için 

F(x) C F(x0 ) +EB 

olacak şekilde c5 · c5(c, x0 ) >O sayısı varsa, F(·) küme degerli dönüşümüne x 0 

noktasında üstten yarı süreklidir denir. 

Tanım 1.1.23. F(·) : A C Rn-+ comp(IRm) ve x 0 E A olsun. Eger her E> O 

sayısına karşılık keyfi x E B ( x 0 , c5) için 

F(x0 ) C F(x) +EB 

olacak şekilde c5 = c5(c, x 0 ) >O sayısı varsa, F(·) küme degerli dönüşümüne x 0 

noktasında alttan yarı süreklidir denir. 

Küme degerli dönÜ§Ümlerin süreklilik tanımından, eger F(·) : A c Rn -+ 

comp(IRm) küme degerli dönÜ§ÜmÜ x0 E A noktasında sürekli ise, hem alt­

tan hemde üstten yarı sürekli; tersine, eger F(·) küme degerli dönü§ümü 

x0 EAnoktasında hem alttan hemde üstten yarı sürekli ise F(·) küme degerli 

dönÜ§Ümü x 0 E A noktasında sürekli olur. 

Yine fonksiyonlarda oldugu gibi küme degerli dönü§ümler için de Hölder 

süreklilik ve Lipschitz süreklilik tanımları yapılabilir. 

Tanım 1.1.24. F(·) : JRn-+ comp(JRm) olsun. Her x, yE JRn için 

a(F(x), F(y)) :::; Lllx- Yllr 

olacak şekilde L > O ve O < r :::; ı sayıları varsa, F( ·) küme degerli dönüşümü­

ne Hölder sürekli denir. Özel olarak r =ı ise, F(·) küme degerli dönüşümüne 

L sabitiyle Lipschitz koşulunu saglıyor denir. 

1.2 Kontrol Sistemler 

Sorrlu boyutlu uzaylarda, davranı§ı adi diferansiyel denklemle verilen kont­

rol sistem 

x(t) = f(t, x(t), u(t)) (1.2.ı) 
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şeklinde yazılır. Burada t E [t0 , OJ zaman, x(t) E IRn sistemin t zaman 

anındaki faz vektörü, u(t) E ]Rm sistemin t zaman anındaki kontrol vektörü, 

j(-) : [to, Oj X JRn X JRm n-boyutlu vektör fonksiyondur. 

Eger (1.2.1) sisteminde her tE [to, eı için A(t) n X n-boyutlu matris, B(t) 

n X m-boyutlu matris, ıp(·) : [to, eı ---7 Rn n-boyutlu vektör fonksiyon olmak 

üzere, 

f(t, x, u) = A(t)x + B(t)u + ıp(t) 

ise, (1.2.1) sistemine dogrusal kontrol sistem denir. 

(1.2.1) sistemindeki u(·) : [to, eı ---7 ]Rm fonksiyonuna, kontrol fonksiyon 

denir. Kontrol fonksiyonları üzerine koyulan kısıtlamalara göre, kontrol sis­

temler çeşitli şekillerde sınıflandırılır. 

1. PC IRm ve 

U1 ={u(·): [t0 ,0]---+1Rm: u(·) ölçülebilir ,Vt E [t0 ,0] için u(t) EP} 

olsun. Eger (1.2.1) sisteminin kontrol fonksiyonları u(·) E U1 olarak seçilirse, 

bu tür kontrol sistemlere geometrik sınırlı kontrol sistem denir. 

Eger F(t, x) = {f(t, x, u) : u E P} seklinde gösterilirse, (1.2.1) kontrol 

sistemi 

±(t) E F(t, x(t)) 

diferansiyel içermesi formunda yazılabilir. 

2. J.lo > O olmak üzere, 

U,= {u(·) E Lp([to, O],ll~m) : llu(-)[[p = u:[[u(t)[[Pdt); :<: l'o} 

olsun. Eger (1.2.1) sisteminin kontrol fonksiyonları u(·) E U2 olarak seçilirse, 

(1.2.1) kontrol sistemine integral sınırlı kontrol sistem denir. Yakıt, enerji, 

anapara gibi tükenen kontrollerin bulundugu kontrol sistemler bu tür, yani 

integral kısıtlar içeren kontrol sistemlerdir. 

Eger u(·) E U2 ise, herhangi bir t* E [to, OJ için llu(t*)ll sonsuz büyük 

deger alabilir. Başka bir ifade ile, Lp([t0 , O], Rm) uzayında normu sınırlı olan 

fonksiyon sınırlı olmayabilir. 
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Ek degişken kullanılarak, integral sınırlı (1.2.1) kontrol sistemi diferansiyel 

içerme formunda yazılabilir. 

olsun. Bu durumda, her tE [to, OJ için 

olur. O halde, 

oldugundan, her t E [to, OJ için 

(1.2.2) 

oldugu bulunur. Bu durumda, u(·) E U2 olmak üzere, incelenen (1.2.1) kontrol 

sistemi her tE [to, OJ için, u(t) E IRm, u(·) E Lp([t0, 0], IRm) olmak üzere, (1.2.2) 

faz kısıtlaması olan (n+ 1)-boyutlu 

f(t, x(t), u(t)), 

llu(t) IIP, Xn+l (to) =O 

kontrol sistemi ile degiştirilebilir. 

Eger Zı = Xı, Z2 = X2, ... , Zn = Xn, Zn+ı = Xn+ı, 
Z = (zı, Z2, ···,Zn, Zn+ı) E JRn+ı, 

j*(t, Z, u)= j*(t, Zı, Z2, ... , Zn, Zn+l) = 

(1.2.3) 

= {fı (t, Zı, ... , Zn, u), f2(t, Zı, ... , Zn, u), ... , fn(t, Zı, ···,Zn, u), lluiiP} 

ve 

(1.2.4) 

kabul edilirse, (1.2.2) kısıtlaması olan (1.2.4) kontrol sistemi, 

kısıtlaması olan 

z(t) E F(t, z(t)), Zn+ı(to) = 0 
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diferansiyel içermesi §eklinde yazılabilir. 

3. Eger (1.2.1) kontrol sisteminin kontrol fonksiyonları u(·) E U1nU2 olarak 

seçilirse, bu durumda (1.2.1) kontrol sistemine karma§ık sınırlı kontrol sistem 

denir. Açıktır ki, u(·) E U ı n U2 olarak seçildiginde, u(·) kontrol fonksiyonu 

Vt E [to, OJ için u(t) E P 

geometrik kısıtlamasını ve 

integral kısıtlamasını saglar. 

Eger (1.2.1) kontrol sisteminde, seçilen her u(·) kontrol fonksiyonuna kar­

§ılık x(·) yörüngesinin Vt E [t0 , OJ için x(t) E M(t) C JRn ko§ulunu saglaması 

isteniyorsa, bu durumda (1.2.1) kontrol sistemine faz kısıtlaması olan kontrol 

sistem denir. 
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. . .. . .. . 
2 ERIŞIM KUMELERI ve BAZI OZELLIK-

. 
LERI 

2.1 Quasi-Lineer Sistemlerin Eri§im Kümelerinin Topo-
.. 

lojik üzellikleri 

Kontrol sistemin bir [to, B] aralıgındaki davranışı, 

i:(t) = f(t, x(t)) + B(t, x(t))u(t), x(t0 ) E X 0 (2.1.1) 

diferansiyel denklemi ile verilsin. Burada x E IRn sistemin n-boyutlu durum 

vektörü, u E IRm m-boyutlu kontrol vektörü, f(t, x(t)) n-boyutlu vektör degerli 

fonksiyon, B(t, x(t)) n x m-boyutlu matris fonksiyon ve t E [to, B] zamanı 

göstermektedir. Ayrıca X 0 C lRn kompakt kümedir. 

(2.1.1) sisteminin u(·) kontrol fonksiyonları 

{

8 

liu(t)i!Pdt:::; J-tb, ~-to> O, 1 < p < oo 
lto 

integral eşitsizligi ile sınırlandırılmış olsun. 

(2.1.2) 

Tanım 2.1.1. Lp([t0 , B], IRm) {l < p < oo) uzayının (2.1.2) integral eşitsiz­

ligini sa!Jlayan her u(·) fonksiyonuna mümkün kontrol fonksiyon denir. Tüm 

mümkün kontrol fonksiyonların ailesi U ile gösterilir. 

Bir başka ifade ile 

olur. 

Bir u*(·) E U mümkün kontrol fonksiyonun ürettigi çözüm aşagıdaki şekilde 

tanımlanır. 

Tanım 2.1.2. x0 E X 0 ve u*(·) E U olsun. Bu durumda hemen hemen her 

t E [t0 , B] için i:*(t) = f(t, x*(t)) + B(t, x*(t))u*(t) diferansiyel denklemini ve 
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x*(t0 ) = x0 E X 0 başlangıç koşulunu safjlayan x*(t) : [t0 , B] --+ IRn mutlak 

sürekli fonksiyonuna {2.1.1) sisteminin (to, x0 ) başlangıç noktasından çıkan ve 

u* ( ·) E U kontrol fonksiyonu tarafından üretilen çözümü denir. 

(2.1.1) sisteminin (t0 , x0 ) ba§langıç noktasından çıkan ve tüm mümkün 

u(·) E U kontrol fonksiyonları tarafından üretilen çözümlerinin kümesi 

X ( t0 , x 0 ) ile gösterilir. ( 2. 1. 1) sisteminin ( t0 , X 0 ) ba§langıç kümesinden çıkan 

ve tüm mümkün u(·) E U kontrol fonksiyonları tarafından üretilen çözümler 

kümesi X(t0 , X 0 ) = U X(t0 , x0 ) ol~rak tanımlanır. 
xoEXo 

A§agıda (2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1) sisteminint anındaki eri§im kümesi 

tanımlanmaktadır. 

Tanım 2.1.3. (2.1.1) sisteminin tüm x(·) E X(t0 , X 0 ) çözümlerinin bir 

tE [t0 , B] anında ulaştıkları noktaların kümesine (2.1.1) sisteminint anındaki 

erişim kümesi denir ve X(t; t0 , X 0 ) ile gösterilir. Bir başka ifade ile (2.1.1) 

sisteminin t E [t0 , B] anındaki erişim kümesi 

X(t; to, Xo) = { x(t) E IRn : x(·) E X(to, Xo)} 

olur. 

(2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1) sisteminin integral tüneli a§agıdaki gibi 

tanımlanır. 

Tanım 2.1.4. {2.1.1) sisteminin (t0 , X 0 ) başlangıç kümesinden çıkan tüm çö­

zümlerinin grafiklerinin oluşturdu!Ju kümeye, {2.1.1) sisteminin integral tünel i 

denir ve Z(t0 , X 0 ) ile gösterilir. İntegral tünel, 

Z(to,Xo) = {(t,x(t)) E [to, B] x IRn: x(·) E X(to,Xo)} 

ya da 

Z(t0 , X 0 ) = {(t, x) E [to, B] x IRn : x E X(t; to, Xo)} 

şeklinde de yazılabilir. 
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~ t 8 

Şekil 2.1: Sistemin t anındaki eri§im kümesi 

Bundan sonraki bölümlerde (2.1.1) denkleminin sag tarafının, a§agıdaki 

ko§ulları sagladıgı kabul edilecektir. 

2.l.A. f(t, x) ve B(t, x) fonksiyonları (t, x) e göre sürekli ve x e göre yerel Lip­

schitz, yani her sınırlı D C [t0 , B] x 1Rn bölgesi ve keyfi (t, x*), (t, x*) E D 

ögeleri için 

llf(t,x*)- f(t,x*)ll:::; Lı(D)IIx*- x*ll 

ve 

ko§ullarını sağlayan Lı(D), L2 (D) pozitif Lipschitz sabitleri bulunsun. 

2.l.B. Her (t, x) E [t0 , B] x IRn ögesi için 

llf(t,x)ll:::; l'ı(1 + llxll) 

ve 

IIB(t, x)ll :::; /'2(1 + llxll) 

artım ko§ullarını sağlayan /'ı ve ')'2 pozitif sabitleri var olsun. 
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A§agıdaki önerme bundan sonraki önerme ve teoremlerin kanıtında sıkça 

kullanılacak olan bir e§itsizligi vermektedir. 

Önerrne 2.1.5. Her u(·) E U ve her t E [t0 , e] için Lı ve L2 pozitif sabitler 

olmak üzere, 

olur. 

t (Lı+ L211u(T)II) dT :S Lı(e- to)+ L2(e- to)Ef /-lo 
}to 

(2.1.3) 

Kanıt. u(·) E U keyfi olsun. Önerme 1.1.12 Bölder integral e§itsizligi kul­

lanılırsa, her t E [to, e] için 

olur. u(·) E U oldugundan (3.1.2) e§itsizligini saglar. Buradan her t E [to, e] 

ıçın 

bulunur. 

t (Lı+ L2llu(T)II) dT :S Lı(e- to)+ L2(e- to)Ef /-lo 
}to 

D 

A§agıdaki önerme (2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1) sisteminin tüm çözümleri­

nin grafiklerinin bir D c [to, eı X JR.n kümesi ile sınırlı oldugunu göstermektedir. 

Önerrne 2.1.6. Her x(·) E X(to, Xo) ve her tE [to, e] için 

llx(t)ll :S r 

olur. Burada 
p-1 

q = "/ı (e - to) + "/2/-lO (e - to) P, 

d*= max{llxll: x E Xo} 

ve 

r =(d*+ q) (1 + qexpq) 

dir. 
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Kanıt. Keyfi x(·) E X(t0 , X 0 ) seçilsin. O zaman 

x(t) = Xo + t j(T, x(T)) + B(T, x(T))u(T)dT ' tE [to, eı 
}to 

olacak şekilde x0 E X 0 ve u(·) E U vardır. Eşitligin her iki yanının normu 

alınırsa, 

llx(t)ll ~ llxoll + tllf(T, x(T)) + B(T, x(T))u(T)IIdT 
lto 

olur. Normun üçgen eşitsizligi, 2.1.B. koşulu ve d* = max{llxll : x E Xo} 

oldugundan, 

llx(t)ll < d*+ tllf(T,x(T))IIdT+ {tiiB(T,x(T))IIIIu(T)IIdT 
}to lto 

< d*+ /'ı {t (ı+ llx(T)II)dT + !'2 {t (ı+ llx(T)II)IIu(T)IIdT 
}~ }~ 

ya da 

llx(t)ll < d*+ !'ı(B- to)+ /'ı tllx(T)IIdT + !'2 tllu(T)IIdT+ 
lto }to 

+/'21
0

tllx(T) llllu(T) ll dT 

yazılabilir. Diger taraftan, önerme ı. ı. ı2 Hölder integral eşitsizligi kullanılırsa, 

u(·) E U oldugundan 

p-1 

elde edilir. O halde (2.1.7) kullanılırsa ve q = !'ı(B- t 0) + /'2/-lo(B- t 0)T 

oldugundan, 

llx(t)ll ~d* +q+f'ı {tllx(T)IIdT+/'2 {tllx(T)IIIIu(T)IIdT 
lto lto 

veya 

llx(t)ll ~d*+ q + t (!'ı+ /'2llu(T)II)IIx(T)IIdT 
}to 

olur. Önerme ı.ı.ı7 (Gronwall eşitsizligi) de v(t) = llx(t)ll, h(t) =d*+ q ve 

'1/J( T) = /'ı + /'2llu( T) ll alınırsa, 

c= exp u: ('Yı+ 'Yıllu(r)ll)dr) 
ıg 



olmak üzere, 

llx(t)ll :S; d*+ q +C rt (d*+ q)(rı + /2llu(T)II)dT 
}to 

yazıla bilir. (2. 1.3) eşitsizliginden, 

ya da, 

llx(t)ll :S (d*+ q)(1 + qexp(q)) 

bulunur. O halde, 

r =(d*+ q)(1 + qexp(q)) 

oldugundan, her x(·) E X(t0 , X 0 ) ve her tE [t0 , B] için 

llx(t) ll ::; r 

olur. D 

Bu sonuç (2.1.1) sisteminin tüm x(·) E X(t0 , X 0 ) çözümlerinin grafiklerinin 

D= {(t,x) E [to, B] X IRn : llxll:::; r} (2.1.8) 

şeklinde tanımlı bir D silindirinin içinde kaldıgını gösterir. Yani, aşagıdaki 

sonuç dogrudur. 

Sonuç 2.1.7. (2.1.2} kısıtı ile verilen (2.1.1} sistemi için 

Z(to,Xo) c D 

kapsaması dogrudur. Burada D, (2.1.8} ile tanımlanan siZindiri göstermekte­

dir. 

Bundan sonraki bölümlerde 2.l.A. koşulundaki D kümesi olarak, (2.1.8) ile 

tanımlanan D silinciiri göz önüne alınacaktır. 

Önerme 2.1.6 dan aşagıdaki sonuçlar da elde edilebilir. 
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Sonuç 2.1.8. {2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1} sisteminin X(t0 , X 0 ) çözümler 

kümesi düzgün sınırlıdır. 

Sonuç 2.1.9. (2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1) sisteminin her t E [t0 , B] için t 

anındaki X(t; t0 , X 0 ) erişim kümeleri sınırlı kümelerdir. 

A§agıdaki önerme ise X ( t 0 , X 0 ) çözümler kümesinin e§ sürekliligini vermek­

tedir. 

Önerme 2.1.10. (2.1.2} kısıtı ile verilen (2.1.1} sisteminin X(t0 , X 0 ) çözüm­

ler kümesi eş süreklidir. 

Kanıt. c> O verilsin ve keyfi x(·) E X(t0 , X0 ) seçilsin. O zaman, 

x(t) = Xo + rt [j(T, x(T)) + B(T, x(T))u(T)] dT' tE [to, B] 
lto 

olacak §ekilde x0 E X 0 ve u(·) E U vardır. Keyfi tı, t2 E [t0 , B] alınsın. Genelligi 

bozmaksızın tı :::; t2 oldugu kabul edilebilir. O zaman, 

llx(tı) - x(t2) ll 111
1

t

2 

[!( T, x( T)) +B( T, x( T) )u( T)] dT ll 
< 1t2

llf(T, X(T)) ll dT+ 1t2

IIB(T, X(T)) llllu(T) ll dT 
tı tı 

olur. f(-) ve B(·) fonksiyonları sürekli, D kümesi kompakt oldugundan 

Kı= max{llf(t,x)ll: (t,x) E D} 

ve 

K2 = max{IIB(t,x)ll: (t,x) E D} 

alınırsa, 

elde edilir. Önerme 1. 1.12 Hölder integral e§itsizligi kullanılırsa, u(·) E U 

oldugundan her tı, t2 E [t0 , B] için 
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bulunur. K= max{ Kı, J.toK2} alınırsa, her tı, t2 E [t0 , B] için 

llx( tı) - x( t2) ll 
p-1 

< Klt2- tıl + Klt2- tıl----p 

Klt2- tı(;
1 

(ı+ lt2- tıl~) 
< K(ı+(B-to)~)lt2-tıl7 

elde edilir. K*= K (ı+ (B- t0 )~) alınırsa, 

....E_ 

olur. O halde 6(c:) = (;*) p-

1 

alınırsa, ltı -t2l < 6(c:) iken llx(tı)-x(t2)11 <c 

oldugu bulunur. x(·) E X(t0 , X 0 ) keyfi oldugundan X(t0 , X 0 ) çözümler kümesi 

eş sürekli olur. D 

Böylece, sonuç 2.1.8, önerme 2.1.ı0 ve 1.1.4 Arzela-Ascoli teoreminden 

aşagıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.1.11. (2.1.2) kısıtları ile verilen (2.1.1) sisteminin X(t0 , X 0 ) çözüm­

ler kümesi C([t0 , B], Rn) uzayında prekompakt bir kümedir. 

Aşagıdaki önermede X(t0 , X 0 ) çözümler kümesinin kapalı oldugu kanıtlan­

maktadır. 

Önerme 2.1.12. (2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1) sisteminin X(t0 , X 0 ) çözüm­

ler kümesi kapalı kümedir. 

Kanıt. (2.l.ı) sisteminin X(t0 , X 0 ) çözümler kümesinin kapalı bir küme ol­

dugunun gösterilmesi için X(t0 , X 0 ) kümesindeki her yakınsak dizinin limi­

tinin de X(t0 , X 0 ) kümesinde oldugu gösterilmelidir. Her k = ı, 2, ... için 

xk(·) E X(t0 , X 0 ) ve k ----+ oo iken xk(·) ----+ x*(·) olsun. x*(·) E X(to, Xo) 

oldugu gösterilmelidir. Her k= 1, 2, ... için xk(·) E X(t0 , X 0 ) oldugundan, 

xk(t) = Xk + r [j(T, Xk(T)) + B(T, Xk(T))uk(T)] dT, tE [to, B] 
}to 

olacak biçimde xk E X 0 ve uk(·) E U vardır. 
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Vk =ı, 2, ... için Xk E X 0 ve Xo C JR.n kompakt küme oldugundan, {xd~ı 

dizisinin yakınsak bir alt dizisi vardır. Genelligi bozmaksızın, k -+ oo için 

xk -+ x0 oldugu kabul edilsin. X 0 kompakt küme oldugundan, x0 E X 0 olur. 

Mümkün kontrol fonksiyonlar kümesi, 

Lp([t0 , OJ, JRm) uzayında zayıf kompakt bir kümedir [49]. Her k = ı, 2, ... için 

uk(·) E U oldugundan, {uk(·)}k'=ı E U dizisinin zayıf yakınsak bir alt dizisi 

vardır. Genelligi bozmaksızın, {uk(·)}~ı dizisinin zayıfyakınsak oldugu kabul 

edilsin ve k-+ oo iken uk(·) ~ u0 (·) E U olsun. Lp([t0 , B], JRm) uzayında zayıf 

yakınsaklıgın tanımından, Her v(·) E Lq([t0 , OJ, JRm) (~+~=ı) için 
p q 

1

8 

v(T)uk(T)dT-+ 1
8 

li(T)uo(T)dT 
to to 

olur. (2.ı.ı) sisteminin bu u0 (·) E U mümkün kontrol fonksiyonunun (to, x0 ) 

başlangıç noktasından ürettigi çözüm x0 (·) ile gösterilecek olursa, 

Xo(t) = Xo +lt [j(T, Xo(T)) + B(T, xo(T))uo(T)] dT, tE [to, eı 
to 

yazılabilir. Buradan ve 2.l.B. koşulundan, her k= ı, 2, ... vet E [t0 , B] için 

Jjxk(t)- Xo(t)JJ :::; Jjxk- XoJJ + 1tJJj(T,Xk(T))- j(T,Xo(T))jjdT+ 
to 

+ll lot [B(T, xk(T))uk(T)- B(T, xo(T))uo(T)] dTII 

< Jlxk- xoJI + Lıltllxk(T)- xo(T)jjdT+ 
to 

+ll lot [B(T, xk(T))uk(T)- B(T, xo(T))uo(T)] dT ll 
< Jlxk- xoll + Lıltllxk(T)- xo(T)jjdT+ 

to 

+L21tllxk(T)- xo(T)IIJJuk(T)jJdT+ 
to 

+ lllotB(T,xo(T))(uk(T)- uo(T))dTII 

(2.1.9) 
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elde edilir. 2.l.A. koşulundan B('T, xo('T)) : [to, eı -+ ]Rn X JRffi sürekli fonksiyon 

ve k-+ oo iken Xk-+ x0 ve uk(·) ~ uo(·) oldugundan, her E> O için k?: K(c) 

iken 

llxk- xoll + 111
0

tB(T,xo(T))(uk('T)- uo(T))d'TII :S E, tE [to, B] 

olacak biçimde K(c) > O sayısı vardır. O halde buradan ve (2.1.9) den, her 

k ?: K(c) için 

ııxk(t)- Xo(t)ll ::; r (Lı+ L211uk('T)II)IIxk(7)- Xo('T)IId'T +E, tE [to, eı 
}to 

elde edilir. Bu son ifade için önerme 1.1.1 7 Gronwall eşitsizligi, 

v(t) = llxk(t)- xo(t)ll, h(t) =E ve '1/J(T) =Lı+ L2lluk('T)II için kullanılırsa, 

c= exp( re Lı+ L211uk('T)IId7) 
}to 

olmak üzere her k ?: K(c) vet E [to, B] için, 

ııxk(t)- Xo(t)ll::; c+ c rt (Lı+ L211uk('T)II)cd'T 
}to 

bulunur. Diger taraftan önerme 2.1.5 den 

r (Lı+ L2lluk(T) ll)dT :S Lı (B- to)+ L2fto(B- to) v;ı 
}to 

oldugundan son ifade her k ?: K(c) ve her tE [t0 , B] için 

llxk(t)- xo(t)ll :S E+ E ( Lı(B- to)+ L2fto(B- to)v;ı) 

exp (Lı(B- to)+ L2fto(B- to)v;ı) 

şekline dönüşür. Buradan k-+ oo iken xk(·)-+ x0 (·) oldugu sonucu çıkar. 

Limitin tekliginden, başlangıçta kabul edilen x* ( ·) fonksiyonu ile x0 ( ·) fonksiy­

onları eşit olmalıdır. O halde x0 (·) = x*(·) E X(t0 , X 0 ) oldugundan bu sonuç 

(2.1.1) sisteminin X(t0 , X 0 ) çözümler kümesinin kapalı oldugunu gösterir. D 

Önerme 2.1.12 den aşagıdaki sonuç elde edilebilir. 

Sonuç 2.1.13. (2.1.2) kısıtı ile verilen {2.1.1) sisteminin her t E [to, B] için, 

t anındaki X(t; t0 , X 0 ) erişim kümesi kapalı kümedir. 
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Elde edilen sonuçlar birleştirilecek olursa aşagıdaki Teoremler verilebilir. 

Teorem 2.1.14. (2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1} sisteminin X(t0 , X 0 ) çözüm­

ler kümesi C ( [ t 0 , B], JRn) uzayında kompakt bir kümedir. 

Kanıt. (2.1.1) sisteminin X(t0 , X 0 ) çözümler kümesi sonuç 2.1.8 ve önerme 

2.1.12 den dolayı düzgün sınırlı ve eş süreklidir. O halde 1.1.4 Arzela-Ascoli 

Teoremine göre X(t0 , X 0 ) kümesi prekompakt bir kümedir. Aynı zamanda 

önerme 2.1.12 de X(t0 , X 0 ) kümesinin kapalı oldugu kanıtlandıgından (2.1.1) 

sisteminin X ( t 0 , X 0) çözümler kümesi kompakt küme olur. D 

Teorem 2.1.15. (2.1.2} kısıtı ile verilen (2.1.1} sisteminin her tE [t0 , B] için 

t anındaki X(t; t0 , X 0 ) erişim kümeleri kompakt kümelerdir. 

Aşagıdaki önerme (2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1) sisteminde her t E [t0 , B] 

için, t ---+ X(t; t0 , X 0 ) küme degerli dönüşümünün Hölder sürekli oldugunu 

göstermektedir. 

Onerme 2.1.16. (2.1.2} kısıtı ile verilen (2.1.1} sistemi her tı, t2 E [to, B] için 

eşitsizligini saglar. Burada M > O sabit bir sayıdır. 

Kanıt. Genelligi bozmaksızın t 1 < t2 kabul edilebilir. y1 E X(tı; t 0 , X 0 ) keyfi 

bir nokta olsun. O zaman 

olacak şekilde x0 E X 0 , x*(·) E X(t0 , x0 ) ve u*(·) E U vardır. 

olsun. O zaman y2 = x*(t2 ) E X(t2 ; t 0 , X 0 ) olur. Bu iki nokta arasındaki 

farkın normu alınacak olursa, 
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elde edilir. 

Kı =max{llf(t,x)ll: (t,x) E D} 

ve 

K2 = max{IIB(t, x)ll : (t, x) E D} 

alınırsa, bu son ifade 

şekline dönüşür. Son olarak önerme 1.1.12 Hölder integral eşitsizligi uygula­

nacak olursa, u* ( ·) E U oldugundan 

bulunur. M = (Kı + K 2 )f.J,o seçilirse, 

olur. 0 halde her tı, t2 E [to, OJ için 

(2.1.10) 

dir. Benzer şekilde önce keyfi y2 E X(t2 ; t0 , X 0 ) noktası seçilerek de 

(2.1.11) 

kapsaması elde edilebilir. Böylece (2.1.10), (2.1.11) ve önerme 1.1.19 kul­

lanılarak keyfi tı, t2 E [to, 0] için 

elde edilir. D 

Tanım 2.1.1 7. E c JRn için E kümesinin çapı, çap E ile gösterilir ve 

çap E= sup llx- Yil 
x,yEE 

olarak tanımlanır. 
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Aşagıdaki önerme (2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1) sisteminin erişim kümele­

rinin çapı için bir degerlendirme vermektedir. 

Onerme 2.1.18. 

K= max IIB(t, x)ll ve d= çapXo 
(t,x)ED 

olmak üzere, her t E [to, OJ için 

p-1 

çapX(t; t0 , X 0 ):::; d+ 2KJ-Lo(t- t0 )----p + 

+Lı [d(t- to)+ 2KJ-Lo 2;_1 (t- to) 
2

p;ı J exp (Lı(B- t0 )) 

olur. 

Kanıt. tE [to, B] ve Yı, Y2 E X(t; to, Xo) keyfi ögeler olsun. Bu durumda, 

Yı= xı(t) = xı +lt [j(T,xı(T)) + B(T,xı(T))uı(T))] dT 
to 

olacak şekilde xı E X 0 , xı(·) E X(t0 ,X0 ), uı(·) E U ve 

Y2 = x2(t) = x2 +lt [j(T, x2(T)) + B(T, x2(T))u2(T))] dT 
to 

olacak şekilde x2 E X 0 , x2(·) E X(t0 , X0), u2(·) E U vardır. 2.1.A. koşulundan 

IIYı- Y2ll :::; llxı- x2ll + ltllf(T,xı(T))- j(T,x2(T))IIdT+ 
to 

bulunur. 

oldugundan, 

+ltiiB(T,xı(T))uı(T)- B(T,x2(T))u2(T)IIdT 
to 

< llxı- x2ll +Lı ltllxı(T)- x2(T)iidT+ 
t to t 

+liiB(T,xı(T))IIIIuı(T)IIdT + 111B(T,x2(T))IIIIu2(T)IIdT 
~ ~ 

K= max IIB(t,x)ll ve d= çapXo 
(t,x)ED 
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olur. Önerme 1.1.12 Hölder integral e§itsizligi kullanılırsa, 

IIYı- Y2ll :::; d+ Lı rllxı(r)- x2(r)lldr+ 
}to 

+K [u: h~• dr) 'f u:lluı(r)llvdr) ~ + 

+(!.,'ı,', dr f' u:ııu,(r)il•dr) ~ı 
olur. Buradan ve uı(·), u2 (·) E U oldugundan, 

IIYı- Y2ll:::; d+ Lı rllxı(r)- x2(r)lldr + 2KJLo(t- to)p;ı 
}to 

olur. Bu ifadeye önerme 1.1.17 Gronwall e§itsizligi v(t) = llxı(t)- x2(t)ll, 
E=.!. 

h(t) =d+ 2KJLo(t- t0 ) P ve '1/J(r) =Lı için kullanılırsa, 

c= exp (J.: L1dr) = exp (L1(e- t0 )) 

olmak üzere, 

IIYı- Y211 < d+ 2KJLo(t- to)p;l +c rLı [d+ 2KJLo(r- to)p;l] dr 
}to 

< d+2KJLo(t-to)p;ı +Lı [d(t-to)+2Kj.t02p~ı(t-t0 )
2

p;ı] 

exp (Lı(B- to)) 

bulunur. t E [to, B] ve Yı, y2 E X(t; t0 , X 0 ) keyfi elemanlar oldugundan, her 

t E [t0 , B] için 

p-1 
çapX(t; t0 , X0 ):::; d+ 2KJL0(t- t0 )--p + 

+Lı [d(t- to)+ 2KJ.Lo 2;_ı (t- to) 
2

p;ı J exp (Lı(B- to)) 

olur. D 

Önerme 2.1.18 den a§agıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.1.19. t----+ t0 iken çapX(t; t 0 , X 0 )----+ çapX0 olur. 
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2.2 Quasi-Lineer Sistemlerin Eri§im Kümelerinin Ba§­

langıç Ko§ullarına Bagımlılıgı 

Bu bölümde eri§im kümelerinin X 0 ba§langıç kümesine baglantısı ara§tırı­

lacaktır. 

Onerme 2.2.1. X 0 ve Xı kümeleri JRn uzayının kompakt alt kümeleri olmak 

üzere ( 2.1. 2) kısıtı ile verilen ( 2.1.1) sisteminde her t E [ t0 , B] için 

a(X(t; to, Xo), X(t; to, Xı)) :S Ka(Xo, Xı) 

olur. Burada K > O sabit sayıdır. 

Kanıt. Keyfi x0 (·) E X(t0 , X 0) alınsın ve sabitlensin. O zaman 

x 0 (t) = x 0 + t [j(T, x0 ('r)) + B(T, x0 (T))u(T)] dT, tE [t0 , B] 
}to 

olacak biçimde x 0 E X 0 ve u(·) E U vardır. X 0 ve Xı kompakt kümeler 

oldugundan, 1.1.18 Hausdorff uzaklıgının tanımından llxı -xoll :S a(Xo, X ı) < 

+oo olacak §ekilde xı E Xı vardır. (2.1.1) sisteminin aynı u(·) E U kontrol 

fonksiyonu tarafından üretilen ve xı(t0 ) = xı ba§langıç ko§ulunu saglayan 

xı(·) E X(t0 ,Xı) çözümü için 

Xı(t) =Xı+ t[j(T,Xı(T))+B(T,Xı(T))u(T)jdT, tE [t0 ,B] 
lto 

olur. Buradan her tE [to, B] için 

llxo(t)- Xı(t)ll :S llxo- xıll + tllf(T,Xo(T))- j(T,Xı(T))IIdT+ 
}to 

+ {tllu(T)IIIIB(T,x0 (T))- B(T,xı(T))IIdT 
lto 

olur. xı in seçili§inden ve 2.l.A. ko§ulundan, her tE [to, B] için 

llxo(t)- xı(t)ll :S a(Xo,Xı) +Lı tllxo(T)- xı(T)IIdT+ 
}to 

+L2 tllu(T)IIIIxo(T)- xı(T)IIdT 
}to 

a(Xo,Xı) + t (Lı+ L211u(T)II) llxo(T)- xı(T)IIdT 
}to 
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bulunur. Bu ifadeye v(t) = llxo(t)- xı(t)ll, h(t) = a(Xo,Xı) ve 

'lj;(T) = Lı+ L2llu(T)II için önerme 1.1.17 Gronwall eşitsizligi uygulanacak 

olursa, 

c= exp u: {Lı+ Lıllu(T)ii)dT) 
olmak üzere, her t E [to, OJ için 

llxo(t) - Xı (t) ll :S a(Xo, X ı)+ c.a(Xo, X ı) t (Lı+ L211u(T)II)dT (2.2.12) 
}to 

oldugu bulunur. Önerme 2.1.5 kullanılırsa, her tE [to, OJ için 

llxo(t) - xı (t) ll :S a(Xo, X ı) [ 1 + exp (Lı (O- to)+ L2(0- to) p;ı p,0) 

(Lı (e - to) + L2 (O - to) ~/Lo) ] 
bulunur. Gösterimierde kısalık için 

(2.2.13) 

ve 

alınırsa, her t E [to, OJ için 

llxo(t) - Xı (t) ll :S K a(Xo, X ı) 

oldugu elde edilir. Böylece keyfi sabitlenmiş x0 (·) E X(t0 , X 0) için llx0 (t) -

xı(t)ll :S Ka(X0,Xı) olacakbiçimdexı(·) E X(t0 ,Xı) oldugugösterilmiş olur. 

Bu ise her t E [to, OJ için, 

X(t; to, Xo) c X(t; to, Xı) + Ka(Xo, Xı)B (2.2.14) 

olması demektir. 

Benzer şekilde t E [to, OJ için 

X(t; to, X ı) c X(t; to, X o)+ K a(Xo, Xı)B (2.2.15) 

oldugu kanıtlanır. 0 halde (2.2.14), (2.2.15) ve önerme 1.1.19 den her tE [to, OJ 

ıçın 

a(X(t;t0,X0),X(t;t0 ,Xı)) :S Ka(Xo,Xı) 

bulunur. D 
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Yukarıdaki önermeden, 'lin = ı, 2, ... için Xn C IRn ve X 0 C IRn kompakt 

kümeler ve n -+ oo iken a(Xn, X 0 ) -+ O ise her t E [to, O] için n -+ oo iken 

a(X(t;t0 ,Xn),X(t;t0 ,X0 )) -+ O oldugu sonucu çıkar. O halde keyfi bir t 

anındaki eri§im kümesi X 0 ba§langıç kümesine sürekli bagımlı olur. 

Onerme 2.2.2. tı > t0 , X 0 , X ı C IRn kompakt kümeler, 

p-1 

ro = a(Xo, X ı)+ dı (tı -to)+ d2(tı -to) T J1o 

ve 
r = ro [ı+ (Lı(O- tı) + L2 J10 (0- tı)9) 

exp ( Lı(O- tı) + L2J-to(O- tı)p;ı)] 

olmak üzere, {2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1) sistemi için 

a(X(t; to, Xo), X(t; tı, Xı)) :S r , tE [tı, OJ 

olur. Burada dı ve d2 pozitif sabit sayılardır. 

Kanıt. t E [tı, OJ için keyfi Yo E X(t; to, Xo) alınsın. 0 zaman 

Yo = xo(t) = Xo + t [j(T, xo(T)) + B(T, x0 (T))u(T)] dT 
}to 

olacak biçimde x0 E X 0 , x0 (·) E X(t0 , x0 ) ve u(·) E U vardır. ı. ı. ıs Hausdorff 

uzaklıgının tanımından, llxo- xı ll :S a(X0 , X ı) olacak §ekilde xı E X ı vardır. 

Aynı u(·) E U kontrol fonksiyonunun bu Xı E Xı noktasından çıkan çözümü 

xı(·) E X(tı,xı) ile gösterilecek olursa, her tE [tı,B] için 

xı(t) = Xı +lt [j(T, xı(T)) + B(T, xı(T))u(T)] dT 
tı 

yazılabilir. Buradan her tE [tı, OJ için 

llxo(t)- xı(t)ll :S llxo- xıll + 1tii!(T, xo(T))- f(T, xı(T))IIdT+ 
tı 

+lt ll [B(T, Xo(T))- B(T, xı(T))] u(T)IIdT+ 

+ {tı 11/(T, x(T)) + B(T, x0 (T))u(T))IIdT 
lto 

(2.2.ı6) 
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oldugu elde edilir. Önerme 2.1.6 dan Z(t0 , X 0 ) C D* ve Z(tı, X ı) C D* olacak 

§ekilde D* silinciiri vardır. 

max llf(t,x)ll =dı ve max IIB(t,x)ll = d2 
(t,x)ED. (t,x)ED. 

olsun. O halde buradan, (2.2.16) ve 2.1.A. ko§ulundan, 

llxo(t)- xı(t)ll :S llxo- xıll + 1t(Lı + L211u(T)II)(IIxo(T)- xı(T)II)dT+ 
+ltı (dı+ d2~tu(T)II)dT 

to 
(2.2.1 7) 

olur. Önerme 2.1.5 den 

ltı (dı+ d211u(T)II)dT :S dı(tı- to)+ d2(tı- to)p;ı /ho 
to 

oldugundan ve llxo - xı ll :S a(X0 , X ı) seçili§inden, (2.2.1 7) ifadesi, 

llxo(t)- xı(t)ll :S 
p-ı 

a(Xo,Xı) + dı(tı- to)+ d2(tı- to)ı> J.to+ 

+1~(Lı + L211u(T)II)IIxo(T)- xı(T)IIdT 
tı 

p-ı 

§ekline dönÜ§Ür. ro = a(X0 , X ı)+ dı (tı - t2) + d2 (tı - t0 ) ı> J.to oldugundan, 

llxo(t)- xı(t)ll :S ro+ 1t(Lı + L211u(T)II)IIxo(T)- xı(T)IIdT 
tı 

olur. Bu ifadeye v(t) = llxo(t)- xı(t)ll, h(t) =ro ve ıj;(T) =(Lı+ L211u(T)II) 

için 1.1.1 7 Gronwall e§itsizligi uygulanırsa, 

c= exp (!.,'(Lı+ Lıltu(r)ll)dr) 

olmak üzere, 

llxo(t) - xı (t) ll :S ro + cro lt (Lı + L2llu( T) ll)dT 
tı 

(2.2.18) 

elde edilir. Önerme 2.1.5 den 

l
t (Lı+ L211u(T)II)dT :S Lı(B- tı) + L2(e- tı)7 /ho 

tı 
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olur. Bu sonuç (2.2.ı8) de yerine yazılacak olursa, 

llxo(t)- xı(t)JI ~ ro [ı+ (Lı(B- tı) + L2J-lo(B- t1 )p;ı) 
exp ( Lı(B- tı) + L2J-lo(B- tı)~)] 

bulunur. O halde, 

r ro [ı+ ( L1(B- tı) + L2J-lo(B- tı)~) 

exp ( L1(B- tı) + L2J-lo(B- tı)~)] 

olmak üzere her tE [t1 , B] için, 

X(t;to,Xo) c X(t;tı,Xı) +rE 

kapsaması geçerlidir. 

Önce X(t; t 1 , X 1) kümesinden keyfi bir eleman alınarak, benzer işlemlerle 

her t E [t1 , B] için de 

X(t;t1,X1) c X(t;to,Xo) +rE 

kapsaması elde edilir. O halde bu iki kapsama ve önerme ı.ı.ıg kullanılarak 

her t E [t1 , B] için, 

a(X(t; t0 , Xo), X(t; tı; Xı)) ~ r 

sonucu elde edilir. D 

Önerme 2.2.2 den aşagıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.2.3. Vn = ı, 2, ... için Xn C Rn ve X 0 C Rn kompakt kümeler, 

n ----+ cx:ı iken tn ----+ to ve a(Xn, X 0) ----+ O olsun. 

O zaman, her t E [t0 , B] için n----+ cx:ı iken 

olur. 
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A§agıdaki önermede (2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1) sisteminin eri§im küme­

lerinin (2.1.2) kısıtında geçen /-lo sayısına olan baglantısı incelenmektedir. 

J-lo ve J-lı pozitif sayılar olmak üzere, 

ve 

olsun. (2.1.1) sisteminin (t0 , X 0 ) ba§langıç kümesinden çıkan ve tüm u(·) E U0 

mümkün kontrol fonksiyonları tarafından üretilen çözümlerinin kümesi 

X 0 (t0 , X 0 ), t E [to, 6l] için t anındaki eri§im kümesi ise X 0 (t; to, Xo) ile göste­

rilsin. Benzer olarak, (2.1.1) sisteminin (t0 , X 0 ) ba§langıç kümesinden çıkan 

ve tüm u(·) E U1 mümkün kontrol fonksiyonları tarafından üretilen çözüm­

ler kümesi iletanındaki eri§im kümesi sırasıyla X 1(t0 , X 0 ) ve Xı(t; t 0 , X 0 ) ile 

gösterilsin. Bu durumda a§agıdaki önerme dogrudur. 

•• p-1 

Onerme 2.2.4. K> O sabit bir sayı, r0 = K(t1- t 0 )-P If-lo- f-lıl ve 

r = ro [ 1 + ( L1(6l- to)+ L2J-lı(6l- to)~) 
exp (Lı(6l- to)+ L2J-lı(6l- to)~) J 

olmak üzere (2.1.2) kısıtı ile verilen (2.1.1} sisteminde her tE [to, 6l] için 

a(Xo(t; t0 , Xo), Xı(t; to, Xo)) :S r 

olur. 

Kanıt. Keyfi tE [t0 , x 0] için y0 E Xo(t; to, Xo) olsun. O zaman, 

y0 = x0 (t) = x0 + t [f( T, x0 ( r)) +B( T, x0 ( r))u0 ( r)] dr 
}to 

olacak §ekilde x0 E X 0 , x0 (·) E Xo(to, xo) ve uo(·) E Uo vardır. uo(·) E Uo 

mümkün kontrol fonksiyonu yardımıyla her t E [to, 6l] için 

uı(t) = J-lıuo(t) 
/-lo 
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fonksiyonu tanımlansın. Bu durumda 

ı ı 

lluı(·)IIP = u: lluı(t)IIPdt)' = ~: u: lluo(t)IIPdt)' ~ l"ı 
oldugundan uı(·) E Uı olur. (2.1.1) sisteminin yukarıdaki gibi tanımlanan 

uı(·) E Uı mümkün kontrol fonksiyonu tarafından (t0 ,x0 ) ba§langıç nokta­

sından üretilen çözümü xı(·) E Xı(t0 ,x0 ) C Xı(t0 ,X0 ) ve xı(t) =Yı ile 

gösterilecek olursa, 

Yı= xı(t) = Xo + rt [j(T, x(T)) + B(T, x(T))u(T)] dT 
}to 

olur. O halde 

IlYo- Yı ll llxo(t) - Xı (t) ll 

< {tllf(T,xo(T))- j(T,xı(T))IIdT+ 
}to 

+ tiiB(T,xo(T))uo(T)- B(T,xı(T))uı(T)IIdT 
lto 

elde edilir. 2.l.A. ko§ulu kullanılarak, 

IlYo- Yıli ::::; Lı tllxo(T)- xı(T)IIdT + tiiB(T,xı(T))IIIIuo(T)- uı(T)IIdT+ 
}tp lto 

+ r IIB(T,xo(T))- B(T,Xı(T))IIIIuo(T)IIdT 
}to 

< t (Lı+ L2lluo(T)II) llxo(T)- xı(T)IIdT+ 
}to 

+ tiiB(T, xı(T))IIIIuo(T)- uı(T)IIdT 
}to 

yazılabilir. K= max IIB(t,x)ll alınırsa uı(·) fonksiyonunun tanımlanı§ından, 
(t,x)ED 

IlYo- Yıli ::::; t (Lı+ L2lluo(T)II) llxo(T)- xı(T)IIdT+ 
}to 

+ tKIIuo(T)- uı(T)IIdT 
}to 

< t (Lı+ L2lluo(T)II) llxo(T)- xı(T)IIdT+ 
}to 

+K lı- /1ı ı tlluo(T)IIdT 
/10 lto 
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olur. Önerme ı.ı.ı2 Hölder integral eşitsizligi kullanılırsa, 

IlYo- Yıli :::; lt (Lı+ L2lluo(T)II) llxo(T)- xı(T)IIdT+ 

:KJLo lı<: 1 (e- t0) ';' 

- t (Lı+ L2lluo(T)II) llxo(T)- xı(T)IIdT+ 
lto 

E=! 
+K IMo -Mıl (B- to) P 

elde edilir. 
p-1 

ro= K IMo -Mıl (B- to)-p 

oldugundan ve önerme ı.ı.ı7 Gronwall eşitsizligi, v(t) = llxo(t)- xı(t)ll, 

h(t) = r 0 ve 'lj;(T) =Lı+ L2lluo(T)II için kullanılacak olursa, 

c= exp (1: Lı+ L,lluo(t)lldt) 

olmak üzere, 

IlYo- Yıli - llxo(t)- xı(t)ll 

< ro+ cro t (Lı+ L2lluo(T)II) dT 
}to 

bulunur. Onerme 2.1.5 den 

{t (Lı+ L2lluo(T)II) dT:::; Lı(B- to)+ L2(B- to)p;ı Mo 
}to 

oldugundan, 

llxo(t) - xı(t) ll :::; ro (ı+ c (Lı(B- to)+ L2(B- to) p;ı Mo)) 

olur. c= exp (/.,'Lı+ L2 llu0(t)lldt) oldugundan, 

olur. 

llxo(t) - Xı (t) ll :::; ro [ı+ (Lı (B- to)+ L2Mo(B- to)p;ı) 

exp ( Lı(B- to)+ L2Mo(B- to)~) J 

r - ro [ı+ (Lı(B-to)+L2Mı(B-to)7) 
exp ( Lı(B- to)+ L2Mı(B- to)7)] 
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oldugundan, 

llxo(t)- xı(t)ll :S r 

bulunur. 0 halde her t E [to, OJ için 

Xo(t;to,Xo) C Xı(t;to,Xo) +rE (2.2.19) 

kapsaması elde edilir. Benzer §ekilde önce Yı E X ı (t; t0 , X 0 ) noktası seçilerek 

de her t E [to, OJ için 

Xı(t;to,Xo) C Xo(t;to,Xo) +rE (2.2.20) 

kapsaması da elde edilebilir. O halde (2.2.19), (2.2.20) ve önerme 1.1.19 den 

her tE [t0 ,0] için a(X0 (t;t0 ,X0),Xı(t;t0 ,X0 )) :S r elde edilir. D 

Un = {u(·) E Lp([to, OJ, ~n) : llu(·)IIP :S Mn} olsun. (2.1.1) kontrol siste­

minin (t0 , X 0 ) ba§langıç kümesinden çıkan tüm u(·) E Un mümkün kontrol 

fonksiyonları tarafından üretilen çözümler kümesi Xn(t0 , Xo) ve t E [t0 , OJ a­

nındaki eri§im kümesi ise Xn(t; t0 , X 0 ) ile gösterilsin. O zaman önerme 2.2.4 

den a§agıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.2.5. n --+ oo iken Mn --+ ~to olsun. Bu durumda her t E [to, OJ ıçın 

n--+ oo iken 

a(Xn(t;to,Xo),Xo(t;to,Xo))--+ O 

olur. 

2.3 Lineer Olmayan Kontrol Sistemlerin Eri§im Küme-
.. 

lerinin üzellikleri 

Kontrol sistemin bir [t0 , OJ aralıgındaki davranı§ı, 

x(t) = j(t, x(t), u(t)), x(to) E Xo (2.3.21) 

diferansiyel denklemi ile verilmi§ olsun. Burada x E ~n sistemin n-boyutlu 

durum vektörü, u m-boyutlu kontrol vektör, tE [to, OJ (to< 0 < oo) zaman ve 
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X 0 C Rn kompakt kümedir. (2.3.2ı) denkleminin sag tarafı aşagıdaki koşulları 

saglasın. 

2.3.A. f(·) : [t0 , B] x Rn x Rm H Rn fonksiyonu sürekli ve her D C [t0 , B] x Rn 

sınırlı kümesi için (t, Xi, ui) E D x Rm (i= 1, 2) iken 

olacak şekilde Li = Li(D) 2: O, i = ı, 2 sayıları bulunsun. 

2.3.B. Her (t, x, u) E [to, B] X Rn X Rm için 

llf(t, x, u) ll :S Hı (ı+ llxll) + H2(ı + llull) 

olacak şekilde Hi E (0, oo), i= ı, 2 sayıları var olsun. 

Ayrıca, (2.3.2ı) sisteminin kontrol fonksiyonları, Lp([t0 , B], r~m) uzayından 

olmak üzere 

le llu(t)IIPdt:::; tti;, tto 2: O, ı < P < oo 
to 

(2.3.22) 

eşitsizligi ile kısıtlanmış olsun. Bir başka ifadeyle (2.3.2ı) sisteminin kontrol 

fonksiyonları Lp([t0 , B], Rm) uzayının Mo yarıçaplı kapalı topundan seçilsin. 

Bu durumda 

co= max {llxll : x E Xo}, 

r0 = c*[ı +(B- to)H1 exp (B- t0 )H1] 

olmak üzere aşagıdaki önerme dogrudur. 

Önerme 2.3.1. {2.3.22} kısıtı ile verilen {2.3.21}sisteminin her 

x(·) E X(t0 , X 0 ) çözümü için 

llx(t) ll :S ro, t E [to, B] 

olur. 
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Kanıt. x(·) E X(t0 , X 0 ) (2.3.21) sisteminin keyfi bir çözümü olsun. Bu du­

rumda her t E [ t0 , B] için 

x(t) = x0 +lt j(T, x(T), u(T))dT, tE [t0 , B] 
to 

olacak şekilde x0 E X 0 ve u(·) E U vardır. 2.3.B. koşulundan ve (2.3.23) den 

her t E [t0 , B] için 

llx(t)ll < llxoll + 1tllf(T, x(T), u(T))IIdT 
tat t 

< co+ Hıl (1 + llx(T)II)dT + H21 (1 + llu(T)II)dT 
to to 

< co+ (Hı+ H2)(B- to)+ H21tllu(T)IIdT + Hıltllx(T)IIdT 
to to 

(2.3.26) 

elde edilir. 

(2.3.22) ve önerme 1.1.12 Hölder eşitsizligi kullanılırsa, 

1tllu(T)IIdT::; (B- to)p;ı (1tllu(T)IIPdT)* :S (B- to)p;ı /Lo 
~ ~ 

(2.3.27) 

olur. (2.3.24) ve (2.3.27) göz önüne alınırsa, (2.3.26) dan her t E [t0 , B] için 

llx(t)ll :S c*+ Hıltllx(T)IIdT (2.3.28) 
to 

elde edilir. Bu ifadeye v(t) = llx(t)ll, h(t) = c* ve '1/J(T) = Hı için önerme 

1.1.1 7 Gronwall eşitsizligi uygulanırsa (2.3.28) den her t E [to, B] için 

llx(t)ll < c*+c*exp(Hı(B-to))ltHıdT 
to 

< c* ( 1 + H ı (B - t0 ) exp (H ı (B - to))) 

bulunur. D 

Önerme 2.3.1 den, (2.3.22) kısıtı ile verilen (2.3.21) sisteminin X(t; t 0 , X 0 ) 

erişim kümelerinin sınırligını karakterize eden aşagıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 2.3.2. (2.3.22) kısıtı ile verilen (2.3.21} sisteminde her tE [t0 , B] için 

X(t; to, Xo) C roB 

olur. Burada r0 >O (2.3.25} ile tanımlanır. 
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H E (0, oo) olsun. UH ile 

llu(t) ll :S H, tE [to, B] 

geometrik kısıtını saglayan u(·) E U mümkün kontrol fonksiyonların ailesi 

gösterilsin. 

(2.3.21) sisteminin tüm u(·) E UH mümkün kontrol fonksiyonları tarafından 

üretilen çözümlerinin kümesi XİI(to, Xo) ile gösterilsin. Ayrıca, tE [to, eı için 

XİI(t;to,Xo) = {x(t) E lRn: x(·) E XİI(to,Xo)} 

olsun. 

Aşagıdaki teorem (2.3.22) kısıtı ile verilen (2.3.21) sisteminin X(t; t0 , X 0 ) 

erişim kümeleri ile, integral sınırlılık ile beraber geometrik sınırlı da olan u(·) E 

UH kontrol fonksiyenlara karşılık gelen XİI(t; t0 , X 0 ) erişim kümeleri arasındaki 

Hausdorff uzaklık için bir degerlendirme vermektedir. 

Teorem 2.3.3. Her tE [to, B] için 

p 

a(X(t; to, Xo), XİI(t; to, Xo)) :S 2L2 ;;~ı [1 +(B- to)Lı exp ((B- to)Lı)] 

eşitsizligi saglanır. Üstelik, her t E [to, B] için H-+ oo iken 

a(X(t; t0 , xo), XİI(t; to, xo)) -+O 

olur. 

Kanıt. UH c u oldugundan, her tE [to, eı için 

XİI(t; to, Xo) C X(t; to, Xo) 

olur. 

x(·) E X(t0 , X 0 ) keyfi bir çözüm olsun. 0 zaman her tE [to, B] için 

x(t) = Xo + tj(T,X(T),u(T))dT 
}to 
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olacak şekilde x0 E X 0 ve u(·) E U vardır. Bu u(·) E U kontrol fonksiyonu 

yardımıyla, 

{ 

u(t) , llu(t) ll ::; H 
u*(t) = u(t) 

llu(t)IIH , llu(t)ll >H 
(2.3.31) 

fonksiyonu tanımlansın. 

u*(-) E U'H oldugu açıktır. (2.3.21) sisteminin u*(·) E U'H kontrol fonksiyo­

nu tarafından üretilen çözümü x*(·) E X'H(t0 , X0 ) ile gösterilsin. Bu durumda 

her t E [to, B] için 

olur. Buradan, her t E [t0 , B] için 

llx(t)- x*(t)ll ::; {tllf(T, x(T), u(T))- j(T, x*(T), u*(T))IIdT 
}to 

olur. 2.3.A. koşulu kullanılırsa, her t E [t0 , B] için 

(2.3.32) 

llx(t)- x*(t)ll::; Lı tllx(T)- x*(T)IIdT + L2 tllu(T)- u*(T)IIdT (2.3.33) 
}~ }~ 

olur. 

Dt= {TE [to, t]: llu(T)II >H} 

olsun. Bu durumda [t0 , t] \Dt = {T E [to, t] : llu(T)II ::; H} olur. (2.3.31) 

ifadesi ve u*(·) kontrol fonksiyonunun tanımlanışından her TE [t0 , t] \Dt için 

llu(T)- u*(T)II =O olur. O halde (2.3.33) ifadesi her tE [t0 , B] için 

llx(t)- x*(t)ll::; Lı {tllx(T)- x*(T)IIdT + L2 { llu(T)- u*(T)IIdT (2.3.34) 
lto Jnt 

şekline dönüşür. Öte yandan, tE Dt iken llu(T)II >H ve u(·) E U oldugundan 

ya da, 

(2.3.35) 



olur. Burada p,(rlt) ile rlt kümesinin Lebesgue ölçümü gösterilmektedir. Öner­

me 1. 1.12 Hölder integral eşitsizligi kullanılırsa, 

(2.3.36) 

olur. u(·) E U ve u*(·) E U oldugundan önerme 1.1.13 Minkowski eşitsizligi 

kullanılırsa, 

elde edilir. Böylece (2.3.35) - (2.3.37) den 

[ 

p,p 
llu(r)- u*(r)lldr::; 2 HP~ı 

fıt 

olur. Bu ifade (2.3.34) de yerine yazılırsa, 

l
t fjp 

llx(t)- x*(t)ll::; Lı llx(r)- x*(r)lldr + 2L2 HP~ı 
to 

p 

olur. Bu ifadeye v(t) = llx(t)- x*(t)ll, h(t) = 2L2 ;~ı ve 'lj;(t) = Lı için 

önerme 1.1.1 7 Gronwall eşitsizligi uygulanırsa, her t E [t0 , e] için 

p,p [ ~ 
llx(t)- x*(t)ll ::; 2L2 HP~ı + exp ((e- to)Lı) 2L2 HP~ı Lıdr 

fıt 
p,p 

::; 2L2 HP~ı [1 +(e- to)Lı exp ((e- t0 )Lı)] 

olur. O halde keyfi x(·) E X(t0 , X 0 ) çözümü için 

p,p 
llx(t)- x*(t)ll ::; 2L2 HP~ı [1 +(e- to)Lı exp ((e- to)Lı)J, tE [to, eı 

olacak şekilde x*(·) E XH:(t0 , X 0 ) çözümünün var oldugu kanıtlanmış olur. Bu 

ise her t E [to, e] için 
p 

X(t; to, X o) c Xl.r(t; to, Xo)2L2 ;~ı [1 +(e- to)Lı exp ((e- to)Lı)]B 
(2.3.38) 

anlamına gelir. O halde (2.3.29), (2.3.38) ve önerme 1.1.19 kullanılırsa, her 

t E [to, e] için 
p 

a(X(t; to, Xo), Xl.r(t; to, Xo)) ::; 2L2 ;~ı [1 +(e- to)Lı exp ((e- to)Lı)] 

eşi tsizligi saglanır. D 
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. . . . . . 
3 QUASI-LINEER SISTEMLERIN ERIŞIM 

.. . . 
KUMELERININ YAKLAŞlK OLARAK HE-

SAPLANMASI 

Bu bölümde erişim kümelerinin yaklaşık olarak hesaplanması için nümerik 

bir yöntem verilecektir . 

. 
3.1 Integral Sınırlı ve Karma§ık Sınırlı Quasi-Lineer 

Kontrol Sistemlerin Eri§im K üm el eri Arasındaki 1-

Kontrol sistemin bir [to' e ı aralıgındaki davranışı, X E IR. n sistemin n­

boyutlu durum vektörü, u E IR.m m-boyutlu kontrol vektörü, f(t, x(t)) n­

boyutlu vektör degerli fonksiyon, B(t, x(t)) n x m-boyutlu matris fonksiyon 

ve tE [to, OJ zamanı göstermek üzere, 

x(t) = f(t, x(t)) + B(t, x(t))u(t), x(t0 ) = xo (3.1.1) 

diferansiyel denklemi ile verilsin. 

(3.1.1) sisteminin u(·) kontrol fonksiyonları u(·) E Lp([t0 , OJ, IR.m) olmak 

üzere, 

{

0

llu(t) IIPdt :::; f-tb, /Lo > O, 1 < p < oo 
}to 

integral eşitsizligi ile sınırlandırılmış olsun. 

(3.1.2) 

Ayrıca (3.1.1) denkleminin sag tarafı 2.l.A. ve 2.l.B. koşullarını saglasın. 

(3.1.1) sisteminin tüm mümkün kontrol fonksiyonlarının kümesi U, (t0 , x 0 ) 

başlangıç noktasından çıkan ve tüm u(·) E U mümkün kontrol fonksiyonlarının 

Ürettigi çözümler kümesi ve t E [to, OJ anındaki erişim kümeleri ise sırasıyla 

X(t0 , x0 ) ve X(t; t0 , x0 ) ile gösterilsin. Z(t0 , x0 ) ile, (3.1.2) kısıtı ile verilen 

(3.1.1) sisteminin (t0 , x 0 ) başlangıç noktasıyla integral tüneli gösterilsin. Sonuç 
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2.1.7 den dolayı Z(t0 , x0 ) c D olacak biçimde 

D= {(t,x) E [to, B] X IRn: llxll:::; r} (3.1.3) 

silindiri vardır. Burada r, (2.1.6) ile tanımlanmı§tır. 

Bu bölümde, 2.1.A. ko§ulundaki D kümesi olarak, (3.1.3) ile tanımlanan D 

silindiri göz önüne alınacaktır. 

H E (0, oo) olsun. Uı ile 

llu(t) ll :::; H, tE [to, OJ 

geometrik kısıtını da saglayan mümkün kontrol fonksiyonların kümesi göste-

rilsin. Yani, 

Uı = {u(·) E U: llu(t) ll :::; H, tE [to, OJ} 

olur. Açıktır ki Uı karma§ık sınırlı kontrol fonksiyonlar kümesidir. 

(3.1.1) sisteminin tüm mümkün u(·) E Uı kontrol fonksiyonları tarafından 

üretilen tüm çözümlerinin kümesi X ı ( t 0 , x0 ) ile gösterilsin. Benzer §ekilde 

(3.1.1) sisteminin tüm mümkün u(·) E Uı kontrol fonksiyonları tarafından 

Üretilen çözümlerinin bir t E [to, OJ anında ula§tıkları noktaların kümesi, bir 

ba§ka ifade ile t E [to, OJ anındaki eri§im kümesi, 

ile gösterilsin. 

Xı(t;to,xo) = {x(t) E IRn : x(·) E Xı(to,xo)} 

Kı= max IIB(t, x)ll, 
(t,x)ED 

p-1 

c*= Lı(B- to)+ L2 p,0 (0- to) ı;-, 

(3.1.4) 

(3.1.5) 

olmak üzere a§agıdaki önerme integral sınırlı ve karma§ık sınırlı lineer olmayan 

kontrol sistemlerin eri§ im kümeleri arasındaki ili§kiyi vermektedir. 

Önerrne 3.1.1. Her tE [to, OJ için 
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dir. Üstelik, her t E [to, B] için H ---+ oo iken 

a(X(t;to,xo),Xı(t;to,xo))---+ O 

olur. 

Kanıt. Uı C U oldugundan her tE [t0 , B] için 

Xı(t;to,xo) C X(t;to,xo) (3.1.6) 

olur. 

x(·), (3.1.2) kısıtı ile verilen (3.1.1) sisteminin keyfi bir çözümü olsun. 

Yani, x(·) E X(to, Xo) keyfi olsun. o zaman Vt E [to, eı için 

x(t) = x0 + t [j(T, x(T)) + B(T, x(T))u(T)] dT 
}to 

olacak biçimde u(·) E U vardır ve x(t) E X(t; t0 , x0 ) olur. Bu u(·) E U kontrol 

fonksiyonu yardımıyla her t E [to, OJ için, 

{ 

u(t) 
u*(t) = u(t) 

llu(t)ll 

, llu(t) ll :::; H 

, llu(t)ll >H 

kontrol fonksiyonunu tanımlansın. Bu durumda, 

ve her t E [to, B] için llu*(t) ll :::; H oldugundan yukarıdaki gibi tanımlanan u*(·) 

kontrol fonksiyonu U1 kümesinin elemanı olur. (3.1.1) sisteminin u*(·) E U1 

kontrol fonksiyonu tarafından üretilen çözümü x* (·) E X ı (to, x0 ) ile gösterilsin. 

0 zaman her t E [to, 0] için 

x*(t) = x0 + t [j(T, x*(T)) + B(T, x*(T))u*(T)] dT 
}to 

şeklinde yazılabilir ve x*(t) E X 1 (t; t0 , x0 ) olur. Buradan x(·) ve x*(·) çözüm­

lerinin farklarının normu alınacak olursa her t E [to, OJ için, 

llx(t)- x*(t)ll :::; {tllf(T,x(T))- j(T,x*(T))IIdT+ 
}to 

+ tiiB(T,x(T))u(T)- B(T,x*(T))u(T)IIdT 
}to 

45 



elde edilir. Kı = max IIB(t, x) ll oldugundan 2.l.A. koşulu kullanılırsa, her 
(t,x)ED 

t E [t0 , B] için 

llx(t)- x*(t)ll < Lıltllx(T)- x*(T)IIdT+ 
t.p 

+111B(T,x*(T))IIIIu(T)- u*(T)IIdT 
to 

+ 1tllu(T)IIIIB(T,x(T))- B(T,x*(T)IIdT 
~t t 

< Lılllx(T)- x*(T)IIdT + L2111u(T)IIIIx(T)- x*(T)IIdT+ 
to to 

+Kıltllu(T)- u*(T)IIdT 
to 

< 1t(Lı + L211u(T)II)IIx(T)- x*(T)IIdT+ 
to 

+Kıltllu(T)- u*(T)IIdT 
to 

(3.1.7) 

olur. 

(3.1.7) ifadesini hesaplamak için 

Dt= {TE [to, t] llu(T)II >H} 

kümesi tanımlansın. Bu durumda [t0 ,B]\Dt ={TE [t0 ,t] : llu(T)II:::; H} olur. 

u* ( ·) fonksiyonun tanımlanışından her T E [ t 0 , B]\ Dt için ll u ( T) -u* ( T) ll = O 

olacagı açıktır. 

Ayrıca p,(Dt), Dt kümesinin Lebesque ölçümü göstermek üzere, 

eşitsizligi geçerlidir. Buradan 

(3.1.8) 
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elde edilir. (3.1.8) ifadesi, Hölder ve Minkowski eşitsizlikleri kullanılırsa, 

oldugu elde edilir. 

O halde (3.1.9) den her t E [t0 , B] için 

KıltJJu(T)- u*(T)jjdT =Kı ( { jju(T)- u*(T)jjdT+ 
~ illi 

+ { JJu(T)- u*(T)jjdT) =Kı { jju(T)- u*(T)jjdT .S 
J[to,t]\fl,t Jrıt 

K 2J.lb < ı-­- HP-ı 

(3.1.9) 

(3.1.10) 

yazılabilir. Bu durumda, (3.1.7) ve (3.1.10) den, her tE [to, B] için 

2pp lt 
llx(t)- x*(t)ll::; Kı HP~ı + (Lı+ L2Jiu(T)il)llx(T)- x*(T)jjdT 

to 

oldugu bulunur. Bu ifade için önerme 1.1.1 7 Gronwall eşitsizligi 
2pp 

v(t) = llx(t)- x*(t)JJ, h(t) = Kı HP~ı ve '1/J(T) = (Lı+ L2Jiu(T)il) için kul-

lanılırsa, 

c= exp u: (Lı+ L,[[u(r)fl)dr) 

olmak üzere, 

bulunur. Önerme 2.1.5 den 

l e (Lı + L2Jiu( T) ll)dT .S Lı (B- to) + L2(B- to) p;ı J.lo 
to 

oldugundan ve (3.1.5) den her tE [t0 , B] için, 

2pp 
llx(t)- x*(t)ll .S Kı HP~ı (1 +c* exp(c*)) 
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elde edilir. x(·) E X(t0 , x0 ) sistemin keyfi bir çözümü oldugundan (3.1.11) den 

her t E [t0 , B] için, 

2pP 
X(t; to, xo) c Xı(t; to, xo) +Kı HP~ı (ı+ c* exp(c*))B (3.l.ı2) 

kapsaması elde edilir. O halde (3.1.6) ve (3.l.ı2) kapsamaları ile önerme ı.ı.ıg 

kullanılırsa, her t E [t0 , B] için, 

2pP 
a(X(t; t0 , xo), Xı(t; t0 , xo)) ~Kı HP~ı (ı+ c* exp(c*)) 

olur. D 

3.2 Parçalı Sabit Kontrol Fonksiyonlar 

f ={to, tı, ... , tN= B} ile [to, B] aralıgının 

olacak şekildeki düzgün bir bölüntüsü gösterilsin. Bu bölüntü yardımıyla, 

U2 ={u(·) E Uı: u(t) = ui, Vt E [ti, ti+ı), i= O, 1, ... , N- ı} (3.2.ı3) 

kontrol fonksiyonlar kümesi tanımlansın. Bir başka ifadeyle U2 kümesi i = 

O, ı, ... , N- ı için [ti, ti+l) aralıgında sabit, karmaşık sınırlı kontrol fonksiyon­

ların bir ailesi olsun. Bu durumda U2 c Uı c U oldugu açıktır. 

(3.1.ı) sisteminin tüm mümkün u(·) E U2 kontrol fonksiyonları tarafından 

üretilen çözümler kümesi ile, t E [t0 , B] anındaki erişim kümeleri sırasıyla 

X2(to, x0 ) ve X2(t; t 0 , x 0 ) ile gösterilsin. Ayrıca, 

K 1 = max IIB(t, x)ll, 
(t,x)ED 

K2 = max llf(t, x)ll, 
(t,x)ED 

w*(~)= max IIB(t, x)- B(T, y)ll, 
(t,x)ED, (T,y)ED 

Jt-TJ<.6., JJx-yJJ<.6. 
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p-1 E=l 
Ç(ô.) = 2t-tow*(ıp(ô.))(B- t0 )----p + 2t-t0 Kıô. P (3.2.18) 

olsun. 

D C [t0 , B] x Rn kompakt küme, B(t, x) sürekli n x m-boyutlu matris 

fonksiyon oldugundan, ô.--+ o iken w*(ô.) ..ı o+ olur. 

Aşagıdaki önerme X ı (t; t0 , x 0 ) ve X2(t; t0 , x 0 ) erişim kümeleri arasındaki 

Hausdorff uzaklıgı için bir degerlendirme vermektedir. 

Önerme 3.2.1. Her tE [t0 , B] için 

olur. Burada c* (3.1. 5) ile tanımlanan sabittir. 

Kanıt. U2 c Uı oldugundan her tE [to, B] için 

(3.2.19) 

kapsaması dogru olur. 

x(·) E Xı(t0 ,x0 ) keyfi bir çözüm olsun. O zaman Vt E [t0 ,B] için 

x(t) = x0 +lt [j(T, x(T)) + B(T, x(T))u(T)] dT 
to 

olacak şekilde u(·) E Uı vardır. Bu u(·) E Uı kontrol fonksiyonu yardımıyla 

ı rti+ı 
u*(t) = ô.}t; u(T)dT, tE [ti, ti+ı) 

şeklinde yeni bir u*(·) kontrol fonksiyonu tanımlansın. Bu durumda u(·) E 

UH C U oldugundan, her tE [ti, ti+ı) için 

(3.2.20) 

elde edilir. Açıktır ki, her t E [ti, ti+l) için 
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olur. Bu e§itsizliginin sag tarafına önerme 1. 1.12 Hölder integral e§itsizligi 

uygulanacak olursa, 

elde edilir. E§itsizligin her iki tarafının p. kuvveti alınırsa, 

ve buradan 

(3.2.21) den 

olur. O halde, buradan 

~ t+' llu,(T)IIPdT 

< ~ {HIIu(T)IIPdT 

l o llu(T)IIPdT:::; f.Lb 
to 

(3.2.21) 

(3.2.22) 

dır. Böylece, (3.2.20) ve (3.2.22) ifadelerinden, yukarıdaki §ekilde tanımla­

nan u*(·) kontrol fonksiyonunun u2 kümesinin elemanı oldugu görülmÜ§ olur. 

(3.1.1) sisteminin (to, x0) ba§langıç noktasından çıkan ve u*(·) E U2 kontrol 

fonksiyonu tarafından üretilen çözümü x*(·) ile gösterilirse, x*(·) E X2(to,x0) 

olur ve her t E [t0 , OJ için, 

x*(t) = x0 +lt [j(T, x*(T)) + B(T, x*(T))u*(T)] dT 
to 

olur. Eger x(·) ve x*(·) çözümlerinin farkının normu alınacak olursa, her t E 
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[to, B] için 

//x(t)- X*(t)/1 < rl/j(T,X(T))- j(T,X*(T))I/dT+ 
}to 

+ll lot [B(T, x(T))u(T)- B(T, x*(T))u*(T)] dT ll 
< rl/j(T, X(T))- j(T, X*(T))I/dT+ 

}to 

+ll lot [B(T, x(T))- B(T, x*(T))]u(T)dTII + 
+ 111

0

tB(T,x*(T))[u(T)- u~(T)]dTII 
olur. 2.l.A. koşulu kullanılırsa, her t E [t0 , B] için 

1/x(t)- x*(t)/1 :S Lı rtl/x(T)- x*(T)I/dT + L2 rl/x(T)- x*(T)/11/u(T)//dT+ 
lto lto 

ya da 

+ll lot B(T, x*(T))[u(T)- u*(T)]dTII 

1/x(t)- x*(t)/1 < r (Lı+ L21/u(T)I/)I/x(T)- x*(T)I/dT+ 
}to 

+ 111
0

tB(T, x*(T))[u(T)- u*(T)]dTII 

elde edilir. 

(3.2.23) 

Elde edilen bu ifade de 111
0

tB(T, x*(T))[u(T)- u*(T)]dTII terimi yeterince 

küçük tutulabilirse, önerme ı. ı. ı 7 Gronwall eşitsizligi kullanılarak, 1/x(t) -

x* (t) 1/ normunun küçük oldugu kanıtlanabilir. 

Bunun için önce II.J.:'B(T,x,(T))[u(T)- u,(T)jdTII ifadesi hesaplansın. 
t E [tk, tk+ı) olacak şekilde k = O, ı, 2, ... , N- ı sayısı vardır. Buradan, 

= f [<+' B(T, x,(T))[u(T)- u,(T)jdT+ 
i=O t; 

+ltB(T,x*(T))[u(T)- u*(T)jdT 
tk 

(3.2.24) 

yazılabilir. Öte yandan, u* ( ·) kontrol fonksiyonun tanımlanışından, her t E 

[tk, tk+ı) için 
fti+ı 

~u*(t) =lt; u(T)dT 

sı 



oldugu bulunur. Buradan ise 

oldugu elde edilir. Bu ise 

(3.2.25) 

olması demektir. O halde (3.2.25) kullanılırsa, 

l'+' B(r, x,(r))[u(r)- u,(r)]dr = l'+' [B(r, x,(r))- B(t,, x(t,))] 

[u(r)- u*(r)]dr + 1ti+1

B(ti, x*(ti))[u(r)- u*(r)]dr = 

= 1ti+ı [B(r, x*(r))- B(ti, x*(ti))][u(r)- u*(r)]dr 

olur. Her iki yanının normu alınırsa, 

ıı['+' B(r, x,(r))[u(r)- u,(r)]dr]] < [H' (]]B(r, x,(r))- B(t,, x,(t,))]] 

llu(r)- u*(r)ll)dr 

bulunur. t E [ti, ti+l) için 

oldugundan, 

yazılabilir. 

ve 

oldugundan, 

Kı= max IIB(t, x)ll 
(t,x)ED 

K2 = max llf(t, x)ll 
(t,x)ED 
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bulunur. Bu ifadeye önerme ı.ı.ı2 Hölder integral eşitsizligi uygulanırsa, her 

t E [ti, ti+ı) için 

ep(~) 

elde edilir. Burada ep(~) (3.2.ı6) ile tanımlanmıştır ve ~ --+O için ep(~) --+O 

dır. Genelligi bozmaksızın ~ ::; ep(~) alınabilir. O halde t E [ti, ti+ı) için 

oldugundan, (3.2.ı 7) kullanılarak 

lt;+ıiiB(T,x*(T))- B(ti,x*(ti))llllu(T)- u*(T)jjdT :S 

:S w*( ep(~)) lti+ı llu(T)- u*(T)jjdT 

bulunur. O halde buradan ve (3.2.26) eşitsizliginden keyfi i = ı, 2, ... k - ı 

için 

llt+' B(r, x,(r))[u(r)- u,(r)]drll :S w'(ıp(b.)) t+' llu(r)- u,(r)lldr 

oldugu elde edilir. O zaman son eşitsizlikten 

~ t+' B(r,x,(r))[u(r)- u,(r)]dr :S 

:S~ llt+' B(r, x,(r))[u(r)- u,(r)]drll S 

:S w*(ep(~)) I: lti+ı llu(T)- u*(T)jjdT :S 

:S w*(ep(:;) ftkllu(T)- u*(T)jjdT 
lto 

oldugu bulunur. ı.ı.ı2 Hölder integral eşitsizligi uygulanırsa, 

(3.2.27) 

(3.2.28) 

elde edilir. u*(·) E U2 C U ve u(·) E U oldugundan ve önerme l.l.ı3 Minkowski 

eşi tsizliginden, 
ı ı 

< (l:k llu(T)jjPdT) p + (l:k llu*(T)jjPdT) p 

< 2p,o 
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olur. O halde bu son e§itsizlikten, (3.2.27) ve (3.2.28) ifadelerinden 

f 1'+' B(T, x,(T))[u(T)- u,(T)]dT 
i=O ti 

p-1 
< w*(cp(Ll))2J.Lo(tk- t0 )1> 

p-1 
< 2J.Lo(()- to)1>w*(cp(Ll)) 

(3.2.29) 

oldugu elde edilir. 

t E [tk, tk+ı) oldugundant-tk < Ll olur. Sırasıyla Hölder ve Minkowski e­

§itsizlikleri kullanılırsa, u(·) E U, u*(·) E U2 ve Vr E [tk, t] için llE( r, x*( r)) ll ::::; 

Kı oldugundan 

lll:B(T,x,(T))(u(T)- u,(7))d711 < 1tiiB(r,x*(r))llllu(r)- u*(r)lldr 
tk 

< Kıltllu(r)- u*(r)lldr 
tk 

< Kı u: dT) t ({11u(7)- u,(T)IIPdT); 

< Kı(t- t,)"if [ u:ılu(7)11Pd7) t + 

+ U:ııu,(7)11Pd7) *] 
p-1 

::::; Kıll 1>2J.Lo 

(3.2.30) 

oldugu elde edilir. O halde (3.2.24), (3.2.29), (3.2.30) ve Ç(Ll) nın tanımından 

111
0

tB(r,x*(r))(u(r)- u*(r))drll ::::; 2J.L0 (()- t 0)7w*(cp(Ll))+ 

+2J.LoKıllp;1 (3.2.31) 

Ç(Ll) 

oldugu bulunur. Eger (3.2.31) ifadesi (3.2.23) de yerine yazılacak olursa, her 

t E [to, OJ için 

llx(t) - x*(t) ll ::::; lt (Lı+ L2llu( r) ll) llx(r) - x*(r) ll dr+ Ç(Ll) 
to 

olur. Son olarak, önerme 1.1.17 Gronwall e§itsizligi v(t) = llx(t)- x*(t)ll, 
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h(t) = Ç(~) ve 1/J(r) =Lı+ L2llu(r)ll için kullanılacak olursa, 

c= exp (/..' L 1 + L 2 jju(T)jjdT) 

olmak üzere, her t E [to, e] için 

llx(t)- x*(t)ll :S Ç(~) +c lt Ç(~)(Lı + L2llu(r)ll)dr 
to 

ya da 

llx(t)- x*(t)ll :S Ç(~) +eÇ(~) lt (Lı+ L211u(r)ll)dr 
to 

elde edilir. Önerme 2. 1. 5 kullanılırsa, 

llx(t) - x*(t) ll :S Ç(~) + Ç(~) (Lı (e- to) + L2J-lo(e- t0 ) p;ı) 

exp (Lı (e- to)+ L2J-lo(e- t0 ) 9) 
E=-!. 

olur. c*= Lı(e- to)+ L2J-lo(e- to) P oldugundan her tE [t0 , e] için 

elde edilir. 

(3.2.32) 

O halde x(·) E Xı(t0 , x0 ) keyfi bir çözüm oldugundan, (3.2.32) ifadesinden 

her t E [to, e] için 

(3.2.33) 

kapsaması elde edilir. 

Böylece (3.2.19) ve (3.2.33) kapsamaları ve önerme 1.1.19 kullanılırsa, kanıt 

tamamlanmış olur. D 

Onerme 3.2.1 den aşagıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.2.2. Vt E [to, e] için~--+ O iken 

a(Xı(t; to, xo), X2(t; to, xo))--+ O 

olur. 
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3.3 Parçalı Sabit ve Normları Düzgün Bölüntüde Olan 

Kontrol Fonksiyonlar 

f* = {Yo =O, Yı, ... , YR =H} ile j =O, ı, 2, ... , R- ı için 

H A* 
Yj+l - Yj = - = u 

R 

olmak üzere, [0, H] aralıgının düzgün bölüntüsü gösterilsin. 

f* bölüntüsü kullanılarak (3.2.ı3) ile tanımlanan u2 mümkün kontrol fonk­

siyonlar ailesinin aşagıdaki gibi bir alt ailesi tanımlansın. 

U3 ={u(·) E U2: jju(t)jj = Y}; E f*, Vt E [ti, ti+ı), i= O, ı, ... , N- ı} 

(3.3.34) 

Bu durumda, U3 kontrol fonksiyonları ailesi, normları f* düzgün bölüntü­

sünde olan, parçalı sabit mümkün kontrol fonksiyonların kümesi olur. Ayrıca 

U3 c U2 c Uı c U kapsaması dogru olur. 

(3.l.ı) sisteminin, tüm u(·) E U3 mümkün kontrol fonksiyonları tarafından 

üretilen çözümleri kümesi X3(to, Xo), t E [to, eı anındaki erişim kümesi ise 

X 3 (t; t0 , x0 ) ile gösterilsin. Bu durumda keyfi tE [ti, ti+ı) için (i= O, ı, ... , N­

ı) llu(t)ll = Y}; olacak biçimde Y}; E f* vardır. 

u(·) E U3 olsun. Bu durumda, u(-) mümkün kontrol fonksiyonu (3.1.2) 

eşitsizligini sagladıgından, 

olur. Buradan 
N-ı p 

"" ~ < /Lo LYJ;- .6. 
i=O 

(3.3.35) 

elde edilir. 0 halde u(·) E U3 kontrol fonksiyonunun (3.1.2) integral eşitsizligini 

saglaması yerine (3.3.35) eşitsizligini saglaması yeterlidir. 

Aşagıdaki önerme sırasıyla U2 ve U3 mümkün kontrol fonksiyonlar ailelerine 

karşılık gelen X 2 (t; t0 , x 0 ) ve X 3 (t; t0 , x 0 ) erişim kümeleri arasındaki Hausdorff 

uzaklıgı için bir degerlendirme vermektedir. 
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Önerme 3.3.1. Her tE [to, OJ için 

eşitsizligi saglanır. Burada Kı ve c* sırasıyla (3.1.4) ve (3.1.5) ile tanımlanan 

sabitlerdir. 

Kanıt. U3 C U2 oldugundan, her t E [to, OJ için 

(3.3.36) 

olur. 

Keyfi x(·) E X2(to, xo) olsun. 0 zaman her tE [t0 , OJ için 

x(t) = x0 +lt [j(T, x(1)) + B(1, x(1))u(1)] dT 
to 

(3.3.37) 

olacak biçimde u(·) E U2 kontrol fonksiyonu vardır. Bu durumda her tE [t0 , OJ 

için x(t) E X2(t; to, xo) olur. 

u(·) E U2 ve U2 parçalı sabit fonksiyonların kümesi oldugundan, her t E 

[ti, ti+ı) için u(t) = Ui (i= o, ı, ... , N -l) olur. Bu u(·) E u2 kontrol fonksiyonu 

yardımıyla 

u*(-) fonksiyonu tanımlansın. Burada Yji ile ll ui ll E [yji, Yji+ı) olacak şekildeki 

Yji E f* ögesi gösterilmektedir (Eger lluill =H ise Yji = YR =H olarak kabul 

edilir). Bu durumda u* ( ·) fonksiyonu U3 fonksiyonlar ailesinin bir ögesi olur. 

Açıktır ki, t E [ti, ti+ı) için 
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olur. Buradan, 

olur. Ayrıca, keyfi tE [ti, ti+ı) için llu*(t)ll = Yji :S H dir. Böylece, u*(·) E U3 

olur. 

i = O, ı, ... , N- ı seçilsin ve sabitlensin. O zaman u*(·) E U3 kontrol 

fonksiyonunun tanımından, her t E [ti, ti+ı) için 

llu(t) - u* ( t) ll llui- yj;[luill-1uill 
ll(ı- Yjilluill-1)uill 
llluill- Yj;[ lluill 

lluill 
llluill- Yjil 

olur. i = O, ı, ... , N - ı keyfi sabitlenmi§ oldugundan, son e§itsizlikten her 

t E [t0 , B] için 

llu(t) - u*(t) ll :S ~ * (3.3.38) 

e§i tsizligi dogrud ur. 

(3.1.ı) sisteminin u*(·) E U3 kontrol fonksiyonu tarafından üretilen çözümü 

x*(·) ile gösterilsin. O zaman her tE [t0 , B] için 

x*(t) = x0 +lt [f(r, x*(r)) + B(r, x*(r))u*(r)] dr 
to 
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ve x*(t) E X3(t; to, Xo) olur. Buradan, her tE [to, eı için 

llx(t)- x*(t)ll :::; ltllf(T,x(T))- j(T,x*(T))IIdT+ 
to 

+ltiiB(T,x(T))u(T)- B(T,x*(T))u*(T)IIdT 
to 

< ltllf(T, x(T))- j(T, x*(T))IIdT+ 
to 

+ltiiB(T,x(T))- B(T,x*(T))IIIIu(T)IIdT+ 
to 

+ltiiB(T,x*(T))IIIIu(T)- u*(T)IIdT 
to 

olur. 2.1.A. koşulu kullanılırsa, her t E [to, B] için 

ya da 

llx(t)- x*(t)ll < lt (Lı+ L211u(T)II)IIx(T)- x*(T)IIdT+ 
to 

+ltiiB(T,x*(T))IIIIu(T)- u*(T)IIdT 
to 

olur. Kı = max IIB(t, x) ll oldugundan ve (3.3.38) ifadesi kullanılırsa, her tE 
(t,x)ED 

[to, eı için 

llx(t)- x*(t)ll:::; lt (Lı+ L211u(T)II)IIx(T)- x*(T)IIdT + Kıltl::!..*dT 
~ ~ 

ya da 

llx(t)- x*(t)ll :::; lt (Lı+ L211u(T)II)IIx(T)- x*(T)IIdT + Kıl::!..*(B- to) 
to 

oldugu elde edilir. Bu ifadeye v(t) = llx(t)- x*(t)ll, h(t) = Kıl::!..*(B- t0 ) ve 

'ljJ(T) =Lı+ L2llu(T)II için önerme 1.1.17 Gronwall eşitsizligi uygulanırsa, 

C= exp u: (Lı + L,llu( T) ll)dT) 

olmak üzere, her t E [to, B] için 

llx(t)- x*(t)ll:::; Kıl::!..*(B- to)+ cKıl::!..*(B- to)lt (Lı+ L211u(T)II)dT 
to 
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bulunur. Önerme 2.1.5 den 

l t (Lı+ L211u(T)II) dT :S Lı(()- to)+ L2(()- to) p;ı !Lo 
to 

E=l 
ve c* =Lı(()- to)+ L2p,o(()- to) P oldugundan, her tE [to,()] için 

bulunur. x(·) E X2(to, xo) keyfi seçildiginden, her tE [to, ()j için 

(3.3.39) 

olur. O halde (3.3.36) ve (3.3.39) kapsamaları ve önerme ı.ı.ı9 den kanıt 

tamamlanmış olur. D 

Önerme 3.3. ı den aşagıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.3.2. Her tE [to,()] için~* -+O iken 

olur. 

3.4 Birim Kürenin Delta Agı ve Sonlu Sayıda Kontrol 

Fonksiyonlar K üm esi 

S = {u E Rm : ll u ll = ı} ile m-boyutlu Öklid uzayının birim küresi, 

f = {So, Sı, ... , Sp} ile ise S birim küresinin verilen bir r5 > 0 sayısına karşılık 

gelen sonlu 6-agı gösterilsin. 

r yardımıyla aşagıdaki gibi tanımlı kontrol fonksiyonların yeni bir u4 ailesi 

tanımlansın. 

U4 {u(·) E U3: u(t) = Yj;Se;ı tE [ti, ti+l), Yj; E f*, 

Se; Er, i= o, ... ,N- ı}. 

Bu durumda, U4 kontrol fonksiyonları ailesi, normları f* bölüntüsünde olan 

sonlu sayıda parçalı-sabit kontrol fonksiyonların ailesi olur. Açıktır ki, 

60 



olur. 

(3.l.ı) sisteminin u(·) E U4 kontrol fonksiyonları tarafından üretilen çözüm­

lerinin kümesi X4(to, xo) ile, t E [to, eı anındaki erişim kümesi ise X4(t; to, Xo) 

ile gösterilsin. 

Bu durumda, aşagıdaki önerme 3.3.34 ile tanımlı U3 kontrol fonksiyonlar 

ailesine karşılık gelen X 3(t; t0 , x0 ) erişim kümesi ile X 4(t; t0 , x0 ) erişim kümesi 

arasındaki Hausdorff uzaklıgı için bir degerlendirme vermektedir. 

Önerme 3.4.1. Her tE [to, OJ için 

eşitsizligi dofjrudur. Burada K 1 ve c* sırasıyla {3.1.4) ve (3.1.5) ile tanımlanan 

pozitif sabitlerdir. 

Kanıt. U4 C U3 oldugundan her tE [to, OJ için 

(3.4.40) 

olur. 

x(·) E X3(to, xo) keyfi bir çözüm olsun. 0 zaman her tE [to, OJ için 

x(t) = x0 +lt [f(T, x(T)) + B(T, x(T))u(T)] dT 
to 

olacak biçimde u(·) E U3 vardır. Bu durumda her t E [to, OJ için x(t) E 

X3(t; to, xo) olur. 

u(·) E U3 oldugundan, U3 kontrol fonksiyonları kümesinin tanımından, Yi; E 

f* olmak üzere, her tE [ti, ti+ı) (i= O, ı, ... , N- ı) için llu(t)ll =Yi; olur. 

O halde be; E S olmak üzere, her tE [ti, ti+ı) (i= O, ı, ... , N- ı) için 

olur. 

S kümesinde verilen, 6-agın tanımından, her be; E S için llbe; - seJI :::; 

6 olacak şekilde Se; E r elemanı vardır. Buradan u(.) kontrol fonksiyonu 
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yardımıyla, 

kontrol fonksiyonu tanımlansın. Bu durumda her tE [ti, ti+l) için 

olur. 0 halde u(·) E U3 oldugundan ve U4 Ün tanımından yukarıdaki gibi 

tanımlanan u* ( ·) E U4 olur. 

Ayrıca, her t E [t0 , B] için 

olur. 

llu(t) - u*(t) ll IIYj;bt; - Yj;se;[l 

- IIYj;(be;- seJII 

< oyj; ~oH 

(3.4.41) 

(3.1.1) sisteminin u*(·) kontrol fonksiyonu tarafından üretilen çözümü x*(·) 

ile gösterilsin. Bu durumda her t E [to, B] için 

x*(t) = Xo + rt [f(r,x*(r)) + B(r,x*(r))u*(r)] dr 
lto 

ve x*(·) E X 4 (t0 , x0 ) olur. x(·) ve x*(·) çözümlerinin farkının normu alınırsa, 

her t E [t0 , B] için 

llx(t)- x*(t)ll < rtllf(r,x(r))- f(r,x*(r))lldr+ 
}to 

+ riiB(r, x(r))u(r)- B(r, x*(r))u*(r)lldr 
}to 

< rllf(r, x(r))- f(r, x*(r))lldr+ 
}to 

+ ftiiB(r,x(r))- B(r,x*(r))llllu(r)lldr+ 
}to 

+ riiB(r,x*(r))llllu(r)- u*(r)lldr 
lto 

olur. 2.l.A. ko§ulu kullanılırsa, her tE [t0 , B] için 

llx(t)- x*(t)ll ~ Lı rllx(r)- x*(r)lldr + L2 rllx(r)- x*(r)llllu(r)lldr+ 
}tp lto 

+ { IIB(r,x*(r))llllu(r)- u*(r)lldr 
}to 
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ya da 

llx(t)- x*(t)ll < t (Lı+ L211u(T)II)IIx(T)- x*(T)IIdT+ 
lto 

+ tiiB(T,x*(T))IIIIu(T)- u*(T)IIdT 
lto 

olur. Kı= max IIB(t,x)ll oldugundan ve (3.4.41) ifadesi kullanılırsa, her tE 
(t,x)ED 

[t0 , B] için 

llx(t)- x*(t)ll :S t (Lı+ L211u(T)II)IIx(T)- x*(T)IIdT +Kı t6HdT 
}~ ho 

ya da, 

llx(t)- x*(t)ll :S {t (Lı+ L211u(T)II)IIx(T)- x*(T)IIdT + Kı6H(B- to) 
}to 

elde edilir. Bu ifadeye v(t) = llx(t)- x*(t)ll, h(t) = Kı6H(B- t0 ) ve 

'ljJ(T) =Lı+ L2llu(T)II için önerme 1.1.17 Gronwall eşitsizligi uygulanırsa, 

c= exp u: (Lı+ L,llu(r)ll)dr) 

olmak üzere, her t E [t0 , B] için 

llx(t)- x*(t)ll :S Kı6H(B- to)+ cKı6H(B- to) t (Lı+ L211u(T)II)dT 
}to 

elde edilir. Onerme 2.1.5 den 

t (Lı+ L211u(T)II) dT :S Lı(B- to)+ L2(B- to)~ t-ıo 
}to 

E..=1_ 

ve c* =Lı (B- t0 ) + L2p,0 (B- t0 ) P oldugundan, her tE [t0 , B] için 

olur. x(·) E X 3 (t0 , x0 ) keyfi seçildiginden, her tE [t0 , B] için 

(3.4.42) 

oldugu bulunur. O halde (3.4.40) ve (3.4.42) kapsamaları ile önerme 1.1.19 

kullanılacak olursa, her t E [to, B] için 

elde edilir. D 
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Onerme 3.4. ı den aşagıdaki sonuç elde edilir. 

Sonuç 3.4.2. Her sabittenmiş H> O için o--+ O iken her tE [t0 , OJ için 

a(X3(t; to, xo), X4(t; to, xo))--+ O 

olur. 

3.5 Diferansiyel Denklemlerin Çözümlerinin Euler Yak­

la§ımı 

Bu bölümde Euler yöntemi kullanılarak X 4 (0; t0 , x 0 ) erişim kümesi yaklaşık 

olarak hesaplanacaktır. Benzer yöntemler kullanılarak, her t E [t0 , O] için 

X 4 (t; t0 , x 0 ) erişim kümesi de yaklaşık olarak hesaplanabilir. 

Keyfi u(·) E U4 alınsın ve sabitlensin. (3.1.1) sisteminin u(·) E U4 kontrol 

fonksiyonu tarafından üretilen x(·) E X 4 (t0 , x0 ) çözümü, her tE [t0 , OJ için 

x(t) = x0 +lt [j(T,x(T)) + B(T,x(T))u(T)] dT 
to 

şeklinde yazılır. Bu çözüme karşılık gelen Euler yaklaşımı, 

z(t) = z(ti) + (t- ti)[f(ti, z(ti)) + B(ti, z(ti))u(ti)], 

z(to) = x(to) = x0 , tE [ti, ti+ı), i= O, ı, ... , N- ı 

olur. Tüm mümkün u(·) E U4 mümkün kontrol fonksiyanlarına karşılık ge­

len Euler dogrularının z(O) degerierinin kümesi Z(O; t 0 , x0 ) ile gösterilsin. Bu 

durumda Z(O; t 0 , x 0 ) kümesinin z(O) degerleri, Yj; E f* sayıları (3.3.35) eşit­

sizligini saglamak ve Se; E f olmak Üzere, 

(3.5.43) 

z(to) = Xo, Yj; E r*' Se; E r, i= o, ı, ... , N- ı 

recursive formülü ile hesaplanabilir. 

u4 kontrol fonksiyonlar kümesi sorrlu sayıda kontrol fonksiyondan oluştu­

gundan, Z(O; t 0 , x0 ) c Rn kümesi sorrlu sayıda noktadan oluşur. 
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Aşagıdaki önerme X4(0; t0 , x0 ) erişim kümesi ile Z(O; t0 , x0 ) kümesi arasın­

daki Hausdorff uzaklıgı için bir degerlendirme vermektedir. 

K*(tl) = max llf(t*, x*) - f(t*, x*) JJ, 
(t* ,x*)ED, (t.,x.)ED 

lt*-t.J:S~, JJx*-x.JJ:S~ 

ry*(tl) = K*(ifJ(tl)) + Hw*(ifJ(tl)), 

ry(tl) = tlrJ*(tl), 
(3.5.44) 

L =Lı +L2H, 

c* = ( (} - t0 ) exp(L( (} - to)) 

olsun. Burada w*(tl) ve ifJ(tl) fonksiyonları sırasıyla (3.2.ı 7) ve (3.2.ı6) 

ifadelerinde oldugu gibi tanımlanmış olsun. D C [t0 , OJ x IRn kompakt küme, 

f(·) : [t0 , B] xiRn--+ IRn sürekli fonksiyon oldugundan, tl--+ o+ iken K*(tl)--+ O 

olur. Bu durumda aşagıdaki önerme dogrudur. 

Onerme 3.5.1. 

a(X4(0; to, xo), Z(O; to, x0 )) :S c*r]*(tl) 

eşitsizligi dogrudur. 

Kanıt. u(·) E U4 keyfi bir kontrol fonksiyon olsun. 0 halde Yj; E f*, s.e; E f 

olmak üzere, her tE [ti, ti+ı) (i= O, ı, ... , N- ı) için 

(3.5.45) 

olur. (3.1.ı) sisteminin (3.5.45) ile tanımlanan u(·) E U4 kontrol fonksiyonu 

tarafından üretilen çözümü, x(·) E X 4 (t0 , x0 ) ile gösterilsin. O halde her t E 

[ti, ti+ı) için 

x(t) = x(ti) +lt [j(T, x(T)) + B(T, x(T))Yj;s.eJ dT 
(3.5.46) 

x(to) = x0 , i= O, ı, ... , N- ı 

olur. Bu durumda, u(·) E U4 kontrol fonksiyonuna karşılık gelen z(O) E 

Z(O; t 0 , x 0 ) noktası 

z(ti+ı) = z(ti) +tl [f(ti, z(ti)) + B(ti, z(ti))Yj;s.eJ 

z(t0 ) = x0 , i= O, ı, ... , N- ı 
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recursive formülü ile hesaplanır. 

(3.5.46) den her tE [ti, ti+ı) için 

llx(t)- x(ti)ll :S lt (llf(T,x(T))II + IIB(T,x(T))IIIIu(T)II) dT (3.5.48) 

olur. Burada u(T), TE [ti, ti+I) olmak üzere (3.5.45) ile tanımlıdır. 

Kı= max IIB(t, x)ll ve K2 = max llf(t, x)ll 
(t,x)ED (t,x)ED 

alınırsa, (3.5.48) den her tE [ti, ti+ı) için 

olur. Elde edilen bu son e§itsizlige önerme 1.1.12 Hölder integral e§itsizligi 

uygulanır ve u(·) E U4 C U oldugu göz önüne alınırsa, her tE [ti, ti+ı) için 

t 1 

llx(t)- x(ti)ll < !:J.K2 + Kı!:J.p;ı (lllu(T)IIPdT) p 

p-1 

< !:J.K2 + !:J. ----p Kıf.J,o 

olur. (3.2.16) ile verilen ıp(!:J.) nın tanımından, her t E [ti, ti+l) için 

(3.5.49) 

olur. Genelligi bozmaksızın !:J. ::; ıp(!:J.) kabul edilsin. O halde her t E [ti, ti+ı) 

için 

oldugundan, K*(!:J.) ve w*(!:J.) nın tanımından her tE [ti, ti+ı) için 

ll f ( t, X ( t)) - f ( ti, X ( ti)) ll :S K* ( <p ( !:J.)) (3.5.50) 

ve 

(3.5.51) 

olur. 
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cı = llx(tı)- z(tı) ll olsun. Bu durumda, x(t0 ) = z(t0 ) = x0 oldugundan ve 

(3.5.46), (3.5.47) ifadelerinden 

cı= llx(tı)- z(tı)ll ::; llxo +ltı [f(r, x(r)) + B(r, x(r))Yj0 Sc0 ] dr-
to 

-xo - ll[f (to, z( to)) + B(to, z(to) )Yj0 Sc0 ]ll 

< ltıllf(r,x(r))- f(to,x(to))lldr+ 

;1° tıiiB(r,x(r))- B(to,x(to))ll 11Yj0 Scalldr 
to 

olur. Yjo E f* oldugundan IIYjoll::; H ve Sco Er oldugundan liseall =ı oldugu 

göz önüne alınır, (3.5.50) ve (3.5.51) ifadeleri kullanılırsa, 

cı= llx(tı)- z(tı)ll < ltıK*(cp(ll))dr + ltıw*(cp(ll))Hdr 
to to 

< llK*(cp(ll)) + llw*(cp(ll))H 

- ll(K*(cp(ll)) +w*(cp(ll))H) 

olur. O halde (3.5.44) ile tanımlanan rJ*(ll) nın tanımından, 

elde edilir. 

c2 = llx(t2) - z(t2) ll olsun. O zaman (3.5.46) ve (3.5.47) den 

llx(t2)- z(t2)ll = llx(tı) + t 2 

[f(r,x(r)) + B(r,x(r))YjıSeı] dr­
ltı 

- [z(tı) + ll[f(tı, z(tı)) + B(tı, z(tı))Yjı scıllll 

(3.5.52) 

< llx(tı)- z(tı)ll +ll t 2 

[f(r,x(r)) +B(r,x(r))YjıscıJdr­
ltı 

-ll[f(tı, z(tı)) + B(tı, z(tı))YjıScılll 

olur. (3.5.52) ifadesi kullanılırsa, rJ( Ll) = LlrJ*(ll) ve IIYjı seı ll ::; H oldugundan, 

llx(t2)- z(t2)ll ::; rJ(Ll) + 1t
2

llf(r, x(r))- f(tı, z(tı))lldr+ 
+H t2 ll~(r, x(r))- B(tı, z(tı))lldr 

ltı 
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olur. Normun üçgen eşitsizligi kullanılırsa, 

llx(t2)- z(t2)ll :::; ry(ll) + 1t2

llf(r,x(r))- f(tı,x(tı))lldr+ 
+ [' 11/(;ı, x(tı)) - f(tı, z(tı)) ll dr+ 

+;'(['IIB(r,x(r))- B(tı,x(tı))lldr+ 
+ t2 l~~(tı, x(tı))- B(tı, z(tı))lldr) 

ltı 

elde edilir. 2.1.A. koşulu ve (3.5.50), (3.5.51) ifadeleri yardımıyla, 

bulunur. Tekrar (3.5.52) ifadesi kullanılırsa, 

llx(t2)- z(t2)ll :::; ry(ll) + llK*(ıp(ll)) + Lıllry(ll)+ 

+H [llw*(ıp(ll)) + L2llry(ll)] 

olur. ry(ll) = llry*(ll) =ll [K*(ıp(ll)) + Hw*(ıp(ll))] oldugundan, 

bulunur. L =Lı+ L 2H alınırsa, 

llx(t2) - z(t2) ll < ry(ll) + ry(ll)(l +Lı ll+ H L2ll) 

< ry(ll) + ry(ll)(l +Lll) 

elde edilir. 

1 +Lll :::; exp(Lll) 

oldugundan, 

bulunur. 

Benzer şekilde, 

E3 = llx(t3) - z(t3) ll 
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ıçın 

E3 :S 77(ô.) exp(L(ô. + ô.)) + 77(ô.) exp(Lô.) + 77(ô.) 

elde edilebilir. 

olsun. O < i < N için 

oldugu kabul edilsin. Ei+l = llx(ti+ı) - z(ti+ı) ll için 

oldugu kanıtlansın. 

(3.5.46) ve (3.5.47) den 

Ei+ ı - llx( ti+l) - z( ti+ı) ll 

< llx(ti) + [ti+ı [f(r, x(r) + B(r, x(r))yjiseJ dr-

-z(ti)- 6 [f(ti, z(ti)) + B(ti, z(ti))YjiseJ ll :S 

< llx(ti)- z(ti)ll + [ti+ıllf(r, x(r))- f(ti, z(ti))lldr+ 

+ [ti+ıiiB(r,x(r))- B(ti,z(ti))IIIIYjJIIIseJidr 

olur. IIYji ll :S H, llseJI = 1 oldugundan, (3.5.54) ifadesi kullanılırsa, 

E:i+l :S ~(b.)~ekLt> + l'+>llf(T,x(T))- f(t;,x(t;))lldT+ 

+ [ti+ıllf(ti,x(ti))- f(ti,z(ti))lldr+ 

+H [ti+ıiiB(r,x(r))- B(ti,x(ti))lldr+ 

+H [ti+ıiiB(ti, x(ti))- B(ti, z(ti))lldr 
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oldugu elde edilir. (3.5.50),(3.5.5ı) ifadeleri ve 2.1.A. koşulu kullanılırsa, son 

eşitsizlikten 

c,+! ::=; ry( L\.) ~e•"" + i.'' H K' ( <p( L\.) )dr + Lı 1.''+' ll x( t,) - z( t,) ll dr+ 

+H 1ti+ı w*(cp(t1))dr +H L21t;+ı llx(ti) - z(ti) ll dr 

oldugu bulunur. Buradan ve (3.5.54) ifadesinden 

i-ı 

Ei+l ::; 77(/:1) L:ekL~ + t1K*(cp(t1)) +H t1w*(cp(t1)) + Lı/:177(/:1)+ 
k=O 

i-ı i-ı 

+ LekL~ +H L2t177(t1) LekL~ 
k=O k=O 

oldugundan, son eşitsizlik 
i-ı i-ı 

Ei+ ı ::; 77(/:1) L:ekL~ + /:177*(!:1) + /:177(!:1) (Lı +H L2) L:ekL~ 
k=O k=O 
i-ı i-ı 

77(/:1) L:ekL~ + 77(/:1) + t177(/:1)L L:ekL~ 
k=O k=O 

i-ı 

77(/:1) + 77(/:1) [ı+ t1L] LekL~ 
k=O 

i-ı 

< 77(1:1) + 77(t1)eL~ LekL~ 
k=O 

i 

77(1:1) + 77(1:1) LekL~ 
k=ı 

ry(L\.) (1+ t,ekL-") = ry(L\.) t,ekL" 
olur. Böylece (3.5.55) ifadesinin dogru oldugu kanıtlanmış olur. 

O halde tüme varım yöntemine göre, (3.5.54) eşitsizligi keyfi i = O, ı, ... , N 

için dogrudur. Yani, her i= O, ı, ... , N için 
i-ı 

Ei ::; 77(1:1) L ekL~ 
k=O 

olur. Buradan i = N için 
N-ı 

EN= llx(tN) - z(tN) ll ::; 77(/:1) L ekL~ (3.5.56) 
k=O 
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oldugu elde edilir. Keyfi k = O, ı, ... , N- ı için k~ ::::; ()- t 0 , N~ = ()- t 0 , 

77(~) = ~77*(~), c*=(()- t 0 ) exp (L(()- t 0 )) oldugundan ve (3.5.56) ifadesin­

den 
N-1 

eN < ~rJ*(~) 2:eL(B-to) 

olur. Bu ise kanıtı tamamlar. 

k=O 

N ~TJ*(~)eL(B-to) 

(8- to)TJ*(~)eL(B-to) 

c* rJ*(~) 
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3.6 Hata Degeriendirmesi ve Otonom Sistemler 

Onerme 3.1.1-önerme 3.5.1 birle§tirilecek olursa, a§agıdaki teorem elde 

edilir. 

Teorem 3.6.1. Aşagıdaki eşitsizlik geçerlidir. 

2J1b 
a(X(e; to, xo), Z(e; to, xo)) :::; Kı HP-I (1 +c* exp(c*))+ 

Burada 

c* 

c* -

L 

Ç(~) 

77* (~) 

rJ(~) 

w*(~) 

K*(~) 

ep(~) -

Kı -

K2 

+Ç(~) (1 +c* exp( c*))+ 

+Kı~*(e- t 0 )(1 +c* exp(c*))+ 

+K16H(e- t 0)(1 +c* exp(c*)) + c*77*(~) 

E=.!. 
Lı(e- to)+ L211o(e- to) P , 

(e - t0 ) exp ( L (e - t0 )), 

Lı+ L2H, 
p-1 p-1 

2J10w*(cp(~))(e- t0 )T + 2J1oKı~ T, 

K*(cp(~)) + Hw*(cp(~)), 

~77*(~), 

max [[B(t,x)- B(r,y)[[, 
(t,x)ED, (T,y)ED 

lt-TI<lı., llx-yll<lı. 

max [[f(t*,x*)- f(t*,x*)[[, 
(t* ,x*)ED, (t.,x.)ED 

lt* -t. ı:::;.cı., llx* -x. ll :S lı. 
E=.!. 

K2~ + Kıf-lo~ P , 

max [[B(t, x)[[, 
(t,x)ED 

max [[f(t, x)[[ 
(t,x)ED 

ile tanımlıdır. 

Kanıt. Hausdorff uzakligının özelliginden 

a(X(e; to, xo), Z(e; to, x0 )):::; a(X(e; to, xo), Xı(e; to, xo))+ 

+a(Xı(e; to, xo), X2(e; to, xo)) + a(X2(e; to, xo), X3(e; to, xo))+ 

+a(X3(e; to, xo), X4(e; to, xo)) + a(X4(e; to, xo), z(e; to, xo)) 
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eşitsizligi dogrudur. O zaman önerme 3.1.1, önerme 3.2.1, önerme 3.3.1, öner-

me 3.4.1 ve önerme 3.5.1 den teoremin dogrulugu elde edilir. D 

Teorem 3.6.1 den aşagıdaki sonuca varılabilir. 

Sonuç 3.6.2. Her c > O için 

a(X(O; t0 , xo), Z(O; to, xo)) s c 

olacak şekilde H > O, .6. > O, .6. * > O, c5 > O sayıları bulunabilir. 

Eger (3.1.1) sistemi otorrom sistem ise yani, sistemin davranışı 

x = f(x) + B(x)u, x(t0 ) = x0 (3.6.57) 

diferansiyel denklemi ile verilmiş ise bu durumda, 

w*(.6.) S .6.L2, 

K*(.6.) S .6.Lı, 

77*(.6.) S Lıcp(.6.) + HL2cp(.6.), 

Ç(.6.) S 2po ( L2.6.( e - t 0 ) 7 + Kı.6. p;ı) 

olur. O halde Teorem 3.6.1 aşagıdaki şekilde ifade edilebilir. 

Teorem 3.6.3. (3. 6. 57) otonam sistemi için aşagıdaki eşitsizlik geçerlidir. 

a(X(O; to, xo), Z(O; to, xo)) s 2pp 
Kı HP~ı (1 +c* exp(c*))+ 

+2po ( .6.L2(e- to)7 + Kı.6.p;ı) 

( 1 + c* exp (c*))+ 

+Kı.6.*(0- t 0 )(l +c* exp(c*))+ 

+Kıc5H(e- t 0 )(l +c* exp(c*))+ 

+c*cp(.6.) (Lı + L2H) 

(3.1.1) sisteminin sag tarafındaki f(t, x) ve B(t, x) fonksiyonları, 2.l.A. 

koşulu yerine aşagıdaki 3.6.A. koşulunu saglasın. 
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3.6.A. (t,x) -7 f(t,x) ve (t,x) -7 B(t,x) fonksiyonları [t0 ,0] x lRn uzayında 

yerel Lipschitz olsunlar. Yani, her sınırlı D c [to, eı X lRn kümesi ve keyfi 

(tı, xı) E D, (t2, x2) E D için 

olacak biçimde L{ = L{ (D) (i= ı, 2 , j = ı, 2) sabitleri var olsun. 

O zaman Li = Li + Li ve L; = L~ + L~ alınırsa, 

w*(~)= 

K*(~)= 

max IIB(t, x)- B(r, y)ll::; L~~ + L~~ = L;~, 
(t,x)ED, (T,y)ED 

[t-T[<.6., [[x-y[[<.6. 

max llf(t*, x*) - f(t*, x*) ll ::; Li~+ Li~= L~ ~ 
(t* ,x*)ED, (t. ,x.)ED 

[t* -t. [:S.6., [[x* -x. II:S.6. 

olur. Bu durumda 

ve 

olur ve teorem 3.6.ı aşagıdaki gibi ifade edilir. 

Teorem 3.6.4. Aşagıdaki eşitsizlik geçerlidir. 

a(X(O; to, xo), Z(O; to, xo)) ::; 
2f1p 

K1 HP~ı (ı+ c* exp(c*))+ 

+2f.1o ( L2~(e- to)~+ Kı~p;ı) 

(ı +c* exp( c*))+ . 

+Kı~*(O- t0 )(ı +c* exp(c*))+ 

+K16H(O- t0 )(ı +c* exp(c*))+ 

+c*ıp(~)(Li + HL2) 
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.. . 
4 NUMERIK HESAPLAMALAR 

Bu bölümde erişim kümelerinin yaklaşık olarak hesaplanması için bir algo­

ritma verilecek ve bu algoritma bilgisayara uyarlanarak çeşitli örnekler üzerinde 

hesaplamalar yapılacaktır. 

4.1 Algoritma 

Kontrol sistemin bir [to, eı aralıgındaki davranışı yine X E IRn' u E :!Rm' 

t E [to, OJ (to < e < oo), f(t, x) n-boyutlu vektör fonksiyon ve B(t, x) ise 

(n x m)-boyutlu matris fonksiyon olmak üzere, 

x(t) = f(t, x(t)) + B(t, x(t))u(t), x(to) = Xo 

diferansiyel denklemi ile verilsin. 

( 4. ı. ı) sisteminin kontrol fonksiyonları 

fe llu(t)IIPdt :S Mb, Mo> o, ı< p < oo 
}to 

integral eşitsizligi ile sınırlandırılmış olsun. 

(4.ı.ı) 

(4.1.2) 

Ayrıca, (4.l.ı) denkleminin sag tarafı 2.l.A. ve 2.l.B. koşullarını saglasın. 

Sonuç 3.6.2 den her c> O için a(X(O; t 0 , x0 ), Z(e; t 0 , x0)) :S c olacak şekilde 

H > O, .6. > O, .6. * > O, 6 > O sayıları bulunabilecegi bilinmektedir. 

Z(O; t 0 , x0 ) kümesi, sonlu sayıda kontrol fonksiyon için Euler dogrularının 

z(e) degerierinin kümesi oldugundan, Z(e; t 0 , x0 ) kümesini nümerik olarak 

hesaplanmak mümkündür. Z(O; t 0 , x0 ) kümesinin hesaplanması için, sırasıyla 

aşagıdaki prosedürler izlensin: 

I. Öncelikle her i = O, ı, ... , N - ı için (3.5.43) ifadesinde Yj; = ji.6.* 

alınarak (3.5.43) ifadesi aşagıdaki (4.1.3) formülü şeklinde yazılabilir. 

(4.1.3) 
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Burada Ji = O, ı, 2, ... , R tam degerierini alır. Bu durumda (3.3.35) 

eşitsizliginden Ji = O, ı, 2, ... , R tam sayılarının 

N-I p 

'"""'. P < /.Lo ~)i - ~~*p 
i=O 

eşitsizligini saglayacak biçimde seçilmesi gerektigi elde edilir. 

II. Algoritmanın temeli, ( 4. 1.4) eşitsizligini saglayan tüm mümkün 

(4.1.4) 

Ji = O, ı, 2, ... , R ve se; = s0, s1 , ... , sk degerierinin seçilmesi ve seçilen 

bu degeriere göre tüm mümkün z(B) = z(tN) degerierinin hesaplanması­

na dayanır. 

(4.1.3) formülündeki, (4.1.4) eşitsizligini saglayan tüm mümkün 

j 0 ,j1 , ... ,JN-ı sayıları çizelge 4.ı deki prosedür uygulanarak seçilebilir. 

Ancak, her bir adımda j 0,j1, ... ,JN-ı sayıları seçildikten sonra bu sayı­

ların (4.1.4) eşitsizligini saglayıp, saglamadıgı kontrol edilmelidir. 

III. Daha sonra m. adımda seçilen her j 0,j1 , ... ,JN-ı sayıları için 

Se0 , se1 , ••• , seN-ı vektörleri çizelge 4.ı deki yönteme benzer şekilde çizel­

ge 4.2 de verilen yöntem kullanılarak seçilsin. 

IV. Böylece her m. adımda (m = ı, 2, ... , (R + ı)N) yukarıdaki prosedür 

uygulanarak belirlenen se0 , seıı ... , seN _1 vektörleri ( 4. 1.3) formülünde 

yerine yazılarak, tüm mümkün z(B) degerieri hesaplanabilir. 
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Çizelge 4.ı: j 0,j1, ... ,JN-ı sayılarının seçim yöntemi 

Adım Jo, Jı, · · ·, JN-ı 

ı Jo = Jı = )2 = ... = JN-ı =O 
2 Jo = Jı = )2 = ... = JN-2 =O, 

JN-1 =ı 

(R+ı) Jo = Jı = J2 = ... = JN-2 =O, 

JN-1 = R 

(R+2) Jo = Jı = J2 = ... = JN-3 =O, 

JN-2 = ı, JN-1 = 0 

2(R+ı) Jo = Jı = J2 = ... = JN-3 =O, 

JN-2 = ı, JN-1 = R 

(R + ı) 2 Jo = Jı = J2 = ... = JN-3 =O, 

JN-2 = R, JN-1 = R 

(R + ı) 2 +ı Jo = Jı = J2 = ... = JN-4 =O, 

JN-3 = ı, JN-2 = JN-1 = 0 

(R + ı) 2 + (R +ı) Jo = Jı = J2 = ... = JN-4 =O, 

JN-3 = ı, JN-2 =o, JN-1 = R 

(R + ı)N-1 Jo =O, Jı = )2 = ... = JN-ı = R 

(R + ı)N-ı +ı Jo = ı, Jı = J2 = ... = JN-ı =O 

(R + ı)N-ı + (R +ı) Jo = ı, Jı = J2 = ... = JN-2 =O, 

JN-1 = R 

(R + ı)N Jo = Jı = J2 = ... = JN-ı = R, 
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Çizelge 4.2: sg0 , sgı, ... , sgN-ı vektörlerinin seçim yöntemi 

Adım sı0 , sııı ... , SıN-ı 

m.ı Sı0 = Sıı = Sı 2 = ... =SıN-ı =So 

m.2 Sı0 = Sıı = Sı2 = ... = SıN_ 2 =So, 

SıN-ı = Sı 

m.(k+ı) Sı0 = Sıı = Sı 2 = ... = SıN_ 2 =So, 

SıN-ı =Sk 

m.(k+2) Sı0 = Sıı = Sı 2 = ... = SıN_ 3 =So, 

sıN-2 =sı, sıN-ı =so 

m.2(k+ı) Sı0 = Sıı = Sı 2 = ... = SıN_ 3 =So, 

m.(k + ı) 2 Sı0 = Sıı = Sı 2 = · .. = SıN_ 3 =So, 

SıN-2 = Sk, SıN-ı = Sk 

m.(k + ı) 2 +ı Sı0 = Sıı = Sı 2 = · ·. = SıN_ 4 =So, 

SıN-3 =Sı, SıN-2 =So, SıN-ı =So 

m.(k + ı) 2 +(k+ ı) Sı0 = Sıı = Sı2 = · · · = SıN_ 4 =So, 

m.(k + ı)N-ı Sı0 =So, Sıı = Sı2 =···=SıN-ı =Sk 

m.(k + ı)N-ı +ı Sı0 =Sı, Sıı = Sı2 = · · · =SıN-ı =So 

m.(k + ı)N-ı +(k+ ı) Sı0 =Sı, Sıı = Sı 2 = · · · = SıN_ 2 = So, 
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4.2 Ornekler 

Bu bölümde, yukarıdaki algoritma bilgisayara uygulanarak çeşitli örnekler 

üzerinde hesaplamalar yapılacaktır. 

Örnek 4.2.1. Kontrol sistemin [0, 0.06] aralıfjındaki davranışı aşafjıdaki dife­

ransiyel denklem ile verilmiş olsun. 

~ cos(200v'3x2) + ~u1 sin(l - x 1) 

r ı . 
3 cos(150x1) + 4u2 sın(l + x 1) 

xı (O) =O, x2(0) =O 

(4.2.5) sistemi, x = (x1 , x2 ) E JR? sistemin durum vektörü, 

f(xı, x2) = (~ cos(200v'3x2), ~ cos(150x1)) vektör fonksiyon, 

(4.2.5) 

B = [ ~ sin(l - X ı) 1 ° ] matris fonksiyon, u = (u ı, u2) E IR2 

O 4 sin(l + x 1) 

kontrol vektörü vet E [0, 0.06] zaman olmak üzere, (4.1.1) formunda yazılabilir. 

Ayrıca u= (u1 , u2 ) E IR2 kontrol fonksiyonu aşafjıdaki integral eşitsizlifji ile 

sınırlandırılmış olsun. 

1
0.06 10.06 p (ı) p 

0 
llu(t)IIPdt= 

0 
(uı(t) 2 +u2(t) 2 ) 2 dt:s; 2 (4.2.6) 

(4.2.6) kısıtı ile verilen (4.2.5) sistemi 2.1.A. ve 2.1.B. koşullarını safjlar. 

Bu durumda aşafjıdaki şekiller p nin farklı de gerleri için (4.2. 6) kısıtı ile 

(4.2.5) sistemi için bu algoritmanın bilgisayara uygulanması ile elde edilen 

Z(0.06; O, (0, O)) kümeleridir. 
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tOJ 

,__ _______ ........_ _____ .~~-t-OJ] 

Şekil4.1: p = 1.5 için (4.2.5) sisteminin Z(0.06; O, (0, O)) erişim kümesi 

tOJ 

.__ _______ _,_ ______ , J,·OJ] 

Şekil 4.2: p = 2 için ( 4.2.5) sisteminin Z(0.06; O, (0, O)) erişim kümesi 
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tOJ) 

t-OJ) 

Şekil4.3: p = 3 için (4.2.5) sisteminin Z(0.06; O, (0, O)) erişim kümesi 

Örnek 4.2.2. Kontrol sistemin [0, 0.06] aralıgındaki davranışı aşafjıdaki dife­

ransiyel denklem ile verilmiş olsun. 

X ı 
5t + Xı . 
--.,---2 + sın(ıOOx1 )u 1 
ı+ x2 
5t- X2 ı . 
--.,---2 + uı + - sın(200x2 )u2 
ı+ Xı 3 

(4.2.7) 

Xı (0) = O.ı, x2 (0) = O.ı 

Ayrıca u = ( u 1 , u2 ) E JR2 kontrol fonksiyonu aşafjıdaki integral eşitsizligi ile 

sınırlandırılmış olsun. 

1°.06

llu(t)IIPdt = 1°.06 

(uı(t) 2 + u2(t) 2 )~ dt::::; (~)P (4.2.8) 

(4.2.8) kısıtı ile verilen (4.2. 7) sisteminin 2.1.A. ve 2.1.B. koşullarını safj-

ladı!Jı açıktır. 

Aşafjıdaki şekiller p nin farklı degerieri için (4-2.8) kısıtı ile (4.2. 7) sistemi 

için algoritmanın bilgisayara uygulanması ile elde edilen Z(0.06; O, (o.ı, O.ı)) 

kümeleridir. 
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Şekil 4.4: p = 1.5 için (4.2.7) sisteminin Z(0.06; O, (0.1, 0.1)) eri§im kümesi 

-OJ) 

Şekil 4.5: p = 2 için (4.2.7) sisteminin Z(0.06; O, (0.1, 0.1)) eri§im kümesi 
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(-0,1 ,OJ) 

ı.__ ___ ı.__ _________ (O,l-0,1) 

Şekil 4.6: p = 3 için (4.2.7) sisteminin Z(0.06; O, (0.1, 0.1)) eri§im kümesi 
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EKLER 

EK-1 JR.2 Uzayının Birim Küresi İçin Sonlu 6-Ag 

Bu bölümde, 4. bölümde açıklanan algoritmada kullanılan, JRm uzayının 

birim küresinin verilen 6 > O sayısına kar§ılık sorrlu 6-agının m = 2 için nasıl 

bulunabilecegine dair bir yöntem verilecektir. 

S = {u E lR2 1 llull = ı} olsun ve 6 E (0, ~) sayısı verilsin. 

JR2 de verilen S birim çemberinin 6 E (0, ~) olmak üzere 6-agı a§agıdaki 

§ekilde bulunabilir. 

O < () ~ 6; ve k= [
2
; ı olmak üzere 

r ={si= (cosi(), sini()): i= o, ı, ... ' k} 

olsun. Burada k= [
2
; ı ile 

2
; sayısının tam kısmı gösterilmektedir. 

k -- [2e7r] oldugundan, a E [O, ı) için 

27r 
k=-+a 

() 

olur. Buradan ise, a E [0, ı) olmak üzere, 

27r 27r 
-<k<-+ı 
() - () 

olur. Bu durumda sk noktası ya s0 ile aynı ya da s0 ve sı noktaları arasındaki 

bir nokta olur. 

Açıktır ki, her i = O, ı, ... , k - ı için 

yani, her i =O, ı, ... , k- ı için si ve si+ı noktaları arasındaki uzaklık sabittir. 

90 



O halde s0 ve s1 noktaları arasındaki uzaklık degerlendirilecek olursa, 

r = llso- sıll 

olur. Her O 2:: O için 

oldugundan 

ll ( cos O, sin O) - ( cos O, sin O) ll 

ll(ı,o)- (cosO,sinB)II 

y'(ı- cos 0) 2 + sin2 e 
J cos2 e+ sin2 e- 2 cos e+ ı 
J2v'ı - cos e 

ı- cose:::; e 

r = v'2v'ı - cos e :::; v'2ve 

oldugu bulunur. 

O <O:::; ~ olarak seçildiginden, r < v12{!; =o olarak bulunur. Böylece 

r = {Si = ( cos iO, sin iO) : i = o, ı, ... ' k} 

kümesi, e:::; o; ve k= [
2
; ı olmak üzere JR2 uzayının s birim çemberinin sonlu 

7T 
o-agı (o E (0, 2)) olur. 

y 

s2 = (cos28,sin28) 

s
1 

= (cos8,sin8) 

Şekil 5.ı: ı~.z uzayının birim küresi için sonlu o-ag 

gı 



EK-2 Bilgisayar Programı 

4. bölümde anlatılan algoritma kullanılarak, Boriand Delphi programla­

ma dili ile n=m=2 için bir bilgisayar programı yazılmı§tır. Sistemin, prog­

rama parametre olarak girilebilmesi için "UCalc fast math parser" programı 

kullanılmı§tır [58]. A§agıda, yazılan bilgisayar programının ekran görüntüsü 

ve kaynak kodu yer almaktadır. 

unit Unit1; 

interface 

use s 

Windows, Messages, SysUtils, Classes, Graphics, 

Controls, Forms, Dialogs,UCalc, ExtCtrls, StdCtrls, 

ComCtrls, Buttons, Math; 

type 

TForm1 = class(TForm) 

grpSystem: TGroupBox; 

igmSystem: Timage; 

lblf1: TLabel; 

lblf2: TLabel; 

f1: TEdit; 

f2: TEdit; 

b11: TEdit; 

b12: TEdit; 

b21: TEdit; 

b22: TEdit; 

Label3: TLabel; 

imgConstraint: Timage; 

grpParameters: TGroupBox; 
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<.{/} 
co 
P';"' ...... -c.ı-ı 
1:-,:) 

td ...... -acı ...... 
(fl 

~ 
~ 

'1j 
>i o 

c.oacı 
~>i s 

s ..... 
::ı 

co 
P';"' 
>i 

§ 
acı o: 
>i 
>== g_ 
>== 
(fl 

>== 

( Yı)= ( fı (·x. 1,X2 ) 1 + fb11 (xpx2 ) h12 ():]. ,x2)) (~) 
X2 h (XPX:2) h21 (XJ.,X":J h22 (Xl'X2 ) ll;ı 

e P 

fllu(t)ll dt~ 14 .. 
tıı 

f1 = l112xcos(200x3"0. 5x:-:2ı 

f2= 11/3xcos(150x:-:1 ı 

Parame!ers 

tü= ~ e= lo,os 
:-:0=( o _rı 
po: 1 ,5 pOo: ~ H=F N'= E 
R= 5 a=1tl rs 
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r. R ectangular 
r Circular 

r-- pixels 
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grpReachable: TGroupBox; 

imgReachable: Timage; 

grpOptions: TGroupBox; 

grpRun: TGroupBox; 

btnRUN: TSpeedButton; 

btnSTOP: TSpeedButton; 

Label1 : TLabel; 

Label2: TLabel; 

Label4: TLabel; 

Label5: TLabel; 

Label6: TLabel; 

Label7: TLabel; 

Label8: TLabel; 

Label9: TLabel; 

ttO: TEdit; 

ttheta: TEdit; 

xx01: TEdit; 

pp: TEdit; 

mmuO: TEdit; 

hh: TEdit; 

nn: TEdit; 

rr: TEdit; 

xx02: TEdit; 

Label10: TLabel; 

Label11: TLabel; 

Label12: TLabel; 

aalpha: TEdit; 

Label13: TLabel; 

Label14: TLabel; 

RadioButton1: TRadioButton; 

RadioButton2: TRadioButton; 
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Label15: TLabel; 

rrad: TEdit; 

Label16: TLabel; 

Label17: TLabel; 

xx1: TEdit; 

Label18: TLabel; 

yy1: TEdit; 

Label19: TLabel; 

xx2: TEdit; 

Label20: TLabel; 

yy2: TEdit; 

Label21: TLabel; 

status: TEdit; 

Label22: TLabel; 

btnSave: TSpeedButton; 

SaveDialog: TSaveDialog; 

chkDisplay: TCheckBox; 

ProgressBar1: TProgressBar; 

lstErrors: TListBox; 

procedure CartesianPoint(a,b: Extended); 

procedure GetParameters(Var Cont : Boolean); 

procedure SetArrays; 

procedure Euler(var z1,z2: Extended); 

procedure IncreaseLeftHandSide(Var Q: Integer); 

procedure IncreaseLeftHandSide2(var Q: Integer); 

procedure ResetRightHandSize(Q: Integer); 

procedure ResetRightHandSize2(Q: Integer); 

procedure FormCreate(Sender: TObject); 

procedure btnRUNClick(Sender: TObject); 

procedure btnSTOPClick(Sender: TDbject); 
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procedure InitializeDisplay; 

procedure DisplayyjiStatus; 

procedure StopProgram; 

function IsinequalitySatistied: Boolean; 

function dx(x: Extended): integer; 

function dy(y: Extended): integer; 

procedure btnSaveClick(Sender: TDbject); 

private 

{ Private declarations } 

public 

{ Public declarations } 

end; 

var 

Form ı TForm1; 

tO, theta, 

x01, x02, 

muO, sdelta, 

del ta, p, 

h, deltastar, 

alpha, x1, 

x2, yi, 

y2, IneRight Extended; 

N,R,K,Rad Integer; 

j ,ı Array of Integer; 

UserEq1, VariableX1, 
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UserEq2, VariableX2, 

VariableU1, VariableU2, 

VariableT 

Terminate,Disp,Cont 

implementation 

{$R *.DFM} 

Longint; 

Boolean; 

1/------------------------------------------------------
procedure TForm1.GetParameters(Var Cont : Boolean); begin 

Try 

Cont:=True; 

tO:=StrtoFloat(ttO.text); 

theta:=StrtoFloat(ttheta.text); 

x01:=StrtoFloat(xx01.text); 

x02:=StrtoFloat(xx02.text); 

N:=Strtolnt(nn.text); 

R:=Strtolnt(rr.text); 

p:=StrtoFloat(pp.Text); 

muO:=StrtoFloat(mmuO.Text); 

H:=StrtoFloat(hh.Text); 

Alpha:=StrtoFloat(aalpha.Text); 

Alpha:=Pi/Alpha; 

Delta:=abs(theta-tO)/N; 

DeltaStar:=H/R; 

K:=Trunc(2*Pi/alpha); 

x1:=StrtoFloat(xx1.Text); 

x2:=StrtoFloat(xx2.Text); 

y1:=StrtoFloat(yy1.Text); 
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y2:=StrtoFloat(yy2.Text); 

rad:=Strtoint(rrad.text); 

except 

on E: EConvertError do 

Begin 

Showmessage('Incorrect parameter'); 

Cont:=False; 

exit; 

End; 

End; 

end; 

//------------------------------------------------------
//MAIN PROCEDURE 

procedure TForrn1.btnRUNClick(Sender: TObject); Var 

z1,z2 Extended; 

I Integer; 

Stop,Stop2 Boolean; 

E1,E2 String; 

Error Longint; 

Save_Cursor:TCursor; 

begin 

VariableX1 := ucDefineVariable('x1'); 

VariableX2 := ucDefineVariable('x2'); 

VariableU1 := ucDefineVariable('u1'); 

VariableU2 := ucDefineVariable('u2'); 

VariableT := ucDefineVariable('t'); 

E1:=trirn(f1.Text) + '+(' + trirn(b11.Text) + ')*u1' + 

'+(' + trirn(b12.Text) + ')*u2'; 

E2:=trirn(f2.Text) + '+(' + trirn(b21.Text) + ')*u1' + 
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'+(' + trim(b22.Text) + ')*u2'; 

UserEq1 := ucParse(E1); 

Error:=ucError; 

UserEq2 := ucParse(E2); 

if Error=O then Error:=ucError; 

if Error <> O then 

begin 

Showmessage('Invalid system!'); 

exit; 

end; 

Cont:=True; 

GetParameters(Cont); 

if not(Cont) then exit; 

btnRun.Enabled:=False; 

Save_Cursor := Form1.Cursor; 

Screen.Cursor := crHourglass; 

lstErrors.Items.Clear; 

grpsystem.Enabled:=False; 

grpparameters.Enabled:=False; 

grpoptions.Enabled:=False; 

terminate:=false; 

Stop:=False; 

InitializeDisplay; 

SetArrays; 
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IneRight:=(Power(muO,p)/(Delta*Power(deltastar,p))); 

While Not Stop do 

Begin 

progressbar1.Position:=progressbar1.Position+1; 

application.ProcessMessages; 

If j[N-1]<>R Then 

j [N-1] : =j [N-1] +1 

Else 

Begin 

IncreaseLeftHandSide(i); 

ResetRightHandSize(i); 

End; 

If IsinequalitySatistied Then 

Begin 

Stop2:=False; 

While Not Stop2 do 

Begin 

If l[N-1]<>K Then 

Begin 

l[N-1] :=l[N-1]+1; 

En d 

Else 

Begin 

IncreaseLeftHandSide2(i); 

ResetRightHandSize2(i); 

End; 

100 



If Disp then DisplayyjiStatus; 

if Terminate then 

Begin 

StopProgram; 

ucReleaseExpr; 

Screen.Cursor .- Save_Cursor; 

exit; 

End; 

Euler(z1,z2); 

CartesianPoint(z1,z2); 

//Exit if all li=K 

Stop2:=True; 

For I:=O to N-1 do If l[I]<>K Then Stop2:=False; 

End; //While Not Stop2 

ResetRightHandSize2(-1); 

End //InequalitySatistied 

Else 

Begin 

IncreaseLeftHandSide(i); 

ResetRightHandSize(i); 

End; 

//Exit if all yji=R 

Stop:=True; 
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For I:=O to N-1 do If j[i]<>R Then Stop:=False; 

imgreachable.Update; 

End; //While Not Stop do 

grpsystem.Enabled:=True; 

grpparameters.Enabled:=True; 

grpoptions.Enabled:=True; 

progressbar1.Position:=O; 

Screen.Cursor := Save_Cursor; 

showmessage('Computation completed!'); 

progressbar1.Position:=progressbar1.max; 

btnRun.Enabled:=true; 

ucReleaseExpr; 

end; 

//------------------------------------------------------
procedure TForm1.SetArrays; Var I:Integer; begin 

SetLength(j, N+1); 

SetLength(l,N+1); 

For i:=O to N-1 do 

Begin 

j [i] :=0; 

l[i]:=O; 

End; 

j [N-1] :=-1; 

l[N-1] : =-1; 

end; 

//------------------------------------------------------
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procedure TForm1.ResetRightHandSize(Q: Integer); Var i 

begin 

For i:=Q+1 to N-1 do 

j [i] :=0; 

end; 

1/------------------------------------------------------

Integer; 

procedure TForm1.ResetRightHandSize2(Q: Integer); Var i : Integer; 

begin 

For i:=Q+1 to N-1 do 

Begin 

l[i]:=O; 

End; 

end; 

//------------------------------------------------------
function TForm1.IsinequalitySatistied: Boolean; 

Var I Integer; 

Sm Extended; 

A Extended; 

begin 

IsinequalitySatistied:=True; 

Sm:=O; 

For I:=O to N-1 do 

Begin 

A:=Power(j[i] ,P); 

Sm:=Sm+A; 

End; 

If Sm>IneRight Then 

IsinequalitySatistied:=False; 

end; 
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/1------------------------------------------------------
procedure TForm1.IncreaseLeftHandSide2(var Q: Integer); Var I 

Integer; begin 

For i:=(N-2) downto O do 

If 1 [i] <>K Then 

end; 

Begin 

l[i] : =l[i] +1; 

Q:=i; 

Break; 

End; 

/1------------------------------------------------------
procedure TForm1.IncreaseLeftHandSide(var Q: Integer); Var I 

Integer; begin 

For i:=(N-2) downto O do 

If j[i]<>R Then 

Begin 

j[i]:=j[i]+1; 

Q:=i; 

Break; 

End; 

end; 

/1------------------------------------------------------
procedure TForm1.Euler(var z1, z2: Extended); 

Var i 

t 

E 

begin 

Integer; 

Extended; 

Longint; 
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z1 :=x01; 

z2:=x02; 

E:=O; 

For I:=O to N-1 do 

Begin 

t:=tO+i*Delta; 

ucSetVariableValue(VariableT, t); 

ucSetVariableValue(VariableX1, z1); 

ucSetVariableValue(VariableX2, z2); 

ucSetVariableValue(VariableU1, j[i]*DeltaStar*cos(l[i]*alpha)); 

ucSetVariableValue(VariableU2, j[i]*DeltaStar*sin(l[i]*alpha)); 

z1:=z1+Delta*ucEvaluate(UserEq1); 

z2:=z2+Delta*ucEvaluate(UserEq2); 

if ucGetError <> O then 

lstErrors.Items.add('x1='+floattostr(z1) + ' x2=' + 

floattostr(z2) +' '+ ucErrorMessage); 

UcSetError:=O; 

End; 

end; 

1/------------------------------------------------------
procedure TForm1.CartesianPoint(a, b: Extended); var 

x,y : Integer; 

begin 

x:=dx(a); 

y:=dy(b); 

if RadioButton1.Checked then 

imgReachable.Canvas.Rectangle(x-rad,y-rad,x+rad,y+rad) 

else 

imgReachable.Canvas.Ellipse(x-rad,y-rad,x+rad,y+rad); 
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end; 

1/------------------------------------------------------
function TForm1.dx(x: Extended): integer; begin 

dx:=Round((imgReachable.ClientWidth/(x2-x1))*(x-x1)); 

end; 

/1------------------------------------------------------
function TForm1.dy(y: Extended): integer; begin 

dy:=Round((imgReachable.ClientHeight/(y2-y1))*(y-y1)); 

end; 

11------------------------------------------------------
procedure TForm1.InitializeDisplay; Var 

txt string; 

i,j Integer; 

begin 

With ImgReachable do 

Begin 

Canvas.brush.Color:=rgb(255,255,255); 

Canvas.brush.style := bsSolid; 

canvas.Rectangle(O,O,width,height); 

//Eksenler Cizdiriliyor ... 

Canvas.Pen.Color:=rgb(O,O,O); 

canvas.MoveTo(dx(x1),dy(O)); 

canvas.lineto(dx(x2),dy(O)); 

canvas.MoveTo(dx(O),dy(y1)); 

canvas.lineto(dx(O),dy(y2)); 

//Sol ust ve Sag alt in koordinatlari yazdiriliyor ... 
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Canvas.Pen.Color:=rgb(255,0,0); 

txt:='('+FloattoStr(x1) +' ,'+FloattoStr(x2)+')'; 

canvas.TextDut(O,O,txt); 

txt:='('+FloattoStr(y1) +','+FloattoStr(y2)+')'; 

i:=canvas.TextWidth(txt); 

j:=canvas.TextHeight(txt); 

canvas.TextDut(width-i,height-j,txt); 

Canvas.brush.color:=Canvas.Pen.Color; 

End; 

progressbar1.min:=O; 

progressbar1.Position:=O; 

progressbar1.max:=Trunc(Power(R+1,N)); 

Disp:=chkdisplay.Checked; 

end; 

//------------------------------------------------------
procedure TForm1.DisplayyjiStatus; Var 

ss,aa :String; 

I :Integer; 

begin 

ss:=''; 

aa:=''; 

For I:=O to N-1 do 

begin 

Ss:=Ss +' '+ InttoStr(j[I]); 

aa:=aa +' '+ InttoStr(l[I]); 

end; 

status.Text:=ss + ' ' + aa; 
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status.Update; 

end; 

/1------------------------------------------------------
procedure TForml.btnSTOPClick(Sender: TObject); begin 

Terminate:=True; 

end; 

1/------------------------------------------------------
procedure TForml.btnSaveClick(Sender: TObject); begin 

SaveDialog.FileName:=''; 

SaveDialog.Execute; 

if SaveDialog.FileName<>'' Then 

Begin 

imgReachable.Picture.SaveToFile(SaveDialog.FileName); 

End; 

end; 

//------------------------------------------------------
procedure TForml.StopProgram; begin 

grpsystem.Enabled:=True; 

grpparameters.Enabled:=True; 

grpoptions.Enabled:=True; 

progressbarl.Position:=O; 

end; 

end. 

showmessage('Warning, computation interrupted!'); 

btnRun.Enabled:=true; 
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