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Bu tezde, kontrol fonksiyonlar: integral sinirl, lineer olmayan kontrol sistemlerin
erigsim kiimeleri incelenmigtir. Erigim kiimelerinin, kapalilik, kompaktlik 6zellikleri
ve verilen baglangic kogullarina bagimhligi aragtirilmigtir. integral sinirhl kontrol
sistemler, karmasik sinirli kontrol sistemler ile degistirilerek, integral siirli kontrol
sistemlerin erigim kiimelerinin bulunmasi i¢in, bir yaklagim yontemi elde edilmigtir.
Elde edilen yaklasim yontemi yardimiyla bir algoritma geligtirilerek, cesitli 6rnekler

icin erigim kimeleri niimerik olarak hesaplanmigtir.
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GIRIS

Kontrol sistemler teorisi, gliniimiizde matematigin ¢cagdag ve geligmis alan-
larindan biridir. Kontrol sistemler teorisinin geligimi; ekonomi, fizik, kimya,
biyoloji ve diger bilimsel alanlardaki cesitli problemlerin ortaya ¢ikmasi sonu-
cunda olmugtur. Kontrol sistemler teorisi 1960 h yillarda caligilmaya baglanmig
ve bu alandaki bazi temel sonuclar 1960 ve 1970 li yillarda elde edilmigtir [1-23].
Halen de konu yogun olarak galigilmaktadir.

Kontrol sistemler teorisinin temel sonuglarindan biri, Pontryagin Maksi-
mum Prensibi olarak bilinen, optimal kontrol fonksiyonun varligi igin gerek
koguldur {18]. Bu donem elde edilen bir bagka temel sonug ise, lineer kontrol
sistemlerin kontrol edilebilir olmasi i¢in Kalman-Krasowskii ad1 verilen gerek
ve yeter koguldur [12-14].

Kontrol sistemler teorisinin temel kavramlarindan biri erigim kiimesi kavra-
midir. Erigim kiimesi, verilen bir baglangic noktasindan kontrol sistemin belli
bir zaman aninda erigebilecegi noktalarin kiimesidir. 1960 ve 1970 li yillarda
kontrol sistemlerin erigim kiimelerinin kapaliligi, kompaktligi, baglantilihigi ve
baglangic koguluna siirekli bagimlihg: gibi cesitli 6zellikleri aragtirilmigtir [5],
[6], (8], [9], [22-24].

Kontrol sistemin kontrol fonksiyonu iizerine konulan kisitlara gore, kontrol

sistemler agagidaki gibi simflandirlabilir.
1. Kontrol fonksiyonlar: geometrik sinirli olan kontrol sistemler,
2. Kontrol fonksiyonlar: integral sinirli olan kontrol sistemler,

3. Kontrol fonksiyonlari karmagik sinirli olan kontrol sistemler. Bu durum-
da kontrol sistemin kontrol fonksiyonu hem geometrik hem de integral

sinirhdir.

Kontrol fonksiyonlar: geometrik sinirl olan kontrol sistemlerin bir ¢ok ozel-

ligi aragtirilmig ve giiniimiizde bu sistemlerin erigim kiimelerinin bir ¢cok topolo-
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jik ozelligi iyi bilinmektedir. Bu tiir kontrol sistemlerin erigim kiimelerinin eva-
luasyon denklemi bulunmustur [25]. Ayrica bu sistemlerin erigim kiimelerinin
yaklagik olarak hesaplanmasi igin cegitli ntimerik yontemler de sunulmustur
[26-34]. Kontrol fonksiyonlar: geometrik simirh olan kontrol sistemler diferan-
siyel icerme formunda yazilabilir. Bu nedenle bu tiir kontrol sistemlerin bazi
ozellikleri diferansiyel icermeler konusu kapsaminda aragtirilmigtir [15], [24],
[25], [29], [33-47].

Kontrol fonksiyonlar1 geometrik sinirli olan kontrol sistemlerden farkli o-
larak, kontrol fonksiyonlar1 integral sinirli, lineer olmayan kontrol sistemler
lizerinde ¢ok fazla aragtirma yapilmamigtir. Ancak kontrol fonksiyonlar: integ-
ral sirl, lineer kontrol sistemler ile ilgili bir ¢ok caligma yapilmigtir [48-54].

Aciktir ki, verilen integral sinirlilik kogulunu saglayan fonksiyon sinirh ol-
mayabilir. Genel olarak, integral sinirli kontrol sistemler diferansiyel icerme
ya da geometrik siirli kontrol sistem formunda yazildiginda, sisteme verilen
kontrol etkisi sinirll olmayabilir ve sistemde ek olarak faz kisitlamasi ortaya
cikar. Bu yiizden, integral sinirh kontrol sistemlerin aragtirilmasinda, geo-
metrik simirl kontrol sistemlerin aragtirilmasinda kullanilan yontemler uygu-
landiginda, baz1 zor durumlarla karsilagilmaktadir. Bu acidan, integral sinirh
kontrol sistemlerin aragtirilmasinda bazi durumlarda &zel yontemler kullanil-

maktadur.



1 ON BILGILER

Bu béliimde, bundan sonraki boliimler igin gerekli olan analiz ve kontrol

teorinin bazi temel tanim ve teoremleri ile temel gosterimler verilecektir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

R” ile n-boyutlu Oklid uzaymi, z = (zy,...,,) € R® icin ||z]| =

ile z vektoriiniin normunu, z = (z1,...,2,) € R* ve y = (y1,...,yn) € R" igin
n

<z, y>= meyz ile z ve y vektorlerinin i¢ carpimlar: gosterilsin. Aciktir ki,
i=1
|z|| = v/< z,z > olur.

R™ nin kapal1 birim yuvar1 B, acik birim yuvar ise B ile gosterilsin. Ayrica

R™ nin birim kiiresi iizerindeki noktalar da S ile gosterilsin. Yani,
B={zeR":|z||<1}, B={zcR": ||z|| <1} ve S={z e R": ||z|| = 1}

olsun.

g € R" ve § > 0 icin
B(z0,8) = {z € R" : ||z — zo|| < 6} ve B(z9,6) = {z € R": ||z — zo|| < 6}

olsun. Yani, B(zg, ), zo noktasinin acik & komsulugu, B(zo, §) ise o noktasi-
nin kapal § komsulugudur.
R nin kapali bir [to, f] arahigindan R™ uzayma tanimh tiim sirekli fonksi-

yonlarin uzay1 C([to, 8], R™) ile gdsterilsin. Bir bagka ifadeyle,
C([to, 0], R™) = {z(-) | () : [to, 8] — R™ stirekli fonksiyon}

olsun.

Ayrica, z(+) € C([to, 4], R") fonksiyonunun normu

M| = t
=0l = masx ()]

seklinde tanimlanir. Bu norm ile C([tg, 6], R™) uzay: tam uzaydir [55].
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Bir metrik uzayda, verilen bir kiimenin kompaktliginin aragtirilmas: ana-
lizde cokeca karsilagilan bir problemdir. Cogu zaman kompaktligin tanimi kul-
lanilarak verilen kiimelerin kompakt olup olmadiginin belirlenmesi miimkiin
olmayabilir. Yukarida tamimlanan C([tg, 8], R") uzay: analizin énemli uzayla-
rindan birisidir. Bu uzaydaki kiimelerin kompaktliginin belirlenmesinde kul-
lanilan 6nemli kriterlerden birisi Arzela-Ascoli Teoremidir. Bu teoremin ifade-

sinden Once agagidaki tanimlarin verilmesi gereklidir.

Tanim 1.1.1. X normlu bir vektor uzays olsun. A C X kimesinin kapanist

X i¢inde kompakt bir kume ise A kimesine X i¢inde prekompakt kime denir.

Tamm 1.1.2. &, [ty, 0] aralginda tanvml z(-) fonksiyonlarinan bir ailesi olsun.
Eger her t € [to,0] ve her z(-) € @ igin |z(t)| < K olacak sekilde bir K > 0

sayist varse, D fonksiyonlar ailesine dizgin sinirlidir denir.

Tamm 1.1.3. &, [to, 0] araliginda tanwml z(-) fonksiyonlarimn bir ailesi olsun.
Verilen her ¢ > 0, Vt.,t* € [to,0] wve Vz() € ® icin |[t. — t*| < § iken
|z(ty) — z(t*)| < € olacak gekilde 6 = () > 0 sayst varsa, @ fonksiyonlar

ailesine es streklidir denir.

Simdi, C([te, 8], R™) uzayinda verilen kiimelerin prekompaktligini karakte-

rize eden Arzela-Ascoli teoremi verilebilir.

Teorem 1.1.4 (Arzela-Ascoli [55]). @, [to, 0] araliginda tamumils z(-) fonk-
siyonlarinin bir ailesi olsun. @ nin C([to, 6], R™) uzayinda prekompakt olmas

i¢in gerekli ve yeterli kosul, @ nin dizgin simrls ve es surekli olmasidur.

Agagidaki 6nerme R" uzayindaki kiimelerin kompaktligin1 karakterize et-

mektedir.

Onerme 1.1.5. A C R kimesinin kompakt olmast icin gerekli ve yeterli

kosul, A kimesinin kapali ve symirls olmasidar.

Bir bagka fonksiyonlar uzay: da mutlak siirekli fonksiyonlarin uzayidir.
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Tanim 1.1.6. z(-) : [ty, 8] — R™ olsun. Eger Ve > 0 ve [to, 0] araligimin ikiger
k

ikiser ayrik keyfi (ai,b;), (i = 1,2,...,k) alt araliklars igin Z(bZ —a;) <6
i=1
tken

Z“QZ )—z(a)| < e

olacak bi¢imde 6 = 6(¢) > 0 sayisi varsa, z(-) fonksiyonuna [to, 0] araliginda

mutlak strekli fonksiyon denir.

Yukaridaki tanimdan mutlak stirekli fonksiyonlarin ayni zamanda diizgiin
sirekli oldugu sonucu elde edilebilir. Ancak bunun tersi her zaman dogru
degildir.

Eger z(-) ve y(-) mutlak siirekli fonksiyonlar ve o € R keyfi bir say: ise
(z+y)(-) ve az(-) fonksiyonlar da mutlak siirekli fonksiyonlar olurlar. Buradan
mutlak siirekli fonksiyonlar uzayinin fonksiyonlarin bilinen toplama ve skalerle

carpma iglemleri ile bir dogrusal uzay oldugu sonucu ¢ikar.
Tamm 1.1.7. z(-) : [to, 0] = R™ bir fonksiyon olsun. Eger her t,,t* € [to, 0]
1¢IN
lo(ts) — 2(t)| < Lit, — ¢*"
olacak sekilde L > 0 ve 0 < r < 1 saylars varsa, z(-) fonksiyonuna L sabiti

ile Holder siirekli fonksiyon denir. v = 1 durumunda ise x(-) fonksiyonuna L

sabiti ile Lipschitz strekli fonksiyon denir.

Tanim 1.1.8. f(-) : R™ — R" bir fonksiyon olsun. Eger her D C R™ sinarls

kimesi ve her y.,y* € D igin

£ () = FOI < Lllye — 7l

olacak sekilde L = L(D) > 0 sayist varsa, f(-) fonksiyonuna yerel Lipschitz

fonksiyon denir.

Mutlak siirekli fonksiyonlarin tanimindan agagidaki onermeler elde edilebi-

lir.



Onerme 1.1.9. z(-) : [to, 6] = R fonksiyonu Lipschitz sirekli ise z(-) fonk-

siyonu [to, 0] arabiginda mutlak sireklidir.

Onerme 1.1.10. [55] A(-) : [to,8] — R integrallenebilir fonksiyon ve her
t € [to, 0] icin

ise, (-) : [to, 0] = R mutlak sirekli fonksiyondur.

Tleriki béliimlerde kullanlacak olan diger fonksiyonlar uzaylar ise

L,([to, 0], R"™) ve Ly ([to, 0], R™) uzaylardir.
Tanim 1.1.11. 1 < p < 0o olmak izere,
Ly([to, 0], R™) = {z(:) | z(-) : [to, 0] = R™ dl¢iilebilir ve

([ Istotear) <o}

to

3=

uzaywna p. mertebeden integrallenebilen fonksiyonlar uzayr denir. Burada in-

tegral Lebesgue anlamindadur.

Bu uzay lizerinde 1 < p < 0o igin

uuwu=(AﬁMMWﬁ)%

seklinde tamimlanan || - ||, : Ly([to, ], R") — [0,00) fonksiyonunun asagida
verilen esitsizlikler kullanilarak Ly ([t, §], R") iizerinde bir norm oldugu goste-

rilebilir. Ustelik L, ([to, 8], R*) uzay: bu norm ile tam uzaydir [55].

Onerme 1.1.12 (Holder Esitsizligi [55]).
1
p>1 ve %—k p =1 olsun. z(-) € Ly([to, 0], R), y(-) € Ly([to, 0], R) ise
z(-)y(-) € L1([to, 0], R) dir ve

l2()y )l < e C)llplly (e

esitsizligi gecerlidir.



Onerme 1.1.13 (Minkowski Esitsizligi [55]).
u(-) ve v(+), [to, 0] araligindan R™ uzayina taniml p. mertebeden integral-

lenebilir fonksiyonlar olsun. Bu durumda

</: u() + v(t)H”dt)% < ( : HU(t)det) i(/: ||v(t)||3”dt>% (1<p<co)

esitsizligi saglanar.

Tanimlanmasi gereken bir bagka fonksiyonlar uzay1 da Lo ([to, 8], R™) uza-
yidir. Bu uzay tamimlanmadan once bir fonksiyonun esash sinirlilik kavrami

verilmelidir.

Tamm 1.1.14. z(-) : [to, 0] — R" dlgulebilir bir fonksiyon olsun. Eger hemen
hemen her t € [t, 0] icin ||z(¢)|] < M olacak sekilde bir M sayisi varsa, x(-)
fonksiyonuna esasl simrly (essentially bounded) denir ve x(-) fonksiyonunun

esasly siar (essential supremumu)

esssup z(-) = inf{M > 0: hemen hemen her t € [t,0] icin ||z(t)|| < M}
seklinde tanimlanar.

Lo ([to, 0], R™) uzay,

Loo([to, 0], R®) = {z(-) | z() : [to, 8] — R™ 6lciilebilir fonksiyon ve

esssup z(+) < oo}
olarak tamimlanir. Agktir ki, Lo ([to, 8], R™) uzay1l, hemen hemen her yerde
sinirh olan fonksiyonlarin uzayidir.
z(+) € L ([to, 8], R™) igin norm,

12(-) |0 = esssup ()

seklinde tamimlanir. Lo ([to, 0], R™) uzay1 bu norm ile tam uzaydir [56].

Yukarida tanimlanan fonksiyon uzaylar: arasinda p > 1 olmak {izere,

C([to, 8], R?) C Loo([to, 6], R?) C -+~ C Ly([to, 6], R") C -+ C Ly ([to, ], R?)

7



seklinde bir iligki vardir. Ayrica, p > ¢ > 1 icin L,([to, 0], R™) C Ly([to, 0], R®)
olur.
Asagidaki teorem L,([to, 0], R™) uzaylarinda lineer doniigiimleri karakterize

eden onemli bir teoremdir.

Teorem 1.1.15 (Riesz [56]). 1 < p < oo olmak tzere £(-), L,([to,6],R™)
uzerinde herhangi bir sinarly dogrusal fonksiyonel ise E + ! =1 olmak tuzere,
her f(-) € Ly([to, 8], R™) igin, g
0
<&f>=é;<ﬂmﬂ®>ﬁ

olacak bicimde g(-) € Ly([to, 0], R™) fonksiyonu vardwr. Ayrica,

16O lezpyr = 1190l

dur.

Bu teoreme gore, (L,([to, 0], R™))" (1 < p < oco) uzay: ile Ly([to, 0], R")

1 1
(5 + i 1) uzay1 eg metrel e yapihidir (isometrically isomorphic). Bir bagka
ifade ile

1 1
(Lo(lto, 6, ™))" ~ Ly([t0, 6, ), 1<p<oo, o+ =1

dir. Ozel olarak (Li([to, 8], R*))* ~ Loo([to, 8], R?) olmasina kargin bu &zelligin
tersi dogru degildir.
Riesz Teoremi yardimiyla L, ([to, 8], R") uzaylarinda zayif yakinsaklik tani-

m1 agagidaki gekilde verilebilir.

Tamim 1.1.16. {u,(-)} € L,([to, 8], R") dizisinin uo(-) € Ly(([to, 0], R™)) nok-
tasina (fonksiyonuna) zayf yakinsamass igin gerekli ve yeterli kosul, her

9() € Ly([to, 0], R) (}1—7 + 3 =1) igin

[’ [’}
lim zwm®ﬁ:/<w@g@>ﬁ

n—roo to to

olmasidar.



Tleriki boliimlerde sikca kullanilacak bir bagka egitsizlik de Gronwall egit-

sizligidir.

Onerme 1.1.17 (Gronwall Esitsizligi [21]). [a,b] C R ve ¥(-) : [a,b] = R
negatif olmayan integrallenebilir, h(-) : [a,b] — R negatif olmayan,

v(:) : [a,b] — R siirekli fonksiyonlar olsun. Her t € [a,b] icin

u(t) < ht) + / W(r)(7)dr

ise, her t € [a,b] icin

v(t) < h(t) + c/w(T)h(T)dT

b
olur. Burada c = exp < / zﬁ(T)dT) dir.

Agagida R™ de verilen iki kiime arasindaki Hausdorff uzakligi tanimlan-

maktadir.

Tanim 1.1.18. E, F C R” olsun.

a(E, F) = max {sup d(z, F),sup d(y, E)}

z€E yeF

saysinag E ve F kumeleri arasindaki Hausdorff uzaklige denir.

Burada d(z, F) = inf ||z — y|| dir.
yeF
Hausdorff uzakhg agagidaki 6zellikleri saglar [57].
i. Her E C R" i¢in a(E, E) =0,
ii. Her E,F CR" igin o(E,F)=0& clE =clF,
ili. Her E, F C R™ i¢in (&, F) > 0,

iv. Her E, F,G C R" i¢in o(E, F) < o(E,G) + a(G, F).

9



Burada cl E, E kiimesinin kapanigin1 gostermektedir.

ii. den E,F C R® ve E # F igin a(E, F) = 0 olabilecegi elde edilir. Bu
nedenle yukaridaki gibi tanimlanan af(-,-) fonksiyonu 2®" iizerinde yani, R"
uzayinin tiim alt kiimelerinin olugturdugu uzay iizerinde bir metrik degildir.

comp(R") ile R™ uzayimin kompakt alt kiimelerinin ailesi gosterilsin. Bu
durumda (-, -) : comp(R"™) xcomp(R") — [0, co) fonksiyonu metrik kogullarini
saglar [57]. Buradan (comp(R"), a(:,-)) bir metrik uzay olur.

(Cogu zaman iki kiime arasindaki Hausdorff uzakligin bulunmasi icin yuka-

ridaki tanim yerine agagidaki denk tanim kullanilir.

Onerme 1.1.19. E, F € comp(R") olsun.
a(E,F)=inf{r >0: ECF+rB, FCE+rB}

olur.

Simdi kiime degerli doniigiim kavrami tanimlansin.

Tanim 1.1.20. A C R™ ve her z € A igin F(z) C R™ olsun. Bu durumda,
F dontdgimiine kime degerli donigim ya da kime degerli fonksiyon denir ve

F(:): A~ R™ geklinde gdsterilir.

Fonksiyonlara benzer olarak kiime degerli doniigiimler icin de siireklilik

tanumi verilebilir.

Tamm 1.1.21. F(-) : A CR® — comp(R™) ve zq € A olsun. Eger here > 0

sayisina karsibik keyfi z € B(zo, ) igin
a(F(z), F(zy)) <e

olacak sekilde § = 6(g,z0) > 0 sayist varsa, F(-) kime degerli donusimine
xo noktasinda streklidir denir. Eger F(-) kiime degerli déntisimid her o € A
noktasinda strekli ise, o zaman F(-) kime degerli dontusimine A kimesinde

stureklidir denir.
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Tanim 1.1.22. F(-): A C R® — comp(R™) ve zy € A olsun. Eger her € > 0

saysina kargibk keyfi x € B(zg,9) igin
F(z) C F(zo) +¢B

olacak sekilde § = 0(g, o) > 0 saysst varsa, F(-) kime degerli donidsimine zg
noktasinda ustten yars streklidir denir.

Tamm 1.1.23. F(-) : A C R” — comp(R™) ve 2y € A olsun. Eger her € > 0

saypsina karsiik keyfi x € B(zo,0) i¢in
F(z¢) C F(z)+¢B

olacak sekilde § = §(e, xo) > 0 sayise varsa, F(-) kime degerli dondsimine xo

noktasinda alttan yary sureklidir denir.

Kiime degerli doniiglimlerin siireklilik tanimindan, eger F'(-) : A C R* —
comp(R™) kiime degerli doniigimi zo € A noktasinda siirekli ise, hem alt-
tan hemde istten yari siirekli; tersine, eger F(-) kiime degerli donisimi
zo € A noktasinda hem alttan hemde iistten yar: siirekli ise F'(-) kiime degerli
doniigiimii zy € A noktasinda siirekli olur.

Yine fonksiyonlarda oldugu gibi kiime degerli doniisiimler icin de Holder

siireklilik ve Lipschitz siireklilik tanimlar1 yapilabilir.
Tamim 1.1.24. F(-) : R” — comp(R™) olsun. Her z,y € R" i¢in
a(F(z), F(y)) < Lz — y||"

olacak gekilde L > 0 ve 0 < r < 1 sayilar: varsa, F(-) kime degerli dontgimai-
ne Holder siirekli denir. Ozel olarak v =1 ise, F(-) kiime degerli dontisiimiine

L sabitiyle Lipschitz kosulunu saghyor denir.

1.2 Kontrol Sistemler

Sonlu boyutlu uzaylarda, davranigi adi diferansiyel denklemle verilen kont-

rol sistem
z(t) = f(t, z(¢), u(t)) (1.2.1)
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seklinde yazilir. Burada t € [t,0] zaman, z(t) € R" sistemin ¢ zaman
anindaki faz vektori, u(t) € R™ sistemin ¢ zaman amndaki kontrol vektori,
() : [to, 0] x R™ x R™ n-boyutlu vektdr fonksiyondur.

Eger (1.2.1) sisteminde her ¢ € [ty, 6] i¢in A(t) n x n-boyutlu matris, B(t)
n X m-boyutlu matris, ¢(-) : [to,0] — R™ n-boyutlu vektor fonksiyon olmak
izere,

f(t,z,u) = A(t)z + B(t)u + ¢(t)

ise, (1.2.1) sistemine dogrusal kontrol sistem denir.

(1.2.1) sistemindeki u(-) : [to,d] — R™ fonksiyonuna, kontrol fonksiyon
denir. Kontrol fonksiyonlar: lizerine koyulan kisitlamalara gore, kontrol sis-

temler cegitli sekillerde simflandirilir.

1. PCR™ ve
Uy = {u(:) : [to, 0] = R™ : u(-) dlgiilebilir , V¢ € [to, 0] icin u(t) € P}

olsun. Eger (1.2.1) sisteminin kontrol fonksiyonlar u(-) € U olarak segilirse,
bu tiir kontrol sistemlere geometrik sinirli kontrol sistem denir.

Eger F(t,z) = {f(t,z,u) : u € P} seklinde gosterilirse, (1.2.1) kontrol
sistemi

#(t) € F(t, 2(2)

diferansiyel icermesi formunda yazilabilir.

2. po > 0 olmak iizere,

; :
Uy = {u<-> € L,(Ito, 0], ™) : [[u()]l, = ( / uuo:)updt) < Mo}

olsun. Eger (1.2.1) sisteminin kontrol fonksiyonlar1 u(-) € U, olarak segilirse,
(1.2.1) kontrol sistemine integral smirh kontrol sistem denir. Yakit, enerji,
anapara gibi tiilkenen kontrollerin bulundugu kontrol sistemler bu tir, yani
integral kisitlar iceren kontrol sistemlerdir.

Eger u(-) € U, ise, herhangi bir ¢, € [tg, 6] icin ||lu(t.)|| sonsuz biiyik
deger alabilir. Bagka bir ifade ile, L,([to, 0], R™) uzayinda normu sinirh olan

fonksiyon sinirl olmayabilir.
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Ek degisken kullanilarak, integral sinirli (1.2.1) kontrol sistemi diferansiyel

icerme formunda yazilabilir.

np1(t) = [[u@IP, Znta(to) =0

olsun. Bu durumda, her ¢ € [ty, 8] i¢in

t
Eni(t) = / () |Pdr
to
olur. O halde,
[/]
0< / lu(@)|Pdt < 4
to

oldugundan, her ¢ € [ty, ] igin
0 < zp4a(t) < pih (1.2.2)

oldugu bulunur. Bu durumda, u(-) € Us olmak iizere, incelenen (1.2.1) kontrol
sistemi her ¢ € [to, 0] icin, u(t) € R™, u(-) € L,y([to, 0], R™) olmak iizere, (1.2.2)

faz kisitlamasi olan (n + 1)-boyutlu

z(t) = f (), u),

(1.2.3)
Tnr1(t) = |[u@®IP, Zn+1(to) =0

kontrol sistemi ile degigtirilebilir.

Eger 2y = x1,20 = X9, ..., 2n = Tny Znt1 = Tntl,
— 1
z = (217227"'7znazn+1) € R** ’
f*(thuu’) = f*(t) 21,22, .- '7zn7zn+1) —

={filt,z1,-. ., 2n,u), fo(t, 21, - s 2, U)o o, fulty 21, - - oy 20, w0), ||0]|P}
ve

F(t,z) = {fu(t, 21,20, .., 20, u) € R" 1 4 € R™} (1.2.4)
kabul edilirse, (1.2.2) kisitlamas: olan (1.2.4) kontrol sistemi,
0< znsat) < 1, 1€ [t0,0]

kisitlamasi olan

Z(t) € F(t,2(t)), 2zn+1(to) =0
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diferansiyel icermesi geklinde yazlabilir.
3. Eger (1.2.1) kontrol sisteminin kontrol fonksiyonlar: u(-) € U; NU, olarak
secilirse, bu durumda (1.2.1) kontrol sistemine karmagik sinirh kontrol sistem

denir. Agiktir ki, u(-) € Uy NU; olarak secildiginde, u(-) kontrol fonksiyonu
Vit € [to, 0] icin u(t) € P

geometrik kisitlamasini ve

)P < 8
to
integral kisitlamasini saglar.
Eger (1.2.1) kontrol sisteminde, segilen her u(-) kontrol fonksiyonuna kar-
silik z(+) yoriingesinin V¢ € [to, 8] igin z(t) € M(t) C R™ kogulunu saglamasi
isteniyorsa, bu durumda (1.2.1) kontrol sistemine faz kisitlamas: olan kontrol

sistem denir.
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2 ERISIM KUMELERI ve BAZI OZELLIK-
LERI

2.1 Quasi-Lineer Sistemlerin Erisim Kiimelerinin Topo-

lojik Ozellikleri

Kontrol sistemin bir [to, §] araligindaki davranigi,
z(t) = f(t,z(¥)) + B(t, z(t))u(t), z(ty) € Xo (2.1.1)

diferansiyel denklemi ile verilsin. Burada z € R™ sistemin n-boyutlu durum
vektoril, u € R™ m-boyutlu kontrol vektori, f(¢, z(t)) n-boyutlu vektor degerli
fonksiyon, B(t,z(t)) n X m-boyutlu matris fonksiyon ve ¢ € [tg,6] zamam
gostermektedir. Ayrica Xy C R™ kompakt kiimedir.
(2.1.1) sisteminin u(-) kontrol fonksiyonlar:
9
lu@)||Pdt < 1, o >0, 1<p<oo (2.1.2)

to

integral egitsizligi ile sinirlandirilmig olsun.

Tanim 2.1.1. Ly([t, 0], R™) (1 < p < 00) uzaymnn (2.1.2) integral egitsiz-
ligini saglayan her u(-) fonksiyonuna mimkin kontrol fonksiyon denir. Tim

mumkin kontrol fonksiyonlarin ailesi U ile gosterilir.

Bir baska ifade ile
U = A{u(-) € Ly([to, 0], R™) : ||ull, < po}
olur.

Bir u.(-) € U miimkiin kontrol fonksiyonun iirettigi ¢oziim agagidaki sekilde

tanimlanir.

Tamm 2.1.2. 2o € Xy ve u.(-) € U olsun. Bu durumda hemen hemen her

t € [to, 0] icin T.(t) = f(t,z.(t)) + B(t, z.(t))u.(t) diferansiyel denklemini ve
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z.(to) = zo € Xo baslangic kosulunu saglayan z.(t) : [to,0] — R™ mutlak
stirekli fonksiyonuna (2.1.1) sisteminin (to, o) baslangic noktasindan ¢ikan ve

u«(-) € U kontrol fonksiyonu tarafindan tretilen ¢ézimi denir.

(2.1.1) sisteminin (%o, zp) baslangic noktasindan gikan ve tiim miimkiin
u(-) € U kontrol fonksiyonlari tarafindan iiretilen ¢oziimlerinin kiimesi
X (to, xo) ile gosterilir. (2.1.1) sisteminin (¢, Xo) baglangic kiimesinden ¢ikan
ve tim miimkiin u(-) € U kontrol fonksiyonlar: tarafindan tiretilen ¢éztimler

kiimesi X (o, Xo) = U X (to, o) olarak tanimlanir.
zo€Xo
Agagida (2.1.2) kisiti ile verilen (2.1.1) sisteminin ¢ anindaki erigim kiimesi

tamimlanmaktadir.

Tanmm 2.1.3. (2.1.1) sisteminin tim z(-) € X(to,Xo) ¢ozimlerinin bir
t € [to, 0] aninda ulagtiklars noktalarin kimesine (2.1.1) sisteminin t anindaki
erigim kimesi denir ve X (t;to, Xo) ile gosterilir. Bir bagka ifade ile (2.1.1)

sisteminin t € [to, 0] anindaki erigim kimesi
X (t;t0, Xo) = {z(t) € R" : z(-) € X (to, X0)}
olur.

(2.1.2) kisit1 ile verilen (2.1.1) sisteminin integral tiineli asagidaki gibi

tammlanir.

Tamm 2.1.4. (2.1.1) sisteminin (to, Xo) baslangi¢c kimesinden ¢ikan tim ¢o-
zimlerinin grafiklerinin olugturdugu kimeye, (2.1.1) sisteminin integral tineli

denir ve Z(to, Xo) ile gosterilir. Integral tinel,
Z(to, Xo) = {(t,2(t)) € [to, 0] x R" : z(-) € X(to, Xo)}

ya da
Z(to,Xo) = {(t,.’l?) € [to,e] xR":xz € X(t, to,X())}

seklinde de yazilabilir.
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Bundan sonraki bélimlerde (2.1.1) denkleminin sag tarafinin, agagidaki

kosullar: sagladig kabul edilecektir.

2.1.A.

2.1.B.

f(t,z) ve B(t,z) fonksiyonlar (Z,z) e gore siirekli ve z e gore yerel Lip-
schitz, yani her simrhl D C [t, 8] x R™ bolgesi ve keyfi (¢,2*), (¢, z.) € D
oOgeleri icin

1£(,2%) = (&, z) ]| < Lo(D) 2" — 2.

ve

1B(¢,27) — B(t,z.)[| < Lo(D)|z* — z.|]

kosullarim saglayan L (D), Lo(D) pozitif Lipschitz sabitleri bulunsun.
Her (¢, z) € [to, 0] x R™ 6gesi igin
£ & 2) < (L + =l

ve
1B(t, 2)|| < 72(1 + [l=H)
artim kogullarini saglayan «y; ve 7y, pozitif sabitleri var olsun.
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Agagidaki 6nerme bundan sonraki 6nerme ve teoremlerin kanitinda sikca

kullanilacak olan bir egitsizligi vermektedir.

Onerme 2.1.5. Her u(:) € U ve her t € [to,0] igin Ly ve Ly pozitif sabitler
olmak tzere,
t —1
/ (Ly + Lollu(m)ll) dr < Ly(6 — to) + La(8 — 16) 5" 1o (2.1.3)
to

olur.

Kamit. u(-) € U keyfi olsun. Onerme 1.1.12 Holder integral esitsizligi kul-

lamhirsa, her ¢ € [to, 0] icin

/t:(Ll—l—LzHU(T)“)dTSLl(t—t0)+L2 </tl ldT) (/ lu(r ”pdT)

olur. u(-) € U oldugundan (3.1.2) esitsizligini saglar. Buradan her ¢ € [ty, 0]
icin

t —1
/ (L1 + Lal|u(r)[]) dr < L1(0 — to) + La(6 — t0) 5" o

to

bulunur. 0

Asgagidaki 6nerme (2.1.2) kisit1 ile verilen (2.1.1) sisteminin tiim ¢6ziimleri-

nin grafiklerinin bir D C [tg, 8] X R™ kiimesi ile sinirli oldugunu gostermektedir.

Onerme 2.1.6. Her z(-) € X (o, Xo) ve her t € [to, 0] igin

@l <7
olur. Burada
g =10 —to) + vapo(6 — to)p_;_l, (2.1.4)
d. = max{||z| : z € Xo} (2.1.5)
ve
r=(di+q)(1+qgexpg) (2.1.6)
dar.
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Kanit. Keyfi z(-) € X(to, Xo) segilsin. O zaman
¢
z(t) =zo+ | f(r,2(7)) + B(r,z(r))u(r)dr , t€ [to,b]
to

olacak gekilde zo € Xy ve u(-) € U vardir. Esitligin her iki yaninin normu
alinirsa,

2@ < llzoll + t 1f (7, 2(7)) + B(7, z(7))u(r) | dr

olur. Normun iicgen esitsizligi, 2.1.B. kogulu ve d, = max{||z]| : = € Xo}

oldugundan,

lz@I < d*+/t||f(T,x(T))lldT+ B 2 lu(r)lldr
d*+71/ 1+ llx(f)ll)d7+%/ A+ llz()Dllu(r)l|dr

to to

IA

ya da

2Ol < d+n(0—to) £ /ttnxmudfm () =+

™ / () ()

yazilabilir. Diger taraftan, 6nerme 1.1.12 Hélder integral esitsizligi kullanilirsa,
u(-) € U oldugundan

/t:IIu(T)HdT < </:1:73_1d7)g;—1 ( tnu(f)updT)% <m0 —1)F  (2.1.7)

b to
p—1

elde edilir. O halde (2.1.7) kullanilirsa ve ¢ = 71(6 — to) + y2po(0 — to)

oldugundan,

va(t)IISd*Jran'h/t Ilfr(T)IldTJr’m/t ()| llu(r)lldr

veya

@ < do+a+ [ O+l ldn

to

olur. Onerme 1.1.17 (Gronwall esitsizligi) de v(t) = ||z(¢)]|, h(t) = ds + q ve
V(1) = 71 + 7eol|u(7)|| alinirsa,

o= e ([t +alutr)ihar)

to
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olmak tizere,

o0l < dt g-te [+ g) -+l

to
yazilabilir. (2.1.3) esitsizliginden,

|z(®)]| < di + ¢+ (di + g)gexp(q)

ya da,
()] < (de + ¢)(1 + g exp(q))
bulunur. O halde,

r = (d. +¢)(1 + gexp(q))

oldugundan, her z(-) € X (¢o, Xo) ve her ¢ € [to, 0] icin
lz@)l <7
olur. O
Bu sonug (2.1.1) sisteminin tiim z(-) € X (¢, Xo) ¢oziimlerinin grafiklerinin
D ={(t,z) € [to, 0] xR : |jz|| < r} (2.1.8)

seklinde tamimh bir D silindirinin i¢inde kaldigini gosterir. Yani, agagidaki

sonu¢ dogrudur.

Sonug 2.1.7. (2.1.2) ksits ile verilen (2.1.1) sistemi igin
Z(to,Xo) cD

kapsamasy dogrudur. Burada D, (2.1.8) ile tanamlanan silindiri gdstermekte-

dir.

Bundan sonraki béliimlerde 2.1.A. kosulundaki D kiimesi olarak, (2.1.8) ile
tanimlanan D silindiri goz oniine alinacaktir.

Onerme 2.1.6 dan agagidaki sonuclar da elde edilebilir.
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Sonug 2.1.8. (2.1.2) kusits ile verilen (2.1.1) sisteminin X (to, Xo) ¢ozimler

kimesi dizgin sinarldar.

Sonug 2.1.9. (2.1.2) kisits ile verilen (2.1.1) sisteminin her t € [to, 0] icin t

amindaki X (t;t, Xo) erigim kumeleri symrl kimelerdir.

Asagidaki onerme ise X (o, Xo) ¢6zlimler kiimesinin eg siirekliligini vermek-

tedir.

Onerme 2.1.10. (2.1.2) kusits ile verilen (2.1.1) sisteminin X (to, Xo) ¢ozim-

ler kiimesi es stureklidir.

Kamt. ¢ > 0 verilsin ve keyfi z(-) € X (¢, Xo) segilsin. O zaman,

z(t) = zo + /t [f(r,z(7)) + B(r,z(7))u(r)] dr , t € [to, 0]

to
olacak sekilde zp € X ve u(-) € U vardir. Keyfi t1,ts € [to, 6] alinsin. Genelligi

bozmaksizin ¢; < ¢35 oldugu kabul edilebilir. O zaman,

t2

[f (7, 2(7)) + B(r, z(7))u(r)] dr
< / 1f (7,2 IdT+/ 1B(7, (7)) lllu(r)lldr

z(t) — (@)l =

olur. f(-) ve B(-) fonksiyonlar siirekli, D kiimesi kompakt oldugundan
Ky =max{||f(t,z)| : (¢,z) € D}

ve
Ky = max{||B(t,z)|| : (¢t,z) € D}

alinirsa,

t2
|z(t1) — z(t2)| < Kufte — ta] + Kz/ [u(r)ldr
t1

elde edilir. Onerme 1.1.12 Hélder integral esitsizligi kullanihrsa, u(-) € U
oldugundan her ¢y, ts € [tg, 6] icin

l2(t) —z(t)] < Kilts — 1| + K> (/: 15%“) . </tlt2||u(7)||pd7> %

u
< K1|t2 — t1| +K2ﬂ’0|t2 - tll P
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bulunur. K = max{K7, poK>} alinirsa, her t1,ts € [to, §] igin

p—1

[z(t1) —z(t2)l] < Klta — 1] + Ktz — t1] »
= Kltp—t|7 (1+1t2—t1|%)
< K(1+(9—t0)%) Ity — 1]

elde edilir. K, = K (1 (- to)%) almirsa,

p—1

l2(t1) = 2(t)l| < Kultz — 1] 7

olur. O halde é(¢) = Ki . alinirsa, |t; —t2| < d(g) iken ||z(t1) —z(t2)]| < €

oldugu bulunur. z(-) € X (¢y, Xo) keyfi oldugundan X (¢9, Xo) ¢oziimler kiimesi

eg stirekli olur. |

Boylece, sonu¢ 2.1.8, 6nerme 2.1.10 ve 1.1.4 Arzela-Ascoli teoreminden

agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.1.11. (2.1.2) kisstlar ile verilen (2.1.1) sisteminin X (tg, Xo) ¢oztim-
ler kimesi C([to, 0], R") uzayinda prekompakt bir kiimedir.

Asagidaki 6nermede X (¢9, Xo) ¢Oziimler kiimesinin kapah oldugu kanitlan-

maktadir.

Onerme 2.1.12. (2.1.2) kusity ile verilen (2.1.1) sisteminin X (to, Xo) ¢ozim-

ler kimest kapali kumedir.

Kamit. (2.1.1) sisteminin X (¢p, Xo) ¢oziimler kiimesinin kapali bir kiime ol-
dugunun gosterilmesi icin X (¢p, Xo) kilmesindeki her yakinsak dizinin limi-
tinin de X (to, Xo) kiimesinde oldugu gosterilmelidir. Her £ = 1,2,... i¢in
zr() € X(to, Xo) ve & — oo iken zx(-) — z.(-) olsun. z.(-) € X(to, Xo)
oldugu gosterilmelidir. Her k£ =1,2,... igin zx(-) € X (¢9, Xo) oldugundan,
) = 2+ [ U(ran(r) + Bl dr, € [t
0

olacak bigimde zy € Xo ve ug(-) € U vardur.
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Vk =1,2,...icin 23 € X, ve Xo C R™ kompakt kiime oldugundan, {z;}$2,
dizisinin yakinsak bir alt dizisi vardir. Genelligi bozmaksizin, ¥ — oo igin
zr — xo oldugu kabul edilsin. X, kompakt kiime oldugundan, zy € X olur.

Miimkiin kontrol fonksiyonlar kiimesi,

0

U= {ut) € Lylto 8B - [ Tulo)lPar <4 >0 (<p<oo))

to
L,([to, 6], R™) uzayinda zayif kompakt bir kiimedir [49]. Her k = 1,2, ... igin
ug(-) € U oldugundan, {ux(-)}32; € U dizisinin zayif yakinsak bir alt dizisi
vardir. Genelligi bozmaksizin, {u()}$2 , dizisinin zayif yakinsak oldugu kabul
edilsin ve k — oo iken ux(-) = uo(-) € U olsun. Ly([to, 0], R™) uzayinda zayf
yakinsakligin tanimindan, Her v(-) € Ly([to, 6], R™) (% + —é— =1) igin

¢

9
/ v(T)ug(T)dr — v(T)ue(T)dr

to to

olur. (2.1.1) sisteminin bu ug(-) € Y miimkiin kontrol fonksiyonunun (tg, zo)
baglangic noktasindan iirettigi ¢oziim zo(-) ile gosterilecek olursa,
t
5ot) =70+ [ [7(r,au(r) + Blr,ao(r)uo(r))dr, ¢ [,
to
yazilabilir. Buradan ve 2.1.B. kogulundan, her £k =1,2,... ve t € [to, 0] igin
¢

lzx(®) = 2ol < iz = zoll + [ [I£(m,2(r)) = f(7: 20(r))lldT+

/ B (1)) us(r) — B, zo(r))uo(r)] dr

to

+

< o~ aull+ I | laelr) — anfr)ldr+
|/ (Bl 2(r)Jus(7) — B(r, 20(r))uo(r)] dr
< ok — zol + Lo / k() — 2o (r) ldr+

to

+L2/t lzx(T) = zo(T)[[[ww ()l dr+

/ "B, 20(7) (ws(7) — wo(r))dr

to

+

(2.1.9)
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elde edilir. 2.1.A. kogulundan B(7,zo(7)) : [to, 8] — R™ x R™ siirekli fonksiyon
ve k — oo iken 73 — z¢ ve ug(-) = ug(+) oldugundan, her £ > 0 icin k > K(¢)

iken

[|z% — ol + <e, t&/]ty,d]

/ B(r, 20(r)) (us(7) — uo(r))dr

to

olacak bigimde K(g) > 0 sayis1 vardir. O halde buradan ve (2.1.9) den, her
k> K(e) icin

t

2k () — zo(t)] < / (L1 + Lollue(7)[Dllze(T) — zo(7)lldT + &, 1t € [to, 0]

to
elde edilir. Bu son ifade igin 6nerme 1.1.17 Gronwall esitsizligi,
v(t) = ||z (t) — zo(t)||, R(t) =€ ve ¥(T) = L1 + Lo||ux(7)|| i¢in kullanilirsa,

9
c= exp(/ Ly + Loljux(r) | dr)

to

olmak tizere her k > K(g) ve t € [to, 0] icin,

Jou(t) ~ m(0) <+ [ (L + Laljus()edr

bulunur. Diger taraftan énerme 2.1.5 den

¢ 1
[ L+ Balfuen))dr < L4(6 = t) + Lauof0 )7
to

oldugundan son ifade her k > K(c) ve her ¢ € [tg, 0] icin

p=1

lo6(t) = zo®)l| < &+e (L1(0 = to) + Lopso(8— 1))
exp (L1(9 —tg) + Lopo (6 — to)p'%l>
sekline doniigiir. Buradan k£ — oo iken zx(-) — zo(+) oldugu sonucu ¢ikar.
Limitin tekliginden, baglangigta kabul edilen z, (-) fonksiyonu ile zo(-) fonksiy-

onlar1 egit olmalidir. O halde z¢(-) = z.(-) € X(¢o, Xo) oldugundan bu sonug

(2.1.1) sisteminin X (¢, Xo) ¢oziimler kiimesinin kapali oldugunu gésterir. [
Onerme 2.1.12 den agagidaki sonug elde edilebilir.

Sonug 2.1.13. (2.1.2) kst ile verilen (2.1.1) sisteminin her t € [to, 0] igin,

t anindaki X (t;t9, Xo) erisim kimesi kapale kimedir.
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Elde edilen sonuclar birlegtirilecek olursa agsagidaki Teoremler verilebilir.

Teorem 2.1.14. (2.1.2) kisits ile verilen (2.1.1) sisteminin X (to, Xo) ¢oztim-

ler kiimesi C([to, 8], R™) uzayinda kompakt bir kimedir.

Kanit. (2.1.1) sisteminin X (¢y, Xo) ¢Ozlimler kiimesi sonu¢ 2.1.8 ve Onerme
2.1.12 den dolay1 diizgiin sinirli ve eg siireklidir. O halde 1.1.4 Arzela-Ascoli
Teoremine gore X (tg, Xo) kiimesi prekompakt bir kiimedir. Aym zamanda
onerme 2.1.12 de X (tp, Xo) kiimesinin kapal oldugu kanitlandigindan (2.1.1)

sisteminin X (¢, Xo) ¢Ozlimler kiimesi kompakt kiime olur. U

Teorem 2.1.15. (2.1.2) kisits ile verilen (2.1.1) sisteminin her t € [to, 0] icin

t amndaki X (t;to, Xo) erigim kimeleri kompakt kimelerdir.

Agagidaki 6nerme (2.1.2) kisita ile verilen (2.1.1) sisteminde her ¢ € [to, 6]
icin, ¢ — X(¢;t0, Xo) kilme degerli doniigiimiiniin Holder siirekli oldugunu

gostermektedir.

Onerme 2.1.16. (2.1.2) kusits ile verilen (2.1.1) sistemi her ty, by € [to, 0] igin
p=1
(X (t1;t0, Xo), X (t2; to, Xo)) < M|ty —to| 7
esitsizliging saglar. Burada M > 0 sabit bir sayidar.

Kanit. Genelligi bozmaksizin ¢; < t; kabul edilebilir. y; € X (¢1;t9, Xo) keyfi
bir nokta olsun. O zaman
t1
w=a(t) =ao+ [ f(r(0) + Bl o(r)un(r)) dr
to
olacak gekilde zg € X, z.(:) € X (to, Zo) ve u.(-) € Y vardir.
to
Yo = Ti(t2) = zo + / [f(7,24(7)) + B(7, (7)) )us (7)] dT
to
olsun. O zaman ys = z,(t3) € X(ta;t0, Xo) olur. Bu iki nokta arasindaki
farkin normu alinacak olursa,

nm—mns[hwvwwww«y/ﬂwvwm%mvmm

t1
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elde edilir.
Ky =max{||f(t,2)| : (t,z) € D}

ve

K> = max{||B(t,z)|| : (¢t,z) € D}

alinirsa, bu son ifade

o = el < [0+ o) ()

t1
sekline dontugiir. Son olarak onerme 1.1.12 Hélder integral esitsizligi uygula-

nacak olursa, u.(-) € U oldugundan

p=1 1
t2 o 7 t2 P
el < (k) ([ 1750r) T ([Cuoiear)
1

t1
-1
< (K1 + KZ)MOltl — tg]ap—

bulunur. M = (K; + Kj)uo segilirse,
p=1
1 — 9ol < Mlt: —to| =
olur. O halde her ¢;,ts € [tg, ] igin
X(tl;to,Xo) C X(tg;to,Xo)-f-Mltl —tg[P;_lB (2110)
dir. Benzer gekilde once keyfi y, € X (ta;t9, Xo) noktas: secilerek de
X(tg; to, X()) C X(tl, to, Xo) + M'tl — t2|%1B ‘ (2111)

kapsamas: elde edilebilir. Boylece (2.1.10), (2.1.11) ve énerme 1.1.19 kul-
lanilarak keyfi t;,ts € [to, 6] igin

(X (t1; to, Xo), X (t2; t0, Xo)) < Mty — o]
elde edilir. O
Tanim 2.1.17. E C R” i¢in E kimesinin capr, cap E ile gosterilir ve
cap B = sup [lz —y]|

z,yeE

olarak tanimlanar.
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Asgagidaki 6nerme (2.1.2) kisita ile verilen (2.1.1) sisteminin erigim kiimele-

rinin ¢ap1 icin bir degerlendirme vermektedir.
Onerme 2.1.18.

(ggexpll (t,z)|| ve d = cap Xo

olmak tzere, hert € [to, 0] i¢in
cap X (t: to, Xo) < d+ 2K uoft — to) >
» 2p-1
L [d(t — to) + 2K o (= t0) 7 | exp (L(6 — 1))

olur.

Kanit. t € [to, 0] ve y1,y2 € X (t; o, Xo) keyfi 6geler olsun. Bu durumda,
=) =m+ [ Urnm)+ Bom)u)] o
0
olacak gekilde z; € Xy, z1(-) € X(to, Xo), w1(-) €U ve
=) =a+ [ 1ra() + Bl o) dn

to

olacak gekilde z5 € Xy, z2(-) € X(to, Xo), ua(-) € U vardir. 2.1.A. kogsulundan

Iy =l < iz =zl + | £ (m20(r)) = f(r, za(r)lldr+

+ [ 1B(an)u(e) - Bl aa()ua()ldr

IN

t
ler — @l + Ly / lea(7) — a(r) | drt
to

+/t IIB(T,wl(T))IIIIul(T)IldT+/tHB(T,wz(T))ll!IUz(T)HdT

bulunur.

K= max |1B(¢, )| ve d = ¢ap Xo

oldugundan,

[y — ol < d + Ll/t:llﬁ(T) — zo(7)||dT + K [/totllul(T)HdT + /t:IIW(T)IIdT}
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olur. Onerme 1.1.12 Holder integral esitsizligi kullanilirsa,

=l < d+Ly / f(r) = () +

</quﬁdT) (/ Joa(r ||pdT) v
(/t“l‘“) (/ e lpd¢>]

olur. Buradan ve uy(-), us(-) € U oldugundan,

+K

t -1
o0 = vell < 4+ L [ fla(r) = aa(r)dr + 2ot — ) 5
to

olur. Bu ifadeye dnerme 1.1.17 Gronwall esitsizligi v(t) = ||z1(¢) — z2(t)]],
h(t) = d+ 2K po(t — t0) % ve 1(7) = L, icin kullamlirsa,

¢ = exp (/: leT> = exp (L1(0 — to))

olmak iizere,

t b1
lys —vall < d+2Kpo(t — ) —I—c/ L, [d—l—?Kuo(T—tO)T} dr

to
< d+2Kpo(t —t0)% + Ly [d(t—to)+2Ku02pL_1(t—t0) ;

exp (L1(0 — to))

bulunur. ¢ € [to,0] ve y1,92 € X (¢;t0, Xo) keyfi elemanlar oldugundan, her
tc [to, 9] 1§1n

5ap X (;to, Xo) < d + 2K ot —t5)%F +
Ly [t — to) + 2K poEr (E — t0) | exp (L4(6 — o)

olur. O
Onerme 2.1.18 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.1.19. ¢ — ¢y tken cap X (¢;to, Xo) — cap Xo olur.
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2.2 Quasi-Lineer Sistemlerin Erisim Kiimelerinin Bas-

langi¢c Kosullarina Bagimliligi

Bu boéliimde erigim kiimelerinin X, baglangi¢ kiimesine baglantis: aragtiri-

lacaktir.

Onerme 2.2.1. Xo ve X kimeleri R™ uzayinin kompakt alt kimeleri olmak

lizere (2.1.2) kusits ile verilen (2.1.1) sisteminde her t € [ty, 0] i¢in
Oé(X(t, to, Xo), X(t, to, Xl)) S KO[(X(), Xl)
olur. Burada K > 0 sabit sayidar.

Kanit. Keyfi zo(-) € X(to, Xo) alinsin ve sabitlensin. O zaman

To(t) = zo + /tt [ (7, 20(7)) + B(7, mo(7))u(7)] dr, 1t € [to, 0]
olacak bicimde z, € )(()'0 ve u(-) € U vardir. X, ve X; kompakt kiimeler
oldugundan, 1.1.18 Hausdorff uzakhiginin tanimindan ||z1 — zo|| < (X, X1) <
+o00 olacak gekilde z; € X7 vardir. (2.1.1) sisteminin ayni u(-) € U kontrol
fonksiyonu tarafindan iiretilen ve z1(¢y) = z; baslangic kosulunu saglayan

.Tl() < X(to,Xl) gozumu l(}ll’l

2y(t) = 21 + / F(r,22(r)) + B(r, za(r))u(r)] dr , t € [to, 6]

to

olur. Buradan her ¢ € [to, 8] icin
ool =21 < o=l + [ (ra0(r) - £ ea()
[ I B(r0(r) - B a0
olur. 7, in seciliginden ve 2.1.A. kogulundan, her ¢ € [to, 8] igin
Jou) = 21l < 0o, X0+ L [ o) ~ (s ar+
Lo [ Tu(r)llla(r) - ax(r)

= o(Xo, X1) +/ (L1 + Laflu(r)I]) [l2o(7) = 21 (7)lldr

to
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bulunur. Bu ifadeye v(t) = ||zo(t) — z1(¢)||, h(t) = a(Xo, X1) ve
¥(r) = Ly + Ls||lu(r)]| i¢in Snerme 1.1.17 Gronwall egitsizligi uygulanacak

olursa,

¢ = exp (/9(L1 + L2]|u(7)||)dr)

to
olmak {iizere, her ¢ € [to, 6] i¢in

|zo(t) — z1(t)|] < a(Xo, X1) + c.oz(Xo,Xl)/ (L1 + Lo|lu(n)|)dr  (2.2.12)

to
oldugu bulunur. Onerme 2.1.5 kullanihirsa, her ¢ € [to, 8] icin
p—1
leo(t) = 21| < @(Xo, X1) |1+ exp (L(8 — to) + Lo(8 — t0) 7 puo
—1
(126~ t0) + Lo(6 — 1) o)
bulunur. Gosterimlerde kisalik icin

p—1

Ty = L1 (9 — to) + L2(0 — tO)TNO (2213)

ve

K =1+r.exp(rs)
alinirsa, her ¢ € [to, 0] igin
2o (t) — z1(2)]| < KXo, X1)

oldugu elde edilir. Boylece keyfi sabitlenmis zo(-) € X (to, Xo) icin ||zo(t) —
z1(t)|] £ KXo, X1) olacak bigimde z1(-) € X (fo, X1) oldugu gosterilmis olur.
Bu ise her ¢ € [to, 0] i¢in,
X(t, to,Xo) C X(t, to,Xl) +KO¢(X0,X1)B (2214)
olmasi1 demektir.
Benzer gekilde ¢ € [tg, 0] igin
X(t, to,Xl) C X(t, to,Xo)—f—KOé(Xo,Xl)B (2215)

oldugu kanitlanir. O halde (2.2.14), (2.2.15) ve 6nerme 1.1.19 den her ¢ € [¢g, 6]
i¢in
(X (t; t0, Xo), X (t; 20, X1)) < KXo, X1)

bulunur. O
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Yukaridaki énermeden, Vn = 1,2,... i¢cin X,, C R" ve Xy C R™ kompakt
kiimeler ve n — oo iken a(X,, Xo) — 0 ise her t € [ty, ] icin n — oo iken
a(X (¢ tg, Xn), X (¢;t0, Xo)) — 0 oldugu sonucu cikar. O halde keyfi bir ¢

anindaki erigim kiimesi X, baglangic kiimesine siirekli bagiml olur.

Onerme 2.2.2. t1 > to, Xo, X1 C R™ kompakt kiumeler,

—1
ro = a(Xo, X1) + di(t1 — o) + da(t; — to)TN

)

ve
T = 19 [1+<L1(9—t1)+L2M0( t1)
_1

exp (L1(9 —t1) + Lopo(6 — 1) >]
olmak tzere, (2.1.2) kst ile verilen (2.1.1) sistemi igin
Q(X(t, to, Xo), X(t, tl, X]_)) <r y t € [tl, 0]

olur. Burada dy ve dy pozitif sabit saylardr.

Kamt. ¢ € [t1, 0] icin keyfi yo € X (¢;%9, Xo) alinsin. O zaman

t
vo = olt) = 2o + / [F(7,20(r)) + B(r, z0(r))u(r)] dr
to
olacak bigimde zy € Xy, zo(-) € X (o, zo) ve u(-) € U vardir. 1.1.18 Hausdorff
uzakliginin tamimindan, [|zo — 1] < a(Xo, X1) olacak gekilde z; € X; vardur.
Ayni u(-) € U kontrol fonksiyonunun bu z; € X; noktasindan ¢ikan ¢6ziimii
z1(-) € X(t1, 1) ile gosterilecek olursa, her ¢t € [¢1, 0] igin
t
nt) =a+ [ [fnaln) + Blra(n)u()]dr
t1

yazilabilir. Buradan her ¢ € [t;, ] igin

[EXORENC] snm—xm+/wfrm ) = fr () ldr+
/M (7, 20(r)) = B(r, (1)) u(r) -+

/’wfz )+ B(r, olr)u(r))dr
(2.2.16)
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oldugu elde edilir. Onerme 2.1.6 dan Z(to, Xo) C D, ve Z(t1,X1) C D, olacak
sekilde D, silindiri vardir.
t,z)|=d B(t,z)|| =d
(max |[f(t2)l| = di ve max [|B(t,z)|| = ds
olsun. O halde buradan, (2.2.16) ve 2.1.A. kogulundan,
t
zo(t) =21 (B)| < lzo — z] +/ (L1 + Lalu(r) [ ([lzo(r) — z2(T)|)dr+

t1

+/ (s + dol|u(r))dr

to

(2.2.17)

olur. Onerme 2.1.5 den
t1 o1
/ (dl —+ d2||u(7)||)d7 S dl(tl - to) + dg(tl — to)pro
to
oldugundan ve ||zo — z;|| < a(Xy, X1) segilisinden, (2.2.17) ifadesi,

p—

lz0(®) = ;@) < o(Xo, X1) + dy (b — to) + daty — £0)F pot
+[\(L1 + L2||U(T)“)”.T0(7') — 331(7')||d7

1

sekline dontsiir. 7o = a(Xo, X1) + di(t1 — t2) + da(t1 — to)z%,uo oldugundan,
t
[z0(t) — z1(8)]] < 7o +/ (L1 + Lellu(r)|)lzo (1) — z1(7)|d7
t1
olur. Bu ifadeye v(t) = ||zo(t) — z1(¢)||, h(¢) = 1o ve ¥(7) = (L1 + Le|lu(r)]])
icin 1.1.17 Gronwall esitsizligi uygulanirsa,
9
¢ = exp </ (L, + L2||u(7')||)d7)
t1
olmak tzere,
t
lzo(t) — z1(2)|| < 7o + cro/ (Ly + La||u()|)dr (2.2.18)
t1
elde edilir. Onerme 2.1.5 den
t p-1
/ (L + Loflu(r)|)dr < L1(6 — t2) + La(6 — t1) % 1o
t1
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olur. Bu sonug (2.2.18) de yerine yazilacak olursa,

|20 (t) =z (B[] < o [1 + (L1(9 — 1) + Lopo(6 — tl)’%)
exp <L1(9 —t1) + Louo(6 — tl)‘n‘g—l)]

bulunur. O halde,

ro= o1+ (Ll(e—t1)+L2M0(e—t1)*¥—l)
exp (Ll(ﬁ - tl) + Lzﬂo(e — tl)%l ]

olmak iizere her t € [t, 6] igin,
X(t, to, X()) C X(t, t1, Xl) +rB

kapsamasi gecerlidir.
Once X (t;t1, X1) kiimesinden keyfi bir eleman alinarak, benzer iglemlerle

her ¢ € [t1,0] icin de
X (t;t1,X1) C X (t;t0, Xo) + 7B

kapsamasi elde edilir. O halde bu iki kapsama ve 6nerme 1.1.19 kullamilarak
her ¢ € [t;, 0] igin,
Oé(X(t, th X0)7 X(ta tl; Xl)) S T

sonucu elde edilir. O

Onerme 2.2.2 den agagidaki sonuc elde edilir.

Sonug 2.2.3. Vn = 1,2,... i¢cin X,, C R” ve Xy C R" kompakt kimeler,
n — oo iken t, — to ve a(X,, Xo) = 0 olsun.

O zaman, hert € [ty, 0] i¢in n — oo iken
a(X(t; ln, Xn)a X(t; to, XO)) —0

olur.
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Asagidaki 6nermede (2.1.2) kisit1 ile verilen (2.1.1) sisteminin erigim kiime-
lerinin (2.1.2) kisitinda gegen pg sayisina olan baglantisi incelenmektedir.

Lo ve py pozitif sayilar olmak tizere,
Up = {u(:) € Ly([to, 01, R™) : [lu(-)llp < o}

ve
Uy = {u(-) € Lp([to, 0, R™) = [Ju(-)llp < p}

olsun. (2.1.1) sisteminin (%o, Xo) baslangi¢ kiimesinden ¢ikan ve tiim u(-) € Uy
miimkiin kontrol fonksiyonlar: tarafindan tretilen ¢ézliimlerinin kiimesi
Xo(to, Xo), t € [to, 0] i¢in ¢ anindaki erigim kiimesi ise Xo(¢; to, Xo) ile goste-
rilsin. Benzer olarak, (2.1.1) sisteminin (¢, Xo) baglangic kiimesinden ¢ikan
ve tim u(-) € U; miimkiin kontrol fonksiyonlar: tarafindan iiretilen ¢6ziim-
ler kiimesi ile ¢ anindaki erigim kiimesi sirasiyla X (to, Xo) ve Xi(¢; %0, Xo) ile
gosterilsin. Bu durumda agagidaki onerme dogrudur.
(..)nefme 2.2.4. K > 0 sabit bir says, ro = K(0 — to)pr%l lwo — pa| ve

r = 19 [1 + (Ll(t? —to) + Lopq (6 — to)}’;_l)

exp (L1(0 — o) + Loy (0 — to)"’—;—l)]

olmak tzere (2.1.2) kisits ile verilen (2.1.1) sisteminde her t € [to, 0] igin
O[(Xo(t; to, Xo), Xl(t, to, Xo)) S T
olur.

Kanit. Keyfi ¢ € [to, zo] igin yo € Xo(t; 0, Xo) olsun. O zaman,

w=mnlt) =0+ | [ 20() + B, 2o(r))uo(r)] dr

olacak gekilde zy € Xp, o(+) € Xo(to,Zo) ve ug(-) € Uy vardir. ue(-) € Uy

miimkiin kontrol fonksiyonu yardimiyla her ¢ € [to, 6] igin

= P
w(t) = uolt)

34



fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

sl = [ nul(t)updt)’l’ ([ nuou)npdt)’l’ <m

oldugundan u;(-) € U; olur. (2.1.1) sisteminin yukaridaki gibi tammlanan
u1() € Uy mimkiin kontrol fonksiyonu tarafindan (%o, zo) baslangic nokta-
sindan dretilen ¢6zimi z1(-) € Xi(to,z0) C Xi(to, Xo) ve z1(t) = vy ile

gosterilecek olursa,

w=m) =+ [ (r) + B(r, 2(r))u(r)] dr
olur. O halde

lvo — w1l = [lzo(t) — z1 (D]

IN
=
—~
A
8
=]
N
\]
a—
S—’
I
~h
N
ﬂ
8
-
By
\]
+

elde edilir. 2.1.A. kogulu kullanilarak,

lvo—wall < Ln [ lleo(r) = 2 (r)dr + / 1B(r, 22(7) o) — s () |+
p
1Bt 0(r) = B(r,a(r) ()l
< / (Ly + Lalluo(r) ) llzo(r) — 22 (r) dr+

1B(7; &1(T))|lluo(7) — wa(7)|dr

to

yazilabilir. K = (m)aXD || B(¢, z)|| alimrsa u;(-) fonksiyonunun tanimlamsimdan,
t,z)e

H

o =uill < [ (r-+ Lalla(r)) loo(r) — o2 (s )+
+f Klua(r) — s (7)|dr
< [ t (B Ll ) = i+

+K T)||d7




olur. Onerme 1.1.12 Hélder integral egitsizligi kullanilirsa,

lvo — ] < /t (Ly + Loljuo(T)|) l|zo(7) — z1(7)||dr+

to
M
Ho

+K o (0 — to)P;_

t

_ /(L1+L2”uo('r)||)||x0(7-)_xl(,r)”dﬂ_

to

+K |po — ] (6 — to)%
elde edilir.
p—1
ro=K|po— | (0@ —1t0) 7

oldugundan ve 6nerme 1.1.17 Gronwall esitsizligi, v(t) = ||zo(t) — z1(¢)]],

h(t) = ro ve ¥(7) = L1 + Lo||uo(7)|| i¢in kullanilacak olursa,

¢ = exp </t9 Lo+ L2|]u0(t)l|dt>

olmak {izere,

lo—wl = [zo) - 22(0)]
Sm+w%Xm+mmwme

bulunur. Onerme 2.1.5 den

/ (L1 + Lolluo(M)I) dr < L1(60 — to) + La(8 — t0) 5 o

to

oldugundan,
loo(t) = 1 (Bl < 7o (14 ¢ (L4(6 = to) + La(6 = £0)F o))

0
olur. ¢ = exp ( / L, + L2||u0(t)|[dt) oldugundan,

to

|20 (t) =21 ()|l < 7o [1 + (Ll(e — to) + Lapuo(6 — to)%)
7)]

exp (L1(0 — to) + Lz,uo — to p

olur. B
r = To [1+ (Ll(e—to)‘f‘Lzﬂl(e—to)p?’—)

exp (L1(9 — ) + Lopua (6 — to)"’%)]
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oldugundan,
[zo(t) — z1(®)|| <7
bulunur. O halde her ¢ € [ty, ] i¢in

Xo(t, to,X()) C Xl(t, to,Xo) +rB (2219)

kapsamasi elde edilir. Benzer sekilde dnce y; € X;(¢;t9, Xo) noktast segilerek
de her ¢ € [to, 0] igin

Xl(t;to,Xo) C Xo(t;t(),Xo) + rB (2220)
kapsamasi da elde edilebilir. O halde (2.2.19), (2.2.20) ve énerme 1.1.19 den
her t € [to, 0] icin a(Xo(¢; to, Xo), X1(¢; to, Xo)) < r elde edilir. O

U, = {u(:) € Ly([to, 0], R™) : |Ju(-)|l, < ptn} olsun. (2.1.1) kontrol siste-
minin (¢9, Xo) baslangic kiimesinden gikan tiim u(-) € U, miimkiin kontrol
fonksiyonlarl tarafindan tretilen ¢oziimler kiimesi X, (to, Xo) ve t € [to, 0] a-
nindaki erigim kiimesi ise X, (¢; to, Xo) ile gosterilsin. O zaman 6nerme 2.2.4

den agagidaki sonuc elde edilir.

Sonug 2.2.5. n — oo iken p, — po olsun. Bu durumda her t € [to, 0] icin
n — oo tken

CY(Xn(t;to,Xo),Xo(t;to,Xo)) —0

olur.

2.3 Lineer Olmayan Kontrol Sistemlerin Erigim Kiime-

lerinin Ozellikleri

Kontrol sistemin bir [to, 8] arahgindaki davrams,
z(t) = f(t,z(t),u(t), z(to) € Xo (2.3.21)

diferansiyel denklemi ile verilmig olsun. Burada z € R" sistemin n-boyutlu

durum vektorii, u m-boyutlu kontrol vektor, ¢t € [to, 8] (to < 6 < 00) zaman ve
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Xo C R™ kompakt kiimedir. (2.3.21) denkleminin sag tarafi agagidaki kogullar

saglasin.

2.3.A. f(1) : [to, 0] x R™ x R™ — R" fonksiyonu siirekli ve her D C [ty, 0] x R™

siirh kiimesi icin (¢, 24, w;) € D X R™ (i = 1,2) iken
1£ (& 21, w) — f (£ 32, u2) || < Lalzy — 22| + Lofluy — ue]
olacak gekilde L; = L;(D) > 0, ¢ = 1,2 sayilar1 bulunsun.
2.3.B. Her (¢,z,u) € [to,0] x R® x R™ i¢in
1£(& 2, u)l] < Hy(1+ ||z]]) + Ha(1 + [lul])
olacak sekilde H; € (0,00), i = 1,2 sayilar1 var olsun.

Ayrica, (2.3.21) sisteminin kontrol fonksiyonlar1, L,([to, 6], R™) uzayindan

olmak tizere
0

u(®)|Pdt < B, 1o >0, 1<p<oo 2.3.22
0 =
to

egitsizligi ile kisitlanmig olsun. Bir bagka ifadeyle (2.3.21) sisteminin kontrol
fonksiyonlar1 L,([t, 6], R™) uzaynin p, yarigapl kapal topundan segilsin.

Bu durumda

co = max {||z|| : z € X}, (2.3.23)
e = co+ (Hy + Ho)(0 — to) + poHa(6 — 1) 7, (2.3.24)
ro = C[1 + (6 — to)Hy exp (6 — to) Hi] (2.3.25)

olmak tizere asagidaki onerme dogrudur.

Onerme 2.3.1. (2.8.22) kusits ile verilen (2.8.21)sisteminin her
z(-) € X(to, Xo) ¢ozumd icin

l@)I <o, ¢ € [to,0]

olur.
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Kanit. z(-) € X (¢, Xo) (2.3.21) sisteminin keyfi bir ¢oziimii olsun. Bu du-
rumda her ¢ € [tg, 0] i¢in

z(t) = zo +/t f(r,z(r), u(r))dr, t € [to, 0]

olacak gekilde z¢ € X, ve u(-) € U vardir. 2.3.B. kosulundan ve (2.3.23) den
her t € [to, 0] icin

lz@)]] < ||$0||+/t||f(7a$(7)au(7))||d7
< c0+H1/ (l—i-Hx(T)H)dT—l-Hg/ (1 + u(m) ) dr

to to

< co+ (Hy + Hy)(0 — to) + Hz/t”’LL(T)”dT + Hl/t“LE(T)HdT
e ° (23.26)
elde edilir.
(2.3.22) ve dnerme 1.1.12 Holder esitsizligi kullanilirsa,

t vy [t N i
[u(r)[|dr < (9—750)7(/ lu(r)|[Pdr)? < (0 —to) 7 po  (2:3:27)
to to
olur. (2.3.24) ve (2.3.27) goz oniine alnirsa, (2.3.26) dan her t € [tg, 4] icin

()] < c. + Hl/t z(7) | (2.3.28)

elde edilir. Bu ifadeye v(t) = ||z(t)]l, h(t) = ¢« ve ¥(7) = H; i¢in Onerme

1.1.17 Gronwall egitsizligi uygulanirsa (2.3.28) den her ¢ € [tg, 6] icin
t

lz@)|| < cv+coexp(Hi(0—to)) [ Hidr

to

< (1 + Hy(6 — to) exp(Hy (6 — %))

= ’]"0

bulunur. O

Onerme 2.3.1 den, (2.3.22) kisit1 ile verilen (2.3.21) sisteminin X (£; ¢o, Xo)

erigim kiimelerinin sinirhginm karakterize eden agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 2.3.2. (2.3.22) kisits ile verilen (2.8.21) sisteminde her t € [to, 0] igin
X (t;t0, Xo) C 1B

olur. Burada g > 0 (2.3.25) ile tansmlanar.

39



H € (0,00) olsun. Uj; ile
lu(@)I] < H, ¢ € [to, 0]

geometrik kisitimi saglayan u(-) € U mimkiin kontrol fonksiyonlarm ailesi
gosterilsin.
(2.3.21) sisteminin tiim u(-) € Uj; miimkiin kontrol fonksiyonlar tarafindan

tiretilen ¢ozlimlerinin kiimesi X} (o, Xo) ile gosterilsin. Ayrica, ¢ € [to, 6] icin
X;I(t;to,Xo) = {]J(t) S x() € Xj'—](tO,XO)}

olsun.

Agagidaki teorem (2.3.22) kisit: ile verilen (2.3.21) sisteminin X (¢; ¢, Xo)
erigim kiimeleri ile, integral sinirlilik ile beraber geometrik sinirli da olan u(-) €
U} kontrol fonksiyonlara kargihk gelen X3, (¢; to, Xo) erigim kiimeleri arasindaki

Hausdorff uzaklik i¢in bir degerlendirme vermektedir.

Teorem 2.3.3. Her t € [to, 0] i¢in

D

" W
Oz(X(t; to,Xo),XH(t;to,Xo)) S 2L2Hp0_1

[1+ (0 — to) Ly exp ((6 — to)L1)]
esitsizligi saglansr. Ustelik, her t € [to, 8] i¢in H — oo iken
a(X (¢ to, o), X5 (t; to, o)) — 0
olur.
Kanit. U}; C U oldugundan, her ¢ € [to, 6] i¢in
X5 (t; t0, Xo) C X (50, Xo) (2.3.29)

olur.

z(-) € X (to, Xo) keyfi bir ¢éziim olsun. O zaman her ¢ € [to, §] icin

2(t) = 70 + /t (), u(r))dr (2.3.30)
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olacak sekilde zp € Xj ve u(-) € U vardir. Bu u(-) € U kontrol fonksiyonu

yardimyla,

u(?) , u@®ll < H

u(t) = u(t) H . o] > o (2.3.31)

fonksiyonu tanimlansin.
u(-) € Uy oldugu agiktir. (2.3.21) sisteminin u.(-) € Uy kontrol fonksiyo-
nu tarafindan iretilen ¢éziimi z,(-) € X3 (to, Xo) ile gosterilsin. Bu durumda

her ¢ € [to, 6] icin

z.(t) = 7 + /t £ (7), (7)) dr (2.3.32)

olur. Buradan, her ¢ € [ty, 6] i¢in

l2(t) — z.(B)]] < /t 1f (7, 2(7), w(7)) — f (7, 2 (7), wa (7)) | dT

olur. 2.3.A. kogulu kullanilirsa, her ¢ € [ty, 0] igin

z(2) — z.(8)]] < Ll/t l#(7) — z(7)||dT + Lz/t lu(T) = u(7)||dr  (2.3.33)
olur.
Q= {7 € [to, t] : [Ju(r)|| > H}

olsun. Bu durumda [to, ] \ Q¢ = {7 € [to,t] : ||u(7)|| < H} olur. (2.3.31)
ifadesi ve u,(+) kontrol fonksiyonunun tanimlamgindan her 7 € [to, ] \ €, icin

||u(7) = us(7)|] = 0 olur. O halde (2.3.33) ifadesi her ¢ € [to, 0] icin

l2(t) — 2. < Ll/t [2(7) — zu(7)lld7 + Lo A [u(7) — w(r)lldr (2.3.34)

sekline doniigiir. Ote yandan, t € Q; iken ||lu(7)|| > H ve u(-) € U oldugundan

t
o) < [ [lu)|Pdr < / lu(r)Pdr <
Qt to

ya da,
() < 22 (2.3.35)



olur. Burada x(Q;) ile € kiimesinin Lebesgue 6l¢iimii gosterilmektedir. Oner-

me 1.1.12 Holder integral esitsizligi kullanilirsa,

u(r) — wa (7 ldr < () (/ u(r) — u(r HPdT) (2.3.36)

olur. u(-) € U ve u.(-) € U oldugundan 6nerme 1.1.13 Minkowski esitsizligi

Q

kullanilirsa,
1 1
([ wiwar)” < ([ 1wiorer)” « ([ hopar)’ <o
Q
t (2.3.37)
elde edilir. Boylece (2.3.35) - (2.3.37) den
1

Qt”U(T) — u(7)|ldT < 21

olur. Bu ifade (2.3.34) de yerine yazilirsa,

i p
Joft) = 2Ol < L | la(r) = . (r)ldr + 2La gt
0

olur. Bu ifadeye v(t) = |[z(t) — z.(¢)||, h(t) = 2L

HP ve ¥(t) = Ly igin

onerme 1.1.17 Gronwall esitsizligi uygulanirsa, her ¢ € [to, 6] i(;in

i
lz() — 2. (8)]| < 2L2Hp - tO)Ll)/ 2L2H Ludr
b
< 2L2 Hpo—l [1 -+ (9 - to)Ll exp ((9 — to)Ll)]
olur. O halde keyfi z(-) € X (¢o, Xo) ¢oziimi i¢in
p

2(t) — 2 (8)|] < 2Ly [L+ (0 — to)Liexp (6 — to)L1)], t € [to, 0]

H
olacak sekilde z.(-) € X} (to, Xo) ¢Oziimiiniin var oldugu kamtlanmig olur. Bu

ise her ¢ € [to, 0] i¢in
i

X(t to,Xo) C XH(t tO,X0)2L2H

[1 + (9 - to)L]_ exp ((9 — to)Ll)]B
(2.3.38)
anlamina gelir. O halde (2.3.29), (2.3.38) ve 6nerme 1.1.19 kullanilirsa, her

t € [to, 0] icin
Wl

H

esitsizligi saglanir. O

OZ(X(t, to, Xo), X;_I(t, to, Xo)) < 2L2 [1 + (0 — t())Ll exp ((9 — tO)Ll)]
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3 QUASI-LINEER SISTEMLERIN ERISIM
KUMELERININ YAKLASIK OLARAK HE-
SAPLANMASI

Bu béliimde erigim kiimelerinin yaklagik olarak hesaplanmasi i¢in niimerik

bir yéntem verilecektir.

3.1 integral Sinirli ve Karmasgik Sinirli Quasi-Lineer

Kontrol Sistemlerin Erigsim Kiimeleri Arasindaki I-
ligki

Kontrol sistemin bir [to, ] araligindaki davramg, z € R" sistemin n-
boyutlu durum vektéridi, v € R™ m-boyutlu kontrol vektord, f(¢,z(t)) n-
boyutlu vektor degerli fonksiyon, B(t,z(t)) n X m-boyutlu matris fonksiyon

ve t € [tg, 0] zamani gdstermek lizere,
z(t) = f(t,z(t)) + B¢, z(t))u(t), z(to) = zo (3.1.1)

diferansiyel denklemi ile verilsin.
(3.1.1) sisteminin u(-) kontrol fonksiyonlarn u(-) € L,([to, 6], R™) olmak

lizere,
9

lu(@)|[Pdt < pf, wo >0, 1<p<oo (3.1.2)
to
integral egitsizligi ile sinirlandirilmig olsun.
Ayrica (3.1.1) denkleminin sag tarafi 2.1.A. ve 2.1.B. kogullarini saglasin.
(3.1.1) sisteminin tiim miimkiin kontrol fonksiyonlarinin kiimesi U, (to, Zo)
baglangic noktasindan ¢ikan ve tiim u(-) € U miimkiin kontrol fonksiyonlarinin
lirettigi ¢Oztimler kiimesi ve ¢ € [t, 6] anindaki erigim kiimeleri ise sirasiyla
X (to, zo) ve X(t;to,z0) ile gosterilsin. Z(¢g,zo) ile, (3.1.2) kisita ile verilen

(3.1.1) sisteminin (¢, o) baglangic noktasiyla integral tiineli gésterilsin. Sonug
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2.1.7 den dolay1 Z(tg,z0) C D olacak bigimde
D ={(t,z) € [to, 0] X R™ : ||z]| < 7} (3.1.3)

silindiri vardir. Burada r, (2.1.6) ile tanimlanmigtar.
Bu bdliimde, 2.1.A. kogulundaki D kiimesi olarak, (3.1.3) ile tamumlanan D
silindiri goz Oniine alinacaktir.

H € (0,00) olsun. ¥ ile
”u(t)” <H te [t079]

geometrik kisitini da saglayan miimkiin kontrol fonksiyonlarin kiimesi goste-
rilsin. Yani,

Uy = {u(-) €U : |Jult)|| < H, t € [to, 0]}

olur. Agiktir ki ¢; karmagik sinirh kontrol fonksiyonlar kiimesidir.

(3.1.1) sisteminin tiim miimkin u(-) € U; kontrol fonksiyonlar: tarafindan
liretilen tiim ¢oziimlerinin kiimesi Xi(tg,zo) ile gOsterilsin. Benzer sekilde
(3.1.1) sisteminin tiim miimkiin u(-) € U; kontrol fonksiyonlari tarafindan
tretilen ¢bziimlerinin bir ¢ € [t, 6] aninda ulagtiklari noktalarin kiimesi, bir

bagka ifade ile ¢ € [ty, §] anindaki erigim kiimesi,
Xl(t, to,l’o) - {m(t) € R™ : .’L’() € Xl(to,xo)}

ile gosterilsin.

= 1.4
Ky = max |[5(t, z)|l; (3.1.4)
e = L1(0 — to) + Lopo(6 — to) 7, (3.1.5)

olmak tizere agagidaki 6nerme integral sinirl ve karmagik sinirh lineer olmayan

kontrol sistemlerin erigsim kiimeleri arasindaki iligkiyi vermektedir.

Onerme 3.1.1. Her t € [to, ] igin

24
1

Hr=

a(X (t;to, o), X1(t; to, o)) < Ky (1 + c.exp(es))

44



dir. Ustelik, her t € [to, 0] icin H — oo iken
a(X (t;to, zo), X1 (t; e, 20)) — 0
olur.
Kamt. U; C U oldugundan her ¢ € [to, ] igin
X1 (¢ t0, o) C X (¢ %0, o) (3.1.6)

olur.
z(-), (3.1.2) kisit1 ile verilen (3.1.1) sisteminin keyfi bir ¢6ziimil olsun.
Yani, 2(-) € X (o, z0) keyfl olsun. O zaman Vt € [ty, ] icin

2(f) = 70 + / (o 5(r) + Blr, 2(r)u(r)] dr

to
olacak bigimde u(-) € U vardir ve z(t) € X (¢;to, o) olur. Bu u(-) € U kontrol

fonksiyonu yardimzyla her ¢ € [to, 0] igin,

u(t)  llu@l <H

w®=1 ‘ufy
oy MO #

kontrol fonksiyonunu tanimlansin. Bu durumda,

g [0
[mmwws[mmwws%

ve her t € [to, 0] i¢in ||u.(t)|| < H oldugundan yukaridaki gibi tanimlanan u.(-)

kontrol fonksiyonu U; kiimesinin elemani olur. (3.1.1) sisteminin u,(-) € U
kontrol fonksiyonu tarafindan iretilen ¢éziimii z.(-) € X; (%o, o) ile gosterilsin.

O zaman her t € [ty, 6] i¢in

z.(t) = zo +/t [f (T, 2:(7)) + B(7, (7)) us(7)] d7

seklinde yazilabilir ve z.(t) € X1 (;to, zo) olur. Buradan z(-) ve z.(-) ¢oziim-

lerinin farklarimin normu alinacak olursa her ¢ € [¢o, 0] icin,

llz(t) — z. (2 / I f(r,3(7)) — f(7,2(7))||dT+
/IIB 7, 2(7))u(t) — B(7, 2, (7))u(r)||dr



elde edilir. K; = [max |B(t,z)|| oldugundan 2.1.A. kogulu kullanilirsa, her
LL)E
t e [to, 0] 1§111

() — 2.l < Ly | [le(r) — z.(7)l|dT+
+ [ 1B 2 (T)lllw(r) = ua(7)lldr

+ [ NuIIB(7,2(r)) = B(r, z.(7)||dr

< I / () — 2 (r)lldr + Ly / () z(r) — () ldr+
+, [ ) = un()r
< [ (@t Lo Dlle(r) - zu()lldr+

K, / u(r) = () ldr
i (3.1.7)

olur.

(3.1.7) ifadesini hesaplamak igin
Q= A{7€lto,?] : [lu(r)]| > H}

kiimesi tanimlansin. Bu durumda [t, 8]\Q: = {7 € [to,t] : ||u(7)]| < H} olur.

u«(-) fonksiyonun tanimlanmgindan her 7 € [to, 0]\ igin ||u(7) —u.(7)|| =0

olacag: agiktir.

Ayrica p(9;), 4 kiimesinin Lebesque 6l¢limii gostermek iizere,

t
po > | Nw(nlFdr > [ lu(n)|Pdr > | HPdr > HP1u($2)
to Q¢ Q

egitsizligi gecerlidir. Buradan

() < 22 (3.1.8)



elde edilir. (3.1.8) ifadesi, Holder ve Minkowski egitsizlikleri kullanihirsa,

[ ()~ ()i < (/ 1p1d7) (/ lu(r) — u.(r ]|pd7>
< {(/ e o ([ 1nte npdT)J

< <§Z> " [0 + po]

K6
(3.1.9)
oldugu elde edilir.
O halde (3.1.9) den her ¢ € [to, 0] i¢in
t
g [ ) = w0llar = Ko ( [ ule) = e+
to Qs
) - ) = Ko [ ) -l s 610
[to,t]\ 2 0, Q¢
Ho
< K -1

yazilabilir. Bu durumda, (3.1.7) ve (3.1.10) den, her ¢ € [to, 8] icin

p

l2(t) — 2.(0)]| < K12 Hp /to(Ll + La[u(7)IDllz(7) — z.(7)lld7

oldugu bulunur. Bu ifade igin &')nerme 1.1.17 Gronwall egitsizligi

/) = lalt) — 2 (), h(0) = Koy ve (r) = (I + Laflu(r)]) igin kul-

lanilirsa, ,
¢ = exp (/ (Ly + Lzuu(f)n)dT)
to

p

s [t + Lalutr) har

olmak {iizere,

o) ~ 2.0l < Kioby + ek,

bulunur. Onerme 2.1.5 den

/) -1
/ (Ly + Loflu(r)[)dr < Ly (0 — to) + La(6 — t6) 5" 1o

to

oldugundan ve (3.1.5) den her ¢ € [to, 0] igin,

l2(t) — 2. ()| < Ki to (1+ e, exp(cs)) (3.1.11)




elde edilir. z(-) € X (to, %o) sistemin keyfi bir ¢éziimii oldugundan (3.1.11) den
her ¢ € [ty, 0] igin,
p

29
Hr-1

X (t; to, mo) C X1(t;to,20) + K3 (1+ coexp(c.))B (3.1.12)

kapsamas elde edilir. O halde (3.1.6) ve (3.1.12) kapsamalar ile 6nerme 1.1.19
kullanilirsa, her ¢ € [to, 6] igin,

2uf
Hr-1

a(X (¢ to, To), X1(¢ to, To)) < K1 (1 + coexp(cs))

olur. 0

3.2 Parcali Sabit Kontrol Fonksiyonlar

I'= {to,t1,...,tx = 0} ile [to, ] arahginin

6 —to
N

ti+1—ti: :A, i:O,l,...,N—l

olacak gekildeki diizglin bir bdliintiisii gosterilsin. Bu boliinti yardimiyla,
Z/{Q == {U() S Z/ll : ’Lt(t) = Us, Vt € [ti, ti_|_1), 1= 0, 1, P N — 1} (3213)

kontrol fonksiyonlar kiimesi tanimlansin. Bir bagka ifadeyle U kiimesi ¢ =
0,1,...,N—1igin [¢;, ¢;+1) araliginda sabit, karmagik sinirh kontrol fonksiyon-
larin bir ailesi olsun. Bu durumda Uy C U; C U oldugu aciktir.

(3.1.1) sisteminin tim mimkiin u(-) € Uy kontrol fonksiyonlar: tarafindan
tiretilen ¢oziimler kiimesi ile, ¢t € [t,d] ammndaki erigim kiimeleri sirasiyla

Xa(to, o) ve Xa(t; to, zo) ile gosterilsin. Ayrica,

K, = B(t 3.2.14
1 ({E)aJEXD ” ( ax)llv ( )
Ky = ; 3.2.15

2= max |f( o)l ( )

W(A) = KA + KippgA™F (3.2.16)

W (A) = max  ||B(t,z) — B(r,y)l; (3.2.17)

(t7z)€D7 (T)y)eD
[t—-7[<A, |lz—yll<A
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E(A) = 200" (9(A)) (6 — t0) 7 + 2ue KL AT (3.2.18)

olsun.

D C [ty,0] x R™ kompakt kiime, B(t,z) siirekli n X m-boyutlu matris
fonksiyon oldugundan, A — 0 iken w*(A) | 0T olur.

Asagidaki 6nerme X (t;to,x0) ve Xa(t;to, o) erigim kiimeleri arasindaki

Hausdorff uzaklig i¢in bir degerlendirme vermektedir.

Onerme 3.2.1. Her t € [to, ] igin
Oé(Xl (t, to, 1‘0), Xz(t, t(), .’L'())) S g(A)(l —+ Cx eXp(c*))
olur. Burada c. (3.1.5) ile tanumlanan sabittir.

Kamt. Uy C U, oldugundan her ¢ € [ty, ] icin
Xg(t; to,fL‘o) C Xl(t; to,xo) (3219)

kapsamasi dogru olur.
z(-) € Xi(tg, zo) keyfi bir ¢oziim olsun. O zaman V¢ € [ty, 0] icin
¢
o) =20+ | [1(r,a(r) + Blr,()u(r)] dr
to
olacak sekilde u(-) € U vardir. Bu u(-) € U kontrol fonksiyonu yardimiyla
1 tit1

wt) =3/

u(T)dr, t € [t;,tis1)

seklinde yeni bir u,(-) kontrol fonksiyonu tammlansin. Bu durumda u(-) €

Ug C U oldugundan, her ¢ € [t;,t;11) igin

1/ti+1
Uy (T < — u(7)||dT
[[u(@)] 5), [Ju(7)]]
1 it1
< (3.2.20)
< % , Hdr

elde edilir. Agiktir ki, her ¢ € [¢;,¢;11) icin

tit1
/ u(T)dT
t.

(2

Allua (8)] = < [ iutlar

t;
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olur. Bu egitsizliginin sag tarafina énerme 1.1.12 Holder integral esitsizligi

uygulanacak olursa,

Alle- 0l < /thu(T)HdT <a% (/tiﬂllu(T)deT)%

t; t;

elde edilir. Esitsizligin her iki tarafinin p. kuvveti alinirsa,

AP, ()| < AP / lu(r) [Pdr

t;
ve buradan

Al olP < | “ ulpdr (3:2.21)

oldugu bulunur. u,(-) fonksiyonu [¢;,¢;11) araliginda sabit fonksiyon oldugun-
141
dan keyfi 7 € [fs,tis1) icin / lun(P)|Pdr = Allu(r)|PP olur. O zaman
t;
(3.2.21) den

tir1 tir1
/t () Pdr < / lu(r)Pdr

7 7

olur. O halde, buradan

/t:nu*m”% - Z /t’“uu* dr
< Z/tm”u )|[Pdr (3.2.22)

= IIU( )PdT < pg
to

dir. Boylece, (3.2.20) ve (3.2.22) ifadelerinden, yukaridaki sekilde tanimla-
nan u,(-) kontrol fonksiyonunun U, kiimesinin elemani oldugu goriilmiis olur.
(3.1.1) sisteminin (tp, zo) baslangig noktasindan c¢ikan ve u.(-) € Uy kontrol
fonksiyonu tarafindan iiretilen ¢éziimii z,(-) ile gosterilirse, z.(-) € Xa(to, Zo)
olur ve her t € [tg, 0] icin,
t
v =a+ [ o) + B m () dr

olur. Eger z(-) ve z.(-) ¢6zlimlerinin farkinin normu alinacak olursa, her ¢ €
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[t07 0] lglIl

o) =20 < [ 17(ria(r) - S+
#| [ B st - Bzl

INA
S~
=
\]

K
—~
g
g

M) - r, () ldr+
+ /tt[B(T,x(T)) — B(7,z.(7))]u(r)dr
+ /t B(r, 2. (7)) [u(r) — ua(r)]dr

olur. 2.1.A. kogulu kullanilirsa, her ¢ € [to, 8] igin

lz(®) — 2@ < L Hx( ) — (7 )IIdT+Lz/ l2(r) = . (D)[Ju(7)l|dr+

to

/t B(r, 5 (r)[u(r) — ua(r)ldr

+

ya da
z(t) -z ()] < /:(Ll + Lolu(7) ) [|2(r) — z.(7)lld7+

: (3.2.23)
/t B(r, 2.(r)[u(r) — ua(r))dr

+

elde edilir.
Elde edilen bu ifade de

t
/ B(T, z.(7))[u(T) — u*(T)]dT“ terimi yeterince
t
kiigiik tutulabilirse, 6nerme 1.1.17 Gronwall egitsizligi kullamilarak, ||z(t) —
z,(t)|| normunun kiiciik oldugu kanitlanabilir.
t

Bunun icin énce ‘ / B(7, 2.:(7))[u(7) — u.(7)]d7|| ifadesi hesaplansin.

to
t € [tg, tg+1) olacak gekilde k = 0,1,2,..., N — 1 sayis1 vardir. Buradan,

¢ k=1 i)
/t B(7, z.(1))[u(T) — u(7))dr = Z/t B(7, z.(7))[u(T) — us(7)]d7+

+ /t B, () [u(r) — ua(r)]dr
‘ (3.2.24)

yazilabilir. Ote yandan, w,(-) kontrol fonksiyonun tammlamsindan, her t €
[tk, te+1) igin

Aud(t) = /t ) dr
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oldugu bulunur. Buradan ise

titr1 tit1
/ us(7)dr = / u(T)dr
t; t;

oldugu elde edilir. Bu ise

/t _ti“(u(T) — wu())dr = 0 (3.2.25)

olmasi1 demektir. O halde (3.2.25) kullanihirsa,

[ B el ol = [ 1B 0) ~ Blaa(e)
) -+ | B R
- [T 2.(7)  Blt . )u(r) - . (Y
olur. Her iki yam;nn normu ahnirsa,

H/t. iﬂB(T,x*(T))[U(’r) —u(7)ldr|| < /t m(”B(T, z:(7)) = B(ti, z.(t:))]]

[w(7) — ua(7)|])dr
(3.2.26)

bulunur. ¢ € [¢;,¢;:41) igin

2.(t) = @ (t:) + /t_t [f (7 24(7)) + B(7, 2 (7)Jua (7)) d7

oldugundan,

t

o)) =2 < [ 15Dl + [ 1Bz )l 7)o

t;
yazilabilir.
K= [ |1B(t, z)|l
ve
Ky = max £, 2)l
oldugundan,
tit1
) = 21 (80)) < Kad K [ Jun(r)ar
t;
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bulunur. Bu ifadeye 6nerme 1.1.12 Holder integral egitsizligi uygulanirsa, her
t € [t;, t;01) i¢in
|2.(8) = 2. (t)]] < KA + Ky oA
= »(4)
elde edilir. Burada ¢(A) (3.2.16) ile tamimlanmigtir ve A — 0 igin p(A) — 0
dir. Genelligi bozmaksizin A < ¢(A) alnabilir. O halde ¢ € [t;,t;11) igin

E— 1] < A < 9(A) ve |z.(t) - z. ()] < 9(A)
oldugundan, (3.2.17) kullanilarak

/tm“B(T’ 2.(7)) = B(ts, 2, (8))||[u(r) — ua(r)||dr <

%

tz+1

<o) [ () —w0lldr

t;
bulunur. O halde buradan ve (3.2.26) esitsizliginden keyfi ¢ = 1,2,...k — 1
icin

/t " B(r, wu (1) [u(r) — ua(r))dr

7

<w e [ ) - (e

oldugu elde edilir. O zaman son esitsizlikten

> [ B r)utr) - wnlar

<

<

Z / " Blr, 2. () ulr) - w.(r)dr
Z/MHU ) — u, (7)||dr <

<w () [ [lu() - ulr)dr

to

(3.2.27)

oldugu bulunur. 1.1.12 Holder integral esitsizligi uygulanirsa,

123

u(7) = us () ||dr < (tx — t0) 7 (/t u(r) — u*(T)up) © (3229)

to to
elde edilir. u.(-) € Uy C U ve u(-) € U oldugundan ve 6nerme 1.1.13 Minkowski

egitsizliginden,
8 » t
([ =ure) < ([tworer) + ([ueps)
to to
< 2p
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olur. O halde bu son esitsizlikten, (3.2.27) ve (3.2.28) ifadelerinden

k-1

> [ B )lutr) - (e

=0 i

< W (p(A))2u0(ty — t0)F

< 2#0(9*250) P w *(¢(A))
(3.2.29)

oldugu elde edilir.
t € [tk, tk+1) oldugundan ¢ — ¢, < A olur. Sirasiyla Holder ve Minkowski e-
sitsizlikleri kullanilirsa, u(-) € U, u«(-) € Uz ve V7 € [tr, 1] igin || B(7, z.(7))|| <

K oldugundan

[ B utr) - wiar| < [ 1Bl - o
< K / lu(r) — w.(lldr
< ([w) ([ o)’
< Kit—t)% [(/Hu |pd7) +
+( / Jun(r)ipar ) ]
< KiA% 2Mo

(3.2.30)
oldugu elde edilir. O halde (3.2.24), (3.2.29), (3.2.30) ve £(A) nin tanimindan

< 200 — 1) W (@(A))+

/tB(T, T (7)) (u(T) — us(7))dT

to

F2u KA (3.2.31)
= )
oldugu bulunur. Eger (3.2.31) ifadesi (3.2.23) de yerine yazilacak olursa, her
t € [to, 0] icin

l2(t) — 2. (@) < /t(Ll + Lo|u(r)IDllz(7) — z.(7)[ld7 + £(A)

to

olur. Son olarak, onerme 1.1.17 Gronwall esitsizligi v(t) = ||z(¢) — z.(t)]],
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h(t) = £(A) ve ¥(1) = Ly + Lo||u(7)|] i¢in kullanilacak olursa,

¢ = exp </0 L+ Lzllu(7)||d7>

to

olmak iizere, her ¢ € [to, 8] igin
t
[2(t) = z. ()l < £(A) +¢ | SANL+ Lof|u(r)ll)dr
ya da

Jofo) = 2.0 < &) + e£(4) [ (Bx + Lllu)l)ir

to

elde edilir. Onerme 2.1.5 kullanilirsa,

o) = 2.l < E(A) +E(A) (L1(6 — to) + Lapol6 — )7 )
exp (L1 (6 —to) + Lopo (0 — tO)Eg_l)

olur. ¢, = L1(8 — to) + Lapo(0 — to)P;_l oldugundan her ¢ € [tg, ] icin
lz(t) — z.(t)]] < E(A)(1 + ¢y exp(cy)) (3.2.32)

elde edilir.
O halde z(-) € X;(to, zo) keyfi bir ¢6ziim oldugundan, (3.2.32) ifadesinden
her ¢ € [tg, 6] icin

X1(t; to, To) C Xa(t; to, zo) + E(A)(1 + c.exp(c.))B (3.2.33)

kapsamasi elde edilir.
Boylece (3.2.19) ve (3.2.33) kapsamalari ve dnerme 1.1.19 kullanilirsa, kanit

tamamlanmig olur. O
Onerme 3.2.1 den agagidaki sonug elde edilir.
Sonug 3.2.2. Vt € [ty, 0] icin A — 0 iken
a(X1(t; to, o), Xa(t; to, o)) — 0

olur.
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3.3 Parcalh Sabit ve Normlar1 Diizgiin Boliintiide Olan

Kontrol Fonksiyonlar

I'*={y=0,y1,...,yr=H}ile j=0,1,2,...,R— 1 igin
Vil — Y= =4

olmak iizere, [0, H] araligimin diizgiin boliintiisi gosterilsin.
I'* boliintiisii kullanilarak (3.2.13) ile tanimlanan U, miimkiin kontrol fonk-

siyonlar ailesinin agagidaki gibi bir alt ailesi tanimlansin.

= {u(") €Uy : Ju@®)|| = y;, €T*, Vt € [ti,ti1), i=0,1,...,N — 1}
(3.3.34)

Bu durumda, U; kontrol fonksiyonlar: ailesi, normlar: I'* diizgiin bélintii-
siinde olan, parcal sabit miimkiin kontrol fonksiyonlarin kiimesi olur. Ayrica
Us C Uy C Uy C U kapsamasi dogru olur.

(3.1.1) sisteminin, tiim u(-) € Us miimkin kontrol fonksiyonlar: tarafindan
tiretilen ¢Ozlimleri kiimesi X3(tg,Zo), t € [to,d] anindaki erigim kiimesi ise
X3(t; to, zo) ile gosterilsin. Bu durumda keyfi ¢ € [t;,t;41) igin (¢ = 0,1,..., N—
1) |lu(t)|| = y;; olacak bicimde y;, € I'* vardur.

u(-) € Ug olsun. Bu durumda, u(-) miimkiin kontrol fonksiyonu (3.1.2)
esitsizligini sagladigindan,

N-1

L1
e |pdr—2/ fu(r)Par = A7, < 8

olur. Buradan
P < 0 3.3.35
;yﬁ <3 (3.3.35)

elde edilir. O halde u(-) € Us kontrol fonksiyonunun (3.1.2) integral esitsizligini
saglamas1 yerine (3.3.35) egitsizligini saglamas: yeterlidir.

Agagidaki 6nerme sirasiyla Uy ve Us miimkiin kontrol fonksiyonlar ailelerine
kargilik gelen X5(t;t0, zo) ve Xs(¢; to, zo) erisim kiimeleri arasindaki Hausdorff

uzakligi icin bir degerlendirme vermektedir.
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Onerme 3.3.1. Her t € [to, 0] igin
O{(Xz(t, to, 11}0), Xg(t, to,xo)) < KlA*(Q — to)(l + Cx eXp(c*))

esitsizligi saglanir. Burada Ky ve c, swraswyla (3.1.4) ve (3.1.5) ile tansmlanan

sabitlerdir.
Kanit. Us C U, oldugundan, her ¢ € [tg, 8] igin
Xs(t; to; xo) C Xa(t; to; xo) (3.3.36)

olur.
Keyfi z(-) € Xs(to, o) olsun. O zaman her ¢ € [to, 6] i¢in

() = 30 + / (£ (r, 2(r)) + B(r, 2(r))u(r)] dr (3.3.37)

to

olacak bicimde u(-) € U, kontrol fonksiyonu vardir. Bu durumda her ¢ € [¢g, 6]
icin z(t) € Xs(t; 1o, xo) olur.

u(-) € Uy ve Uy pargali sabit fonksiyonlarin kiimesi oldugundan, her ¢t €
[ti, tiv1) iginu(t) = u; (i=0,1,..., N—1) olur. Buu(-) € Us kontrol fonksiyonu
yardimiyla,

yillual T, w #0
0, ;=0

uL(t) =

u,(+) fonksiyonu tanimlansmn. Burada y;; ile ||u;|| € [y;;,y;.,,) olacak sekildeki
y;; € I'™* 6gesi gosterilmektedir (Eger ||u;|| = H ise y;, = yr = H olarak kabul
edilir). Bu durumda u.(-) fonksiyonu Us fonksiyonlar ailesinin bir 6gesi olur.
Agiktir ki, ¢ € [t;,t;41) igin

s (P = Ny lluall P = o7,
olur. ||u;|| € [4j;)¥jiy,) Oldugundan, ¢ € [t;,¢;41) icin

lu(OF = 7, < will” = [lu(®)|IP
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olur. Buradan,

0 N-1 tit1
[lwlra = Y [ lupa
to i=0 t;
N-1 i
= Z / ys.dt

’L:

N

< / sl
t;

= HU(t)ll”dt <
to

olur. Ayrica, keyfi ¢ € [t;,¢;41) igin ||u.(¢)|| = yj, < H dir. Boylece, u.(-) € Us
olur.
i =0,1,...,N — 1 secilsin ve sabitlensin. O zaman u,(-) € U; kontrol

fonksiyonunun tanimindan, her ¢ € [t;, ¢;41) icin

o) = we®)ll = s — sl
= 1101 = gl e

el =il

el

= [llwll =yl

olur. Her t € [t;,t;41) icin ||us|| € [y;, ¥j.,,) oldugundan, her ¢ € [t;,¢;11) icin

[u(®) — @] < Muill = llys]

< Yjipr — Y50 — A*

olur. ¢ =0,1,..., N — 1 keyfi sabitlenmig oldugundan, son esitsizlikten her
t e [to, 9] 1(;111

lu(t) — w ()] < A* (3.3.39)

egitsizligi dogrudur.
(3.1.1) sisteminin u.(-) € Us kontrol fonksiyonu tarafindan iretilen ¢éziimii

z.(-) ile gosterilsin. O zaman her ¢ € [to, 0] icin

z.(t) = 2o —i—/ [f (1, 24(7)) + B(7, 2. (7)) (7)] d7

to
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ve z,(t) € X5(t;to, zo) olur. Buradan, her ¢ € [ty, 6] igin

t

o)~ 5@l < [ 150,26 — fr () ar+
+ [ 1B a(r))u(r) - B . (r))u (1) dr
<[5 5) = 5o, 2l i+

+ [ 1B, 2(r) = B(r, 2. ()l () dr+

+/t | B(7, z (T))||w(7) — wa(7)||dT

olur. 2.1.A. kogulu kullanilirsa, her ¢ € [to, ] icin

(@) —zu(@)] < Ly | [la(r) = z.(7)|ld7 + Lz/ (1) — 2 (T)[||u(7)l|dr+
tto to
+ [ B 2 (M)lllu(r) — u.(7)ldr

to

ya da
() — z.(B)] < /t(Ll+L2Hu(7)||)|[gc(7)_U,U*(T)“dﬂr
+/t I B(7, 2 (P)) | |u(7) = wel7)||dr

olur. K; = nax |B(t, z)|| oldugundan ve (3.3.38) ifadesi kullanilirsa, her ¢ €
L)€

[to, 9] 1§11’l

t

Jo(®) = 2. < [ (et Lalla)Dlle(r) - au(r)dr + K [ Aar

to to

ya da
l2(t) — 2. (&)l < /t (L1 + Lollu(r) D llz(r) — z.(7) | dr + K1 A0 — to)

oldugu elde edilir. Bu ifadeye v(t) = ||z(¢) — z.(t)]], h(t) = K1A*(f — to) ve
¥(r) = L1 + La||u(7)|] igin 6nerme 1.1.17 Gronwall egitsizligi uygulanirsa,

¢ = exp ( /:(Ll + Lzuumn)m)

olmak iizere, her ¢ € [to, f] icin

lz(t) — z.(8)]] < K1A*(0 — to) + cK1 A (6 — tO)/t (L1 + Lo||u(r)||)dr
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bulunur. Onerme 2.1.5 den

t
/(h+¢ﬂ@hWW¢§h@—my+MW—mrrm

to

p=1

ve ¢, = L1(0 — to) + Lopo(6 — to) # oldugundan, her ¢ € [tg, 8] igin
12(t) — z.(£) ]| < K1 A™(0 — to) [1 + cx exp(cy)]
bulunur. z(-) € Xs(to, zo) keyfi segildiginden, her ¢ € [to, 0] i¢in
Xo(t; to; To) C X3(t;to; 20) + [K1A*(0 — 1) (1 + . exp(cs))]B (3.3.39)

olur. O halde (3.3.36) ve (3.3.39) kapsamalar1 ve 6nerme 1.1.19 den kamit

tamamlanmig olur. O

Onerme 3.3.1 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.3.2. Hert € [to, 0] icin A* — 0 iken
Q(Xg(t; to,.To),Xg(t',to,.’L‘o)) — 0

olur.

3.4 Birim Kiirenin Delta Ag1 ve Sonlu Sayida Kontrol

Fonksiyonlar Kiimesi

S ={u € R™: |lu| = 1} ile m-boyutlu Oklid uzaymn birim kiiresi,
I = {S0,81,.-.,8p} ile ise S birim kiiresinin verilen bir § > 0 sayisina kargilik
gelen sonlu 6-ag1 gosterilsin.
T yardimiyla agagidaki gibi tanimh kontrol fonksiyonlarin yeni bir U ailesi
tanimlansin.
U = {ul) €Us:ult) =yjse, T E [ti, tivr), ¥j €17,
s, €T, i=0,..,N—1}.
Bu durumda, U, kontrol fonksiyonlar: ailesi, normlar1 I'* boliintiisiinde olan

sonlu sayida parcali-sabit kontrol fonksiyonlarin ailesi olur. Agiktir ki,
UClUsClUpCUh CU
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olur.

(3.1.1) sisteminin u(-) € Uy kontrol fonksiyonlari tarafindan {iretilen ¢6ziim-
lerinin kiimesi X4 (to, o) ile, t € [to, 8] anindaki erigim kiimesi ise X4(¢; %o, Zo)
ile gosterilsin.

Bu durumda, agsagidaki nerme 3.3.34 ile tanimh U5 kontrol fonksiyonlar
ailesine karsilik gelen Xs(¢;%¢,20) erigim kiimesi ile X4(¢; 0, o) erisim kiimesi

arasindaki Hausdorff uzaklg igin bir degerlendirme vermektedir.

Onerme 3.4.1. Her t € [to, 6] igin
(X3 (2; to, o), Xa(t; o, 20)) < SK1H(0 — to)(1 + cuexp(cy))

egitsizligi dogrudur. Burada K ve ¢, swraswyla (8.1.4) ve (8.1.5) ile tansmlanan
pozitif sabitlerdir.

Kanit. Uy C Us oldugundan her ¢ € [to, ] igin
X4(t; to,.’L‘o) C X3(t; to,.’L‘o) (3440)

olur.
z(-) € X;3(to, zo) keyfl bir ¢oziim olsun. O zaman her ¢ € [to, 0] igin
t
o(t) =a0+ [ [f(ra(r) + B(rz(n)u(r)] dr
to
olacak bigimde u(-) € U; vardir. Bu durumda her ¢t € [t,6] icin z(t) €
X3 (t; to, 150) olur.
u(-) € Us oldugundan, Us kontrol fonksiyonlar kiimesinin tamimindan, y;, €
I'* olmak fizere, her ¢ € [t;,t;11) (¢ =0,1,...,N — 1) igin |ju(t)|| = y;, olur.
O halde by, € S olmak lizere, her ¢ € [t;,t;11) (1=0,1,...,N —1) i¢in

’U,(t) = yjibﬁw Yji; € I, be,- €S

olur.
S kiimesinde verilen, d-agin tamimindan, her b, € S igin ||by, — s <

§ olacak sekilde s,, € I' elemam vardir. Buradan u(-) kontrol fonksiyonu
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yardimiyla,
u (t) = yj.80, y;, €T, sy, €T, t€[tytip1), i=0,1,...,N—1
kontrol fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda her ¢ € [t;, ¢;41) i¢in
s (O = lu@)] = v

olur. O halde u(-) € U; oldugundan ve U, iin tanimindan yukaridaki gibi
tanimlanan u.(:) € Uy olur.

Ayrica, her t € [to, 8] igin

[u(?) — w0l

Hyjibli - yjisfi”
15, (be; — se)l (3.4.41)

olur.
(3.1.1) sisteminin u,(-) kontrol fonksiyonu tarafindan iiretilen ¢oziimii z.(-)
ile gosterilsin. Bu durumda her ¢ € [to, 6] i¢in
¢
5.(8) =20+ [ [H(7,2.(1) + Br, ()] dr
to
ve T.(-) € X4(to, zo) olur. z(-) ve z.(-) ¢oziimlerinin farkinin normu alinirsa,

her ¢ € [ty, 0] icin

t

l2(t) =zl < [ If(r2(r)) = £ 2(7)) || dr+

T ttHB(T,x(r))um — B(r,a.(r))u.(r)|dr
< ttnf(mm) — flr, () dr+

+ [ 1B(r, (7)) = B(7, 2.(7))|[[lu(7)[|d7+

+ [ 1Bz (lu(r) — (o) ar

olur. 2.1.A. kogulu kullanilirsa, her ¢ € [ty, 0] i¢in

l2(t) — 2.l < L tllx(T) — 2(7)||dT + Lo t||x(T) = 2 (7) [[[lu(7) | dr+
tto to
iy 1B(7, 2 (T)lllu(7) — ua(7)l|dT
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ya da
t

J2(#) = z.(®)]] < /(L1+LzIIU(T)l|)Hw(T)—x*(T)IIdT+

to

+f B, a () ) = s

olur. K; = max ||B(t, z)|| oldugundan ve (3.4.41) ifadesi kullanihirsa, her ¢ €
€

’

[to, 0] 1(}11’1

lo(t) — 2. (8)]| < / (L + Lollu() ) |(r) — 2.(7)|dr + Ky / ' Hdr

to

ya da,

2(t) — z.(@)]| < / (L1 + Loflu(r)|Dlle(r) — z.(7)l|dr + K16 H(0 — to)

to
elde edilir. Bu ifadeye v(t) = ||z(t) — z.(t)]], h(¢t) = K10H(0 — o) ve
Y(1) = L1 + Le||u(7)]] i¢in 6nerme 1.1.17 Gronwall egitsizligi uygulanirsa,

6
c = exp (/ (L1 + Lg“U(T)“)dT)
to
olmak iizere, her t € [to, ] icin
t
lz(t) — z.(t)]| < K10H( — to) + cK16H(6 — to)/ (L1 + Lo||u(r)|)dr
to

elde edilir. Onerme 2.1.5 den

t —1
/ (Ly + Lollu(r)[}) dr < Lu(8 — to) + Lo(6 — )" 1o

to

ve ¢, = L1 (0 — to) + Lapg (0 — 1&0)&;*1 oldugundan, her ¢ € [tg, 6] i¢in
|z (t) — 2. (t)]] < KL H (0 — t0)(1 + ¢, exp(cs))
olur. z(-) € Xs(to, zo) keyfi se¢ildiginden, her ¢ € [to, 8] igin
Xs(t; to, ®o) C Xa(t;to, zo) + [0K1H (0 — t0)(1 + ¢ exp(cs))]B (3.4.42)

oldugu bulunur. O halde (3.4.40) ve (3.4.42) kapsamalar: ile 6nerme 1.1.19

kullanilacak olursa, her ¢ € [to, 0] i¢in
CY(X3(t; to, .’,Co), X4(t; to, 3:0)) < 5K1H(6 - to)(l + C. exp((c*))
elde edilir. O
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Onerme 3.4.1 den agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.4.2. Her sabitlenmis H > 0 i¢in 6 — 0 iken her t € [ty, 8] igin
Ol(X3(t, to, CC()), X4(t, to, xo)) — 0

olur.

3.5 Diferansiyel Denklemlerin Coziimlerinin Euler Yak-

lasimi

Bu béliimde Euler yontemi kullamlarak X, (6; ¢, o) erisim kiimesi yaklagik
olarak hesaplanacaktir. Benzer yontemler kullanilarak, her ¢ € [to,6] i¢in
X4 (t; tg, o) erigim kiimesi de yaklagik olarak hesaplanabilir.

Keyfi u(-) € Uy alinsin ve sabitlensin. (3.1.1) sisteminin u(-) € U, kontrol
fonksiyonu tarafindan iiretilen z(-) € X4(to, o) ¢Ozlimii, her ¢ € [y, 8] icin

z(t) = zo + /tt [f (7, z(7)) + B(r,z(7))u(r)] dr
0

seklinde yazilir. Bu ¢6zlime karsilik gelen Euler yaklagima,
2(t) = 2(t:) + (¢ — ) [/ (&, 2(8:)) + B, 2(t:)u(ts)],
2(to) = z(to) = 2o, t € [tiytita), 1=0,1,..,N—1

olur. Tim mimkiin u(-) € U, mimkiin kontrol fonksiyonlarina kargilik ge-
len Euler dogrularimin z(f) degerlerinin kiimesi Z(0;to, zo) ile gosterilsin. Bu
durumda Z(6; %9, zo) kiimesinin z(#) degerleri, y;, € I'* sayilart (3.3.35) esit-

sizligini saglamak ve s, € I olmak lizere,
2(tiv1) = 2(:) + Alf (6, 2(8)) + B(ts, 2(4:))y;i 5] (3.5.43)

Z(to) =Zo, Yy € ]__‘*7 Sy, € f, 7 = O, 1’ ._.,N_ 1

recursive formiili ile hesaplanabilir.
U, kontrol fonksiyonlar kiimesi sonlu sayida kontrol fonksiyondan olugtu-

gundan, Z(6;19,z9) C R™ kiimesi sonlu sayida noktadan olusur.
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Asagidaki 6nerme X4(0; to, zo) erisim kiimesi ile Z(6; %y, o) kiimesi arasin-
daki Hausdorff uzakligi icin bir degerlendirme vermektedir.
K*(A) = max 1f @, 2%) = f(te, )l

(t*,2*)ED, (tx,z«)ED
[t =t | <A, [|lz* —zu || <A

7"(A) = K*(p(A)) + Ho(p(A)),
n(A) = An*(4A),
L=1I,+L,H,
c* = (0 —to) exp(L(0 — o))
olsun. Burada w*(A) ve ¢(A) fonksiyonlar sirasiyla (3.2.17) ve (3.2.16)

(3.5.44)

ifadelerinde oldugu gibi tanimlanmig olsun. D C [t, 6] x R™ kompakt kiime,
f()  [to, 8] xR™ — R™ siirekli fonksiyon oldugundan, A — 0% iken K*(A) — 0

olur. Bu durumda agagidaki énerme dogrudur.
Onerme 3.5.1.
a(X4(8;t0,70), Z(0; 10, 70)) < c*n*(A)
esitsizligi dogrudur.
Kamt. u(-) € Uy keyfi bir kontrol fonksiyon olsun. O halde y;, € T*, sy, € r
olmak iizere, her ¢ € [t;,¢,41) (1=0,1,...,N —1) igin
u(t) = yj; s, (3.5.45)

olur. (3.1.1) sisteminin (3.5.45) ile tanimlanan u(-) € U, kontrol fonksiyonu

tarafindan dretilen ¢6ziimi, z(-) € X4(to, zo) ile gosterilsin. O halde her ¢ €

[ti, tit1) icin

t
oft) = oft) + | 1f(r,2()) + Blr,a(r))ussul 5.6
z(tg) = 2o, 1=0,1,...,N -1
olur. Bu durumda, u(-) € U, kontrol fonksiyonuna karsiik gelen z(f) €
Z(0; ty, zp) noktasi
2(tis1) = 2(t:) + A [f (b, 2(2:)) + B(ti, 2(¢:))yj;56]
z(to) =z, 1=0,1,...,N—1

(3.5.47)
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recursive formiilii ile hesaplanir.
(3.5.46) den her t € [t;, t;41) igin
t

() — z(t:)]] S/t W @z + 1Bz () llu(m)l) dr - (3.5.48)
olur. Burada u(7), 7 € [t;, t;4+1) olmak tizere (3.5.45) ile tanimhdir.

K = B(t Ky = t
= o 1B, )] ve Ky = ma 11(12)]

alinirsa, (3.5.48) den her ¢ € [t;,¢;41) igin
¢ ¢
lof0) -2l < [ o+ Kalltr)lhdr < Ay + K [ ()l
t; t;

olur. Elde edilen bu son esitsizlige onerme 1.1.12 Holder integral esitsizligi

uygulanir ve u(-) € Uy C U oldugu gbz oniine almirsa, her ¢ € [t;,¢;41) icin

L :

lo) — 2(t)]| < AKy+ KAS ( / numnpdr)
t;

< AKy+ A% Ky

olur. (3.2.16) ile verilen ¢(A) nin tamimindan, her ¢ € [¢;, t;41) icin
z(t) — =)l < (D) (3.5.49)

olur. Genelligi bozmaksizin A < ¢(A) kabul edilsin. O halde her ¢ € [t;,¢;11)
icin

it =t <A < p(h)

oldugundan, K*(A) ve w*(A) nin tammindan her ¢ € [t;,%;41) i¢in

17, 2(2) — Ft:, 2(6)]] < K™ (0(A)) (3-5.50)

| B(¢,z(t)) — B(ti, z(t:))|| < w™(p(A)) (3.5.51)
olur.
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g1 = ||z(t1) — 2(¢1)|] olsun. Bu durumda, z(tg) = 2(ty) = zo oldugundan ve

(3.5.46), (3.5.47) ifadelerinden

e1 = [|lz(t) — 2() < [lzo+ /tl [f (7, 2(7)) + B(7, %(7)) o Seo] dT—
—SItJo - A[f(to, Z(to)) + B(t07z(t0))yjosfo]”
t £ (7, 2(7)) = f(to, 2(t0))lldT+

IA

t1

+ [ I1B(7,z(7)) = Blto, z(to))l| o5 ldT

to

olur. y;, € I'* oldugundan ||y;,|| < H ve sq, € I’ oldugundan ||sg|| = 1 oldugu
gbz Oniline alnir, (3.5.50) ve (3.5.51) ifadeleri kullanilirsa,
{1 t1
e1=[lz(t) - z(t)[| < K*(w(A))dT+/ w*(p(A))Hdr
to to

< AK(p(A)) + Aw* (p(A) H
= A(K*(p(A)) +w* (p(A) H)

olur. O halde (3.5.44) ile tammlanan 7*(A) nin tanimindan,
g1 = [Jz(ty) — 2(t1)]| < An*(A) (3.5.52)

elde edilir.
€9 = ||z(t2) — 2(t2)|| olsun. O zaman (3.5.46) ve (3.5.47) den

o) — 2]l = ll2(t) + / 1 (r) + Bl 2(r)) s 50, ] dr—
— [2(t1) + A[f (t1, 2(t1)) + B(t1, 2(t1))ys 5e.]|l]

t2

lz(t1) = 2@l + 1 [ [f (7, 2(7)) + B(7, 2(7))yj, 0,] dr—

t1

—A[f (b, 2(01)) + Bty 2(t)) g sl

IN

olur. (3.5.52) ifadesi kullamlirsa, n(A) = An*(A) ve ||y;, 84 || < H oldugundan,

lo(t2) — 2()| < (D) + / N 2(r)) — (o, 2(0)lldrt

vt “ 1B, 2(r)) — B(t, 2(0))ldr
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olur. Normun tiggen egitsizligi kullanilirsa,

lz(t2) — 2(t2)]| < n(A) ||f(T z(1)) — f(t1, z(tr))|ldr+
/ IIf b, 2(8)) — F(t, 2(8)ldr+
+H/ I1B(r, 2(r)) — Blty, 5(t2))||dr+

1Bt a(t)) — Bty 2(12)) 1)

t1

elde edilir. 2.1.A. kogulu ve (3.5.50), (3.5.51) ifadeleri yardimiyla,

fotes) - =()] < n(@)+ [ K (l@)ir Ly / lo(tr) — 2()lldr+
w1 ([ wrtet@ar + Lo [ o) - tu)ar

t1 t1

bulunur. Tekrar (3.5.52) ifadesi kullanilirsa,

|z(t2) — 2(t2)l < n(A) + AK*(p(A)) + LiAn(A)+
+H [Aw*(p(A)) + LyAn(A)]

olur. n(A) = An*(A) = A[K*(¢p(A)) + Hu*(¢(A))] oldugundan,
[z(t2) — 2(t2)[| < n(A) +n(A) + LiAn(A) + HL:An(A)
bulunur. L = Ly + Ly H alhnirsa,

l2(t2) — 2(t2)| < n(A) +1(A) 1+ LiA + HLA)

(3.5.53)
< n(A)+n(A)(1+LA)

elde edilir.
1+ LA < exp(LA)

oldugundan,

l2(t2) — 2(t2)]] < n(A) +n(A) exp(LA)

bulunur.

Benzer gekilde,
e3 = ||z (ts) — 2(ts)]|
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icin
g3 < N(A) exp(L(A + A)) + n(A) exp(LA) + n(A)

elde edilebilir.

e = [lz(t:) — 2(&)|

olsun. 0 < ¢ < N igin
g < M(A) [14 P + A 4. 4 ei7DA]
oldugu kabul edilsin. &;11 = ||2(ti11) — 2(ti1)]| icin
Eir1 S N(A) [L+ e + &2 + .. 4 DIA 4 il

oldugu kanitlansin.

(3.5.46) ve (3.5.47) den

in = lelten) = )|
< et + [ 1 ale) + Bl alr)us sl dr-

(8 = 811 20) + Bt s | <

ot = 20l + [ 155 (r)) = o 206+

)

+ / B, 2(7)) - Bt 2(t) 13

IA

Ise:lldr

olur. ||y;, , (3.5.54) ifadesi kullanilirsa,

i < a3+ [ 5a(r)) - o n(e) o+

+ / TNt 2(8) — £t 2(t)
VH t.i“||B(T,x(T)) B(ts, o(t:))||dr+
= Bt 2(1) - Bt 2(t)dr
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oldugu elde edilir. (3.5.50),(3.5.51) ifadeleri ve 2.1.A. kogulu kullanihrsa, son

egitsizlikten

i1
SO / K (oA + L [ fla) = 2(t)ldr+

tl+1 N tit1
ol / A))dr + HI / le(t:) — 2(t:)[ldr
t;

oldugu bulunur. Buradan ve (3.5.54) ifadesinden

’L

i—1

i1 < ()Y €A+ AR (p(A)) + HAW (p(A)) + LiAn(A)+

k=0
i—1 i—1
+ZekLA + HLQAT/(A)Z@ICLA
k=0 k=0

olur. n*(A) = K*(p(A)) + Hw*(p(A)), n(A) = An*(A) ve L = Ly + LoH

oldugundan, son esitsizlik

i1 i1
gir1 < 77(A)z:e““A + An*(A) + An(A) (L, + HLQ)ZekLA
k=0 . k=0

1—1
= n(A)) e +n(A) + Ap(A)LY €A
= k=0
—1

= n(A)+n(A)[L+ AL A

k=0
i—1
n(A) + n(A)eLAZe’M
— ZekLA
— <1+ZekLA) _77 )ZekLA
k=0

olur. Boylece (3.5.55) ifadesinin dogru oldugu kanitlanmig olur.

IN

O halde tiime varim yontemine gore, (3.5.54) esitsizligi keyfi¢ = 0,1,..., N
icin dogrudur. Yani, her ¢ =0,1,..., N igin

i—1
g; < n(A)ZekLA
k=0

olur. Buradan ¢ = NV igin

=
L

en = llz(tn) — 2(tn)l| < n(A)> €4 (3.5.56)

kol
Il
=)
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oldugu elde edilir. Keyfi k =0,1,...,N — 1 igin kA < 6 — tg, NA = 0 — tg,
n(A) = An*(A), ¢* = (0 — to) exp (L(0 — to)) oldugundan ve (3.5.56) ifadesin-

den

N-1
ey < An*(A)ZeL(O—to)
k=0
= NAnp*(A)ele—)
= (0 —to)y*(A)ekl0=t)
= c'*(4Q)
olur. Bu ise kanmit1 tamamlar. : I
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3.6 Hata Degerlendirmesi ve Otonom Sistemler

Onerme 3.1.1-6nerme 3.5.1 birlegtirilecek olursa, agagidaki teorem elde

edilir.

Teorem 3.6.1. Asagidaki esitsizlik gecerlidir.

2 p
Ho (1+ coexp(cs))+

a(X(H;to,ﬂ«"o),Zw;thxO)) S Kal—-l
+£(A)(1 + ¢, exp(e))+
+ K1 A0 — to) (1 + ¢y exp(e.))+

+E1GH (0 — o) (1 + ca exp(es)) + cn*(A)

Burada

p=1

e = Li(0—to)+ Lopo(0 —to) 7 ,
¢t = (0—t)exp(L(0 —10)),
L = L+ L,H,

(D) = 2 (P(A))(0 — 1) + 2K AT,
7(8) = K*(p(A)) + Ho(p(A)),
(A) = An*(4),

(A) = max _|B(t2) - B(ry)l,

(t,w)ED, (T>y)€D
[t—7|<A, |lz—yll<A

K*(A) = oD D £, 2*) — f(t z)ll,
jt* . <A, fl2* Saal<A

P(A) = KA+ Kipohs

K, = Bt

1 ({,I;?g( ” ( ax)“a
Ky = max t,x

2 (t,x)eD ”f( ’ )”

ile tansmlidar.

Kanit. Hausdorff uzakliginin 6zelliginden

(X (05 to, x0), Z (05 to, 20)) < (X (0;t0, 20), X1(6; o, To) )+
+a(X1(6; to, o), Xa2(0; to, x0)) + a(Xa(8; to, o), X3(0; o, o))+
+0(X3(0; to, zo), X4(8; to, 20)) + a(X4(8; 2o, 7o), Z(0; to, o))
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egitsizligi dogrudur. O zaman énerme 3.1.1, 6nerme 3.2.1, 6nerme 3.3.1, éner-

me 3.4.1 ve 6nerme 3.5.1 den teoremin dogrulugu elde edilir. g
Teorem 3.6.1 den agagidaki sonuca varilabilir.
Sonug 3.6.2. Her ¢ > 0 i¢cin
a(X(0;ty, x0), Z(0;t0,%0)) < €
olacak sekilde H >0, A >0, A* > 0, 6 > 0 sayilar:s bulunabilir.
Eger (3.1.1) sistemi otonom sistem ise yani, sistemin davranist
= f(z) + B(z)u, z(t) =0 (3.6.57)
diferansiyel denklemi ile verilmig ise bu durumda,

(A) < ALy,
K*(A) < AL,
n*(A) < Lip(A) + HLyp(A),
(A) < 2u0 (LQA(H )5 + KIA%)

olur. O halde Teorem 3.6.1 agagidaki gekilde ifade edilebilir.

Teorem 3.6.3. (8.6.57) otonom sistemi i¢in asagidaki egitsizlik gecerlidir.

a(X(0;to, x0), Z(0; te, o)) < K ;’ﬁl (1 + coexp(ei))+
20 (AL(0 — 40)F + KiA'F)
(1+ c.expl(es))+
+EK1A%(0 — 1) (1 + ¢ exples))+
+K10H (0 — t9)(1 + caexpl(e.))+

+c*o(A)(Ly + Lo H)

(3.1.1) sisteminin sag tarafindaki f(¢,z) ve B(t,z) fonksiyonlar, 2.1.A.

kogulu yerine agagidaki 3.6.A. kogulunu saglasin.
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3.6.A. (t,z) — f(t,z) ve (t,z) — B(t,z) fonksiyonlar1 [to,d] x R™ uzayinda
yerel Lipschitz olsunlar. Yani, her sinirh D C [to, 8] x R™ kiimesi ve keyfi
(tl,xl) € D, (t2,332) €D 1(;11’].

17 (t1, 21) = f(t2, 2)[| < Lifts — ta| + Lillon — 2

IB(t1, 21) — B(t2, w2)|| < Lafts — to| + L3[lz1 — 2|
olacak bigimde L7 = LI(D) (i =1,2, j = 1,2) sabitleri var olsun.
O zaman L} = L1 + L? ve L} = L} + L2 alinirsa,

*(A) = B _ <7l I2A — I
w ( ) (t,z)eg{ai}{y)eD || (t’ x) B(T7 y)” — LZA + QA LQA,
[t—7[<A, [lz—yll<A

K*(A) - (t* m*)E%lagt( z.)eD “f(t*,x*) - f(thx*)u < L%A + L%A = LA
jt*—t.1<A, [la* “aafi<A

olur. Bu durumda
n"(A) < Lip(A) + HL3p(A)
ve

£(8) <20 (A0 - 10)F + K1AT)

olur ve teorem 3.6.1 asagidaki gibi ifade edilir.

Teorem 3.6.4. Asagidaki esitsizlik gecerlidir.
a(X(0;t0, 7o), Z(0;t0,70)) < K; I:ZTZigl (1 + c.exp(es))+

20 (LEAQO — )7 + KiA'F)

(14 coexp(e))+

+K1A*(0 — to)(1 + ce exp(cs))+

+K16H (0 — t0)(1 + ceexp(cs))+

+c(A) (L] + HL3)
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4 NUMERIK HESAPLAMALAR

Bu béliimde erigim kiimelerinin yaklagik olarak hesaplanmasi igin bir algo-
ritma verilecek ve bu algoritma bilgisayara uyarlanarak gegitli 6rnekler tizerinde

hesaplamalar yapilacaktir.

4.1 Algoritma

Kontrol sistemin bir [ty, ] arahgindaki davranig1 yine z € R”, u € R™,
t € [to,0] (to < 6 < o0), f(t,z) n-boyutlu vektér fonksiyon ve B(t,z) ise

(n x m)-boyutlu matris fonksiyon olmak tizere,
z(t) = f(t,z(¢)) + B(t, z(t))u(t), z(to) = zo (4.1.1)

diferansiyel denklemi ile verilsin.
(4.1.1) sisteminin kontrol fonksiyonlari
6

lu@)|Pdt < pg, o >0, 1<p<oo (4.1.2)
to

integral egitsizligi ile sinirlandirilmig olsun.

Ayrica, (4.1.1) denkleminin sag tarafi 2.1.A. ve 2.1.B. kogullarmi saglasin.

Sonug 3.6.2 den her € > 0 i¢in a(X (6; ¢, z0), Z(6; o, 7o) < € olacak gekilde
H>0,A >0, A* >0, § > 0 sayilar1 bulunabilecegi bilinmektedir.

Z(0;ty, o) kilmesi, sonlu sayida kontrol fonksiyon i¢in Euler dogrularinin
z(0) degerlerinin kiimesi oldugundan, Z(f;t,zo) kiimesini niimerik olarak
hesaplanmak miimkiindiir. Z(0;ty, %) kiimesinin hesaplanmas: i¢in, sirasiyla

agagidaki prosediirler izlensin:

I. Oncelikle her i = 0,1,...,N — 1 igin (3.5.43) ifadesinde y;, = jA*
alinarak (3.5.43) ifadesi agagidaki (4.1.3) formiili geklinde yazilabilir.

2(tis1) = 2(6:) + Alf (4, 2(8)) + B(ti, 2(8)) (j:A") s, (4.1.3)
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II.

III.

IV.

Burada j; = 0,1,2,..., R tam degerlerini alir. Bu durumda (3.3.35)

egitsizliginden j; = 0,1,2,..., R tam sayilarinin

N-1 y
< L0 414
;J — A A*p ( )

egitsizligini saglayacak bigimde secilmesi gerektigi elde edilir.

Algoritmanin temeli, (4.1.4) esitsizligini saglayan tiim miimkiin
Ji=0,1,2,..., R ve sy, = o, S1,..., S, degerlerinin segilmesi ve secilen
bu degerlere gore tiim miimkiin z(6) = z(¢y) degerlerinin hesaplanmasi-

na dayanir.

(4.1.3) formiiliindeki, (4.1.4) esitsizligini saglayan tiim miimkiin
Jos J1, - - -, n—1 sayilar cizelge 4.1 deki prosediir uygulanarak secilebilir.
Ancak, her bir adimda 7y, j1, - - ., jn—1 sayilan secildikten sonra bu sayi-

larin (4.1.4) egitsizligini saglayip, saglamadig1 kontrol edilmelidir.

Daha sonra m. adimda secilen her jq, 71, ..., ny_1 sayilar icin
St05 5015+ - -, Sey_, vektorleri cizelge 4.1 deki yonteme benzer gekilde cizel-

ge 4.2 de verilen yontem kullanilarak secilsin.

Béylece her m. adimda (m = 1,2,..., (R + 1)") yukandaki prosediir
uygulanarak belirlenen sy, se,, ..., Sp,_, vektorleri (4.1.3) formiiliinde

yerine yazilarak, tiim miimkiin z(#) degerleri hesaplanabilir.
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Cizelge 4.1: 79,71, ..

, JN—1 sayilarimin se¢im yontemi

Adlm j07j1a"'7jN—1
lljo=jgi=jo=...=jn1=0
2|jo=h1=jo=...=jn-2=0,

Jn-1=1
(R—I—l) j():jl:jz’—'...ZjN_z—O,
Jjn-1=R
R+2) |jo=h=Jo=...=jn-3=0,
Jn—2=1,jny-1=0
2R+1) |jo=qhi=Jo=... = jn-3 =0,
Jn2=1,jy-1=R
(R+1)2|jo=jdi=jJo=...=jn-3 =0,
jN—Z :R7 jN—l =R
(R+12+1|jo=j1i=ja=...=jn-a =0,
Jn-3=1, jy—a=jn-1=0
(R+12+R+1) |jo=j1i=J2a=...=jn-a=0,
Jn-3=1,jny-2=0,jy-1=R
R+ 1 50=0,j1=j2=...=jy-1=R
(R—|—1)N_1+1 Jo=1751=jdo=...=jn-1=0
R+1)¥ P+ (R+1) |jo=1,j1=jo=...=jn-2=0,
jn-1 =R
(R+1)Y | jo=j1=ja=...=jn-1 =R,
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Cizelge 4.2: s4,, S4y, - - -

, Sen_, vektorlerinin

se¢cim yOntemi

Adim | si5, 81, -+, Sy,
m.l| s, =8, =8, =...=Siy_, = S0
m.2 | §, =8, = 8§, = = Siy_2 = S0y
Siy_1 = 81
m(k+1) Slp = Sl = S, = = Siy_s = S0,
Siy_1 = Sk
m'(k+2) Slg = SI; = S, = = Siy_3 = S0,
Siy_a = S1, Siy_1 = S0
m2(k+1) Slo = 811 - SZZ =...= SlN—S = 807
slN_z = 817 SlN-—l = Sk
2 _ _ _ _ _
m.(k+1)* | s =5, =8, =...= Siy_s = S0,
Siy_o = Sk, Siy_y = Sk
2 _ _ _ _ _
m(k+1)2+1|s,=8,=8,=...=8,_, = S0,
Siy_s = S1; Siy_y = S0, Siy_1 = S0
2 _ _ _ _ _
m(k +1)° + (k + 1) | s1p= 81, = 81, = = Siy-4 = S0y
Sly_3 = S1, Siy_y = S0y Siy_1 = Sk
N—1 _ _ _ _ —
m(k + 1) Slo — SO, Sll — Sl2 — - SlN_l —_ Sk
N-1 _ _ _ _ _
m.(k+1)" "1 | s, =51, 8, =8, = ... = Siy_, = 50
N—1 _ _ . _ _
m.(k + 1) +(k+1) | s1p= 51, 81, =51, = ... = Siy_, = S0,
Siy_1 = Sk
N _ _ _ _ _
m(k + 1) Slg =81, =81, = ... =8Iy_1 — Sk
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4.2 Ornekler

Bu boliimde, yukaridaki algoritma bilgisayara uygulanarak cesgitli 6rnekler

izerinde hesaplamalar yapilacaktir.

Ornek 4.2.1. Kontrol sistemin [0, 0.06] aralzg"zndaki davramisy asagidaki dife-

ransiyel denklem ile verimis olsun.

1 1
&y = =cos(200V/3z,) + 3% sin(1 — zy)
1
By = 3 cos(150z;) + e sin(1 + 1) (4.2.5)
71(0) =0, 23(0)=0
(4.2.5) sistemi, x = (z1,z2) € R? sistemin durum vektori,

1 1
f(z1,22) = (5 cos(200v/35), —S—cos(150a:1)) vektor fonksiyon,

1
=sin(1 — zy) 0
B=|3 1 matris fonksiyon, u = (u1,us) € R?
0 1 sin(1 + z1)
kontrol vektori ve t € [0,0.06] zaman olmak tzere, (4.1.1) formunda yazilabilir.
Ayrica u = (u1, uz) € R? kontrol fonksiyonu asagidaki integral esitsizligi ile

stnarlandirilmas olsun.

[ o= [ o s (5 w2

(4.2.6) kusita ile verilen (4.2.5) sistemi 2.1.A. ve 2.1.B. kogullarini saglar.
Bu durumda asagudaki sekiller p nin farkly degerleri icin (4.2.6) kst ile

(4.2.5) sistemi icin bu algoritmamin bilgisayara uygulanmass ile elde edilen

Z(0.06;0, (0,0)) kimeleridir.
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(-0,1.0,1]

(0.1.-0.1

Sekil 4.1: p = 1.5 igin (4.2.5) sisteminin Z(0.06;0, (0,0)) erigim kiimesi

(-0,1.0,1)

(0.1.-0.1]

Sekil 4.2: p = 2 igin (4.2.5) sisteminin Z(0.06;0, (0, 0)) erigim kiimesi
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0.1.0.1)

(0.1.-0.1]

Sekil 4.3: p = 3 igin (4.2.5) sisteminin Z(0.06; 0, (0,0)) erigim kiimesi

Ornek 4.2.2. Kontrol sistemin [0,0.06] aralsgindaki davranig asagidaki dife-

ransiyel denklem ile verilmis olsun.

5¢
b = ix21+sin(100x1)u1

1
iy = ;tut g sin(200%)ug (4.2.7)

Ayrica u = (ug, up) € R? kontrol fonksiyonu agsagidaki integral esitsizligi ile

symrlandirilmas olsun.

/00.06 (e [P = /00.06 (’u,l(t)2 " ug(t)z)g dt < <%>p (4.2.8)

(4.2.8) sty ile verilen (4.2.7) sisteminin 2.1.A. ve 2.1.B. kosullarint sag-
ladign aciktor.

Asagidaki sekiller p nin farkl degerleri icin (4.2.8) kisutu ile ({.2.7) sistems
icin algoritmanin bilgisayara uygulanmas: ile elde edilen Z(0.06;0,(0.1,0.1))

kimeleridir.
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(-0.1.0.3)

- (0.3-0.1]

Sekil 4.4: p = 1.5 igin (4.2.7) sisteminin Z(0.06;0, (0.1,0.1)) erigim kiimesi

(-0.1.0.3]

(0.3.-0.1]

Sekil 4.5: p = 2 i¢in (4.2.7) sisteminin Z(0.06; 0, (0.1,0.1)) erigim kiimesi
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(-0.1.0,3)

(0.3.-0.1)

Sekil 4.6: p = 3 i¢in (4.2.7) sisteminin Z(0.06;0, (0.1,0.1)) erigim kiimesi
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EKLER

EK-1 R? Uzayimn Birim Kiiresi I¢in Sonlu §-Ag

Bu bolimde, 4. bélimde aciklanan algoritmada kullanilan, R™ uzayinin
birim kiiresinin verilen 6 > 0 sayisina kargilik sonlu §-aginin m = 2 i¢in nasil
bulunabilecegine dair bir yontem verilecektir.

S ={u € R?*| ||u|| = 1} olsun ve § € (0, g) sayis1 verilsin.
R? de verilen S birim ¢emberinin § € (0, g) olmak {izere d-ag1 agagidaki

sekilde bulunabilir.

52
0<o< 5 ve k= [2%] olmak Uzere

T = {s; = (cosib,sinif) : i = 0,1,..., k}

2 2
olsun. Burada k£ = [—W} ile Z sayisinin tam kismi gosterilmektedir.

0 0
27 _ . .
k= [-9—] oldugundan, « € [0,1) i¢in

2
k:%Jroz

olur. Buradan ise, a € [0,1) olmak iizere,

27 27
PR < J—
0 k< 9 +1

2n < kO < 2w+ 0

olur. Bu durumda s noktasi ya sq ile ayni ya da so ve s; noktalar: arasindaki

bir nokta olur.

Agiktir ki, her ¢ =0,1,...,k — 1 i¢in
siv1 — sill =7

yani, her s =0,1,...,k—1icin s; ve s;1; noktalar1 arasindaki uzakhik sabittir.
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O halde sy ve sy noktalar1 arasindaki uzaklik degerlendirilecek olursa,

r=|so—s1|| = |/(cos0,sin0) — (cosb,sin)||
— |(1,0) — (cos6,sin 6)||
= /(1 —cos)? +sin?f
= /cos26 +sin?6 — 2cosf + 1

= 1/2¢/1=cosfh

olur. Her 8 > 0 i¢in
1— cosf <46

oldugundan

r=\/§\/1—cost9§\/§\/§

oldugu bulunur.
2

2
0<6< % olarak secildiginden, r < \/5\/%— = § olarak bulunur. Béylece
T = {s; = (cosif,sinif) : i = 0,1,...,k}

2 2
kiimesi, § < 5 vek = [-—g] olmak iizere R? uzayinin S birim cemberinin sonlu

5-ag1 (6 € (0, g)) olur.
Ay

s, = (c0s28,5in28)
4 r 5= (cosB,sinb)
r\s
0 ¢ - X
(1,0)=s,

Sekil 5.1: R? uzayinn birim kiiresi i¢in sonlu é-ag
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EK-2 Bilgisayar Programi

4. bolimde anlatilan algoritma kullanilarak, Borland Delphi programla-
ma dili ile n=m=2 i¢in bir bilgisayar programi yazilmigtir. Sistemin, prog-
rama parametre olarak girilebilmesi icin ”UCalc fast math parser” programi
kullamlmigtir [58]. Asagida, yazilan bilgisayar programinin ekran goriintisi

ve kaynak kodu yer almaktadir.
unit Uniti;
interface

uses
Windows, Messages, SysUtils, Classes, Graphics,
Controls, Forms, Dialogs,UCalc, ExtCtrls, StdCtrls,

ComCtrls, Buttons, Math;

type
TForml = class{TForm)
grpSystem: TGroupBox;
igmSystem: TImage;
1blf1l: TLabel;
1blf2: TLabel;

f1: TEdit;
£2: TEdit;
bll: TEdit;
b12: TEdit;
b21: TEdit;
b22: TEdit;

Label3: TLabel;
imgConstraint: TImage;

grpParameters: TGroupBox;
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€6
nsnjunios uerye ururwrerdord refesiS[g :g'¢ 118

4" Reachable

—Spstern

bll (x ‘xﬂ) blﬂ (xl xﬂ)

i‘l fi(xl‘xi)] ( Lo X ' i,
5:2 -f;(xl"xﬂ) 21(x1 xﬁ) bﬂﬂ (xl?xz) u&

l |Iu(r)ll dt < 4
7
fi= |1 /2*cos(2007370.5%:2) ai |1 /3%sin[1-x1) ]n
f2= fl.-’S"cosHED“ﬂ] jn 'i1e“4"3in[1 +x1)

—Paramelers

0= [0 o= [ooe
oo o)

p= |15 = 05
=4 n= [
R= |5 a=ntfs

—Graphic Dptions

Coordinates  «1 I-TJJ ¥l lUJ

x2(01 y2]01

Paint Style - " Rectangular
€ Circular

Radius l'l pirels

[T Display controls

Reachable Get

{-0.1.0.1]

(0.1.-0.1)

[ Hiun‘ Stop ] S«ave!




grpReachable: TGroupBox;
imgReachable: TImage;
grpOptions: TGroupBox;
grpRun: TGroupBox;
btnRUN: TSpeedButton;
btnSTOP: TSpeedButton;
Labell: TLabel;
Label2: TLabel;
Labeld: TLabel;
Labelb: TLabel;
Label6: TLabel;
Label7: TLabel;
Label8: TLabel;
Label9: TLabel;

tt0: TEdit;

ttheta: TEdit;

xx01: TEdit;

pp: TEdit;

mmuQ: TEdit;

hh: TEdit;

nn: TEdit;

rr: TEdit;

xx02: TEdit;

Label10: TLabel;
Labelll: TLabel;
Labell2: TLabel;
aalpha: TEdit;
Labeli3: TLabel;
Label14: TLabel;
RadioButtonl: TRadioButton;

RadioButton2: TRadioButton;



Labellb: TLabel;

rrad: TEdit;

Labeli6: TLabel;
Labell7: TLabel;

xx1: TEdit;

Labell18: TLabel;

yyl: TEdit;

Label19: TLabel;

xx2: TEdit;

Label20: TLabel;

yy2: TEdit;

Label21: TLabel;

status: TEdit;

Label22: TLabel;
btnSave: TSpeedButton;
SaveDialog: TSaveDialog;
chkDisplay: TCheckBox;
ProgressBarl: TProgressBar;

lstErrors: TListBox;

procedure CartesianPoint(a,b: Extended);
procedure GetParameters(Var Cont : Boolean);
procedure SetArrays;

procedure Euler(var z1,z2: Extended);

procedure IncreaseLeftHandSide(Var Q: Integer);
procedure IncreaselLeftHandSide2(var Q: Integer);
procedure ResetRightHandSize(Q: Integer);
procedure ResetRightHandSize2(Q: Integer);
procedure FormCreate(Sender: TObject);
procedure btnRUNClick(Sender: TObject);

procedure btnSTOPClick(Sender: TObject);
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procedure InitializeDisplay;
procedure DisplayyjiStatus;

procedure StopProgram;

function IsInegualitySatistied: Boolean;
function dx(x: Extended): integer;
function dy(y: Extended): integer;

procedure btnSaveClick(Sender: TObject);

private
{ Private declarations }
public

{ Public declaratiomns }

end;

var
Formi : TFormi;
t0, theta,
x01, x02,
muQ, sdelta,
delta, p,
h, deltastar,
alpha, x1,
x2, yi,
y2, IneRight : Extended;
N,R,K,Rad : Integer;
j,1 : Array of Integer;
UserEql, VariableX1,
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UserEq2, VariableX2,

VariableUl, VariableU2,

VariableT : Longint;
Terminate,Disp,Cont : Boolean;
implementation
{$R *.DFM}
e

procedure TForml.GetParameters(Var Cont : Boolean); begin
Try

Cont :=True;
t0:=StrtoFloat (tt0.text);
theta:=StrtoFloat (ttheta.text);
x01:=StrtoFloat (xx01.text);
x02:=StrtoFloat (xx02.text) ;
N:=StrtoInt(nn.text);
R:=Strtolnt(rr.text);
p:=StrtoFloat (pp.Text);
mu0 :=StrtoFloat (mmu0.Text) ;
H:=StrtoFloat (hh.Text);
Alpha:=StrtoFloat(aalpha.Text) ;
Alpha:=Pi/Alpha;
Delta:=abs(theta-t0)/N;
DeltaStar:=H/R;
K:=Trunc(2*Pi/alpha);
x1:=StrtoFloat (xx1.Text);
x2:=StrtoFloat (xx2.Text);

yl:=StrtoFloat(yyl.Text);

97



y2:=StrtoFloat (yy2.Text);
rad:=Strtoint(rrad.text);
except
on E: EConvertError do
Begin
Showmessage (’ Incorrect parameter’);
Cont:=False;
exit;
End;
End;

end;

// MAIN PROCEDURE
procedure TForml.btnRUNClick(Sender: TObject); Var
z1,z2 : Extended;
I : Integer;
Stop,Stop2 : Boolean;
E1,E2 : String;
Error : Longint;
Save_Cursor:TCursor;

begin

VariableX1l := ucDefineVariable(’x1’);
VariableX?2 := ucDefineVariable(’x2’);
VariableUl := ucDefineVariable(’ul’);

VariableU2 := ucDefineVariable(’u2’);

VariableT ucDefineVariable(’t’);
El:=trim(f1.Text) + ’+(’ + trim(bll.Text) + ?)*ul’ +
'+(7 + trim(bl2.Text) + ’)*u2’;

E2:=trim(£2.Text) + ’+(’ + trim(b21.Text) + )*ul’ +
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+(7 + trim(b22.Text) + )*u2’;

UserEql := ucParse(El);
Error:=ucError;
UserEq2 := ucParse(E2);
if Error=0 then Error:=ucError;
if Error <> 0 then
begin

Showmessage(’Invalid system!’);

exit;

end;

Cont :=True;
GetParameters{(Cont);

if not(Cont) then exit;

btnRun.Enabled:=False;

Save_Cursor := Forml.Cursor;

Screen.Cursor := crHourglass;
lstErrors.Items.Clear;
grpsystem.Enabled:=False;
grpparameters.Enabled:=False;

grpoptions.Enabled:=False;

terminate:=false;

Stop:=False;

InitializeDisplay;

SetArrays;
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IneRight :=(Power (mu0,p)/(Delta*Power(deltastar,p)));

While Not Stop do
Begin
progressbarl.Position:=progressbarl.Position+1;

application.ProcessMessages;

If jIN-1]1<>R Then
5IN-1] :=j [N-11+1

Else

Begin
IncreaseLeftHandSide (i) ;
ResetRightHandSize (i) ;

End;

If IsInequalitySatistied Then
Begin

Stop2:=False;

While Not Stop2 do

Begin

If 1[N-1]1<>K Then

Begin
1[N-1]:=1[N-1]+1;

End

Else

Begin
IncreaseLeftHandSide2(i);
ResetRightHandSize2(i);

End;
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If Disp then DisplayyjiStatus;

if Terminate then
Begin
StopProgram;
ucReleaseExpr;
Screen.Cursor := Save_Cursor;
exit;

End;

Euler(zl,z2);

CartesianPoint(z1,z2);

//Exit if all 1i=K
Stop2:=True;
For I:=0 to N-1 do If 1[I]<>K Then Stop2:=False;

End; //While Not Stop2

ResetRightHandSize2(-1);

End //InequalitySatistied

Else

Begin
IncreaseLeftHandSide(1i);
ResetRightHandSize(i);

End;

//Exit if all yji=R

Stop:=True;
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For I:=0 to N-1 do If j[i]J<>R Then Stop:=False;

imgreachable.Update;

End; //While Not Stop do

grpsystem.Enabled:=True;
grpparameters.Enabled:=True;
grpoptions.Enabled:=True;
progressbarl.Position:=0;

Screen.Cursor := Save_Cursor;
showmessage (’Computation completed!’);
progressbarl.Position:=progressbarl.max;
btnRun.Enabled:=true;

ucReleaseExpr;

end;

procedure TForml.SetArrays; Var I:Integer; begin
SetLength(j, N+1);
SetLength(1,N+1);

For i:=0 to N-1 do
Begin
jlil:=0;
1[i]:=0;
End;
jN-1]:=-1;
1[N-1]:=-1;

end;
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procedure TForml.ResetRightHandSize(Q: Integer); Var i :

begin
For i:=Q+1 to N-1 do
jlil:=0;

end;

procedure TForml.ResetRightHandSize2(Q: Integer); Var i :

begin
For i:=Q+1 to N-1 do
Begin
1[i]:=0;
End;

end;

function TForml.IsInequalitySatistied: Boolean;
Var T : Integer;
Sm : Extended;
A : Extended;
begin
IsInequalitySatistied:=True;
Sm:=0;
For I:=0 to N-1 do
Begin
A:=Power (j[i],P);
Sm:=Sm+A;
End;
If Sm>IneRight Then
IsInequalitySatistied:=False;

end;
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procedure TForml.IncreaselLeftHandSide2(var Q: Integer); Var I :
Integer; begin
For i:=(N-2) downto O do
If 1[i]1<>K Then
Begin

1011 :=1(i]+1;

Q:=i;
Break;
End;
end;
= e

procedure TFormi.IncreaseLeftHandSide(var Q: Integer); Var T :
Integer; begin
For i:=(N-2) downto O do
If j[i]l<>R Then
Begin
jli1:=j[1i]+1;

Q:=1;
Break;
End;
end;
/= mm e e e e

procedure TForml.Euler(var zl, z2: Extended);
Var i : Integer;
t : Extended;
E : Longint;

begin
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z1:=x01;

z2:=x02;

E:=0;

For I:=0 to N-1 do

Begin
t:=t0+ix*Delta;
ucSetVariableValue (VariableT, t);
ucSetVariableValue(VariableX1l, zl1);
ucSetVariableValue (VariableX2, z2);
ucSetVariableValue(VariableUl, j[i]*DeltaStar*cos(1[i]*alpha));
ucSetVariableValue(VariableU2, j[i]*DeltaStar*sin(l[i]*alpha));

z1:=zi+Delta*ucEvaluate (UserEql);
z2:=z2+Delta*ucEvaluate (UserEq2) ;
if ucGetError <> 0 then
lstErrors.Items.add(’x1="+floattostr(zl) + ’> x2=’ +
floattostr(z2) + ’ ’ + ucErrorMessage);
UcSetError:=0;
End;

end;

procedure TForml.CartesianPoint(a, b: Extended); var

X,y : Integer;

begin
x:=dx(a);
y:=dy(b);

if RadioButtonl.Checked then
imgReachable.Canvas.Rectangle(x-rad,y-rad,x+rad,y+rad)
else

ingeachable.Canvas.Ellipse(x-rad,y—rad,x+rad,y+rad);
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end;

function TForml.dx(x: Extended): integer; begin
dx:=Round ((imgReachable.ClientWidth/ (x2-x1))*(x-x1));

end;

function TForml.dy(y: Extended): integer; begin
dy:=Round ((imgReachable.ClientHeight/(y2-y1))*(y-y1));

end;

procedure TForml.InitializeDisplay; Var
txt : string;
i,j : Integer;
begin
With ImgReachable do
Begin
Canvas.brush.Color:=rgb(255,255,255) ;
Canvas.brush.style := bsSolid;

canvas.Rectangle(0,0,width,height);

//Eksenler Cizdiriliyor...
Canvas.Pen.Color:=rgb(0,0,0);
canvas.MoveTo(dx(x1),dy(0));
canvas.lineto(dx(x2),dy(0));
canvas.MoveTo(dx(0) ,dy(y1));
canvas.lineto(dx(0),dy(y2));

//Sol ust ve Sag alt in koordinatlari yazdiriliyor...
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Canvas.Pen.Color:=rgb(255,0,0) ;

txt:=’ (’+FloattoStr(xl) +’,’+FloattoStr(x2)+’)’;
canvas.TextOut(0,0,txt);

txt:=’ (’+FloattoStr(yl) +’,’+FloattoStr(y2)+’)’;
i:=canvas.TextWidth(txt);
j:=canvas.TextHeight (txt);

canvas.TextOut (width-i,height-j,txt);

Canvas.brush.color:=Canvas.Pen.Color;

End;

progressbarl.min:=0;
progressbarl.Position:=0;

progressbarl.max:=Trunc (Power (R+1,N));

Disp:=chkdisplay.Checked;

end;

procedure TForml.DisplayyjiStatus; Var
ss,aa :3tring;
I :Integer;
begin
ss:="7;
aa:=’’;

For I:=0 to N-1 do

begin
Ss:=Ss + > ’ + InttoStr(j[I1);
aa:=aa + ’ ’ + InttoStr(1[I]);
end;
status.Text:=ss + ’ ’ + aa;
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status.Update;

end;

procedure TForml.btnSTOPClick(Sender: TObject); begin
Terminate:=True;

end;

procedure TForml.btnSaveClick(Sender: TObject); begin
SaveDialog.FileName:=’’;
SaveDialog.Execute;
if SaveDialog.FileName<>’’ Then
Begin
imgReachable.Picture.SaveToFile(SaveDialog.FileName) ;
End;

end;

procedure TForml.StopProgram; begin
grpsystem.Enabled:=True;
grpparameters.Enabled:=True;
grpoptions.Enabled:=True;
progressbarl.Position:=0;
showmessage (’Warning, computation interrupted!’);
btnRun.Enabled:=true;

end;

end.
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