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Bu caliyjmada; temel grup ve hesaplama yontemleri verilmistir. iki kapal
egrinin ¢carpim islemi altinda temel grup yapisimi olusturmamiza izin veren homotopi
doniisiimii tanimlanmistir. Homeomorfik yol-baglantih uzaylarin temel gruplarinin
izomorfik oldugu gosterilmistir. Orbit uzayr tanmmm verilerek basit baglantili
uzaylarin temel gruplan hesaplanmistir. Bir kompleksin kenar grubu ve kenar
grubuna izomorfik olan G(K,L) grubu tanimlanarak yol-baglantih ii¢genlenebilen
uzaylarin G(K,L) grubunda iiretec ve iliskileri okumayla temel gruplan
hesaplanmistir. Son olarak Van Kampen teoremini kullanarak ii¢genlenebilen

uzaylarin temel grup hesaplama 6rnegi verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Homotopi, Temel Grup, Kenar Grup, Ucgenlenebilen Uzay
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Supervisor: Assoc.Prof.Dr.Hiiseyin AZCAN
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In this study, the fundamental group and calculation methods were put
forward. Homotopi map which allows us to form the structure of the fundamental
group was described. It was proved that the fundamental groups of homeomorfic
path-connected spaces were izomorfic. The fundamental group of simply connected
spaces were calculated by giving orbit space definition. The fundamental group was
calculated through the reading of generator and relations at G(X,L) group of path-
connected triangulable spaces by defining G(K,L) group which was izomorfic to the
edge group and the edge group of a complex. Finally, the example of fundamental

group calculation was put forward by using Van Kampen Theorem.
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1 Temel Grup

1.1 Homotopik Ddniigiimler

Tamum 1 : Bir X topolojik uzayimmda z vey noktalars verilmis olsun. X uzayinda
T noktasindan y noktasina bir yol a(0) = z wve a(l) =y 6zellifine sahip olan
I =10,1] olmak izere o : I — X stirekli fonksiyondur. Ejer a(0) = (1) ise X

uzaymda bir kapal ejri ve a(0) = a(1) noktasina bu egrinin taban noktas: denir.

Tanmm 2 : Egero,3:1 — X , X uzayinda aym taban noktasinda iki kapals egri

ise, a.3 ¢arpim;

a(2t) , 0<t
pt-1) , <t

IA
e

a.p(t) =

IN

geklinde bir kapaly efri olarak tanamlanyr. «.0 sireklidir.

Eger X = AUB verildiginde A,B X de kapali kiimeler ve f; : A=Y ,
fa: B =Y siirekli fonksiyonlar dyleki Vz € AN B icin fi(z) = fo(z) olsun.

Dolayisiyla,

fi(z) ,z€ A
g(z)=
f2($) ,.'EEB

seklinde tamimlanan g : X — Y fonksiyonu siireklidir. F', Y de kapal: bir

kiime olsun.

g Y (F) =g (F)N(AUB)

= (" (F)NA) U (g (F)n B)

Anadolu Universite%
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= T (F)U f51(F)

f1 stirekli oldugundan fi'(F) A da kapali, dolayisiyla X de kapali ¢linkit A
X de kapal. Ayn sekilde f;'(F) X de kapalh ¢ '(F) kapaldir. Dolaysiyla
g: X —Y fonksiyonu siireklidir.

Bu ¢arpim, &zel bir taban noktasindaki kapal egrilerin kiimesinde bir grup yapisi

vermez. Birlesme 6zelligi yoktur.

Ornegin; «,8,7:1 — X kapal egrilerini alalim.

o(4t)  ,0<t<3
(@B)v(t) =< BHt-1) ,i<t<!
y2t-1) ,3<t<1
a(2t) 0<t<3
a(By) ()= BHt-2) ,i<et<d
Y4t -3) ,i<t<1

oldugundan (af)~(t) # a(By)(t) dir.
Bu sorunu ¢dzmek ve iki egrinin ¢arpimi iglemi altinda grup yapisimi olugtur-

mamiza imkan saglayan homotopi tanimin verecegiz.

Tanmm 3 : f,g: X — Y strekli déntgimler olsun. Ejer Vx E X igin F(z,0) =
f(x) ve F(z,1) = g(z) olacak sekilde F : X x I =Y bir Fsiirekli dondigimi
varsa [ dondgimi g dé’n’@ﬁmﬁné homotopz'k denir. F dénigimine f den g ye

homotopi denir ve f ~ g ile gosterilir.

X in A alt kilmesinde f ve g cakisirsa, A da f nin degerleri degismeksizin
f den g ye deformasyon igin Va € A ve Vt € I igin F(a,t) = f(a) dir.
Boyle homotopiye f , g ye A ya gére relative homotopiktir denir ve f ~ g rel A
yazilir.Yani f,g: X —Y doniigiimleri Va € A i¢in f(a) = g(a) ise Vtel igin,



F:XXI—-»Y

(a”t) - F(a7t) = f(a’) = g(a‘)

Lemma 4 : Homotop: bagintiss X denY ye tim dondgimler: kiimesinde denklik

bagintisidar.

Kamit. : Her f : X —= Y dontisiimi, F : X xI =Y (zeX,tel)ign
F(z,t) = f(z) tanmmyla f doniisimi kendisine homotoptur. f,g : X — Y
doniisiimleri i¢in, f ~ g ise F: X xI =Y oyleki F(z,0) = f(z) ve F(z,1) = g(z)
dir. G = F(z,1 —t) doéniisiimi i¢in, G(z,0) = F(z,1 - 0) = F(z,1) = g(z) ve
G(z,1) = F(z,0) = f(z) dir. Dolaysiyla g ~ f dir. f,g,h: X — Y doniistimleri
icin, f~g vege~ h ise F1: X xI =Y &yleki Fi(z,0) = f(z) ve Fi(z,1) = g(z)
ve Fy : X x I =Y o&yleki Fa(z,0) = g(z) ve Fp(z,1) = h(z) dir.

H(z,t) =
F(z,2t-1) <t

IN
L

fonksiyonu igin H(z,0) = Fi(z,0) = f(z) ve H(z,1) = Fy(z,1) = h(z) dir.
Dolayisiyla f ~ h dir. =

Lemma 5 : Homotopik fonksiyonlarin bileskeleride homotopiktir.

Kamt. : f,g: X =Y veh:Y =7 dbnii§iimlerii<;in,f%gﬁhof%hog
dir.

XxILvy Lz

hF:F'=hoF:XxI—>Z



F'(z,0)
F'(z,1)

I
i

h(F(z,0)) = h(f(z)) = (ho f)(z)
h(F(z,1)) = h(g(z)) = (ho g)(x)

I

h:X—-Y ve fg: Y2 déni‘@iimleriigin,f%g=>foh%goh dir.
1

f~g oldugundan Fy:Y xI — Z Fi(z,0) = f(z) , Fi(z,1) = g(z) ve
Fob: XxI—-YxI (z,t) — Fy(z,t) = (h(z),t) fonksiyonlarin1 tanimlayalim.

F'=FoFy,: X xI— Z fonksiyonu i¢in,
F'(z,0) = Fi(Fy(z,0)) = Fi(h(z),0) = (f o h)(z)
F'(l‘, 1) = F]_(Fz($, 1)) = Fl(h(.fL'), 1) = (g o) h,)(IL‘) |

1.2 Temel Grup Yapisi

X Dbir topolojik uzay, p € X bir taban noktasi olsun. X wuzaymda p taban
noktasindaki tiim kapali egrilerin kiimesini diglinelim. {0,1} kiimesine gtre relative
homotopi olma p taban noktasindaki tiim kapali egrilerin kiimesinde bir denklik
bagintisidir. &, p taban noktasinda bir kapali egri ve o ya homotopik p deki tiim

kapali egrilerin sinifin1 < & > ile gtsterecegiz.

X nuzayinda p taban noktasindaki kapal egrilerin ¢arpimi homotopi siiflar

kiimesinin,

<a>.<B>=<apB>



carpimindan olusur. Bu carpim iyi tanimhdir. o €< a > ve ( €< 8 >
alahm. o ~a ve ' >~ oldugundan sirasiyla Fy:Ix [ — X Fi(z,0) = a(z)
, Fi(z,1) =0d'(z) ve F:IxI—X Fy(z,0)=p(z) , Fo(z,1) = B'(z) olacak

sekilde homotopileri vardir. G : I x I — X fonksiyonunu

tanimlayalim. G(0,t) = Fy(0,t) = a.B8(t) , G(1,t) = F5(1,t) = «'.B'(t) oldugun-
dan o'f ~af dir.Dolayisiyla o8 €< af > dir.

Teorem 6 : X uzayindap taban noktasindaki kapali egrilerin homotopi siniflarinin

kimesi < a > . < B >=< a.f > c¢arpima altinda bir grup olugturur.

Kamt. : (K a>.<g8>). <vy><a>.<f>.<vy > yai
< (a.f).y >=< a(B.y) > oldugunu gostermek i¢in (a.8)y ile a.(8.y) nmn

homotopik oldugunu géstermeliyiz.

adt) ,0<t<y

((aB) (@) =9 BHt-1) ,;<t<;

| v(2t-1) ,3<t<1

a(2t) ,0<t<i

(B =4 BHt—2) ,i<t<?

| 7(4t-3) ,i<t<i

tanimlayalhim.
dogrusal homotopiile F:IxI — X

o(15) 0<tg e
F(t,s)=q pat—-1-s) ,p2r<t<e

0(C ) I - S A

ot
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Sekil 1.1: Birlesme &zelligi

fonksiyonu i¢in,

a(4t)  ,0<t<;
F(t,00=19q p4t—1) ,i<e<i
y(2t-1) ,3<t<1
ve
a(2t) ,0<t<;
F(t,1)=3 B4t-2) ,i<t<?
Y4 -3) ,3<t<l

oldugundan «a.(8.7) ~ (a.8) .y dir.

0<t<1 igin e(t) =p ile tanimh p de sabit kapali egrilerin homotopi sinift
birim elemandir. p de bir o kapaliegrisiigin <e>.<a>=<a>.<e>=<a>
dir. : 1 - X «a0) =ca(l)=p icin dogrusal homotopi ile F :IxI — X
F(z,t) = (1 — t).a(x) + t.p fonksiyonu F(z,0) = a(z) ve F(z,1) = p dir.
Dolayisiyla a~e dir

0<t<1 igin a7 !(t) =a(l—t) olan < &' > homotopi sifi ters elemandir.

<a>.<a!>=<e> dir. Dogrusal homotopiile G: I x [ — X

a(2t) 0<t<
G(t,s) = e(t) <<l

fonksiyonu i¢in, G(¢,0) = a(t) ve G(¢,1) = a™(t) dir. n



Bu sekilde ingaa edilen gruba temel grup denir ve X uzayinda p taban noktasi
olmak iizere 7;(X, p) seklinde yazilir.

a,B:1 — X iki egrinin ¢arpimi;

ve

seklinde tanimlayalim. Bu iki ¢arpimin ayn oldugunu gérmek i¢in F': IxI — X
fonksiyonunu

4t+s—2 2—3
550 st

F(t,s)z{ o) vsst

Pt

seklinde tanimlarsak.

a(2t)
A2t —1)

o
IA
o+
IN

F(t,0) =

= o=

[T
IA
o~

IA



dir. O halde .8 ~ o.83 dir.

Yol-baglantili uzaylar i¢in; temel grup taban noktasinin seciminden bagim-

sizdir. Yol-baglantili bir uzayin temel grubunu géstermek igin 71(X) notasyonunu

kullanacagiz.

Teorem 7 : X wuzay yol-baglantils ise; p,q € X  noktalar: ig¢in m(X,p) wve
m1(X,q) gruplart izomorfiktir.

Teoremin kanitini vermeden &nce; (1) = 0(0) saglayan uzayda 7,0 iki yolun

garpimi,

v(2s) 0<s<
V.0 =
o(2s—1) 3<s<

formiiliiyle .0 yeni bir yol verir.
Eger y~4v ve 0 ~¢' isey.0~v'.0' dir.
v(1) = 0(0) ve o(1) = 6(0) saglayan iig yolu igin (7.0).6 ~ 7.(0.6) dir.

v~ yolu 47 1(s) = (1 —s) ile tanimh ise, 7.7~? yolu, 7(0) da sabit yoluna

homotopiktir, benzer olarak vy~ !.y yolu, ¥(1) de sabit yoluna homotopiktir.



Kamt. : p de baglayan ¢ da biten bir v yolu secelim. X yol-baglantili uzay
oldugu igin bdyle bir yol vardir. o p de kapali egri ise (v l.a).y yolu ¢ da bir
kapali egridir. ve

Y. 1 71(X,p) = m(X,q)

<a>—=<ylay>

v, fonksiyonu tanimlayalim.

Y. (< a.f>) =<vylaBy>=<ylayy LBy >

=< ’y'l.a.'y >< ’y‘l.a.’y >

=7(<a>).(<B8>)

v, fonksiyonu homomorfizindir. <, bir izomorfizmdir. Ciinkii <, tersi vardir,

vol= (1), dm .

X,Y uzaylar1 arasinda herbir siirekli fonksiyon i¢in, bu iki uzayin gruplar1 arasimnda
bir homomorfizm bulabiliriz. f: X — Y siirekli bir fonksiyon olsun. p X de bir
taban noktasi ve ¢ = f(p) Y de bir taban noktasi secelim. X de p taban
noktasinda o kapali egriigin Y de ¢ taban noktasinda f oo« fonksiyonu bir

kapali egridir.

f* : 7T1(X,p) - 7T1(Y7 Q)

<a>— f(<a>=< foa>



tanimlayalim.

_] Gean o
(fe)(2t-1) ,3

=(foa)(foh)
fo(a.f)=(foa).(fopB) oldugundan,

fl<apf>)=<fo(ap)>
=< (foa)(fof)>
=< (foa)>< (fof) >
=f(<a>).fi<8>)

f+ fonksiyonu bir homomorfizmdir. f, fonksiyonu f ile tiiretildigini s6yleriz.

Teorem 8 : X LY 4 7 fonksiyonlar:, ve uzaylar: verildiginde (go f). = g.0 fs
dar.

Kanit. : pe X, g=f(p) €Y, r=g(q) € Z taban noktalar: segelim.

(X, p) & (Y,q) & my(Z,7)

10



(9o f)e: m(X,p) = m(Z,7)

(go flula@) =(go foa)=g.(f o) =g.(f(a)) = (g.o f.)(c)

h: X — Y homeomorfizm verildiginde &zel durumda teoremi uygularsak;

h 1 . .
X—=Y —= X igin,

h:l oh, = (1;{)* : WI(X,p) - WI(X’p)

h-1 h o ..
ve ¥ — X —Y igin,

heo bt = (1y)s : w1 (Y, A(p)) — m1(Y, h(p))

oldugundan h, : m1(X,p) — m1(Y,h(p)) izomorfizmdir. Eger iki uzay homeo-

morfik ise bunlarin temel gruplan izomorfiktir. =

1.3 Hesaplama Yéntemleri

R™ nin konveks altkiimesinin temel grubu trivial gruptur. Eger ¢ : X — X
ozdeslik doniigimi X iﬁ bazi noktalarinda sabit doniigiime homotopik ise X
uzayina biiziilebilir uzay denir. Dolayisiyla i : R* — R™ &zdeglik doniisiimii ve
f:R*—> R* V€ R" i¢gin f(z)=0olsun. F: R*xI — R" (z,t) — F(z,t) =tz
icin F(z,0) = 0 = f(z) ve F(z,1) = z = i(z) oldugundan f ~ ¢ dur.
m1(R",0) = {e}.

11



Tanim 9 : Yol-baglantil ve temel grubu trivial olan bir uzaya basit baglantil denir.

Teorem 10 : X wuzay: basit baglantils agtk U,V kiimelerinin birlesimi gibi yazlan
bir uzay olsun. Oyleki UNV yol-baglantilidir. Dolaynsiyla X uzay: basit baglan-
tiladar.

Kamt. : U ve V' basit baglantili oldugundan; X uzayinda bir kapali egrinin
U yada V tarafindan igerilen kapali egrilerin ¢arpimina homotopik oldugunu
gbstermemiz yeterlidir.

p € UNYV taban noktasini seelim. « : ] — X , p noktasinda bir kapal
egri olsun. Lebesque lemma’dan I nin 0 =15 < t; <t < ... < t, = 1 geklinde
parcalamgini bulabiliriz; oyleki of([ts-1,t:]) yolu daima U yada V kiimeleri
igindedir. 0 < s<1 igin, o : I — X yolu s — ap(s) = a((ty — tk-1)s + tx_1)
seklinde oy yolunu tanimlayalim. 1 <k <n —1 igin herbir o yolunun bitim
noktasi a(tx) ile p noktasin birlegtiren, eger a(tx) noktast U daise 7, yolunu
U da, eger o(ty) noktast V deise -, yolunu V de segelim. Eger a(t;) e UNV
ise UNV yol-baglantili oldugundan 7y, yolu vardir. Dolayisiyla o kapali egrisi
U yada V deki kapal egrilerin

(a7 D)-( 1 0272 (7203757 ) - (Yo1-0n)

carpimina homotopik olur. Ciinkii U ve V kiimeleri basit baglantili oldugundan
carpimdaki herbir kapal egri birime homotopiktir. m

Tamum 11 : Orbit Uzayr: G bir grup ve X bir kiime olsun. (g,z) — g(z) tle

tanamlanan G x X — X fonksiyonu

12



Sekil 1.2: Teorem 10 nin ispati

a)Vg,he€G veVz € X igin hg(z) = h(g(z))

b)ec G birimve Yz € X igin e(z) =z

yukaridak: kosullar: olacak gekilde saghyorsa bir G grubu X kimesinde hareket
eder denir.

ze€ X igin Or) ={yeX|FgeG igin g(z) =y} kimesine z noktasinin

orbiti denir.

Aymni orbit iizerinde bulunma bir denklik bagintisidir.

Vz,y€ X igin z ~y <= 3Jg € G vardr 6yleki z=¢g(y) = X/G=X/~
dir.

z€ X igin z =e(z) =2 yansima ozelligi,

z,y€ X igin z=g(y) ise g7 (z) =97 9(y)) = g7 'g(y) =y simetri 6zelligi,

z,y,2€ X igin z~y,y~z ise z~z dir. z=9(y),y=h(2) icin,

z = g(y) = g(h(z)) = gh(2)

13



gecisme 6zelligi saglandigindan bir denklik bagintisidir.

X,/G={0O(z) |z € X} kiimesine orbit uzay: denir.

Teorem 12 : X basit baglantily bir uzay, G X X — X fonksiyonu G grubu X
tizerinde hareket ediyor; ve Vx € X wve Vg& G—{e} i¢in UNg(U) =0 olacak
gekilde bir x € X komsgulugu varsa w(X/G) =G dir.

Kamt. : o € X sabit bir nokta olsun. ¢ € G i¢in zg 1 g(zp) baglayan
yola 7 diyelim. X yol-baglantili oldugundan boyle bir yol vardir. w: X — X G
7(zo) =< zo > projection i¢in moy X ,/G de 7 (zo) taban noktasinda bir kapal

egridir. Ciinkil zo ve g(zo) ayni orbit uzayindadir.

0:G— m(X/G,7(z0))

g—0(g) =<moy>

fonksiyonunu tanimlayahm.  fonksiyonu izomorfizmdir.

0:G— m(X/G,7w(x)) homomorfizmdir. g; , go € G i¢in, To1 ¢1(zo)
baglayan yoluna ; ve Zo1 go(zo) baglayan yoluna <y, diyelim.

v1-{g1 07v3) yolu zo 1 g192(z0) baglayan bir yoldur. Cinkdl (g1 © ¥,)(0) =
91(72(0)) = g1(z0) ve (g1°72)(1) = 91(72(1)) = g192(z0) dir. Dolaysiyla g1 07,
denktir -y, dir.

B(g192) =< 7o (71-(g1079)) >
=< (movy)(mo(g107,)) >

=< (mom)(mory,) >
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= 0(g1)0(g2)

dir. m

Ornek 13 : (Z,+) grubu, R wuzay icin;
ZxR—R

(m,z) — m(z) = m+zx fonksiyonun orbit uzaywmni ve temel grubunu hesplayalm.

e=0€Z,z€R iin, O(z)=0+z=1z

mmnée€Z,r€R igin, m+n(z)=m+n+z ve m(n(z)) =mn+z) =

m+n+zx
oldugundan bir hareketdir. Yani (Z,+) grubu R {izerinde hareket eder.

Vz € R i¢in [0,1] arahginda bir z’in temsilcisi vardir. Temel bolge olarak
[0,1] araligin: alabiliriz. Ug noktalar: ayni orbit de yani 0 ~ 1 oldugundan bu ug
noktalar birlestirirsek R de Z nin orbit uzay1 O(R//Z) = S dir. Temel grubu

icin teoremin kogullarina bakalim.

R yol-baglantili ve biiziilebilir bir uzaydir. Dolayisiyla R basit baglantihidir.
£ € R ve z’ in bir aggk U komsulugu icin UNg(U) =@ oldugunu sdylemek igin,
£ in €<} komsuluguigin UNg(U)=0 olur. Dolaysiyla m1(S') = Z dir.

Ornek 14 : (Z x Z,+) grubuve RX R wuzay: icin,
(ZxZ)x (RxR)—=RxR
((m,n),(z,y)) = (m+z,n+y) fonksiyonun hareket oldujunu ve bu hareket

igin orbit uzayr ve temel grubu hesaplayalm.

(0,0)=e€Zx Z, (z,y) € RX R igin, O(z,y) =(0,0) + (z,y) = (x,y)

15



(x,y)

Sekil 1.3:

(m,n), (s,t) €(Z x Z,+) ve (z,y) € RX R igin,
((m,m) + (5,)(@,) = (m+ 5,m+ 8)(5,5) = (M + 5 + 7,0+t +9)
(m,n)((s,t)(z,y)) = (m,n)(s+z,t+y)=(m+s+z,n+t+y)

oldugundan bir actiondir. Orbit uzay1 i¢in, V(z,y) € (Rx R) i¢in [0,1] % [0, 1]
araliginda bir temsilcisi vardir. Temel bslge olarak [0,1] x [0,1] arahigm alabiliriz.
0<z<1 aralinda (z,1) ~ (2,0) ve 0 <y <1 arahgmda (1,y)~ (0,y) ve
(0,0) ~ (1,0) ~ (0,1) ~ (1,1) oldugundan R X R uzaymnda ( Zx Z,+) grubunun
orbit uzay1 tordur. O(R x R/Z x Z) = T? dir.

Temel grubunu hesaplamak igin, teoremin kogullarina bakahm. R X R basitl
baglantihdir. Tiim noktalar: dogrusal olarak &teleyerek tek bir noktaya biizebiliriz.
(z,y) € R x R igin, (z,y) noktasmn bir agk U agk komgulugu ve Vg €
ZxZ—{e} igin UNg(U) =0 oldugunu sdylemek i¢in, (z,y) € R x R noktasin
capt V2 den kiiciik olan acgik bir U komsulugunu alirsak U Ng(U) = @ olur.
Dolaywsiyla m(T) = Z x Z dir.

16



1.4 Homotopi Tipi

f

ﬁ
Tamm 15 : X, Y wzaylar i¢in gof ~1x ve fog~1y olacak gekilde X Y

(———

g
strekli dontgimlers varsa X ve Y aym homotopt tipine sahiptir veya homotopik

denktir denir. X ~Y ile gésterilir.

Lemma 16 : X ~Y bagintise topolojik uzaylarda denklik bagintisider.

f
ER
Kanit. : X =Y veg= flicin X X foflm~lxy , fflofx~ly
f—-l
X ~ X yansim ozelligi,
ER
X Y gofm~lxy , fog~ly X~Y Iise,
G
EN

Y X fog~ly , gof~1lx Y ~X simetri ozelligi,

=1

f,g:X—>Yveh:Y—*Zdéni'@ﬁmleriigin,f%g=——>h0f%hog ve
h:X =Y ve

f,g:Y — Z donisiimleri i¢in, f ~g = foh = goh homotopi doniiglimlerin

iyl tanimidan;

N A
X Y ve Y Z ise

— —
v

govouo f~golyof=gof~ly

uofogov~uolyov=uovxly

17



uo f
——)
X Z gecisme ozelligidir. Dolayisiyla X ~Y denklik bagintisidir m

<_—
gov

Teorem 17 : a) Bir uzay bir noktaya bizilebilir ancak ve ancak bir nokta ile ayna
homotopi tipine sahiptir.

b) Bir noktaya biizilebilir bir uzay basit baglantiladr.

¢) Bir noktaya bizilebilir bir uzayda herhangs iki dondgiim homotopiktir.

d) X bizilebilir ise 1x , Vxzg € X igin f(x) = zo sabit dondgime homo-

topiktir.

Kamt. : a) X biziilebilir bir uzay olsun. p € X alalim.

p: X =X sabit déniisiim olsun. X biiziilebilir oldugundan,

T —cp(z) =p

F:XxI—-»X
(z,t) — F(z,t) = (1 —t).1x + t.cp(x)

Cp

%,
1x =~ ¢, homotopiktir. ¢ : {p} — X inclusion map i¢in X {p} gosterirki,
(—-—
i

X ile {p} ayni hopotopi tipine sahiptir.
Tersine X bir nokta ile aym1 homotopi tipine sahip bir uzay olsun. X {p}

gof~1lyx dir. O halde 1x ~c¢, dir.
b) X biizilebilir uzay olsun. O halde 1x =~ ¢, dir.

F:XxI—-X
(z,t) = F(z,t) = (1 —t).1x + t.cp(x)

18




v(s) = F(z,s) , ' 1 p ye baglayan bir yoldur. Boylece X uzay: yol-
baglantilidir. Dolayisiyla X basit baglantihidir.

¢) X biiziilebilir bir uzay; o halde 1x ~ ¢, dir. f,g: Z — X déniiglimleri icin;
f=lxofxcof=cog~lxog=g
d) X biizilebilir bir uzay ise 1x ~ ¢, ve ¢ , ¢z : X — X dénigiimleri igin,

p=1lxoc™c,0¢,=c0c, ~1xo0c, =¢c, W

Tamm 18 : X topolojik uzaywma bir A altkiimesine; ejer Va € A i¢in r(a) =a

olacak sekilde birr : X — A strekli déntigimd varsa A’ ya X’ in retract’s denir.

Tanim 19 : A C X olsun. Ejer v : X — A retracth ve F : X xI — X
homotopisi x € X ig¢in, F(z,0) =z F(z,1)=7r(z) ve a€ A, te€l ign

F(a,t) = a olacak sekilde varsa A’ ya X’ in deformasyon retract: denir.

Tamm 20 : {zo} kiimesi X’ in bir deformasyon retract’s olacak gekilde bir o € X

noktas: varsa, X topolojik uzayina bir noktaya bizilebilir denir.

Ornek 21 : R* nin herhangi bir konveks X altkiimesi bir noktaya biizilebilir
gosteriniz.

Keyfi bir zg € X noktast segelim.

F:XXI — X

(z,t) — F(z,t)=(1-t).z+txo

fonksiyonunu z € X i¢in F(x,0) =z , F(z,1) =z ve A= {xo} olmak tizere
r: X — A retracths zo € A ve t €I igin F(zo,t) = 2o = r(z) oldugundan {zo}
kiimesi X in bir deformasyon retractidir. Dolayisiyla X bir noktaya bizilebilir.

{zo} X'in bir deformasyon retracts ise X bir noktaya bizilebilir.

19



2  Ucgenleme

Tamm 22 : vg,vq,...,v5 noktalart R™ wzayinda olsun. vy — vo , Vs — Vg ...,

Ur — Vg lineer bagimsiz ise R™ de vo,v1,...,Ux noktalarmmin kimesinin bagimsiz

oldugu sdylenir. Bunun igin Ao , Ay ,..., Mg gergel sayilart verildiginde;
ko k
ZA[U,; =0 3 Z/\z =0
2=0 i=0
1se \g = A1 =...= Xy =0 ifadesine denktir.

Tamm 23 : v, vy,...,v bazz R™ 6klid uzaynda baiimsiz noktalar ve A\; € R
k

oyleki Vi igin A\, >0 ve Y A =1 oldugunda; bir geometrik k-simpleks
=0

k
ZA,"U,‘ = /\O'UO + ...+ Ak’l}k
=0

noktalarin kimesidir. vg, vy, ..., Uy noktalarina da simpleksin koseler: denir.

Vi igin A\; > 0 olmak tizere Y Axvr noktalarmm kiimesi k-simpleksinin al-
tuzay1 k-simpleksinin i¢i olarak adlandirlir. Bir geometrik k-simpleksinde k sayisina
simpleksin boyutu denir. Bir O-simpleks bir noktadir, 1-simpleks kapali dogru,
2-simpleks bir ii¢gen, 3-simpleks bir dortytizliidiir, ve béyle devam eder.Simpleksler
dogal olarak yiizlere sahiptir. O-yiizleri wp,vs,...,vs noktalaridir. Yani simpleksin

késeleridir. 1-ytizleri simpleksin kenarlaridir.

Tamun 24 : R™ oklidyen uzayda; ortak ytzlerde kesisen simplekslerin sonlu ailesine

stmplisial kompleks denir. ve K, L gibt biiytik harflerle géosterilir.

K’ nmin boyutu, boyK , K daki simplekslerin boyutlarinin maksimumudur.
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K simplisial kompleks topolojik uzay degildir. K simplisial kompleks acikca
elemanlar: simpleksler olan bir kiimedir. K simplisial kompleks R™ nin bir altkiime-
sidir. R" nin noktalarini kiimesi K’ nin simplekslerinin en az birindedir; R® nin
bir altuzayi gibi topoloji vermeyle K simplisial kompleksine topolojik uzay gibi
baktigimmzda, komplekse polihedron denir ve | K| ile gosterilir.

Tanmm 25 : X {topolojik uvzaywme tggenleme K simplisial kompleksden meydana

gelir ve h: |K| — X homeomorfizmdir.

K simplisial kompleksler 8klidyen uzayinda bulunan sonlu sayida simplekslerin
birlesiminden meydana geldiginden |K| polihedron bir kag 6zellige sahiptir. Ornegin,

kompakt ve metrik uzay olur. Bir uzay tiggenlenebiliyorsa bu 6zelliklere sahipdir.

2.1 Bir Kompleksin Kenar Grubu

X yol-baglantih tiggenlenebilen bir uzay olsun. X yerine |K| polihedronunu
alarak h : |[K| — X &zel bir liggenleme alalm. |K| polihedronunun avantaji;
K kompleksinin kenarlariyla yapilan kapali egriler ile temsil edilen temel grubun
elemanlaridir. Bdylece "kenar kapal egrileri” kullanarak bir grup insaa edecegiz;
ve K kompleksinin kenar grubu diyecegiz. Bu kenar grubu hesaplanabilir ve |K]|

polihedronunun temel grubuna izomorfiktir.

Tamum 26 : K kompleksinde bir kenar yolu; arka arkaya gelen v; , v;y, kdselerin
K’ nwn bir simpleksini germesiyle vgvy...vx kOselerinin dizisidir. Eder, v = vy = vg

ise kogelerin dizisi v tabaninda bir kenar kapaly egri denir.

Tamim 27 : Ejer asafidaki islemler: sonlu sayida uygulayarak, o ve B ki kenar
yolundan diferini elde ediyorsak o ve 3 denktir ve o~ 3 ile gdsterilir.

a) Eger vi = viq1 1S€, ..UVit1... Yerine ..v;... ya da lersine ..v;.. yerine
e UiUseee 5

b) Ejer vi_1,v;,vi41 K kompleksinin bir simpleksini gerer ise, ...v;_1¥iViq...

Yerine ...V;_1Vijr1... Yya da tersine ...v;_1Viy1... YETINE ... U;_1VVis1..-
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u denk M

W w
v
denk /\/
oW u,w
Sekil 2.4: Iki kenar yolun denkligi

sonlu sayida isglemlerle bir denklik bagntisidir.
o, B kenar yollarini alahm. a ~ 3 ise,
eBat B HBar=p ise,
8 i 8" Fns gt — izt B' = o oldugundan 8 ~ a dir.
o, 3,6 kenar yollarmi alalim. o ~ 3,8 ~ § ise,
aﬁalﬁa"’—»n.&‘»a“:ﬁ
I§; o, B I 3 — . fh = § ise bu iglemleri arka arkaya uygulayarak a ~ 8§

dir.

v Ozel kosesinde taban kenar kapal egrilerinin denklik sinifi;

{’U’Ul’Ug...’Uk__l’U} . {vwlwg...wl_lv} = {'U’Ul'Uz...'Uk_l’U’wl...’wl_.]_’U}
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carpimi altinda bir grup olugturur.

alalim.
eB=af=af =af

oldugundan /@' € (af) dur.
Ozdeslik eleman: {v} denklik smifi ve {vv ve..v5_1v} min tersi {vvg_1...v10}
denklik sinifidir. Boylece v tabanin da K nm bir kenar grubudur; E (K,v) ile

gosterilir.

Teorem 28 : E(K,v) grubum (|K|,v) grubuna izomorfiktir.

|K| polihedronunda bir kapal egrigi K kompleksinde kenar kapali egrisi gibi
yorumlayarak ¢ : E (K,v) — 7 (|K|,v) fonksiyonu ingaa edelim. vv;...v;_1v kenar

kapalh egrisini veren, I birim araligini k esit parcaya bélerek,

a(0)=a(l)=v,1<i<k-—1licn a(i/k) =v;
olacak sekilde & : [ — |K| olsun.

Dolayisiyla, ¢, | K| dav tabaninda bir kapal egridir. Boylece ¢ ({vvyvs...vx-1v}) =

(@) tanimlayahm. ¢ fonksiyonu homomorfizm, bire bir ve értendir.
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Tamum 29 : K kompleksinin 1-boyutlu L altkompleksi, ejer |L|  polihedronu
yol-baglantily ve basit baglantily yani |L| bizilebilir ise, aja¢ denir. K mnan tim
kogelerini iceren béyle bir altkomplekse maksimal agag denir. Béyle bir altkompleks

daima varder. Clinki K kompleksi sonlu sayrda simplekslerden meydana gelir.
Teorem 30 : |K| yol-bajlantils ise, maksimal aja¢ K man tim koselerini igerir.

Kamit. : L maksimal agag olsun. Varsayalim v € K — L olsun. u € L
segelim. | K| yol-baglantih oldugundan v ve u yu birbirine baglayan bir yol vardur.
E(K,v) 2 m (]K|,v) oldugundan biz bu yol yerine uvivs...04v kenar yolunu
alabiliriz. L de olan bu kenar yolunun son kdsesi v; olsun. v;,; kdsesini eklemeyle
L de olmayan v;v;,; l-simpleksdir. L' = LU v;v;,1 kesinlikle L den daha biiyiik
bir altkompleksdir. Ayrica |L'| ~ |L| dir. Ginkd v;v;+; simpleksi |L| yi hesaba
katmaksizin v; ye biiziilebilir. Boylece |L| biziilebilir. O halde I maksimal agag
degildir. Bu da hipotezimizle celigir. =

Boyle bir L altkompleksi sectigimizde, |L| basit baglantih oldugundan, L deki
kenar kapali egrilerinin E (K,v) kenar grubuna katkida bulunmayacak ve boylece
bizim hesaplarimizda L nin simplekslerini géz ard: edebiliriz.

Eger |K| yol-baglantili ve |L| , K nin tiim koselerini iceren basit baglantil bir
polihedron ise, sonlu sayida iireteg ve iliskileriyle bir G (K, L) grubu ingaa edebiliriz.
Boylece G (K, L) 2 E(K,v) dolaysiyla m; (|K|,v) grubuna izomorfik olur.

K nm v =vy<wv <..<wvg swah kiselerinin listesi olmak {izere, bu sekilde
yazilan K nm bir simpleksine sirali simpleks denir. G (K,L) grubunu g;; fireteg
semboliyle, eger v; , v; koseleri L nin bir simpleksini gerer ise g;; = 1 iligkisiyle; ve
eger v;,v;,V; koseleri K — L nin sirali 2-simpleksini gerer ise g;;9;x = gir iliskisiyle

tanimlayalim.

Eger i=7 isegy =1 vei=k iseg;jgjx = gir iliskisinden g;; = g};l dir.

Teorem 31 : G(K,L) = E(K,v) dir.
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Kamt. : Birbirlerinin tersi olan ¢ : G(K,L) — E (K,v) ve § : E(K,v) —
G(K,L) iki homomorfizm tanimlayalim ve boylece 8¢ ve ¢80 ozdeslik izomor-

fizmidir.

L de E; kenar yoluyla K nin v; k&sesini v ye baglayan ve Ep =v almayla,

G (K,L) nm treteclerinde

¢(9;) = { Boviv; Ej '}

olarak ¢ fonksiyonunu tanimlayalim.
Eger v; , v; L nin bir simpleksini gerer ise, dolaywisiyla E;vu;E5 ! L deolan
bir kapali egridir, ve b&ylece [L| basit baglantili oldugundan £ (K,v) nin 6zdeslik

elemanini temsil eder. Ayrica, eger v;,vj, v K — L nin sirali 2-simpleksini gererse,

¢ (9i5) ¢ (gix) = {Eww;E;j'} {EjvjueE;'}
= {Eww;E;'EpuE;'}
= {EwvuE;'}
= {EwwE;'}
= ¢(gi)

dir. ¢ fonksiyonu G (K, L) grubunda iligkileri korumayla G (K, L) den E (K,v) ye

bir homomorfizmdir. v; , v; K nin bir simpleksini geren koge ¢ifti igin;

hi;j wvw; K — L nin sirah bir simpleksi ise,
9ij = h;il v;v; K — L nin sirali bir simpleksi ise,

1 diger durumlarda ise,

olsun. vvRvUm...U,v K da bir kenar kapal egri ise,

0 ({vvrviUm.-Ua¥}) = GokGrki---Gno
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Sekil 2.5: Projektif diizlemin tiggenlemesi ve maksimal agaci

olarak @ fonksiyonunu tammlayalim. 6 fonksiyonu E (K,v) den G (K, L) ye bir
homomorfizmdir.
Simdi,
9(}5 (gij) ={ ({E{Ui’l)jEj—l}) = gij

bsylece 8¢ G (K, L) nin bir 6zdeslik izomorfizmdir.

Ayrica, vUkUU,...nv K da bir kenar kapal egri icin;

{vokvum..vav} = { Equup B} . { EpvavEg '}

#0 ({vvgvvm...vav}) = @90 ({EovvkE,:l}) ..l ({EnvnvEgl})
dolayisiyla ¢ K nin bir 8zdeglik izomorfizmidir. =

Ornek 32 : Projektif diizlemin temel grubunu hesaplayinaz.

Projektif diizlemin bir iiggenlemisi ve maksimal agact olmak tdzere (Sekil 2.5);
projektif dizlemin treteg ve iliskilerint okumayla temel grubu;

go1914 = Goa , 9go2924 = Joa , Go2925 = Jos , Gi2925 = Gi15 , G14945 = Jis
tliskileri okumadan

goa =g , Jo2=gosa , 925 =915 , g1a =g1s oldufundan birbirine denk beg

treteg

g2 = gos = J1a = J15 = G2s V€ Jo2ges = 1 buradan da (ge2)? = 1 yazarsak

™ (P%) = Z, dir.
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Jekil 2.7: Klein Sigesinin tiggenlemesi ve maksimal agaci

Ornek 33 : Torus’un temel grubunu hesaplayiniz.

Torus'un bir dggenlemesi ve maksimal ajact olmak tizere (Sekil 2.6); torus’un
treteg ve iligskilerini okumayla temel grubu;

01915 = gos , gGosgss = gos , 935957 = G37 , G34G47 = G37

V€ Josdss = Joa , Go2928 = Jos , 9g289sr = G2r , G129271 = G17

iligkileri okumayla gor = gos = gss = gar = gar ve

Jos = Qog = gos = go7 = g17  olmak tzere ki farkls trete¢ vardir. Buradan da

torusun temel grubu m(T) = Z x Z dir

Ornek 34 : Klein Sisesinin temel grubunu hesaplayinaz.

27



Klein gigesinin ticgenlemesi ve maksimal agact olmak tzere (Sekil 2.7); Kleien
gigesinin tretec ve tligkilerini okumayla temel grubu;

go1915s = gos , 930dos = g3s , Gasgst = g3 , GsaGar = G371 , Jargr2 = Ga2
gaogo2 = Ja2 VE Gg12926 = J16 , J15956 = J16 , 056968 = G538 , Yg57978 = gs8
978981 = gr1 , gr2921 = g7r1 V€ Geodo3 = g23 , G963 = G23 , Ge303¢ = Je4
J6s9ss = Jea , Ys4ga0 = gso , Ys1910 = gso iligkileri okumayla gor = gos = g3s =
g37r = gar =1 Ve gg1 = gr1 = gr2 V€ Gao = gso = gz = u olmak tzere gg1g10 =
gs0o = ga1t ™! = u => gg; = ut = g71 = g1y buradan da gargra = guy => tut = u
iligkiyle Klein gisesinin temel grubu m(K) = {t,u | tu tu =€} = {¢t,u | tut = u}
dar.

Bu son ornek gosterir ki, ¢ok basit uzaylar igin bile temel grubunu hesaplarken
hos olmayan bir ¢ok iireteg ve iligkilerini okumak zorundayz.

J , K uygun bir altkompleks de kesisen ayni sklid uzayda iki simplisial kompleks
olsun. Varsayalm ki, |J|, |K|, |JN K| polihedronlar: yol-baglantili uzaylar. Ug
uzayinda temel grubunu biliyoruz ve m1(|J U K1) y1 hesaplamak istiyoruz.

|ITNK|C|J|, [JNK|CIK]| igin j:|JNK|—|J| ve k:|JNK|— |K]|

inclusion déniisim ve taban noktasi gibi JN K nin bir v kdsesini alalim.

Teorem 35 :(Van Kampen)v tabaninda |J U K| nan temel grubu, Yz € m,(|J N K| ,v)
igin j.(2) = k.(2) iliskisini eklemeyle 7,(|J|,v)*71(|K|,v) free carpymindan elde

edilir.

Kamt. : JN K da Ty maksimal agacini alahm. Ty 1n uzantisiyla J deki
tiim koseleri icermesiyle Tj, J de maksimal agag, aym sekilde Ty 1n uzantisiyla
K daki tiim kogeleri icermesiyle T , K da maksimal agag olsun.Ty N ( JN K
y=To=T,N{JNK ) dir. Dolayisiyla T1UT,, JU K da maksimal agagtur.
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Sekil 2.8: Torusun ticgenlemesi

E(K,v) = m(|K|,v) & G(K,L) oldugundan m(|JU K]|) nmn temel grubu,
JU K mnn tcgenleriyle verilen g;;9;5 = gix iliskisi ve JUK —= T UT; nin
kenarlarina karsilik getirilen g;; elemanlariyla {iretilir.

Bu grup, J —T) in tiggenlerindeki a;ja;zx = ai iliskisi ve J — Ty in bir
kenarma karsilik getirilen a;; elemani ve K — 7T, nin tiggenlerindeki &;;b,; = by
iliskisi ve K — T3 nin bir kenarna karsihk getirilen b;; eleman: ve JN K nin aym
kenarinda a;; = b;; ekstra iligkisini eklemeyle bir gruptur.

Yani, m(JJNK|,v) nin g;; tireteci icin 7,(gi;) = k.(gs;) iliskisini eklemeyle
JU K nm temel grubu m;(|J U K| ,v) = m(|J],v) * 7 (|K]|,v) dir. m

Ornek 36 : Torus’un temel grubunu hesaplayinaz.
Torus’un bir dggenlemesi olmak tizere (Sekil 2.8); sekli koge boyunca keserek Van
Kampen teoremine gore torus’un temel grubunu hesaplarsak.

J nin temel grubunu (Sekil 2.9) ireteg ve iligkileri okuyrak, goigis = gos

’

915956 = Gi16 , 912926 = 16 926963 — G23 , G20903 = g3 , Gs6968 = Js8
J6sgss = Jes , Ge3gsa = Jea , GJaodos = Gag olmak tizere goy = gos tek bir
tirete¢ vardir. Dolayisiyla w1 (|J|,v0) = Z ayme gekilde m (|K|,v0) = Z dir.
JNK cember oldujundan temel grubu 71 (|[JN K|,v) =Z dir. JUK mnin temel
grubu m (|J N K|,v) mn g;; dretegi icin §.(g:;) = k.(gs;) iligkisini eklemeyle
1 (JJU K| ,v0) =1 (|J],v0) *x 71 (|K|.v0) = Z % Z dir.
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