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Murat LIMONCU

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitisi
Matematik Anabilim Dal

Danigsman: Prof. Dr. TEKIN DERELI
2001, Sayfa 28

Bir kiitlesel ¢ekim teorisi olarak Newton-Cartan gravitasyon teorisinin zeminini olugturan
Newton-Cartan manifoldlar1 tamimlanarak diferansiyel geometrik agidan incelenmekte-
dir. Newton-Cartan manifoldlarinda egriligin yani sira burulmaninda bulunmasi halinde

nelerin degistigi ortaya konmaktadir.
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The diferantial geometry of Newton-Cartan manifolds which [orms the basis of Newton-
Cartan theory of gravitation is examined. In particular the consequences of sppace-time

having nop-zero torsion besides curvature are found.
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1 GIRIS

Einstein’in genel gorelilik teorisine gore uzay-zaman 4-boyutlu bir yar1 Riemann
manifoldudur. Bu yakllag;lmda herhangi bir madde dagilimi uzay-zaman egriligine
kaynak eder. Bir test kiitlesinin uzay-zamanin geodesikleri iizerinde hareket ettik-
leri kabul edilir. (Esdegerlik Ilkesi) Boylece kiitlesel gekim (gravitasyon) kuvveti
kavraminin yerine uzay-zaman egriliginin etkisi konulmus olmaktadir. Newton’un
gravitasyon teorisine benzer bir diferansiyel geometrik yorum getirilebilecegine ilk
kez 1920 lcrde E.Cartan vbe K.Friedrichs dikkat c¢ekmislerdir. [1],[2],[3] Daha
yakin zamanlarda Newton-Cartan uzay-zamanlarinda gravitasyon teorileri Traut-
man [4] Dombrowski [5] Havas [6] Duval ve Kiinzle [8],[9] tarafindan tekrar ele
alinmigtir. Ancak konu 6nemine ragmen fizikgiler tarafindan ¢ok fazla incelen-
memistir. [7],[10],[11],[12], [13] Matematikgilerde dejenere manifoldlarin diferan-
siyel geometrisi iizerinde ¢ok durmamiglardir. [5], [10] Halbuki bu hem matematiksel
hem fiziksel yonden ilging olabilecek bir konudur. Tez ¢alismamizda daha genis in-

celemelere baslangig olacak yeni sonuglar bulunmustur.

Tezde sirasiyla

1) Tensor alanlari, Tensorler, Kontraksiyon ve Tensor tiirevi tanimlanacak,

ii) Riemannian ve yari-Riemannian manifold tanimlanarak bir tensér tiirevi olan
Levi-Civita baglantisi ve onun kovaryant tiirevi tanimlanacak,

iil) Galilei manifold tanimlanarak manifoldun bir Levi-Civita baglantisiyla do-
natilabilecegi gosterilecek. Ve manifol burulmali olursa nelerin degisecegi ortaya

konacaktir.



2 TENSOR ALANLARI VE TENSOR CEBRI

Tanmim 2.1. Diferansiyellenebilir sonlu boyutlu bir M manifoldunda, (X (M), C® (M))
ile vektor alanlarimn modiilinid ve (X* (M),C* (M)) ile de kovektér alanlarinin

mod{illinti gésterirsck

T:X" (M) x .. x X (M) x X(M) x ... x (M) — C* (M)
r—t;.(nve s—t:ne

veya kisaca
T:X" (M) x X(M)*— C* (M)

seklindeki G (M )-multilineer 1" déniigiimiine (r,s)-tipinden tensér alani denir. Ten-
sor alanlarimin kiimesini Z7 (M) ile gosterirsek (Z7 (M), C* (M)) de bir modiildiir.
(r,0)-tipinden tensor alanlarina kontravaryant, (0,s)-tipinden tensér alanlarma ko-
varyant tensor alanlari demir. (Z7(M),C* (M)) bir modilse T1, T, € I} (M),
f € C>® (M) olmak tizere Ty + T € I (M) ve fT; € T, (M) olan toplama (+)
ve garpma (-) islemleri vardir; yleki 0*,...,8" € X* (M) ve Xj,..., X, € X (M) ol-

mak iizere

(Th + Tz) (6%, ...,67, X1, ..., Xs) =T (6',...,6", X1, ..., X,)
+T15 (0%, ... 07, Xy, .., Xo) (2.1)
(fTh) (6%, ....0", X1, ... X) = fT1 (0%, ...,07, X1, ..., Xs) -

Tamm 2.2. ® : I (M) x I (M) — T (M) scklindeki C* (M)-bilineer

dénilsiime tensorel garpim denir. A € Z™ (M) ve B € I (M) olmak iizere déniigiim
icin ® (4, B) = A® B gosterimi kullanilirsa

(A® B) (91,,;..,0’”+m',X1, ...,Xn+,,,,)'

_ , (2.2)
= A0 0™ Xy, X)) B (0™ 0™ X, ...,Xn+n,)

dir. Burada 6%, ...,0™, 0™t .. 0™ € X* (M), X1, -0, Xn, Xnt1, ey Xngnt € X (M)
dir.



Bu déniisiime tensérel garpim denmesinin sebebi tensorel ¢arpimun, Z7 (M) lerin
sonsuz toplamlarindan olusan Z (M) = i Z7 (M) modiiliinti C* (M) iizerinde bir
cebir yapmasindan kaynaklanmaktadir. et

Tanmum 2.3. Diferansiyellenebilir sonlu boyutlu bir M manifoldunda, (7, M,R)
tanjant vektoér uzaymi ve (T, M*,R) de kotanjant vektdr uzayini gostermek iizere

Vp € M igin
Tp : (T,M*)" x (T,M)° - R

seklinde verilen R-multilineer T, déniisiimiine (r,s)-tipinden tensér denir; dyleki,

AeIr (M), 0.0 € X (M) ve Xy,..., X, € X (M) olmak iizere Vp € M igin

[A(0,...07, X1,...X,)] () = A4, (0" (D), ...,0" (p) , X1 () , ... Xs (D)) . (23)

Tensorlerin kiimesini (Z,)] (M) ile gosterirsek ((Z,)7 (M) ,R) de bir vektér uzayidir.
Bu durumda tenso¢r alanlar1 M’ nin her p noktasina bir tensor karsilik getirir.
Sonug 2.1. a) Bir kovektér alani (1-form) (0,1)-tipinde kovaryant tensor alanidir.

Ciinkii kovektér alanlar:
0:xX(M)—C> (M)

seklindeki C* (M)-lineer déniisiimlerdir. Bu durumda tensér alani tanimina bakila-
cak olursa 7 =0 ve s =1 dir.
b) V € X (M) ve 8 € X* (M) olmak tizere V (0) = 0 (V) tanim al-

tinda bir vektér alani (1,0)-tipinde kontravaryant tensér alanidir. Ciinkii bu tanimla
V:.x* (M) — C® (M)

seklindeki C* (M)-lineer doniisiimii eldé edilir. Bu durumda tensér alani tanimina
bakilacak olursa r = 1 ve s = 0 dir.

c) Eger A : X (M)’ — X (M) déniistimii C* (M )-multilineer ise
daima (1,s)-tipinden olan bir A : £* (M) x X (M)* — C* (M) tensor alam bulunur;
oyleki

A0,Xy, ..., Xs) =0 (A (X1, -, X)) (2.4)



olur. Bir bagka deyisle daima yukaridaki gibi bir § € X* (M) bulunur.
d) A € I} (M) sadece kontravaryant ve B € Z2 (M) sadece ko-

varyant tensor alanlar1 ise AQ B = B ® A dir. Ciinkii tenstrel ¢garpim tanimindan

(A®B) (6, ....0",X1,...., Xs) = A(0",..,0") B(X1,...,Xs)  (2.5.a)
(B®A) (6',...,0", X1,..,X,) = B(Xy,..,X;)A(6%,..,07)  (2.5.b)

bulunur ve C* (M) nin degisimli bir halka olmasindan dolay1 A® B = B® A elde
edilir.

Tanmm 2.4. f € C* (M) elemanlan yani f : M — R ye siirekli, sonsuz defa
tiirevlenebilen ve her tiirevde yine siirekli olan fonksiyonlar (0,0)-tipinden tensér

alanlar: olarak tamimlanirlar; 6yleki A herhangi tipden bir tensér alani olmak iizere
fOA=AQf=fA (2.6)

olur.

Tamm 2.5. M nin bir 4 C M agiginda bir koordinat sistemi 7 = (z1,...,z")
olsun. (dim M = n) Bu koordinat sisteminde X* (M) ve X (M) nin standart ta-
banlar: olarak verilen dz?, ...,dz" € X* (M) ve 52, .., 5o € X (M) kovektor alanlar
ile vektér alanlarini alahm. Bu durumda bir A € Z7 (M) tenstr alaninin bilesenleri

diye,

1.3 » i’ Duis

Ai.l'"iT — (dmil,...,d.’,ci" _6_ . _6_> (27)

notasyonu ile verilen A" € C* (M) fonksiyonuna denir.
Bu durumda Taniml.2, Taniml.4 ve Sonugl.1 den dolay1 genel olarak bir A

tensor alanini 7 koordinat sisteminde

i 3 j ),
Z A;l - a - e ® ... ® dz’ (2.8)

seklinde ifade edebiliriz.

Notasygn: Yeri geldikge herhangi bir koordinat sisteminde yazilan %; baz vektor



alanlarini kisaca 0; ile gosterccegiz. Bu durumda yukaridaki ifadeleri sirasiyla

Al = A(dg®, ... dz*,8;,, .., 8;)

J1---Js

A= Z A;i zara ®...00;, Qdr’ ® ... @ dz’

.....

(2.9)

seklinde yazabiliriz.

Teorem 2.1. (1,1)-tipinden bir A tensériiniin herhangi bir koordinat sisteminde
yazilmis A% bilesenlerinin olusturdugu n x n tipindeki matrisin izi T'r (A%) koordinat
sisteminden bagimsizdir degismez. (dim M = n)

Ispat: Herhangi bir koordinat sistemine 7 = (z1,...,z") diyelim ve A nin bu
koordinat sistemindeki bi1e§enlerini ("A)i ile gosterelim. Oyleyse (”A)i. nmn izi
Tr (("A)i) Z (MA)F = Z ("A) (dz*, 32) seklinde yazabilir. $imdi bir bagka ko-
ordinat smtemme &= (.., y") dlyehm ve ayni 1§lemler1 bu koordinat sisteminde
yapalim. Bu durumda Tr ((fA) ) (EA) (EA) (dy ,—,;) buluruz. 7
ile £ arasinda y* = ¥ (z!,...,2") §ekhndo blr iligki vardlr (veya z* = z* (y*, ...,y")
yazilabilirdi) Oyleyse analiz bilgilerinden yararlanarak

i (¢4) (dyk’a%> = i (t4) (;4 axzd Zayk 333:)

k=1 k=1
oyt o7 ( 3)
A) ldzt, — 2.10
kij_laa:l By* ("4) " Ozl (2.10)
3
6j=

elde edilir. Goriilmektedir ki her iki koordinat sistemindeki izler birbirine esittir.

Bu 6nemli sonug asagidaki kontraksiyon (biiziilme) oparatériinii tanimlamamiza
yarar.

Tamm 2.6. Bir A € Z] (M) tensor alaninin herhangi bir koordinat sistemindeki
bilesenlerinin olusturdugu n X n tipindeki matrisin izine A nin kontraksiyonu denir
ve C (A) ile gosterilir. (dim M = n)

Bu durumda C : I} (M) — C*® (M) olup C* (M)-lineerdir. Ciinkii; genel
olarak matris cebrinde elemanlar1 C* (M) lerden olusan herhangi nxn tipindeki a, 3

matrisleri i¢in, f,g € C*° (M) olmak tizere T (fa + gB8) = fTr (a)+9gT'r (0) esitligi

5



vardir. Oyleyse yukaridaki tanimdan dolay1 bu esitlik C nin C* (M)-lineerligine de
kargihk gelmis olur.

Bu tanim r > ¢ > 1,5 > j > 1 olmak iizere herhangi bir A € I (M) tensér
alanina genisletilebilir. Belirlenmis olan ', ...,0"! € X* (M) kovektér alanlari ile
X1,..., Xs-1 € X (M) vektoér alanlarim alahm. 0 € X* (M) ve X € X (M) olmak

lizere

J-kovaryant hane
T
B(0,X) = A(%rw?w”w“g&,wxykad (2.11)

1.kontravaryant hane

ya da bagka bir anlatimla

j-kovaryant hane
B = A(MPwtmﬂ“ﬂthﬂwwxbo (2.12)

1.kontravaryant hane

seklinde bir {1,1)-tipinde B tenstr alan elde edebiliriz. Oyleyse A nin 4, j fizerinden
C]‘: (A) kontraksiyonu diye B nin yukarida tanimlanan kontraksiyonunu kullanabili-

riz. Bu durumda

(C3(A)) (04, 0, X, .oy X,y

J-kovaryant hane
1 - 1 (2.13)
=C|A|0 ,...,i,...,G 1D, ST, QS |

1.kontravaryant hane

sonucunu elde ederiz. Goriilmektedir ki C3{( A) € Z;~] (M) dir ve bir n = (=, ..., 2")

koordinat sisteminde Cj (A) nin bilegenleri ile A nin bilesenleri arasinda

j.indis
n
. N
; i1.dp 1 A
(G = DA (2.14)
m=1
J.indis



esitligi vardir.

Tanim 2.7. Diferansiyellenebilir bir M manifoldunda © : Z(M) — I (M)
doniistimii agagidaki kosullar: sagliyorsa ® ye tensor tiirevi denir:

@) D:I7 (M) —I7 (M), Vr,s € N igin

(D2) D (aA+bB) =a® (A) + D (B), Va,b e R ve VA, B € I} (M) igin

D) D(MOT)=2(T)@T, +T1 D (Ty), VTy € I7 (M) ve VT, € I?, (M)
i¢in

(D4) D (C (A)) = C (D (A)),VA € I; (M) ve herhangi bir C kontraksiyonu i¢in

Bu tamimda (D1) déniisiimiin derecesinin sifir oldugunu yani tensér tipinin ko-
rundugunu sdylemektedir. (D2) ve (D3) cebirsel olarak bir tiirev taniminin sagla-
mas1 gereken ilk kosullar1 vermektedir R-lineerlik ve Leibniz kosulu, (©4) © nin
biitiin kontraksiyonlarla komiitatif oldugunu stylemektedir.

Teorem 2.2. Herhangi bir D tensér tiirevi igin, A € Z7 (M) olmak lizere

D[A(6,...07, X1, ., X)] = (DA) (6.0, X1, ..., X,)

+Y A0, D0, .07, Xy, ., X,) (2.15)
i=1

+ ZA (6,...07, X1,...DX;, ..., X,)
j=1

olur. Bu esitlige ¢arpsm kural denir. Burada 6, ...,0" € X* (M), X1, ..., X, € X (M)
dir.
Ispat Bildjgimiz G kontraksiyonunun {r + s) defa ard arda uygulanmasi ile elde

edilen yeni kontraksiyonu C = CC...C ile gosterelim. Bu durumda
(r+s)-tane

A0, .0, X1,.,X,) =C (A0 X1®..0X,00' ®...00") (2.16)

olacaktir. Mesela r = s = 1 ise, herhangl bir koordinat sisteminde

A6, X,) = ZH:A;Z (6Y), (X1’ (2.17)

t,y=1



elde edilir. Ayni koordinat sisteminde

mfnri)j:l

= 35409, 0y

t,]=

C(A® X, ®0") =CiC} < i A" (X1) (6"),0m ® 0; @ da® ®d:z">
(2.18)

bulunur ve A (01, Xl) =C (A QX1 ® 91) oldugu goriiliir. Yukaridaki en genel du-

rumdada benzer sekilde uygun kontraksiyon oparatorleri bulunur. Bu durumda
D[A(0,...00,X1,...X,) | =D (C(A®X1®..0X,00'®..®0)) (2.19)

ifadesini olusturabiliriz. (D3) ve (D4) kullanilarak

D[A(0Y.... 0, X1, ..., Xs)] =
C(PA)®X1®..0X,®0'®..00")
AR (Y X1©9..09X;®..0X,)®0'®...00")
+CA0X:®..0 X, ® (1,0 ®..090®..0F))

(2.20)

bulunur. Burada kontraksiyonun esiti tekrar kullanilirsa

D[A(BY, .00, X1, X)] = (DA) (6,07, X1, ..., X,)

+Y A0, .. DY, .07, X, X)) (2:21)

i=1

+Y A(O . 0, Xy, DXy, Xs)
j=1

elde edilir.

Sonug 2.2. a) Carpim kuralinin 8nemi, eger sdz konusu tensdr tiirevinin biitiin
X € X (M) vektor alanlan ile biitin f € C*® (M) fonksiyonlar: iizerindeki etkisi
bilinirse, ¢arpim kurali kullanilarak herhangi bir tensér alani iizerindeki etkisinin
bulunabilmesidir. Bunun nedeni VX € X (M) ve Vf € C® (M) igin DX ve Df
biliniyorsa, & € X* (M) olmak iizere garpim kurali

(D0) (X) =D [0(X)] - 0(DX) (2.22)



sonucunu verir. Sag tarafta 6 (X) € C*° (M) oldugundan, V0 € X* (M) i¢in D0 da

biliniyor demektir. Bu durumda ¢arpim kuralinin genel ifadesinden
(@4) (0", ...,0", X1,...,.X,) = D[AO,...,07,X,,...,X,)]

— ZA (6%, ...D6,..,0", Xy,.., X,) (2.23)
=1

—> AO, .0, Xy, DX,y X)
j=1

herhangi bir A tensor alaninin DA tensor tirevi bulunur. Ciinkil sag taraf sadece
vektoér alanlarinin, kovektor alanlarinin ve fonksiyonlarin tiirevlerinden olusmak-
tadir. Ote yandan VX € X (M) ve Vf € C® (M) igin DX ve Df biliniyorsa,
fX € x (M) oldugundan D fX de biliniyor demektir. Bu durumda D tensoér
tiirevinin biitiin fonksiyonlar ve vektor alanlar tizerindeki etkisini dyle vermeliyiz ki

(D3) den dolay1 VX € X (M) ve Vf € C* (M) igin
DFX = (Df) X + fOX (2.24)

esitligl saglanmalidir.
b) A tensérii 6zel olarak 6 € X* (M) kovektér alam segilirse, daha
dnce belirtildigi gibi carpim kuralindan X € X (M) olmak iizere

D [0 (X)) = (DY) (X) + 6 (DX) (2.25)

bulunur. Herhangi bir koordinat sistemine gegip 0 = dz* ve X = 9; alalim ve

Ddz' = ) Sidz™ (2.26.a)
m=1

D0 = Y F"Om (2.26.b)
m=1

diyelim. Tabi ki burada FZ,, ST € C* (M) dir. Ifadeleri esitlikte yerine koyarsak

D [dz* (8;)] = <i SLda:"‘) (05) + d=* <2": F}"Bm>

m=1 m=1
D[] = > Shor+ Zl Fré;,
m=1 m=
0 = S;+F; (2.27)



sonucunu buluruz. Bu durumda

n n
DO =Y F]'Op = Ddz' =)  —Fidz™ (2.28)

m=1 m=1

olur.

Tammm 2.8. V € X (M) olmak iizere Ly tensor tiirevi tammlansin; &yleki,
VX € X (M) ve Vf € C®° (M) i¢in Ly f = V(f), LyX = [V,X] olsun. Buradaki -
[V, X] parantezi Lie parantezi olup bu tiireve Lie (irevi denir.

Bu tiirevin kogullar1 uyumludur. Ciinkii, f € C* (M) [onksiyonu (0,0)-tipinden
bir tensor alamdir. Aym sekilde X € X (M) vektor alani da (1,0)-tipinden bir tensér

alanmidir. Bu durumda Ly bir tensor tiirevi ise

Lyf@X=(Lv[) X+ fRLyX (2.29)
yazabiliriz 6te yandan tamim geregi f®@X = fX € X (M) dir. Bu durumda tamimdan
Lvf®X =LvfX =[V, fX] (2.30)

yazilir. Lie parantezinin tanimindan

LyfeX = V(f)X+[V,X]
= V() X+ LvX (2.31)
bulunur. Iki sonug birlestirilirse (Lyf) ® X + f ® Ly X = V (f) X + Ly X bulunur.

Bu esitligin her X € X (M) icin gegerli olmasi gerekliliginden Ly f = V (f) bulunur.

Tammdan ¢ikan énemli bir 6zellik Lie parantezinden kaynaklanan

LyyW = [fV,W] (2.32.a)
LiyW = —W(f)V+ fV,W] (2.32.b)
LW = -W(f)V+ LW (2.32.c)

ozellikleridir. (V,W € X (M))
Tamim 2.9. V € X (M) ve 6 € X* (M) olmak tizere Dy gy tensor tiirevi tanim-
lansin; oyleki, VX € X (M) ve Vf € C® (M) igin Dygef = 0, DygeX = 6(X)V

olsun.

10



Bu tiirevin kogullar1 da uyumludur. Ciinki, bir énceki tanimda uygulanan man-
tik burada da kullanilirsa (Dyge f)@ X +f @ DygeX = fDygeX elde edilir. Esitligin
her X € X (M) igin gegerli olmas1 gerekliliginden Dyggf = 0 bulunur. Bu tip-
den tiirevler cebirsel tiirevlerdir. Tanimdan ¢ikan bagka bir 6zellik acgikca goziiken

DsvesyW = fDvgsW ozelligidir.

11



3 RIEMANN MANIFOLDLARI

Tamm 3.1. g tensor alam (0,2)-tipinde, simetrik, dejenere olmayan (detg # 0)
ve pozitif taniml olacak sekilde m-boyutlu M dileransiyellenebilir manifoldunun
(X(M),C>(M)) vekiér alan1 modiilinde verilsin. Bu durumda (M,g) ikilisine
(M nin g ile donatilmasina) bir Riemann manifoldu denir. Eger pozitif tanimhilik
sart1 kaldirilirsa ikiliye yar-Riemann manifoldu denir. Tanimlanan g tensér alanina
metrik tensor alany denir.

Tammm 3.2. Diferansiyellenebilir bir M manifoldunun (X (M),C*® (M)) vek-
toér alam1 modiiliinde agagidaki kosullar saglayan D : X (M) x X (M) — X (M)
déniisiimiine bir baglants denir. V,W € X (M) olmak iizere D (V,W) = DyW
€ X (M) olarak notasyonlandirilir. YV;,V,, V, W, Wy, W € X (M), Vf,g € C* (M)
ve Va,b € R igin

(D1) D¢svi4qv)W = fDy,W + gDy, W dir. Yani V ye gore C® (M)-lineerlik
vardir.

(D2) Dy (aW; + bW,) = aDyW;+bDyWodir. Yani W ye gore R-lineerlik vardir.

(D3) Dy (fW) =V (f)W + fDyW dir.

Burada Dy ifadesine D baglantisimin kovaryant tirevi denir. Dolayisiyla Dy W
ifadesi W nin V ye gore kovaryant tiirevidir.

Dikkat edilirse baglant1 taniminda manifoldun Riemann manifoldu (ya da yari-
Riemann manifoldu) olmasina gerek yoktur. Fakat Teorem 2.2 de gérecegiz ki tek
tiirli belirgin bir baglanti igin yukaridaki ii¢ kosula iki kosul daha ekleyerek bir Rie-
mann manifoldunda (ya da yari-Riemann manifoldunda) ¢alisma geregi duyacagiz.
Simdi Teorem 2.2 ye hazirlik amaciyla cebirsel bir teoremi asagida ispatlayarak vere-
lim.

Teorem 3.1. M bir Riemann manifoldu (ya da y&im—Riemann manifoldu) olmak

iizere belirlenmis bir § € X* (M) kovektor alam ve VX € X (M) igin
0(X)=9(V,X) (3.1)
esitligi varsa V' € X (M) vektér alam tekdir.
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Ispat (varsa tekdir) Varsayalim ki bu esitligi saglayan iki tane vektor alam V, W
olsun. Bu durumda 0 € X* (M) ve VX € X (M) igin

0(X) = g(V,X) (3.24)
0(X) = g(W,X) (3.2.)

olacag: bulunur ki, g nin bilineerliginden

gV, X)—gW,X) = 0 (3.3.2)
gV-W,X) = 0 (3.3.b)

elde edilir. I5sitlik VX € X (M) igin gegerli oldugundan g nin non-dejenereligi kul-
lanilirsa V — W = 0 ve buradan da V = W bulunur.

(vardir) Bir (!, ...,z") koordinat sisteminde kovektor alani 8 = Y Ordz®

k=1
n

ve vektor alanlart X = Y X79; ile V = Y V*9; olsun. Bu durumda

j=1 =1
0(X) = > 0,Xx7 (3.4.a)
J=1
g(V,X) = > ViXig, (3.4.b)
i,j=1

olmalidir. Iki ifade esitlenirse

n

> (0, Vigy) X7 =0 (3.5)

i,j=1
elde edilir. Esitligin biitiin X ler igin gegerli olmasi i¢in n > j > 1 olmak tizere

n

i=1

olmalidir. Bu durumda
n .
vi=S g9, (3.7)
=1
bulunur ve béylece V' nin varligr gésterilmis olur.
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Teorem 3.2. M bir Riemann manifoldu (ya da yari-Riemann manifoldu) olmak
iizere, bir D baglantisi i¢in agagidaki kosullar saglaniyorsa baglanti tekdir:

(D4) [V,W] = DyW — Dy,/V, VV,W € X (M) igin,

(D5) Xg (V,W) = g (DxV,W) +g(V,DxW), VX,V,W € X (M) igin.

Tek tiirlii belirgin bu baglantiya Levi-Civita baglantisi, ve bu baglantinin verdigi
kovaryant tiireve de Levi-Civita kovaryanl lirevi denir ve asagidaki Koszul formuli

ile karakterize edilir:

29 (DVW,X) = Vg(W,X)+Wg(X,V)—Xg(V,W)
—g(V,W. X +g(W,[X,V]) +g (X, [V,W])  (3.8)

Ispat Koszul formiilii (D4) ve (D5) den (X,V,W € % (M) vektér alanlarinn
kendi aralarindaki gembersel permiitasyonlarindan elde edilen yeni ifadeler yardimiyla)
kolaylikla gikartilir. Dikkat edilirse Koszul [ormiiliinde sag taral X vektor alanina
gore C*® (M)-lineerdir. Bu durumda sag tarafa F'(V,W, X) dersek, belirlenmis
V,W € X (M) vektér alanlar igin bir § = F (V,W,.) : £ (M) — C* (M) kovektér
alani elde ederiz. Dolayisiyla elimizde VX € X (M) ve belirlenmis V,W € X (M)
icin

0(X) =29 (DvW,X) (3.9)

esitligi vardir. Oyleyse Teorem 3.1 e gore DyW tekdir. Yani belirlenen her V, W
vektor alam ¢ifti igin tek bir Dy W vardir, dolayisiyla D de tekdir.

Koszul formiiliiniin baglantiy1 (Levi-Civita) karakterize etmesi demek: Koszul
formiilinden (D1), (D2), (D3), (D4) ve (D5) kosullarinin hepsinin gikartilabiliyor
olmasi demektir. Gergektende elemanter islemlerle bu karakterizasyonun saglandigi
rahatlikla goriilir.

(2}, ...,2") koordinat sisteminde X, V,W vektor alanlarim n > k,%,7 > 1 olmak
tizere X = O ,V = 0; ve W = 0, olarak segelim (dimM = n). Bu durumda

n

Dy,0; = ) TP0m dersek, Koszul formiilinden

m=1

. - 1 391 agm' agz
rs = S Lo (09im | O9ms _ D9 3.10
d 27 (33;3 T ow T agm (3.10)

m=1
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bulunur ve I'}; € C* (M) baglant: katsayilarina Christoffel sembolleri denir. Burada
g*¥™ ile gy, nin olusturdugu matrisin tersi anlatilmaktadir ve bilindigi gibi

> 4™ G = 6 (3.11)

m=1
dir.

Tamm 3.3. Bir Riemann manifoldunda (ya da yan-Riemann manifoldunda)
V € X (M) olmak iizere Dy bir tensér tiirevi tanimlansin; 8yleki, Vf € C* (M) igin
Dy f = V(f) ve Dy Levi-Civita kovaryant tiirevi olsun. Dolayisiyla tiirev (D1),
(D2), (D3), (D4) ve (D5) kosullarinin hepsini saglamaktadir.

Dy nin Levi-Civita verilmesi Koszul formiilii dolayisiyla VX € X (M) igin Dy X
in g tensériine bagh olarak verilmesi demektir. Koszul formiilii (D3) karakterize
ettiginden tanimin Dy f =V (f) ile uyumlulugu kendiliginden gelmektedir.

Bu tanimin 6nemli bir sonucu (D5) kosulunun YV € X (M) igin Dy g = 0 sonu-
cunu vermesidir. Bu yiizden bu kogula metrikle vyumluluk kogulu denir. Bu birinci
boliimde tensér tiirevleri igin verilen ¢arpim kuralimin Dyg icin yazilmasiyla ra-
hatlikla goriiliir.

Tanmm 3.4. 0 € X*(M),V,W,U € X (M) ve herhangi bir D baglantisinin
kovaryant tiirevi araciliga ile agagidaki gibi tamimlanan (1,3)-tipindeki R tensériine

ejrilik tenséri denir:

R (U, ‘/, W) = Dlv,wlU - DvaU + DvaU (312.&)
R(O,UV,W) = 0R(U,V,W)) (3.12.b)

Goriildiigi gibi tanimdan dolay: egrilik tensériit V' ve W vektér alanlarina gore an-
tisimetriktir.

Tamm 3.5. § € X*(M),V,W € X (M) ve herhangi bir D baglantisinin ko-
varyant tiirevi aracihig ile asagidaki gibi tamimlanan (1,2)-tipindeki T' tensériine

burulma tensdru denir:

T(V,W) = [V,W]-DyW + DwV (3.13.2)
T(V,W) = 0(T (V,W)) (3.13.b)
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Goriildiigii gibi tanimdan dolay1 burulma tensérii V' ve W vektér alanlarina gore
antisimetriktir. Dikkat edilirse D eger Levi-Civita olarak segilirse (D4) den dolay1
Ozdes olarak T' = 0 dir.

Not Eger (M, g) ikilisine T burulma tensoriide eklenirse (M, g,T) igliisti olusg-
turulmus olur ki bu tigliiniin tizerinde verilecek olan tek tiirli belirgin baglant1 Levi-
Cvita baglantis1 degildir. Qiinki artik 7' # 0 dir. Tek tiirli belirgin bu baglant:
(D5) sartinin (yani metrik uyumluluk) korunmasiyla agagidaki Kozsul formiilii (bu-

rulmali) ile karakterize edilir:

29 (DvW,X) = Vg(W,X)+Wg(X,V)-Xg(V,W)
—-g(V,[W, X]) + 9 (W, [X,V]) + g (X, [V, W]) (3.14)
—g(V,T(W,X))+g(W,T(X,V))+g(X,T(V,W))

Bu formiilden (D1), (D2), (D3) ve (D5) kosullarinin hepsi gikartilir. Hatta T nin,
Tanim2.5 de verilen tanimi da bu formiilden elde edilir ki, bu Levi-Civita’ daki (D4)
kosuluna karsilik gelmis olur. Kozsul formiiliiniin (burulmali) gikarilisi Teorem 2.2
de kullanilan mantikla, (D5) den ve T nin tanimindan hareketle elde edilir. Tek
tirluligin Teorem 2.2 de kullanilan mantikla ispatlandig1 agiktir. Buradan elde
edilen ve Christoffel sembollerine kargilik gelen afin baglant: katsayilar

1 OGim | Ogm; 09
Fk — - _km "Tl ‘m-J . J
b= 29 (8:1:1 " oat T Bam

1
+'2“ (T,kz + Tz]; + T?j) (3.15)

olarak bulunur.
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4 NEWTON-CARTAN MANIFOLDLARI

Tamm 4.1. n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun (X (M), C* (M)) vek-
tor alan1 modiiliinde g ve T tensor alanlar1 asagidaki sartlar1 saglayacak sekilde ver-
ilsin:

(G1) g (0,2)-tipinde, simetrik, dejencre (det g = 0) ve rank (g) = n — 1,

(G2) 7 (0,1)-tipinde (yani bir kovektor alani) ve g nin dejenerelik sartini saglayan
dyle bir V' € X (M) vektér alan vardir ki 7 (V) =1 dir.

Buradaki (M, g, 7) tigliisiine (M nin g, 7 ile donatilmasina) Newton-Cartan man-
ifoldu denir. g tensor alaninin dejenere olmasi, Vp € M igin g, tensoriiniin dejenere
olmasi demektir. Yani &yle bir U € X (M) vardir ki Vp € M ve VX € X (M)
i¢in [g (U, X)] (p) = 9, (Up,X,) = 0 esitligini saglayan U, € T,M tanjant vektorii
Vp € M igin sifirdan farkhdir. g tensor alaninin ranki demek Vp € M igin g, ten-
soriiniin rank: demektir. Bu durumda 7, M nin herhangi bir bazi kullanilarak gp
tensoriintin olusturdugu matrisin ranki Vp € M igin n — 1 dir ve bilindigi gibi rank
baz segiminden bagimsizdir.

Teorem 4.1. g nin dejenerelik sartim saglayan biitiin vektér alanlar: birbiriyle
lineer bagimhdir ve 7 altindaki goriintiileri sifirdan farklidir.

Ispat Varsayalim ki birbiriyle lineer bagimsiz olan ve dejenerelik sartini saglayan
iki vektor alan1 U, W olsun. Bu takdirde Vp € M icin U,, W, tanjant vektorleride
lineer bagimsiz olacaktir ve g, nin dejenerelik sartin1 saglayacaklardir. Bu tanjant
vektorler T, M nin bir {Up, Wy, (X1),,, - (Xn-2),} bazina tamamlayarak g, nin ma-
trisini olusturursak dejenerelikten dolay ilk iki siitiin ile ilk iki satir tamamiyle sifir
degerini alacaktir bunun anlami ise matrisin rankinin n — 2 olmasidir. Bu sonug
G1 ile gelismektedir. Demek ki dejenerelik sartini saglayan biitiin vektor alanlar
birbiriyle lineer bagimlidir. Bunun sonucu olarak Vp € M igin a(p) # 0 olan
a € C* (M) kullanilarak dejenerelik sartini saglayan biitiin vektor alanlarin1 G2 de
verilen V' € X (M) vektor alani cinsinden aV olarak yazabiliriz. Son olarak Vp € M
i¢in 7p (o (p) V) # 0 oldugunu gostermeliyiz. Biz G2 den 7 (V) = 1 oldugunu biliy-
oruz 8yleyse; Vp € M icin [7 (V)] (p) = 7p (V) = 1 olmahdir. Buradanda ispatimizin
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son adimi 7, (e (p) Vp) = @ (p) 7p (V) = a(p) # 0 seklinde elde edilir.
Teorem 4.2. g = g + 7 ® 7 geklinde tanimlhi g tensér alan1 non-dejenere ve
simetrikdir.

Ispat Simetriklik agikga géziikmektedir. g simetrik oldugundan VX,Y € X (M)

icin
g(XY)=g(X,Y)+7(X)T(Y) (4.1.a)
§(X,Y)=g¥,X)+7(Y)7(X) (4.1.b)
g(X,)Y)=7(,X) (4.1.c)

bulunur. Demek ki g de simetriktir.

Oncelikle g nin ker 7 ya kisitlanmiginin g |yer rxker+: ker 7 Xker 7 — C* (M), yani
Vp € M igin g, nin ker 7, ya kisitlanmiginin (gp) |xer pxker 7 K€ Tp X ker 7, — R non-
dejenere oldugunu gostermeliyiz. Oyleyse gostermemiz gereken, 6yle bir U € ker T
vektor alaninin varhigidir ki Vp € M ve VX € ker T igin (gp) Ike,Tkae”p (Up,Xp) =0
esitligini saglayan U, € ker 7, tanjant vektorii Vp € M igin sifir olmahdir. Bu acik-
tir: Eger Vp € M igin U, # 0 olsayd1 U vcktor alan1 g nin dejenereligini saglayan bir
vektor alam olurdu ki biz Teorem4.1l. de bu vektér alanlarinin 7 altindaki gériin-
tiillerinin sifirdan farkli oldugunu gostermistik. Oyleyse buracia Teorem3.1. le bir
geligki vardir. Ciinki bilindigi gibiker 7 = {X € X (M) | 7 (X) = 0} dir. Dolayisiyla
Vp € M igin U, = 0, yani (gp) |ker 7 xker pON-dejenere olmalidir. Cebirin bir temel
teoremi, aym bir F' cisim {izerinde sonlu boyutlu iki vektér uzay1 X ve Y ise bir
F-lineer f : X — Y doéniistimi icin dim X = dim (Im f) + dim (ker f) esitliginin
var olmasidir. Bu teorem geregi dim7T,M = dim M = n ve dimR = 1 oldugun-
dan R-lineer 7, : T,M — R déniigiimii igin 7 = 1 + dim (ker7p) olur. Buradan
dim (ker7,) = n — 1 bulunur. Bu durumda artik Vp € M igin ker 7, nin dyle bir
{(ap);, (ap), ..., (ap),_;} bazim segebilirizkin —1>%>1ven—12> j> 1 olmak
lizere

0, i # j igin

—1lyadal, 7= 3 icin

(90) herrpmtaary (@), (@0);) = 57 =1 (42)
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olur. Eger bu baza, Vp € M igin 7, (V,) = 1 oldugu igin ker 7, nin elemani olmayan
G2 de verilen V, tanjant vektoriinii dahil edersek (Vp € M igin V, # 0), T, M igin
Vs, (ap);,(ap)s -, (ap),_;} bazinmi bulmus oluruz. Vp € M igin teoremde verilen
9p = gp + Tp @ Tp tensdriinlin matrisi bu baza gore olugturulursan —1>1¢>1 ve

n—12> 37 > 1 olmak iizere

9p Vo, Vo) = 9p (V;n Vo) + 75 (V3) Tp (Vo) =1 (4.3.a)
9p ((ap)i »(ap)j) = 9 ((G’P)i ) (ap)j) +7p ((ap)i) 7p ((ap)j) =&; (43.b)
Fp (Voo (@0);) = 9o (Vp, (a0),) + 75 (V3) T ((ap),) = 0 (4.3.c)

olacag1 igin stz konusu matrisin kosegenindeki elemanlarinin hepsi sifirdan farkls,
diger elemanlar1 ise sifir olacaktir. Oyleyse, Vp € M icin bu baza gore det g, # 0
olmalidir. Biz biliyoruz ki bu yolla olusturulan matrislerin determinantinin sifir-
dan farkli olmasi (veya sifir olmasi) baz segiminden bagimsizdir. Dolayisiyla daima
Vp € M igin detg, # 0 dir. Determinantin sifirdan farkli olmasi Vp € M igin g,
tensoriiniin non-dejenere olmasi demektir. Bu da g tensér alaninin non-dejenere
olmasina karsilik gelir.
Bu durumda daima (M, g, 7) Newton:+Cartan manifoldlarindan, (M,g) Riemann
manifoldlarina gegis yapilabilir. Bu Newton-Cartan yaplslmn? nin burulmasiz ve
metrikle uyumlu olan ( yani Levi-Civita baglantisiyla) ya da burulmali ve yine
metrikle uyumlu olan bir baglantisiyla donatilip donatilamayacaginin tartigmasini
giindeme getirmektedir. Bu tartigmalar z%§ag1daki teoremlerle verilmektedir.
Tcorem 4.3. VX € X (M) igin 7(X) =g (V,X) dir. Bir bagka deyisle 7 nun
duali V dir 7* = V. (burada V vektér alani G2 de verilen g nin dejenerelik sartini
saglayan ve 7 (V) = 1 olan vektoér alamdir)
Ispat g=g+7®7ise VXY € X (M) i¢in g(X,Y) = g (X,Y) +7(X) 7 (Y)
yazilabilir, eger X = V alinirsa 7 (V) = 1 ve VY € X (M) igin g(V,Y) = 0 oldugun-
dan, VY € X (M) igin

gVYy) = g Y)+7 (W7 (Y) (4.4.a)
gvyy) = 7(Y) (4.4.b)
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bulunmus olur.

Teorem 4.4. G nin burulmasiz ve metrikle uyumlu olan baglantisinin (yani Levi-
Civita baglantisinin) kovaryant (tensor) tiirevini Dy ile gosterirsek, Newton-Cartan
manifoldunda d7 = 0 ve Ly g = 0 olmasi sartiyla VX € X (M) igin Dx7 = 0 ve
Dx g =0 dir. (Burada ” Ly” ile Lie (tensor) tiirevi gosterilmektedir. V' vektor alani
G2 de verilen g nin dejenerelik sartin saglayan ve 7 (V) = 1 olan vektér alanidir)

Ispat dr = 0 ifadesinin anlam VXY € X (M) igin

Xt(Y)-Yr(X)-7(X,Y])=0 (4.5)
esitligidir. Bu esitlik Teorem4.3. den dolay:
Xg(V,Y)-Yg(V,X)-g(V,[X,Y]) =0 (4.6)

seklinde de yazlabilir. Burada [X,Y] parantezi X,Y nin Lie parantezidir. Ote
yandan herhangi bir tensor tirevi igin verilen ¢arpim kuralini Lie (tensor) tiirevi

icin kullanirsak, VX € X (M) igin

(LvT) (X) = LvT(X) - T(LvX)
= Vr(X) - (V,X)) (4.7)

olur Ilk esitlikten
VT (X) -7 ([V,X]) = X7 (V) (4.8)
elde edilir. Bu yukarida yerine konursa
(Ly 7) (X) = X7 (V) (4.9)
bulunur. Biz G2 de 7 (V) = 1 oldugunu sdylemigtik. Bu durumda
Lyt=0 (4.10)

bulunmug olur. Ote yandan Ly 7 = 0 ise, § = g + 7 ® 7 oldugundan

Lvg = Lvg+Ly(T®T) (4.11.a)
Lvyg = Lvg+(Ly7)®@T+7® (Lv7) (4.11.b)
Lyg = Lyg=0 (4.11.c)
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elde edilir. Ciinkii teorcmimizin kosullarindan birisi Ly g = 0 dir. Bu durumda

tensér tiirevleri icin verilen garpim kuralindan, VX,Y € X (M) igin,

Vg (X,Y)-g(V. X].Y) -g(X,[V,Y]) = 0 (4.12.2)
VI(X,Y)+3(¥, X, V) -g(X,[V,Y]) = 0 (4.12.b)

bulunur. Simdi herhangi bir tensor tiirevi igin verilen garpim kuralini kovaryant

(tensor) tiirevi igin kullanirsak, VU, W € X (M) igin

(Dyt)(W) = Dyt(W)—1(DyW)
— Ur(W)—1(DyW) (4.13)

};azabiliriz. Teorem 4.3. den yararlanirsak ifademiz
(DyT) (W) =Ug (VW) -3 (V, DuW) (4.14)

seklini alir. Levi-Civita baglantisi Koszul formiilii ile karakterize edilir ve bu for-
mill X (M) nin biitlin elemanlar: i¢in gegerlidir. Bu durumda yukardaki esitlikte
g (V, DyW) = g(DyW, V) nin yerine Koszul formiiliinden

F(DW,V) = S{UF(W,V)+Wg(V,U) - Vg(U,W)

ifadesi konur ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

(Do) (W) = {VaEW)+3 (0, W, V) ~5W,1v,U)}

UV, V) - W (VU) - g (VIOV} (416)

bulunur. Kivrik parantez igerisindeki ilk terim ile ikinci terimin sifir oldugu yukarida

4.6 ve 4.12.b de gosterilmisti. Bu durumda

(Dy7) (W) =0 (4.17)
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elde edilir. Oylcyse YU € X (M) igin Dy 7 = 0 oldugu gosterilmisdir. g =g+7® T
ve VU,W € X (M) igin (Dy 1) (W) = 0 oldugundan,

Dxg = Dxg+Dx(7®7) (4.18.a)
Dxg = Dxg+(Dx7)®T+7Q® (DxT) (4.18.b)
Dxg = Dxg (4.18.c)

bulunur. Teoremde Dxg = 0 oldugu verilmistir. (metrikle uyumluluk) Oyleyse
yukaridaki csitlikten dolay1 VX € X (M) igin Dx g = 0 bulunmus olur.

Teorem 4.5. g nin burulmali ve metrik uyumlu olan baglantisinin covariant
(tensor) tiirevini Dy ile gosterirsek, Newton-Cartan manifoldunda VX,Y € X (M)
igin (d7) (X,Y) =7 (T'(X,Y)) ve (Lv9) (X,Y) = g(T'(V, X),Y) + g(T (V,Y) , X)
olamasi sartiyla DxT = 0 ve Dxg = 0 dir. (Burada Ly ile Lie (tenstr) tiirevi

gosterilmektedir. V' vektor alan1 G2 de verilen g nin dejenerelik sartini saglayan ve
7 (V) =1 olan vektér alanidir)
Ispat (d7) (X,Y) = 7 (T (X,Y)) ifadesinin anlami VX,Y € X (M) igin

XT(Y)-Yr(X)-7(X,)Y]))=7(T(X,Y)) (4.19)
esitligidir. Bu esitlik Teorem4.3. den dolay:
Xg(V,Y)-Yg(V,X)-g(V,[X,Y]) =g (V,T(X,Y)) (4.20)

seklinde de yazilabilir. Burada [X,Y] parantezi X,Y nin Lie parantezidir. Ote
yandan herhangi bir tensér tilrevi igin verilen ¢arpim kuralini Lie (tensor) tiirevi

i¢in kullanirsak VX € X (M) igin

(LV’T)(X) = LvT(X)—T(LvX)
= V1 (X)-7([V,X)) (4.21)

olur. Ilk esitlikten

Vr(X)—1(V,X]) = X7 (V)+7(T(V, X)) (4.22)
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elde edilir. Bu yukarida yerine konursa
(Ly 7)(X) = X7 (V) +71(T(V,X)) (4.23)
bulunur. Biz G2 de 7 (V) = 1 oldugunu sdylemigdik budurumda
(Ly 7) (X) =7 (T (V, X)) (4.24)

bulunur. Qte yandan {Ly 7)(X) = 7(T(V, X)) ise, § = g + 7 ® 7 oldugundan,
VX,Y € X(M) igin

Lvg = Lvg+Lyv(T®T7) (4.25.a)
Lyg = Lyg+ (Ly7)®7+7® (Ly7) (4.25.b)
(Lvg) (X,)Y) = g(T(V,X),Y)+g(T(V\Y),X)
+r(T(V, XNt +7(T(V,Y))T(X)  (425.¢)
(Lvy) (X)Y) = g(T(V,X),Y)+g(T(V,Y),X) (4.25.d)

elde edilir. Cinkii teoremimizin (Ly g) (X,Y) = g(T (V,X),Y) + g(T (V,Y),X)

kogulu bunu gerektirir. Bu durumda tensér tiirevleri i¢in verilen ¢arpim kuralindan

Vg(X,Y) —g(LvX,Y) —g(X, LyY) = g(T (V, X) ,Y)
+7 (T (VY),X)
Vg(X,Y)+g (Y, [X, V) -3 (X, [VY]) =g (T (V,X),Y)
+g(T(V,Y), X)

(4.26)

bulunur. Simdi herhangi bir tensor tiirevi igin verilen ¢arpim kuralini kovaryant

(tensor) tiirevi igin kullanirsak, VU, W € X (M) igin

(DU 7') (W) = DU T (W) - 7T (DUW)
= Ut (W) —T1(DyW) (4.27)

yazabiliriz. Teorem 4.3. den yararlanirsak ifademiz

(DuT) (W) =Ug(V,W) -3 (V,DuW) (4.28)
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seklini alir. Levi-Civita baglantis1 Koszul kormiilii ile karakterize edersek (bu for-
miil £ (M) nin biitlin elemanlar igin gegerlidir), bu durumda yukaridaki esitlikte
g (V,DyW) = g (DyW, V) nin yerine Koszul formiiliinden (burulmal)
gDW,V) = S{UT(W,V)+Wg(V,U) - Vg (U, W)
—g (U, W, V) +g(W,[V,U]) +3 (V,[U,W]) (4.29)
—GUT W, V) +3W,T (V,0) +3(V, T (U, W))}

ifadesi konur ve gerekli sadelestirmeler yapilirsa

(Dy ) (W) = %{Vﬁ (U, W) +3 (U, W, V) —g(W, [V, U])}
+5 UV, ¥) - WE(V,U) -5 (V,[U, W)} (4.30)
+%{§(U,T(W,V))—E(W,T(V,U))—E(V:T(U’W))}

bulunur. Kivrik parantez igerisindeki ilk terimin g (T (V,U) ,W)+g (T (V,W),U),
ikinci terimin ise g (V, T (U, W)) oldugu yukarida 4.20 ve 4.26 de gosterilmisti. Oy-

leyse
(Do) (W) = Ha T V,0), W) +3 (T (V,W), U} +35(VTOW) o)
+3GU,TW, V) -gW,T(V,U))-g(V,T (U,W))}
bulunur. Buradan goriildiigii gibi
(DuT) (W) =0 (4.32)

gikar. VU,W € X(M) igin (Dy7) (W) = 0 ise VU € X (M) igin Dy 7 = 0 oldugu

gosterilmis olur. Bu durumda g = g + 7 ® T oldugundan

Dxg = Dxg+Dx(t®T) (4.33.a)
Dxg = Dxg+(Dx71)®@7+7® (DxT) (4.33.b)
Dxg = Dxg (4.33.c)

bulunur. Teoremde Dxg = 0 oldugu verilmistir (metrikle uyumluluk). Oyleyse

yukaridaki esitlikten dolayr VX € X (M) igin Dx g = 0 bulunmus olur.
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Sonug 4.1. g non-dcjenere ve simetrik oldugundan bir (z!,...,2") koordinat

sisteminde

Zh Gmj = O (4.34)

m=1

esitligini saglayan (2,0)-tipinde, non-dejenere ve simetrik olan bir h tensdr alam

vardir. Bu durumda
S R (Gmj + TTy) = 6 (4.35)
=1

olmalidir. (z!,...,2") koordinat sisteminde G2 den

T(V)=1=) 7V =1 (4.36)
ve G1 den
g-dejenere = Z gi;V' =0 (4.37)
i=1

sonuclar elde edilir. Oyleyse
> VIR (Gug + i) = 3 VIS, (4.38)
m:.7=1 )=

ifadesinin esitini yukaridaki 6ézdesgliklerden yararlanarak
S =V (4.39)
m=1

olarak buluruz.

Teorem 4.6. h = h—V ®V seklinde tanimlanan h tensorii (2,0)-fipinde dejenere
ve simetriktir.

Ispat Eger h dejenere, ise sifirdan farkli ve dejenerelik sartim saglayan en az
bir tane 1-form’un var oldugunu gostermeliyiz. (z?,...,z") koordinat sisteminde

caligirsak
B =R — iy (4.40)
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yazilir. Buradan

Y wir =N B - vivin (4.41)
=1 =1
elde edilir. Sonug 4.2. de verilen 6zdeglikler kullanilir ise
> KT, =Vi-V'=0 (4.42)
=1 '
bulunur. Ote yandan sz konusu koordinat siteminde V6 € X* (M) icin
h(0,7) =D O:hiir; (4.43)
i,j=1
elde edilir. Burada 6; ler ne olursa olsun, Z?=1 h¥7; = 0 oldugu ispatlanmigti.

Oyleyse
Vo € Xx* (M) igin h(6,7) =0 (4.44)

sonucu bulunur ve 7 # 0 oldugundan h nin dejenereligi ispatlanmis olur. (7 = 0
olsaydi 7 (V) = 1 ile gelisirdik)
Sonug 4.2. § = g+7®7 ve h = h+V ®V tensérlerinin bir (z!, ..., 2") koordinat

sisteminde

Z B Gmj = O (4.45)

esitligini sagladigim biliyoruz. Bu durumda

n

D (R4 V™) (g + TmTs) = 6 (4.46)
m=1
ve buradan da
> g + BT+ VIV g + VIV TT; = 65 (4.47)

m=1
elde edilir. Daha 6nce elde edilen 6zdeglikler ifadenin s6z konusu terimlerinde kul-

lanilirsa

Z h,imgmj = 6; — V’:Tj (448)

m=1
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sonucu bulunmus olur.
Sonug 4.3. a) Eger Dx ile g nin burulmasiz ve metrikle uyumlu olan (Levi-
Civita) baglantisinin kovaryant (tensor) tiirevini gosterirsek, bir (!, ..., z") koordi-

nat sisteminde Dy in baglant: katsayilar1 (Christoffel sembolleri) bilindigi gibi

n

k l—km 3§,~m ag'mj _ agij
b = Z 2h ( 507 | oz dom (4.49)

m=1

olmaktadir. Ifadeyi dejencre tensorler cinsinden yazmak istersek Teorem 4.4. deki

sonuglar ve (4.48) kullanilarak

km { agzm agm]' _ agij k%. .
Z 2" o T om 31:"‘) V5w (4.50)

ifadesini elde ederiz.
b) Eger Dx ile g nin burulmali ve metrik uyumlu olan baglantisinin
kovaryant (tens¢r) tiirevini gosterirsek, bir (21, ...,2") koordinat sisteminde Dx in

baglant1 katsayilar1 bilindigi gibi
Z —hm gzm 8-_9-7".7' _ agij
2" 3:1:1 Ozt Gz™

1
(T 1Y) (451

olmaktadir. Ifadeyi dejenere tensérler cinsinden yazmak istersek Teorem 4.5 deki
sonuglar ve (4.48) kullanilarak

ko 4 l Em 0Gim agmj_ agij 1 or; aTj
Ty = 230"\ 5a + 2t~ 5 +2V o0 T Ba

m=1

1 '
@t (452)

ifadesini elde ederiz.
c) Herhangi bir koordinat sisteminde egrilik tensoriiniin bilesen-
lerini, tanimindan hareketle baglant:1 katsayilar cinsinden
% 0 1 0 ¢ - 1 m m
Ry = el T %}I‘Jj + Z Dinlas — Z IS (4.53)
m=1 m=1

olarak buluruz. Burulmasiz ve metrikle uyumlu bir baglantimiz varsa baglant1 kat-
sayilar1 4.50 de verilen katsayilar, burulmali ve metrikle uyumlu bir baglantimiz

varsa baglant1 katsayilar1 4.52 de verilen katsayilar olacaktir.

27



5 SONUC

Newton’un ki gibi bir kiitlesel gekim teorisinin geometrik formiilasyonunun ¢ikis
nedenlerinden birincisi genel gorelilik teorisinin geometrik zemine oturtulmasidir.
(inki amag uygun bir yaklagiklikla genel gorelilikten Newton’un kiitlesel gekim
teorisine gecilebilmesidir. Oyleyse ikisinin de oturdugu zeminin geometrik olmasi
anlamhdir." Newton’un teorisinde zamanin mutlak olmasi geometrik formiilasyona
ranki {i¢ olan dejencre bir tensor katilmasiyla agiklanir ve artik zaman bir kovektor
alani ile anlatilmaktadir.

Bu formiilasyonun diger yarar: kuantum mckaniginin hareket denklcminin yani
Schrodinger denkleminin kovaryant tiirevler cinsinden yazilmasini saglamasidir.

Bu tezde (0,2)-tipinde, dejenere, simetrik ve rank: ii¢ olan bir tensér alam ile
(0,1)-tipindeki bir tensér alamindan (kovektdr alani) yola gikilarak, sadece bu iki
tensorii ve aralarindaki iligkiyi igeren iki kogulla Newton-Cartan manifoldlar: tanim-
lanmigtir. Tezin 6zgiin taraflarindan birsi budur. Ciinkii literatiirde [11],[12],[13]
baglanti; metrikle uyumluluk sartlar: ve baglantinin simetrikligi adi altinda ti¢ kosulla
daha kisitlanir ve bu kogullar Newton-Cartan manifoldu taniminin iginde yerlerini
alirlar. Fakat bu calismada stz konusu ek uyumluluk sartlari, verilen tensér alan-
larindan hareketle elde edilen (0,2)-tipinde, non-dejenere ve simetrik bir tensor
alanimin Levi-Civita baglantisinin kullanilmasiyla elde edilmektedir. Tezin diger bir

ozgiin tarafi bu tensorlere (1,2)-tipinde anti-simetrik bir tensor eklenerek burulmal
bir yap1 alinmasi halinde nelerin ne kadar degiseceginin ortaya konmasidir.

Bu tez galigmasiyla Newton-Cartan uzay-zamanlarinin geometrik yapisi agikliga
¢ikarilmis olmaktadir. Ancak gravitasyon alan degigkenlerinin sagladig bir dinamik
diferansiyel denklemler sistemi [11] burada ele alinmamigtir. Egrilik tensériiniin yani
sira burulma tensoriiniin varligi tizerinde daha durulmasi gereken bir genellemedir.

Bu konu ileride tekrar ele alinacaktir.
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