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DİFER ANSİYEL GEOMETRİSİ 

Murat LiMONCU 

Anadolu Üniversitesi 
Fen Bilimleri Enstitüsü 
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Bir küt.lescl çekim teorisi olarak Newton-Cartan gravitasyon teorisinin zeminini oluşturan 

Newton-Gartan manifoidiarı tanımlanarak diferansiyel geometrik açıdan incelenmekte

dir. Newton-Gartan manifoldlarında eğriliğin yanı sıra burulmanında bulunması halinde 

nelerin değiştiği ortaya konmaktadır. 
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. . 

1 GiRiŞ 

Einstein'ın genel görelilik teorisine göre uzay-zaman 4-boyutlu bir yarı Riemann 

manifoldudur. Bu yaklaşımda herhangi bir madde dağılımı uzay-zaman eğriliğine 
1 

kaynak eder. Bir test kütlesinin uzay-zamanın geodesiklei:i üzerinde hareket ettik-

leri kabul edilir. (Eşdeğerlik İlkesi) Böylece kütlesel çekim (gravitasyon) kuvveti 

kavramının yerine uzay-zaman eğriliğinin etkisi konulmuş olmaktadır. Newton'un 

gravitasyon teorisine benzer bir diferansiyel geometrik yorum getirilebileceğine ilk 

kez 1920 lcrde E.Cartan vbe K.Friedrichs dikkat çekmişlerdir. [1], [2], [3] Daha 

yakın zamanlarda Newton-Cartan uzay-zamanlarında gravitasyon teorileri Traut

man [4] Dombrowski [5] Havas [6] Duval ve Künzle [8] , [9] tarafından tekrar ele 

alınmıştır. Ancak konu önemine rağmen fizikçiler tarafından çok fazla incelen

memiştir. [7] , [10] , [11] , [12] , [13] Matematikçilerde dejenere manifoldların diferan

siyel geometrisi üzerinde çok durmamışlardır. [5], [10] Halbuki bu hem matematiksel 

hem fiziksel yönden ilginç olabilecek bir konudur. Tez çalışmamızda daha geniş in

celemelere başlangıç olacak yeni sonuçlar bulunmuştur. 

Tezde sırasıyla 

i) Tensör alanları, Tensörler, Kontraksiyon ve Tensör türevi tanımlanacak,

ii) Riemannian ve yarı-Riemannian manifold tanımlanarak bir tensör türevi olan

Levi-Civita bağlantısı ve onun kovaryant türevi tanımlanacak, 

iii) Galilei manifold tanımlanarak manifoldun bir Levi-Civita bağlantısıyla do

natılabileceği gösterilecek. Ve manifol burulmalı olursa nelerin değişeceği ortaya 

konacaktır. 
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2 TENSÖR ALANLARI VE TENSÖR CEBRİ 

Tanım 2.1. Diferansiyellenebilir sonlu boyutlu bir M manifoldunda, (X (M), c= (M)) 

ile vektör alanlarının modülünü ve (X* (M), c= (.1\!I)) ile de kovektör alanlarının 

modülünü gösterirsek 

T : X* (M) x ... x X* (M) x X (M) x ... x X (M) --t c= (M) 
-.__;____;._"V , 

r-tane s-tane 

veya kısaca 

r: x* (Mf xx (MY--tc= (M) 

şeklindeki c= {M)-multilineer T dönüşümüne {r,s)-tipinden tensör alanı denir. Ten

sör alanlarının kümesini :r; (M) ile gösterirsek (I; (M), c= (M)) de bir modüldür. 

(r,O)-tipinden tensör alanlarına kontravaryant, (O,s)-tipinden tensör alanlarına ko

varyant tensör alanları denir. (I; (M), c= (M)) bir modülse T1, T2 E I; (M), 

f E c= ( .1\!I) olmak üzere T1 + T2 E I; (M) ve fTı E I; (M) olan toplama ( +) 

ve çarpma(-) işlemleri vardır; öyleki 0\ ... ,(Y E X*(M) ve X1, ... ,Xs E X(M) ol-

mak üzere 

(Tı + T2 ) (01, ... , fY, X1, ... , Xs) = Tı (01, ... ,or, X1, ... , Xs) 

+T2 (0
1

, ••• ,{Y,X1 , ••• ,X8 ) (2.1) 

(!T1) (O\ ... , or, X ı, ... , Xs) = /Tı (01
, ... ,or, X1, ... ,Xs). 

Tanım 2.2. Q9 : :r~ı (M) x :r:,' (M) --t T:++~;ı' (M) şeklindeki c= (M)-bilineer 

dönüşüme tensörel çarpım denir. A E :Z:: (M) ve B E ı:;;:' (M) olmak üzere dönüşüm 

için @ (A, B) = A@ B gösterimi kullanılırsa 

(A 0 B) (oı, ... ,om+m' ,Xı, ... ,Xn+n) 

= A (#\ ... ,om,Xı, ... ,Xıı) B (om+l, ... ,om+m',Xn+Iı ... ,Xn+n') 
(2.2) 

dır. BuradaO\ ... ,om,om+I, ... ,Om+m' EX*(M),Xı, ... ,Xn,Xn+lı···,Xn+n' EX(.l\1) 

dir. 
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Bu dönüşüme tensörel çarpım denmesinin sebebi tensörel çarpınım, I; ( M) lerin 

sonsuz toplamlarından oluşan I (M) = L I; (M) modülünü C00 (M) üzerinde bir 
r,s=l 

cebir yapma:3ından kaynaklanmaktadır. 

Tanım 2.3. Diferansiyellenebilir sonlu boyutlu bir M manifoldunda, (TpM, JR) 
tanjant vektör uzayını ve (T

p
M*, JR) de kotanjant vektör uzayını göstermek üzere 

\/p EM için 

şeklinde verilen JR-multilineer T
p 

dönüşümüne (r,s)-tipinden tensör denir; öyleki, 

A E I; (M), 01
, ... , or E x* (M) ve X1, ... , Xs E x (M) olmak üzere \/p E M için 

Tensörlerin kümesini (I
p
): (M) ile gösterirsek ((I

p
): (M) ,IR) de bir vektör uzayıdır. 

Bu durumda tensör alanları M' nin her p noktasına bir tensör karşılık getirir. 

Sonuç 2.1. a) Bir kovektör alanı (1-form) (0,1)-tipinde kovaryant tensör alanıdır. 

Çünkü kovektör alanları 

O : X ( M) ---t C00 ( M)

şeklindeki C00 (M)-lineer dönüşümlerdir. Bu durumda tensör alanı tanımına bakıla

cak olursa r = O ve s = 1 dir. 

b) VE x (M) ve O E X* (M) olmak üzere V (O) = O (V) tanımı al

tında bir vektör alanı (1,0)-tipinde kontravaryant tensör alanıdır. Çünkü bu tanımla 

V: X* (M) ---t C00 (M)

şeklindeki C00 (M)-lineer dönüşümü elde edilir. Bu durumda tensör alanı tanımına 

bakılacak ol ursa r = 1 ve s = O dir. 
c) Eğer A : X (M)8 

---t x (M) dönüşümü C00 (M)-multilineer ise

daima (l,s}-tipinden olan bir A: x* (M) x x (M)8 

---t C00 (M) tensör alanı bulunur; 

öyleki 

A(0,Xı , ... ,Xs) = O (A(Xı , ... ,Xs)) (2.4) 
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olur. Bir başka deyişle daima yukarıdaki gibi bir 0 E :l:* (M) bulunur. 

d) A E I0 (M) sadece kontravaryant ve B E � (M) sadece ko

varyant tensör alanları ise A ® B = B ® A dır. Çünkü tensörel çarpım tanımından 

(A@B)(01, ... ,0r,x1, ••• ,X8) - A(01 , ... ,0r)B(X1, ••• ,X8) 

(B @A) (01, ... , 0r ' Xı, ... , Xs) - B (Xı, ... , X8) A (01, ... , 0r) 

(2.5.a) 

(2.5.b) 

bulunur ve 000 (M) nin değişimli bir halka olmasından dolayı A ® B = B ® A elde 

edilir. 

Tanım 2.4. J E 000 ( M) elemanları yani f : M -+ 1R ye sürekli, sonsuz defa 

türevlenebilen ve lıer türevde yine sürekli olan fonksiyonlar (0,0)-tipinden tensör 

alanları olarak tanımlanırlar; öyleki A herhangi tipden bir tensör alanı olmak üzere 

J@A=A@f=JA (2.6) 

olur. 

Tanım 2.5. M nin bir U C M açığında bir koordinat sistemi rı = (x1 , ... ,xn) 

olsun. ( dim M = n) Bu koordinat sisteminde :l:* ( M) ve x ( M) nin standart ta

banları olarak verilen dx
1 , .•. , dx

11 E :l:* ( M) ve 8�1 , •• , a!n E x ( M) kovektör alanları

ile vektör ı:ı1anlarını alalım. Bu durumda bir A Ez; (M) tensör alanının bileşenleri 

diye, 

. . 
( . . 8 8 )ıı ... ır _ ıı ır __ __ A

3
. 

3. -A dx , ... ,dx 
,8 . , 

.
. ,8 . 

ı, .. s x1ı x3• 

notasyonu ile verilen At::J: E 000 (M) fonksiyonuna denir. 

(2.7) 

Bu durumda Tanıml.2, Tanıml.4 \;'e Sonuçl.l den dolayı genel olarak bir A

tensör alanını rı koordinat sisteminde 

A= 
n 

iı , ... ,ir,_ı 
jı ,. .. ,jş -

şeklinde ifade edebiliriz. 

. .  a a . . 
A-ıı ... ır ı0. ı0. ı0. d .Jı ı0. ı0. dx3s 3. 3- -8 . ıoı , , • ıoı -8 . ıoı X ıoı , •• ıoı ı ... s xıı xır 

(2.8) 

N otasyqn: Yeri geldikçe herhangi bir koordinat sisteminde yazılan a!• baz vektör 
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alanlarını kısaca Bi ile göstereceğiz. Bu durumda yukarıdaki ifadeleri sırasıyla 

Aiı ... i,. - A(d iı d i,. a a ) Jı ... Js -
X ) •• ·' X 

) Jı, ··' is 

A = °"� . Aiı ... ir n. /0\ /0\ a. ıO\ ,ı ,-11 ıO\ ıO\ d is 
LJ�l , ... ,'T'=l Jı ... j8 

Vıı '<Y ••• ıc,ı ır ıc,ı U�7 ıc,ı ••• ıc,ı X 
Jt ,.-.,Js 

şeklinde yazabiliriz. 

(2.9) 

Teorem 2.1. (1,1)-tipinden bir A tensörtinün herhangi bir koordinat sisteminde 
yazılmış A} bileşenlerinin oluşturduğun x n tipindeki matrisin izi Tr (A}) koordinat 
sisteminden bağımsızdır değişmez. ( dim M = n) 

İspat: Herhangi bir koordinat sistemine rı = (x1
, ... , xn) diyelim ve A nın bu 

koordinat sistemindeki bileşenlerini (11 A)} ile gösterelim. Öyleyse (11 A)} nın izi 
Tr ( (rı A)�) = f= (71 A): = f= (11 A) ( dxk , 8�,, ) şeklinde yazabilir. Şimdi bir başka ko-

k=l k=l 
ordinat sistemine ç = (y1 , ... , yn) diyelim ve aynı işlemleri bu koordinat sisteminde 
yapalım. Bu durumda Tr (({Al) = f= ({A): = f= ({A) (dyk, -1,.) buluruz. rı

J k=l k=l y 

ile ç arasında yi 
= yi (x1, •.. , xn ) şeklinde bir ilişki vardır. (veya xi

= xi (y1, ••• , yn ) 
yazılabilirdi) Öyleyse analiz bilgilerinden yararlanarak 

(2.10) 

elde edilir. Görülmektedir ki her iki koordinat sistemindeki izler birbirine eşittir. 
Bu önemli sonuç aşağıdaki kontraksiyon (büzülme) oparatörünü tanımlamamıza 

yarar. 
Tanım 2.6. Bir A E If ( M) tensör alanının herhangi bir koordinat sistemindeki 

bileşenlerinin oluşturduğun X n tipindeki matrisin izine Anın kontraksiyonu denir 
ve C ( A) ile gösterilir. ( dim M = n)

Bu durumda C : If (M) -ı- 000 (M) olup C00 (M)-lineerdir. Çünkti; genel 
olarak matris cebrin de elemanları 000 ( J\ı!) lerden oluşan herhangi n x n tipindeki a, /3

matrisleri için, J,g E 000 (M) olmak üzere Tr (Ja + g/3) = JTr (a)+gTr (/3) eşitliği 
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vardır. Öyleyse yukarıdaki tanımdan dolayı bu eşitlik C nin 000 (M)-lineerliğine de
karşılık gelmiş olur.

Bu tanım r > i � 1, s � j � 1 olmak üzere herhangi bir A E I; (M) tensör
alanına genişletilebilir. Belirlenmiş olan 01, ... , or-ı E X* (M) kovektör alanları ile
Xı, ... , Xs-ı E X (M) vektör alanlarını alalım. 0 E X* (M) ve X E X (M) olmak
üzere

B (O,X)

ya da ba§ka bir anlatımla

B 

j.kovaryant hane

A ( 01
, ••. , f, ... , or-ı, X ı, ... , .k, ... , Xs-ı)

i.kontravaryant hane

j .kovaryant hane 

A (01
, ... , i' ... , or-ı , Xı, ... , :, ... , X3-ı)

i.kontravaryant hane

(2.11) 

(2.12) 

şeklinde bir '(1,1)-tipinde B tensör alanı elde edebiliriz. Öyleyse Anın i, j üzerinden
Cj (A) kontraksiyonu diye B nin yukarıda tanımlanan kontraksiyonunu kullanabili
rız. Bu durumda

(C;(A)) (01 , ... ,or-ı,Xı,···,Xs-ı)
j.kovaryant hane

= C ( A ( 01
, ••• , i, ... , or-ı, X ı, ... , ! , ... , Xs-ı))

i.kontravaryant hane

(2.13) 

sonucunu e).deederiz. Görülmektedir ki Cj'( A) E I;:f (M) dir ve bir 1J = (x1, ... ,xn)
koordinat sisteminde Cj (A) nin bileşenleri ile.Anin bileşenleri arasında

( O� (A) /1---�-1 

J )1 ···Js-1 

j.indis
n 

. T • 
_ � Aı.ı ... m ... �-ı

L..J Jl···T···Js-ı
m=l 

j.indis

6 
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eşitliği vardır. 
Tanım 2.7. Diferansiyellenebilir bir M manifoldunda '.D : 'I (M) -t 'I (M) 

dönüşümü aşağıdaki koşulları sağlıyorsa '.D ye tensör türevi denir: 

('.Dl) '.D : I; (M) -t I; (M), Vr, s EN için 
('.D2) '.D (aA + bB) = a'.D (A) + b'.D (B), Va, b E ın. ve VA, BE I; (M) için 

('.D3) '.D (Tı ® T2) = '.D (Tı) ® T2 + Tı ® '.D (T2), VTı E I; (M) ve VT2 E I;: (M)

ıçın 

('.D4) '.D (C (A)) = C ('.D (A)), VA E I; (M) ve herhangi bir C kontraksiyonu için 

Bu tanımda ('.Dl) dönüşümün derecesinin sıfır olduğunu yani tensör tipinin ko

runduğunu söylemektedir. ('.D2) ve ('.D3) cebirsel olarak bir türev tanımının sağla

ması gereken ilk koşulları vermektedir R-lineerlik ve Leibniz koşulu, ('.D4) '.D nin 

bütün kontraksiyonlarla komütatif olduğunu söylemektedir. 
Teorem 2.2. Herhangi bir '.D tensör türevi için, A E I; (M) olmak üzere 

+LA (01, ... ,'.DO\ ... , 0r,Xı, ... ,Xs) (2.15)
i=l 
.� 

+ 1:A (01, ... ,0r,Xı, ... ,'.DXj, ... ,Xs)
j=l 

olur. Bu eşitliğe çarpım kuralı denir. Burada 01
, •.• , 0r 

E X* (M), Xı, ... , Xs E X (M)

<lir. 

İspat Bildj.ğimiz C kontraksiyonunun {r + s) defa ard arda uygulanması ile elde 

edilen yeni kontraksiyonu C = � ile gösterelim. Bu durumda 
(r+s)-tane 

A (01
, .•• , 0r, X1, ... , Xs) = C (A ® X1 ® ... ® Xs ® 01 ® ... ® or) (2.16) 

olacaktır. Mesela r = s = 1 ise, herhangi bir koordinat sisteminde 

A (01 , X1) = LA} (01)
i 

(Xı/ (2.17) 
i,j=l 
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elde edilir. Aynı koordinat sisteminde 

C (A@Xı 001) -C)q (m,.t�,A::' (Xd (0'),8m ®8; ®dx" ® dx')

= L Ai. (01). (Xı/ 
. . 

J � 
ı,J=l 

(2.18) 

bulunur ve A (01 , Xı) = C (A@X1 001) olduğu görülür. Yukarıdaki en genel du
rumdada benzer şekilde uygun kontraksiyon oparatörleri bulunur. Bu durumda 

'.D [ A ( 01
, .•• , or, X ı, ... , Xs)] = '.D ( C ( A 0 X 1 0 ... 0 X s 0 01 0 ... 0 or)) (2. 19) 

ifadesini oluşturabiliriz. ('.D3) ve ('.D4) kullanılarak 

'.D [A (01 , .. ,,er , Xı, ... , Xs)] =

C (('.DA) 0 Xı 0 ... 0 Xs 0 01 0 ... 0 or)
+C(A 0 (I:;=ı Xı 0 ... 0 'JJXi 0 ... 0 Xs) 0 01 0 ... 0 or)

(2.20) 

+C(A 0 Xı 0 ... 0 Xs 0 (I:;=
1 

01 0 ... 0 'JJ0i 0 ... 0 0r))

bulunur. Burada kontraksiyonun eşiti tekrar kullanılırsa 

+ I:A(01, ... ,'JJ0\ ... ,0r,Xı, ... ,Xs) (2.21)

elde edilir. 

i=l
8 

+ I:A(01
, ••• ,0r,Xı,···,'JJXj,···,Xs)

j=l

Sonuç 2.2. a) Çarpım kuralının önemi, eğer söz konusu tensör türevinin bütün 
X E x (M) vektör alanları ile bütün f E C00 (M) fonksiyonları üzerindeki etkisi 

bilinirse, çarpım kuralı kullanılarak herhangi bir tensör alanı üzerindeki etkisinin 
bulunabilmesidir. Bunun nedeni 'i/X E x (M) ve 'ilf E C00 (M) için 'JJX ve 'JJf 
biliniyorsa, 0 E x* (M) olmak üzere çarpım kuralı 

('JJ0) (X) = 'JJ [0 (X)] - 0 ('JJX) (2.22) 
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sonucunu verır. Sağ tarafta O (X) E C00 (M) olduğundan, VO E X* (M) için 'DO da 
biliniyor demektir. Bu durumda çarpım kuralının genel ifadesinden 

r 

i=l 

8 - LA (01
, ... ,or ,Xı, ... ,'DXj,···ıXs)

j=l 

herhangi bir A tensör alanının 'DA tensör türevi bulunur. Çünkü sağ taraf sadece 
vektör alanlarının, kovektör alanlarının ve fonksiyonların türevlerinden oluşmak
tadır. Öte yandan VX E X(M) ve V/ E C00 (M) için 'DX ve ':Df biliniyorsa, 
f X E X (M) olduğundan ':Df X de biliniyor demektir. Bu durumda ':D tensör 
türevinin bütün fonksiyonlar ve vektör alanları üzerindeki etkisini öyle vermeliyiz ki 
('D3) den dolayı VX E X(M) ve Vf E C00 (M) için 

(2.24) 

eşitliği sağlanmalıdır. 
b) A tensörü özel olarak O E X* ( M) kovektör alanı seçilirse, daha

önce belirtildiği gibi çarpım kuralından X E X ( M) olmak üzere 
'D [O (X)] = ('DO) (X) + 0 ('DX) (2.25) 

bulunur. Herhangi bir koordinat sistemine geçip 0 = dxi ve X = 8i alalım ve 
n ':Ddxi

- Ls:ndxm (2.26.a) 
m=l 

n 'D8j 
- LFJ8m (2.26.b) 

m=l 

diyelim. Tabi ki burada Ffn, Sf E C00 ( M) dir. İfadeleri eşitlikte yerine koyarsak 
XJ [ dx' ( &; ) ] - (t. s'mdx"') ( &; ) + dx' (t. P;" &.. )

n n 'D [6)] L s:nôj + L Fjô� 
m=l m=l 

O - S�+F! 
J J 

9 

(2.27) 



sonucunu buluruz. Bu durumda 

olur. 

n n 

'1)8j = L F"r8m =} 'l)dxi
= L -F:ndxm

rn=l nı=l 

(2.28) 

Tanım 2.8. · V E x ( M) olmak üzere Lv tensör türevi tanımlansın; öyleki, 

VX E x (M) ve 'vf E C00 (M) için Lv f = V (f), LvX = [V, X] olsun. Buradaki · 

[V, X] para:µtezi Lie parantezi olup bu türeve Lie türevi denir. 

Bu türevin koşulları uyumludur. Çünkü, f E 000 (M) fonksiyonu (0,0)-tipinden 

bir tensör alanıdır. Aynı şekilde X E x (M) vektör alanı da (1,0)-tipiııden bir tensör 

alanıdır. Bu durumda Lv bir tensör türevi ise 

Lv f 0 X = (Lv J) 0 X + f 0 Lv X (2.29) 

yazabiliriz öte yandan tanım gereği f®X = f X E x (M) <lir. Bu durumda tanımdan 

Lvf ®X = LvfX = [V,JX] 

yazılır. Lie parantezinin tanımından 

Lvf ®X V (J) X + [V,X] 

- V(J)X + LvX

(2.30) 

(2.31) 

bulunur. İki sonuç birleştirilirse (Lv f) 0 X + f 0 LvX = V (f) X + LvX bulunur. 

Bu eşitliğin her X E x (M) için geçerli olması gerekliliğinden Lv f = V (!) bulunur. 

Tanımdan çıkan önemli bir özellik Lie parantezinden kaynaklanan 

LıvW - [JV, W] (2.32.a) 

LıvW - -W (!) V + f {V, W] (2.32.b) 

LıvW - -W(J)V+LvW (2.32.c) 

özellikleridir. (V, W E x(M)) 

Tanım 2.9. VE x (M) ve 0 E x* (M) olmak üzere Dv00 tensör türevi tanım

lansın; öyleki, VX E x(M) ve 'vf E C00 (M) için Dv@0f = O, Dv00X = 0(X)V 

olsun. 
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Bu türevin koşulları da uyumludur. Çünkü, bir önceki tanımda uygulanan man

tık burada da kullanılırsa (Dv©Of)@X + J@Dv0oX = J Dv00X elde edilir. Eşitliğin 

her X E X (M) için geçerli olması gerekliliğinden Dv00f = O bulunur. Bu tip

den türevler cebirsel türevlerdir. Tanımdan çıkan başka bir özellik açıkca gözüken 

D t(V00) W = J Dv00 W özelliğidir. 
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3 RIEMANN MANIFOLDLARI 

Tanım 3.1. g tensör alanı (0,2)-tipinde, simetrik, dejenere olmayan (detg =f. O) 

ve pozitif tanımlı olacak şekilde n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun 

( x ( M) , 000 ( M)) vektör alanı modülünde verilsin. Bu durumda ( M, g) ikilisine 

(M nin g ile donatılmasına) bir Riemann mani/oldu denir. Eğer pozitif tanımlılık 

şartı kaldırılırsa ikiliye yarı-Riemann manifoldu denir. Tanımlanan g tensör alanına 

metrik tensör alanı denir. 

Tanım 3.2. Diferansiyellenebilir bir M manifoldunun (X (M), 000 (M)) vek

tör alanı rrı-odülürıde aşağıdaki koşulları sağlayan D : x (M) x x (M) -t X (M) 

dönüşümüne bir bağlantı denir. V, W E x (M) olmak üzere D (V, W) = DvW 

E X (M) olarak notasyonlandırılır. \f½, V2, V, W1 , W2, W E X (M), \ff,g E 000 (M)

ve \fa, b E lR için 

(Dl) DuVı+gVi)W = fDv
1
W + gDv

2
W dir. Yani V ye göre 000 (M)-lineerlik 

vardır. 

(D2) Dv (aWı + bW2) = aDvWı +bDvW2dir. Yani W ye göre IR-lineerlik vardır. 

(D3) Dv (.fW) = V (f) W + f Dv W <lir. 

Burada Dv ifadesine D bağlantısının kovaryant türevi denir. Dolayısıyla DvW 

ifadesi W nin V ye göre kovaryant türevidir. 

Dikkat edilirse bağlantı tanımında manifoldun Riemann manifoldu (ya da yarı

Riemann manifoldu) olmasına gerek yoktur. Fakat Teorem 2.2 de göreceğiz ki tek 

türlü belirgin bir bağlantı için yukarıdaki üç koşula iki koşul daha ekleyerek bir Rie

mann manifoldunda (ya da yarı-Riernann manifoldunda) çalışma gereği duyacağız. 

Şimdi Teorem 2.2 ye hazırlık amacıyla cebirsel bir teoremi aşağıda ispatlayarak vere

lim. 

Teoreıp. 3.1. M bir Riemann manifoldu (ya da y�rı-Riemann manifoldu) olmak 

üzere belirlenmiş bir O E x* (M) kovektör alanı ve \f X E X (M) için 

0 (X) = g (V,X) (3.1) 

eşitliği varsa VE x (M) vektör alanı tekdir. 
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İspat (varsa tekdir) Varsayalım ki bu eşitliği sağlayan iki tane vektör alanı V, W

olsun. Bu durumda 0 E X* (M) ve VX E X (M) için 

O (X) - g (V, X)

O(X) - g (W,X) 

olacağı bulunur ki, g nin bilinmrliğinden 

g (V,X) - g (W,X) 

g (V-W,X) 

o 

o 

(3.2.a) 

(3.2.b) 

(3.3.a) 

(3.3.b) 

elde edilir. Eşitlik VX E X (M) için geçerli olduğundan g rıin non-dejeııereliği kul
lanılırsa V - W = O ve buradan da V = W bulunur. 

n 

(vardır) Bir ( x1 , ... , xn) koordinat sisteminde kovektör alam 0 = E 0 kdxk 

k=l 
n n 

ve vektör alanları X = EXi8j ile V = EVi8i olsun. Bu durumda 
j=l i=l 

0(X) (3.4.a) 
j=l 

n 

g (V,X) - L ViXj
gij (3.4.b) 

i,j=I 

olmalıdır. İki ifade eşitlenirse 
n 

L (oj - vi
9ij) xj 

= o (3.5) 
i,j=l 

elde edilir. Eşitliğin bütün X ler için geçerli olması için n 2: j 2: 1 olmak üzere 
n 

L (Oj - Vi
gij) = o (3.6) 

i=l 

olmalıdır. Bu durumda 
n 

vi 
= :Z::ljoj (3.7) 

j=l 

bulunur ve böylece V nin varlığ1 gösterilmiş olur. 
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Teorem 3.2. M bir Riemann manifoldu (ya da yarı-Riemann manifoldu) olmak 

üzere, bir D bağlantısı için aşağıdaki koşullar sağlanıyorsa bağlantı tekdir: 

(D4) [V, W] = DvW - DwV, \/V, W E X (M) için, 

(D5) Xg (V, W) = g (Dx V, W) + g(V, DxW), \/X, V, W E X (M) için. 

Tek türlü belirgin bu bağlantıya Levi-Civita bağlantısı, ve bu bağlantının verdiği 

kovaryant türeve de Levi-Civila kovaryanl türevi denir ve aşağıdaki Koszul formulü

ile karakterize edilir: 

2g (DvW,X) Vg (W,X) + Wg (X, V) -Xg (V, W) 

-g (V, [W, X]) + g (W, {X, V]) + g (X, {V, W]) (3.8) 

İspat Koszul formülü (D4) ve (D5) den (X, V, W E X (M) vektör alanlarının 

kendi aralarındaki çembersel permütasyonlarından elde edilen yeni ifadeler yardımıyla) 

kolaylıkla çıkartılır. Dikkat edilirse Koszul formülünde sağ taraf X vektör alanına 

göre C00 (M)-lineerdir. Bu durumda sağ tarafa F (V, W, X) dersek, belirlenmiş 

V, W E X ( M) vektör alanları için bir 0 = F (V, W, . ) : X ( M) -t C00 ( M) kovektör 

alanı elde ederiz. Dolayısıyla elimizde V X E X ( M) ve belirlenmiş V, W E X ( M) 

ıçın 

0 (X) = 2g (DvW,X) (3.9) 

eşitliği vardır. Öyleyse Teorem 3.1 e göre DvW tekdir. Yani belirlenen her V, W 

vektör alanı çifti için tek bir DvW vardır, dolayısıyla D de tekdir. 

Koszul formülünün bağlantıyı (Levi-Civita) karakterize etmesi demek: Koszul 

formülünden (Dl), (D2), (D3), (D4) ve (D5) koşullarının hepsinin çıkartılabiliyor 

olması demektir. Gerçektende elemauter işlemlerle bu karakterizasyonun sağlandığı 

rahatlıkla görülür. 

(x1 , ... , xn) koordinat sisteminde X, V, W vektör alanlarının 2 k, i,j 2 1 olmak 

üzere X = 8k , V = 8i ve W = 8i olarak seçelim (dim M = n). Bu durumda 

Da.8j = I: r08m dersek, Koszul formülünden 
m=;l 

(3.10) 
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bulunur ve I'f
j 

E 000 (M) bağlantı katsayılarına Christoffel sembolleri denir. Burada 

gkm ile 9km nin oluşturduğu matrisin tersi anlatılmaktadır ve bilindiği gibi 

dir. 

""' im �i 
�g 9mj = uj 
rrı=l 

(3.11) 

Tanım 3.3. Bir Riemarm manifoldunda (ya da yarı-Riemann manifoldunda) 

VE 32 (M) olmak üzere Dv bir tensör türevi tanımlansm; öyleki, Vf E 000 (M) için 

Dv f = V (!) ve Dv Levi-Civita kovaryant türevi olsun. Dolayısıyla türev (Dl), 

(D2), (D3), (D4) ve (D5) koşullarmm hepsini sağlamaktadır. 

Dv nin Levi-Civita verilmesi Koszul formülü dolayısıyla VX E 32 (M) için DvX 

in g tensörüne bağlı olarak verilmesi demektir. Koszul formülü (D3) karakterize 

ettiğinden tanımm Dv f = V (!) ile uyumluluğu kendiliğinden gelmektedir. 

Bu tanımm önemli bir sonucu (D5) koşulunun VV E 32 (M) için Dvg = O sonu

cunu vermesidir. Bu yüzden bu koşula metrikle uyumluluk ko§ulu denir. Bu birinci 

bölümde tensör türevleri için verilen çarpım kuralının Dvg için yazılmasıyla ra

hatlıkla görülür. 

Tanım 3.4. O E 32* ( M) , V, W, U E 32 ( M) ve herhangi bir D bağlantısmın 

kovaryant türevi aracılığı ile aşağıdaki gibi tanımlanan (1,3)-tipindeki R tensörüne 

eğrilik tensörü denir: 

9l (U, V, W) - Dıv,wıU - DvDwU + DwDvU 

R(O,U, V,W) 0 (9l (U, V, W)) 

(3.12.a) 

(3.12.b) 

Görüldüğü gibi tanımdan dolayı eğrilik tensörü V ve W vektör alanlarına göre an

tisimetriktir. 

Tanım 3.5. 0 E 32* (M), V, W E 32 (M) ve herhangi bir D bağlantısınm ko

varyant türevi aracılığı ile aşağıdaki gibi tanımlanan (1,2)-tipindeki T tensörüne 

burulma tensörü denir: 

T(V, W) - [V, W]-DvW + DwV 

T (V, W) - 0 (T (V, W)) 

15 
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Görüldüğü gibi tanımdan dolayı burulma tensörü V ve W vektör alanlarına göre 

antisimetriktir. Dikkat edilirse D eğer Levi-Civita olarak seçilirse (D4) den dolayı 

özdeş olarak T = O dır. 

Not Eğer (M,g) ikilisine T burulma tensörüde eklenirse (M,g, T) üçlüsü oluş

turulmuş olur ki bu üçlünün üzerinde verilecek olan tek türlü belirgin bağlantı Levi

Cvita bağlıı,ntısı değildir. Çünkü artık T =/= O dır. Tek türlü belirgin bu bağlantı 

(D5) şartının (yani metrik uyumluluk) korunmasıyla aşağıdaki Kozsul formülü (bu

rulmalı) ile karakterize edilir: 

2g(DvW,X) = Vg(W,X) + Wg(X, V)-Xg(V, W) 

-g (V, [W, X]) + g (W, [X, V]) + g (X, [V, W])

-g (V, T (W,X)) + g (W, T (X, V)) + g (X, T (V, W))

(3.14) 

Bu formülden (Dl), (D2), (D3) ve (D5) koşullarının hepsi çıkartılır. Hatta T nin, 

Tanım2.5 de verilen tanımı da bu formülden elde edilir ki, bu Levi-Civita' daki (D4) 

koşuluna karşılık gelmiş olur. Kozsul formülünün (burulmalı) çıkarılışı Teorem 2.2 

de kullanılan mantıkla, (D5) den ve T nin tanımından hareketle elde edilir. Tek 

. türlülüğün Teorem 2.2 de kullanılan mantıkla ispatlandığı açıktır. Buradan elde 

edilen ve Gµristoffel sembollerine karşılık gelen alin bağlantı katsayıları 

(3.15) 

olarak buhuıur. 
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4 NEWTON-CARTAN MANİFOLDLARI 

Tanım 4.1. n-boyutlu M diferansiyellenebilir manifoldunun (X (M), C00 (M)) vek

tör alanı modülünde g ve T tensör alanları aşağıdaki şartları sağlayacak şekilde ver

ilsin: 

(Gl) g (0,2)-tipinde, simetrik, dejenere (detg = O) ve rank (g) = n - l, 

(G2) T (0,1)-tipinde (yani bir kovektör alanı) ve g nin dejenerelik şartını sağlayan 

öyle bir VE X (iv!) vektör alanı vardır ki T (V) = l <lir. 

Buradaki (M,g, r) üçlüsüne (M nin g, Tile donatılmasına) Newton-Cartan man

i/oldu denir. g tensör alanının dejenere olması, \/p E M için gp tensörünün dejenere 

olması demektir. Yani öyle bir U E X (M) vardır ki \/p E M ve \/X E X (M) 

için [g (U,X)] (p) = gP (Up,Xp) = O eşitliğini sağlayan Up E TpM tanjant vektörü 

\/p E M için sıfırdan farklıdır. g tensör alanının rankı demek \/p E M için gp ten

sörünün rankı demektir. Bu durumda TpM nin herhangi bir bazı kullanılarak gp

tensörünün oluşturduğu matrisin rankı \/p E M için n - l <lir ve bilindiği gibi rank 

baz seçiminden bağımsızdır. 

Teorem 4.1. g nin dejenerelik şartını sağlayan bütün vektör alanları birbiriyle 

lineer bağımlıdır ve T altındaki görüntüleri sıfırdan farklıdır. 

İspat V�sayalım ki birbiriyle lineer bağımsız olan ve dejenerelik şartını sağlayan 

iki vektör alanı U, W olsun. Bu takdirde \/p E M için Up, Wp tanjant vektörleride 

lineer bağımsız olacaktır ve gp nin dejenerelik şartını sağlayacaklardır. Bu tanjant 

vektörler TpM nin bir {Up, Wp, (X1)P
, ... , (Xn_2)

P
} bazıııa tamamlayarak gP nin ma

trisini oluşturursak dejenerelikten dolayı ilk iki sütün ile ilk iki satır tamamiyle sıfır 

değerini alacaktır bunun anlamı ise matrisin rankının n - 2 olmasıdır. Bu sonuç 

Gl ile çelişmektedir. Demek ki dejenerelik şartını sağlayan bütün vektör alanları 

birbiriyle lineer bağımlıdır. Bunun sonucu olarak \/p E M için a (p) =/:- O olan 

a E C00 (M) kullanılarak dejenerelik şartını sağlayan bütün vektör alanlarını G2 de 

verilen V E X (M) vektör alanı cinsinden a V olarak yazabiliriz. Son olarak \/p E M 

için TP ( a (p) Vp) =/:- O olduğunu göstermeliyiz. Biz G2 den T (V) = l olduğunu biliy

oruz öyleyse; \/p E M için [r (V)] (p) = Tp (Vp) = 1 olmalıdır. Buradanda ispatımızın 
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son adımı Tp (a (p) Vp) = a (p) Tp (Vp) = a (p) -:/ O şeklinde elde edilir. 

Teorem 4.2. g = g + T ® T şeklinde tanımlı g tensör alanı non-dejenere ve 

simetrikdir. 

İspat Simetriklik açıkça gözükmektedir. g simetrik olduğundan V X, Y E X (M) 

ıçın 

g (X, Y) = g (X, Y) + T (X) T (Y) 

g(X,Y) = g(Y,X) +T(Y)T(X) 

g(X, Y) = g(Y,X) 

bulunur. Demek ki g de simetriktir. 

(4.1.a) 

(4.1.b) 

(4.1.c) 

Öncelikle g nin kerT ya kısıtlanmışının g lkerrxker
r: kerT X kerT -r 000 (M), yani 

Vp E M için gp niıı kerTp ya kısıtlanmışının (gp) lkerrpxkerrp : kerTp X kerTp -r IR non

dejenere olduğunu göstermeliyiz. Öyleyse göstermemiz gereken, öyle bir U E ker T

vektör alanının vaı·lığıdır ki Vp EM ve VX E kerT için (gp) lkerrpxkerrp (Up ,Xp) = O 

eşitliğini sağlayan Up E kerTp tanjant vektörü Vp E M için sıfır olmalıdır. Bu açık

tır: Eğer Vp E M için Up -:/ O olsaydı U vektör alanı g nin dcjenereliğini sağlayan bir 

vektör alanı olurdu ki biz Teorem 4. 1. de bu vektör alanlarının T altındaki görün

tülerinin sıfırdan farklı olduğunu göstermiştik. Öyleyse burada Teorem3.l. le bir 

çelişki vardır. Çünkü bilindiği gibi kerT = {X E X (M) 1 T (X) = O} dır. Dolayısıyla 

Vp E M için Up = O, yani (gp) lkerrpxkerrpnon-dejenere olmalıdır. Cebirin bir temel 

teoremi, aynı bir F cisim üzerinde sonlu boyutlu iki vektör uzayı X ve Y ise bir 

F-lineer f : X -r Y dönüşümü için dim X = dim (im .f) + dim (ker f) eşitliğinin

var olmasıdır. Bu teorem gereği dimTpM = dimM = n ve dimIR = 1 olduğun

dan IR-lineer Tp : TpM -r IR dönüşümü için n = l + dim (kerTp) olur. Buradan

dim (kerTv) = n - l bulunur. Bu durumda artık "ip E M için kerTp nin öyle bir

{(ap) 1, (ap)2 ••. , (ap)11_ 1} bazını seçebiliriz kin - l � i � 1 ven - l � j � 1 olmak

üzere 

(4.2) 
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olur. Eğer bu baza, \ip EM için Tp (Vp) = l olduğu için kerrp nin elemanı olmayan 
G2 de veril,en Yp tanjant vektörünü dahil edersek (Vp E M için Yp =/. O), TpM için 
{Vp, (ap)1 , (ap)2 ... , (aP)n_

1
} bazını bulmuş oluruz. \ip E M için teoremde verilen 

?İp
= gp + Tp ® Tp tensörünün matrisi bu baza göre oluşturulursa n - l � i � 1 ve 

n - l � j � 1 olmak üzere

9p (V,,, V,,)

?İp ( (aP)i , (.ap)3) -
?İ

p
(½, (ap)J 

9p (V,,, °Vp) + Tp (°Vp) Tp (°Vp) = l 
9p ( (aP)i , (ap)j) + Tp ((ap)J Tp ( (aP)j) = Cij 

gp (V,,, (ap)J + Tp (V,,) Tp ((ap\) = O 

(4.3.a) 

(4.3.h) 

(4.3.c) 

olacağı içirı. söz konusu matrisin köşegenindeki elemanlarının hepsi sıfırdan farklı, 
diğer elemanları ise sıfır olacaktır. Öyleyse, \ip E M için bu baza göre det g

P 
=/. O 

olmalıdır. Biz biliyoruz ki bu yolla oluşturulan matrislerin determinantının sıfır
dan farklı olması (veya sıfır olması) baz seçiminden bağımsızdır. Dolayısıyla daima 
Vp E M için detg

P =/. O dır. Determinantın sıfırdan farklı olması \ip E M için g
P

tensörünün non-dejenere olması demektir. Bu da g tensör alanının non-dejenere 
olmasına karşılık gelir. 

Bu durum da daima ( M, g, T) Newton Cart an maııifoldlarından, ( M, g) Riemann 
manifoldlarına geçiş yapılabilir. Bu Ne on-Cartan yapısının g nin burulmasız ve 
metrikle uyumlu olan ( yani Levi-Civi a bağlantısıyla) ya da burulmalı ve yine 
metrikle uyumlu olan bir bağlantısıyla onatılıp donatılamayacağının tartışmasını 
gündeme getirmektedir. Bu tartışmalar şağıdaki teoremlerle verilmektedir. 

Teorem 4.3. V X E X ( M) için T ( ) = g (V, X) <lir. Bir başka deyişle T nun 
duali V <lir r* = V. (burada V vektör anı G2 de verilen g nin dejenerelik şartını
sağlayan ve T (V) = 1 olan vektör alanıd ") 

İspat g = g + T ® T ise VX, Y E X (M) için g (X, Y) = g (X, Y) + T (X) T (Y)

yazılabilir, eğer X = V alınırsa T (V) = ve VY E X ( M) için g (V, Y) = O olduğun
dan, VY E X ( M) için 

g(V, Y) 

g(V, Y) 

g ( ' Y) + T (V) T (Y) 

) 

g 

(4.4.a) 

(4.4.b) 



bulunmuş olur. 

Teorem 4.4. g nin burulmasız ve metrikle uyumlu olan bağlantısının (yani Levi

Civita bağlantısının) kovaryant (tensör) türevini Dx ile gösterirsek, Newton-Cartan 

manifoldunda dr = O ve Lv g = O olması şartıyla VX E X (M) için DxT = O ve 

Dx g = O dır. (Burada" Lv" ile Lie (tensör) türevi gösterilmektedir. V vektör alanı 

G2 de verilen g nin dejenerelik şartını sağlayan ve T (V) = l olan vektör alanıdır) 

İspat dr = O ifadesinin anlamı VX, YE X (M) için 

X T (Y) - y T (X) - T ([X, Y]) = o (4.5) 

eşitliğidir. Bu eşitlik Teorcm4.3. den dolayı 

Xg (V, Y) - Yg (V, X) - g (V, [X, Y]) = O (4.6) 

şeklinde de yazılabilir. Burada [X, Y] parantezi X, Y nin Lie parantezidir. Öte 

yandan herhangi bir tensör türevi için verilen çarpım kuralını Lie (tensör) türevi 

için kullanırsak, VX E X (M) için 

ol ur İlk eşitlikten 

(Lvr)(X) Lvr(X)-r(LvX) 

- VT (X) -T ([V,X])

Vr(X) - r([V,X]) = Xr(V) 

elde edilir. Bu yukarıda yerine konursa 

(Lvr)(X) = Xr(V) 

bulunur. Biz G2 de T (V) = 1 olduğunu söylemiştik. Bu durumda 

Lvr=O 

bulunmuş olur. Öte yarıdan Lv T = O ise, g = g + T 0 T olduğundan 

Lvg - Lvg+Lv(r0r) 

Lvg Lv g + (Lvr) ©r+r 0 (Lvr) 

Lvg Lvg=O 
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(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

( 4.11.a) 

(4.11.b) 

(4.11.c) 



elde edilir. Çünkü teorcmimiziıı koşullarıııdan birisi Lv g = O <lir. Bu durumda 

tensör türevleri için verilen çarpım kuralından, VX, YE X (M) için, 

Vg (X, Y) - g ([V, X] , Y) - g (X, [V, Y])

Vg (X, Y) + g (Y, [X, V]) - g (X, [V, Y])

o

o 

(4.12.a)

(4.12.b)

bulunur. Şimdi herhangi bir tensör türevi için verilen çarpım kuralını kovaryant 

( tensör) türevi için kullanırsak, VU, W E X ( M) için 

(Dur) (W) Dur(W)- r(DuW) 

Ur (W) - r (DuW) 

yazabiliriz. Teorem 4.3. den yararlanırsak ifademiz 

(Dur) (W) = Ug (V, W) - g (V, DuW)

(4.13) 

(4.14) 

şeklini alır. Levi-Civita bağlantısı Koszul formülü ile karakterize edilir ve bu for

mül X (M) nin bütün elemanları için geçerlidir. Bu durumda yukarıdaki eşitlikte 

g (V, DuW) = g (DuW, V) ııin yerine Koszul formülünden 

1 
g (DuW, V) =

2
{Ug (W, V) + Wg (V, U)- Vg (U, W)

-g (U, [W, V]) + g (W, [V, U]) + g (V, {U, W])} ( 4.15) 

ifadesi konur ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

(Dur) (W) =

1 
2

{Vg(U, W) + g(U, {W, V]) - g{W, {V, U])}

+
2

{Ug(W, V)
- Wg(V, U) - g(V, [U, W])} (4.16) 

bulunur. Kıvrık parantez içerisindeki ilk terim ile ikinci terimin sıfır olduğu yukarıda 

4.6 ve 4.12.b de gösterilmişti. Bu durumda 

(Dur) (W) = O (4.17) 
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elde edilir. Öyleyse VU E X (M) için Dur= O olduğu gösterilmişdir. g = g + r @ r  

ve VU, W E X (M) için (Dur) (W) = O olduğundan, 

Dx?J Dxg+Dx(r®r) 

Dx?J - Dxg+(Dxr)®r+r@(Dxr) 

Dx?J - Dxg 

(4.18.a) 

(4.18.b) 

(4.18.c) 

bulunur. Teoremde Dx g = O olduğu verilmiştir. (metrikle uyumluluk) Öyleyse 

yukarıdaki eşitlikten dolayı VX E X (M) için Dx g = O bulunmuş olur. 

Teorcıo 4.5. g nin burulmalı ve metrik uyumlu olan bağlantısının covariant 

(tensör) türevini Dx ile gösterirsek, Newton-Cartan manifoldunda VX, YE X (M) 

için (dr)(X, Y) = r (T (X, Y)) ve (Lv g )  (X, Y) = g(T (V,X) ,  Y) + g(T (V, Y) ,X) 

olaması şartıyla Dxr = O ve Dx g = O dır. (Burada Lv ile Lie (tensör) türevi 

gösterilmektedir. V vektör alanı G2 ele verilen g nin dejenerelik şartını sağlayan ve 

r (V) = 1 olan vektör alanıdır) 

İspat (dr) (X, Y) = r (T (X, Y)) ifadesinin anlamı VX, YE X (M) için 

Xr (Y) - Yr (X) - r ([X, Y]) = r (T (X, Y)) (4.19) 

eşitliğidir. Bu eşitlik Teorem4.3. den dolayı 

Xg (V, Y) - Yg (V,X) - g (V, [X, Y]) = g (V, T (X, Y)) (4.20) 

şeklinde de yazılabilir. Burada {X, Y] parantezi X, Y nin Lie parantezidir. Öte 

yandan herhangi bir tensör türevi için verilen çarpım kuralını Lie (tensör) türevi 

için kullanırsak VX E X (M) için 

olur. İlk eşitlikten 

(Lv r) (X) Lv T (X) - T (LvX) 

- Vr (X) - r ([V,X])

Vr (X) - r ([V,X]) = Xr (V) + r (T (V, X)) 
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(4.21) 

(4.22) 



elde edilir. Bu yukarıda yerine konursa 

(Lv T) (X) = XT (V) + T (T (V,X)) (4.23) 

bulunur. Biz G2 de T (V) = 1 olduğunu söylemişdik budurumda 

(LvT) (X) = T (T(V,X)) (4.24) 

bulunur. Qte yandan (Lvr) (X) = r(T{V,X)) ise, g = g + r 0 r olduğundan, 

VX, YE x (M) için 

Lv?J Lv g + Lv ( T 0 T) (4.25.a) 

Lv?J L, g + (Lv T) 0 T + T 0 (Lv T) (4.25.b) 

(Lv ?J) (X, Y) - g(T (V, X) , Y) + g(T (V, Y) , X) 

+T (T (V, X)) T (Y) + T (T (V, Y)) T (X) (4.25.c) 

(Lv?J) (X, Y) = g (T (V,X), Y) + g(T (V, Y) ,X) (4.25.d) 

elde edilir. Çünkü teoremimizin (Lv g)(X, Y) = g(T (V, X), Y) + g(T (V, Y) ,X) 

koşulu bunu gerektirir. Bu durumda tensör türevleri için verilen çarpım kuralından 

Vg(X, Y) - g(LvX, Y) -g(X, LvY) = g(T (V,X), Y) 

+g (T (V, Y) 
, X)

Vg (X, Y) + g (Y, [X, V]) - g (X, [V, Y]) = g (T (V, X), Y) 

+?J (T (V, Y) , X) 

(4.26) 

bulunur. Şimdi herhangi bir tensör türevi için verilen çarpım kuralını kovaryant 

(tensör) türevi için kullanırsak, VU, W E x (M) için

(DuT) (W) - DuT (W) -T (DuW) 

UT (W) - T (DuW) 

yazabiliriz. Teorem 4.3. den yararlanırsak ifademiz 

(DuT) (W) = Ug (V, W) -g (V, DuW) 
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(4.27) 

(4.28) 



şeklini alır. Levi-Civita bağlantısı Koszul kormülü ile karakterize edersek (bu for

mül X ( M) rıin bütün elemanları için geçerlidir), bu durumda yukarıdaki eşitlikte 

?J (V, DuW) = g (DuW, V) nin yerine Koszul formülünden (burulmalı) 

1 
g(DuW, V) = 

2
{Ug(W, V) + Wg(V,U)- Vg(U, W) 

-g (U, [W, V]) + g (W, [V, U]) + g (V, fU, W]) ( 4.29) 

-g (U, T (W, V)) + g (W, T (V, U)) + g (V, T (U, W))}

ifadesi konur ve gerekli sadeleştirmeler yapılırsa 

(DuT) (W) = 

1 

2 
{Vg (U, W) + g (U, [W, V]) - g (W, [V, U])} 

+
2

{Ug(W, V) - Wg(V, U) - g(V, [U, W])} (4.30) 

+
2 

{g (U, T (W, V)) - g (W, T (V, U)) - g (V, T (U, W))}

bulunur. Kıvrık parantez içerisindeki ilk terimin g (T (V, U) , W) + g (T (V, W) , U), 

ikinci terimin ise g (V, T (U, W)) olduğu yukarıda 4.20 ve 4.26 de gösterilmişti. Öy

leyse 

(DuT) (W) = ½{g (T (V, U) , W) + ?J (T (V, W) , U)} + ½?JCV, T (U, W)) 

+½{g (U, T (W, V)) - g (W, T (V, U)) - g (V, T (U, W))}

bulunur. Buradan görüldüğü gibi 

(DuT) (W) = O 

(4.31) 

( 4.32) 

çıkar. VU, W E X(M) için (DuT) (W) = O ise VU E X(M) için DuT = O olduğu 

gösterilmiş olur. Bu durumda g = g + T ® T olduğundan 

Dxg 

Dxg 

Dx:if 

i)xg+Dx{T@T) 

Dxg+ (DxT) ®T+T® (DxT) 

Dxg 

(4.33.a) 

(4.33.b) 

(4.33.c) 

bulunur. Teoremde Dx g = O olduğu verilmiştir (metrikle uyumluluk). Öyleyse 

yukarıdaki eşitlikten dolayı VX E X (M) için Dx g = O bulunmuş olur. 
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Sonuç 4.1. g non-dcjenere ve simetrik olduğundan bir (x1 , ... ,xn) koordinat 
sisteminde 

n 

L7im 
h -g -={l.

mı J

m=l 

(4.34) 

eşitliğini sağlayan (2,0)-tipinde, non-dejenere ve simetrik olan bir h tensör alanı 
vardır. Bu durumda 

olmalıdır. (x1 , ... ,xn) koordinat sisteminde G2 den 

ve Gl den 

n 

r (V) = ı =* L rj vj 
= ı 

j=l 

g-dejenere * L 9ij vj = o
j=l 

sonuçları elde edilir. Öyleyse 
n n 

L vjtm (gmj + TmTj) = I: vjö� 
m,j=l j=l 

ifadesinin eşitini yukarıdaki özdeşliklerden yararlanarak 

m=l 

olarak buluruz. 

(4.35) 

(4.36) 

(4.37) 

(4.38) 

(4.39) 

Teorem 4.6. h = h-V ® V şeklinde tanımlanan h tensörü (2,0)-tipinde dejenere 
ve simetriktir. 

İspat Eğer h dejenere, ise sıfırdan farklı ve dejenerelik şartını sağlayan en az 

bir tane 1-form'un var olduğunu göstermeliyiz. (x1 , ... , xn) koordinat sisteminde 

çalışırsak 

(4.40) 
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yazılır. Buradan 
n n 

L hijTj = L,hYTj - yiyiTj 

j=l j=ı 

elde edilir. Sonuç 4.2. de verilen özdeşlikler kullanılır ise 
n 

L,hijTj = °0- yi 
= Ü 

j=l 

bulunur, Öte yandan söz konusu koordinat siteminde \/0 E x* (M) için 

h (O, T) = L OihijTj 

i,j=-cl 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

elde edilir. Burada 0i ler ne olursa olsun, L7=ı hijT
j - O olduğu ispatlanmıştı.

Öyleyse 

V0 E x* ( M) için h ( 0, T) = O (4.44) 

sonucu bulunur ve T -=/- O olduğundan h nin dejenereliği ispatlanmış olur. ( T = O 
olsaydı T (V) = 1 ile çelişirdik) 

Sonuç 4.2. g = g+T@T ve h = h+ V@V tensörlerinin bir (x1
, ... , xn) koordinat 

sisteminde 

(4.45) 

eşitliğini sağladığını biliyoruz. Bu durumda 
n 

L 
(him + vivm) (gmj + TmTj ) = 6} (4.46) 

m=l 

ve buradan da 
n 

L him
gmj + himTmTj 

+ vivm
gmj + yiymTmTj = 6� (4.47) 

rn=l 

elde edilir. Daha önce elde edilen özdeşlikler ifadenin söz konusu terimlerinde kul
lanılırsa 

L, him
9mj = Ô� - ViTj 

(4.48) 
m=l 
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sonucu bulunmuş olur.
Sonuç ı4.3. a) Eğer Dx ile g nin burulmasız ve metrikle uyumlu olan (Levi

Civita) bağlantısının kovaryant (tensör) türevini gösterirsek, bir (x1
, ... , xn) koordi

nat sisteminde Dx in bağlantı katsayıları (Christoffel sembolleri) bilindiği gibi
r�. = �. �,tm 

(
Ôffim. Ôffm.j - Ô§ij) (4.49)ıJ L.ı 2 8xi + ôxi axm 

rn=l 

olmaktadır. İfadeyi dejenere tensörler cinsinden yazmak istersek Teorem 4.4. deki
sonuçlar ve ( 4.48) kullanılarak

r�. = � �h
km (89im 

+ 
8gmj _ 8gij) + Vk 8Ti

ıJ L.ı 2 ôxi ôxi ôxm ôxi
m=l 

ifadesini elde ederiz.
(4.50)

b) Eğer D x ile g nin burulmalı ve metrik uyumlu olan bağlantısının
kovaryant (tensör) türevini gösterirsek, bir (x1 , ... , xn) koordinat sisteminde Dx in
bağlantı katsayıları bilindiği gibi

r�J. = � �hkm 

(
Ôffir� + Ôffm._j - Ô§ij)L.ı 2 8xJ axı axm 

m=l 

+½ (Tj� + J:� + T!i) (4.51)
olmaktadır. İfadeyi dejenere tensörler cinsinden yazmak istersek 'leorem 4.5 deki
sonuçlar ve {4..48) kullanılarak

k � 1 
h

km (89im 8gmj 8gij) 1 Vk (8Ti 8Tj)r
ij = L.ı 2 8xj + 8xi - axm + 2 axj + 8xi 

m=l 1( k k k)+ 2 Ti i + ½ i + T ii (4.52)
ifadesini elde ederiz.

c) Herhangi bir koordinat sisteminde eğrilik tensörünün bileşen
lerini, tanımından hareketle bağlantı katsayıları cinsinden

n n 

Ri 
a ri a ri "'""' ri rm "'""' ri rm jkl = 8x

l J.j - 8
x

* {j + L.ı lm kj - L,_; km lj 
m=l 11ı=l 

(4.53)
olarak buluruz. Burulmasız ve metrikle uyumlu bir bağlantımız varsa bağlantı kat-
sayıları 4.50 de verilen katsayılar, burulmalı ve metrikle uyumlu bir bağlantımız
varsa bağlantı katsayıları 4.52 de verilen katsayılar olacaktır.
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5 SONUÇ 

Newton'un ki gibi bir kütlesel çekim teorisinin geometrik formülasyonunun çıkış 

nedenlerinden birincisi genel görelilik teorisinin geometrik zemine oturtulmasıdır. 

Çünkü amaç uygun bir yaklaşıklıkla genel görelilikten Newton'un kütlesel çekim 

teorisine g�çilebilmesidir. Öyleyse ikisinin de oturduğu zeminin geometrik olması 

anlamlıdır.· Newton'un teorisinde zamanın mutlak olması geometrik formülasyona 

rankı üç olan dejenere bir tensör katılmasıyla açıklanır ve artık zaman bir kovektör 

alam ile anlatılmaktadır. 

Bu formülasyorıun diğer yararı kuantum mekaniğinin hareket denkleminin yani 

Schrödinger denkleminin kovaryant türevler cinsinden yazılmasını sağlamasıdır. 

Bu tezde (0,2)-tipinde, dejenere, simetrik ve rankı üç olan bir tensör alanı ile 

(0,1)-tipindeki bir tensör alanından (kovektör alanı) yola çıkılarak, sadece bu iki 

tensörü ve aralarındaki ilişkiyi içeren iki koşulla Newton-Cartan manifoldları tanım

lanmıştır. Tezin özgün taraflarından birsi budur. Çünkü literatürde [11], [12], [13] 

bağlantı; metrikle uyumluluk şartları ve bağlantının simetrikliği adı altında üç koşulla 

daha kısıtlanır ve bu koşullar Newton-Cartan manifoldu tanımının içinde yerlerini 

alırlar. Fakat bu çalışmada söz konusu ek uyumluluk şartları, verilen tensör alan

larından hareketle elde edilen (0,2)-tipinde, noıı-dejenere ve simetrik bir tensör 

alanıııın Levi-Civita bağlantısının kullanılmasıyla elde edilmektedir. Tezin diğer bir 

özgün tarafı bu tensörlere (1,2)-tipinde anti-simetrik bir tensör eklenerek burulmalı 

bir yapı alınması halinde nelerin ne kadar değişeceğinin ortaya konmasıdır. 

Bu tez çalışmasıyla Newton-Cartan uzay-zamanlarının geometrik yapısı açıklığa 

çıkarılmış olmaktadır. Ancak gravitasyon alan değişkenlerinin sağladığı bir dinamik 

diferansiyel denklemler sistemi [11] burada ele alınmamıştır. Eğrilik tensörünün yanı 

sıra burulma tensörünün varlığı üzerinde daha durulması gereken bir genellemedir. 

Bu konu ile.ride tekrar ele alınacaktır. 
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