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Bu tez calismasinda, matrisler ailesinin giirbiiz ve kuadratik karar-
hihgmin baz: problemleri ele ahnmistir. Matrislerin konveks kombinasyonunun
glirbliz ve kuadratik kararlihg i¢in gerekli ve yeterhi kogullar verilmigtir. Poli-
nomlar ailesinin giirbiiz kararlih@ teorisindeki bazi sonuglarm (kenar teoremi,
hiperdortgen igin ug nokta teoremi, v.s.) matrisler ailesi i¢in gecerli olmadigma
dair karsit 6érnekler verilmigtir. Giirbiiz kararhlik ve kuadratik kararhlik prob-
lemlerinin oyun teorisi ile baglantilar1 gésterilmigtir. ‘lez calismasinda ok

sayida aciklayic drnekler de verilmisgtir.

Anahtar Kelimeler: Kararli Matrisler, Matrislerin Konveks Kom-

binasyonu, Giirbiiz Kararhiik, Kuadratik Kararlihk, Oyun Teorisi
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In this thesis, some problems of stability of matrix family are consi-
dered. Necessary and sufficient conditions for robust stability and quadratic
stability of convex combination of matrices are given. Counter examples which
are directly motivated by the results in the polynomial case {edges theo-rem,
extremal points theorem for hyperrectangle, etc.) are also provided. These
counter examples illustrate the fundamental differences between the poly-
nomial stability problem and the matrix stability problem. A game theoretic
approach is considered to analyse the relationship between the quadratic and

robust stability problems. Results are illustrated by several examples.
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1 GIRIS
Bir lineer dinamik sistemin hareketinin

= Ax (1.1)

diferansiyel denklem sistemiyle verildigini varsayalim. Burada z = z(t) € R",
t-zaman, A ise n X n boyutlu reel matristir. z(tg) = 0 baglangi¢ kogulu altinda
(1.1) in tek ¢dzlimii z(f) = 0 dir. Buna gére z = 0 a (1.1) in denge konumu
denir. Genelligi bozmaksizin ¢y = 0 alalim ve (1.1) in z(0) = zo kosulunu
saglayan ¢tzlimiini z (t, o) ile gdsterelim.

Uygulamalar agisindan (1.1) sisteminin z = 0 denge konumunun (Lyapunov
anlaminda ) kararhhg ve asimtotik kararhhig ¢ok énemlidir.

Tanim 1.1. Here > 0i¢gin éyle § > O varsakinzg < dvet >0

iken

nx(t,zo) n< € (1.2)

saglaniyorsa = 0 denge konumuna {Lyapunov anlammda ) kararhdir denir
i1].

Tanim 1.2. Eger x = 0 denge konumu kararliysa ve xy noktas: sifira
yeteri kadar yakin iken z(t, zo) yoriingesi t — oo i¢in sifira yaklagiyor ise x = 0
denge konumuna asimtotik kararhdir denir.

Teorem 1.1. (1.1) sisteminin asimtotik kararh olmas: i¢in gerekli ve
yeterli kogul A matrisinin tiim &zdegerlerinin reel kisminin negatif olmasidur.

A matrisinin 6zdegerleri ise / birim matris olmak fizere det (s/ — A) poli-

nomunun kokleridir.

Tersine, herhangi p(s) = s" + a,—15"" ! + ... + a15 + ap monik polinomu



(@n =1)

0 0 0 —Qg
10 0 —a
01 -+ 0 —a (1.3)
00 1 — Qg1

matrisinin karakteristik polinomudur. (1.3) matrisine p (s) polinomunun kom-
panion (companion) matrisi denir. (1.3) ile benzer olan tiim matrislerinde
karakteristik polinomunun p(s) polinomu oldugu bilinmektedir.

Yukaridaki agiklamalardan dolay1 matrislerin ve polinomlarin kararhhk prob-
lemleri birbiriyle siki iligki i¢indedir. Polinomlarin kararlilig: i¢in pek ¢ok yon-
tem bilinmektedir. Bunlara érnek olarak Hermite-Biehler teoremi , Hurwitz
kriteri, Routh-Hurwitz kriteri v.b. gostermek miimkiindiir {2,3].

Tleride kullanacagimiz icin burada Hurwitz kriterini verelim. Bir

p(s) =s" + an_.18"~] +...+as+ag (a,- >0, 1=01,...,n— 1)

polinomunun Hurwitz matrisi n X n boyutlu

- -

An_1 Gnp-3 Qn_s5
an  Gn-2 Qn-4
0 an-1 Gp-3 dp-s
an An-2 Qn_4
0
L 0 0 agp

matrisidir.
O zaman p (s) polinomunun kararh olmas: i¢in gerekli ve yeterli kogul H (p)

matrisinin tiim bas mindrlerinin pozitif olmasidir. Buna gore



p(s) = s*+ a;s+ ag polinomunun kararlihg icin ag > 0, a; > 0;
p(s) = 82+ a98® + a1 + ag polinomunun kararlihgi i¢in ajas > ag;

3

p(s) = s*+ass®+ay8? +ays + ag polinomunun kararhhg icin ajasas — a2ae > a;

kosullar1 gerekli ve yeterlidir.

Matrislerin kararliligi polinomlarin kararhlifina déniistigiinden bu kriterler
matrisler i¢in de gegerlidir. Bunun disinda matrislerin kararhligy i¢in agagidaki
kriter 1spatlanmigtir.

Teorem 1.2. Eger bir P pozitif belirli (£ > 0) matrisi varsa ki

ATP+PA<O (1.4)

ise A matrisi kararhdir. Burada A7 matrisi A nin transpozunu gostermektedir.

Bir ¢ok pratik problemde A matrisinin elemanlan (veya p(s) polinomunun
katsayilar1) kesin olarak bilinmemektedir. Bunun yerine, bu elemanlarin ve
katsayilarin alabilecegi degerler kiimesi bilinmektedir. Bu durumda aralik mat-
risler (aralik polinomlar), matrisler poligonu (polinomlar poligonu) v.s. gibi
ailelerin kararlihg stz konusu olmaktadir. Bu tip kararhhga giirbiiz kararhihk
(robust kararhlk) denir.

Tanmm 1.3. A matrisler ailesi verilsin. Eger her A € A matrisi
kararh ise A ailesine giirbiiz kararh aile denir.

Benzer tanim polinomlar ailesi i¢inde verilebilir. 1978 yalinda V.Kharitonov
‘un polinomlar ailesinin (aralik polinomlarin) kararhihig: ile ilgili iinlii makalesin-
den sonra bu konuda genig arastirmalar yapilmaya baglanmigtir. Bu aragtir-
malarda polinomlarin konveks kombinasyonlarimin kararliig teoremleri, ke-

nar teoremleri, u¢ nokta teoremleri, D-kararhlik teoremleri, sifirnn icermeme



prensibi, afin ve multilincer ailelerin kararhihigh teoremleri, kiiresel polinomlar
allesinin kararhhg teoremleri v.s. géstermek miimkiindiir.

Biz polinomlar ailesinin kararliliga i¢in en énemli sonuglardan olan Kharitonov
teoremini ve kenar teoremini ifade edelim.

Katsayilar: belli bir aralikta degisen

P(s) = ans" +ap15" ' + .. +ars +ag (1.5)

a; € [a;,8;] (¢ =0...n) aralik polinomlar ailesini ve bu aileden asagidaki dort

polinomu ele alahm.

Ki(s) = ag+a,5+ 08 +a38° + ay5* + a58° + s’ + ...
Ki(s) = To+8;18+ ays® +azs® +8ys? +058° +ags® + ...
K3(s) = ag+a18+ay8° +a38° + a8t +@58° +86s° + ...
Ki(s) = To+a;6+ays® + 038> +ags? +ay6° +a58° + ...

Teorem 1.3. (Kharitonov 1978) (1.5) ailesinin glirbiiz kararh olmas:
icin gerekli ve yeterli kosul yukaridaki dért polinomun kararh olmasidir.

Bu teorem i¢in Kharitonov'un kendi ispat1 karmasiktir. Ancak sonradan
deger kiimest yaklasim ortaya ¢iktiktan sonra bu teoremin, polinomlarin kék-
lerinin katsayilara gore siirekli degigimi ve kararli polinomun kompleks dii-
zlemdeki goriintiisiiniin argiimentinin monotonlugu gibi klasik teoremlerin bir
sonucu oldugu anlagilmistirb [4].

Kenar teoremi ise polinomlar politopunun kararlihig icin ifade edilmistir.

Tanim 1.4. Eger A C RB* kiimesi, sonlu {p?, p?, 9%, ..., ™} C R¥kiimesinin

konveks zarf1 ise yani

A = conv {p*}

ise A kiimesine politop (polytope ) denir [5].
Tanim 1.5. Eger p € A noktast A kiimesindeki iki farkh noktay:
birlegtiren parcanin i¢ noktasi biciminde ifade edilemezse p noktasimna A

kiimesinin u¢ noktas: denir.



Tamm 1.6. A politopunun p! # p? olmak tizere p” ve p? ug
noktalarin ele alahm ve [p”, p?] bu noktalar birlestiren dogru pargas: olsun.

Eger her p*,p* € A icin

"0’ & [p".p?]) = Pt n[p,p?] =0

saglaniyorsa [p"', p™*] dogru parcasina A politopunun kenar: denir.

Eger (1.5) bu polinomun katsayilardan olusan (ag, @y, ..., an) € R vek-
toriint kars: getirerek her n. mertebeden polinoma R"*! uzaymmda bir vektor
kars: gelmis olur. Buna gére polinomlar politopu dedigimizde R™*! uzaym-
daki politopu kastediyoruz. Simdi kenar teoremini ifade edelim. ,

Teorem 1.4. (Barlett, Hollat, Huang, 1988 ) n. mertebeden poli-
nomlarin A politopu verilsin. O zaman A politopunun giirbiiz kararlh olmasi
i¢in gerekli ve yeterli kosul bu politopun her kenarmmn giirbiiz kararh olmasidir
[6].

n. mertebeden polinomlarmm A ailesi verilsin. w > 0 olmak iizere

B(w) = {p(jw): p(.) € A}

kiimesi kompleks diizlemin bir alt kiimesidir ve bu alt kiimeye A ailesinin deger
kiimesi (value set) denir.

Eger A ailesi politop ise B(w) kitmesi her w igin kompleks diizlemde bir
gokgen (poligon) olur. Kenar teoreminin ispatida A poligonunun bu &zelligine
esaslanmigtar.

Bu tez cahismasinda baz1 matrisler ailesinin giirbiiz ve kuadratik karar-
Liligyr problemleri incelenmistir.

2. boliimde iki matrisin konveks kombinasyonu incelenmistir. Iki kararh
matrisin konveks kombinasyonunun kararhilig: icin gerekli ve yeterli kogul ver-
ilmistir. Bunun yanisira iki polinom ve onlarin konveks kombinasyonlarimin
kararlihiklar: arasindaki baglantilar drneklerle agiklanmaya caligitimistar.

3. boliim 1se matrisler ailesinin kararhhig i¢in karsit drnekler icermekte-

dir. Burada polinomlar ailesi i¢in gerekli olan kenar teoreminin matrisler

)



1¢in gegersiz oldugu, politop yerine hiperdsrtgen alirsak da yine kenar teo-
reminin gegersiz olduguna dair karsit érnekler verilmistir. Arahk matrisler
allesinin karakteristik polinomlar ailesinin giirbiiz kararhligindan bu polinom-
lar ailesinin konveks zarfinin giirbiiz kararlihgnin ¢ikmadigina dair drnek de
Verihni§t,ir.

4. boliimde matrislerin kararhiligr i¢in Lyapunov yaklasimi agiklanmisg ve
yaklagimdan ¢ikan bazi sonuclar verilmistir.

5. boliimde giirbiiz kararhihk, kuadratik kararhhk ile oyun teorisi arasin-
daki baglantilar ele ahnmigtir. Bu bsliimde kuadratik kararhlik icin yeni yeter
kogullar verilmistir.



2 MATRISLERIN KONVEKS
KOMBINASYONLARININ
KARARLILIGI

Bu béliimde, matrislerin konveks kombinasyonunun kararhhg ile bu mat-
rislerin karakteristik polinomlarinin konveks kombinasyonunun kararhhg arasin-
daki baglantilar 6rneklerle gbsterilmis ve sonra matrislerin konveks kombinas-
yonunun kararh olmas: igin gerekli ve yeterli kosul verilmistir.

Tamm 2.1. A4 = (a;;) ve B = (b;;) nxn matrisler olsun. A € [0,1]
olmak {izere

Ay =(1-XA+\B

matrisine A ile B matrislerinin konveks kombinasyonu denir.

Iki kararh matrisin konveks kombinasyonu kararl olmayabilir. Ornegin

-1.5 -12.06 —0.06 —0.5 —-12.06 -0.06
A= | -0.25 0 1 , B=1{ -025 0 1
0.25 —4 -1 0.25 —4 -1

secilirse A ile B matrisleri kararh oldugu halde (1 — A) A+ AB matrisi kararh
degildir. [7] |

Gergekten A matrisinin 6zdegerleri 7; = —2.478, 1, = —1.0995 x 1072 +
1.5638; ve 73 = —1.0995 x 1072 — 1.5638; dir. B matrisinin 6zdegerleri ise
pp = —1.4471, p, = —2.6431x10724+1.19284, p, = —2.6431x1072—1.1928;
olarak elde edilir ve iki matris de kararhdir, ancak A = % icin (1-A)A+AB

matrisi

-0.833 ~12.06 -0.06
2
A+ 3P = -0.25 0 1
0.25 —4 ~1

=~



dir ve bu matrisin 6zdegerieri

v;=-1.8392, vy, =23.0784x 107+ 1.3581i, vy = 3.0784 x 1073 — 1.3581:

oldugundan kararl degildir.
Tanmm 2.2. p(s) = s" +an_18" ' + ... + a15 + ap reel polinomu

verilsin.

0 0 0 -ap

10 0 -—aj
A= 01 - 0 -y

00 -+ 1 —apg

matrisine p(s) polinomunun kompanion matrisi demigtik. O zaman A

matrisinin karakteristik polinomu p(s) polinomudur ve
p(s) polinomu kararhidir < A matrisi kararhdir

Asagida matrisler ve karakteristik polinomlarin konveks kombinasyonlar: ile
ilgili baz1 érnekler verilmistir.
Ornek 2.1. Konveks kombinasyonu kararsiz olan iki kararh matrisin

karakteristik polinomlarinin konveks kombinasyonlar: kararl olabilir.

0 -1 1 1
A= ve B =
1 -1 -3 =2

. 1,
kararh matrislerini alalim. Bu iki matrisin konveks kombinasyonu A = 3 iin



dir.

21 2 2 11
Wi=1]11 4 ve We=1]1 01
110 11 2

secilirse

By = WA, W/!

(21 2][00 =1 1 -3 -4
= (11410 -2}]-1 1 32
(110](01 -1 0 3 -
1 -1 4
= |81
REE
By, = WA W,
(211][00 -10® 3 3 -1
= |[101]]|10 —0001 : -2 1
11201 —0.001 -3 3 3

L

1.001 -1.001 -—.001
= 0.5005 —1.5005 .4995
15015 —23015 .4985

B 1le By nin konveks kombinasyonlarinin karakteristik polinomu

s* + (0.999A + 0.001) s* + (—8.754)\% + 10.753\ + 0.001) s
—2.5038)\3 + 12.007)\% — 8.5035\

A € [0,1] i¢in kararhdwr. Ciinki

(0.999A + 0.001) . (—8.754)% + 10.753) + 0.001)
— (—2.5038)° + 12.007\* — 8.5035))
= —6.24144)° — 1.273507)\* + 8.515252 + 0.1 10~°

11



By = WyA,W, !

o2 o ][22
Colra 1230
| -6 2
T

elde edilir. B; ile B, nin konveks kombinasyonu

—82 4 29 3
At BA -
—261 79 69 17

13 A+ 13 13)‘ 13

(1= X B; +AB, =

dir ve konveks kombinasyonun karakteristik polinomu

. 147 108
241+ ety Ut WA |
s+ (1+A)s+ 13 13 +

dir. Fakat A = % i¢in 114437)\2 — 11—(?)\ + 1= -0.326 < 0 olur. Dolayisiyla B; ve
Bs nin konveks kombinasyonu kararsiz olur.

Ornek 2.3. Kararh iki py(s) ve p, (s) polinomunun konveks kom-
binasyonu Marsxz olsun. pi(s) ve pa(s) ye karss gelen kompanion matrisler
sirasiyla A; ve Ay iken dyle Wy, W, bulabiliriz ki By = Wy AW, !, Boo WA, Wyt

oldugunda B; ve B, matrislerinin konveks kombinasyonu kararh olur.

pi(s) =8 +s24+25+1 vepy(s) = +0.001s+0.001s +107®

segelim. [&]
(1=X)(s*+s*+2s+1) + A(s® +0.001s +0.001s + 107%)
. 2 .,
polinomu A = 3 i¢in kararsizdir.
0 0 —1 0 0 —1078
Ar=110 -2 A=|10 -0.001
01 -1 0 1 —-0.001

10



matrisidir ve karakteristik polinomu (s - -) (s + 2) oldugu icin kararh degldir.
Fakat A nin karakteristik polinomu pa(s) = s>+ s +1 vc B nin karakteris-
tik polinomu pp(s) = s? + s + 3 konveks kombinasyonlar: kararh olan iki
polinomdur.

Ornek 2.2. Konveks kombinasyonlan kararl olan p;(s) ve pa(s)
kararh polinomlarini alahm. p;(s) ve py(s) ye kars: gelen kompanion matrisler

sirasiyla A; ve Ay iken dyle Wy, Wy bulabiliriz ki

= VVI AIW'{I p‘ AQVV—

oldugunda B; ve B, matrislerinin konveks kombinasyonlar: kararsiz olur.
p(s)=s"+s+1, pa(s) =s*+2s+4
alalim. O halde
1=XNp(s) +Apa(s) =+ (1 +A)s+ 32+ 1

polinomu A € [0,1] icin kararhdir. Kompanion matrisler

0 -1 0 —4
A]_ = 9 A2 =
1 -1 1 -2
olur.
W, = ] ve Wo =
7 3 1 4
secersek

B, = W AW
2 -1 0 -1

gl Ble
o Bl

~1
w
—
J
—
=
A

[

= mhe
5 Rle

|:.a._.

—
o




elde edilir.

Simdi biz 1ki kararh matrisin konveks kombinasyonunun kararh olmasi
icin gerekli ve veterli kosul verecegiz. Once asagidaki tamm ve notasyonlari
verelim [9].

Tamim 2.3. n. mertebeden bir
P(S) =ans" +an_18" '+ ..+ a1s+ag

polinomunun Hurwitz matrisi n X n boyutludur ve agagidaki gibi tamimlanir.

An-1 Qn_3 Qn_5

ap n-2 Q4n-4

0
0 0 Qo

Al (M) ile bir M kare matrisinin pozitif ézdegerlerinin en biiyliglini
gosterelim. Eger M pozitif 6zdegere sahip degilse A% (M) = 07 olarak kabul
edilir.

Benzer sekilde A_;, (M), A matrisinin negatif dzdegerlerinin en kii¢iigiini
gostersin ve eger M negatif 6zdegerlere sahip degilse AL, (M) = 0~ olarak
kabul edilir.

R**" jle n xn boyutlu reel matrislerin lineer uzayin1 gosterelim.

Tamim 2.4. T{.): R**" — R™*™ lineer déniigiimi verilsin. Asag-
daki kogullarin saglandigin varsayalim:

1) Her M € R™" igin 1' (M) matrisinin en az bir reel szdegeri vardar.

2Ymaz{Re (A) : A\, M nin bir ézdegeri}

ve
max{v: v, T (M) nin bir reel ézdegeri}

sayllar1 ya ayn isaretli yada her ikiside sifirdir.

12



Bu durumda, T (.) doniiglimiine kararhhk problemini nonsingiilerlik prob-
lemine doniigtiren doniisiim denir.
Asagdaki lemma bu 6zelliklere sahip dontistimiin kararhhk problemini non-
singiilerlik problemine déniigtiirmesinin nedenini agiklamaktadir.
Lemma 2.1. Mg kararh olmak iizere iki tane n X n boyutlu My ve

M matrislerini ve
M={M,=My+rM:r <0,r3>0, 7 €(r1,m2)} (2.1)

matrislerin ailesini diistinelim. Kararlilik problemini nonsingiilerlik problemine
doniistliren bir T (.) donliglimiini alahm.

O zaman M nin glirbiiz kararlh olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

1(OM) = {L'(M): M € T} (2.2)

ailesinin nonsingiiler olmasidir.
Kamt. Gereklilik, M, nin kararhhg T (M) nin tiim reel dzdeger-
lerinin negatif olmasini ifade ettiginden kolayca goriiliir.

Yeterlilik ise her T'(A4,) nin nonsingiiler olmasindan ve A, nin ézdeger-
lerinin r ye gore stirekli-liginden elde edilir. Gergekten her T (A,) nin non-
singlilerhiginden M, € 9 nin dzdegerlerinin reel kisimlarimin sifir olmadig
sonucuna varihr. Ote yandan, My 1 her zdegerinin reel kisimlar negatif
oldugundan (M 1n kararh oldugunu hatirlayalim) siireklilikten dolay1 A4, nin
dzdegerlerinin reel kisimlarinin negatif oldugu elde edilir (aksi halde &yle r
vardir ki M, nin 6zdegerlerinin reel kisimlan sifirdir) ve dolayisiyla St ailesi
glirbtiz kararhdir.

Lemma 2.2. M, ve M; n x n boyutlu iki matris olsun. My 1n
nonsingiiler oldugunu varsayahm. 9 (2.1) ile tanimh matrislerin bir ailesi

olsun. Bu durumda 9N nin nonsingiilerligl i¢in maksimal arahk

1 1
min — - ~Tmax = _ 23
ran = (5 =) = e ) 09

min

iken (7min, Tmax) dir.
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Kamit. r#0, &, =2 icin

1
M, =rMo(=1 + Mg My) = rMo(6.1 — (— Mg My))

olduguna dikkat edelim.

1

Tmin

Bundan dolay1 M, Y7 € (Tip, Tmax) i¢in non-singillerdir <= ¥4, é, < ve

b, > "'nr:)lax icin My 'M; in ozdegeri degildir.
Ayrica M, nin nonsingilerligi icin maksimal (Tmin, "max) aralig da (2.1) ile
verilmektedir.

Teorem 2.3. T (.): R*** — R™*™ kararhlik problemini nonsingiiler-
lik problemine déniistiiren herhangi bir déniisiim olsun. O zaman M, kararh

olmak flizere My ve M, n X n matrislerini alalim.
M ={M, =My+7M;:7 € (Tmin, "max) } (2.4)

matrisler ailesini diistinelim. O halde 9 nin kararhih@ icin maksimal arahk
(Tmin; Tmax) da

Tt = (/\,;i,x—T(Mlo)-lT(Ml)))’“m - (A;‘.LY(—T(ﬂ;o)-lT(Mﬂ))

olarak bulunmaktadir.
Kanit. Lemma 2.1 den M kararhdir <= 1'(!M) nonsingilerdir oldugunu

biliyoruz. O halde
L) = {L'(Mo) + 71 (M) : 7 € (Tmins Tmax) |

oldugundan lemma 2.2 yi uygulayarak (2.4) elde edilir.
Bu teoremden kararh matrislerin konveks kombinasyonunun kararlihig icin
gerekli ve yeterli kogul elde edilir.

My ve M, matrisleri n x n boyutlu kararli matrisler ve

My = (1= A) Mo+ AM, (2.5)

bu matrislerin konveks kombinasyonu olsun.

1

T N (T (Mo) T (My — My)) (26)

Tm ax

14



olarak tanimlayalim.
Bu durumda asagidaki teorem gecerlidir.
Teorem 2.4 (2.5) konveks kombinasyonunun kararh olabilmesi igin

gerekhi ve yeterli kogul

Tmax 2 1

olmasidir.

Kamt. Konveks kombinasyon kararli olsun 7. tanimina gore VA €
(0,7max) icin M, kararhdir ve VA > 7y, icin M), kararsiz olmaktadir. Eger
Tmax < 1 olsayd:i mpae < A < 1 olacak sgekilde 6yle A sayisi bulabiliriz ki M),
kararsizdir. Bu ise konveks kombinasyonun kararlihig ile gelisir.

‘lersine rmax > 1 olsun. Kger konveks kombinasyon kararli degilse 3A € (0,1)
vardir ki M, kararsizdir. Bu durumda 7, < A olmahdir. Bu ise rpa > 1 ile
celigir.

Simdi ise kararlilik problemini nonsingiilerlik problemine doniigtiiren T
doéniistimiine érnekler verelim. A n X n kare matrisi icin m = n? olmak

lizere

T(M) = diag{M, M, ..., M} + [m;;I]

alahm. Eger M nin dzdegerleri A; (1 = 1,2,...,n) ise 1'(M) nin Szdegerleri

M+ A (5,7=1,2,..,n) bicimindedir. [10]

n(n + 1)

T doniisiimii i¢in diger bir érnek m = olmak {izere [11] de ver-

ilmistir.



Ornegin M

T (M) =

matrisidir.

Ornek 2.4.

3 x 3 boyutlu 1se

Mg 0

myy + Mgz M2

Moy M99
Moy 0
msi ms32
0 0

my3 0 0
Mo3 maa 0
0 Mo3 0
my; + Mgz Ty UOF:
ma Moy + M3z Ma3
msay ms2 Ma3a3

Kararli My ve M, matrislerini asagidaki gibi secelim.

00 —1

My=11 0 -1

01 =2

0 0 -2
Mi=11 0 -3
01 -2

My ve M; matrislerinin karakteristik polinomlan

Pmy (8 )

S+2%2+s+1

Pmy (8) = 8 +282+354+2

olarak elde edilir. Bu iki matrisin konveks kombinasyonunun kararliligini in-

celeyelim. T déniislimiinii yukaridaki gibi 6 x 6 biciminde bir matris segersek

T (M) =

-

o o O O = O

o O == O O

o = O O O ©

-1 0 0 |
-1 -1 0
0 -1 0
-2 0 -1
1 -2 -1
6 1 -2 |

-

T (M; — M) =

o O o o o ©
o o o o o ©o©
o O O O o o

olur. T (Mp) mn tersini bulup T (A, — M) ile ¢arparsak,

16

0 0
-1 0
-2 0
0 -1
0 -2
0 0




—T (Mo) ™' T (M, — Mp)

-

o O O O o o

o O O©oO o o o©o

O O O O o

o o O o o o

ot NN

W O

it

=1 N N

o O

1

-

o O O o o o

o O O o o o

o O o o o o

matrisi elde edilir. Bu matrisin szdegerleri 0,0,0,0,-3,-1 dir. (2.6) formiiliinden

I'max = 00 olarak elde edilir ve teorem 2.4 den dolay: konveks kombinasyon

kararhdir.
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3 MATRISLER AILESININ KARARLILIGI

ICIN KARSIT ORNEKLER

Yukarida da bahsettigimiz gibi polinomlar ailesinin kararhilig: i¢in bir ¢ok
gerekli ve yeterli kosullar yaymlanmstir (Kharitonov teoremi, kenar teoremi
v.s.). Matrisler politopu i¢in benzer sonuclar heniiz elde edilmemigtir. Mevcut
sonuclar ya 6zel durumlar icindir yada yeterli kosullar vermektedirler. Ornegin
[12] makalesinde aralik matrisler ele alinsada, uc matrisler tizerine simetriklik
kosulu konulmustur. Gegen boliimde bahsettigimiz gerekli ve yeterli kosul ise
ancak iki matrisin konveks kombinasyonu icin gegerlidir.

Burada biz polinomlar ailesi i¢in gecerli olan bazi teoremlierin matrisler
ailesi i¢in gegersiz olduguna dair karsit érnekler verecegiz [13].

Iddial. M={M, =" AMM,; >0, i=1,2,...m, Yo \=1}
matrisler politopu verilsin. Eger her 4,7 € {1,2,...,m} ve her A € [0,1] i¢in
AM; + (1 — X) M, kararh ise M aileside kararhdir.

Burada biz polinomlar politopu i¢in dogru olan bu iddianin matrisler poli-

topu i¢in dogru olmadigim gosterecegiz.

Ornek 3.1.
-1,0 0 1,0 -1,0 0 0
M, = 0 -1,0 0 |,My= 0 -1,0 1,0
-1,0 0 0,1 0 -1,0 0,1

~1,0 0 -1,0
I\’[3 - 0 —1,0 —1,0
1,0 1,0 0,1

Simdi M;, My, M3 iin konveks zarfin1 alarak M polytopunun kenarlarinin kararlh

oldugunu kontrol edelim. Af; ve M, nin konveks kombinasyonu YA € [0, 1] i¢in

18



kararhdir. Ciink:

det(s] — (AMy + (1= N) My)) = (s + 1)(s* + 0,95 + (\* + (1 — A)* = 0.1))

dir ve 2. ¢arpanin katsayilar daima pozitif oldugundan kararlidir

(M4 (1=2)2-0,1=2)—2)+0.9 ifadesi her A € [0,1] igin pozitiftir).
Ayni zamanda M; ve M; {in konveks kombinasyonu VA € [0,1] i¢in karar-

hdir, ¢iinki A

det(s — (AM; + (1= A) Mz)) = (s + 1)(s* + 0,95 + (1 — )2 + (1 — 22)* — 0.1))

dir ve (1 —X)2+ (1 —2X)2—-0,1) ifadesi her A € [0,1] i¢in pozitiftir.
Son olarak M, ve Mj iin de konveks kombinasyonu VA € [0,1] i¢in karar-
hdir. Cinki

det(s] — (AMa+ (1= A M) = (s + 1)(s2 + 0,95+ (1 = N)? + (1 — 22)* - 0.1))

1
Dolayisiyla bu politopun kenarlar1 kararhdir. Fakat Ay = Ay = A3 = 3 icin

-1.0 0 0
1W+1W+1’\I =
31 1 312 31'3— 0 -1.0 0O
0 0 01

matrisinin dzdegerleri -1, -1, 0.1 olduklarindan politop kararsizdir.

Iddia 2. (Hiperdortgenin kenarlarinm kontroli) Burada birinci tah-
min basansiz oldugu i¢cin M yi keyfi bir politop yerine bir hiperddrtgen olarak

alalim. Yani aralik matrislerin durumunu diigiinelim.
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Ornek 3.2.

my;;  —12.06 —-0.06 O
-0.25 -0.03 1.00 0.5

M=
025 —40 -1.03 0
0 05 0 TNy
—15<my £ -05 , 4.0 < myy < —1.0 ile tanmmlanan aralik matrisler

ailesini diistinelim.

my = —-05-q¢ ¢ €0,1]

my = —1.0-— g2 Qo € [0,3]

vazalim. Karakteristik polinomun, asagidaki sekilde oldugunu kolayca gostere-
biliriz
As,qp) = s*+(256+q +g)s
+(2.871 + 2.06q; + 1.56gs + q1g2)s”
+(3164 + 4.841q1 + 1.56q2 + 1.0GQ1QQ)S

+(10853 + 3.773¢; + 1.985¢, + 4.032¢:1¢»)

[0,1] x [0,3] hiperdortgenin dért kenannin kararliigim gozden gegirelim yani
asagidaki dort durumu ele alalim:

1.Durum: ¢; =0, ¢, €[0,3].

A(5,0,q2) = s*4(2.56 + go) s® + (2.871 + 1.56¢3) 5°

+(3.164 + 1.561g,) s + (1,853 + 1.985¢;)
2.Durum: ¢ € 0,1], g2 = 0.
A(s,q1,0) = s*+(2.56+q1)s® + (2.871 + 2.06q;) s°
+(3.164 + 4.841q1)s + (1.853 + 3.773q1)
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3.Durum: ¢ =1,¢, € [0,3].

Afs,1,q1) = ' +(3.56+q)s® +(4.931 + 2.56¢y))s>

+(8.005 + 2.621g5)s + (5.626 + 6.017g)

4.Durum: ¢ €[0,1], ¢o = 3.

As,q1,3) = s*+(5.56+q)s® + (7.551 + 5.06g;) s
+ (7.847 + 8.21¢q;) s + (7.808 + 15.869¢;)

Dért kenarin da kararhihg kolayca gosterilebilir. Ornegin, birinci kenarin
kararhiligy 4. mertebeden monik polinomun kararhihk kogsuluna yani asagidaki
esitsizlige denktir:

Her ¢, € {0,3] i¢in

(2.56 + go) (2.871 + 1.56¢;) (3.164 + 1.561¢,)
— (2.56 + g3)? (1.853 + 1.985¢5) — (3.164 + 1.561¢)% > 0

Son ifadeyi sadelestirirsek

1.1 4+ 0.819¢; + 1.1983¢2 + 0.4502¢3 > 0

elde ederiz. Katsayilar pozitif oldugundan g, ise [0, 3] arahginda degistiginden
yukaridaki egitsizlik daima saglanir. Benzer yolla diger kenarlarin da kararhhg
gosterilebilir.

Fakat ¢; = 0.5, g = 1.0 kondugunda bulunan i¢ nokta kararsiz olan

A(5,0.5,1.0) = s*+4.06s° + 5.961s% + 7.676s + 7.741
= (s+2.2389)(s + 1.8263) (s — 0.0026 + 51.376)
(s — 0.0026 — j1.376)
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karakteristik polinomuna yol acar.

Iddia 3. (Polinomlarda Mapping) M bir hiperdortgen iken aralik

matrislerin durumunu ve karakteristik polinomlarin kiimesini diisiinelim.
Py = {p(s) : p(s) = det (s — M,), M, € M}

Simdi M kararhdir & convPy kararhdir oldugu iddia edilmektedir. Biz bu
iddianin dogru olmadigm gérecegiz.

Elemanlan1 m;; < m;; < m;’rj . 1,7=1,2,...,n kosullarim saglayan
n X n boyutlu aralik matrisler ailesi M olsun. M kiimesi R"*™uzaymda bir
hiperdértgendir.

m;; lerin ancak sinir degerlerini alirsak elde edilen M, M, ..., M, matrisier1 M
nin ug noktalaridir. Bu matrislerin karakteristik polinomlar p; (s),p2 (s) , .-, Pm ()
olsun.

O zaman

i

COTI/I_’]P’},@ = {p'\(S) = ZA:'pi(S) : Ai Z 0,7/ = ].7 -y TR Z)\Z = 1}

=] =1

dir. M ailesi glirbiiz kararli olmasina ragmen convPy ailesinde kararsiz polinom
bulunabilir.

Kargit ornek olarak asagidaki aralik matrisler ailesini alalim.

Oraek 3.3.

mi 0 0
M = 0 myy mos

L 0 gy mas
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—2.4780

IA

—0.0518

IA

mye < —0.0194;

2.000

IA

mez < 3.4370;

I

—0.7115;

Mas

—0.0026

(A

mgz < —0.0012

Ile aralik matrisini tanimlayalim. Ik olarak bu hiperdértgenin kararh oldugunu
gosterecegiz. Yani VM € M matrisi kararhdir. M blok diagonal oldugu icin

M; O
M =

0 Moy
My = myy,

Moo M
My = 22 23

g2 g3

vazariz. M nin Szdegerlerinin M, ve My nin 6zdegerlerinin birlesimi oldugunu
ve bundan bagka M, in &zdegerlerinin m;; in tiim degerleri icin negatif reel

oldugunu goriiyoruz. Ayn: zamanda

det (8] — ]\4{22) = 82 — (ng + m33) S+ Mootz — Ma3M3a

elde edilir.

m;; lzerinde alman smirlan kullanarak det (s/ — A3;) nin katsayilarmin

daima porzitif kaldigh kolayca goriiliir. Bundan dolayr M hiperdsrtgeni giirbiiz
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kararhdir. convPy m giirbiiz kararh olmadigaim gosterehm, M de

i —-2.478 0 0.
My = 0 —0.0194 3.437 ;
] 0 —0.7115 —-0.0026
] —1.4471 0 0
My = 0 —0.0518 2.0
i 0 -0.7115 -0.0012

u¢ matrislerini alahm. M; ve M, nin karakteristik polinomlan ps, ve pag,

asagidadir.

P, (8) = det(s] — M;) = s* + 2.55% + 2.55 + 6.06
P, (8) = det(sI — My) =s*+1.55% + 1.5+ 2.06

Karakteristik polinomlarin konveks kombinasyonu

1 1
EPM; (s) + §p1\42 (s) = s3 +2.0s% + 2.0s + 4.06

olarak elde edilir ve kararsiz oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla convlPy poli-

topu kararsiz bir polinom igerir ve giirbiiz kararh degildir.
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4 KARARLILIK ICIN LYAPUNOV TEORISI

r=Ar, reR"

sisterninin asimptotik kararlilik problemini ele alalim. Ik olarak A nin karak-
teristik polinomunu hesaplariz ve Routh-Hurwitz kriterini uygulariz. Eger
karakteristik polinomun tiim kokleri negatif reel kisma sahipseler # = Az in
sifir konumu asimptotik kararhdir. A nin 6zdegerlerini hesaplamadan = Az
in asimptotik kararhiligim kontrol etmenin bir metodu vardir. Bu yontemi agik-
lamadan 6nce pozitif behrh ve pozitif yar1 belirli matrisleri tanimlamahyiz.
Tanmm 4.1. M, elemanlar1 kompleks sayilar cisminden olan bir n X n
matris olsun. M*, M nin kompleks egleniginin traspozu iken M* = M ise M
yve Hermitian matris denir.
Eger M reel matris ise Hermitian matrise simetrik matris denir.

Bir Hermitian matrisin tiim &zdegerleri reeldir ve unitary matris denilen
bir P nonsingtiler matrisi vardir 6yle ki P~! = P* ve M = PM P* matrisi
Ozdegerleri kosegen iizerinde olan kdsegen bir matristir.

Teorem 4.1. Bir M Hermitian matrisi alalim ve Apin ve Amax M nin
sirasiyla en kii¢iik ve en bilyiik 6zdegerleri olsun. C" kompleks vektér uzaymda

n boyutlu her z i¢in

Amin 1 Z 1P< Mz < Apax 11 T 12

dir. Burada z; z in <. bilegeni iken

nat= (r,1) = a*r = |z

dir.

Tamm 4.2. Eger C" deki sifirdan farkh her z icin z* Mz > U 1se
M Hermitian matrisine pozitif belirli matris denir. Eger C"* deki her z i¢in

"Mz > 0 ise M Hermitian matrisine pozitif yari belirli matris denir.
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Eger M elemanlan reel say: olan simetrik matris ise M nin pozitif belirli

olmasi i¢in her z € R*, £ # 0 i¢in

TMz >0

olmasidir. Bazen simetrik M matrisinin pozitif belirli olmasi her z € R" i¢in

TMz > anzi? (> 0)

ile tamimlanmaktadir. Bu egitsizliklerin denk olduklarimi gosterelim.

S={zeR*: nzxn=1}

olsun. $ kiimesi kompakttir ve her z € S icin T Mz > 0 dir (birinci kosula

gore).

w:S—R ¢()=2"Mz

fonksiyonu S' iizerinde siireklidir ve pozitiftir. S kompakt oldugundan siirekli
fonksiyonun bilinen 6zelligine gére dyle 2, € S vardir ki ¢ (z) > ¢ (z,) dir.

¢ (z,)=a diyelim. Simdi keyfi z € R™ alahm ve z # 0 olsun. y = vektorii

xri
icin y € S dir.

£Z i

Ny =i — = —— =

WTrH I

Bundan dolay:

e 2 o yMy>a
—E—)TM(—J—;—) > a ve 2TMz>anzi?
it H I

elde edilir. z = 0 i¢in de bu esitsizlik gegerli oldugundan denklik ispatlanmig

olur.
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Eger —M matrisi pozitif belirli 1se A ye negatif belirli matris denir.
M pozitif belirli matris olsun. A/ aym zamanda simetrik oldugundan

Ozdegerleri reeldir ve bu 6zdegerler A1, Xy, ..., Ay olsun. O zaman

Amax(M) = max T Mz
urn=

dir. Burada Apnax(A) M nin en bilylik 6zdegerini gstermektedir. Bu esitligi
ispatlayalim. M simetrik oldugundan dyle W ortogonal (W~ = W?) matrisi
vardir ki y = Wz i¢in

P Mz = /\1y12 + )\gyg + ...+ /\ny;‘:
ve nyn=nzndir. Ozamannzn=1xuyn=1. Eger nyn=1 ise

)\1y12 + )‘ng +o+ )‘nyrz; < '\max(y12 + yg +...+ yﬁ) = Amax

Buradan

elde edilir. Tersine A = A, olsun. 4, = 0,17 # %, v, = 1 gibi alirsak
Y. = (0,0,...,0,1,0,...,0) vektori icin uy, n= 1 olur.

(/\12912 + /\zyg +..+ )‘nyi) ly=y.= Mg = Amax

max [/\1?/% + A4+ /\nyﬁ] > Amax

Bu esitsizliklerden

Amax = Max [,\lyl2 + ,\2y§ + ..+ ,\nyﬁ] =max z' Mz
myn=1 nrn=1
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elde edilir.

Teorem 4.2. M nin pozitif belirli(pozitif yar belirli) bir Hermi-
tian matrisi olmasi icin gerekli ve yeterli kosul agsagidaki kosullardan herhangi
birinin saglanmasidir:

1. M nin tiim 6zdegerleri pozitiftir (negatif degil).

2. M nin tiim bas minérleri pozitiftir (M nin tiim bag minorleri negatif
degil).

3. Bir nonsingiiler(singiiler) N matrisi vardir 6yle ki M = N*N dir.

Teorem 4.3. A nin tiim 6zdegerlerinin negatif reel kisma sahip olmasi
icin yada buna denk olarak £ = Az in sifir konumu asimptotik kararh olmas

i¢in gerekl ve yeterli kosul herhangi bir pozitif belirli hermitian N matrisi i¢in

AM4+MA=—N (4.1)

matris denkleminin bir tek M pozitif belirli hermitian ¢dzlimiine sahip ol-
masidir.
Kamt. Yeterliik: V(z) = z*Mz olsun. £ = Az in herhangi z(t)

¢oziimi boyunca

Vi) = V) = o (M=)

= (G OM() + (M)

= z°(t)A"Maz(t) + 2" (1) M Az(2)
= 2(E)(A'M + MA)(t)
= —x*(t)Na(t)

elde ederiz. ‘leorem 4.1 den (Ax)min N nin en kiigiik dzdegeri, (Ar)max M nin
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en biiyiik ozdegeri iken

‘/’ z*Nzx (/\N)mjn
—_—= < - 4.2
V Mz~ (AM)max (4.2)

dir. Varsaymmdan M ve N matrisleri pozitif belirli olduklarindan teorem 4.2
den (An)mim > 0 ve (Apf)max > 0 oldugunu biliyoruz.

_ (AW)min

(AM)max

ile tamimlarsak (4.2) esitsizligi V' < —aV esitsizligine dontstir. Buradan

V(t) < e *V(0)

olur. a > 0 oldugu aciktir. Dolayisiyla V fonksiyonu z = Az nin her ¢ziimii
boyunca exponansiyel olarak sifira yaklagir. Ote yandan z = 0 <= V(z) = 0
dir. Bu, ' = Az in sifir konumunun asimptotik kararl oldugunu ispatlar.

Gereklilik: Eger 2 = Ar in sifir konumu asimptotik kararh ise A min tiim

ozdegerler: negatif reel kisma sahiptir. Sonug olarak her N i¢in

A'M+ MA=-N

denklemini saglayan bir tek M matrisi vardir ve M matrisi

M= / et NeAtdt
0

ile ifade edilir. Simdi N pozitif tammh ise M nin de pozitif tanimh oldugunu
gosterelim. N = H*H olacak sekilde H nonsingiiler matrisini segelim (teorem
4.2).
Asagidakini yazabiliriz:
Mz = / T H Myt
0
= / | Hetrg || dt
0
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H ve ¢ her t i¢in nonsingiiler oldugundan zp # 0 oldukga her ¢ igin
HeAtrg # 0 dir. Dolayisiyla her zg # 0 icin zjAM z > 0 oldugu sonucuna varihr
ve M pozitif tanimhdir. B&ylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.1. A matrisi reel, n X n boyutlu matris olsun. A nin kararh

olmasi i¢in gerekli ve yeterh kosul

/ eATENeAdt > 0
0

olacak sekilde bir N > (0 matrisinin olmasidir.

Sonug 4.2. Eger bir M > 0 matrisi varsa ki

ATM+MA<O

ise A matrisi kararhdir.

Teorem 4.4. A; ve A, simetrik, kararh iki matris ise A; ve Ay nin
konveks kombinasyonlar1 kararhdir.

Kamt. Matrisler simetrik olduklar i¢in 6zdegerleri reeldirler. Kararh
da olduklarindan &zdegerleri negatiftir. Buna gore A; ve Ay negatif belirki

matrisierdir. Yani

Ay <0 Ay <0

olur. O zaman

A4+ (1-M0)4 < 0 YaeD,1]]
T AL+ (1 -NA)r = AMzTAiz)+ (1- N (x5 Asz) <0

konveks kombinasyonda negatif belirli oldugundan kararhdir.
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Teorem 4.5. A; ve A, simetrik, kararh iki matris olsun. O zarman

oyle P, >0, P > 0 matnisleri vardr ki

P(A)=(1=-X)F+ AP

i¢in

AT PN +PAAWN <O

dir. Burada 4 ()) = (1 — A) 4; + A4, dir.
Kamt. 1‘)1 = —‘Al ) P2 = “Ag alahm. A1 < 0ve A2 <0 oldug'undan
P>0,P>0dnr.

P ()\) = —[(1 - )\) A+ )\.42]

O halde her z # 0 i¢in

(AT Q)P +PNAMN)z = 27[—((1 = 2) A3 + AA2)((1 = X) A + A A4y)
H((1 = A) 4r + 24) (1~ A) 4 + A4yl
= 22" ([(1=A) A+ A e 2
= 227 AN ANz
= 24Nz ANz
= 20 AN zi?<0

Boylece teorem ispatlanmig olur. Bu teorem Barmish’in iddiasmin ([3], sayfa

347) simetrik matrisler i¢in dogru oldugunu gostermektedir.
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5 KUADRATIK KARARLILIK VE
OYUN TEORISi

Bu boliimde matrisler ailesinin kuadratik kararhhk kavrami tanimlanms,
kuadratik kararhhk, giirbiiz kararhilik problemlerinin oyun teorisi ile baglan-
tilar verilmigtir. Sonra iki kararli matrisin konveks kombinasyonunun kuadratik
kararh olmasi icin yeni gerekli ve yeterli kogullar verilmistir {14,15].

Tanim 5.1. A matrisler ailesi verilsin. Eger 6yle P, > 0 matrisi

varsa ki her A € A icin

ATP,+PA<O

ise A ailesine kuadratik kararh aile denir. Burada > 0 (< 0) igaretleri pozitif
(negatif) belirliligi gostermektedir.

Teorem 5.1. Eger A matrisler ailesi kuadratik kararh ise A nin
konveks zarfi olan convA aileside kuadratik kararhdir.

Kamit. Koveks zarfin tanimina gore

k
conv A = {CEIAl + O.’2.42 + ...+ ak-Ak;‘417‘427 ...,‘4]9 € A, Zai = 1, a; > 0, ke 4’7\/7}

i=1

vazabiliriz. A ailesi kuadratik kararh olsun. Oyle P, > 0 vardir &yle ki her
A€ Aicin

ATP, + PLA<O (5.1)
dir. Herhangi A € convA alalhim. O zaman 6yle a3, as, ...,a; Ay, Ag, ..., Ax €
A vardir ki

A=a14) +ayAy + ... + ap Ax (52)
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dir. Ote yandan (5.1) e gore her i icin

ATP, + P,A; <0 (5.3)

dir. (5.3) U o ile carpip taraf tarafa toplarsak
a]A'{P*+a1P,,A]+...+akA',lc'P,+akP,,Ak = (a]A] + ag Ay + ... + OtkAk)T P,
-+ P* (01‘41 + a2‘42 + ...+ akAk) <0

olur. O zaman (5.2) ye gore her A € convA igin

ATP,+ PA<O

olur. Teorem ispatlanmig oldu.

P ile (n X n) boyutlu pozitif yan belirli matrisler ailesini gosterelim.
A ise (n X n) boyutlu matrislerin kompakt bir ailesi olsun. P € P ve 4 € A
igin AT P + P A matrisinin en biiyiik zdegerini J (4, P) ile gosterelim:

J (A, P) = Apax(ATP + PA)

J (A, P) nin maksiminine J;, minimaksina J; diyelim:

J1= max min J(A,P) (5.4)
=mi )
Jo min max J (A, P) (5.5)

A ve P kiimeleri kompakt, J (4, £) fonksiyonu ise siirekli oldugundén (5.4) ve
(6.5) de maksimum ve minimum yazlabilir.
Oyun teorisinden biliniyor ki J; < J, dir [16].

Teorem 5.2. A ailesinin robust kararli olabilmesi i¢in gerek ve yeter
kosul J; < U olmasidir. A ailesinin kuadratic kararh olabilmesi icin gerek ve

yeter kosul Jy < 0 olmasidir.
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Kamt. Eger J; < 0 ise her A € A icin 8yle pozitif belirli P matrisi

vardir ki

Amax (ATP + PA) < 0

dir. Bu durufnda’ A ailesi giirbiiz kararh olur. Benzer yolla bunun tersi ve
kuadratik kararhhigim J, < 0 a denk oldugu ispatlanir.
yukaridaki esitsizlikden ve teorem 5.2. den asagidaki sonucu elde ediyoruz.

Sonug 5.1. Eger A ailesi kuadratic kararl ise giirbiiz kararhdir.

Bu sonug kontrol teorisinde iyi bilinen bir sonugtur. Burada bu sonug¢ oyun
teorisinden elde edilmistir.

Teorem 5.3. Kuadratic kararhligin giirbiiz kararhiliga denk olmas:
icin gerek ve yeter kogul (5.4),(5.5) oyununda bir denge noktasinm bulu-
nabilmesidir. -

Yani bir (A4, £5) € AXP ¢ifti vardir 8yle ki VA € A ve P € P igin

J (‘4, PO) < J (‘407 PO) < J (‘407 P) (56)

dir. Bu teorem dogrudan oyun teorisinde iyi bilinen denge noktas: toreminden

goriiltir. Fakat genel oyun problemleri icin denge noktasinin varhg ve bulun-

mas! problemleri kolay degildir. Kararhilik icin agaghdaki sonug verilebilir.
Teorem 5.4. kger alinan her £ € P icin

J(A, P) < T(4"P)+a (5.7)

olacak sekilde @ > 0 skaleri varsa kuadratic kararliik indeksi Jy ve giirbiiz
kararhlik indeksi Jy arasindaki hata o dan biiylik degildir. Burada A* ve P*
minimaks probleminin ¢tzlimiidiir. Buradan kuadratic kararhhk ve glirbiiz
kararhiligin denk olmalar i¢in gerekli ve yeterli kogul yukandaki esitsizliginin

a = 0 da saglanmasidir.
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Kamt Alnan her P € P i¢in (5.7) esitsizliginden

J(A ,P)§a+gleigJ(A , P)

elde edilir.

min J (A*, P) < maxmin J (4, P) (5.8)
PeP A€ A PeP

oldugu gosterilebilir. Gergekten,

f(4) =minJ (4,8)

fonksiyonunu tanimlarsak

f (&) <max f (4)

yazabiliriz. O zaman

min J (A", P) <maxmmJ(4 P)
PepP €A P

elde ederiz. (5.7) ile birlestirilirse,

J(A P < a+ maxmin J(A,P) (5.9)

Ae A PeP

= a+J(4,P)

ortaya ¢ikar. Bu

J2SC¥+J]

demektir. Buradan kuadratik ve glirbiiz kararhlik indeksleri arasindaki hata



a ya esit yada a dan kiigiiktiir. Boylece ilk kismin ispati tamamlanmstr.
Simdi ikinei kasmi ispat edelim. (5.7) sart: @ = 0 i¢in saglamyorsa (5.9) esit-

sizligi de saglanir.

minmax J (4, P) < maxm1nJ(4 P)
PeP AeA €A PeP

bulunur.

maxmin J (4, P) < mmmaxJ(‘l P)
A€A PeP PeP AcA

oldugunu hafulayalun. Buradan maksimin ve minimaks problemlerinin den-
kligini soyleyebiliriz.
Tersine kuadratik ve giirbiiz kararhhgmnm denkligi (5.6) sartmmn a = 0 igin
saglandigim ifade eder.

Simdi ise iki kararh A; ve A; matrislerinin konveks kombinasyonunun
kararh olabilmesi i¢in gerekli ve yeterh kosul verelim.

Teorem (5.1) e esasen kuadratik kararhhk icin 8yle P > 0 matrisi bulun-
malidir ki

A{P+P1A1<O, A3P+PA2<O

olsun. A; verildiginde birinci esitsizligi saglayan P ler kiimesi

ATP+PA =-N

P= { / eAtNetdi . N > 0}
0

matrisler ailesidir. Eger A; kararh ise P ailesindeki her matris pozitif belirlidir

nin ¢dziimleri olan

(teorem 4.3).. P kiimesinde AZP + PA, < 0 esitsizligini saglayan P > 0

matrisinin varhg problemi

ATP(N)+ P(N) Ay <0 (5.10)
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esitsizligini saglayan N > 0 matrisinin varhg problemine denktir. Onceki

bslimde ispatladigimz gibi (5.10) esitsizligl agagidaki esitsizlige egdegerdir:

Amax (A7 P (N) + P (N) Ay) = maxz” (AP (N) + P (N) A2) 2 <0

Buradan asagidaki teoremi elde ederiz.
Teorem 5.5. A; ve A, nin konveks kombinasyonunun kuadratik

kararh olmasi icin gerekli ve yeterli kosul

inf max 27 (ATP (N) + P (N) A)z < 0

N>0nru=1

olmasidir.
Goriildtigi gibi kuadratik kararhlik problemi deger fonksiyonu bilinen bir

minimaks problemine doniisiir.

e 0 -2 0 -1
Ornek 5.1. A, = Ay =
1 -1 1 =2
kararh matrislerinin konveks kombinasyonunun kuadratik kararhhgm ispat-
layalim.
a b
p= D1 P2 N =
P2 D3 b c
alirsak

A{P‘}'PAI = "]V

nin ¢oziimi

3a+c¢ —a
P(N)= —4a. 2c
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gibidir.

ATP (N)+ P (N) Ay = DA
Sa4+3c—3b —3a-2

N nin pozitif belirli olmasi a > 0, ac — b*> > 0 olmas! demektir. AI P + PA,
matrisinin negatif belirli olmasi ise a >0, a(3a+2¢) — % (5a — 2b+¢)* > 0
esitsizligi ile egsdegerdir. Eger a = 1, b = 1, ¢ = 2 alirsak yukandaki esit-
sizliklerin saglandigimi gosterebiliriz. Dolayisiyla 6yle pozitif belirlhi N matrisi
vardrki

ATP(N)+P(N) Ay <0

dir. Buna gore konveks kombinasyon kuadratik kararhdir.

Teorem 5.6. A = conv {A4;, A, ..., A;} ailesini ele alahim ve her
|

i=1,2,...k igin |

A+ AT <0

|
olsun. Bu du;umda A ailesi kuadratik kararhdir.

Kamt. P, = I matrisi i¢in
‘ |

|
ATP, + PA; <0
|
|

|
oldugundan {A;, A,, ..., A} <Txilesi kuadratik kararhdir. Yukanidaki ispatimiza

goére bu ailenin konveks zarfi olan A ailesi de kuadratik kararhdar.

e -15 -1 -0.5 1
Ornek 5.2. A, = Ay = olarak

1 15 ~11 —0.5
alalim.
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O zaman

-3 0
A1+A"]r = <0

] 0 -3

__1 . Z
A2+A§ = <0

LO -1

oldugundan konveks kombinasyon kuadratik kararhdir. [14] makalesinde bu

konveks kombinasyonun kararlilig karmasik bir algoritma ile gosterilmistir.

s 27 2
Ornek 5.3. 4;,=| -5 -2 1 Ap=1]3t -1 -1 | olsun.
4 -1 -3 L:} -1 3£
2 0 0 |
A+ AT = 0 -4 0
] 0 O ——6_
h—l -1 —1—
Ap+4; = | -1 -2 -2
L——l -2 —3_

bu matrisler negatif belirli olduklarindan konveks kombinasyon kuadratik karar-
lidur. |

Ka.ra:tfh A, ve Ay matrislerini ele alalm.

ATP 4+ PA; = -1

matris denkleminin ¢zlimii

Pl = /30 e(A1+A:1r)tdt
(]

bicimindedir ve #; > 0 dir.

Teorem 5.7. Eger

ALP + PAy <0
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saglaniyorsa A1 ile Ay nin konveks kombinasyonu kuadratik ve bunun sonucu
olarak giirbiiz‘ka;rarhdlr.
Kamt. {A1, A2} ailesi kuadratik kararhdir ¢iinki #; > 0 matrisi i¢in

ATP+PA = -1<0

AP+PA, < 0

dir. Buradan da konveks kombinasyonun kuadratik kararhhg qikar.
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