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Bu tez çalışmasında, matrisler ailesinin giirbüz ve kuadratik karar­

lılığının bazı problemleri ele alınmıştır. Matrislerin konveks kombinasyonunun 

gürbüz ve kuadratik kararlılığı için gerekli ve yeterli koşullar verilmiştir. Poli­

nomlar ailesinin gürbüz kararlılığı teorisindeki bazı sonuçlarm (kenar teoremi, 

hiperdörtgen için uç nokta teoremi, Y.s.) matrisler ailesi için geçerli olmadığına 

dair karşıt örnekler verilmiştir. Gürbüz kararlılık ve kuadratik kararlılık prob­

lemlerinin oyun teorisi ile bağlantıları gösterilmiştir. 'H~z çalışmasında çok 

sayıda açıklayıcı örnekler de verilmiştir. 

Anahtar Keliıneler: Kararlı Matrisler, Matrislerin Konveks Kom­

binasyonu, Gürbüz Kararlılık, Kuadratik Kararlılık, Oyun Teorisi 
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In this thesis, some problems of stability of matrix family are consi­

dered. Necessary and sufficient conditions for robust stability and quadratic 

stability of convex combination of matrices are given. Counter examples \vhich 

are directly motiYated by the results in the polynomial case ( edges theo-rem, 

extremal points theorem for hyperrectangle, ete.) are also provided. These 

counter examples illustrate the fundamental differences between the poly­

nomial stability problem and the matrix stability problem. A game thearetic 

approach is considered to analyse the relationship between the quadratic and 

robust stability problems. Results are illustrated by several examples. 
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ı GİRİŞ 

Bir lineer dinamik sistemin hareketinin 

x = A..r. (1.1) 

diferansiyel denklem sistemiyle verildiğini varsayalım. Burada x = x(t) E JR''ı, 

t-zaman, A ise n X n boyutlu reel matristir. x(t0 ) =O ba§langıç koşulu altında 

(1.1) m tek çözümü x(t) = o dır. Buna göre X = o a (1.1) in denge konumu 

denir. Genelliği bozmaksızın to = o alalım ve (1.1) m x(O) = Xo koşulunu 

sağlayan çözümünü x (t, :r-o) ile gösterelim. 

Uygulamalar açısından (1.1) sisteminin x = O denge konumunun (Lyapunov 

anlamında) kararlılığı ve asimtotik kararlılığı çok önemlidir. 

Tanım 1.1. Her c > O için öyle 15 > O varsa ki ıı x0 ıı::; 15 ve t ;:-::: O 

iken 

:ı x(t,x0 ) ıı::; c (1.2) 

sağlanıyorsa x = O denge konumuna (Lyapunov anlamında ) kararlıdır denir 

111 
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Tanım 1.2. Eğer x = O denge konumu kararlıysa ve x0 noktası sıfi.ra 

yeteri kadar yakın iken x(t, x0 ) yörüngesi t-t oc için sıfıra yaklaşıyor ise x =O 

denge konumuna asimtotik kararlıdır denir. 

Teorem 1.1. (1.1) sisteminın asimtotik kararlı olması için gerekli ve 

yeterli koşul A matrisinin tüm özdeğerlerinin reel kısmının negatif olmasıdır. 

A matrisinllı özdeğerleri ise 1 birim ma.tris olmak üzere det (si - A) poli­

nomunun kökleridir. 

Tersine, herhangi p (s) = sn + an-ı sn-l + ... + aı s + ao m on ik polinomu 

ı 



(an =ı) 

o o o -ao 

ı o o -a.ı 

o ı o -az (1.3) 

O O ı -Q.n-1 

matrisinin karakteristik polinomudur. (1.3) matrisine p (s) polinomunun korn­

panion (companion) matrisi denir. (1.3) ile benzer olan tüm matrislerinde 

karakteristik polinomunun p (s) polinomu olduğu bilinmektedir. 

Yukarıdaki açıklamalardan dolayı matrislerin ve polinoruların kararlılık prob­

lemleri birbiriyle sıkı ilişki içindedir. Polinomların kararlılığı için pek çok yön­

tem bilinmektedir. Bunlara örnek olarak Hermite-Biehler teoremi , Hurwitz 

kriteri, Routh-Hurwitz kriteri v.b. göstermek mümkündür [2,3]. 

İleride kullanacağımız için burada Hurwitz kriterini verelim. Bir 

polinomunun Hurwitz matrisi n x n boyutlu 

H(p) = 

matrisidir. 

an-I 

an 

o 

o 
o 

an-3 an-5 

lln-2 Q.n-4 

lln-ı Q.n-3 

an an-2 

o 

(ai >O, i= O, ı, ... , n- ı) 

Q.n-5 

a.n-4 

O zaman p (s) polinomunun kararlı olması için gerekli ve yeterli koşul H (p) 

matrisinin tüm baş minörlerinin pozitif olmasıdır. Buna göre 
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p (.s) .s2 + aı.s + ao polinomunun kararlılığı için ao >O, aı >O; 

( ) 3 1 2 1 1 ı· ı.. lıl ~ . . p .s s ı a2s ı aı s ı ao po ın omunun !\.arar ıgı ıçın aı a2 > ao; 

koşulları gerekli ve yeterlidir. 

Matrislerin kararlılığı polinoruların kararlılığına dönüştüğünden bu kriterler 

matrisler için de geçerlidir. Bunun dışında matrislerin kararlılığı için aşağıdaki 

kriter ispatlanmıştır. 

Teorem 1.2. Eğer bir P pozitif belirli (.P > O) matrisi \-arsa ki 

(1.4) 

ise A matrisi kararlıdır. Burada AT matrisi Anın transpazunu göstermektedir. 

Bir çok pratikproblemdeA matrisinin elemanları (veya p (s) polinomunun 

katsayıları) kesin olarak bilinmemektedir. Bunun yerine, bu elemanların ve 

katsayıların alabilecegi degerler kümesi bilinmektedir. Bu durumda. aralık rnat.­

risler (aralık polinornlar), matrisler poligonu (polinomlar poligonu) , .. s. gibi 

ailelerin kararlılığı söz konusu olmaktadır. Bu tip kararlılığa gürbüz kararlılık 

(robust kararlılık) denir. 

Tanım 1.3. A matrisler ailesi verilsin. Eğer her A E A rnatrisi 

kararlı ise A ailesine gürbüz kararlı aile denir. 

Benzer tanım polinorular ailesi içinde verilebilir. 1978 yılında V.Kharit.onov 

'un polinarnlar ailesinin (aralık poliııonıların) kararlılığ,1 ile ilgili ünlü makalesin­

den sonra bu konuda geniş araştırmalar yapılmaya başlanmıştır. Bu araştır­

malarda polinoruların koııveks kombinasyonlarının kararlılığı teoremleri, ke­

nar teoremleri, uç nokta teoremleri, V-kararlılık teoremleri, sıhrı içermeme 
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prensibi, afin ve rmılt ilineer ailelerin kararlılığı t.eorcmlcri, kün~d polinorular 

ailesinin kararlılığı t.eoremlcri v.s. göstermek mümkündür. 

Biz polinorular ailesinin kararlılığı için en önemli sonuçlardan olan Kharit.onov 

teoremini ve kenar teoremini ifade edelim. 

Katsayıları belli bir aralıkta değişen 

( ) 
n n-1 p s = ans +an-ıs + ... + aıs + ao (1.5) 

ai E [g_i, ai] (i= O ... n) aralık polinornlar ailesini ve bu aileden aşağıdaki dört 

polinomu ele alalım. 

K () + + - 2+- 3+ 4+ 5+- 6+ ı s - {!o fhS a2s a3s ~s QsS ~s .... 

K2 (s) - ao + aıs + Q2S2 + !!3S3 + a4s4 + a5s5 + fk,S6 + ... . 

/{3 (s) - !!o+ aıs + a2s2 + !!3S3 + ~s4 + a5s5 + Cit;s6 + ... . 

K4 (s) ao +!!ıS+ Q.2S2 + a3s
3 + a4s4 + QsS5 + fk,S

6 + ... . 

Teorem 1.3. (Kharitonov 1978) (1.5) ailesinin gürbüz kararlı olması 

için gerekli ve yeterli koşul yukarıdaki dört polinomun kararlı olmasıdır. 

Bu teorem için Kharitonov'un kendi ispatı karmaşıktır. Ancak sonradan 

değer kümesi yakl~ımı ortaya çıktıktan sonra bu teoremin, polinoruların kök­

lerinin katsayılara göre sürekli değişimi ve kararlı polinomun kompleks dü­

zlemdeki görüntüsünün argümentinin monotonluğu gibi klasik teoremlerin bir 

sonucu olduğu anlaşılmıştırb [4). 

Kenar teoremi ise polinorular politopunun kararlılığı için ifade edilmiştir. 

Tanım 1.4. Eğer A C Rk kümesi, sonlu {pı, p2 , p3 , ••• , pm} C Rkkümesinin 

konveks zarfı ise yani 

A = conv {pi} 

ise A kümesine politop (polytope ) denir [5]. 

Tanım 1.5. Eğer p E A noktası A kümesindeki iki farklı noktayı 

birleştiren parçanın iç noktası biçiminde ifade edilemezsc p noktasına A 

kümesinin uç noktası denir. 
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Taıııın 1.6. A politopunun piı i- pi2 olmak üzere piı ve pi2 uç 

noktalarını ele alalım ve [piı , pi2 ] bu noktaları birle:ştiren doğru parçası olsun. 

Eğer her pa, pb E A için 

sağlanıyorsa [piı , pi2 ] doğru parçasına A politopunun kenarı denir. 

Eğer (1.5) bu polinornun katsayılardan oluşan (ao, aı, ... ,an) E IRn+l vek­

törünü karşı getirerek her n. rnert.ebeden polinoma IRn+ 1 uzayında bir vektör 

karşı gelmiş olur. Buna göre polinorular politopu dediğimizde IRn+l uzayın­

daki politopu kastediyoruz. Şimdi kenar teoremini ifade edelim. 

Teorem 1.4. (Barlett, Hollat, Huang, 1988 ) n. rnertebeden poli­

nomların A politopu verilsin. O zamanA politopunun gürbüz kararlı olması 

için gerekli ve yeterli koşul bu politopun her kenarının gürbüz kararlı olmasıdır 

[6]. 

n. mertebeden polinoruların A ailesi verilsin. w> O olmak üzere 

B( w)= {p (jw): p(.) E A} 

kümesi kompleks düzlernin bir alt küınesidir ve bu alt kürneye A ailesinin değer 

kümesi (value set) denir. 

Eğer A ailesi politop ise B(w) kümesi her w için kompleks düzlernde bir 

çokgen (poligon) olur. Kenar teoreminin ispatıda Apoligonunun bu özelliğine 

esaslanmıştır. 

Bu tez çalışmasında bazı rnatrisler ailesinin gürbüz ve kuadratik karar­

lılığı problemleri incelenmiştir. 

2. bölümde iki matrisin konveks kombinasyonu incelenmiştir. İki kararlı 

matrisin konveks kombinasyonunun kararlılığı için gerekli ve yeterli koşul ver­

ilmi~tir. Bunun yanısıra iki polinoru ve onların konveks kombinasyonlarının 

kararlılıkları arasındaki bağlantılar örneklerle açıklanmaya çalışılmıştır. 

3. bölüm ise rnatrisler ailesinin kararlılığı için karşıt örnekler içermekte­

dir. Burada polinorular ailesi için gerekli olan kenar teorerninin rnat.risler 
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için geçersiz oldu~u, polit.op yerine hiperdörtgen alırsak da yine kenar tco­

reminin geçersiz olduğuna dair karşıt örnekler verilmiştir. Aralık matrisler 

ailesinin karakteristik polinorular ailesinin gürbüz kararlılıgından bu polinom­

lar ailesinin konveks zarfının gürbüz kararlılığınlll çıkmadığına dair örnek de 

verilmiştir. 

4. bölümde matrislerin kararlılığı için Lyapunov yaklaşımı açıklanmış ve 

yaklaşımdan çıkan bazı sonuçlar verilmiştir. 

5. bölümde gürbüz kararlılık, kuadratik kararlılık ile oyun teorisi arasın­

daki bağlantılar ele alınmıştır. Bu bölümde kuadratik kararlılık için yeni yeter 

koşullar verilmiştir. 

G 



2 1\1ATRİSLERİN KONVEKS 

KOMBİNASYONLARININ 

KARARLlLlGI 

Bu bölümde, mat.rislerin konveks kombinasyonunun kararlılığı ile bu mat­

rislerin karakteristik polinamlarının konveks kombinasyonunun kararlılığı arasın­

daki bağlantılar örneklerle gösterilmi~ ve sonra matrislerin konveks kombinas­

yonunun kararlı olması için gerekli ve yeterli ko~ul verilmi~tir. 

Tiınım 2.1. A = (aij) ve H= (bij) n X n matrisler olsun. >.E [0, ı) 

olmak üzere 

A}. = (ı->.)A+>.B 

matrisine Aile B matrislerinin konveks kombinasyonu denir. 

İki kararlı matrisin konveks kombinasyonu kararlı olmayabilir. Örneğin 

-1.5 -12.06 -0.06 

A = -0.25 

0.25 

o 
-4 

ı 

-ı 

-0.5 -12.06 -0.06 

, B= -0.25 

0.25 

o 
-4 

ı 

-ı 

seçilirse A ile B matrisleri kararlı olduğu halde (ı - >.) A +>.B matrisi kararlı 

değildir. [7] 

Gerçekten A matrisinin özdeğerleri "lı = -2.478, "lı = -1.0995 x ıo- 2 + 

l.5638i ve 713 = -1.0995 x ıo- 2 - l.5638i dir. B matrisinin özdeğerleri ise 

!-Lı= -ı.447ı, ~-L2 = -2.643ı x ıo- 2 +Lı928i, f-L3 = -2.643ı x ıo- 2 - ı.ı928i 
') 

olarak elde edilir ve iki matris de kararlıdır, ancak>.=~ için (1- >.) A+ >.B 

mat ri si 

-0.833 -12.06 -0.06 
ı 2 
-A+ -B= -0.25 o ı 3 3 

0.25 -4 -ı 
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dir ve bu matrisin özdeğerleri 

Vı = -1.839 2, V2 = 3.078 4 X ıo-3 + 1.358ıi, V2 = 3.0784 X ıo-3 - 1.358ıi 

olduğundan kararlı değildir. 

Tanmı 2.2. p(s) = s"+ a.n-ısn-l + ... + a1s + ao reel polinomu 

verilsin. 

O O O -ao 

ı O O -aı 

A= O ı 

O O 1 -an-ı 

matrisine p( s) polinomunun kompanion matrisi demiştik. O zaman A 

matrisinin karakteristik polinomu p( s) polinomudur ve 

p( s) polinomu kararlıdır -{:::} A matrisi kararlıdır 

Aşağıda matrisler ve karakteristik polinomların konveks kombinasyonları ile 

ilgili bazı örnekler verilmiştir. 

Örnek 2.1. Konveks kombinasyonu kararsız olan iki kararlı matrisin 

karakteristik polinomlarının konveks kombinasyonları kararlı olabilir. 

A = [ 
0 -ı ] ve B = [ ı ı ] 
ı -ı -3 -2 

1 
kararlı matrislcrini alalım. Bu iki matrisin konveks kombinasyonu A = 2 için 

ı ı [ ~ o ] -A+-R = 
2 2 -ı -3 

2 

8 



dir. 

2 ı 2 2 ı ı 

ıvı= ı ı 4 ve ıv2 = ı o ı 

ı ı o ı ı 2 

seçilirse 

Bı - H1ıA.ıH11ı 

2 ı 2 o o -ı ı ı ı 
-ı -ı 

ı ı 4 ı o -2 -ı l ~ 
2 2 

ı ı o o ı -ı o 1. _1. 
4 4 

-ı -ı 4 

-3 _ı 29 
4 4 

ı -~ 1 
4 4 

B2 - lil2A.2H1;
1 

2 ı ı o o -ıo-8 ı ı _l 
2 2 2 

- ı o ı ı o -o.ooı l _;! 1 
2 2 2 

ı ı 2 o ı -o.ooı _1. 1 ı 

2 2 2 

ı.ooı -ı.ooı -.ooı 

- 0.5005 -1.5005 .4995 

ı.50ı 5 -2.50ı 5 .4985 

Hı ile H2 nin konveks kombinasyonlarının karakteristik polinomu 

8
3 + (0.999). + 0.001) 8

2 + (-8.754>.2 + 10.753). + o.ooı) s 

-2.5038>.3 + ı2.007>.2 - 8.5035>. 

>. E [0, ı] için kararlıdır. Çünki 

(0.999/\ + 0.001). ( -8.754/\2 + ı0.753/\ + o.ooı) 

- (- 2.5038>. 3 + ı2.007 >.2 
- 8.5035/\) 

-6.24144>.3 - 1.273507>.2 + 8.5ı5252 + 0.1 1o-r> 

ll 



elde edilir. Bı ile B2 nin konveks kombinasyonu 

[ 

-82 .A + ..!. 29 .A - ~ ] 
(ı _ .A) B +.AB = ı3 ı3 ı3 ı3 

ı 2 
-261 .A + 79 69 .A _ 11 

13 13 13 13 

dir ve konveks kombinasyonun karakteristik polinomu 

2 . ) ı47 2 ıos 
s + ( 1 + .A s + ı3 .A -

13 
.A + 1 

dir. Fakat .A =% için 11ıı; ..\2 -
1
1C: .A + 1 = -0.326 <O olur. Dolayısıyla Bı ve 

B2 nin konveks kombinasyonu kararsız olur. 

Örnek 2.3. Kararlı iki p1 (s) ve p2 (s) polinomunun konveks kom­

binasyonu kararsız olsun. p1 (s) ve p2 (s) ye karşı gelen kompanion matrisler 

sırasıyla Aı ve A2 iken öyle H' ı, H'2 b ulabiliriz ki Bı = H'ı Aı H'1-
1

, B2= H'2A2 H'2-
1 

olduğunda B 1 ve B2 matrislerinin konveks kombinasyonu kararlı olur. 

Pı (s)= s3 + s2 + 2s + 1 ve p-2 (s)= s3 + 0.001s2 + O.OOls + ıo-8 

seçelim. [8] 

(1- .A) (s3 + s2 + 2s + 1) + ,\ (s3 + 0.001s2 + O.OOls + ıo-8) 

2 
polinomu .A = 3" için kararsızdır. 

o o -ı 
Aı = ı O -2 

o ı -ı 

o o -ıo-s 

A2 = ı O -o.ooı 
o ı -0.001 
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matrisidir ve karakteristik polinomu (s- Ü (s+ Ü olduğu için kararlı değildir. 

Fakat A nın karakt.erist ik polinomu PA (s) = s 2 + s +ı ve B nin karakt.eris­

t.ik polinomu PB(s) = s 2 +s+ 3 konveks kombinasyonları kararlı olan iki 

polinomdur. 

Örnek 2.2. Konveks kombinasyonları kararlı olan p1 (s) ve Pı (s) 

kararlı polinomlarını alalım. p1(s) ve p2(s) ye karşı gelen kampanion matrisler 

sırasıyla Aı ve A2 iken öyle Wı, l1l2 bulabiliriz ki 

Bı = H'2A2 H121 

olduğunda B 1 ve B2 matrislerinin konveks kombinasyonları kararsız olur. 

Pı(s) = s2 +s+ ı , Pı(s) = s2 + 2s + 4 

alalım. O halde 

(ı- ..\)pı(s) + ..\p2(s) = s2 +(ı+ ..\)s+ 3..\ +ı 

polinomu ..\ E [0, ı] için kararlıdır. Kampanion matrisler 

olur. 

seçersek 

Bı 

Aı = [ 
0 -ı ] , A2 = [ 

0 
-

4 
] 

ı -ı ı -2 

lVı = 
[ 

2 -ı] 
7 3 

H'ıAıH'1- 1 

[ ~ -ı ] [ o =ı ] [ !: 
{ 3 ı ı 13 

[;; -1~~] 
79 _17 
13 n 
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elde edilir. 

:;!imdi biz iki kararlı matrisin konveks kombinasyonunun kararlı olması 

için gerekli ve yeterli koşul vereceğiz. Önce aşağıdaki tanım ve notasyonları 

verelim [9]. 

Tanım 2.3. n. mertebeden bir 

polinomunun Hurwitz matrisi n x n boyutludur ve aşağıdaki gibi tanımlanır. 

>ı!ax (Af) ile bir .H kare matrisinin pozitif özdeğerlerinin en büyüğünü 

gösterelim. Eğer 1H pozitif özdeğere sahip değilse ,\!ax ( lıJ) = o+ olarak kabul 

edilir. 

Henzer şekilde,\~ (M), .M ma.trisinin negatif özdeğerlerinin en küçüğünü 

göstersin ve eğer M negatif özdeğerlere sahip değilse \~ıin (M.) = o- olarak 

kabul edilir. 

JRnxn ile n x n boyutlu reel matrislerin lineer uzayını gösterelim. 

Tanım 2.4. T(.): Rnxn-+ Rmxm lineer dönüşümü verilsin. Aşağı­

daki koşulların sağlandığını varsayalım: 

1) Her M E Rnxn için '1' (.A1) matrisiııin en az bir reel özdeğeri vardır. 

2)max{Re (,\) : ,\, M nin bir özdeğeri} 

ve 

max{ ı': v, T (.~1) nin bir reel özdeğeri} 

sayıları ya aynı ü;;aretli yada her ikiside sıfirdır. 
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Bu durumda, T (.) dönüşümüne kararlılık problemini nonsingülcrlik prob­

lemine dönüştüren dönüşüm denir. 

Aşağıdaki lernma bu özelliklere sahip dönüşümün kararlılık problemini non­

singüler lik problemine dönüştürmesinin nedenini açıklamaktadır. 

Lernma 2.1. Mo kararlı olmak üzere iki tane n X n boyutlu l'ıJo ve 

M ı matrislerini ve 

9Jı = {.Hr =.Ho+ r.Hı :rı <O, r2 >O, rE (rı, r2)} (2.1) 

matrislerin ailesini düşünelim. Kararlılık problemini nonsingülerlik problemine 

dönüştüren bir T (.) dönüşümünü alalım. 

O zaman VJı nin gürbüz kararlı olması için gerekli ve yeterli koşul 

1'(9.n) = {1'(M) : M E Wl} (•) '))' \-·-

ailesinin nonsingüler olmasıdır. 

Kanıt. Gereklilik, Afr nin kararlılığı T (.~1r) nin tüm reel özdeğer­

lerinin negatif olmasını ifade ettiğinden kolayca görülür. 

Yeterlilik ise her T (.Hr) nin nonsingüler olmasından ve .~1r nin özdeğer­

lerinin r ye göre sürekli-liğinden elde edilir. Gerçekten her T (.~1r) nin non­

singülerliğinden Mr E mı nin özdeğerlerinin reel kısımlarının sıfır olmadığı 

sonucuna varılır. Öte yandan, A10 ın her özdeğerinin reel kısımları negatif 

olduğundan (Mo ın kararlı olduğunu hatırlayalım) süreklilikten dolayı Mr nin 

özdeğerlerinin reel kısımlarının negatif olduğu elde edilir (aksi halde öyle r 

vardır ki A1r nin özdeğerlerinin reel kısımları sıfirdır) ve dolayısıyla mı ailesi 

gürbüz kararlıdır. 

Lernma 2.2. lı10 ve lı11 n x n boyutlu iki matris olsun. Mo ın 

nonsingiiler olduğunu \'&sayalım. Wl (2.1) ile tanımlı matrislerin bir ailesi 

olsun. Bu durumda mı nin nonsingülerliği için maksirnal aralık 

iken ( r uıin, r max) dır. 

13 



Kanıt. T =/= O, br = ~ için 

ı 
lı1r = rMo(-1 + lı10 1 A1ı) = Tlıfo(Orl- (-lı10 1 Mı)) 

T 

olduguna dikkat edelim. 

Bundan dolayı Afr Vr E (r min ı T max) için non-singülerdir -<===}- Vorı Or < - 1
-. ve 

rmln 

Or > - 1
- için Af.0-

1 A11 in özdeğeri değildir. 
rmax 

Ayrıca ~Hr nin nonsingülerliği için maksirnal (Tmın, Tmax) aralığı da (2.1) ile 

verilmektedir. 

Teorem 2.3. T (.) : iR''x 1
' --7 iRmxm kararlılık problemini nonsingüler­

lik problemine dönüştüren herhangi bir dönüşüm olsun. O zaman M0 kararlı 

olmak üzere Mo ve A11 n x n matrislerini alalım. 

(2.4) 

matrisler ailesini düşünelim. O halde 9.ll nin kararlılığı için maksirnal aralık 

(Tminı Tmax) da 

rmin = (_x~in( -T(~o)- 1 T(Mı))) 'Tmax = (_x!a.x(-T(lı~o)-IT(Mı))) 

olarak bulunmaktadır. 

Kanıt. Lenıma 2.1 den rol kararlıdır-<===}- 1'(9J1) nonsingülerdir oldug'ımu 

biliyoruz. O halde 

olduğundan lernma 2.2 yi uygulayarak (2.4) elde edilir. 

Bu teoremden kararlı matrislerin konveks kombinasyonunun kararlılığı için 

gerekli ve yeter li koşul elde edilir. 

M0 ve M 1 matrisleri n x n boyutlu kararlı matrisler ve 

M:ı.. = (1- .X) Mo+ >..Mı (2.5) 

bu matrislerin konveks kombinasyonu olsun. 

r mM = [-'!= ( -T (Mo):1 T (Mı -Mo))] 
(2.6) 
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olarak tanımlayalım. 

Bu durumda aşağıdaki teorem geçerlidir. 

Teorem 2.4 (2.5) konYeks kombinasyonunun kararlı olabilmesi için 

gerekli ve yeter li koşul 

Tmax 2 ı 

olmasıdır. 

Kanıt. Konveks korubinasyon kararlı olsun r max tanırnma göre V>. E 

(O,rmax) için .~1). kararlıdır ve V>. > rmax için .~1). kararsız olmaktadır. Eğer 

r max < 1 olsaydı r max < >. < ı olacak şekilde öyle >. sayısı bulabiliriz ki l'vf). 

kararsızdır. Bu ise konveks kombinasyonun kararlılığı ile çel~ir. 

'lersine rmax 2 ı olsun. Eğer konYeks korubinasyon kararlı değilse 3>. E (0, ı) 

vardır ki M>. kararsızdır. Bu dururnda r max S >. olmalıdır. Bu ise r max 2 ı ile 

çelişir. 

Şimdi ise kararlılık problemini nonsingülerlik problemine dönüştüren T 

dönüşümüne örnekler verelim .. H n X n kare matrisi için m = n 2 olmak 

üzere 

alalım. Eğer M nin özdeğerleri Ai (i = ı, 2, ... ,n) ise 'l'(M) nin özdeğerleri 

Ai+ Ai (i,j = 1, 2, ... ,n) biçimindedir. [10) 
n(n +ı) 

T dönüşümü için diğer bir örnek m = 
2 

olmak üzere [ll] de ver-

ilmiştir. 

]}i 



matrisidir. 

Örnek 2.4. Kararlı lı10 ve lı11 matrislerini aşağıdaki gibi seçelim. 

o o -ı o o -2 

l\1o = ı o -ı lvfı = ı o -3 

o ı -2 o ı -2 

M0 ve .M.1 matrislerinin karakteristik polinarnları 

Pmo (s) - s3 + 2s2 +s+ ı 

Pm1 (s) - s3 + 2s2 + 3s + 2 

olarak elde edilir. Bu iki matrisin konveks kombinasyonunun kararlılığını in-

celeyelim. T dönüşümünü yukarıdaki gibi 6 x 6 biçiminde bir matris seçersek 

o o o -ı o o o o o -ı o o 

ı o o -ı -ı o o o o -2 -ı o 
o 

T (l~fo) = 
ı o o -ı o 

T (Afı- Afo) = 
o o o o -2 o 

o ı o -2 o -ı o o o o o -ı 

o o ı ı -2 -ı o o o o o -2 

o o o o ı -2 o o o o o o 

olur. T (.~fo) m tersini bulup T (Af1 --~fo) ile çarparsak, 
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-5 ı -2 2 o -ı o o o -ı o o 
-4 o -ı 2 o -ı o o o -2 -ı o 
-9 o -5 .... 

ı -3 o o o o -2 o 
-T (Afo)- 1 T (1Hı- .Mo) 

;:ı 

-ı o o o o o o o o o o -ı 

-4 o _') 2 o -ı o o o o o -2 -
-2 o -ı ı o -ı o o o o o o 

o o o -3 -3 2 
o o o -4 -2 2 
o o o -9 -ıo 

..., 
1 

-
o o o -ı o o 
o o o -4 -4 2 
o o o _') -2 ı ..., 

matrisi elde edilir. Bu matrisin özdeğerleri 0,0,0,0,-3,-ı dir. (2.6) formülünden 

rmax = 00 olarak elde edilir ve teorem 2.4 den dolayı konveks korobinasyon 

kararlı dır. 
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3 MATRİSLER AİLESİNİN KARARLlLlGI 

İÇİN KARŞIT ÖRNEKLER 

Yukarıda da bahsettigirniz gibi polinorular ailesinin kararlılıgı için bir çok 

gerekli ve yeterli koşullar yayınlanmıştır (Kharitonov teoremi, kenar t.eoremi 

v.s.). Matrisler politopu için benzer sonuçlar henüz elde edilmemiştir. Mevcut 

sonuçlar ya özel durumlar içindir yada yeterli koşullar vermektedirler. Örneğin 

[12] makalesinde aralık matrisler ele alınsada, uç matrisler üzerine simetriklik 

koşulu konulmuştur. Geçen bölümde bahsettiğimiz gerekli ve yeterli koşul ise 

ancak iki matrisin konveks kombinasyonu için geçerlidir. 

Burada biz polinarnlar ailesi için geçerli olan bazı teoremlerin matrisler 

ailesi için geçersiz olduğuna dair karşıt örnekler vereceğiz [13]. 

İddia 1. M= {AfA = L::ı A;,Afi; "\ 2 O, i= 1, 2, ... ,m, L::ı "\ = 1} 

matrisler politopu verilsin. Eğer her i,j E {1, 2, ... ,m} ve her). E [0, 1] için 

>..~1i + (1 - >.) .~1i kararlı ise I-.'v11: aileside kararlıdır. 

Burada biz polinorular politopu için doğru olan bu iddianın matrisler pali­

topu için doğru olmadığını göstereceğiz. 

Örnek 3.1. 

-1,0 o ı, o -ı, o o o 
iV! ı o -ı, o o 'iVf2 = o -ı, o 1,0 

-ı, o o o, ı o -ı, o 0,1 

-ı, o o -ı, o 
1113 - o -1,0 -ı, o 

ı, o ı, o o, ı 

Sirndi A1ı, Af2, M3 ün konveks zarfını alarak M polytopunun kenarlarının kararlı 

olduğunu kontrol edelim .. H1 ve .~12 nin konveks kombinasyonu V). E [0, ı] için 

ıs 



kararlıdır. ~:ünki 

2 2 ( 2 ) det(sl- (/\_Mı+ (ı-/\) A12 )) =(s+ ı)(s + 0,9s +(.X + ı-/\) - O.ı) 

dir ve 2. çarpanın katsayıları daima pozitif olduğundan kararlıdır 

(/\
2 +(ı- ,\)2 - O, ı = 2,\2

- 2,\ + 0.9 ifadesi her ,\E [0, ı] için pozitiftir). 

Aynı zamanda .~11 ve .~13 ün konveks kombinasyonu V,\ E [0, ı] için karar-

lı dır, çünki 

det(sl- (/\1\,11 +(ı- .X) A13)) =(s+ ı)(s2 +O, 9s +((ı- ,\)2 +(ı- 2,\)2
- O.ı)) 

dir ve ((1- ,\)2 + (1- 2,\)2 - O, 1) ifadesi her,\ E [0, ı] için pozitiftir. 

Son olarak .~12 ve .~13 ün de konveks kombinasyonu '\1,\ E [0, ı] için karar­

lıdır. Çünki 

det(sJ- (.X21J2 +(ı-,\) .M3)) =(s+ ı)(s2 +O, 9s + ((1- .X) 2 + (1- 2,\)2
- 0.1)) 

. ı 
Dolayısıyla bu polit.opun kenarları kararlıdır. Fakat Aı = A2 = A3 = 3 ıçın 

-1.0 o o 
ı ı ı 
-lvfı + -jVf2 + -Af3 = 
3 3 3 o -1.0 o 

o o o.ı 

matrisinin özdeğerleri -1, -1, 0.1 olduklarından politop kararsızdır. 

İddia 2. (Hiperdörtgenin kenarlarının kontrolü) Burada birinci tah­

min başarısız olduğu için M yi keyfi bir politop yerine bir hiperdörtgen olarak 

alalım. Yani aralık matrislerin durumunu düşünelim. 

ıg 



Örnek 3.2. 

mn -ı2.06 -0.06 o 
-0.25 -0.03 1.00 0.5 

Af= 
0.25 -4.0 -1.03 o 
o 0.5 o m44 

-1.5 $ m 11 $ -0.5 , -4.0 $ m44 $ -1.0 ile tanımlanan aralık matrisler 

ailesini düşünelim. 

mıı - -0.5- qı qı E [0, ı) 

m44 - -1.0- q2 q2 E [0,3] 

yazalım. Karakteristik polinomun, ruşağıdaki şekilde olduğunu kolayca göstere­

biliriz 

~ (s,qıq2) - s4 + (2.56 + qı + q2)s3 

+(2.87ı + 2.06qı + l.66q2 + qıq2)s2 

+(3.ı64 + 4.84ıqı + l.66q2 + l.06qıq2)s 

+(ı0853 + 3.773qı + 1.985q2 + 4.032qıq2) 

[0, ı) X [0, 3) hiperdörtgenin dört kenarının kararlılığını gözden geçirelim yani 

aşağıdaki dört durumu ele alalım: 

l.Durum: qı = O, q2 E [0, 3] . 

~(s, O, q2) - s4 + (2.56 + q2) s3 + (2.871 + l.66q2) s2 

+ (3.ı64 + 1.56ıq2) s+ (ı, 853 + 1.985q2) 

2.Durum: qı E [0, ı), q2 =O. 

~(s, qı, O) = s4 + (2.56 + qı) s3 + (2.871 + 2.06qı) s2 

+ (3.ı64 + 4.84ıq1 )s + (1.853 + 3.773qı) 
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3.Dunım: qı =ı, q2 E [U, 3]. 

A (s, ı, q1 ) = s4 + (3.56 + q1 ) s3 + (4.93ı + 2.56q2))s2 

+(8.005 + 2.62ıq2)s + (5.626 + 6.0ı 7q2) 

4.Uurum: qı E [0, ı], q2 = 3. 

~(s, qı, 3) = s4 + (5.56 + q1) s3 + (7.55ı + 5.06q1 ) s2 

+ (7.847 + 8.2ıqı) s+ (7.808 + ı5.869qı) 

Dört kenarın da kararlılığı kolayca gösterilebilir. Örneğin, birinci kenarın 

kararlılığı 4. mertebeden monik polinomun kararlılık koşuluna yani aşağıdaki 

eşitsizliğe denktir: 

Her q2 E [0, 3] için 

(2.56 + q2) (2.87ı + l.56q2) (3.ı64 + 1.56ıq2) 

- (2.56 + q2)
2 (1.853 + 1.985q2) - (3.164 + 1.561q2)2 > o 

Son ifadeyi sadeleştirirsek 

1.1 + 0.819q2 + 1.1983qi + 0.4502q~ > o 

elde ederiz. Katsayılar pozitif olduğundan q2 ise [0, 3] aralığında değiştiğinden 

yukarıdaki eşitsizlik daima sağlanır. Benzer yolla diğer kenarların da kararlılığı 

gösterilebilir . 

. Fakat q1 = 0.5 , q2 = 1.0 konduğunda bulunan iç nokta kararsız olan 

A (s, 0.5, 1.0) - s4 + 4.06s3 + 5.961s2 + 7.676s + 7.741 

- (s+ 2.2389)(s + 1.8263) (s- 0.0026 + jl.376) 

(s- 0.0026- jl.376) 
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karakteristik polinoruuna yol açar. 

İddia 3. (Polinomlarda ~Iapping) M bir hiperdörtgen iken aralık 

matrislerin durumunu ve karakteristik polinoruların kümesini düşünelim. 

JP>rvı = {p(s) : p(s) = det (si -M>.), M>. E M} 

Şimdi M kararlıdır {:} convJP>M kararlıdır olduğu iddia edilmektedir. Biz bu 

iddianın doğru olmadığını görecegiz. 

El ı - < .. < + . . - ı ') eman arı mij _ mı:ı _ mii , ı,J- , ~, ... ,n koşullarını sağlayan 

n X n boyutlu aralık matrisler ailesi M olsun. M kümesi Rnxnuzayında bir 

hiperdörtgen dir. 

mii lerinancak sınır degerierini alırsak eldeedilen A11 , _M2 , ••• ,_Mm rnatrisleri M 

nin uç noktalarıdır. Bu matrislerin karakteristik polinarnları Pı (s) , P2 (s) , ... , Pm (s) 

olsun. 

O zaman 

m. ın 

i=l i=l 

dir. M ailesi gürbüz kararlı olmasma rağmen convJP>M ailesinde kararsız polinarn 

bulunabilir. 

Karşıt örnek olarak aşağıdaki aralık matrisler ailesini alalım. 

Önıek 3.3. 

mn O O 

1\t[ = O m22 m23 
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-2.4780 < mı ı ::; - 1.4471; 

-0.0518 < m22 ::; -0.0194; 

2.000 < mza ::; 3.4370; 

rn2~ - -0.7115; 

-0.0026 < m33 ::; -0.0012 

İle aralık matrisini tanırnlayalırn. İlk olarak bu hiperdörtgenin kararlı olduğunu 

göstereceğiz. Yani V lıf E M matrisi kararlıdır. M blok diagonal olduğu için 

lv! - [M" O]· o ]VJ22 

l\1ıı - mu; 

lVIıı [ = ~] -
m,az m,33 

yazarız. lıf nin özdeğerlerinin lıf11 ve lıf22 nin özdeğerlerinin birleşimi olduğunu 

ve bundan başka l\111 in özdeğerlerinin m11 in tüm değerleri için negatif reel 

olduğunu görüyoruz. Aynı zamanda 

elde edilir. 

mij üzerinde alınan sınırları kullanarak det (si - M 22 ) nin katsayılarının 

daima pozitif kaldığı kolayca görülür. Bundan dolayı M hiperdörtgeni gürbüz 
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kararlıdır. convlP'M in gürbüz kararlı olmadığını gösterdim, M de 

-2.478 o o 
1Hı o -0.0194 3.437 

o -0.7115 -0.0026 

-1.4471 o o 
Af2 - o -0.0518 2.0 

o -0.7115 -0.0012 

uç matrislerini alalım. A11 ve .M2 nin karakteristik polinoruları PMı ve PM2 

aşağıdadır. 

PMı (s) - det (si- A1ı) = s3 + 2.5s2 + 2.5s + 6.06 

PM2 (s) - det (si- .M2) = s3 + l.5s2 + l.5s + 2.06 

Karakteristik polinarnların konveks kombinasyonu 

olarak elde edilir ve kararsız olduğu kolayca görülür. Dolayısıyla can/ulP'M poli­

topu kararsız bir polinom içerir ve gürbüz kararlı değildir. 
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4 KARARLILIK İÇİN LYAPUNOV TEORİSİ 

.i: = A..ı; , .ı; E JR." 

sisteminin asimptotik kararlılık problemini ele alalım. İlk olarak A. nın karak­

teristik polinomunu hesaplarız ve Routh-Hurwitz kriterini uygularız. Eğer 

karakteristik polinomun tüm kökleri negatif reel kısma sahipseler x = Ar in 

sıfır konumu asimptotik kararlıdır. A nın özdeğerlerini hesaplamadan x = Ax 

in asimptotik kararlılığını kontrol etmenin bir metodu vardır. Bu yöntemi açık­

lamadan önce pozitif belirli ve pozitif yarı belirli matrisleri tanımlamalıyız. 

'nınım 4.1. M, elemanları kompleks sayılar cİsıninden olan bir n x n 

matris olsun. NI*, Af nin kompleks eşleniginin traspozu iken 11.1* = 11.1 ise 111 

ye Hermitian matris denir. 

Eğer M reel matris ise Hermitian matrise simetrik matris denir. 

Bir Hermitian matrisin tüm özdeğerleri reeldir ve unitary matris denilen 

bir P nonsingüler matrisi vardır öyle ki p-ı = P* ve j\J = P JM P* matrisi 

özdeğerleri köşegen üzerinde olan köşegen bir matristir. 

Teorem 4. 1. H ir M Hermitian matrisi alalım ve Amin ve Amax M nin 

sırasıyla en küçük ve en büyük özdeğerleri olsun. en kompleks vektör uzayında 

n boyutlu her x için 

dir. Burada Xi x in i. bileşeni iken 
n 

ll ,,. 112_ 1-ı· ''") - ,, ... ,,.-~ 1''"·12 •• , - \'''''' - •• , •'-'-~ •'-'ı 

i=l 

dir. 

'llmım 4.2. Eğer en deki sıfırdan farklı her X için x* M X > o ise 

M Hermitian matrisine pozitif belirli matris denir. Eğer en deki her X için 

.ı;* 11.1.ı; 2: O ise M Hermitian matrisine pozitif yarı belirli matris denir. 
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Eğer .Af elernanları reel sayı olan simetrik rnat.ris ise Af nin pozitif belirli 

olması için her x E .IR.n, x f:. O ıçın 

olmasıdır. Bazen simetrik M matrisinin pozitif belirli olması her x E JR.n için 

(a >O) 

ile tanımlanmaktadır. Bu eşitsizliklerin denk olduklarını gösterelim. 

S = {X E :rn;.n : ll X ll= 1} 

olsun. S kümesi kompakttır ve her x E S için xT M x > O dir (birinci koşula 

göre). 

fonksiyonu S üzerinde süreklidir ve pozitiftir. S kornpakt olduğundan sürekli 

fonksiyonun bilinen özelliğine göre öyle x* E S vardır ki 'P (x) 2: 'P (x*) dır. 

<p (x*)=a diyelim. Şimdi keyfi x E Rn alalım ve x f:. O olsun. y = _!__ vektörü 
11xıı 

için y E S dir. 

x 11x 11 
ııyıı=ıı--ıı= --=ı 

ııxıı ııxıı 

Bundan dolayı 

;p (y) > a:, yTA1y 2: a: 

( _!__ f NI ( _!__) > a ve xT NI x 2: a ıı x ıı2 
ııxıı ııxıı 

elde edilir. x = O için de bu eşitsizlik geçerli olduğundan denklik ispa.tlanmış 

olur. 
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E~r -M matrisi pozitif belirli ise Af ye negatif belirli mat.ris denir. 

Af pozitif belirli mat.ris olsun. 111 aynı zamanda simetrik oldugundan 

özdeğerleri reeldir ve bu özdeğerler )11 , ..\2 , ••• ,An olsun. O zaman 

dir. Burada Amax(M) M nin en büyük özdeğerini göstermektedir. Bu eşitliği 

ispatlayalım. Af simetrikolduğundan öyle H' ortogonal (H'- 1 = H11') matrisi 

vardır ki y = W x için 

ve 11 y 11=11 x 11 dir. O zaman ı ı x ı ı= ı #ı ıyı ı= 1. Eğer ıı yı ı= ı ise 

Buradan 

elde edilir. Tersine Amax = ,\0 olsun. Yi = O , i =/= io , Yio = 1 gibi alırsak 

y* = (0, O, ... , O, ı, O, ... , O) vektörü için 11 y* ı ı= ı olur. 

" 2 2 2] max l ..\ıYı + ..\2y2 + ... + AnYn 2:: Amax 
!!y:ı=l 

Bu eşitsizliklerden 
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elde edilir. 

Teorem 4.2. M nin pozitif belirli(pozitif yarı belirli) bir Hermi­

tian matrisi olması için gerekli ve yeterli koşul aşağıdaki koşullardan herhangi 

birinin sağlanmasıdır: 

1. .H nin tüm özdeğerleri pozitiftir (negatif değil). 

2. .H nin tüm baş minörleri pozitiftir (.~1 nin tüm baş minörleri negatif 

d ~·ll egı ;· 

3. Bir nonsingüler(singüler) N matrisi vardır öyle ki .~1 =N* N dir. 

Teorem 4.3. Anın tüm özdeğerlerinin negatif reel kısma sahip olması 

için yada buna denk olarak i; = Ax in sıfır konumu asirnptotik kararlı olması 

için gerekli ve yeterli koşul herhangi bir pozitif belirli hermitian N matrisi için 

A.*M +MA= -N (4.1) 

matris denkleminin bir tek M pozitif belirli hermitian çözümüne sahip ol­

masıdır. 

Kanıt. Yeterlilik: F(x) = x*A1x olsun. i;= Ar in herhangi x(t) 

çözümü boyunca 

V(x) d d 
- dt V(x(t)) =dt (x*(t)l\1x(t)) 

d d 
- (dtx*(t))l\1x(t) + x*(t)M(dtx(t)) 

- x"'(t)A.* Mx(t) + x*(t)M Ax(t) 

x*(t)(A*A1 + .~1A)x(t) 

- -x"'(t)Nx(t) 

elde ederiz. 'leorem 4.1 den (AN)nıin IV nin en küçük özd~ğeri, (AM)nıax .M nin 
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en büyük özdeğeri iken 

(4.2) 

dir. Varsayımdan M ve N matrisleri pozitif belirli olduklarından teorem 4.2 

den (>.N )min > O Ye (>.M )max > O olduğunu biliyoruz. 

ile tanımlarsak (4.2) eşitsizliğ;i V' ::; -a:V eşitsizliğine dönüşür. Buradan 

olur. a >O olduğu açıktır. Dolayısıyla V fonksiyonu x' = A.x nin her çözümü 

bo;yıınca exponansiyel olarak sıfıra yaklaşır. Öte yandan x =O {:::::::::> ır(x) =O 

dır. Bu, x' = A.x in sıfır konumunun asimptotik kararlı olduğunu ispatlar. 

Gereklilik Eğer x' = A.x in sıfır konumu asimptotik kararlı ise A nın tüm 

özdeğerleri negatif reel kısma sahiptir. Sonuç olarak her N için 

A*Jı1 +MA= -N 

denklemini sağlayan bir tek M matrisi vardır ve M matrisi 

M= 1oo eA*tNeAtdt 

ile ifade edilir. Şimdi N pozitif tanımlı ise M nin de pozitif tanımlı olduğunu 

gösterelim. IV = H* H olacak şekilde H nonsingüler matrisini seçelim ( teorem 

X 4.:0.). 

Aşağıdakini yazabiliriz: 

x~JMx - ı·oo x~eA*tll*eAtx0dt 

- ı= ll HeAtxo 112 dt 
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H ve cAt her. t için nonsingüler olduğundan .r-0 =f O oldukça her t için 

HcA1·x0 =fO dır. Dolayısıyla her x0 =fO için x~Af x >O olduğu sonucuna varılır 

ve M pozitif tanımlıdır. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

Sonuç 4.1. A matrisi reel, n x n boyutlu matris olsun. Anın kararlı 

olması için gerekli ve yeterli koşul 

ix eATtNeAtdt > 0 

olacak şekilde bir N> O matrisinin olmasıdır. 

Sonuç 4.2. Eğer bir Af > O matrisi varsa ki 

ise A ma.trisi ka.ra.rlıdır. 

Teorem 4.4. A1 ve A2 simetrik, kararlı iki matris ise A1 ve A2 nin 

konveks kombinasyonları kararlıdır. 

Kanıt. Matrisler simetrik oldukları için özdeğerleri reeldirler. Kararlı 

da olduklarından özdeğerleri negatiftir. Buna göre A1 ve A2 negatif belirli 

matrislerdir. Yani 

olur. O zaman 

>.Aı + (1- >.) 1h < O 'V>. E [0, 1] 

xT (>.A1 + (1 - >.) A2) .ı; - ,.\(xT Aıx) + (1- ,.\) (.ı;T A2x) < O 

konveks kombinasyonda negatif belirli olduğundan kararlıdır. 



Teorem 4.5. A1 ve A2 simetrik, kararlı iki matris olsun. O zaman 

öyle P1 >O , P2 >O matrisleri vardır ki 

P (A) = (1 - A) Pı +APı 

ıçın 

dır. Burada A. (A) = (1 - >.) A.1 + >.A.2 dir. 

Kanıt. ? 1 = -A1 , ? 2 = -A2 alalım. A1 <O ve Aı <O olduğundan 

Pı > O , Pı > O dır. 

O halde her x =/:- O için 

xT(AT (A) P (A) + P (A) A (>.))x - xT[-((1- >.) A1 + ,\A2)((1- A) A1 + AAı) 

+((1- >.) A.ı + >.A.ı)((l - >.) A.ı + >.A.ı)]x 
'1' (r ]2) - -2x t(l- >.) Aı + AAı x 

-2xTA (A) A (A) x 

- -2(A (A) xfA (A) x 

- -2 ıı A(A)x ı?< O 

Böylece teorem ispatlanmış olur. Bu teorem Barmish'in iddiasının ([3], sayfa 

347) simetrik matrisler için doğru olduğunu göstermektedir. 
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5 KUADRATiK KARARLILIK VE 

OYUN TEORİSİ 

Bu bölümde rnatris~er ailesinin kuadratik kararlılık kanarnı tanımlanmış, 

kuadratik kararlılık, gürbüz kararlılık problemlerinin oyun teorisi ile bağlan­

tıları verilmiştir. Sonra iki kararlı rnatrisin konveks kombinasyonunun kuadratik 

kararlı olması için yeni gerekli ve yeterli koşullar verilmiştir [14,15]. 

Tanım 5.1. .A nıatrisler ailesi verilsin. Eğer öyle P. > O nıatrisi 

varsa ki her A E .A için 

ATP. +P.A <o 

ise .A ailesine kuadratik kararlı aile denir. Burada > O ( < O) işaretleri pozitif 

(negatif) belirliliği göstermektedir. 

Teorem 5.1. Eğer .A rnatrisler ailesi kuadratik kararlı ise .A nın 

konveks zarfı olan conv.A aileside kuadratik kararlıdır. 

Kanıt. Koveks zarfin tanınıına göre 

conv.A = { a 1A1 + <>2.42 + ... + a,A,; Aı, A2 , •.. , A, E .A, t et;= 1, ct; >O, k E N} 

vazabiliriz . .A ailesi kuadratik kararlı olsun. Övle P. > O vardır övle ki her 
V o o 

A E .A için 

(5.1) 

dir. Herhangi A E conv.A alalım. O zaman öyle o:1 , o:2 , ... ,ak Aı, A2, ... ,Ak E 

.A vardır ki 

(5.~) 



dir. Öte yandan (5.1) e göre her i için 

A[P. +P.~ <O (5.3) 

dır. (5.3) ü ai ile çarpıp taraf tarafa toplarsak 

A'l' A '1' A ( )T cq 1 P.+aıP. ı + ... +akAk P.+akP• k = aı Aı + a2A2 + ... +ak Ak P. 

+ .P. (aıAı + a2A2 + ... + akA.k) <O 

olur. O zaman (5.2) ye göre her A. E conv.A için 

olur. Teorem ispatlanmış oldu. 

P ile (n x n) boyutlu pozitif yan belirli matrisler ailesini gösterelim . 

.A ise (n X n) boyutlu matrislerin kompakt bir ailesi olsun. .P E P ve A E .A 

için A_T .P +.PA matrisinin en büyük özdeğerini J (A, .P) ile gösterelim: 

J (A, P) = Amax(AT P +PA) 

J (A, .P) nin maksiminine J1 , minimaksına J2 diyelim: 

Jı =ma..'{ min J (A, .P) 
AE.A PEP 

J2 =min max J (A, P) 
PEP AE.A 

(5.4) 

(5.5) 

A ve .P kümeleri kompakt, J (A, .P) fonksiyonu ise sürekli olduğundan (5.4) ve 

(5.5) de maksimum ve ~inimum yazılabilir. 

Oyun teorisi~den biliniyor ki J1 :S J2 dir [16). 

Teorem 5.2. .A ailesinin robust kararlı olabilmesi için gerek ve yeter 

koşul J1 < O olmasıdır . .A ailesinin kuadratic kararlı olabilmesi için gerek ve 

yeter koşul J2 <O olmasıdır. 



Kanıt. Eğer .11 < O ise her A E A için öyle pm:it.if belirli P matrisi 

vardır ki 

dır. Bu durumda A ailesi gürbüz kararlı olur. Benzer yolla bunun tersi ve 

kuadratik kararlılığın J2 <O a denk olduğu ispatlanır. 

yukarıdaki eşitsizlikden ve teorem 5.2. den aşağıdaki sonucu elde ediyoruz. 

Sonuç 5. 1. Bğer A ailesi kuadratic kararlı ise gürbüz kararlıdır. 

Bu sonuç kontrol teorisinde iyi bilinen bir sonuçtur. Burada bu sonuç oyun 

teorisinden elde edilmiştir. 

Teorem 5.3. Kuadratic kararlılığın gürbüz kararlılıga denk olması 

için gerek Ye yeter koşul (5.4), (5.5) oyununda bir denge noktasının bulu­

nabilmesidir. · 

Yani bir (.40 , .P0 ) E AxP çifti Yardır öyle ki \iA. E A Ye .PE P için 

J (A, .Po) ::; J (Ao, .Po) ::; J (Ao, .P) (5.6) 

dir. Bu teorem doğrudan oyun teorisinde iyi bilinen denge noktası tereminden 

görülür. Fakat genel oyun problemleri için denge noktasının varlığı ve bulun­

ması problemleri kolay değildir. Kararlılık için aşağıdaki sonuç verilebilir. 

Teorem 5.4. Bğer alınan her .P E P için 

J(A.*,.P*)::; J(.4*,.P) +a (5.7) 

olacak şekilde a > O skaleri varsa kuadratic kararlılık indeksi J2 ve gürbüz 

kararlılık indeksi J1 arasındaki hata a dan büyük değildir. Burada A'" ve .P'" 

minimaks probleminin çözümüdür. Buradan kuadratic kararlılık ve gürbüz 

kararlılığın denk olmaları için gerekli ve yeterli koşul yukarıdaki eşitsizliğinin 

a = O da sağlanmasıdır. 



Kanıt Alınan her P E P için ( 5. 7) eşitsizliğinden 

J(A*,P") s a+minJ(A*,P) 
PEP 

elde edilir. 

minJ(A*,P)::; ma--cminJ(A,P) 
PEP AE.A PEP 

(5.8) 

olduğu gösterilebilir. Gerçekten, 

f (A) = min J (A, i!) 
PEP 

fonksiyonunu tanırnlarsak 

f (.4*) :S maxf (.4) 
AE.A 

yazabiliriz. O zaman 

min J (A*, P) :S ma--emin J (A, P) 
PEP AE.A PEP 

elde ederiz. (5. 7) ile birleştirilirse, 

J(A*,P*) < a+maxminl(A,P) 
AE.A PEP 

(5.9) 

ortaya çıkar. Bu 

demektir. Buradan kuadratik ve gürbüz kararlılık indeksleri arasındaki hata 



o: ya eşit yada o: dan küçüktür. Böylece ilk kısmın ispatı tamamlanmıştır. 

~imdi ikinci kısmı ispat edelim. (5.7) şartı a: = O için sağlanıyorsa (5.9) eşit­

sizliği de sağlanır. 

minmax J (A., .P)::; ma."'{ min J (A, .P) 
PEP AE.A AE.A PEP 

bulunur. 

maxmin J (A . .P) < minmax J (A, .P) 
AE.A PEP ' - PEP AE.A 

olduğunu hatırlayalım. Buradan maksirnin ve minimaks problemlerinin den­

kliğini söyleyebiliriz. 

Tersine kuadratik ve gtirbtiz kararlılığmın denkliği (5.6) şartının a: = O için 

sağlandığını ifade eder. 

Şimdi ise iki kararlı A1 ve A2 matrislerinin konveks kombinasyonunun 

kararlı olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul verelim. 

Teorem (5.1) e esasen kuadratik kararlılık için öyle P > O matrisi bulun­

malıdır ki 

olsun. A1 verildiğinde birinci eşitsizliği sağlayan .P ler kümesi 

A[P+PA1 =-.IV 

nin çöztimleri olan 

matrisler ailesidir. Eğer A1 kararlı ise P ailesindeki her matris pozitif belirlidir 

(teorem 4.3). P kümesinde Af P + PA2 < O eşitsizliğini sağlayan P > O 

matrisinin varlığı problemi 

AfP(N) + P(N) Aı <O (5.10) 
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e~itsizliğini sağlayan N > O matrisinin varlığı problemine denktir. Önceki 

bölümde ispatladığ1mız gibi (5.ıü) eşitsizliği aşağıdaki eşitsizliğe eşdeğerdir: 

Huradan ruşağı.daki teoremi elde ederiz. 

Teorem 5.5. A1 ve A2 nin konveks kombinasyonunun kuadratik 

kararlı olması için gerekli ve yeterli koşul 

inf max xT (Af P (N) + P (N) A2) x < O 
N>Oııxıı=l 

olmasıdır. 

Görüldüğü gibi kuadratik kararlılık problemi değer fonksiyonu bilinen bir 

mllllmak~=~l:~;e ::nüşın[· ~ _2 ] A
2 

= [ 0 _ı ] 
ı -ı ı -2 

kararlı matrislerinin konveks kombinasyonunun kuadratik kararlılığını ispat-

layalım. 

P= [Pı P2] N= [ab] 
P2 P3 b c 

alırsak 

A[P+PA1 =-N 

nin çözümü 

[ 

3a+c 

P(N) = ja 

2 



gibidir. 

AI p (N)+ p (N) Aı = [ -a ~a +i c- ~b ] 
Qa + le - lb -3a - 2c 
4 4 2 

N nin pozitif belirli olması a > O, ac- b2 > O olması demektir. Af?+ ?Aı 

matrisinin negatif belirli olması ise a >O, a (3a + 2c)- 1
1
6 (5a- 2b + c) 2 > O 

eşitsizliği ile eşdeğerdir. Eğer a = ı, b = ı, c = 2 alırsak yukarıdaki eşit­

siztilderin sağlandığını gösterebiliriz. Dolayısıyla öyle pozitif belirli N matrisi 

vardır ki 

AI p (N) + p (N) Aı < o 

dır. Buna göre konveks korubinasyon kuadratik kararlıdır. 
- ı ' 

Teorem 5.6. A = canv {A1 , A2 , ... , Ak} ailesini ele alalım ve her 
ı 

i = 1, 2, ... , k için 

ı 

olsun. Bu durumda A ailesi kuadratik kararlıdır. 
ı 

Kanıt. P. = I matrisi için 
ı 

ı T 
~P.+P.A <O 

ı 

i 

olduğundan {A1 , A2 , ... , Ak} ailesi kuadratik kararlıdır. Yukarıdaki ispatımıza 
ı 

göre bu ~ilenin konveks zarfı[o~7.: a~:si]de kuadratik[~~lıdır~ ] 

Ornek 5.2. A1 = Aı = 
ı ı -1.5 -ll -0.5 
' 

olarak 

alalım. 



O zaman 

Aı +Af [ -3 o ] - <0 
o -3 

Aı+Ar [ -1 o ] <0 
o -ı 

olduğundan konYeks korobinasyon kuadratik kararlıdır. [ı4] makalesinde bu 

konveks kombinasyonun kararlılığı karmaşık bir algoritma ile gösterilmiştir. 

-ı 5 -4 -ı -ı -ı 

2 2 2 

Örnek 5.3. Aı= -5 -2 ı Aı = -ı -ı -ı olsun. 2 

4 -ı -3 -1 -ı -3 
2 2 

-2 o o 
Aı +Af - o -4 o 

o o -6 

-ı -ı -ı 

-ı -2 -2 

-ı -2 -3 

bu matrisler negatif belirli olduklarından konveks korobinasyon kuadratik karar­

lıdır. 

Kararlı A1 ve A2 matrislerini ele alalım. 

AfP+PAı =-I 

matris denkleminin çözümü 

biçimindedir ve ? 1 > O dır. 

Teorem 5.7. Bğer 



sağlanıyorsa A1 ile A2 nin konveks kombinasyonu kuadratik ve bunun sonucu 

olarak gürbüz kararlıdır. 

Kanıt. { A1 , Aı} ailesi kuadratik kararlıdır çünki .P1 > O matrisi için 

A[ P + P Aı - -I < O 

A~P+PAı < O 

dir. Buradan da konveks kombinasyonun kuadratik kararlılığı çıkar. 
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