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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

DIFERANSIYEL iICERMELERIN COZUMLERININ
VARLIGI VE OZELLIKLERI

SERPIL izGi

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Damigman: Prof. Dr. Mahide Kiigiik
2001, Sayfa 81

Bu c¢ahgmada diferansiyel icermelerin ¢oziimlerinin varhg aragtinlmgtir. Bu
amacla once diger bolimlerde kullamlan temel tamim ve teoremler sunulmustur.
Ikinci boliimde sag tarafi konveks kompakt degerli kiime degerli doniisiim olan
diferansiyel igermeler icin Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varhg kamtlanmgtir.
Ucgiincii bsliimde Cauchy probleminin ¢oziimler kiimesinin, erigim kiimesinin ve in-
tegral tiinelinin kapahbk ve kompakthg: ile ilgili teoremler kamtlamp; ¢bziimlerin
bir yerel 6zelligi incelenmistir. Son béliimde ise sag tarafi konveks degerli olmayan
diferansiyel igcermelerin regiilarizasyonu ve bu tiir diferansiyel icermeler icin Cauchy
probleminin ¢éziimiiniin varhgr aragtirlmstir. Bu boliimiin son kesimi diferansiyel
igermelerin ¢oziimleriyle ilgili bir aragtirmay: icermektedir. Integral tiineln digimda
alman keyfi bir nokta i¢in, diferansiyel icermenin bu noktadan gegecek ve her za-
man integral tiinelin diginda kalacak en az bir ¢dziimiiniin bulunabilecegi kamt-
lanmgtar.

Anahtar Kelimeler: Kiime Degerli Doniisiim, Alttan ve UsttenYan Stireklilik,
Diferansiyel Icerme, Erisim Kiimesi, Integral Ttinel.




ABSTRACT
Master of Science Thesis

EXISTENCE AND PROPERTIES OF SOLUTIONS TO
DIFFERENTIAL INCLUSIONS

SERPIL 1ZGi

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Program

Supervisor: Prof. Mahide Kiigiik
2001, 81 pages

In this study, existence of solutions to differential inclusions is searched.
Firstly, basic definitions and theorems which are used in other parts are presented.
In the second part existence of solutions to Cauchy problem for compact convex val-
ued differential inclusions is proved. In the third part theorems which connect with
closed and compact of solutions set, reachable set and integral funnel for Cauchy
problem are proved and a local property of solutions is given. In the final part
regularization of differential inclusions with non-convex valued right-hand side and
for this type differential inclusions, existence of solutions to Cauchy problem are
searched. 'The last section in this part includes the analysis of the solutions of
differential inclusions. It has been proven that, for a point arbitrarily selected out-
side the integral funnel, there can be at least one solution where the differential
inclusion passes through this point and always remains outside the integral fun-
nel.

Keywords: Set-Valued Maps, Lower and Upper Semicontinuity, Differential Inclu-
sions, Reachable Set, Integral Funnel.
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ONSOZ

Kiime degerli analiz teorisi son yillarda matemetigin bircok dalnda kullaml-
maya baslarmstir. Ornegin diferansiyel denklemler, optimal kontrol, diferansiyel
oyun teorisi kiime degerli doniigiimlerle ilgilenmektedir.

Genis bir uygulama alanina sahip olan diferansiyel igermeler sag taraf kiime
degerli doniiglim olan diferansiyel denklemlerdir. Kiime degerli déniigiim kiime
degerli -analizde belirh bir uzaymn herbir elemanimna diger bir uzaym belirh bir alt
kiimesim kargi getirmek biciminde tammlanmugtir. Diferansiyel icerme g¢ahigmalan
kiime degerli analizin kavramlan kullamlarak yapilmaktadir

Diferansiyel igermelere kontrol sistemlerin genellemesi olarak bakilabilir. Difer-
ansiyel icermeler matematik modelleri diferansiyel esitsizlikler veya kapah diferan-
siyel denklemlerle verilen sistemlerin aragtirdmasinda da kullamilmaktadr.

Diferansiyel igermelerle ilgili olarak ilk defa (bkz [41],[56] ) sag tarafi kiime
degerli déniisiim olan diferansiyel denklemler incelenmsgtir. Diferansiyel icermeler
en ¢ok 60’11 yillarda gelismigtir. Bu yillarda diferansiyel icermeler yardimiyla kalite
teorisine ait birkac énemli 6zellik, 6rnegin Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varhg,
erigim kiimesinin ve integral tiinelin gegitli topolojik &zellikleri aragtimlmgtir. (bkz
11, (8], [11], [12], [14], {211, [23}, [27], [28], [35], [36], [39], [40], [43], [44], [54]). Bu dénemde
diferansiyel icermeler, sag taraf faz vektériine gore siirekli olmayan diferansiyel den-
klemler icin Cauchy probleminin arastirlmasinda kullamimgtir (bkz [26), [34], [54])

70’li yllarda diferansiyel igermeler kontrol sistemlerin genel durumu gibi incelen-
migtir. Kiime degerli analizin gesith yapilarindan yararlanarak, matematiksel modeli
diferansiyel igerme olarak verilen kontrol sistemlerde optimallik i¢in gerekli kogullar
bulunmugtur ( bkz [7], [8], [9], [16], [17], [18], [19], [20]; [42], [52], [53] ). 80’k yllarda
ise bu tiir kontrol sistemler icin viability 6zellikleri aragtinlmg ( bkz [2], [4], [25], [24],
[29], [32], [30], [45], [51], ) ve diferansiyel igermeler diferansiyel oyun teorisinin prob-
lemlerinin incelenmesinde kullamlmstir (bkz [29}, [37], [48] ).

Viability teori kapsaminda gelistirilmig infinitezimal yapilar, birinci mertebeden
kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin viscosity ¢ozlimlerinin, uygun diferansiyel
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oyunun deger fonksiyonunu karakterize eden Bellman-Isaacs denkleminin minimax
¢éziimleri ile denk oldugunun kanitlanmasinda kullamlmigtir. ( bkz [22], [49], [50] )

Son yillarda, diferansiyel icermeler teorisinin cesitli problemlerine ait birgok
makaleler yaymlanmaktadir ( bkz [3], [5], [13], [15], [31], [39], [49], [55] ). Bugiin difer-
ansiyel igermeler 1yl geligmis bir teori olarak matematigin cesitli dallarinda uygu-

lanan bir teondir.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZIiNi
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gr F
B([to, t1] ,R")
greF ()

X (to, zo)
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R" 'in kompakt alt kiimeleri uzay1

R"™ 'in kompakt konveks alt kiimeler1 uzay

A ile B kiimesi arasindaki Hausdorff uzakhg
F kiime degerli déniigiimiiniin grafigi

[to, t1] arahgindan R™’e tammh siurh fonksiyonlar uzay:
gr ' 'in kapah e—komsulugu

Cozlimler kiimesi

Erigim kiimesi

Integral tiinel

Konveks zarfin é-komsgulugu

F kiime degerli déniisiimiiniin regiilarizasyonu
Kiime Degerli Dontisiim

Diferansiyel Icerme



1 ONBILGILER

Bu boliimde ileriki béliimlerde gerekli olacak baz genel bilgiler verilecektir.

1.1 Temel Tanmim ve Teoremler

R™ ile n-boyutlu Oklid uzaymi, z = (21, %2, + , %) ER™, y = (Y1, Y2, ,yn) € R?

vektorleri i¢in
n
<zy>=) Ty
=1

ile z ve y vektorlerinin iggarpimm, ||z} = \/T.:f ile z = (z1,22,++ ,2n) vek-
toriiniin normunu  goésterecegiz. =

R"™ uzaymin bogtan farkh , kompakt alt kiimeleri uzayim K(R") ile kompakt
konveks alt kiimeleri uzayimm da KV (R") ile gosterecegiz.

z€R",e>0,AC K(R") icin z’'in A kiimesine olan uzakhigim

dist(z, A) = ng}; lz — al ile
R™in birim yuvarim
B={zeR":|z| <1} ile
z noktasmin €—komgulugunu
B(z,e)={y eR": |ly—z|| < e} ile
ve A kiimesinin e—komsulugunu da
A® ={z e R" : dist(z, A) < e}

ile gosterecegiz. A C K(R™) icin co A ile A kiimesinin konveks zarfim gosterecegiz.
co A, A kiimesini iceren en kiigiik konveks kiimedir. co A 'min ayrmtih ozellikleri

(bkz (10,47, 53]) de aragtinimistir.



AC K(R"),C c K(R") igin A ve C kiimeleri arasindaki Hausdor{l uzaklik

a(A, C) = max {max dist( a,C) , max dist(c, A)}

a€A

olarak tammlanir. Aym tamm
a(A,C)=inf {r>0: ACcC+rB,CC A+rB}

olarak da verilebilir. o : K(R") x K(R") — [0,00) fonksiyonunun metrigin tiim
ozelliklerini sagladigii goésterebiliriz . O zaman (K (R"), (.,.)) metrik uzaydur.

F(-) :R™ = K(R") (1.1.1)

déoniiglimiine kiime degerli déniistim (k.d.d) denir.
DcR™, F(:): D— K(R") kdd., f(-): D —R" fonksiyon olsun. gr F(-)
ile F(-) k.d.d.”tmiin , gr f(-) e de f(-) fonksiyonunun grafigini gésterecegiz ve

gr F() ={(z,y) e DxR": y € F(z)}
gr f() ={(z,y) e DxR": y = f(z)}
olarak tammlayacagiz.
Simdi k.d.d’lerin siirekliligi, alttan ve iistten yan siirekliliginin tanimlanm vere-

lim.
Tanmm 1.1.1 F() : R™ — K(R") , 2o € R™ olsun. Ve >0 ve = € B(xo,0) igin
a(F(z), F(z)) < €

gerektirmesini saglayan 3 § = 6(e,z0) > 0 varsa F(-) k.d.d’ne xo noktasinda sirek-

lidir denir.
Tanim 1.1.2 F(.):R™ — K(R") , g € R™ olsun.¥ ¢ > 0 ve = € B(xo, ) igin
F(z) C F(zo) +€B

gerektirmesing saflayan 3 6 = 6(g, ) > 0 varsa F(-) k.d.d 'ne xo noktasinda tstten

yart streklidir denir.



Tanmm 1.1.3 F(:) : R™ — K(R™) , 2o € R™ olsun.V ¢ > 0 igin = € B(xo,9) igin
F(zo) C F(z)+¢B

gerektirmesini saglayan 3 6 = §(e, zo) > 0 varsa F(-) k.d.d 'ne zo noktasinda alttan

yart stureklidir denir.

Hausdorff uzakhgmmn tanmmndan , eger F(-) k.d.d’li z¢ noktasinda siirekli ise,
aym zamanda alttan ve iistten yan siirekli ve tersine , eger F'(+) k.d.d’i zo noktasinda
alttan ve listten yan siirekli ise o noktasinda siirekli oldugu aciktar.

Eger F(-) : R - K(R") kdd V z € R™ noktasmda siirekli (iistten veya
alttan yan siirekli) ise , F(-) k.d.d’ne R™ uzaymda siirekli (iistten veya alttan yan
stirekli) k.d.d denir.

[a,b] C R olmak iizere, z(-) : [a,b] — R" siirekli fonksiyonlar uzaymm C(la,b],R")
ile gosterecegiz. z(-) € C([a,b],R™) fonksiyonunun normunu da

lz()l = max |=(®)]

olarak tammlayacagiz.

Sonraki aragtirmalarda gerekecek bir 6nermeyi sunahm.

Onerme 1.1.1 [53] z(') : [a,b] — R™ integrallenebilir fonksiyon , M C R™ kom-
pakt kime , YV t € [a,b] igin z(t) € M olsun. Bu durumda

b

/w(t)dt €co M

a

—a
dir.

Kamt. Kabul edelim ki
. b

olsun. co M konveks kompakt kiime, k ¢ co M oldugundan B(k,a)Nco M = {
olacak gekilde 3 a > 0 vardir. Burada B(k,a) = {y € R" : |y — k| < o}’dw.
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O zaman konvcks, kesigmeyen kiimelerin ayirma teoremine gére 31 € R* (1 # 0)
vektorii vardir 6yle ki V y € B(k,a) ve V z € co M igin (I,y) < (l,z) olur.
Bk,a) = {k+a-€: ||| <1} ve Vi € [a,l] igin f(t) € co M oldugundan
YVt e [a,b] icin

max (L,k+a-&) < {, f(t))

lleli<a

olur. ﬁ?”aé (1,&) = ||l]| oldugundan V t € [a,}] i¢in

(LE) +a- i< @ F@)

-

olur. Bu esitsizligi [a, b] lizerinde integrallersek

b b

(LK) +a-|i)-(b-a) < / 10 <z, / f(t)dt>

= (L(b—a)-k)=(b—a) (LK)
olur. (b— a) > 0 oldugundan
(LK) + oIl < (1K)
a-if <0

olur. @ > 0, ||l|| > 0 oldugundan son esitsizlik yanhstir yani

b

/:c(t)dt €coM

a

b—a
dir. m
Simdi kapali aralikta tanumlanmg mutlak siirekli fonksiyonun tanimm verelim.
Tanun 1.1.4  f(:) : [a,b] = R™ olsun. Eger Ve > 0 i¢in 6 = 6(¢) > 0 3 [ajb]
araliguman keyfi (a;,b;) ,i=1,2,-+- ,k alt araliklar: icin (dyle ki (a;, b;)N(a;,b;) =0
k
Vi#j igin )y (b —a;) <6(e) iken
=1

> o F) - fla)| <e

=1

olursa, f(-) fonksiyonuna |a,b] arahiginda mutlak sirekli fonksiyon denir.

4



Acgiktir ki eger f(-) : [a,0] — R™onksiyonu [a,b] arahigimda mutlak siirckli isc
f(-) fonksiyonu V z¢ € (a,b) noktasinda siireklidir. Bunun tersi dogru degildir. Yani
[a, b] arahginda siirekli fonksiyon mutlak siirckli olmayabilir.

Onerme 1.1.2 z(-) : [a,b] — R" fonksiyonu Lipschitz kosulunu saghyor ise z(-)

fonksiyonu [a,b] araliinda mutlak sireklidir.

Kanit. m says1 z(-) fonksiyonunun Lipschitz sabiti olsun. Yani, V ¢;,1; € [a, ]
icin

olsun.
Keyfie > 0ve 6§(c) = £ olmak iizere (a;,b;) C [a,b] ¢=1,2,--- ,k arahklanm
) #] 1§1n (ai,bi) M (ajubj) = @ ve

Z(b a;) < 8(e) = »7% (1.1.3)

olacak sekilde alahm. O zaman (1.1.2) ve (1.1.3)’den

>lol6) — 2(adl]] < 3 oo - a(ai)

k
<Y mlb,—af=m) (b —a;)) <mE =¢
=1 =1
olur. Yani z(-) fonksiyonu mutlak siireklidir. m

Onerme 1.1.3 z;(-) : [a,b] — R* fonksiyonlam ¥ k = 1,2,--- i¢in mutlak
strekli, k — oo tken zx(-) — z,(-) dizgin yakwnsak, M kapah, surh kime,
hemen hemen hert € [a,b] igin xj (t) € M olsun.Bu durumda z.(-) : [a,b] — R"
fonksiyonu mutlak sirekli, x,(-) fonksiyonunun tirevlenebilir oldugu noktalarda yani

hemen hemen hert € [a,b] i¢in =z, (t) €co M olur.

Kamit. Hemen hemen her t € [a,b] ve V k = 1,2,--+ icin 23 (t) € M ve

M kiimesi simrh oldugundan , hemen hemen her ¢t € [a,b], V k& =1,2,--- igin



|E (t)|| < olacak bigimde I > 0 vardwr. O zaman Viy,15 € [a,b] , Yk =1,2,--
i¢in
t2

lzx(ta) — za(t2)]) = /a:h (Pl <1 |ta — 1] (1.14)

4

olur. Eger k — oo iken (1.1.4) esitliginde limit ahrsak ,
Fz.(ta) —z(t)ll S 1tz — 1 (1.1.5)

olur. O zaman (1.1.5)’den V e > 0 i¢in 6(¢) = £ ahrsak keyfi (a;,0;) C [a,b]
k

(1,5 =1,2,---k) i #j icin (a;,b: ) N(az,b0;) =0 ve Y (b —a;) < 8(e) = ¢
=1

olurken

k

Sl (b: ) — 2. (a)]

i=1

< Do leb) — (@) £ 3016 - i)

= lZ}h—ﬂQSl%=€

i=1
olur. Yani z,(-) : [a,b] = R™ fonksiyonu mutlak siireklidir.
Hemen hemen her t € [a,b] i¢in 23 (t) € M , M kapah smirh oldugundan
Onermel.1.1.%¢ gore Vt € (a,b), YVhe (0,a) ign (0<a<b—t )

t+h
(t+ h) — zp(t :
qkzm( + ;)l wk()—_—% /xk (s)ds € co M

t
olur.k — oo iken zx(+) — z.(-) , co M kapah simrh oldugundan V h € (0, ) i¢in

«(t+h)—z(t
lim g = 2R —2()

Jim . €coM (1.1.6)

oldugunu elde ederiz. Eger t € (a,b) noktas: z,(-) fonksiyonunun tiirevlenebilir
noktasi ise (z.(-) fonksiyonu [a,b] arahgmda mutlak siirekli oldugundan, [a,b]’de
hemen hemen tiirevlenebilir fonksiyondur (bkz [42])), (1.1.6)’dan

5, (t) = tim SR = 20)

ccoM
h—0+ h

olur. Yani hemen hemen her t € [a,}] i¢in Z, (t) € co M dir. =

A C R icin meas(A) A kiimesinin dlgiimiini gosterir.
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Onerme 1.1.4 A(-): [a,b] = R integrallenebilir fonksiyon ,¥ t € |a,b] igin

t

ag=i/hwm7

a

olsun. Bu durumda z(-) : [a,b] — R mutlak siirekli fonksiyondur.

Kamt. Kabuledelm ki V ¢ > 0,V (a;,0;) C [a,0] 4,5 =1,2,---,k
arabklan i¢cin (a;, b;) N (a;,b;) = @ i # j olsun.O zaman

meas (U(ai, b,-)) = Z(b,- —a;) (1.1.7)

i=1 =1

olur. Keyfie > 0 igin meas (A) < §(c) olmak tizere V A C [a,b] kiimesi icin

/ h(T)dr

kosulunu saglayan 3 §(¢) > 0 vardir.(bkz [42] ) Aciktir ki,

<e (1.1.8)

> - ata)| = 3 [ wirar (119)
dir. Eger A = G(ai, b;) dersek o zaman (1.1.9)dan
>0 - s(ad)| = | [ (r)ar (1.1.10)
i=1 4

k
olur. Eger Y (b; —a;) < 6(¢) olursa o zaman (1.1.7) , (1.1.8) ve (1.1.10)’dan
i=1

k
S (z(b;) — z(a;))| < € elde edilir. Dolaymsiyla z(-) fonksiyonu mutlak siirekli olur.

=1

Onerme 1.1.5 () : [a,b] — R™ integrallenebilir fonksiyon , ¥ t € [a,b] icin
t

dwz/MﬂM

a

olsun. O zaman z(-) : [a,b) — R™ mutlak sirekli fonksiyondur.
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Kanit. A() : (l(), h2(:), - ha(4)  z(0) = (z1(+), 22(+), - ,Zn(*)) olsun. O

t

wp(t)=/hp(r)dr, p=1,2-.n

olur. Onerme 1.1.4. e gére V. p =1,2,--- ,n ic¢in zp : |a,b] — R fonksiyonlan
mutlak siireklidir. O zaman £, (a;,b;) C [a,b] , i=1,2,--- ,k araliklanigin i # j
k
iken (a;,b;) N (a;,b;)) =0 ve . (b;—a;) < 6,(c) olurken
=1

k

Z(xp(bi) — zp(a;))

=1
olacak bigimde 6,(¢) > 0 vardir. 6.(c) = min{éi(g),82(¢), - ,6n(e)} olsun. O
zaman (a;, ) C [a,b], i =1,2,--- ,k araliklan icin (i # j iken (a;, b;)N(a;, b;) = 0)
Z (b; — a;) < 8,(c) olurken Vp=1,2,---,n

19
< — 1.1.11
> (11.11)

Z(xp ) — Tp(a:))

olur. O zaman (a;,b;) C [a,b] aralklanicini # j iken (a;,b;) N (a;,b;) =0 ve
k
> (b; — a;) < 6,(g) olurken (1.1.12)’ye gore

i=1

£
<= (1.1.12)

k

Z(( _-raz

=1

DS

p=1

Z(xp(b

=1

n
a;)) SZ%=6
p=1

olur. Buise z(-) : [a,b] — R" fonksiyonunun mutlak siirekli olmasidir. m

Simdi diferansiyel igermelerin ¢oéziimlerinin ézelliklerinin aragtinlmasinda énemli

olacak bir teorem sunahm.

Teorem 1.1.1 (Gronwall Esitsizlifi) [a,b) TR, ¥(-) : [a,b] — R negatif olmayan
integrallenebilir, h(-):[a,b] =R |, u(-):[a,b] — R sirekli, h(-)-negatif olmayan
fonksiyonlar olsun. ¥V t € [a,b] igin

u(t) < h(t) + /'(/J(’F)U(T)d’i’ (1.1.13)



ise Vi €la,b] igin

u(t) < h(t) + / W(r)h(r)dr (1.1.14)
olur.

b
Burada ¢ = exp([ ¢(7)dr) dir.
Kamt. Vte [c(:, b] icin

w(t) = /w(T)u(T)dT , p(t)= /’(/)(T)d’f (1.1.15)

olsun. ¥(:) : [a,0] — R integrallenebilir , u(-) : [a,b] — R siirekli fonksiyon-
lar oldugundan dolay1 integrallenebilirdirler ve Onerme 1.1.4% gore w(:) : [a,b] —
R, p(-):[a,b] — R fonksiyonlar1 mutlak siireklidir ve V ¢t € [a,b] icin p(t) > 0
dur. Keyfi t € [a,b] i¢in

t

/ e PO (1) — (7w (r)ldr = (1) (1.1.16)

a

oldugunu gosterelim. Gergekten (1.1.15)’ten hemen hemen her 7 € [a,b] i¢in P (7) =
Y(7) dir. O zaman

t t

[l ) - vl = [1e706 () - w0 b (e lar

_ / d(ePPw(r)dr = ePDu(2)

a

olur. Yani (1.1.16) dogrudur. (1.1.15)’den hemen hemen her 7 € [a,b] icin
w (1) = ¢P(T)u(T) (1.1.17)
(1.1.13) ve (1.1.15)’den V t € [a,b] i¢in

u(t) < h(t) + w(t) (1.1.18)



Vi€ la,b] icin 9¥(t) > 0 oldugundan, (1.1.18)’den V¢ € [a,b] igin
P(t)u(t) < P@)A(t) + P (H)w(?)

dir. O zaman (1.1.17) ve (1.1.19)’den hemen hemen her ¢t € [, 8] igin
w (1) < Y()w(t) + $(t)A(?)
dir. Buradan hemen hemen her t € [a, b] icin
O (1)~ (tholt)] < ePOPEA()

olur. Son esitsizlikten Vt € [a,b] icin

t t

/ e PO (1) = y(r)w(r)ldr < / e Xy (r)h(7)dr

(1.1.16) ve (1.1.20)’den V t € [a,b] icin

¢
e”p(")w(t) < /C_p(7)¢(T)h(T)dT

a

(1.1.19)

(1.1.20)

(1.1.21)

elde ederiz. SimdiV 7 € [a,b]i¢in ¢¥'(7) >0, A(7) > 0 oldugundan V7 € [a,}] icin
t
(1) h(t) >0, p(t) = [¢(7)dT >0 ve p(.): [a,b] — [0,00) fonksiyonu artan

fonksiyondur. O zaman buradan V ¢ € [a,b] icin

b

P < 20) = exp(/z/z(r)d’r)

a

ve
e~ P®) <1

ve (1.1.23)’den

t

/ e POp(r)h(7T)dT < /t Y(T)h(T)dT

a

10

(1.1.22)

(1.1.23)

(1.1.24)



olur. O zaman (1.1.21) ve (1.1.24)’den

e_p(t)w(t) < /¢(T)h(7’)dT

ve
t
w(t) < PV / Y(r)h(r)dr (1.1.25)
olur. Simdi (1.1.22) ve (1.1.25)den V ¢ € [a,b] igin

w(t) < ef® / W(r)h(7)dT (1.1.26)

b
olur. ¢ = e?®) = exp([¥(7) dT ) oldugunu diisiiniirsek, o zaman (1.1.26)’dan V

t € la,b] icin

w(t) < c/zp(T)h(T)dT (1.1.27)

olur. O zaman (1.1.18) ve(1.1.27) den V t € [a,b] igin

u(t) < h(t) + ¢ / () h(r)dr

olur. Boylece teorem kamtlanir. m
Simdi ileride kullamlacak bir prekompakthk teoremi sunalum.
[to, 1] CR, () : [to,t;] — R™ fonksiyonu igin

lz()l = sup Jz(t)]

t€fto,t]

olsun. B([te,t1],R") e z(-) : [to, ;] — R™ sinirh fonksiyonlarn uzayim goésterelim.
Yani V z(-) € B([to,t1],R"®) icin |jz(-)]] < M(z(-)) olan M(z(-)) > 0 vardr.

Tanim 1.1.5 wpge(z(1)) =  sup  |lz(r1) — z(72)|] saysina z(-) fonksiy-
Tl:TZGIt’Oat’I]
onunun [to,t1] arakjinda osilasyonu denir.
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Tamm 1.1.6 H C B([to, 11],R*) olsun. EgerV e >0,V z(-) € H igin
w["'v‘ﬁi+ll("‘c(')) <e€, i= O’ 1) e )k -1

olacak bigimde [to,t;] arahiiman D = {tp = 79 < 71 < -++ < T} = t;} boliintisi

varsa, o zaman H kimesine ayn osilasyonlu fonksiyonlar kiimest denir.
B([to, t1],R™) uzaymnda prekompakthk teoremini ifade edelim.

Teorem 1.1.2 H C B([to,t1] ,R™) fonksiyonlar kiimesi asafidaki kosullar: saglasin.
a)V z(-) € H igin ||z(-)|| < R olacak sekilde R > 0 vardur.

b) H kimesi aynt osilasyonlu fonksiyonlar kimesidir.

O zaman H kimesi B([to,t1],R")-de prekompakttir. Yani Vm = 1,2,---
icin zTm(-) € H  olan { zm()}$., dizisinden [to,t;] arabgnda bir z, €
B([to, t1] ,R™) fonksiyonuna dizgiin yakinsayan alt dizi segilebilir. Bir baska dey-
igle, cl H kimesi B([to,t1],R"™)-de kompakttir.

1.2 Kiime Degerli Doniigtlimlerin Selektorleri

Bu kesimde baz tiir k.d.d’lerin siirekli selektérlerinin varhgim gosterecegiz. Vere-
cegimiz teoremler diferansiyel igermelerin ¢éziimlerinin varhg kamtlamrken sikca

kullanilir. Once k.d.d’iin selektoriiniin tammin verelim.

Tanm 1.2.1 D CR™, F(-): D — K(R") k.d.d olsun. YV z € D igin f(z) €
F(z) kogulunu saglayan f(-) : D — R™ fonksiyonuna F(-) k.d.d ’inin D kimesinde

belirlenmig selektori denir.

Alttan yan siirekli F(-) : D — K(R") (D C R™) k.d.d."iniin siirekli selektor-
lerinin varligh icin asagidaki Michael teoremi dogrudur.

Teorem 1.2.1 [5] (Michael) D C R™ kompakt kime , F(-) : D — KV(R")
k.d.d.’i alttan yar stirekli olsun. O zaman F(-) k.d.d. "indn D kimesinde tanamlan-

nmus strekli selektori vardir.
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Ustten yan siirekli k.d.d.’lerin siirekli selektorleri olmayabilir. Ancak bu tiir
k.d.d.’lerin her zaman c—yaklasik siirekli selektorleri vardir. Simdi e—yaklasik se-

lektériin tammum verelim.

greF(-) ile grF'(-) kiimesinin kapah e~ komsulugunu gésterelim ve
gr°F() = {(z,y) e R™ X R":dist ((z,y),9rF(")) < e}
olarak tammlayalimn.

Tanim 1.2.2 DCR™, F(): D - KR") kdd ,&>0 olsun. Vx €D
igin (z, f(z)) € gr°F(-) kogulunu saglayan f(-) : D — R™ fonksiyonuna F(-)

k.d.d.’inin D kimesinde tansmlanmis e—yaklasik selektori denir.
Asagrdaki teorem siirekli e—yaklagik selektorin varhgim gosteren bir teoremdir.

Teorem 1.2.2 D CR™ kompakt kiime F(.) : D — KV(R™) dstten yart strekli
kd.d. olsun. O zamanV ¢ > 0 i¢in F(.) k.d.d.”inin D kimesinde tanvmlanmas

stirekli e—yaklasik selektord varder.

1.3 Diferansiyel Icermelerin Tanmumi ve Coziim Kavrami

Cauchy Problemi

[a,b] CR, F(-): [a,b] x R* — K(R™) k.d.d. olsun.

%)_ € F(t,z(t)) , t € [a, b] (13.1)

ifadesine diferansiyel icerme denir. Burada z(:) : [a,b] — R™ bilinmeyen fonksiyon--
dur.
Simdi diferansiyel icermenin ¢éziimii tammm verelim. Iki tiir ¢bziim kavramm

kullanacagz.

Tanimm 1.3.1 Hemen hemen her t € [a,b] igin (1.8.1) igermesini sajlayan mut-
lak siirekli z(-) : [a,b] — R™ fonksiyonuna (1.3.1) diferansiyel icermesinin ¢ozimi

denir.
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Bundan farkh tiir tammlanan ¢oziim klasik ¢oziimdiir.

Tamim 1.3.2 Keyfit € [a,b] igin (1.3.1) icermesini saglayan sirekli diferansiyel-
lenebilir () : [a,b] — R fonksiyonuna (1.3.1) diferansiyel icermesinin klasik

coztimi denair.

Aciktir ki, her klasik ¢6ziim ayn zamanda ¢éztimdiir.

Eger (1.3.1) diferansiyel igermesinde F(-) k.d.d.’ii 6zel olarak tek degerli ise, o
zaman (1.3.1)diferansiyel igermesi diferansiyel denkleme déniigtir. Yani keyfi (¢,z) €
[a,b] x R™ i¢in F'(t,z) = {f(t,z)} ise, o zaman (1.3.1) diferansiyel icermesi

dz(t)
e f(t,z(t)) , t € [a,b]

diferansiyel denklemine déniisiir.
(1.3.1) diferansiyel icermesinin x(tg) = o , ty € [a,b] kosulunu saglayan ¢ziim-
lerinin bulunmas) problemine Cauchy problemi denir. Somut olarak, Cauchy prob-

lemim agagidaki gibi gésterecegiz.

d”;gt) e F(t,z(t)), t€la,b] (1.3.2)
z(to) = mo

(1.3.2) probleminin gdziimler kiimesini X (to, zo) ile gosterelim ve t € [a,b] i¢in

X(t;to, o) = {z(t) € R": z(-) € X(to, o)}
H(to, o) = {(t,z) € [a,b] x R":z € X(t;to,Z0)}

1 tammlayalim. X (t; to, zo) kiimesine (1.3.2) diferansiyel igermesinin (¢, 2¢) baglangig
noktas: i¢in ¢ amndaki erigim kiimesi, H (tg,zo) kiimesine ise integral tiineli denir.

Cauchy problemi agagidaki gibi verilebilir.

& (t) € F(t,z(t) , t€ [a,b] (1.3.3)

z(to) € Xo (1.3.4)



Burada X, C R” dir. Yani (1.3.3) D.I’min ¢, € [a,b] zamaninda X, kiimesinde
olacak ¢dziimii aramur.(1.3.3) ve (1.3.4) Cauchy probleminin ¢bziimler kiimesini X (¢, Xo)
ile gosterelim.

X(t;t0, Xo) = {z(t) € R™: z(-) € X(to, Xo)}
H(to,Xo) = {(t,l‘) € [a, b] x Rt:z € X(t, to,Xo)}

olsun. O zaman X (¢;t, Xo) kiimesine (1.3.3) D.I’nin (¢, Xo) baglangic kiimesi
icin ¢ zamanindaki erigim kiimesi, H (tp, Xo)’a ise integral tiineli denir.
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2 KONVEKS DEGERLI DIFERANSIYEL
ICERMELER IiCIN CAUCHY PROBLEMI

Bu boliimde sag tarafi kompakt konveks degerli alttan yan siirekh kiime degerli
doniisiim olan diferansiyel igermelerin ¢éziimlerini, diferansiyel igermeler igin § —¢éziim
kavramu ile ézelliklerini ve sag tarafi kompakt konveks degerli iisten yan siirekli kiime

degerli doniigiim olan diferansiyel icermelerin ¢dziimlerini inceleyecegiz.

2.1 Sag Tarafi Kompakt Konveks Degerli Alttan Yan Siirekli
Kiime Degerli Déniisiimler Olan Diferansiyel Icermelerin
Coziimii

Bu kesimde, sag tarafi konveks kompakt degerli alttan yan siirekli k.d.d.’ler olan
diferansiyel icermelerin ¢éziimiiniin varhgni inceleyecegiz. Konveks kompakt degerhi

k.d.d.’lerin siirekli selektdriiniin varhgini aragtirmada Michael teoremini kullanacagz.

Teorem 2.1.1 F(-): [a,b] x R* — KV(R") k.d.d.”i [a,b] x R"de alttan yar
stirekli, to € (a,b) olsun. Bu durumda (to — 68,t0 + 8) aralginda (1.3.2) Cauchy

probleminin ¢6zimi varolacak sekilde 3 6 > 0 vardwr.

Kamit. r > 0icin M = {(¢,z) € [a,b] xR": ||z — zo}] <7} olsun. O zaman
M C [a,b] x R* kompakt kiime V (t,z) € [a,b] x R* i¢in F(t,z) € KV(R"),
(t,z) — F(t,z) k.d.d’tu M kiimesinde alttan yan siirekli oldugundan Michael
teoremine gore (t,z) — F(t,z) kd.d’nin f(:) : M — R* sirekli selektorit
vardir. Yani V (t,z) € M i¢in f(t,z) € F(t, z) olacak sekilde M kiimesinde siirekli
(t,z) — f(t,z) fonksiyonu vardir. Simdi %ﬂ = f(t,z(t)), t € [a,b] diferansiyel
denkleminin z(tg) = zo kosulunu saglayan ¢oziimiiniin varhgm aragtirahm. (¢,z) —
f(t,z) fonksiyonu M kiimesi iizerinde siirekli , (to, Zo) € int M oldugundan, Peano
teoremine gore (bkz [33] )

dz(t)
dt

= f(t,z(t)) z(to) = %o
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Cauchy probleminin (lo — 6,t0 + 8) arahginda cn az bir ¢éziimii varolacak sckilde
36 > 0 vardir. Ustelik V¢ € (tg—6,%0+6) icin ({,z(t)) € M olur.V t € (19— 6, to+96)
icin f(t,z(t)) € F(t,z(t)) oldugundan ¢oéziim hemen hemen her t € (¢ — §,%0 + 6)
i¢in d—zd(t—tl € F(t,z(t)) kogulunu saglar ve aym zamanda (1.3.2) Cauchy probleminin

¢ozlimii olur. =W

2.2 Diferansiyel Igermeler icin § -Céziim Kavram,

§ -Céziimlerin Ozellikleri

Bu kesimde sag tarafi konveks kompakt degerli iistten yan siirekli k.d.d.’ler olan
D.L’ler igin (1.3.2) Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varhgim arastiracagiz. Once
D.I’ler igin 6 —¢éziim tamumm verelim.

ACR" 6> 0 icin A° ile A kiimesinin kapal § komsulugunu gosteririz. O zaman
§>0,teR,zeR"ign t* ={reR:|7-t|]<é}, 2 ={yeR": |ly—z| <6}
olur. Agktir ki z% = B(z,8) dur. (¢,z) — F(t,z) , ((t,z) € [a,}] xR* ) kd.d.u
ve 6 >0 igin ‘

Fi, 28y ={feF(r,y):7€t® , yez’} ol

F5(t,z) = [co F(¢°,2°)]° ile konveks zarfin §-komgulugunu gosterecegiz. Bu

durumda F5(t,z) = {y € R : dist(y,co F(t%,z°)) < §} dur.
(t,z) — Fs(t,z) k.d.d.’iiniin bir 6zelligini inceleyelim.

Onerme 2.2.1 E C [a,b] x R® kompakt kiime, F(-) : E — KV(R") dstten

yary strekli k.d.d. olsun.Bu durumdaV e > 0,6 € [0, 6(¢)) gin (t,z) — F(t,z)

((t,z) € E) kdd’inin E kimesinde grafifinin ¢ komguluju (t,z) — Fs(t,z)

((t,z) € E) k.d.d.”inin grafifini icerecek bigimde 3 §(g) > 0 vardir. Yani

greFs() = {(t,z,y) EEXR 1y € Fy(t,z)} C{(t,z,9) € EXR":y € F(t,z)} + B
= grgF() +eB*

dir.
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Burada B* = {b € R>"*1 : ||b]| < 1} dir.
Kamt. Kabul edelimki 3 Ex > 0, {6,}‘:_‘;1 diZiSi, (t,—,mi,yi) € gT'EngI.(-) ('L =
1,2,---) olmak iizere i — oo iken §; — 0,Vi=1,2,.-- igin

(i, z:,3:) € greFs,(-) ve (4, z:,3:) ¢ greF () + B (2.2.1)

olacak bicimde {(t;, z;,¥:)}$2, dizisi vardir. £ kompakt kiime, V i icin (¢;,z;) € E
oldugundan , genelligi bozmadan i — oo iken (t;,z;) — (ti,Z.) ve (t.,z.) € E
oldugunu kabul edelim. F(-) k.d.d.’ii E’de iistten yan siirekli oldugundan %, keyfi
It —t.] < 6., ||z— .|| <6, icin

HuwcFm@J+%B (2.2.2)

olacak bigimde 8, € (0,%) vardw. Ote yandan ¢ — oo iken §; — 0, t; — t, ,
z; — T, oldugundan V¢ > N; ig¢in

Ex

8
olacak bigimde 3 N; > 0 vardir. O zaman (2.2.2) ve (2.2.3)’den V i > N; icin

St ctl | 2% ot (2.2.3)

1 *

6i<

Hﬁx%CF@@Q+%B (2.2.4)

L2 Rad £

elde ederiz. F(t.,z.) ve B kiimeleri konveks oldugundan (2.2.4)’den V ¢ > N; icin

cwwéﬁocFm@g+%B

R 1

olur. §; < £ oldugundan dolay1 Vi > N; icin

T 7

@HﬁzﬂﬁcF@@Q+%B (2.2.5)

olur. Fj,(t;, z;) = [coF (¢, 27)]% oldugu i¢in (2.2.5)’den V i > N; igin

1%@&0CF@JJ+%B (2.2.6)

olur. V ¢ icin (¢, %i,y:) € greFs,(.) oldugundan V i icin y; € Fy,(t;, ;) olur. O
zaman buradan ve (2.2.6)dan V i> N; icin

%EF@JQ+%B
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olur. BuradanV ¢ > N; i¢in
ly: — fill < 54’1 (2.2.7)
olan f; € F(t.,z.) vardir. (2.2.7)’den
| (b e, 9) = (s ) = e = fill < (2.2.8)
olur. V i > Ny igin (t,,z., fi;) € grgF(-) oldugundan (2.2.8)’denV i > N; icin
(s, Zo 3s) € graF () + %B* (2.2.9)
olur. é, € (0,5) oldugundan (2.2.3)’denV > N; igin
it <5, Jm-al <
O zaman V i > N; icin
1620 — ozl < J -t +lm-al < S (2210)

dir. O zaman (2.2.9) ve(2.2.10)’dan V 7 > N; igin

Ex

5 )B* = greF() + Z—s*B* (2.2.11)

Ex
(ti, T3, vi) € greF (-) + (I +

(2.2.1) ve (2.2.11) celigir, yani varsayimmz dogru degildir. Kamt biter. =
Simdi (1.3.1) D.I’si i¢in §-goziim kavramm verelim.

Tamm 2.2.1 Hemen hemen her t € [a,b] igin T (t) € F5(t,z(t)) D.I'ni sajlayan
mutlak sirekli z(-) : [a,b] = R™ fonksiyonuna (1.8.1) D.I. nin 6-¢ozimi denir.

Asagida d-gbziimlerin baz1 ézellikleri incelenmigtir.

Onerme 2.2.2 [a,] CR, G C Rx R” agtk kiime , F(-): G — KV(R"™) dstten
yary strekli k.d.d. olsun. Kabul edelim ki gr z;(-) = {(t,zx(t)) :t € [a,b]} CG V
k=1,2,--- olan, zx(-): [a,b] = R™ fonksiyonlar: (1.3.1) D.I’nin & ¢éziimlert
olsun ve k — oo tken 6 — 0, [a,b] arabfinda zi(-) — z.(-) dizgiin yaknsak,
gr z.(:) C G olsun.Bu durumda z,(-) : [a,b] — R® fonksiyonu (1.3.1) diferansiyel

igermesinin ¢Ozumauidir.
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Kamt. Keyfi ty € [a,b], € > 0 alahm ve sabitleyelim. gr z,(-) C G oldugundan
(to, z+(to)) € G olur. F(-) k.d.d."ti G agk kiimesinde tistten yan stirekli oldugundan

Go = {(t,z) € [a,b] x R™ : |t —to| < 27, ||z — z.(to)]| < 37}
kiimesindeki (¢, z)’ler i¢in
F(t, .’E) C F(to, ZL'*(t()))e (2.2.12)

olacak bicimde 3 7 > 0 vardir. Burada F(to, 7.(t0)) = F(to, z«(to)) +€B dir. zx(-)
fonksiyonlan siirekli ve diizglin olarak z,(-) fonksiyonuna yakmsak olduklarindan,
z.(-) fonksiyonu stireklidir. Gergekten t, € [a,b] ahrsak k — oo iken zx(-) — z.()
oldugundan £ icinVk > K; vet€ [a,b] icin

lzx(t) — 2. ()]l < (2.2.13)

wim

olacak sekilde K; >0 vardir.
Vk=1,2,.--- igin zx(): [a,b] = R" fonksiyonlan siireklidir. Keyfi k&, > K;
alalm. Bu durumda V¢ € [t,— é,,t,+ 6.] igin

k. (t.) — zr ()] < (2.2.14)

LM

olacak bicimde 8, = 6(¢, k,) > 0 vardr.
O zaman (2.2.13) ve (2.2.14)den V t € {t,— b.,t.+ 6.] igin

I (&) = 2. (@) < () — 2. O + 12, (@) — 20, @) + (2. (8) — 2. (8)]

€ £ £
< — — —_ =
= 3-i-3+3 £

olur.Yani V& > 0O icin t € [t,— &,,t,+ 6,] iken |z.(t) — z.(t.)}] < e oland, >0
vardir. Bu ise z,(-) fonksiyonunun ¢, noktasinda siirekli olmasidir. t, € [a,b] keyfi
sabitlenmis nokta oldugundan z,(-) fonksiyonu [a, b] araligmda siireklidir.

k — oo iken 6, — 0%, () — z,(-) diizgiin yakinsak, z.(-) fonksiyonu stirekli
oldugundan V k£ > Ko , t € (to — 7, %0 +7) (yani |t —to| <) igin

l2x(t) = 2@ <7, Haa(t) — ze(o)ll < (2.2.15)
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olacak sekilde v € (0,17) ve ko > 0 vardwr. 6, < min{7,e} secelim.(2.2.12) ve
(2.2.15)den §=46; , k> ko, |t —to] <y<n olurken

2T (2(t))’ C (2a(ta)* , F(, (@x(1))°) C Flto, z.(to))* (2.2.16)

olur.

Gergekten |t —tp] < n ve Vr € t® igin |r—t| < §olur. & =6 <9
oldugundan |7 —to] < |t —t|+ |t —to] < 27 , yani T € t27 olur. Vy € (zx(t))°
ign Jly —zx ()| <6, § =06 <n vek > kgiken ||zx(t) —z.()l| <n , t—tol <
iken ||z.(t) — z.(to)}] <n oldugundan k > ko, =6, |t —to] <y olurken

ly — 2. (o)l < lly = ze ()]l + llze(t) — 2k (to) | + Il (to) — 2. (to) || < 37

yani y € (z.(t))*" olur.
Aym zamanda 6 =26, ,k >k, |t—t] <7 <7 oldugu zaman t C tJ7,
(zx(t))? C (z4(t0))?" oldugundan (2.2.12)’den

F(&, (zi(t))°) C F(to, 24 (to))* (2.2.17)
olur. zx(-) fonksiyonlan (1.3.1) D.I-sinin &, ¢éziimleri oldugu igin hemen hemen
her t € [a,b] icin

Ty, (t) € [coF (%, (zx(t))*]% (2.2.18)

dir. F(to,z.(to))° konveks kiime, co A° = (co A)° oldugundan, (2.2.16) ve
(2.2.17)’den hemen hemen her t € (to— 7, to+7y) ve Vk > ko igin Zj (t) €
[F(to, z.(t0))] %) olur (2.2.15)% gore 8, < € dur. O zaman hemen hemen her

t € (to —7,to+ ) ve Vk > kg icin
Ty, (t) € F(to, z4(to))* (2.2.19)

dir. t € (to—", to+7) C [a,b] araliginda k — oo iken diizgiin olarak zx(-) — .(-) ,
F(to, z.(to))* konveks kompakt kiime oldugundan (2.2.18) ve Onerme 1.1.3’e gore
te€(to—1, to+y) arabginda z,(-) fonksiyonu mutlak siireklidir ve hemen hemen
her t € (to — 7, to + ) igin

. (t) € F(to, 2. (to)* (2.2.20)
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olur. (2.2.19)’a gére to € [a,b] keyfi sabitlenmis nokta oldugundan keyfie > 0 ve
7 € [a,b] icin z,(-) fonksiyonu (7 —7,,7+7,) arahginda mutlak siirekli ve hemen
hemen her ¢t € (7 — 7,57 +,) igin

z, (t) € F(1,z.(1))* (2.2.21)

olacak gekilde v, > 0 vardw. [a,b] C UJ (7 —v,,7 +7,), [a,b] kompakt kiime
T7€[a,b]
oldugundan 7; € [a,b] ,i=1,2,--- ,p noktalan

[0,8] < (i = Yoo T + 1) (2.2.22)

i=1

olacak bicimde vardir.Ustelik hemen hemen her t € (1; —,,,7: +17,,) igin
z, (t) € F(ri, z.(1:))* (2.2.23)

olur. Eger F, = U F(7s,z.(7:))* dersek , o zaman (2.2.21) ve (2.2.22)’den hemen
hemen her t € [a, b] icinz, (t) € F, olur. i =1,2,--+ ,p i¢gin F(7;,z.(7;)) kiimeleri
kapah simirh oldugundan F; kapah ve simirhdir. F, kapal simrh oldugundan hemen
hemen ¢ € [a,b] icin ||Z, (t)| < r olan r > 0 vardir. Buradan ise Onerme
1.1.3’deki kamta benzer olarak , z,(-) : [a,b] — R fonksiyonunun mutlak stirekli
oldugu elde edilir. Eger z,(-) fonksiyonu 7 € [a,b] noktasinda tiirevlenebilir ise , o
zaman (2.2.22)’den keyfi € > 0 igin

z, (1) € F(1,2.(7))* (2.2.24)

olur. ¢ > 0 keyfi oldugundan z, (7) € F(7,z,(7)) olur. z,(-) mutlak stirekli
oldugundan [a,b] aralifinda hemen hemen tiirevlenebilir ve o zaman (2.2.24)’den
hemen hemen her t € [a,b] ic¢in z, (t) € F(t,z.(t)) olur, yani z.(-) : [a,b] — R"
fonksiyonu (1.3.1) D.I'nin ¢ézlimiidiir. =

Bu 6nermeden ¢ikan sonuglar agagida verilmistir.

Sonug 2.2.1 [a,b] CR, G CRxR" agik kiime , F(.) : G — KV(R™) istten yar:
stirekli k.d.d. olsun. Yk =1,2,--- icin z(-) : [a,b] — R™ fonksiyonlarunn (1.8.1)
D.I.'nin ¢ézimleri oldugunu kabul edelim. grzy(-) = {(t,zx(t)) : t € [a,b]} C G,
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k — oo iken [a,b] arabfinda zx(-) — z.(-)dizgin yakinsak ve gr z,(-) C G ise

z.(-) : [a,0] = R™ fonksiyonu (1.3.1) D.I'nin ¢éziimidir.

Kamt. Agktr ki (1.3.1) D.I.’nin ¢ézlimii aym zamanda keyfi 6 > 0 igin 6
¢ozlimdiir. {6x}32; k — oo iken 8, — 0% olan bir dizi olsun. O zaman her k i¢in

zx() fonksiyonu &;, ¢dziim olur ve Onerme 2.2.2’den sonug elde edilir. =

Sonug 2.2.2 [a,b] C R, G C R x R™ agik kime, F(-) : G — K(R") istten yar:
stirekli k.d.d. olsun. Yk =1,2,--- igin z(-) : [a,b] — R™ fonksiyonlarmmn (1.3.1)
D.I'nin ¢ézimleri oldujunu kabul edelim. grzi(-) = {(t,zx(t)) : t € [a,b]} C G,
k — oo iken [a,b] arabginda dizgin olarak zx(-) — z.(-), g7 z.(-) C G olsun. Bu

durumda z,(-) : [a,b] = R"™ fonksiyonu z (t) € coF'(t,z(t)) D.I'nin ¢bzimidir.

Kamt. F(-) : G — K(R") ise o zaman coF(:) : G — KV(R") olur. z(') :
[a,b] — R™ fonksiyonlan (1.3.1) D.I. ’nin ¢dziimleri ise , V(t,z) € G i¢in F(t,z) C
coF(t, z) oldugundan bu fonksiyonlar aym $amanda i (t) € coF(t, z;(t)) D.I’nin
de ¢oztimleridir. Dolaysiyla Sonug 2.2.1’den kamt biter. m

2.3 Sag Tarafi Konveks Kompakt Degerli Ustten Yar: Siirekli
Kiime Degerli Dniisiimler Olan Diferansiyel Igermelerin

Coziimlerinin Varhg

Bu kesimde sag tarafi konveks kompakt degerli k.d.d.’ler olan D.I.’ler i¢in Cauchy

probleminin ¢dziimiinlin varhgim inceleyecegiz.

Teorem 2.3.1 G C R x R agik kiime, (to,z0) € G, F(-) : G — KV(R") dstten
yary strekli k.d.d. olsun. Bu durumda

z (t) € F(t,z(t)) , z(to) = zo (2:3.1)

Cauchy probleminin ¢ézimd vardir.

Eger
Z={tz)eRxR":{( <t<ty+a.,llr— o) <b}CG
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ise, 0 zaman (2.8.1) Cauchy probleminin [to, to + d] arabinda ¢ézimi vardir.

Burada
b. .
d= min{a*,a}, m =sup{||f| : f € F(t,z), (t,z) € Z} dir.

Uyar:1 2.3.1 Z* = {(t,z) ERxR*: tp—a* <t < to, |z — zofl <b*} C G ise, bu
durumda (2.3.1) Cauchy probleminin [to—d*,to] arah@nda ¢ézimd vardir. Burada

*

@ =minfa’, .}, m' =sup{|f]]: ] € F(t,); (t,%) € 7'}

*

Kamt. (t5,70) €G,G CRXR"* agk kiime oldugundan
Z={tz) eRxR":ta<t<tp+a,, lz—zo]| <b}CG (2.3.2)

olan a, >0 veb, >0 vardw. Z C R X R* kompakt kiime F(:) : Z — KV (R"®)
tistten yan stirekli oldugundan M = |J F(t,z) kiimesi kompakt kiimedir.

(t.z)eZ

(bkz[3]). Dolayisiyla
m =sup {||f]: f € F(¢,7), (t,z) € Z} = max {||f||: f € M} <0

olur.

Buradan d = min{a,,%} > 0 olur. k =1,2,--+ igin by = &, t; = to + 1
hg, 1=0,1,--- ,k olsun. zx(-) : [to,to + d] — R* Euler yakalsimm belirleyelim.
Vk i¢in zx(txo) = Zo olsun. Acktir ki keyfi sabitlenmig k ve ¢ = 0,1,.-- ,k i¢in
tri € [to,to + d] dir. ‘

Kabul edelim ki & sabit olsun. O zaman i =0,1,2,--- ,k — 1 i¢in @& (t;:) = Trs

belirlenmig ise zx(.) fonksiyonu [ty ;, tx:+1] arahginda
.’Ek(t) = T4+ ’Uk,,-(t — txi) (233)
glbi belirlenir. Burada Vg,s = F(tk,,', IEk,,;) dir. Sllndi Vit € [to, to -+ d] igin

2, (t) — zoll < m(t —to)
grog(s) = {(t,zx(t)) : t € [to, o +d]} C Z

(2.3.4)
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oldugunu gosterelim. ( (to,Zo) € Z ), (2.3.3)’e goére t € [ty o,tk,1] olurken
.’L‘k(t) = T + ‘Uk,o(t - to) (235)

olur. Burada vk € F(to, %o) ve (to,zo) € Z oldugundan (2.3.2)’ye gore |[vxol] < m
dir. Bu durumda (2.3.5)’den Vt € [to, tx 1] i¢in

lzx(8) — ol < fJuroll (¢ — to) < mft —to) (2.3.6)

olur. t € [to,to + d] oldugundan t —to < d < & dir. Béylece Vi € [to,tx,1] iken
| zx(t) — zol] < b. elde edilir. Yani

{(t, il’k(t)) 1t € [to,tk,]]} cZ (2.3.7)
olur.Simdi kabul edelim ki i > 0, Vt € [to, 4] igin

25 () — zol] < m(t — to)

(2.3.8)
{(t, ,Jlk(t)) 't e [tO,tk,i]} cZz
olsun. O halde Vt € [tk,‘i) tk,i+1] 1(;in
t) — < t—1t
Jou(6) — 2ol < iz ~ 1) 239)
{(t,z(t)) : t € [to, trna]} C Z
oldugunu gosterecegiz. t € [tk ;, i i11) alahm. (2.2.3)’e gore
.’L’k(t) = Tk, + ’Uk,i(t - to) (2.3.10)

olur ve vg; € F(ty:, zx;) dir. (2.3.8)e gére (tx;, Zx:) € Z dir. Dolayisiyla {Jue ;]| <
m dir. Bu durumda (2.3.8) ve (2.3.10)’dan, t € [ts,i, tri11] iken

lze(®) — zoll < Mze() — zrall + Nlzrs — Zoll < Norsll - (¢ — trs) + m(tes — to)

S m(t - tk,,') + m(tk,i - to) = m(t - to)

Yam Vi e[tk,i7 tk,i+1] 1(;111

lzx(t) — zo)| < m(t —to) (2.3.11)



olur. t € [tg, o+ d] oldugundan, t —ty < d < b; olur ve (2.3.11)’den Vi €[tg, tk i11]
igin ||zx(t) — zol| < m d < b, olur yani {(¢,zx(l)) : t € [trs, tki+1]} C Z bulunur.

Dolaysiyla (2.3.6), (2.3.7), (2.3.11) ve (2.3.12)’den tiimvarim yéntemine gore
(2.3.4)’tin dogrulugunu géstermis oluruz.

Yeniden k& alalin ve sabitleyelim. O zaman z(-) : [to, to+d] — R™ fonksiyonunun
tanimina gére, yani (2.3.3)’e gore zi(-) fonksiyonu [to,to + d] arahginda siireklidir
vet € (i trist) i=0,1,---,k—1 iken

&y (t) = gz (2.3.13)

V 1 = 0,1,"' ,k -1 i§1n Uk,i < F(tk’,',l'k,i), (tk,,-,:vk’i) € Z oldug'undan V Z =
0,1,--+ ,k — 1igin [jux,]] < m dir. O zaman (2.3.13)’den Vt # t,; igin (i =
0,1, ,k—1)

s @))) < m (23.14)

olur. Keyfi t; € [to,to +d] , t2 € [to,to +d] alahm. O zaman z)(t2) — zx(t;) =
tz
[z (7)d7 dur. (2.3.14)’den

t;

o) = n(®)] < [ o (D] dr <mlta - (2.3.15)

:
dir. Onermel.1.2.’den de z;(-) fonksiyonunun mutlak stirekliligi elde edilir. (2.3.4)%
gore Vk =1,2,--- icin gr. zx(-) C Z, Z kompakt kiime oldugundan, zx(-) fonksiy-
onlan diizgiin siurhdir. Vk = 1,2,.-- ve t € [to,to + d] igin ||zx(t)|| < R olacak
gekilde bir R > 0 vardir. (2.3.15)’den ise z;(-) fonksiyonlanmmn diizgiin siirekliligi
elde edilir. O zaman Askoli teoremine gore (bkz [53] ) [to, to + d] arahghnda k — oo
iken zx(-) — z.(-) diizglin yakinsak olan bir .(-) : [to, to +d] — R” stirekli fonksiy-
onu vardir. Keyfi k i¢in gr zx(-) C Z, Z kompakt, k — oo iken zx(-) — z.(-)
oldugundan grz,(-) C Z olur. Ote yandan (2.3.15)’den Vk ve V 1y, t2 € [to, o + d]

2k (t2) — za(t) | < m |tz — 1 (2.3.16)
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olur. t € [to,to + d] arabginda k — oo iken zx(-) — z.(-) diizgiin yakinsak oldugun-
dan (2.3.16)’dan k — oo iken limit alimirsa

lze(t2) = z.{ )| S m| b2 — ta]

olur. Buradan ise z,(-) fonksiyonunun mutlak siirekliligi elde edilir. Simdi t;; =
to + thy oldugundan V ¢ € { tk i, tk,i+1] icin

It — tisl < (2.3.17)
olur. (2.3.16) ve (2.3.17)°den ¥ t € [ tys, tris1] icin
lzk(t) — zrsl]l < mit —tri| < mby (2.3.18)
olur.
6, = max{hy, mhy} (2.3.19)

olsun. O zaman agktir ki, k£ — oo iken 6; — 0 olur. (2.3.17) ve (2.3.18) 'den V ¢ €

[ ths, trita) Icin
tk,i € t‘sk ’ :vk,i € (.‘Bk(t))ék (2.3.20)

(2.3.13) ’den Vt € ( tz thit1) icin T (t) = vi; € F(tri,2x:) oldugu bulunur. O
zaman (2.3.18)’den Vt € ( 5, tx;41) igin

Ty, (t) € F(t%, (zx(t))%*) - (2.3.21)

olur. F(t%, (zx(t))®) C Fy,(t, () = [coF (%, (zx(t))**)]™ oldugundan (2.3.21)'den
Vt € ( thi,tris1) icin

.ka (t) S F‘Sk (t, QIk(t)) (2.3.22)
olur. ¢ =0,1,--- ,k—1 keyfi oldugundan (2.3.22)’den Vt#1tx; #=0,1,--- ,k—1
i¢in

(1) € Fy, (1, zi(t))
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oldugunu elde ederiz. Boylece zx(-) : [to,to + d] — R" fonksiyonlarmn (1.3.1)
D.L’nin §; ¢oziimleri olduklanm gordiik. O zaman Vk i¢in grzi(-) C Z, grz.() C Z
ve [tg,to + d] arahginda k — oo iken z;(-) — z.() diizgiin yaknsak oldugundan
Onerme 2.2.2’ye gore z.(-) : [to, to + d] — R™ mutlak siirekli fonksiyon (1.3.1) D.I.
nin ¢oziimudir.
Vk icin zx(to) = zo , £ — 00 iken zx(-) — z.(+) oldugundan z,(tp) = zo olur.
Boylece z.(-) fonksiyonu (2.3.1) Cauchy probleminin ¢oziimiidiir. m
Eger Teorém 2.3.1’de konvekslik kogulu olmazsa teorem dogru olmaz.
Ornek 2.3.1 t€[0,1], z € R ve (t,z) € [0,1] X R igin
1 , <0
Flt,z)={ {-1,1} , z=0 (2.3.23)
-1 , >0
olsun. Agiktir ki V(t,z) € [0,1] x R igin F(t,z) kompakt kimedir, x = 0 iken
F(t,0) konveks degildir ve F(-):[0,1] x R —K(R) distten yars sirekli kiime degerli
déniigimdir. §imdiV(t,z) € [0,1]XR igin F(t,z) kimesi (2.3.20) ile tansmlanmak

z (t) € F(t,2(t)) , z(0) = 0 (2.3.24)

Cauchy problemine bakalim. (2.3.24) Cauchy probleminin ¢ozimi yoktur. Ancak
V(t,z) € [0,1] X R igin F(t,x) kimesi (2.3.23) ile belirlenmig olursa

i (t) € F(t,z(t))

D.I.'nin 6 ¢éziimleri vardir. Asafidaki gibi belirlenmis Euler yaklagimina bakalim.

My =%, tei =iz ,i=0,1,---,2k , z(0) = 0 olsun. O zaman F(0,0) =
{-1,1} oldujundan vyo = 1 wvet € (0,5%] iken mx(t) = t olsun. zpy = 3
oldugundan , F(Z, %) = {—1} olur. O zaman vy = —1 vet € (5, 2] tken
zr(t) = 5 — (t— 5) olsun. x5 =0 oldufundan F(%,0) = {—1,1} olur. O zaman
vka =1 vet € (£, 2] tken z(t) =0+ (t— Z) olsun. Boylece,

0+(—-2) , te(Z 5

w(t) = 1 241 22:; ;k 2 (23.25)
% (053 . te (5 5]
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i=0,1,--- ,k—1 olup (2.3.25)denV t #t,; i=0,1,---,k—1 igin

1, te (&, 2t
i (t) = { (35 "2x") (2.3.26)

2t+1 2542
-1, te (&5, 42)

dir. (2.3.25)denV t € [0,1] igin
@) < o (2.3.27)
2k
olur. Simdi & = 1 olsun. O zaman (2.3.27)ten YVt € [0,1] veV k=12,
igin 0 € (zx(t))* olur.Bu durumdaV k=1,2,--- ve t€[0,1] i¢in

[—1,1) C [coF(t %, (zx(2))**]% = F 5, (t, z(t)) (2.3.28)
olur. (2.3.26) ve (2.3.28)'den , Vt=1ty; i¢in (i=0,1,---,k—1)
.'i?k (t) € ng(t,mk(t)) (2.3.29)

elde edilir. (2.8.26)ya gére zx(-) fonksiyonlars mutlak siireklidir. O zaman (2.3.29)a
gore zz(-) fonksiyonlary (2.3.24) D.I 'nin &, ¢ozimleridir. (2.8.25) ve (2.3.27)ye
gore k — oo iken [0,1] arakgnda {xx(-)}2, dizisi dizgin olarak z.(-) = 0
fonksiyonuna yakinsar. AncakV t € [0,1] icin z, (t) =0¢ F(t,0) = {-1,1} , yani
z,(-) =0 fonksiyonu (2.8.24) D.L’nin ¢oziimii degildir. Ote yandanV t € [0,1]
1¢in

z, (t) =0 € [-1,1] = coF(t,0) = coF(t,z.(t))

olur. Yani , z,(-) fonksiyonu z (t) € coF(t,z(t)) D.I’nin ¢ozimi olur.
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3 COZUMLER KUMESININ OZELLIKLERI

Bu bolumde diferansiyel igermelerin ¢éziimler kiimesinin stmrhhg ile ¢oziimlerin
tiim araliga devam ettirilmesini, ¢éziimler kiimesinin kapahhk ve kompakthgm ve

¢oziimlerin yerel 6zelliklerini inceleyecegiz.

3.1 Diferansiyel Icermelerin Coziimler Kiimesinin Simirhhigh
ve Coziimlerin Devamhhg
Bu kesimde D .I.’nin ¢dziimler kiimesinin simirhilhigim aragtiracagiz. Coziimler kiimesinin

simrh olmasina dayanarak her ¢dziimiin tiim arahga devam ettirilmesini inceleye-

cegiz.
Asagdaki probleme bakalim.

i (t) € F(t,z(t)) , t € [a,b] (3.1.1)

.T(to) € Xo (312)

Burada Xo C R™ keyfi kiimedir.(3.1.1) (3.1.2) problemi, (3.1.1) D.I.’nin ¢, amnda
Xo kiimesinden gegen goziimlerinin bulunmasidir. (3.1.1) (3.1.2) problemine genel
Cauchy problemi diyecegiz. (3.1.1) (3.1.2) probleminin ¢oziimler kiimesini X (Zo, Xo)
ile gosterecegiz. t € [a,b] icin
X(t; tO,X()) = {.’L‘(t) eR": .’L'() € X(to,Xg)}
H(to, Xo) = {(t,z) € [a,b] X R" : z € X(t;t9, Xo)}

olsun. X(¢;tp,Xo0)’a (3.1.1) D.I’nin ¢ zamamnda (tg, Xo) baslangi¢ kiimesinden
erigim kiimesi, H(to, Xo)’a (3.1.1) D.L’nin (to,Xo) baslangic kiimesinden ¢ikan

integral tiineli denir.

Teorem 3.1.1 X, C R" kompakt kime, F(-) : [a,b] x R* — KV(R") istten
yart sirekli, to € [a,b] olsun. V (t,z) € [a,b] X R* igin

max{||f|| : f € F(t,z)} <c(1+ ||zl]) , c= sabit (3.1.3)
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oldugunu varsayalim.Bu durumda ¥ z(-) € X(to,Xo) igin |lz(-)| < R, Vit €
[a,b], z € X(t;to,Xo) igin |z|| < R, V (t,z) € H(to,Xo) igin ||(t,x)]|] <
R + max{|b], |a|} olacak sekilde R >0 wvardur.

Kamit. Keyfi z(-) € X(to, Xo) alahm ve [tg — dy,tp + do] arahginda (d; > 0,
ds >0 ) z(-) : [to — d1,t0 +da] — R™ fonksiyonunun (3.1.1) (3.1.2) probleminin
¢ozlimii oldugunu varsayahm. O zaman V ¢ € [tg, %o + ds] igin

t

z(t) = zo + / z (1)dT (3.1.4)

olacak gekilde zo € Xy vardir ve hemen hemen her 7 € [to, tg + ds] igin
z (1) € F(r,z(r)) (3.1.5)

olur.Once [ty, to + dy] arahigim gozoniine alahm. O zaman hemen hemen her 7 €

[to,to +dq] igin
& ()| < max {|f] : f € F(r,=(r))}
olur. (3.1.3) kosulundan, hemen hemen her 7 € [to, to + da] icin
2 (7)]| < (1 + flz(m)}) (3.1.6)

olur. O halde (3.1.4) ve (3.1.6)’dan V t € [to, o + da] icin

t

e < feol + [ & ] dr < ol + [ ot + emar  (317)

= ol + c(t ~ to) + ¢ / e (r)] dr

olur. max {||lz]| : z € Xo}0 =r dersek Xy kompakt kiime oldugundan r < 400
dur. O zaman (3.1.7)’den V ¢ € [ty,tp + da] icin

s < r+ee—t0)+e [ el dr (.19
to

< r+c(b—a)+6/||$(7)”d7'
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olur. (3.1.8) ve Teorem 1.1.1’den (Gronwall Esitsizligi ), V ¢ € [to, %o + d2] igin

lz@)| < r+cb—a)+ec / ofr + c(b — a))dr (3.1.9)
= r+c(b—a)+cafe(r + c(b— a)l(t — to)
olur. ( Burada ¢, = exp to}dzc dr = exp ¢-dy dir. ) O zaman (3.1.9)’dan

to

Vite [to,to + dz] icin
lz(t)| < [(r+c(db—a)) - (1+c(b~a))-exp c- (b—a)] (3.1.10)

olur. R= [(r+c(b—a))-(1+c(db—a)) -exp c(b—a)] dersek (3.1.10)’dan
YVie [to,t() + d2] igin

lz®)] < R , (3.1.11)

dir.

Simdi t € [to —dyi,te] , t = —7 + 2tp — d; defigimini alahm ve y(7) =
z(—7T + 2t — dy) olsun. Agktir ki, t =t; tken 7 =1to—d;, t=19—d; iken
T =tg olur vet degigkeni [top—d;,ts] arahiginda tg’dan baslayarak t;—d;’e kadar
azahrken , 7 degigkeni tg — dy’den baslayip tg’a kadar artar. O zaman

dz(t) _ dz(—7 + 2to — dy) dr dy(r)

dt dr dt  dr

(1) =-y(7)

oldugundan, % (t) € F(¢,z(t)) , DL'ni — ¥ (1) € F(—7 + 2to — dy, y(7)) gibi
yazabiliriz. Bu durumda t € [to — dj,t0] iken

z (t) € F(t,z(t))
.’II(to) - Xo

(3.1.12)

problemini

y (T) < —‘F("‘T -+ 2t0 —_ d17 y(T)) , T S [t() - d17t0]

(3.1.13)
y(to — d1) € Xo
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gibi yazabiliriz. (3.1.13) probleminin ¢éztimler kitmesini Y (¢o—di1, Xj) ile g8stere-
lim. O zaman (3.1.10)’a benzer olarak V y(-) € Y(to — dy,Xo) ve 7€ [tg— dy, i

icin
v < +ed-a)) - (1+c(b-a))-exp c- (b —a)
oldugunu gdsterebiliriz. Dolayisiyla V y(-) € Y(t, — d1, Xo) ve 7 € [t — d1,%0]
icin
ly()ll < R (3.1.14)

olur. y(r) — z(—7+ 2ty — d,) = z(t) oldugundan, (3.1.14)’den V ¢ € [to — dy,t0]

icin
(@)l < R (3.1.15)

olur. Sonug olarak (3.1.11) ve (3.1.14)’den V t € [ty — d1,to + dg] igin

lz@®)] < R (3.1.16)

olur.

Vte b vezx € X(tto,Xo) alahm. X(tt0,Xo) kilmesinin tammindan
z(t) = z olan z(-) € X(tp,Xo) vardr. (3.1.16)’ya gére |jz|| = ||z(®)]| < R ve
bu durumda |jz|]] < R olr. Simdi V (t,z) € H(ty, Xo) olsun. H(ts, Xo) ve
X(t;to, Xo) kiimelerinin tammindan , z(-) € X(to, Xo) var dyle ki, (¢,z) = (¢, z(t)).
(3.1.16)’ya gére ||z(t)|| < R dir. ||(t, z@®))|| < It| + llz@®)]], t € [a,b] oldugundan
|@&,z(@)|| < R+ max{[d|,|a|}, dolayisiyla ||(Z,z)|| < R+ max{|b|, |al} olur. Kantt
biter. ®

Simdi (3.1.1) (3.1.2) probleminin titm ¢bziimlerinin |a,b] araligmnda tanimlan-

masim gerektiren bir teorem sunalim.

Teorem 3.1.2 Teorem 8.1.1.°%n tim kogullar: saflansin. xzo € Xo olsun. Bu du-

rumda V z(-) € X(to,z0) ¢bzimii tim [a,b] arohgnda tansmiider.
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Kamt. Keyfi zo(-) € X(to, o) alahm ve hemen hemen her t € [to— 13,0 +d;]
i¢in To (t) € F(t,z0(t)), zo(to) = zo oldugunu kabul edelim. to+d; <b to+d; =t,
Zo(to + dy) = z; diyelim. Teorem 3.1.1.’e gére ||z} < R dir. O zaman benzer
olarak Teorem 2.3.1’e gbre hemen hemen her t € [ty,t1+d}] igin x; (t) € F(t,z:(t))
D.I’nive z;(t1) = x1 kosulunusaglayan z;(-) : [t;, t;+d}] — R" fonksiyonu mutlak
siirekli olacak sekilde [t1,t; + di] arahg vardir. Yani () : [t;, ¢ +di] — R®
fonksiyonu [t1,t; + di] arahgmda @; (t) € F(t,z:(t), z:(t1) = 71 = z(to + dy)
Cauchy probleminin ¢bziimiidiir. |

1) = .’Eo(t) , LE [to,to+d1]
.’L‘](t) . te [tl,tl +di]

dersek, z}(-) : [to, t1-+d}] — R™ fonksiyonu [to, t,+d}] arahgmda zg (t) € F(t, z3(t))
D.I'nin zj(ty) = zo kogulunu saglayan ¢oziimii olur. Teorem 3.1.1% gore V t €
[to,t1 +di] i¢in |lzp(t)|| < R dir. Buradan zo(-) € X(to,To) ¢dziimit herhangi bir
[to,to +d.], (to+d. <b) arahinda belirlenmig ise, o zaman zo(-) fonksiyonu g
(t) € F(t,zo(t)), zo(to) = zo Cauchy probleminin ¢bzlimii olmak tizere [to+d.,,to+
d, + &) arah@mda devam ettirilebilecek bigimde bir o > 0 saysmn varhgm elde
ederiz. Bu durumda sonsuz tiimevanm yéntemini kullanarak (bkz [42] ), ¢dzlimiin
tiim [tp, b] aralifina devam ettirilmesinin miimkiin olabilecegini séyleyebiliriz. Aym
sekilde zo(+) € X (to, Zo) ¢ozlimii [a,tp] arahgina yani solada devam ettirilebilir.

Teorem kamtlamr. =

3.2 (Coziimler Kiimesinin Kompaktlig: ve Kapalilig:

Bu kesimde X(to,Xo) kiimesinin , yani

z (t) € F(t,z(t)) , t € [a,b) (3.2.1)

z(to) € Xo (3.2.2)

probleminin ¢éziimler kiimesinin kompakthigi ve kapahhg arastinlacaktir.
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Teorem 3.2.1 Xo C R* kompakt kime, F(-) : [a,b] — KV(R") distten yar:
stirekli kime degerli déniigim olsun. Ejer Y z(-) € X(to,Xo) ¢ozimi [a,b] ar-
akinda tanamlanmig fonksiyon ise ve

()l = max flz(t)] <R (3.2.3)

t€la,b]

olacak sekilde R > 0 wvarsa bu durumda X(to, Xo) kiimesi kapal ve kompaktiur.

Uyar1 3.2.1 Teorem 3.1.1 ve 8.1.27ye gore, efer (3.1.3) esitsizligi saglansyorsa , o
zaman X (to, Xo) kimesi suurh ve V z(-) € X(to, Xo) ¢oziimi tim [a,b] arahginda

belirlenmig fonksiyondur.

Kamt. Simdi, max {||f]|: f € F(t,z), (t,z) € [a,b] x B(0O,R)} = K olsun.
Keyfi z(-) € X (to, Xo) alahm. O zaman V ¢ € [a,b] icin

t

u@=zvg/¢ﬁmr

to

olacak §ekilde Zo € Xo vardir. V t,ty € [a, b] IQiIl

um=u+7¢mw,aw=%+jimm
dur. Buradan ) )
ﬂm—dm=f¢mw (3.2.4)
olur. (3.2.4)’den |
lz(t2) — z(t2)]] < ] ||z (7)|| a7 (3.2.5)

V () € X(to, Xo) i¢in Jlz(-)] £ R oldugundan, V z(-) € X(to, Xo) i¢in

max {||f]|: f € F(t,z(t)), t€[a,b]} < K (3.2.6)
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olur. z() € X (to, Xo) ve hemen hemen her 7 € [a,b] icin
z (1) € F(71,z(T))
oldugundan, (3.2.6)’dan hemen hemen her T € [a,b] icin
Iz ()] < K (3.2.7)
olur. Bu durumda (3.2.5) ve (3.2.7)’den
lz(tz) —z(E)ll < K - [t2 — ] (3.2.8)

olur. z(-) € X(to, Xo) keyfi ¢oztim oldugundan (3.2.8)’den z(-) € X (to, Xo) ¢ozlim-
lerinin aym K sabiti ile Lipschitz kogulunu sagladigim elde ederiz. Buradan ise
z(-) g¢bziimlerinin eg siirekliligi elde edilir. (3.2.3) kosuluna gére X (o, Xo) kiimesi
sumrhidir. O zaman Askoli teoremine gore (bkz [53]) X (to, Xo) kiimesi prekompakt
kiime olur. Yani V k=1,2,--- igin z;(-) € X(to,Xo) olmak iizere {xx(-)}52,
dizisinden yakinsak alt dizi secilebilir.

Simdi  X(t4, Xo) kiimesinin kapali oldugunu gosterelim. V k = 1,2,--+ igin
zx(-) € X(to, Xo) ve [a,b] arahginda k — oo iken zx(-) — z.(-) diizgiin yakinsak
olsun.zx(-) : [a,b] — R* fonksiyonlan (3.2.1) D.L’nin g¢dziimleri oldugundan,
Vk=1,2,--- i¢in 6 >0, k — co iken §; — 0%olmak tlizere z(-) fonksiyonlan
(3.2.1) D.I'’nin é;-gbziimleridir. Burada k — co iken zx(-) — z.(-) ve & — 0
oldugundan, Onerme 2.2.2’ye gore z.(-) : [a,b] — R® fonksiyonu (3.2.1) D.I.’nin
¢Oziimiidiir.

Simdi z,(tg) € X, oldugunu gosterelim. Vkicin zx(-) € X (%9, Xo) oldugundan,
Vk icin

zx(to) € Xo (3.2.9)

dir. ¥ — oo iken zx(to) — z.(fo) , Xo kompakt kiime oldugundan, (3.2.9)’dan
x*(to) € Xo olur. Yani IE*() € X(to,Xo) dir.
X (to, Xo) kiimesi kapal ve bikompakt oldugundan kompakt olur. Teorem kamt-

lamr. =
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Simdi X (¢; to, Xo) erisim kiimelerinin ve H(to, Xo) integral tiinelinin kompak-
thgim inceleyelim.

Teorem 3.2.2 Teorem 3.2.1.in tim kogullars saglansin. Bu durumda H(to, Xo)

integral tineli ve V t € [a,b] igin X(t;tg, Xo) erisim kimeleri kompakt kiimelerdir.

Kamt. Keyfi (t,z) € H(to,Xo) alahm. O zaman z(t) = z olan bir z() €
X(to, Xo) vardir. Jo(t)] < R, t € [0, oldugundan |(t,2)] < |t] + ol =
ltl + Jlz() < 7+ R, T = max{|a|,|b|} dir. Yani, H(ty,Xo) kiimesi sir-
hdir. Simdi H(%, Xo) kiimesinin kapah oldugunu gosterelim. V & = 1,2,.-.
icin (tx,zx) € H(to,Xo) olmak tizere {(tx,zx)}%>, dizisini alalim ve £ — oo
iken (tx,zx) — (ts,z,) olsun.(t.,z.) € H(to, Xo) oldugunu gosterelim. (tx,zx) €
H{te,Xo) oldugundan zx(t;) = z; olacak bigimde bir z;(-) € X(to,Xo) vardir.
X (to, Xo) kompakt kiime oldugundan, genelligi bozmadan k — oo iken zx(-) —
Z+(-) vez.(-) € X (to, Xo) oldugunu varsayabiliriz. O zaman t; — t,, zx(-) — z.(-),
zx(-) (k=1,2,..- ) fonksiyonlan stirekli ve zx(tx) = z; oldugundan dolay,
k — oo iken limit alrsak, z,(t.) = z, olur. z,(-) € X(ty,Xo) oldugundan
(ts, 22) = (ts,z.(ts)) € H(to,Xo) olur. H(tp,Xo) kiimesinin kapah oldugu kamt-
lanmg olur. H(to, Xo) C R x R™ kiimesi kapah ve simrh oldugundan kompakt
olur.

Keyfi t, € [a,b] alahm ve X(t.;t9,Xo) kiimesinin kompakt oldugunu gostere-
lim. Teorem 3.2.1’deki (3.2.3) kosuluna gore X(t.;to, Xo) kiimesi smurhdir. Simdi
X(t,; to, Xo) kiimesinin kapalh oldugunu gosterelim. V k& i¢in z; € X(t,;t0, Xo)
olmak tizere {z;}%>, dizisi alahm ve k — oo iken x; — z, oldugunu kabul edelim.
Zx € X (ts; to, Xo) oldugunu gosterelim. z € X (t.;to, Xo) oldugundan zx( t.) = z
olacak gekilde zx(-) € X(to,Xo) vardir. Teorem 3.2.1%¢ gore X (to, Xo) kompakt
kiimedir ve genellifi bozmadan k — oo iken zx(-) — z.(-) ve z.() € X(to, Xo)
oldugunu kabul edelim. Bu durumda z:(t.) = zx (k = 1,2,--- ) egitliginde
k — oo iken limit alrsak z.(t.) = z, ve béylece z, € X(t.;tp, Xo) olur. Yani
X (ts;to, Xo) kapah kiimedir. X(t,;t9,Xo) C R™ kapah ve smurh oldugundan

kompakt olur. Teorem kamtlamr. m
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Eger Teorem 3.2.1 ve 3.2.2de F(-): [a,b] x R* — K(R") iistten yan siirekli
kiime degerli déniiglim ise, yani (t,z) € [a,b] x R* igin F(t,z) konveks degilse,
o zaman X(to,Xo), X(t;te,Xo) , H(to, Xo) kiimeleri kapali olmayabilir. Asagida
buna bir 6rnek verilmistir.

Ornek 3.2.1 Asafidaki dinamik sisteme bakalm.

z = —y+u?, (3.2.10)

y =u , k<1
te0,1] , Xo=4{(0,0)} olsun. Bu durumda
F(t,z,y) ={(f,9) ER*: (f,9) = (-¢" +v’,v) , u € [-1,1]} (3-2.11)
ve (3.2.10) dinamik sistemi
(z (£),9 (t)) € F(t,z(t),y(t)) , z(0)=0,y(0) =0, tel0,1] (3.2.12)
D.I.'ne denktir. Agktir ki | ¥ (t,z,y) icin F(t,z,y) kimesi
f==y"+g", gl <1

paraboliiniin bir kismudir (Sekil 8.2.1) ve F(t,z,y) kimesi kompaktter, ancak kon-
veks degildir.

A b<1 A =

2

. ,
~N\U

1
A bl>1

.
-1 1p° 1 T8

N

4

Sekil 8.2.1:. lyl <1 , |lyl=1 vely| > 1 igin F(t,z,y) kimesi
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< < 2.
max (1) <1, max jy(t)] <2 (3:2.13)

oldufunu yani X(0,0) ¢ézimler kimesinin sinirh oldugunu gdsterelim. (z(-),y(-)) €
X(0,0) oldugundan , Vte€[0,1] icin

t t t

ROE / w(r)dr | o(t) = - / Y2 (r)dr + / W¥(r)dr

0 0 0
lu(t)] < 1 olacak sekilde dlgilebilir w() fonksiyonu vardir. ¥V 7 € [0,1] igin
[u(7)] <1 oldujundan ,V tel0,1] igin

t

ly(t)] < /lu(f)ldrs 1, OS/uz('r)d'rg 1

0
olur. O zaman YVt € [0,1] igin

t

lz(t)] < / y(r)dr +1<2
0

olur. Yani (8.2.13) dogrudur, dolaypsiyla X (0,0) ¢bzimler kimesi suurhdar.

Simdi k=1,2,--- igin [0,1] arahgmn 0, &, Z ... ZE 1 bolintisini
alalim ve
1 , te _7:_".’2";*'_1.
u(t) = £~2k1 z’fz i=0,1,--- ,k—1 (3.2.14)
-1, te 550
olsun.
A
1—> > >
1 21 3 53
%] 2| 2% 2k |2k
'—1 » Ll

Sekil 8.2.2: uy(.) man grafigfi
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(@e(-)we(-) : 0,1] = R ile
T () = —um(®)’+w()® , z(0)=0 (3.2.15)

Ye (1) = w(t) , w(0)=0

Cauchy probleminin ¢ozimiint gésterelim.(8.2.11) ve (8.2.15)% gére, (T (t),¥x
(t)) € F(t, zk(t), ys(t)) dir. (3.2.15)%e gére V1€ [0,1] igin
t

yr(t) = / u(7)dT

0

olur. O zaman (3.2.14)’den VYt €][0,1] icin

2 2i 2+l
o= TR ERE ) ican ke
1
—t+ 2%k t€[2k72k
olur. (Gekil 3.2.8)
A
1
2k
! 1 »
4 1 ¥ ¥ Lol
1 2 3 24-2  2k-1 1
% 2k 2% 2% 2k

Sekil 8.2.3 yi(.) 'mn grafigi

O halde V t € [0,1] ic¢in
1
< < — 2.
0 < u(t) < 57 (3.2.16)
olur. (8.2.14)%e gire , ¥t €[0,1] icin ui(t)2=1 dir. O zaman (3.2.14)'den
i‘k (t) = -—yk(t)Z +1 ) .’L‘k(O) =0 (3.2.17)

(8.2.16)'dan V t € [0,1] igin —z < —y(t)> <0 dir. O zaman (8.2.17)den

hemen hemen hert € [0,1] igin

- ;1—11;5 <y (8) < 1 (3.2.18)
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Bu durumda zx(0) =0 oldugundan V t € [0,1] igin

‘ 1

olur. O halde t=1 olurken

1

olur. (3.2.16) ve (3.2.19)’dan k — oo tken (1,zx(1),y:(1)) — (1,1,0) der. Yani
(1,0) noktas: X(1;0,0) erisim kimesinin limit noktasider.

Simdi (1,0) noktastnan X (1;0,0) kimesinde, yani (3.2.12) D.L'nint =1
zamamindaki erigim kiimesinde olmadiint gosterelim.

Vtel0,1] igin |u(t)] <1 olmak izere élgilebilir u(-) fonksiyonunu alalim.
O zaman (8.2.10)’a géreV t € [0,1] igin

t

y(t) = /u(’r)d’r

ve

8
=
i
|
o
o
8
Foun
&
I3
V>
U
\‘
+
o
&
™
~~
)
Qu
s‘

y(1) = ju(’r)d’r

olur. Simdi tersini varsayalm, yani (1,0) € X(1;0,0) olsun. O zaman ¥V t € [0, 1]
igin
1 1 T 2 1

/ u,(T)dT =0 , ~ / / u.(8)ds | dr + / wX(7)dr =1 (3.2.20)

0 0 0 0
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|us(t)] <1 olmak dizere élgilebilir u.(-) fonksiyonu vardwr. O zaman (3.2.20)’den

1 T 2

/ uwl(r) — /u*(s)ds dr =1 (3.2.21)

0 0
r 2

V7el,1] in julr)] <1, (fu*(s)ds> > 0 oldugundan (8.2.21)'nin
0

saglanmas: igin ¥V 7 € [0,1] igin u,(7) =1 wve fu*(s)ds =0 olmast gerekir.
Bu ise olamaz. Yani (3.2.21)% sajlayacak Y t € [?), 1] igin |u.(t)] <1 olacak
fonksiyon bulunamaz. Yani (1,0) ¢ X(1;0,0) dur

Béylece , X(1;0,0) erigim kimesinin kapal olmadifine gésterdik.

Ornek 3.2.2 (t,z) — F(t,z) k.d.d.’i konveks dejerli olmadifi durumda X (to, zo)

¢ozimler kimesinin kapal olmadiama gorelim. V (t,z) € [0,1] X R i¢in
F(t,z) ={-1,1} xzo= {0}

oldugunu kabul edelim. Agiktir kiV (¢, z) € [0,1] xR i¢in F(t,z) kompakttrr, (t,z) —
F(t,z) k.d.d."i sireklidir. Keyfi z(-) € X(0,0) alalim. O zaman hemen hemen her
t €[0,1] igin z (t) € F(t,z) = {-1,1} oldujundan —1 < z (t) < 1 dir. Buradan
keyfit € [0,1] igin —1 <z < 1 olur. Yani X(0,0) kimesi sturhdar.

VYt e [0,1] igin X(¢;0,0) = {z e R: |z| < t}, H(0,0) = {(t,z) € [0,1] xR :
|z} < t} veV t € [0,1] igin X(t;0,0) erigim kiimelerinin R ’de kompakt oldugu,
H(0,0) integral tinelinin R?’de kompakt olduiu kolayca gésterilebilir.

Simdi ¢ézimler kiimesinin kapak olmadiini gérelim. k > 0 sayist ve [0,1] ar-

L2 2k=1 1 pslintisind alalm.

abfiran 0, o, 5=, , 55,

' 1, te ﬁ’ 2i+1
T (t) = L35> %5") i=0,1,--- ,k—1 (3.2.22)
-1 te [Ziil 2i4+2
? 2k 2k

olsun. Agiktar ki hemen hemen her t € [0,1] igin Z (t) € F(t,xzx(t)), yani zx(-) €
X(0,0) dur. (3.2.22)’den

% t e [Z, 2t
xk(t) = 2’.‘: ’ .Zk, 2{5 ’ 'l—_—:o, 1) 7k_1 (32'23)
B2 e (3R,
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elde ederiz. (3.2.23)'den ¥ t € [0,1] i¢in
0 < a(t) < — (3.2.24)
= TR = ok -
bulunur. k — oo iken zx(-) — 0 diizgin yakinsak olur. Ancak z.(-) = 0 fonksiyonu

igin z,(-) ¢ X (0,0) dur. Yani X(0,0) ¢ozimler kimesi kapal degildir.
D.I’nin ¢oziimlerini karakterize edecek bir teorem sunahm.

Teorem 3.2.3 t5 € [a,b] , F(.) : [a,b] x R* — KV(R") dstten yar: siirekli
k.d.d. olsun. Teorem 3.1.1.°deki (3.1.3) egitsizlifinin saglandigine kabul edelim.
Vk=1,2--- idgin z4(-) € X(to,zx) vek — oo iken zy— z, olsun.

O zaman {zx(-)}2, dizisinin [a,b] arahinda dizgin yakinsak {z,(1)}2, alt

dizisi var ve z,(-) = lim zx,(-) idcin 2.(-) € X( to,z.) olur.

Kamt. k — oo iken z; — z, oldugundan V k > K, icin =z € B(z,,1) =
{zx €eR": ||z —z.|| <1} olan K, > 0 vardwr. O zaman V k > K, igin z4(-) € X(
to, B(z,1)) olur. B(z,,1) C R® kompakt kiime oldugundan Teorem 3.2.1.’¢
gore X( to, B(x.,1)) C C([a,b],R") kiimesi kompakt kiimedir. Bu durumda
V k2> K, icin zx(-) € X( to, B(z,,1)) oldugundan {zj(-)}i2, dizisinin yakinsak
{zx,(-)}32, alt dizisi secilebilir. }E?o Zk; (-) = Z.(-) oldugunu varsayahm. Dolaysiyla
X (to, B(z,,1)) kitmesinin kompakthgndan z,(-) € X(to, B(x.,1)) ohur.

Simdi z,(-) € X(to,z,) oldugunu gosterelim. Gergekten V ¢ icin z,(-) €
X (to,xy;) oldugundan , V i icin xx,(to) = zx, dir. Ote yandan, i — oo iken
zk,(-) = z.(*) , s, — 2. oldugundan, z.(tp) = z, olur. Yani, z.(-) € X( to,z.)
’dir. Teorem kamtlanir. =
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3.3 Coziimlerin Yerel Ozellikleri

Bundan 6nceki boliimde belirli kogullar altinda
z(t) € F(t,z(t) , tela,b (3.3.1)
z(to) = zo

Cauchy probleminin ¢dziimiiniin varhgim goésterdik. Bu kesimde de ¢oziimiin
noktasmin yakin komsulugunda 6zelliklerini aragtiralim.

Teorem 3.3.1 to € (a,b), F(:): [a,b] xR* - KV(R") dstten yar sirekli k.d.d.,
d, >0, d* >0 olmak izere x,(): [to —d., to +d*] = R* fonksiyonu (3.3.1)

Cauchy probleminin ¢6zimi olsun. O zaman

Za(to + 6k) = xo+ 6k - fu+ k- sk (3.3.2)

.’L'*(to — hk) =Ig— hk . f* + 6;; - Vg (3.33)

esitliklerini saglayacak sekilde f. € F(to,z0), f* € F(to,z0) , kK — oo iken
skl — 0, llux]] — 0 olan ve k — oo tken &y — 0% wve by — 0% olan {6c}52, ,

{he}, dizileri vardar.

Kamt. Once (3.3.2) esitligini kamitlayahm. z,(-) : [to — du,to + d*] — R
(3.3.1) Cauchy probleminin ¢dziimii oldugundan mutlak stireklidir ve z,(to) = o
dur. z,(-) fonksiyonu [to — d,,to + d*] arahginda siirekli oldugundan

o)) <7 (3.3.4)

max
t€lto—d. to+d*]

olacak sekilde r > 0 vardur.
max {|f]: f € F(t,2) , (6,2) € lto— duto + ) x BO,7)} =M (335)

diyelim.V ¢ € [tg, {o +d*] icin
t

T(t) = zo + / z, (T)dT (3.3.6)

to
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dur. Hemen hemen her 7 € [to,to + d*] igin  z, (7) € F(7,2z.(7)) oldugundan
(3.3.4) ve (3.3.5)’den hemen hemen her 7 € [to,t0 + d*] igin ||Z. (7)|| < M olur.
O halde (3.3.6)’dan Yt € [to,tp +d*] icin

|z.(t) = o] < / 2. (7)]| dr < M(t — to) (33.7)

dir. ¢ — oo iken g; — 01 olacak sekilde {g;}2, dizisi alahm. (t,z) — F (t,z)
k.d.d.’ii tistten yan siirekli oldugiundan ¢; >0 ve 0<t—to <6, , ||z — ol < 6}
igin

F(t, l‘) C F(to, .’L'o) -+ EiB (3.3-8)

olacak bigimde 3 6} vardir. 67 = min {6}
gore V t € [to,to + 6] icin

i M, 2,d*} olsun. O zaman (3.3.7)ye

lz.(2) — moll < &;
olur. Bu durumda (3.3.8)’den V t € [to,to + ;] igin
F(t,.’l)*(t)) C F(to, .’Eo) +&;B (339)

olur. z.(-) fonksiyonu [tp — d,,to + d*] arahginda (3.3.1) Cauchy probleminin
¢ziimii oldugundan , hemen hemen her ¢ € [to—d.,te+d"] icin Z, (t) € F(t,z.(t))
dir. O zaman (3.3.9)’dan hemen hemen her t € [to,tp + 6] icin

I, (t) c F(tg, .’L‘o) -+ GiB (3.3.10)

olur. F(tg,zo) + ;B C R® konveks kompakt kiime oldugundan Onerme 1.1.1%

gore
to+6;
311_- / &, (t)dt € Flto, 7o) +&:B
to
olur. Dolayisiyla
[z, (to + 87) — z.(to))] 3}; € F(to,zo) +&:B (3.3.11)

.'E*(to + 6:) € xo+ 6: F(to,xo) + (5:8{B
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olur. O halde ,Vi=1,2,--- i¢in
z,(to+6;) =xzo+ 67 fi +6; €; b (3.3.12)

esitligini saglayan f; € F(to,z0) , b} € B vardwr. Vi i¢in f; € F(to, o), F(to, o)
kompakt kiime oldugundan { f;}22, dizisinin yakmsak { f; }52, alt dizisi vardir.
Kabul edelim ki K — co iken f;, — f, olsun. Bu durumda f, € F(to,20) ve
(3.3.12)’den V k igin

:It*(to + 6:;) =Zo + 6: fot 5:;[( fik - f*) + sikbik] (3'3'13)

k

d. 8 =&, , sk = ( fi, — f) +€uby, olsun. & < i oldugundan, k — oo
iken 8 — 0 olur. k— oo iken f;, — f. , €, — 0 ve [|b,] <1 oldugundan
k— oo iken skl =I( fi, — fu) + &b ] = 0 olur. Bu durumda (3.3.12)’den

ZTo(to+6x) =To+ 6+ fo+ 6k sk

olur. Burada f, € F(to,z0) , k — oo iken ise 6y — 0%, ||spf] — 0 olur. (3.3.2)
esitligi kamtlamr. (3.3.3) esitlifi benzer olarak kanitlanir. Teoremin kamt1 biter. =
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4 KONVEKS DEGERLI OLMAYAN
DIFERANSIYEL ICERMELER iCIN CAUCHY
PROBLEMI VE DIFERANSIYEL iCERMENIN
INTEGRAL TUNELININ BIR OZELLIGI

Bu boliimde sag taraf yerel simirh kiime degerli doniisiim olan diferansiyel iger-
melerin regiilarizasyonunu, sag tarafi konveks degerli olmayan kiime degerli déniigiim
olan diferansiyel icermelerin ¢éziimlerinin varhgim ve diferansiyel icermenin integral

tineline ait bir dzelligi inceleyecegiz.

4.1 Sag Tarafi Yerel Siirli Kiime Degerli Doniisiim Olan

Diferansiyel Icermelerin Regiilarizasyonu

Bu kesimde sag tarafi degigenlere gore sadece yerel stmrh olan diferansiyel denklemler
ve D.Iler i¢in Cauchy probleminin ¢dziimiiniin nasil belirlendigini aragtiracagz.
Eger diferansiyel denklemin sag tarafi degisenlere gore siirekli degilse veya D.1.’in
sag taral degigenlere gore listten yan siirekli degilse, o zaman bu tiir diferansiyel

denklemler veya D.L’ler icin Cauchy probleminin ¢dziimii olmayabilir.

Ornek 4.1.1
1, >0
& () = =Y e,
1 , z<0

diferansiyel denkleminin z(0) =0 kogulunu saflayan ¢oziimi yoktur. Ayrica, efer

F():R— K(R) k.d.d’

-1 , >0
F(z)=< {-2,2} , z=0 te(0,1]
1 , £<0

gibi tamamlanirsa, o zaman z (t) € F(z(t)) D.I’'nin z(0) =0 kosulunu saglayan

coztimd yoktur.
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Sag tarafi siireksiz diferansiyel denklemler ve sag tarafl listten yar siirekli ol-
mayan D.I’ler i¢in Cauchy probleminin ¢éziimlerini tanimlamadan énce, yerel simrh

k.d.d.’tin ve fonksiyonun tammm sunahm.
Tanmm 4.1.1 F(:) : R™ — K(R") k.d.d. olsun. Eger V zo € R™ , 3 e(z0) > 0
wcin

sup {||f]| : f € F(z) , € B(zo,2(20))} < M(zo)
olacak sekilde 3 M(zo) >0 warsa F(-) k.d.d.’ne R™’de yerel sinirl denir.
Tanim 4.1.2 f(-): R™ — R™ olsun. Eger ¥ o € R™ , 3 e(zo) > 0 igin

sup {[|f()|| : = € B(zo,€(%0))} < M(zo)

olacak sekilde 3 M(xo) varsa f(-) fonksiyonuna R™’de yerel sinarl denir.

Sag tarafi yerel simrh olan k.d.d.’ler i¢cin Cauchy probleminin ¢ozlimiinii n-

celemeden énce, yerel smirh k.d.d.’lerin iistten yan siirekli olmas: icin bir yeter

kosul sunahm.
Onerme 4.1.1 [10,38] F(-) : R™ — K(R") yerel sinrh,
gr F(:) ={(z.y) eR"xR":y € F(z)}
kapals olsun. O zaman F(-) k.d.d. “i dstten yar: streklidir.
Simdi F(-) : R™ — K(R") yerel simrh olmak tizere

& (t) € F(t, z(t))

l‘(to) = ZTo
Cauchy problemine bakalim.
(t,z) eRXR", §>0 igin
FO(t,z) = co {f € F(r,y) : (1,y) € B((t,%),)} (4.1.2)
Fi(t,z) = [ FO(t,2) (4.1.3)
5>0

olsun. Burada B((t,z),6) = {(7,y) € ]R X R™: |(r,y) — (¢, z)|| <6} dur.
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Tanim 4.1.3 (t,z) — F(t,z) k.d.d. "i verildiginde, (4.1.2) ve (4.1.3) ile belirlenen
(t,z) — F.(t,z) k.d.d.'ne(t,z) — F(t,z) k.d.d. "iniin regilarizasyonu denir.

Simdi (4.1.2) ve (4.1.3) ile tammlanmg (¢,z) — F.(¢,z) k.d.d.’niin &zelliklerini

gosteren teoremi verelim.

Teorem 4.1.1 F(-) : R™ — K(R") yerel sururh k.d.d. olsun. Bu durumda (4.1.3)
ile belirlenmis (t,xz) — F,(t,z) k.d.d.”i i¢in asagidakiler dogrudur.

a)V (t,z) € RxR™ icin F(t,z) C F,(t,z)

b) V (t,z) € RxR™ igin F,(t,z) CR™ kompakt konveks kimedir, yani

F.(:) : R™ — KV(R™) dir.

c) (t,z) — F,(t,z) k.d.d."i RxR™de yerel stmarhdar.

d) (t,z) — F.(t,z) k.d.d."i RxR™ de dstten yars sireklidir.

Kamit. a) Keyfi (t,z) € RxR™ alahm. O zaman (4.1.2)’den V § > 0 i¢in
F(t,z) C FO(t, x)

Buradan da F(t,z) C () F(t,z) = F.(t,z) olur.
5>0
b) , c¢) Keyfi (t., z.) € RxR™ alahm ve sabitleyelim. §; > &, iken B((t.,z.),8;) C
B((ts,z4),61) oldugundan

F@I(t, x,) c FéI(t,, z,) (4.1.4)
olur. F(-) k.d.d’ti yerel smurh oldugundan & > 0 ve V (7,y) € B((ts, z,), €) igin
sup (I f € Flru)}y < M (415)
olacak sekilde M > 0 vardir. O zaman (4.1.5)’den V (7,y) € B((t., z.),¢) icin
F(r,y) C B(0, M) (4.1.6)
olur. B(0, M) konveks kiime oldugundan V (7,y) € B((t., ), €) igin
co{f:feF(ry), (1,y) € B((t.,z.),€)} C B0, M) (4.1.7)
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olur. BuradandaV § € (0,¢] i¢in F®(¢,,z.) C B(0, M) olur ve (4.1.3), (4.1.4)’den

F,(t.,z.) C B(0,M) elde ederiz. Dolaysiyla F,(t., z,) kiimesi suurh olur.

F,(t.,z.) kiimesi, kapah konveks F®)(t,, z,) ve §; > &, iken (4.1.4)’t saglayan

kiimelerin kesisimi oldugundan, F,(t.,z.) kiimesi konveks ve kapahdir.

F.(t., z.) kitmesi aym zamanda simrh oldugundan, bu kiime konveks ve kompakt

olur.

Simdi, (t,z) — F,(t,z) k.d.d.’niin yerel sinirh oldugunu gésterelim.

(t,x) € B((t.,z.),5) alahm. O zaman
B((t,z), Z) C B((t.,z.),€)
olur.Bu durumda (4.1.7) ve (4.1.8)'den V (7,y) € B((t,x), ) icin
F(r,y) C B(0, M)
dir ve béylece § € (0,£] igin
FO(t,z) = co {f : f € F(r,y), (7,y) € B((t,z),8)} < B(0, M)
olur. ¥ 6; > §; igin FC(¢,2) C F¢)(t,z) oldugundan,

N FOt,z)= | FO,2)
§>0 6€(0,%]
olur ve bu durumda (4.1.9)’dan

Fu(t,z) = [ F®)(t,z) C B(0, M)

>0

(41.8)

(41.9)

elde ederiz. (t.,z.) € RXR™ igin (t,z) € B((tx,2.), %) olurken F,(t,z) C B(0, M),

yani

sup {If]1: f € Fult, 2), (t,2) € B((te, ), D)} < M

olur. Sonug olarak (t,,z.) € RXR™ keyfi sabitlenmis nokta oldugundan F,(:)

k.d.d.’niin yerel simirh oldugu elde edilir.
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d) Simdi F(-) : RxR™ — KV(R") k.d.d.niin iistten yan siirekli oldugunu
gosterelim. F'(-) k.d.d.’ii yerel sinirh oldugundan, F'(-) k.d.d.”intin grafiginin yani

gr F.(1) = {(t,z,y) e RxR™ X R":y € F.(t,z)}

kiimesinin kapali oldugunu gosterirsek, Onerme 4.1.1.’den F,(-) k.d.d.’niin istten
yan siirekliligini elde ederiz.

Simdi gr F,(-)’in kapah kiime oldugunu gosterelim. Yk = 1,2, - icin (tx, Zx, yz) €
gr F.(:) ve k — oo iken (tx,zx,ys) — (t*,x*',y*) olsun. O zaman Vk =1,2,---
icin yx € F,(t,xy) olur. (4.1.2) ve (4.1.3)e gére Vk =1,2,--- ve § > 0igin

yr € Fo(ty,xz) = co {f : f € F(7,v), (r,y) € B((t,x1),6)} (4.1.10)

olur. k — oo iken &y — 07 olacak gekilde {6;}%2; dizisi alahm. O zaman
(4.1.10)’dan

Yr € CO {f : f € F(T7 y)’ (Tv y) € B((tk’xk)’ék)} (4‘1'11)
olur.Simdi de
B((tx, zx),6x) C B((ts,z4), Ok + 7x) (4.1.12)

oldugunu goéstermeye cahisalim. |[(tx,zx) — (¢4, z.)|| = 7% olsun. k — oo iken
(t,z5) — (ts,z.) oldugundan, k — oo iken 75 — 0% olur. Keyfi z € B((t,zx), 6x)
alalim. O zaman

2 = (e, ) < 1z = (s z)l + 1(tx 22) = (es )| < 65+ 75

olur. Yani z € B((t.,%),0k +7x) dir. by = 6 + 74 olsun. O zaman k — oo iken
hy — 07 olur ve (4.1.11) ve (4.1.12)’den V £k = 1,2, -+ icin

yr € co {f : f € F(r,y), (7,y) € B({t\, z.), )}
olur. O halde,V &k =1,2,--- igin

Yk S F(hk) (t*7 IE*) (4.113)



olur. V &; < §, icin F®)(1, z,) C FOI(1,,z,), k — ocoiken yp — y, , hyy — 0
oldugundan , (4.1.13) ’den

v € [ F™)(t,,,) (4.1.14)
k=1
oldugunu clde ederiz.
Simdi
(FO(t,z.) = [ F (L, z.) (4.1.15)
§>0 k=1

oldugunu gosterelim. Agktir ki

() FOt,z.) c () F®™(t,z.) (4.1.16)
5>0 k=1

dir.

Simdi

() F®)(t,,z.) c [ FO (¢, 2.) (4.1.17)
k=1 5>0

oldugunu gésterelim. f, € F(t, z,) alahm. O zamanV k =1,2,--- icin

k=1
fo € FOO(t, 2,) (4.1.18)

dir. f, € ) FO(L,,z.) oldugunu gosterelim. Kabuledelim ki f, ¢ () FO(L,,x,)
§>0 5>0
olsun. O zaman V 6 € (0,4,] icin

fo ¢ FO(t,,z,) (4.1.19)

olacak gekilde 3 6, vardir. kK — oo iken hy — 0 oldugundan V k& >k, icin 0 <
hr < % olacak sekilde k, > 0 vardir. O zaman (4.1.19)’danV k > k, icin

fo ¢ F®(¢,, ) (4.1.20)

olur. Bu (4.1.18) ve (4.1.20) ¢elisir, yani kabuliimiiz. dogru degildir ve f, € (| FO)(¢,,z.)
>0

dir. f, € [ F™)(¢,,z,) keyfi eleman oldugundan (4.1.17) dogrudur. (4.1.16) ve
k=1
(4.1.17)’den (4.1.15)’i elde ederiz. (4.1.14) ve (4.1.15)’den

y* E ﬂ F(é)(t*)x*) = F*(t*7x*) ve (t*7$*7 y*) E g'f‘ F*(‘)
§>0



olur. Béylece gr F,(-) kiimesinin kapali oldugunu gostermis oluruz.Teorem kamt-
lanir. m

Simdi, F(-): RxR™ — K(R™) iistten yan siirekli olurken, (4.1.2) ve (4.1.3) ile
belirlenmis regiilarizasyonun V (¢, z) € RxR" i¢in F(t,z) kiimesini nasil degistire-
ceginl aragtiralim.

Teorem 4.1.2 F(-) : RxR™ — K(R") dstten yart strekli k.d.d., V (t,z) € RxR"
igin F,(t,z) kimesi (4.1.2) ve (4.1.8) ile belirlensin. O zaman V (t,z) € RxR"®
icin  F.(t,z) = co F(t,z) dir.

Kamit. Once F(:) : RxR" — K(R") k.d.d.’niin yerel simirh oldugunu gostere-
lim. Keyfi (t,,z.) € RxR"® vee =1 alahm. O zaman)V (t,z) € B((t.,2.),64)

igin
F(t,z) C F(ts,z.)+ B (4.1.21)

olacak bicimde §, = 8.(1) vardw. F(f,,z,) C R® kompakt kiime oldugundan
max {||f|| : f € F(t.,z.)} < M < +o0 olan M > 0 vardir. O zaman (4.1.21)’den

max {||f||: f€ F(t,z), (t,z) € B((ts,z:),)} < M +1

olur. Boylece F(-) k.d.d.’niin yerel simirh oldugunu gostermis oluruz. Bu durumda
V (t,z) € RxR™ ic¢in (4.1.2) ve (4.1.3) ile belirlenmis F,(t, z) kiumesi kompakt ve
konvekstir.

Yine keyfi (t,z) € RxR" alahm ve sabitleyelim. O zaman Teorem 4.1.1°¢ gore
F(t,z) C F.(t,x)
olur. F,(t,z) konveks ve kompakt oldugundan
co F(t,z) C F.(t, ) (4.1.22)
olur. Simdi

F.(t,z) C co F(t,x) (4.1.23)
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oldugunu gosterelim.
Ve>0 igin F(-) k.d.d.’ii iistten yan siirekli oldugundan, V ¢ > 0 ve V(7,y) €
B((t,z),6.) icin

F(r,y) C F(t,z) +¢B
olacak bigimde &, = 6(¢) > 0 vardir. Buradan
FO)t,x) =co {f: f € F(r,y), (r,9) € B((t,z),6,)} C co (F(t, ) + ¢B)
olur. co (F(t,z) +eB) =co F(t,z) +eB oldugundan
F@)(t x) C co F(t,z) +eB (4.1.24)

elde ederiz. V §; < &8 icin FOI(t,z) C F®)(t,z) oldugundan (4.1.24)den ,
V€ (0,6,) igin

FO(t,z) Cco F(t,z) + B (4.1.25)

veayrica [ FO(t,z) = [} F©(t,z) dir. Bu durumda, (4.1.25)’den

§>0 5€(0,6.]
F.(t,z) = ﬂ FO(t z) = ﬂ FO(t,z) C co F(t,z) +eB (4.1.26)
5>0 5€(0,6.]

olur. & > 0 keyfi say1 oldugundan (4.1.26)’dan (4.1.23) elde edilir. (4.1.22) ve
(4.1.23)’den teorem kamtlamr. ®
Bu teoremden asaghdaki sonuglar elde edilir.

Sonug 4.1.1 F(:) : RxR" — KV(R") dstten yart sirekli k.d.d., V (t,z) €
R xR" igin F.(t,z) kimesi (4.1.2) ve (4.1.3) ile belirlensin.O zaman V (t,z) €
RXR" igin F(t,z) = F.(t,x) olur.

Bu sonuca gére, eger k.d.d. kompakt konveks degerli ve iistten yan siirekli ise,

o zaman (4.1.2) ve (4.1.3) regiilarizasyonu k.d.d.’i degigtirmez.
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Varsayahm F(-) : R x R™ — K(R") k.d.d.’nde V (t,z) € R x R™ i¢in F(t,z) =
{f(t,z)}, yani F(-) k.d.d.’ti tek degerli olsun. O zaman (4.1.2) ve (4.1.3) regiilar-

1zasyonu
FO(t,z) = co {f(r,y) : (T,9) € B((t,%),6)} (4.1.27)
F(t,z) =) FO(t,z) (4.1.28)
seklinde olur.

Sonug 4.1.2 F(:) : RxR" — KV(R") kddiindeV (t,z) € RxR" igin
F(t,z) = {f(t,z)} , f(): RxR* — R* yerel sturh bir fonksiyon olsun. O
zaman (4.1.27) ve ({.1.28) ile belirlenmig (t,x) — F,(t,z) k.d.d.’i igin

a)V (t,z) e RxR" icin f(t,z) € F,(t,z) dir.

b)V (t,z) e R xR" igin F,(t,z) CR" konveks kompakt kiimedir.

c) (t,z) — F,(t,z) k.d.d.”i dstten yar stireklidir.

d) (t,z) € RxR" noktasinda f(-) : RxR" — R" fonksiyonu sirekli ise
Fi(t,x) = {f(t,x)} dir.

Simdi sag tarafl yerel smurh  F(-) : Rx R" — K(R") k.d.d.’iolan z (t) €
F(t,z(t)) D.L’siicin

z (t) € F(t,z(t)) , t € [a, ]
z(to) = Zo
Cauchy problemine bakalim. Ornek 4.1.1.’de gordiigiimiiz gibi (4.1.29) probleminin
¢oziimii olmayabilir. Bu tiir Cauchy problemlerinin ¢dziimiinii tammlamak i¢in,
once F(-) k.d.d’tniin (4.1.2) ve (4.1.3) regiilarizasyonu yapihr ve (4.1.29) Cauchy
problemi
z (t) € F.(t,z(t)) ,t € [a,b]
z(to) = %o

Cauchy problemi ile degistirilir. Burada V (¢,z) € R xR"® igin F,(¢t,z) kiimesi
(4.1.2) ve (4.1.3) ile belirlenir.



O halde, F.(-) : RxR" — KV(R") istlen yan siirekli k.d.d. olur ve Teorem
3.1.2%ye gore (4.1.30) Cauchy probleminin ¢oziimii vardir. Bazi durumlarda (4.1.30)
Cauchy probleminin ¢dziimiine (4.1.29) Cauchy probleminin ¢éziimii denir.

Simdi Ornek 4.1.1%¢ dénelim. V z € R icin

-1 , >0
F(z) =4 {-2,2} , z=0 (4.1.31)
1 , <0

olmak tizere
z (t) € F(z(t)) ,t € [0,1]
z(0) =0
Cauchhy problemine bakalim. (4.1.31) ile belirlenmis F(-) k.d.d.’tiniin (4.1.2) (4.1.3)

regiilarizasyonu V x € R i¢in

-1 , z>0
Fz)=19 [-2,2] , =0
1 , <0

olur. Bu durumda z(t) =0, (t€][0,1]) fonksiyonu
z (t) € F.(z(t)) , t € [0,1]
z(0) =0
Cauchy probleminin ¢6ziimii olur.
Aym sekilde sag tarafi yerel sumrli fonksiyonlar olan diferansiyel denklemler icin
Cauchy probleminin ¢dziimiinii tammlayalim.
f():RxR" = R" yerel simrh fonksiyon olmak iizere
5 (1) = 1(t,2())
z(to) = To
Cauchy problemine bakahm. Bu durumda yerel stmrh f(-) : R X R® — R™ fonksiy-
onunun (4.1.27) (4.1.28) regiilarizasyonunu yapanz ve (4.1.33) Cauchy problemini

z (t) € F.(t,z(t))

z(to) = o



Cauchy problemi ile degistiririz. V (t,z) € R x R™ igin F,(t,z) kitmesi (4.1.27)
(4.1.28) ile bulunur. O halde Sonug 4.1.2’ye gore (4.1.34) Cauchy probleminin
¢6ziimii vardir ve bazi durumlarda (4.1.34) Cachy probleminin ¢oziimiine (4.1.33)
probleminin ¢dziimii denir.
Simdi yine Ornek 4.1.1.”¢ dénelim ve
-1 , >0
flz) = »t€[0,1]

1 , z<0
olmak iizere

z (t) = f(z)

z(0)=0,t e [0,1]

Cauchy problemine bakalim. Bu problemin ¢dziimii yoktur. f(-) fonksiyonunun
(4.1.27) (4.1.28) regiilarizasyonu

-1, >0
Flz)=¢ [-1,1] , =0 (4.1.36)
1 <0

?

olmak tizere F,(-) : R—KV(R) kd.d. i olur. O zaman V z € R i¢in F.(z)
kiimesi (4.1.36) ile tammlanmak {izere

z (t) € F.(2(1))
z(0) =0, te0,1]

Cauchy probleminin ¢dztimii vardir ve bu V ¢ € [0,1] i¢gin z(t) =0 fonksiyonudur.

4.2 Sag Tarafi Konveks Degerli Olmayan Kiime Degerli Doniigtim

Olan Diferansiyel Icermelerin Céziimlerinin Varhig
Simdiye kadar sag tarafi konveks degerli k.d.d.’ler olan D.I.’in ¢dztimlerinin varhgm
inceledik. Ugiincii boliimde Ornek 3.2.2°de D.I.’nin sag tarafi konveks degerli k.d.d.

olmadikga, ¢oziimler kiimesinin kapah olmadigim gordiik. Ayrica ikinei bélimde
Ornek 2.3.1’de saj tarafi kompakt degerli, iistten yan siirekli k.d.d. olan D.L igin
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Cauchy probleminin ¢éziimiiniin olmadigini gérdiik. Bu kesinde, sag tarafi sadece
kompakt degerli k.d.d. olan D.I.’ler i¢in Cauchy probleminin ¢oziimiiniin varlighim

inceleyecegiz.

Teorem 4.2.1 G CR X R" agik kime (lo,z0) € G , F(): G — K(R") sirekli

k.d.d. olsun. O zaman [to — o*,to+ a.] araliginda
z (t) € F(t,z(t))
.’L'(t()) = Tg
Cauchy probleminin ¢ézimi olacak gekilde o* >0, a, >0 wvardwr.

Kamt. Once (4.2.1) probleminin [tg,t9+ ] (. > 0) arahginda ¢oziimiiniin
varhigim goésterelim. (tg,zo) € G, G C R x R" acik kiime oldugundan

Z={{t,z) eRxR":0<t—-tg<a , llx—zo| <20} CG (4.2.2)
olan a > 0, b > 0 vardir. Z kompakt kiime, F(-) stirekli k.d.d. oldugundan

( L)J F(t,z) kompakt kiimedir.
tx)eZ

M=max {||f|]|: f € F(t,z), (t,x) e Z} +1

olsun. O zaman 1 < M < +oo olur.

b

i (4.2.3)

o, = min {a,

olsun. Aciktir ki, o, > 0 dir. Eger z(:) : [to, to + o] — R™ fonksiyonu M sabiti
ile Lipschitz kogsulunu saghyorsa, yani V t1, t2 € [te, to + ] igin

”.’lﬁ'(tl) — .’E(tz)” S M Itz - tll ve x(to) =Xy
ise, 0 zaman
grz()C Z (4.2.4)

dir. Bu durumda V t € [tg,to + @] ic¢in (t,z(t)) € Z olur.
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Gergekten V¢ € [to,lo + @] igin
b
|lz(t) — zoll = |lz(t) —z(to)| S M Jt —to| <M a, < M 7 b (4.2.5)

dir. a, < a oldugundan (4.2.2) ve (4.2.5)’den (4.2.4)’ii elde ederiz.

Simdi [to,to + @] arabginda (4.2.1) Cauchy probleminin g¢éziimiiniin varligim
kamtlayalim.

=3 (k=12 )olsun. F(-): G — K(R") kdd’i ZCG kompakt
kiimesinde siirekli, K (R")-metrik uzay oldugundan ( K(R") uzayinda metrik a(, )
Hausdorff uzakhgidir ) , F(:) k.d.d’ti Z kompakt kiimesinde diizgiin siirekli olur.

Ozaman7, =5 ve |t—7| <& ,|z—y| < M-& icin
a(F(t,2), F(r, 1)) < 7, (426)

olacak sekilde 0 < 6 < 7, vardir.( (¢,2),(7,y) € Z ) Simdi §; < §; olmak tizere
[y saystm N, = 91‘1— dogal say1 olacak sekilde secelim. [tg,tp + @] arabgmin
tiy =to+i-l; ,i=0,1,---,N; noktalan ile [t;;, t1:41) 7=0,1,--- ,N;—1
boliintiilerini alahm.Simdi I, < §; olmak tlizere I3 > 0 sayisim N, = T >1,
Uy = % > 1 dogal sayilar olacak sekilde secelim. O zaman ty; = o+ il , ¢ =
0,1,2,--- , Ny noktalan [to, to + ] arahgimin ikinci béliintiisiintin boliintii noktalan
olur. Bu durumda birinci bélintinin ¢,; = to + 4l , 2 = 0,1,2,--- , N; bélinti
noktalan, aym zamanda ikinci boliintiiniinde béliintii noktalandirlar. Boyle devam
edilerek [to,fo + @] aralifinin m. béliintiisii elde edilebilir.

Boylece [, < §,, olmak ilizere [, sayisi Nm=%: >1, v, =33 >1
dogal sayilar olacak sekilde secilebilir. t,,; = to 4+ 4 I, , ¢ = 0,1,--- | N, nok-
talari [to, o + ] arahgimn m. béliintiisii igin bélintii noktalandir. Bu durumda
{to,to + ] arahgamn m. béliintiistt [tms,tmit1) , ¢ =0,1,--+, Ny — 1 arahklan
olur ve (m—1). boltintiiniin t,,_3; = to+ilp—y,4=0,1,2,-+ , Np,_; boliintii nokta-
lar1 aym zamanda m. boliintiiniinde béliintii noktalar olur.Bdylece her m. béliint,
(m — 1). béliintiiniin béliintii noktalarm igerdiginden, m. béliintiintin bolintii nok-

talar énceki béliintiilerin bir kisrmnda boliintii noktalan olur. Eger 7 herhangi bir

béliintiiniin boliintii noktas: ise, o(7) dogal sayis1 ile 7 noktasinm béliintii noktasi
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oldugu ik béliintiiniin sira numarasim gosterecegiz. Yani, 7 noktas: o(7). boliin-
tiiniin boliintli noktasidir ve V & < o(7) i¢cin 7 k. boéliintiiniin boliintii noktas:
degildir. 7 herhangi bir bsliintiiniin boliintii noktas: iken, o(7)’ya 7’nun mertebesi
diyecegrz.

Acgiktir ki, eger 7 noktas: herhangi bir béliintiiniin béliintii noktas: ve o(7) > 1
ise 7 noktas1 (o(7)—1). béliintiintin bsliintii noktas: degildir. Bu durumda 7 noktas:
(o(7) — 1). béliuntiiniin bir bélintii arahgimn iginde olur. Bu bdliintii arahgimn 1.
noktasmm s(7) ile gosterelim. O zaman s(7) noktas: (o(7)—1). béliintiintin bélinti
noktasi olur.

| |

T

}
+1053 ¢,

| T ’ !l 1l : } T l
1g+1 2 to+4l 1945 | to+7l5 19+ 81 : +111
to otz Ip+2 fo+]2 0 370 3t0+11 0 310 3’O+3]2 0 3t0+a*
Sekil 4.2.1: o(7) ve s(7) hesab drnegi
O(to + lz) =2 O(to -+ 5[3) =3 O(t() + 1013) =3

S(to + 12) =y S(to + 5l3) =tg+ Iy S(to + 10[3) = 1g + 3y

Simdi [to, to + ] arahgimn 1. béliintisti igin z;(tg) = T olmak lizere z;(-) :
[to,t0 + o] — R Euler yaklagimum yapalim. 1. boliintlintin her [t:,t1:41) =
[to+i-l,to+(E+1)-L) ((=0,1,---,N; — 1) arahginda

a:l(t) = I (tl,i) -+ ’Ul,i(t - tl,i) (427)

olsun. Burada V1,i € F(tl,ia$1(t1,i)) dir. (427)7(161'1 Vite [t],i7t1,i+1) ic_;in (Z =
0,1,---,N;—1) dir.

zy (t) = v14 € F(t13,21(t15)) (4.2.8)

olur. Burada ¢ = t;; noktasmmda (i = 0,1,--- ,N; — 1) z;(-) fonksiyonunun sag

tirevi diigiiniiliir.
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Teorem 2.3.1."in kamtina benzer olarak, x:(-) : [to, to + a.] — R™ fonksiyonu Af

sabiti ile Lipschitz kogulunu saglar ve (4.2.4)’e gore
grzi(-) C Z (4.2.9)
olur. BudurumdaVt € [t]’i,t],i_*_]) = [t0+1,l1,t0+(7,+1)-l])i§in (7/ = 0,1,"' ,Nl—"l)

0<t—t;<tiip—tii=to+ @+ —to—ii=0L<6&

(4.2.10)
”xl(t) - -Tl(tl,i)” S M It — tl,il S_ M l} S M 61

oldugunu elde ederiz. O halde (4.2.6) ve (4.2.10)dan V ¢ € [t14,t1541) icin (5 =
0,1, ,Ny—1)
a(F (1, 1(t1,4)), F (8, 2:1(2))) < my (4.2.11)
olur. O zaman (4.2.8) ve (4.2.11)’den V't € [t1,,¢1441) igin (¢=0,1,--- ,Ny—1)
dist (zq (t), F(t,z:1(t)) = dist (vy;, F(t,z1(2)) (4.2.12)
< o Fltys, zi(tay), F(821(t))) < my

bulunur. Boéyle devam ederek, [to,to + .] arahfimm m. bélintisi igin  Euler
yaklagimim belirleyelim. Biliyoruz ki, m. bolintiintin noktalan i,,; = to + % - Ip,
i =0,1,--- Ny, lp < by ve = = Ny dir. m. bélinti iin Zn(+) : [te,to +
a,] — R* Euler yaklasimimi z,,(to) = zo olmak lizere t € [tm:,tmit1) iken

(t=0,1,--+ N — 1)
.'Em(t) = Ty (tm,i) -+ vm,’i (t - tm,i) (4.2.13)

gibi belirleyelim. Burada vn; € F(tmi, Tm(tm;:)) dir. (4.2.13)den i¢in (i =
0,1,--+, Ny, —1)

'i'm (t) = Um i € F(tm,ia xm(tm,z)) (4.2.14)

olur. (4.2.14)’de t =t,,; iken z,,(-) fonksiyonunun sag tiirevi diigtiniiliir.
Yine Teorem 2.3.1."in kamtindaki gibi, = (-) : [to, to + o] — R"® fonksiyonu M
sabitiyle Lipschitz kogulunu saglar ve o zaman (4.2.4)’den

gr xm(') C Z (4215)

61




olur. Z,(-) fonksiyonu M sabitiyle Lipschitz kosulunu sagladigaindan,V t € [tm., tmit1)
= [t0+i- lm,to-l- (i+ 1) . lm) iqin

0 St_tm,i < tm,i-{-] _tm,i S t0+(i+1)lm_t0_ilm =lm S 5m

|2m(t) = Tm(tmi)l]| S Mt —tms] <ML, <MS6,

olur. O zaman (4.2.6) ve (4.2.16)’dan Vt € [tmi tmit1) ign (2=0,1,--+ , Npn—1)

AU F (b, T (tms) ) F(t, 2m () < 0y (4.2.17)

dir. Budurumda (4.2.14) ve (4.2.17)’denVt € [tmy,tmi+1)icin (2 =0,1,--- , Npp—1)

dist (Zm (t), F(t,zm(t))) = dist (vms, F(t, Zm(t))) (4.2.18)

< a(F(tmi, Zm(tma)), F(t, 2m(t))) < 0

olur.

Simdi (4.2.13)’de verilen z,,(-) : [to, to+a.] — R" Euler yaklasimimn asagidaki
kosullan saglayacak bicimde secilebilecegini gésterelim. '

[to,to + @] arahgmmn m. béliintiisiiniin keyfi ¢ béliintti noktas: icin

a) z,(-) fonksiyonu [to,t] arabginda siirekli, z,(to) =zo ve m. béltintiinin
[to,t] arahgnda olan béliintii araliklarinda 2, (.) sabittir.

b) m. bélintiiniin keyfi 7 € [to,t) boliintii noktas: igin
T (T) € F(7, Zm(7))

dur.

c) m. béliintiiniin keyfi 7 € [tg,t) boliintii noktas: i¢in

A(Zpm (7), Zm (5(7))) < No(ry-1

dir. (o() ve () énceden tammlanmg déniisiimlerdir.) Tiimevarim yontemi ile
bu tiir secimin varhgim kamtlayalim. m. béliintiintin 1. bolinti noktasy ty’dir ve
[to,to) arabginda z,,(to) = zo dir. Bu durumda [tg,t) arabiginda diger béliintii

noktasi yoktur.
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Kabul cdclim ki 2, (+) fonksiyonu ¢, € [to,1), (L. > to) boliintii noktasina kadar
a~c deki gibi secilsin. o(t,) ve s(t,)in tammina gore, t, noktast o(t,). béliintiiniin
boliintii noktasidir, (o(t,)—1). béliintiiniin béliintii noktas: degildir. Aym zamanda
s(t.) noktast (o(t.) — 1). bsliintiiniin béliintli noktasidir ve 1,1 igeren béliintii

arahginin baglangi¢c noktasidir. O zaman
te — s(t) < loe)=1 < Gota)-1 | (4.2.19)
olur. z,,(-) fonksiyonu M sabitiyle Lipschitz kogulunu sagladigmmdan (4.2.19)’dan
[m(t) = Em(s(E)) < M L3 < Mo (1220)
olur. O halde (4.2.6), (4.2.19) ve (4.2.20)’den
O (te, T (8), F(5(t2), 2 (5(24))) < ey (1221)

olur. o(t,) — 1 < m , s(t.) noktas1 (o(t.) — 1). béliintiiniin béliintli noktas:
oldugundan s(t,) < i, ve s(t,) noktasi m. bolintinin bélintd noktasidir. O
zaman Euler yaklasmmnm tamm (4.2.13) veya (b)’den

Zm (s(t.)) € F(s(t), zm(s(ts)))
olur. Bu durumda (4.2.21)’e gére
HU—" 'i'm (S(t*))” < 770(1.)—1 (4222)

olacak bicimde v € F(t,,Zm(tx)) vardir. Simdi [ts,t. +1n) arahginda z,(-) Euler
yaklagimini

Zm(t) = zm(ts) + (E—t,) - v (4.2.23)
seklinde tammlayahm. (4.2.22) ve (4.2.23)’den
A(Zm (), Zm (5(t4))) < Togey-1 (4.2.24)

elde ederiz. O zaman z,,(.) Euler yaklagim m. béliintiiniin ¢, boliintii noktas: icin
a-c kogullanm sagladigindan (4.2.23) ve (4.2.24)’e gére x,,(.) Euler yaklagmm m.

béluntiiniin ¢, + [, boliintii noktas: da a-c kogullarim saglar.
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Simdi tiimevanm yéntemine gére ¢ noktasi m. béliintiiniin boliintii noktas: olmak
{izere zn,(-) Euler yaklasim a-c’yi saglayacak sekilde segilebilir. Somut olarak,
to+ a, = to+ N, - L, noktast m. bolintiiniin béliinti noktasi oldugundan t =
to + a. olurken, z,,(-) Euler yaklagim a-c’yi saglayacak sekilde secilebilir.

Simdi a-c kogullarim saglayan ., (-) : [to, to + a.] — R” foksiyonunun r. béliin-
tiniin  J = [t*,¢* + [,) aralindaki osilasyonunu hesaplayalim. Burada t* 7.
boliintiiniin boliintii noktasidir.

Eger r > m ise r. bélimtiiniin J = [¢t*,t* + ) arahg m. bolintiiniin bir
[tm,istmit1) (2=0,1,-- , Npp_y ) boliintii arah icinde olur. Bu durumda (4.2.13)’%
gore J = [t*,1* + I,) arahginda z,, (-) fonksiyonu sabittir. O halde J = [t*,t* +1,)

arahginda z,, (-) fonksiyonunun osilasyonu sifir olur.

e ———— — ——— ——

+ t————_————

!

|
! I
! I
! |
] }
1 T

*

»*

~

mi t L Imis

Sekll 4.2.2: .’L’m(t), t e [tm.,iytm,i+1]

Simdi m > r durumuna bakahm. t, € J = [t*,t* + I,) bir boliintii noktasi
olsun. O zaman o(t,) > ot*) olur. oft,) = o(t*) ise t. = t* olur. Ayrnca,
eger k' = o(t,) — o(t*) > 0ise s(t,) € J olur. §°(t,) = t,, s'(t,) = s( t.,),
s2(t,) = s(s'(t))) v.s. sP(t,) = s(sP71(t,)) diyelim. O zaman st (t) =" ve
Vp=0,1,---,k icin s?(t,) € J olur. t € J alahm ve sabitleyelim.Kabul edelim
ki [t,,t. + L) arahg ¢ noktasim iceren m. béliintimiin bélintii arahg olsun. O

zaman t, noktast m. boliintiiniin bsliintii noktas: olur.
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t t* t

1+ +1,, t +1
Sekil 4.2.3: z,,(t), t € [te, by + L)

Yine (4.2.13)den t € [t,,t, + I,) oldugundan Z,, () = T (t.) ve

AT (t2), Em (1)) < A(Zm (4), 2m (s(t4))) (4.2.26)

+d(Zm (5(t)), B (°(t2))) + -+ + d(EZm (8" (8)), Tm (5* (t:)))

olur. Burada k = o(t,) — o(t*) dir. (4.2.24)’den,

d(Zm (ta), ZTm (s(t))) No(t.)-1 (4.2.27)

A(zm (5(t)), Zm (°())) < oy

IA

d(Zm (87 (1)), Zm (5" (1))

IN

n(t‘)—k =1,

olur. Ty, (t) =T, (t,), s°(t.) =t*, nx =27% oldugundan (4.2.26) ve (4.2.27)’den

O(te)—1 [=<]

A (), (1)) = dlEm (1), 6 () < 3 <D ome= D 2=y

olur. Yani V¢ € J icin

(i, (1), &m (1) < — (4.2.28)

— 21'—1

olur. Bu durumda (4.2.28)’den V 74,7, € J i¢in

d(Zm (71), Zm (T2))

IN

A(&m (T1), Tm (£7)) + d(Tm (T2), Tm (T7)) (4.2.29)

1 1 _ 1
9r—1 + or—1 "~ 9r—2

IA

(4.2.29) m’ye bagh degildir.
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Simdi T, (+) : [to,to+ @) — R* (m = 1,2,--- ) fonksiyonlannm aym osi-
lasyonlu oldugunu gosterelim. ¢ > 0 alalim. 271:7 < ¢ olacak sekilde r, € N
segelim. O zaman (4.2.29)’dan [to,to + @] arahgnm r,—ina béliintisiiniin keyfi J

arahgmmda V r, 79 € J vem=1,2,-.. icin

|71 —To| <l <&y, <1y, = 57

d(Zm (T1),%m (T2)) < 522 <€
olur. Yani Z,, () fonksiyonlan [to, to + ] arahfinda aym osilasyonludurlar. (4.2.15)’den
Zm(+) : [to, to + @] — R™ fonksiyonlan icin

gr Tm() € Z (4.2.31)

olur. Yani z,,(-) fonksiyonlan [to, o + .| arahfinda diizgiin simurhdir. m. bélin-
tinin V [tm,iatm,i+1] 5 1= 0, 1, 2, e Nm -1 a.rahg’,l N V t - [tm,i:tm,i+1) i(;m

:bm (t) = Um,i € F(tm,i,xm(tm,i))
oldugundan Vm =1,2,--- ve t € [tg,to + a.] igin
|Zm @)|| < M (4.2.32)

olur.

Zm(*)  [to, to + @) — R® fonksiyonlan M sabiti ile Lipschitz kogulunu sagladig
i¢in bu fonksiyonlar eg stireklidir. Z C R x R” kompakt kiime oldugundan (4.2.31)’den
Zm(-) fonksiyonlan dizgiin simrhdirlar. Aym gekilde z,, (-) : [to, %o + ] — R”
fonksiyonlan (4.2.32)’ye gére diizgiin simirhdir ve (4.2.30)’a gére aym osilasyon-
ludurlar. O zaman Arzela-Askoli teoremine (bkz [53] ) ve Teorem(1.1.2)’ye gore
(genelligi bozmadan) m — oo iken [to,to + ] aralginda T, (-) — z.(*) , T (-) —
v.(+) diizgiin yakinsak ve V t € [to,to + o] igin

t

Z.(t) = zo + [ vi(T)dT (4.2.33)
/

olacak sekilde siirekli z,(-) : [to, to + @] — R™, integrallenebilir v,(-) : [to, to + c] —
R"™ fonksiyonlan vardir. ( Z,(-) fonksiyonlarn mutlak siirekli oldugundan, z,, ()
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fonksiyonlan integrallenebilirdirler ) (4.2.33)’den hemen hemen her ¢ € [tg, o + ]
icin z, (t) = w(t) olur. z,(-) fonksiyonlan M sabitiyle Lipschitz kogulunu
sagladigindan [tg,to + ¢ arabginda m — oo iken z,(:) fonksiyonuna diizgiin
yakinsak oldugundan, z.(-) fonksiyonuda M sabitiyle Lipschitz kosulunu saglar. O
zaman Z.() : [to, to + a.] — R® fonksiyonu mutlak siirekli olur.

Vm=12,--- igin (o) = 2o , g7 ZTm(:) T Z , m — oo iken [ty,tg + ]

arahginda diizgiin olarak z,,(-) — z,.(-) , Z C R X R® kompakt oldugundan,
z.(to) =0 ,9r z.() C Z (4.2.34)

olur.

Simdi ¢ € [tg, to+.) secelim &yle ki, z,(-) fonksiyonu ¢ noktasinda tiirevlenebilir
olsun. z,(-) fonksiyonu [to, to + ) arahginda mutlak stirekli oldugundan, [to, to + ]
arahginda hemen hemen tiirevlenebilir olur. Bu se¢im hemen hemen her t € [tg, 8o+
@,] i¢in mimkiindiir. Bu durumda (4.2.33)’den z, (t) = v,(t) ve m — oo iken
T, (t) —, (t) oldugundan m — oo iken d(Z, (t),v.(t)) — 0 olur.

m. boliintliniin ¢ noktasm igeren arahik boliintiintin 1. noktasim ¢y, ile gostere-
lim, yani t € [tym), tpm) + lm) Olsun. ¥V m icin I, < 7, = 27" oldugundan

m — oo iken iym) — t olur. O zaman

d(va(t), F(1,2.(t)) < d(va(t), Zm () + d(Zm (8); Zm (to(m)))
+d(Zm (tpm))> F(totm) Tm (to(my)))) (4.2.35)
+(F (tpmys Zm(togm)))s F (8 2m (1)) + (F (2, 2m(1)), F(L, 2. (1))

olur. Keyfi £ > 0 alahm. m — oo iken Z,, (t) — v.(t) oldugundan V m > m; igin
d(v,(t), Zm (t)) < ¢ (4.2.36)

olacak bigimde m; > 0 vardir. t € [tpm), tpim) + Im] oldugundan, (4.2.13)’den
Vm=1,2,--i¢in Tr, (t) =Ty (tpm)) ve

d("bm (t)>i'm (tp(m))) =0 (4-2-37)
olur.(4.2.14)den Z, (tpim)) € F(tpm)s Tm(tpmy)) oldugundan

d(:bm (tp(m)): F (tp(mbxm(tp(m)))) =0 (4‘2-38)
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olur. m — oo iken tymy — t, Tm(-) fonksiyonlan (m = 1,2,--- ) siirekli,

Zm(:) — z.(-), F(-) k.d.d.’ii stirekli oldugundan VY m > m, i¢in

A F (tyimy> T (tomy)), F(t, 7 (1)) < (4.2.39)

olan mgy > 0 vardir. Yine m — oo iken z,(t) — z.(t) , F(-) k.d.d.’u sirekh

oldugundan V m > mz icin
a(F(t,zm(t)), F(t,z.(t))) < e (4.2.40)

olan m3 > 0 vardir. m, = max {ms, ma, m3} olsun. O zaman (4.2.35)-(4.2.40)’dan

V'm >m, i¢in
d(v,(t), F(t,z.(t))) <3¢ (4.2.41)
olur. (4.2.41)den V ¢ > 0 igin
d(v,(t), F(t,z.(t))) < 3¢
olur. £ > 0 keyfi, F(t,z,(t)) kitmesi kompakt oldugundan,
d(v.(t), F(t,2.(t))) = 0
yani
v.(t) € F(t, z.(t))
olur. z, (t) = v.(t) oldugundan
z, (t) € F(t,z.(t)) (4.2.42)

elde ederiz. z,(-) fonksiyonu mutlak siirekli oldugundan [to,to + ] arahgmda
hemen hemen tiirevlenebilirdir. O zaman (4.2.42) igermesi hemen hemen t € [to, o + ]
icin dogrudur. z.(t) = zo oldugundan, bu durumda z,(-) : [to,to + @] — R"
fonksiyonunun (4.2.1) Cauchy probleminin ¢éziimii oldugunu elde ederiz.Teorem

kamtlanmig olur. m
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4.3 Diferansiyel Icermenin integral Tiinelinin Bir Ozelligi

Bu kesimde z, ¢ X, noktasi igin V t € [to,0] iken

olacak bicimde 3 z,(-) € X(¢o,z,) olup olmadigq problemini aragtiracagiz. Aciktir
ki (4.3.1)

gr z,(-) N H(te, Xo) = 0 (4.3.2)

A x() €X(tg,xx)

Oy |

Sekil 4.3.1:H (to, Xo) ve ()

koguluna denktir.

X(0:19,X0)

z (t) € F(t,z(t))
.’E(to) € Xo ,t € [to, 9]

Cauchy problemini inceleyelim. X (to, Xo) ile (4.3.3) probleminin ¢ziimler kiimesini,

X(t;to, Xo) = {z(t) €e R*: z(-) € X (to, Xo)}
H(to, ,0) = {(t, iL') e [to,e] XxR*:z e X(t, to, ,0)}

dle = (t) € F(t,z(t)) DI ’nin ¢t amnda (¢, Xo) baslangic kiimesindeki erigim

kiimesini ve (tp, Xo) baslangi¢ kiimesi i¢in integral tiinelini géstermistik.
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Bu problemi F(¢,z) = A(t)z + P(t) scklinde oldugunda arastiracagw. Yani
z (t) € A(t)z(t) + P(t)
.’E(to) €Xp, t€ [to, 6]
Cauchy problemini inceleyecegiz. Burada V ¢ € [to, 6] igin A(t) n x n’lik matris ¢t —
P(t) k.d.d.’diir. Yine (4.3.4) Cauchy probleminin ¢dziimler kiimesini X (to, Xo), ¢
zamaninda (tg, Xo) baslangi¢ kiimesindeki erigim kiimesini X (t;t9, Xo) ile integral
timelini H (ty, Xo) ile gosterelim.

Teorem 4.3.1 t — A(t) fonksiyonu [tg, 0] arabginda sirekli nxn ik matris fonksiyon,
P(:) : [to,0] = KV(R") sirekli k.d.d., Xo € KV(R") ve z, ¢ Xo olsun. O zaman
YVt € [to, 0] igin

z.(t) & X(t; to, Xo)
olacak bigimde z.(-) € X(to, z.) vardir. (veya gr z,.(-) N H(tg, Xo) =0 )

Kamt. t — ®(t,ty) fonksiyonu n x n’lik matris fonksiyon olmak iizere ( yani

V L € [to, 0] icin D(t, o) n X n’lik matristir.)
20te) — —3(t,0) A(t)
D(to,t0) = F

Cauchy probleminin ¢ozlimii olsun. Burada E n X n’lik birim matristir. [46] ’ya
gore, V t € [to,0] icin det P(t,t0) # 0 ve D(L,t0) matrisinin ~1(¢,t0) tersi vardr.
(Yani, ®(t,tp) - ®1(t,t0) = E dir.)

Simdi

y(t) = 2(,t0) - a(¢) (43.6)

degisimini yapalim. Burada hemen hemen her t € [to, 0] icin = (t) € A(t)z(t) + P(t)
dir.O zaman (4.3.5) ve (4.3.6)’dan

Y (t) = (¢, to) - z(t) + @(¢, t0) Z (2)
= —®(t,to) At)z(t) + B(t, to) z (t)
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olur. (4.34)egorex (1) € A{t)z(t)+ (1) dir. Budurumda ¥ (t) € —®(1, 1) A(t)z(t)+
q)(t, 1}0) A(t)l‘(t) + (I)(L, to)P(t) = (I)(l,, to)[)(t) , (I)(t, to)P(t) = P* (t) dersck

Y (t) € P(t) (4.3.7)
olur. P(:) : [to,0] — KV (R") stirekli k.d.d., t — ®(¢,tp) siirekli n x n’lik matris
fonksiyon oldugundan, P.(-) : [to,8] — KV (R™) siirekli k.d.d. olur. ®(tg,%) = E
oldugundan, (4.3.6)’ya gére y(ty) = P(to,t0) - z(to) = E - z(to) = z(to) olur.Bu
durumda, (4.3.7)’den (4.3.4) Cauchy problemi (4.3.6) degisiminden sonra

Yy (t) € (1)

y(t()) - Xo

Cauchy problemi gibi yazihr. (4.3.8) Cauchy probleminin ¢éziimler kiimesini Y (to, Xo)

ile gosterelim ve

Y (o, Xo) = {y(t) € R™: y(-) € Y(to, Xo)}
V(to, Xo) = {(t,y) € [to, 0] X R* : y € Y (¥; to, Xo)
olsun. O zaman P(to,t) = E oldugundan, ®(to,t0) Xo = Xo olur ve (4.3.6)’dan
Vz(-) € X(to, Xo) iginy(-) = (-, t0)-z(-) € Y (to, Xo) ve tersine, V y(-) € Y (¢;t0, Xo)
icin z(+) = ®7(t, t0) - y(-) € X(to, Xo) elde ederiz. Aym sekilde

Y (t;to, Xo) = @(t, to) - X (¢; to, Xo)
V(te, Xo) = {(t, D(t,t0) - T) € [to,0] X R™ : z € X (;80, Xo)}
olur. Yine ®(ty,t3) = E oldugundan ®(tg,to) - . = . , V 2(-) € X(to,z.) i¢in
y() = ®(-,t0) - z(-) € Y(to,z.) ve V y(-) € Y(to,z:) icin z(-) = ®71(t,t0) - y(*) €
X (to, z.) olur. O zaman buradan ve (4.3.9)’dan, z.(-) € X (to,Z.) igin

z.(t) ¢ X(t;t0, Xo) , t € [to,0]
ise Yu(-) = @(-, t0) - z«(-) € Y (to, x)

Y (t) & Y (£ o, Xo) , t € [to, 0]
olur ve tersine y,(-) € Y(to,x,) igin

u(t) & Y (t;t0, Xo) , t € [to, 0]
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ise z.(-) = D71(-, to) - . (-) € X(to, z,) icin
z.(t) ¢ X(t;t0, Xo) , t € [to, 0]
olur. Buna gore V t € [to, 6] icin
Y«(t) € Y (¢ %0, Xo)

olacak gekilde v,(-) € Y (tp, z.) m varoldugunu gésterelim. P,(-) : [to, 6] — KV (R™)
k.d.d.’tiniin [to, 6] arahgnda integrali asagidaki gibi belirlenir. '

0

[ P(7)d7 : Hemen hemen 7 € [to,0] icin P(7) € P,(T)

/ P(r)dr =< 1

to ve P(-) fonksiyonu [to, 6] araliginda integrallenebilirdir.

6
P,(:) : [to,8] — KV(R") siirekli k.d.d. oldugundan [6] ’ya gore [ P.(7)dT konveks
to

ve kompakt kiimedir.

6
P= fP*(T)dT
to
diyelim. O zaman
Y(0, to, .’E*) =z, + P ’ Y(97 to, XO) = XO +P

olur. P C R" , Xy, C R” kompakt konveks kiimeler oldugundan z, + P ve Xo + P
kiimeleri R" uzaymda konveks ve kompakt kiimelerdir. z. ¢ Xo oldugundan

2.+ P ¢ Xo+ P (4.3.10)

oldugunu kamtlayalim. Tersini varsayalm z, + P C X + P olsun. O zaman
VseS={zeR": |z| =1} i¢cin
. < 43.11
max (5,2, +p) S max (s, 2+p) (4.3.11)
olur. Oteyandan,

max (s, 2, +p) = (s, 2,) + max (s,p)
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ve

) ! < 3 :
z€Xo, peP {s,2+p) < e (s, ) + Tnax (s,p)

oldugundan (4.3.11)’den V s € S i¢in

,7,) <
(s,2,) < max (s, z)

olur. Bu durumda X kompakt konveks kiime oldugundan (4.3.12)’den (bkz [10] )
z, € Xo oldugunu elde ederiz.

Bu ise z, ¢ Xo olmas: ile gelisir. Yani (4.3.10) dogrudur. Simdi p, € z, + P
alahm 6yle ki p, ¢ Xy + P olsun. Yani

Ps €Y (6;t0,2.) , P € Y(0;t0, Xo) (4.3.13)
olsun. p, € Y(6;to,x.) oldugundan y.(8) = p. olan wy.(-) € Y(to,X.) vardr.
Gésterelim ki ¥ ¢ € [{o, 6] icin

Y (t) € Y (t; to, Xo)
dir. Tersimi varsayalim
Y. (t.) € Y (ta; to, Xo)

olan t, € [t,0) varolsun. y. = v,(t,) diyelim. O halde (t., y.) € V(to, Xo) olur.O
zaman V t, € [tg,0) igin

Y(t; t*, y*) C Y(t, to, Xo) (4314)

elde ederiz.

Simdi V' ¢ € [t, 0] igin ¥} (t) = y.(t) olmak tizere y}(*) : [t«, ] — R" fonksiyonunu
tammlayalm. 3.() € Y(to, Xo) , 4i(t) = % € ¥ (tuito, Xo) oldugundan 42() €
Y (t.,y.) olur. O zaman y?(0) € Y (6;1,,y,) olur. y:(f) = y.(6) = p. oldugundan,
ps € Y(0;t.,y,) olur.(4.3.14)’den ise p,. € Y (6;t0, Xo) oldugu elde edilir. Bu ise
(4.3.13)’le yani p. ¢ Y (6;t0, Xo) ile geligir. O zaman varsayimmz dogru degildir ve
Yt € [to,d] igin

Ya(t) & Y (2520, Xo)
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dir. O halde, z,(-) = ®7!(-, %) - y.(*) igin z.(-) € X(to,X.) ve YV T € [tg,0] icin
z.(t) & X(t;t0, Xo) olur.

Teorem kanitlanir. =
Teorem (4.3.1)’de X; konveks kiime degilse teorem dogru degildir.

Ornek 4.3.1

T (t).E [—‘171]
z(0) € [-2,-1JU[1,2] , t € [0, 2]

Cauchy problemine bakalim. Bu drnekte Xo = [—2,—1] U (1, 2] ve konveks degildir.
(4.3.15) problemi i¢in H(0,0) integral tineli

H(0,Xo)={(t,z) € [0,1) xR:z € [-t—2,t —1JU [t +1,t + 2]}

(4.3.16)
U{(t,z) € [1,2] x R :z€[-t—2,t+2]}
olur. (Sekil 4.3.2)
A
4
2
ik
~1 ',
_al
-3
-4
Sekil 4.3.2: H(0, Xo)
Z, =0 olsun. O zaman z, =0 ¢ X, ve
H(0,0) = {(t,z) € [0,2) xR : =z € [~t,t]} (4.3.17)
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olur.

Sekil 4.8.9: H(0,0)

Y (t;to, Xo) = {x € R™: (t,z) € H(to, Xo)} oldugundan, (4.3.16) ve({.3.17)’den
Vtel,2] igin

Y (t;0,0) C Y(t;0, Xo) (4.3.18)

olur. Bu durumda (4.3.18)’den ¥ t € [0,2] i¢in y.(t) ¢ Y (t;0,Xo) olacak y.(-) €
Y (0, Xo) ¢ozimi yoktur.

Ornek 4.3.2
-1, z>0
F(t,z)=< [-1,1] , z=0 t€][0,2]
1 , <0

istten yar siirekli k.d.d.’nd alalim. Xo = {0} olmak dzere
z (t) € F(t,z)
z(0) =0

Cauchy probleminin tek bir ¢ozimt vardir. Bu baglangi¢ kosullar igin integral tinel
H(0,0) = {(t,0) | t € [0,2]} dir.

z. = 1 olmak tzere

z (t) € F(t,x)
z(0) =
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Cauchy probleminin ¢6zimi

~t+1 , te]o,1]

)= 0 , te(1,2]

dir.Boylece 1 noktasindan sonraki ¢ézimler aynider.

AX

™N

0 1 2

Y
~

Sekil 4.8.4: H(0,0) ve z(t) 'nin grafigi
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