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ÖZET 

Yüksek Lisans Tezi 

DİFERANSİYEL İÇERMELERİN ÇÖZÜMLERİNİN 
VARLIGI VE ÖZELLİKLERİ 

SERPİL İZGi 

Anadolu Üniversitesi 

Fen Bilimleri Enstitüsü 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Malıide Küçük 

2001, Sayfa 81 

Bu çalışmada dlieransiyel içermelerin çözümlerinin varlığı araştırılmıştır. Bu 

amaçla önce diğer bölümlerde kullamlan temel tarnın ve teoremler sunulmuştur. 

İkinci böli.imde sağ tarafı konveks kompakt değerli küme değerli dönüşüm olan 

diferansiyel içermeler için Cauchy probleminin çözümünün varlığı kamtlanmıştır. 

Üçüncü bölümde Cauchy probleminin çözümler kümesinin, erişim kümesinin ve in­

tegral tünelinin kapalılık ve kompaktlığı ile ilgili teoremler kamtlamp; çözümlerin 

bir yerel özelliği incelenmiştir. Son bölümde ise sağ tarafı konveks değerli olmayan 

diferansiyel içermelerin regülarizasyonu ve bu tür diferansiyel içermeler için Cauchy 

probleminin çözümünün varlığı araştırılmıştır. Bu bölümün son kesimi diferansiyel 

içermelerin çözümleriyle ilgili bir araştırınayı içermektedir. integral tünelin chşında 

alınan keyfi bir nokta için, diferansiyel içermenin bu noktadan geçecek ve her za­

man integral tünelin dışında kalacak en az bir çözümünün bulunabileceği kanıt­

lanm~tır. 

Anahtar Kelimeler: Küme Değerli Dönüşüm, Alttan ve Üstten Yarı Süreklilik, 

Diferansiyel içerme, Erişim Kümesi, integral Tünel. 
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ABSTRACT 

Master of Science Thesis 

EXISTENCE AND PROPERTIES OF SOLUTIONS TO 

DIFFERENTIAL INCLUSIONS 

SERPİL İZGİ 

Anadolu University 

Graduate School of Natural and Applied Sciences 

Mathematics Program 

Supervisor: Prof. Malıide Küçük 

2001, 81 pages 

In this study, existence of solutions to differential inclusions is searched. 

Firstly, basic definitions and theorenıs which areusedin other parts are presented. 

In the second part existence of solutions to Cauchy problem for compact convex val­

ued differential inclusions is proved. In the tlrird part theorenıs which connect with 

closed and compact of solutions set, reachable set and integral funnel for Cauchy 

problem are proved and a local property of solutions is given. In the final part 

regularization of differential inclusions with non-convex valued right-hand side and 

for this type differential inclusions, existence of solutions to Cauchy problem are 

searched. The last seetion in this part includes the analysis of the solutions of 

differential inclusions. It has been proven that, forapoint arbitrarily selected out­

side the integral funnel, there can be at least one solution where the differential 

inclusion passes through this point and always remains outside the integral fun­

nel. 

Keywords: Set-Valued Maps, Lower and Upper Semicontinuity, Differential Inclu­

sions, Reachable Set, Integral Funnel. 
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ÖN SÖZ 

Küme değerli analiz teorisi son yıllarda matemetiğİn birçok dalında kullanıl­

maya başlamıştır. Örneğin cliferansiyel denklemler, optimal kontrol, cliferansiyel 

oyun teorisi küme değerli dönüşümlerle ilgilenmektedir. 

Geniş bir uygulama alanına sahip olan cliferansiyel içermeler sağ tarafı küme 

değerli dönüşüm olan diferansiyel denklemlerdir. Küme değerli dönüşüm küme 

değerli ·analizde belirli bir uzayın herbir elemanına diğer bir uzayın belirli bir alt 

kümesini karı~ı getirmek biçiminde tanımlanmıştır. Diferansiyel içerme çalışmalan 

küme değerli analizin kavramlan kullanılarak yapılmaktadır 

Diferansiyel içermelere kontrol sistemlerin genellemesi olarak bakılabilir. Difer­

ansiyel içermeler matematik modelleri diferansiyel e§itsizlikler veya kapalı diferan­

siyel denklemlerle verilen sistemlerin ara§tırılmasında da kullanılmaktadır. 

Diferansiyel içermelerle ilgili olarak ilk defa (bkz [41], [56] ) sağ tarafı küme 

değerli dönüşüm olan diferansiyel denklemler incelenmiştir. Diferansiyel içermeler 

en çok 60'lı yıllarda gel.İ§miştir. Bu yıllarda diferansiyel içermeler yardımıyla kalite 

teorisine ait birkaç önemli özellik, örneğin Cauchy probleminin çözümünün varlığı, 

erişim kümesinin ve integral tünelin çeşitli topolojik özellikleri araştırılmıştır. (bkz 

[1], [6], [11], [12], [14], [21], [23], [27], [28], [35], [36], [39], [40], [43], [44], [54]). Bu dönemde 

diferansiyel içermeler, sağ tarafı faz vektörüne göre sürekli olmayan diferansiyel den­

klemler için Cauchy probleminin araştırılmasında kullamlmıştır (bkz [26], [34], [54]) 

70'li yıllarda diferansiyel içermeler kontrol sistemlerin genel durumu gibi incelen­

miştir. Küme değerli analizin çeşitli yapılanndan yararlanarak, matematiksel modeli 

diferansiyel içerme olarak verilen kontrol sistemlerde optimallik için gerekli koşullar 

bulunmU§tur ( bkz [7], [8], [9], [16], [17], [18], [19], [20]; [42], [52], [53] ) . 80'li yıllarda 

ise bu tür kontrol sistemler için viability özellikleri araştınlmış ( bkz [2], [4], [25], [24], 

[29], [32], [30], [45], [51], ) ve diferansiyel içermeler cliferansiyel oyun teorisinin prob­

lemlerinin incelenmesinde kullanılmıştır (bkz [29], [37], [48] ). 

Viability teori kapsamında gel.İ§tirilmiş in.finitezimal yapılar, birinci mertebeden 

kısmi türevli diferansiyel denklemlerin viscosity çözümlerinin, uygun diferansiyel 

lll 
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oyunun değer fonksiyonunu karakterize eden Bellman-Isaacs denkleminin minimax 

çözümleri ile denk olduğunun kanıtlanmasında kullanılml§tır. ( bkz [22], [49], [50] ) 

Son yıllarda, diferansiyel içermeler teorisinin ÇC§itli problemlerine ait birçok 

makaleler yayınlanmaktadır (bkz [3], [5], [13], [15], [31], [39], [49], [55] ). Bugün difer­

ansiyel içermeler iyi geli§miş bir teori olarak matematİğİn çeşitli dallarında uygu­

lanan bir teoridir. 
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1 ÖNBİLGİLER 

Bu bölümde ileriki bölümlerde gerekli olacak bazı genel bilgiler verilecektir. 

ı. ı Temel Tanım ve Teoremler 

JR.n ile n-boyutlu Öklid uzayını, X= (xı, X2, · · · , Xn) E lR.n, y = (yı, Y2ı · · · , Yn) E JR_n 

vektörleri için 

n 

< x,y >= LXiYi 
i=l 

ile x ve y vektörlerinin iççarplllllll1, llxll = ~ ile x - (xı, x2, · · · , Xn) vek­

törünün normunu göstereceğiz. 

JR.n uzayının boştan farklı , kompakt alt kümeleri uzayım K(JR.n) ile kompakt 

konveks alt kümeleri uzayım da KV(JR.n) ile göstereceğiz. 

X E JR. n , c > O , A C K (JR. n) için x'in A kümesine olan uzaklığını 

dist(x, A) = min llx - all ile 
aEA 

JR_n 'in birim yu varım 

B = {X E JR. n : ll X ll :S ı} ile 

x noktasının c-kolll§uluğunu 

B(x,c) ={yE JR.n: IIY- xll :S c} ile 

ve A kümesinin c-komşuluğunu da 

Ac = { x E JR.n : dist(x, A) :S c} 

ile göstereceğiz. A C K (JR. n) için co A ile A kümesinin konveks zarfım göstereceğiz. 

co A, A kümesini içeren en küçük konveks kümedir. co A 'nın ayrıntılı özellikleri 

(bkz [ı o, 47, 53]) de araştırılmıştır. 
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A C ]{(JR n) , C C ]{(JR n) için A ve C kümeleri arasındaki Hausdorff uzaklık 

a(A, C) =max {max dist( a, C) , max dist(c, A)} 
aEA eEC 

olarak tanımlanır. Aynı tanun 

a(A, C)= inf {r >O: A c C+ rE, C cA+ rE} 

olarak da verilebilir. o: : K(JRn) x K(JRrı) -t [0, oo) fonksiyonunun metriğiıı tüm 

özelliklerini sağladığım gösterebiliriz. O zaman (K(JRn), et(.,.)) metrik uzaydır. 

(1.1.1) 

dönü.§ümüne küme değerli dönÜ§üm (k.d.d) denir. 

D C JRm, F(·) :D-t K(JRn) k.d.d. , f(-): D-t JRn fonksiyon olsun. gr F(·) 

ile F(·) k.d.d.'ünün, gr f(·) ile de J(-) fonksiyonunun grafiğini göstereceğiz ve 

gr F(·) = {(x,y) E D x JRn: yE F(x)} 

gr f(·) = {(x, y) E D X JRn: y = f(x)} 

olarak tanımlayacağız. 

Şimdi k.d.d'lerin sürekliliği, alttan ve üstten yan sürekliliğinin tanunlarun vere­

lim. 

Tanını 1.1.1 F(·): ]Rm -t K(JRn), x0 E ]Rm olsun. V c> O ve x E B(x0 ,b) için 

a (F(x), F(x0 )) ~c 

gerektirmesini sağlayan :3 b= b(c,x0 ) >O varsa F(·) k.d.d'ne x0 noktasında sürek­

lidir denir. 

Tanım 1.1.2 F(·): ]Rm -t K(JRn), x0 E ]Rm olsun.'\/ c> O ve x E B(x0 ,b) için 

F(x) C F(x0 ) +cB 

gerektirmesini sağlayan =ı b= b(c,x0 ) >O varsa F(·) k.d.d 'nex0 noktasında üstten 

yarı süreklidir denir. 
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Tanım 1.1.3 F(·) :]Rm ---t K(JRn) ~ Xo E ]Rm olsun.\/ c> o için X E B(xo, o) için 

F(x0 ) C F(x) +cB 

gerektirmesi ni sağlayan :ı o = b (c, x 0 ) > O varsa F ( ·) k. d. d 'ne x0 noktasında alttan 

yarı süreklidir denir. 

Hausdorff uzaklığının tanımından , eğer F(·) k.d.d'ü x0 noktasında sürekli ise, 

aynı zamanda alttan ve üstten yarı sürekli ve tersine, eğer F(·) k.d.d'ü x 0 noktasında 

alttan ve üstten yarı sürekli ise x0 noktasında sürekli olduğu açıktır. 

Eğer F(·) : Rm ---t K(JRn) k.d.d V x E Rm noktasında sürekli (üstten veya 

alttan yarı sürekli) ise, F(·) k.d.d'ne ]Rm uzayında sürekli (üstten veya alttan yarı 

sürekli) k.d.d denir. 

[a, b] C JR olmak üzere, x(·) : [a, b] ---t ]Rn sürekli fonksiyonlar uzayını C([a, b], 1Rn) 

ile göstereceğiz. x(·) E C([a, b], 1Rn) fonksiyonunun normunu da 

llx(·)ll =max llx(t)ll 
tE[a,b] 

olarak tanımlayacağız. 

Sonraki ar~tırmalarda gerekecek bir önermeyi sunalım. 

Önerme 1.1.1 [53] x(·): [a,b]---t 1Rn integraZlenebilir fonksiyon, lı1 C 1Rn kom­

pakt küme , V tE [a, b] için x(t) E M olsun. Bu durumda 

b 

b~ a J x(t)dt E co M 
a 

dir. 

Kanıt. Kabul edelim ki 

b 

k= b~ a J x(t)dt tJ_ co M 
a 

olsun. co M konveks kompakt küme, k tJ_ co M olduğundan B(k, a) n co M = 0 

olacak şekilde :ı a > O vardır. Burada B(k,a) = {y E 1Rn : IIY- kil ::; a}'dır. 
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O "'aman konveks, kesişmeyen kümelerin ayırma tcoremine göre 3 l E IR. n ( l i= O) 

vektörü varcl.ır öyle ki \f y E B( k, a) ve \f z E co Jı;f için (l, y) ::; (l, z) olur. 

B(k,a) = {k+ a · Ç: 11~11 ::; 1} ve \f tE [a,b) için f(t) E co Jı;f olduğundan 

\f t E [a, b] için 

max (l, k+ a · ~) ::; (l, f(t)) 
11.;119 

olur. max (l, ~) = lll ll olduğundan \f tE [a, b] için 
11.;119 

(l, k)+ 0'.. ll lll ::; (l, f(t)) 

olur. Bu eşitsizliği [a, b] üzerinde integrallersek 

b b 

((/,k)+ a · lll ll)· (b- a) < [ (1, f(t)) dt~ ( 1, [ f(t)dt) 

(l, (b- a) ·k) = (b- a) · (l, k) 

olur. (b - a) > O olduğundan 

(Z, k)+ a · IIZII ::; (Z, k) 

ve 

a ·IIZII::; o 

olur. a >O , IIZII >O olduğundan son eşitsizlik yanlıştır yani 

b 

b~ a J x(t)dt E co Af 
a 

dir. • 

Şimdi kapalı aralıkta tammlanmış mutlak sürekli fonksiyonun tammım verelim. 

Tanım 1.1.4 f(-) : [a, b] --+ lRn olsun. Eğer \f c > O için 8 = 8(c) > O 3 [a;b] 

ar-alığının keyfi (ai, bi) , i= 1, 2, · · · , k alt ar-alıkları için (öyle ki (ai, bi)n(aj, bi) = 0 
k 

\f i i= j için )2: (bi- ai) < 8(c) iken 
i=l 

k 

2~:.J(bi)- f(ai) <c 
i=l 

olursa, f(·) fonksiyonuna [a, b] ar-alığında mutlak sürekli fonksiyon denir. 
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Açıktır ki eğer J(-) : [a, Lı] --t m;.nfonksiyonu [a, b] aralığında mutlak sürekli ise 

f(·) fonksiyonu \:1 x0 E (a, b) noktasında süreklidir. Bunun tersi doğru değildir. Yani 

[a, b] aralığında sürekli fonksiyon mutlak sürekli olmayabilir. 

Önerme 1.1.2 x(·): [a,b]--t m;.n fonksiyonu Lipschitz koşulunu sağlıyor ise x(·) 

fonksiyonu [a, b] aralı.ğında mutlak süreklidir. 

Kanıt. m sayısı x(·) fonksiyonunun Lipschitz sabiti olsun. Yani, \:1 t 1 , t 2 E [a, b] 

ıçın 

(1.1.2) 

olsun. 

Keyfi c> O ve o(c) = :n olmak üzere (ai, bi) c [a, b] i= ı, 2, · · · , k aralıkiarım 

\:j i=/:- j için (ai, bi) n (aj, bj) = 0 YC 

(1.1.3) 

olacak §ekilde alalım. O zaman (1.1.2) ve (1.1.3)'den 

llitı[x(bi)- x(ai)]ll ~ itı jjx(bi)- x(ai)ll 
k k 

~ L m Ibi- aij =m l:(bi- ai)~ m!= c 
i=l i=l 

olur. Yani x(·) fonksiyonu mutlak süreklidir. • 

Önerme 1.1.3 xk(·) : [a, b] --t m;.n fonksiyonları \:1 k = ı, 2, · · · ıçın mutlak 

sürekli, k --t oo iken xk ( ·) --t x* ( ·) düzgün yakınsak, M kapalı, sınırlı küme, 

hemen hemen her tE [a, b] için xk (t) E .A1 olsun.Bu durumda x*(·): [a, b] --t m;.n 

fonksiyonu mutlak sürekli, x*(·) fonksiyonunun türevlenebilir olduğu noktalarda yani 

hemen hemen her tE [a, b] için x* (t) E co M olur. 

Kanıt. Hemen hemen her t E [a, b] ve \:1 k = ı, 2, · · · için xk (t) E M ve 

M kümesi sınırlı olduğundan , hemen hemen her t E [a, b], \:1 k = ı, 2, · · · için 
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II:.Ck (t)ll :S l olacak biçimdel >O vardır. O zaman Vt1,t2 E [a,b), V k= ı,2,·· · 

ıçın 

t2 

llxk(t2)- Xk(tı) ll = ;· Xk (T)dT :S l it2- tı ı (1.1.4) 

tı 

olur. Eğer k -t oo iken (1.1.4) eşitliğinde limit alırsak , 

(1.1.5) 

olur. o zaman (1.1.5)'den V c> o için o(c) = T alırsak keyfi (ai,bi) c [a,b] 
k 

(i, j = ı, 2, ... k) i =1 j için (ai, bi ) n (aj, bj) = 0 ve L:(bi -ai) ::; o(c) = 7 
i= I 

olurken 

k k k 

2:)x*(bi)- x*(ai)] < L llx*(bi)- x*(ai)ll :S Ll (bi -ai) 
i= I i=l i=l 

k 

l "'(b· - a·) < z:_ =c ~ ~ ı - l 
i=l 

olur. Yani x* (·) : [a, b] -t :!Rn fonksiyonu mutlak süreklidir. 

Hemen hemen her t E [a, b] için xk (t) E !vf , IM kapalı sınırlı olduğundan 

Önermel.l.l.'e göre V tE (a, b) , V h E (0, a) için (O< a <b-t ) 

H h 

_ xk(t +h)- xk(t) _ ı J . ( )d . M qk - - - xk s s E co 
h h 

t 

olur.k -t oo iken xk(·) -t x*(-), co Af kapalı sımrlı olduğundan V h E (O,a) için 

ı . x*(t +h)- x(t) M 
ım qk = h E co 

k-+00 
(1.1.6) 

olduğunu elde ederiz. Eğer t E ( a, b) noktası x* ( ·) fonksiyonunun tiirevlenebilir 

noktası ise (x*(-) fonksiyonu [a, b] aralığında mutlak sürekli olduğundan, [a, b]'de 

hemen hemen türevlenebilir fonksiyondur (bkz [42])), (1.1.6)'dan 

. ( ) 1. x*(t +h)- x(t) M x* t = ım E co 
h-+O+ h 

olur. Yani hemen hemen her tE [a, b] için x* (t) E co M dir. • 

A C JR. için meas(A) A kümesinin ölçümünü gösterir. 
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Öncrnıe 1.1.4 h(·) : [a, u] -t JR intcgrallenebilir fonksiyon , V tE [a, b] ıçın 

t, 

x(t) = / h(T)dT 
a 

olsun. Bu dururnda x( ·) : [a, b] -+ JR mutlak sürekli fonksiyondur. 

Kanıt. Kabul edelim ki V c > O , V (ai, bi) C [a, b] 

aralıklan için (ai, bi) n (aiı bi) = 0 i =f j olsun.O zaman 

meas (~(a;,b;)) = t(b;- a;) 

olur. Keyfi c> O ıçın meas (A) < D'(c) o1mak üzere VA C [a, b] 

/ h(T)dT <c 

A 

koşulunu sağlayan 3 o(c:) >O vardır.(bkz [42] ) Açıktır ki, 

k 

dir. Eğer A = U (ai, bi) dersek o zaman (1.1.9)'dan 
i=l 

t(x(bi)- x(ai)) = / h(T)dT 
ı=l A 

k 

i, j = ı, 2, ... 'k 

(1.1.7) 

kümesi için 

(1.1.8) 

(1.1.9) 

(1.1.10) 

olur. Eğer 2: (bi- ai) < D'(c) olursa o zaman (1.1.7) , (1.1.8) ve (Ll.lO)'dan 
i=l 

~~(x(bi)- x(ai))l <c elde edilir. Dolayısıyla x(·) fonksiyonu mutlak sürekli olur . 

• 
Önernıe 1.1.5 h(·) : [a, b] -+ JRn integrallenebilir fonksiyon , V t E [a, b] ıçın 

t 

x(t) = / h(T)dT 
a 

olsun. O zaman x(·): [a, b] -t JRn mutlak sürekli fonksiyondur. 
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Kanıt. h(·): (hı(·),lız(·), ... ,h7ı(-)) x(·) = (xı(·),xz(·), ... ,xn(·)) olsun. O 

zaınan 

t 

xP(t) = J hp(r)dr, p= ı,2, ... ,n 
a 

olur. Önerme 1.1.4. 'e göre V p = ı, 2, · · · , n için Xp : [a, b] ---t JR fonksiyonları 

mutlak süreklidir. O zaman~' (ai, bi) C [a, b] , i= ı, 2, · · · , k aralıkları için i=/:- j 
k 

iken (ai, bi) n (aiı bi)= 0 ve L:.": (bi- ai) < bp(c) olurken 
i=l 

k 

L)·rp(bi)- .rp(ai)) 
i=l 

c 
<­

n 
(1.1.11) 

olacak biçimde Dp(E) >O vardır. b*(e:) = min{81 (e:),82 (e:), ... ,bn(c)} olsun. O 

zaman (ai, bi) C [a, b], i= ı, 2, · · · , k aralıkları için (i=/:- j iken (ai, bi) n (aiı bi)= 0) 
k 

L:.": (bi- ai) < b*(c) olurken V p =ı, 2, · · · , n 
i=l 

k 

L(xp(bi)- xp(~)) 
i=l 

c 
<­

n 
(ı.ı.ı2) 

olur. O zaman (ai, bi) C [a, b] aralıkları için i=/:- j iken (ai, bi) n (aj, bi)= 0 ve 
k 

L:.": (bi- ai) < b*(c) olurken (ı.ı.ı2)'ye göre 
i=l 

k n k n 

:L)x(bi)- x(ai)) :S L L(xp(bi)- xp(ai)) :S L ~=c 
i=l p=l i=l p=l 

olur. Bu ise x(·): [a, b] ---tJRn fonksiyonunun mutlak sürekli olmasıdır. • 

Şimdi diferansiyel içermelerin çözümlerinin özelliklerinin ara§tınlmasında önemli 

olacak bir teorem sunalım. 

Teorem 1.1.1 (Gronwall E§itsizliği) [a, b] C JR, '1/J(-) : [a, b] ---t JR negatif olmayan 

integrallenebilir, h(·): [a, b] ---tJR , u(·): [a, b] ---tJR sürekli, h(-)-negatif olmayan 

fonksiyonlar olsun. V t E [a, b] için 

t 

u(t) :S h(t) + J '1/J(ı)u(ı)dı (ı.ı.ı3) 

a 
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ıse \:f t E [a, b] ıçın 

t 

u(t) :S h(t) +c.! '1/J(r)h(r)dr (1.1.14) 

a 

olur. 

b 

Burada c= exp(J 'l{ı(r)dr) dir. 
a 

Kanıt. \:f t E [a, b] için 

t. t 

w(t) = j '1/J(r)u(r)dr , p(t) = j '1/J(r)dr (1.1.15) 

a a 

olsun. '1/J( ·) : [a, b] --t JR integrallenebilir , u.(-) : [a, b] --t JR sürekli fonksiyon­

lar olduğundan dolayı integrallenebilirdirler ve Önerme 1.1.4'e göre w(·) : [a, b] --t 

JR, p(·): [a,b] --t JR fonksiyonları mutlak süreklidir ve \:f tE [a,b] için p(t) ~O 

dır. Keyfi t E [a, b] ıçın 

t .f e-P(T)[w (r)- '1/J(r)w(r)]dr = e-p(t)w(t) (1.1.16) 

a 

olduğunu gösterelirn. Gerçekten (1.1.15)'ten hemen hemen her TE [a, b] içinP (r) = 

'1/J(r) dir. O zaman 

t t 

j e-P(T)[w (r)- '1/J(r)w(r)]dr - j[e-P(T) w (r)- '1/J(r) p (r)e-p(T)]dr 

a a 

t 

.! d(e-p(7 )w(r)dr = e-p(t)w(t) 

a 

olur. Yani (1.1.16) doğrudur. (1.1.15)'den hemen hemen her TE [a, b] ıçın 

w (r) = '1/J(r)u(r) (1.1.17) 

(1.1.13) ve (1.1.15)'den \:f tE [a, b] için 

u(t) :S h(t) + w(t) (1.1.18) 

9 



V tE [a, b] için '1/J(t) ~O olduğundan, (1.1.18)'dcn V tE [a, b] ıçın 

'ifı(t)u(t) ~ '1/J(t)h(t) + 'lfJ(t)w(t) (1.1.19) 

dir. O zaman (1.1.1 7) ve (1.1.19)'den hemen hemen her tE [a, b] için 

w (r) ~ '1/J(t)w(t) + 'lfJ(t)h(t) 

dir. Buradan hemen hemen her. tE [a, b] için 

e-p(t)[w (t)- v:(t)w(t)] ~ e-p(t)'ljJ(t)h(t) 

olur. Son eşitsizlikten V t E [a, b] için 

t t 

j e-P(T)[w (r)- 'if'(T)w(r)]dr ~ j e-P(T)'l/J(r)h(r)dr (1.1.20) 

a a 

(1.1.16) ve (1.1.20)'den V tE [a, b] için 

t 

e-p(t.)w(t) ~ J e-P(T)'l/J(r)h(r)dr (1.1.21) 

a 

eldeederiz. ŞimdiVrE [a,b)için 'if·(r) ~O, h(r) ~O olduğundan VrE [a,b)için 
t 

'1/J(r) h(r) ~O, p(t) = J'l/J(r)dr ~O ve p(.): [a,b] ---7 (O,oo) fonksiyonu artan 
a 

fonksiyondur. O zaman buradan V tE (a, b] için 

b 

eP(t)::; eP(b) = exp(/ '1/J(r)dr) (1.1.22) 

a 

ve 

(1.1.23) 

ve (1.1.23)'den 

t t J e-P(T)'l/J(r)h(r)dr::; J '1/J(r)h(r)dr (1.1.24) 

a a 
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olur. O zaman (1.1.21) ve (1.1.24)'dcn 

t 

e-p(t)w(t):::; J '1/J(r)h(r)dr 
a 

ve 

t 

w(t):::; eP(t) J 'lf;(r)h(r)dr (1.1.25) 

a 

olur. Şimdi (1.1.22) ve (1.1.25)'den V tE [a, b] için 

t 

w(t) :::; eP(b) J '1/J(r)h(r)dr (1.1.26) 

a 

b 

olur. c = eP(b) = exp(f '1/J(r) dr ) olduğunu düşünürsek, o zaman (1.1.26)'dan V 
a 

t E [a, b] için 

t 

w(t) :::; c.! '1/J(r)h(r)dr 
a 

olur. O zaman (1.1.18) ve(l.1.27) 'den V t E [a, b] için 

t 

u.(t):::; h(t) +c J '1/J(r)h(r)dr 
a 

olur. Böylece teorem kanıtlarur. • 

Şin1di ileride kullanılacak bir prekompaktlık teoremi sunalım. 

[to, tı] C JR, x(·): [to,tı] ---t Rn fonksiyonu için 

llx(-)11= sup llx(t)ll 
tE[to,tı] 

(1.1.27) 

olsun. B([t0 , tı) ,Rn) ile x(·): [t0 , t 1] ---t ]Rn sınırlı fonksiyonların uzayını gösterelim. 

Yani V x(-) E B([t0 ,t1],1Rn) için !lx(-)11:::; Af(x(·)) olan 1\f(x(·)) >O vardır. 

Tanım 1.1.5 Wfto,tıı(x(·)) = sup !lx(r1)- x(r2)ll sayısına x(·) fonksiy-
rı. r2 E[to,tı] 

onunun [to, t 1] aralığında osilasyonu denir. 
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Tanını 1.1.6 1-l C B([t0 , t 1], Rn) olsun. Eğer V E > O , V x(·) E 1-l için 

wıT;,Ti+ıl(x(·)) :S E , i= O, ı,··· , k- ı 

olacak biçimde [t0 , t1] aralığının D = { t0 = To < Tı < · · · < Tk = t1} bölüntüsü 

varsa, o zaman 1-l l.,"iimesine aynı osilasyonlu fonksiyonlar kümesi denir. 

B([t0 , t1], Rn) uzayında prekompaktlık teoremini ifade edelim. 

Teoreın 1.1.2 1-l C B([t0 , tı] ,Rn) fonksiyonlar kümesi a:ıağıdaki ko§ulları sağlasın. 

a)V x(·) E 1-l için !ix(·) ll :S R olacak §ekilde R >O vardır. 

b) 1-l kümesi aynı osilasyonlu fonksiyonlar l.,"iimesidir. 

O zaman 1-l kümesi B([t0 , t 1], Rn)-de prekompakttır. Yani V m = ı, 2, · · · 

için Xm(·) E 1-l olan { Xm(· )}~=l dizisinden [to, t1] aralığında bir x* E 

B([t0 ,t1] ,Rn) fonksiyonuna düzgün yakınsayan alt dizi seçilebilir. Bir ba~jka dey­

i§le, cl 'H kümesi B([t0 ,t1] ,Rn)-de kompakttır. 

1.2 Küme Değerli Dönüşümlerin Selektörleri 

Bu kesimde bazı tür k.d.d'lerin sürekli selektörlerinin varlığını göstereceğiz. Vere­

ceğimiz teoremler diferansiyel içermelerin çözümlerinin varlığı kanıtlanırken sıkça 

kullanılır. Önce k.d.d'ün selektörünün tanımını verelim. 

Tanını 1.2.1 D c Rm , F(·): D~ K(Rn) k.d.d olsun. V x E D için f(x) E 

F(x) koşulunu sağlayan f(·): D~ Rn fonksiyonuna F(·) k. d. d 'ünün D kümesinde 

belirlenmi§ selektörü denir. 

Alttan yarı sürekli F(·) : D ~ K(Rn) (D C Rm) k.d.d.'ünün sürekli selektör­

lerinin varlığı için CJ§ağıdaki Michael teoremi doğrudur. 

Teoreın 1.2.1 [5] (Michael) D C Rm kompakt küme , F(·) : D ~ KV(Rn) 

k.d.d. 'ü alttan yarı sürekli olsun. O zaman F(·) k.d.d. 'ünün D kümesinde tanımlan­

mı§ sürekli selektörü vardır. 
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Üstten yarı sürekli k.d.d.'lerin sürekli selektörleri olmayabilir. Ancak bu tür 

k.d.d.'lerin her zaman E-yaklaşık sürekli selektörleri vardır. Şimdi E-yaklaşık se­

lektörün tanırnım verelim. 

grcF(·) ile grF(·) kümesinin kapalı E- kolll§uluğunu gösterelim ve 

gı·CF(·) = {(x,y) E Rm X Rn: dist ((x,y),grF(·)) :S E} 

olarak tanımlayalım. 

Tanım 1.2.2 D C Rm , F(·) : D ---7 K(Rn) k.d.d. , E > O olsun. V x E D 

için (x, f(x)) E grcF(·) koşulunu sağlayan f(-) : D ---7 Rn fonksiyonuna F(·) 

k.d.d. 'ünün D kümesinde tanımlanm't§ E-yaklaşık selel.,'törü denir. 

Aşağıdaki teorem sürekli E-yaklaşık selektörün varlığını gösteren bir teoremdir. 

Teorem 1.2.2 D C Rm kompa/,-t küme F(·) : D ---7 KV(Rn) üstten yarı sürekli 

k.d.d. olsun. O zaman V E > O için F(·) k.d.d. 'ünün D kümesinde tanımlanmış 

sürekli E-yaklaşık sele/,-törü vardır. 

1.3 Diferansiyel İçermelerin Tanımı ve Çözüm Kavramı 

Cauchy Problemi 

[a, b] C JR, F(-): [a, b] X Rn ---7 K(Rn) k.d.d. olsun. 

dx(t) 
----;jt E F(t, x(t)) , tE [a, b] (1.3.1) 

ifadesine diferansiyel içerme denir. Burada x(·) : [a, b] ---7 Rn bilinmeyen fonksiyon­

dur. 

Şimdi diferansiyel içermenin çözümü tammını verelim. İki tür çözüm kavramı 

kullanacağız. 

Tanım 1.3.1 Hemen hemen her t E [a,b] için (1.3.1) içermesini sağlayan mut­

lak sürekli x( ·) : [a, b] -+ Rn fonksiyonuna ( 1. 3.1) diferansiyel içermesinin çözümü 

denir. 
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B1ından farklı tür tanımlanarı çözüm klasik çözümdür. 

Tanım 1.3.2 Keyfi tE [a, b] için (1.3.1) içer-mesini sağlayan sür·ekli diferansiyel­

lenebilir x(·) : [a, b] --t JRn fonksiyonuna (1.3.1) diferansiyel içermesinin klasik 

çözümü denir. 

Açıktır ki, her klasik çözüm aynı zamanda çözümdür. 

Eğer ( 1.3. 1) diferansiyel içermesinde F ( ·) k. d. d. 'ii özel olarak tek değerli ise, o 

zaman (1.3.l)diferansiyel içermesi diferansiyel denkleme dönii§ür. Yani keyfi (t, x) E 

[a,b] X IRn için F(t,x) = {f(t,x)} ise, o zaman (1.3.1) diferansiyel içermesi 

dx(t) 
--;It= f(t, x(t)) , tE [a, b] 

diferansiyel denklemine dönii§ür. 

(1.3.1) diferansiyel içermesinin x(t0 ) = x0 , t0 E [a, b] koşulunu sağlayan çözüm­

lerinin bulunması problemine Cauchy problemi denir. Somut olarak, Cauchy prob­

lemini aşağıdaki gibi göstereceğiz. 

d:~t) E F(t, x(t)) , t E [a, b] 

x(to) - xo 

(1.3.2) 

(1.3.2) probleminin çözümler kümesini X(t0 ,x0 ) ile gösterelimvet E [a,b] için 

X(t;to,xo) = {x(t) E JR.n: x(·) E X(to,xo)} 

H(to,xo) = {(t,x) E [a,b] X JR.n: x E X(t;to,xo)} 

'ı tanımlayalım. X ( t; t0 , x0 ) kümesine (1.3.2) diferansiyel içermesinin (to, X o) başlangıç 

noktası içintanındaki erişim kümesi, H(t0 , x0 ) kümesine ise integral tüneli denir. 

Cauchy problemi aşağıdaki gibi verilebilir. 

x (t) E F(t, .T(t)) , tE [a, b] (1.3.3) 

x(to) E Xo (1.3.4) 



Burada Xo C 1Rn dir. Yani (1.3.3) D.I.'inin t0 E [a, b] zamanında Xo kümesinde 

olacak çözümüaranır.(L3.3) ve {1.3.4) Cauclıyprobleminin çözümler kümesini X(t0 , X0 ) 

ile göstereliın. 

X(t; to, Xo) = {x(t) E JRn: x(·) E X(to, Xo)} 

H(to, Xo) = { (t, x) E [a, b] x 1Rn : x E X(t; to, Xo)} 

olsun. O zaman X(t;to,Xo) kümesine {1.3.3) D.I.'nin (to,Xo) ba§langıç kümesi 

için t zamanındaki erişim kümesi, H(t0 , X0)'a ise integral tüneli denir. 
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2 KONVEKS DEGERLİ DİFERANSİYEL 

iÇERMELER İÇİN CAUCHY PROBLEMi 

Bu bölümde sağ tarafı kompakt konveks değerli alttan yarı sürekli küme değerli 

dönilijüm olan diferansiyel içermelerin çözümlerini, diferansiyel içermeler için 8 -çözüm 

kavramı ile özelliklerini ve sağ tarafı kompakt konveks değerli üsten yarı sürekli küme 

değerli dönüşüm olan diferansiyel içermelerin çözümlerini inceleyeceğiz. 

2.1 Sağ Tarafı Kompakt Konveks Değerli Alttan Yarı Sürekli 

Küme Değerli Dönüşümler Olan Diferansiyel İçermelerin 

Çözümü 

Bu kesimde, sağ tarafı konveks kompakt değerli alttan yarı sürekli k.d.d. 'ler olan 

diferansiyel içermelerin çözümünün Yarlığını inceleyeceğiz. Konveks kompakt değerli 

k. d. d. 'lerin sürekli selektörünün varlığını ar~tırmada I'vfichael teoremini kullanacağız. 

Teorem 2.1.1 F(·) : [a, b) X Jl~.'1 -t KV(Rn) k. d. d. 'ü [a, b) X Rn 'de alttan yarı 

sürekli, t 0 E (a, b) olsun. Bu durumda (to- 8, to+ 8) aralığında (1.3.2) Cauchy 

probleminin çözümü varolacak §el.:ilde :3 8 > O vardır. 

Kanıt. r > O için !11 = {(t, x) E [a, b] x Rn : llx- xoll ~ r} olsrm. O zaman 

M c [a, b] x Rn kompakt küme V (t, x) E [a, b] x Rn için F(t, x) E KV(Rn), 

(t, x) -t F(t, x) k.d.d.'ü M kümesinde alttan yarı sürekli olduğundan Michael 

teoremine göre (t, x) -t F(t, x) k.d.d.'nün f(·) : M -t Rn sürekli selektörü 

vardır. Yani V (t,x) E M için f(t,x) E F(t,x) olacak şekilde M kümesinde sürekli 

(t,x) -t f(t,x) fonksiyonu vardır. Şimdi d:lt) = f(t,x(t)), t E [a,b] diferansiyel 

denkleminin x(t0 ) = x 0 koşulrmu sağlayan çözümünün varlığını araştıralım. (t, x) -t 

f(t, x) fonksiyonu M kümesi üzerinde sürekli, (to, x0 ) E int M olduğundan, Peano 

teoremine göre (bkz [33] ) 

dx(t) 
- = f(t, x(t)) x(to) = Xo 

dt 
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Caudıy probleminin (to- 8, to+ 8) aralığında en~ bir çözümü varolacak şekilde 

:3 8 > O vardır. Üsteli k V t E (to - 8, to + 8) için (t, x ( t)) E !vf olur. V t E ( t0 - 8, t0 + 8) 

için f(t, x(t)) E F(t, x(t)) olduğundan çözüm hemen hemen her tE (to- 8, t0 + 8) 

için d:~t) E F(t,x(t)) koşuhum sağlar ve aynı zamanda (1.3.2) Cauchy probleminin 

çözümü olur. • 

2.2 Diferansiyel içermeler için 8 -Çözüm Kavramı, 

8 -Çözümlerin Özellikleri 

Bu kesimde sağ tarafı konveks kompakt değerli üstten yarı sürekli k.d.d.'ler olan 

D.I.'ler için (1.3.2) Cauchy probleminin ç<Y.z;ümünün varlığını araştıracağız. Önce 

D.I.'ler için D-çözüm tammını verelim. 

A C JRn, 8 > O için A6 ile A kümesinin kapalı 8 komşuluğunu gösteririz. O zaman 

8 > O, t E JR, X E JRn için t6 = { T E JR: IT- tl :::; 8} , X
0 = {yE Rn : IIY- xll :::; 8} 

olur. Açıktır ki x6 = B(x, 8) dır. (t, x) --7 F(t, x) , ( (t, x) E (a, b] X Rn) k.d.d.'ü 

ve 8 >O için 

F(t6
, x 6

) = {fE F(T, y) :TE t 6 
, yE x6

} olur 

F6 (t,x) = [co F(t6 ,x6
)]

6 ile konveks zarfın 8-komşuluğunu göstereceğiz. Bu 

durumda F6 (t,x) ={yE Rn: dist(y,co F(t6 ,x6
)):::; 8} dır. 

(t, x) --7 F6 (t, x) k.d.d.'ünün bir özelliğini inceleyelim. 

Önerme 2.2.1 E C [a, b] X Rn kompaJ..-t küme, F(·) : E --7 KV(Rn) üstten 

yarı sürekli k. d. d. olsun. Bu durumda V c > O , 8 E [0, c5(c)) için (t, x) --7 F(t, x) 

( ( t, x) E E) k. d. d. 'ünün E kümesinde grafiğinin c korrı.şuluğu ( t, x) --7 F6 ( t, x) 

((t, x) E E) k. d. d. 'ünün gmfiğini içerecek biçimde :3 8(c) >O vardır. Yani 

grEFc(·) - {(t,x,y) E E x Rn: yE F0 (t,x)} C {(t,x,y) E E x Rn: yE F(t,x)} +cB* 

- grEF(·) +cB* 

dir·. 
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Burada B* = {b E lR.2n+ı : ll bil :S ı} dir. 

Kanıt. Kabul edelirnki 3 E:* >O, {(\}~ı dizisi, (ti,xi,Yi) E grEFci(·) (i= 

ı 2 · · · ) olmak üzere i -+ oo iken 8 · -+ O V i = ı 2 · · · İçın· 
' ' ı ' ' ' 

(2.2.1) 

olacak biçimde { (ti, Xi, Yi)}~ı dizisi vardır. E kompakt küme, V i için (ti, xi) E E 

olduğundan , genelliği bozmadan i -+ oo iken (ti, xi) -+ (t .. , x*) ve (t*, x*) E E 

olduğunu kabul edelim. F ( ·) k.d.d. 'ü E' de üstten yan sürekli olduğundan e; , keyfi 

it- t*l < 8*, llx- x .. ll < 8* için 

(2.2.2) 

olacak biçimde 8* E (0, e4•) vardır. Öte yandan i -+ oo iken Di -+ O , ti -+ t* , 

xi -+ x* olduğundan V i ~ Nı için 

(2.2.3) 

olacak biçimde 3 Nı >O vardır. O zaman (2.2.2) ve (2.2.3)'den V i~ Nı ıçın 

(2.2.4) 

elde ederiz. F(t*, x.,.) ve B kümeleri konveks olduğundan (2.2.4)'den V i~ N1 ıçın 

olur. Di< e; olduğundan dolayı V i~ Nı için 

[coF(tf', xf')] 0
i C F(t .. , x .. ) + ~B 

olur. Fc.(ti,xi) = [coF(tf',xf•)]0
' olduğu için (2.2.5)'den V i~ Nı ıçın 

Fci(ti,xi) C F(t*,x*) +~B 

(2.2.5) 

(2.2.6) 

olur. V i için (ti,Xi,Yi) E grEFci(.) olduğundan V i için Yi E Fs.(ti,Xi) olur. O 

zaman buradan ve (2.2.6)'dan V i~ Nı için 

Yi E F(t .. ,x*) +~B 
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olur. Buradan V i ~ Nı ıçın 

IIYi- Iili ::; ~ 

olan li E F(t*, x*) vardır. (2.2.7)'den 

(2.2.7) 

(2.2.8) 

olur. V i~ Nı için (t*,x*, li) E grEF(·) olduğundan (2.2.8)'den V i~ Nı için 

olur. o* E (0, e;) olduğundan (2.2.3)'den V i ~ Nı için 

lt·- t 1 < c* llx·- x ll < c* 
ı *-4' ı *-4 

O zaman V i ~ Nı için 

dir. O zaman (2.2.9) ve(2.2.10)'dan V i~ Nı için 

( ti, xi, Yi) E grEF( ·) + ( ~ + c; )B* = grEF(.) + ~c*B* 

(2.2.1) ve (2.2.11) çelişir, yani varsayrmırmz doğru değildir. Kamt biter. • 

Şimdi (1.3.1) D.I'si için O-çözüm kavramım verelim. 

(2.2.9) 

(2.2.10) 

(2.2.11) 

Tamm 2.2.1 Hemen hemen her t E [a, b] için x (t) E F~(t, x(t)) D.l'ni sağlayan 

mutlak sürekli x(·) : [a, b] ~ JRn fonksiyonuna (1.3.1) D.I. 'nin o-çözümü denir. 

Aşağıda O-çözümlerin bazı özellikleri incelenmiştir. 

Önerme 2.2.2 [a, b] C JR, G C JRx Rn açık küme , F(·) : G ~ KV(Rn) üstten 

yarı sürekli k.d.d. olsun. Kabul edelim ki gr x~c(·) = {(t,x~c(t)): tE [a,b]} C G V 

k= 1, 2, · · · olan, x~c(·): [a, b]~ Rn fonksiyonları (1.3.1) D.I. 'nin ok çözümleri 

olsun Ve k ~ 00 iken Ok ~ 0, [a, b] aralığında X !c ( ·) ~ X* ( ·) düzgün yakınsak, 

gr x*(-) c G olsun.Bu durumda x*(·): [a, b] -t Rn fonksiyonu (1.3.1) dileransiyel 

içermesinin çözümüdür. 
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Kanıt. Keyfi t0 E [a, b], c> O alalım ve sabitleyelim. gr x.(·) C G olduğundan 

(to, x.(to)) E G olur. F(·) k.d.d.'ü G açık kümesinde üstten yarı sürekli olduğundan 

Go= {(t,x) E [a, b] X JRn: lt- tol < 2ry, llx- x.(to)ll < 3ry} 

kümesindeki (t, x)'ler için 

(2.2.12) 

olacak biçimde :3 "1 >O vardır. Burada F(t0 ,x.(to)Y = F(to,x.(to))+cB dir. xk(·) 

fonksiyonlan sürekli ve düzgün olarak x. ( ·) fonksiyonuna yakınsak olduklarından, 

x.(·) fonksiyonu süreklidir. Gerçekten t. E [a, b] alırsak k-+ oo iken xk(·) -+ x.(·) 

olduğundan ~ için V k;:::: Kı vet E [a, b] için 

(2.2.13) 

olacak şekilde Kı > O vardır. 

V k = 1, 2, · · · için Xk(·) : [a, b] -+ Rn fonksiyonları süreklidir. Keyfi k. ;:::: Kı 

alalım. Bu durumda V tE [t.- o., t.+ o.] için 

(2.2.14) 

olacak biçimde o. =b( c, k.) >O vardır. 

O zaman (2.2.13) ve (2.2.14)'den V tE [t.- o., t.+ o.] ıçın 

c c c 
< -+-+-=c 

3 3 3 

olur.Yani V c> O için t E [t*- b*, t*+ b*] iken llx*(t)- x*(t*)ll <c olan b* > O 

vardır. Bu ise x*(·) fonksiyonunun t* noktasında sürekli olmasıdır. t* E [a, b] keyfi 

sabitlenmiş nokta olduğundan x*(·) fonksiyonu [a, b] aralığında süreklidir. 

k-+ 00 iken ok-+ o+ 'xk(·) -+ x*(-) düzgün yakınsak, x*(·) fonksiyonu sürekli 

olduğundan V k;:::: Ko, tE (to-/, to+ 1) (yani lt- tol < 1) için 

(2.2.15) 
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olacak şekilde ry E (Oı7J) ve ko> O vardır. ok< min{7Jıd seçelim.(2.2.12) ve 

(2.2.15)'den o= ok ' k 2: ko ' lt- tol < '"Y < 1J olurken 

(2.2.16) 

olur. 

Gerçekten lt- tol < 1J ve tir E t0 için Ir - tl < o olur. o = ok < 1J 

olduğundan Ir- tol ~ Ir- tl+ lt- tol < 27] , yani r E t~11 olur. tly E (xk(t)) 0 

için IIY- xk(t)ll ~o, o= ok< 1J ve k 2: ko iken llxk(t)- x*(t)ll < 1J ' lt- tol < '"Y 

iken llx*(t)- x*(to) ll < 1J olduğundan k 2: ko 'o= ok ' lt- tol < '"Y olurken 

yam yE (x*(to))3
'7 olur. 

Aym zamanda o = ok , k 2: k0 , lt - t0 1 < ry < 1J olduğu zaman tc C t~11 , 

(xk(t))° C (xk(t0 ))3
'1 olduğundan (2.2.12)ıden 

(2.2.17) 

olur. xk(·) fonksiyonlan (1.3.1) D.L-sinin ok çözümleri olduğu için hemen hemen 

her t E [aı b] için 

(2.2.18) 

dir. F(toıx*(to)Y: konveks küme, co A.; = (co A).; olduğundan, (2.2.16) ve 

(2.2.17)'den hemen hemen her t E ( to- 'Yı to+ ry) ve 'dk 2: ko için İk (t) E 

[F(t0,x*(t0))]<e+eı.) olur (2.2.15)'e göre ok < c dur. O zaman hemen hemen her 

t E (to- ry,t0 + ry) ve 'dk 2: ko için 

(2.2.19) 

dir. t E (to -ry, to +ry) C [a, b] aralığında k ---r oo iken düzgün olarak xk(·) ---rx*(-) , 

F(t0 , x*(t0))2.; konveks kompakt küme olduğundan (2.2.18) ve Önerme 1.1.3'e göre 

tE ( t0 - ry, t0 + ry) aralığında x*(·) fonksiyonu mutlak süreklidir ve hemen hemen 

her t E ( to- 'Yı to+ ry) için 

(2.2.20) 
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olur. (2.2.ı9)'a göre to E [a, b] keyfi sabitleillllİ.§ nokta olduğundan keyfi c > O ve 

TE [a,b) için x*(-) fonksiyonu (r-1nr+1T) aralığında mutlaksürekli ve hemen 

hemen her tE (r -1T;T +lT) için 

(2.2.2ı) 

olacak şekilde lT > O vardır. [a, b] C U (r- 1n T +lT), [a, b] kompakt küme 
TE[a,b) 

olduğundan Ti E [a, b] , i= ı, 2, · · · ,p noktaları 

p 

[a, b] C UC ri -1T,, Ti + 1TJ (2.2.22) 
i=l 

olacak biçimde vardır. Üstelik hemen hemen her tE (ri -lT•' Ti + 1TJ ıçın 

(2.2.23) 

p 

olur. Eğer F* = U F(ri, x*(ri))2
e dersek, o zaman (2.2.2ı) ve (2.2.22)'den hemen 

i= I 

hemenhert E [a,b] içinx* (t) E F* olur. i= ı,2, ... ,p içinF(ri,x*(ri)) kümeleri 

kapalı sımrlı olduğundan F* kapalı ve sınırlıdır. F* kapalı sınırlı olduğundan hemen 

hemen t E (a, b] için llx* (t) ll :S r olan r > O vardır. Buradan ise Önerrne 

1.1.3'deki kamta benzer olarak , x*(·) : [a, b] --+ JR.n fonksiyonunun mutlak sürekli 

olduğu elde edilir. Eğer x* (·) fonksiyonu T E [a, b] noktasında türevlenebilir ise , o 

zaman (2.2.22) 'den keyfi c > O için 

(2.2.24) 

olur. c > O keyfi olduğundan x* (r) E F(r, x*(r)) olur. x*(-) mutlak sürekli 

olduğundan [a, b] aralığında hemen hemen türevlenebilir ve o zaman (2.2.24)'den 

hemen hemen her tE [a,b) için x* (t) E F(t,x*(t)) olur, yani x*(·): [a,b]--+ JR.n 

fonksiyonu (1.3.1) D.I'nin çözümüdür. • 

Bu önermeden çıkan sonuçlar aşağıda verilmiştir. 

Sonuç 2.2.1 [a, b] C JR., G C JR. X Rn açık küme, F(·): G--+ KV(JR.n) üstten yarı 

sürekli k. d. d. olsun. Vk = ı, 2, · · · için xk(·) : [a, b] --+ Rn fonksiyonlarının (1.3.1) 

D.I. 'nin çözümleri olduğunu kabul edelim. grxk(·) = {(t,xk(t)) : t E (a, b]} C G, 
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k ~ oo iken [a, b] aralığında X k ( ·) ~ x* (·)düzgün yakınsak ve gr x* (-) C C ise 

x * ( ·) : [a, b] ~ Rn fonksiyonu ( 1. 3.1) D. I' nin çözümüdür. 

Kanıt. Açıktır ki (1.3.1) D.I.'nllı çözümü aynı zamanda keyfi b > O için b 

çözümdür. { bk}~ı k ~ 00 iken b k ~ o+ olan bir dizi olsun. o zaman her k için 

xk(·) fonksiyonu bk çözüm olur ve Önerme 2.2.2'den sonuç elde edilir. • 

Sonuç 2.2.2 [a, b] C JR, G C JR x Rn açık küme, F(·) : G ~ K(Rn) üstten yarı 

sürekli k. d. d. olsun. 'ilk= 1, 2, .. · için xk(·) : [a, b]~ Rn fonksiyonlarının {1.3.1) 

D.I. 'nin çözümleri olduğunu kabul edelim. grxk(·) = {(t,xk(t)) : t E [a, b]} C C, 

k ~ oo iken [a, b] aralığında düzgün olarak xk ( ·) ~ x* ( ·), gr x* ( ·) C G olsun. Bu 

durumda x*(-): [a, b]~ Rn fonksiyonu x (t) E coF(t,x(t)) D.I'nin çözümüdür. 

Kanıt. F(·) : G ~ K(Rn) ise o zaman coF(·) : G ~ KV(Rn) olur. xk(·) : 

[a,b] ~ Rn fonksiyonları (1.3.1) D.L'nllı çözümleri ise, 'il(t,x) E G için F(t,x) C 

coF(t, x) olduğundan bu fonksiyonlar aynı tamanda xk (t) E coF(t, xk(t)) D.L'nin 

de çözümleridir. Dolayısıyla Sonuç 2.2.l'den kanıt biter. • 

2.3 Sağ Tarafı Konveks Kompakt Değerli Üstten Yarı Sürekli 

Küme Değerli Dönüşümler Olan Diferansiyel İçermelerin 

Çözümlerinin Varlığı 

Bu kesimde sağ tarafı konveks kompakt değerli k.d.d.'ler olan D.I.'ler için Cauchy 

probleminllı çözümünün varlığını inceleyeceğiz. 

Teorem 2.3.1 G CR X JR.n açık küme, (t0 ,x0 ) E G, F(·) : G ~ KV(Rn) üstten 

yarı sürekli k. d. d. olsun. Bu durumda 

x (t) E F(t, x(t)) , x(to) = x 0 (2.3.1) 

Cauchy probleminin çözümü vardır. 

Eğer 
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ise, o zaman {2.3.1) Cauchy probleminin [to, t0 +d] aralığında çözümü vardır. 

Burada 

d= min{a*, b*}, m= sup{IIJII :fE F(t, x), (t, x) EZ} dir. 
m 

Uyarı 2.3.1 Z* = {(t,x) E JRxJRn: t 0 -a* ~ t::::; t0 , llx- x0 11::::; b*} C G ise, bu 

durumda {2.3.1) Cauchy probleminin [t0 -d*, t 0 ] aralığında çözümü vardır. Burada 

b* . 
d*= min{a*, -} , m*= sup{IIJII: fE F(t,x), (t,x) EZ*} 

m* 

Kanıt. (to, xo) E G , G C JR X JRn açık küme olduğundan 

olan a* > O ve b* > O vardır. Z C JR X JR n kompakt küme F ( ·) : Z ~ KV (JR n) 

üstten yan sürekli olduğundan lı.{ - U F(t,x) kümesi kompakt kümedir. 
(t,x)EZ 

(bkz[3]). Dolayısıyla 

m= sup {llfll: fE F(t,x), (t,x) EZ}= max {11!11: fE M}< oo 

olur. 

Buradan d= min{a*, ~} > O olur. k = ı, 2, .. · için hk = ~ , tk,i = t0 +i 

hk, i= O, ı,··· ,k olsun. xk(·): [t0 ,to +d]~ JRn Euler yakalşımım belirleyelim. 

'Vk için xk(tk,o) = x 0 olsun. Açıktır ki keyfi sabitlennıİ§ k ve i = O, ı,· .. , k için 

tk,i E [to, to+ d] dir. 

Kabul edelim ki k sabit olsun. O zaman i= O, ı, 2, · · · , k- ı için xk(tk,i) = xk,i 

belirlennıİ§ ise xk(-) fonksiyonu [tk,i, tk,i+I] aralığında 

(2.3.3) 

gibi belirlenir. Burada vk,i E F(tk,i, xk,i) dir. Şimdi Vt E [to, to+ d] ıçın 

llxk(t)- xoll ::::; m(t- to) 

grxk(·) = {(t,xk(t)): tE [t0 ,to +d]} C Z 
(2.3.4) 
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olduğunu gösterelinı. ( (to, xo) E Z ), (2.3.3)'e göre tE [tk,o, tk,ı] olurken 

(2.3.5) 

olur. Burada vk,o E F(to, xo) ve (to, x0 ) E Z olduğundan (2.3.2)'ye göre llvk,oll ~m 

dir. Bu durumda (2.3.5)'den \lt E [t0 , tk,ı] için 

(2.3.6) 

olur. t E [t0 , t0 + d] olduğundan t - t0 ~ d ~ ~ dir. Böylece \lt E [t0 , tk,ı] iken 

llxk(t)- xoll ~b* elde edilir. Yani 

{(t, xk(t)) :tE [to, tk,ı]} C Z 

olur.Şimdi kabul edelim ki i > O, \lt E [to, tk,i] için 

llxk(t)- xoll ~ m(t- to) 

{ (t, xk(t)) :tE [to, tk,i]} C Z 

olsun. O halde \lt E [tk,iı tk,i+ı] için 

IJxk(t)- xoll ~ m(t- to) 

{(t,xk(t)): tE [to,tk,i+ı]} C Z 

olduğunu göstereceğiz. tE [tk,i, tk,i+l] alalım. (2.2.3)'e göre 

(2.3.7) 

(2.3.8) 

(2.3.9) 

(2.3.10) 

olur ve vk,i E F(tk,i, xk,i) dir. (2.3.8)'e göre (tk,i, xk,i) E Z dir. Dolayısıyla llvk,dl ~ 

m dir. Bu durumda (2.3.8) ve (2.3.10)'dan, tE [tk,iı tk,i+ı] iken 

llxk(t)- xoll < llxk(t)- xk,ill + llxk,i- xoll ~ llvk,ill-(t- tk,i) + m(tk,i- to) 

< m(t- tk,i) + m(tk,i- to) = m(t- to) 

(2.3.11) 
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olur. tE [to, to+ d] olduğundan, t- t0 ~d~ ~ olur ve (2.3.1l)'den Vt E[tk,i, tk,i+ı] 

için jjxk(t)- xoll ~m d~ b* olur yani {(t,xk(t)): tE [tk,iı tk,i+I]} C Z bulunur. 

Dolayısıyla (2.3.6), (2.3.7), (2.3.11) ve (2.3.12)'den tümvarım yöntemine göre 

(2.3.4) 'ün doğruluğunu göstermİ§ oluruz. 

Yeniden k alalım ve sabitleyelim. O zaman xk(·) : [t0 , t0 +d] -+ Rn fonksiyonunun 

tanınıına göre, yani (2.3.3)'e göre xk(·) fonksiyonu [to, t0 +d] aralığında süreklidir 

vet E (tk,iı tk,i+I) i= O, 1, · · · , k- ı iken 

(2.3.13) 

V i = O, ı,··· , k - ı için vk,i E F(tk,iı xk,i), (tk,iı xk,i) E Z olduğundan V i = 

O, ı,··· , k - ı için jjvk,ill ~ m dir. O zaman (2.3.ı3)'den Vt =/= tk,i için (i = 

o 1 ... k- 1) ' , , 

(2.3.14) 

olur. Keyfi tı E [to, to+ d] , tı E [to, to+ d] alalım. O zaman xk(tı) - xk(t1 ) = 
0. 
J xk (r)dr dur. (2.3.ı4)'den 
tı 

t2 

llxk(t2)- xk(tı)ll ~ j jjxk (r)ll dr~ m 1 tı- tıl (2.3.ı5) 

tı 

dir. Önermel.l.2.'den de xk(·) fonksiyonunun mutlak sürekliliği elde edilir. (2.3.4)'e 

göre Vk = 1, 2, · · · için gr* xk(·) C Z, Z kompakt küme olduğundan, xk(·) fonksiy­

onlan düzgün sınırlıdır. Vk = 1, 2, .. · vet E (to, to+ d] için jjxk(t)jj ~ R olacak 

şekilde bir R > O vardır. (2.3.15)'den ise xk(·) fonksiyonlarının düzgün sürekliliği 

elde edilir. O zaman Askoli teoremine göre (bkz [53] ) (t0 , t0 +d] aralığında k-+ oo 

iken xk(·)-+ x*(·) düzgün yakınsak olan bir x*(·): (to, to +d] -+ Rn sürekli fonksiy­

onu vardır. Keyfi k için gr xk(·) C Z, Z kompakt, k -+ oo iken xk(·) -+ x*(-) 

olduğundan grx*(·) C Z olur. Öte yandan (2.3.ı5)'den Vk ve V tı, t 2 E (t0 , t0 +d] 

(2.3.16) 
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olur. tE [to, to+ d] aralığında k~ oo iken xk(·) ~ x*(·) düzgün yakınsak olduğun­

dan (2.3.16)'dan k~ oo iken limit alınırsa 

olur. Buradan ise x* ( ·) fonksiyonunun mutlak sürekliliği elde edilir. Şimdi tk i = 
. ' 

to + ihk olduğundan V t E [ tk,i, tk,i+ı] için 

(2.3.17) 

olur. (2.3.16) ve (2.3.17)'den V t E [ tk,iı tk,i+I] için 

(2.3.18) 

olur. 

(2.3.19) 

olsun. O zaman açıktır ki, k~ oo iken 8k ~O olur. (2.3.17) ve (2.3.18) 'den V tE 

[ tk,iı tk,i+I) için 

(2.3.20) 

(2.3.13) 'den Vt E ( tk,iı tk,i+I) için İ (t) = vk,i E F(tk,i, xk,i) olduğu bulunur. O 

zaman (2.3.18)'den Vt E ( tk,i, tk,i+ı) için 

(2.3.21) 

olur. F(t6ı., (xk(t))6ı.) C F8ı. (t, xk(t)) = [coF(t6k, (xk(t))6ı. )tı. olduğundan (2.3.2l)'den 

Vt E ( tk,iı tk,i+I) için 

(2.3.22) 

olur. i= O, ı,··· , k- 1 keyfi olduğundan (2.3.22)'den Vt =f tk,i i= O, ı,··· , k -ı 

ıçın 
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olduğunu elde ederiz. Böylece xk(·) : [t0 , to+ dj ----r JRn fonksiyonlarının (1.3.1) 

D.I.'nin ok çözümleri olduklarını gördülc. O zaman Vk için grxk(·) c Z, grx*(·) c Z 

ve [t0 , t0 +d] aralığında k ----r oo iken xk(·) ----rx*(·) düzgün yakınsak olduğundan 

Önerme 2.2.2'ye göre x*(·) : [to, t0 +d] ----r JRn mutlak sürekli fonksiyon (1.3.1) D.I. 

nin çözümüdür. 

Vk için xk(t0 ) = x0 , k ----r oo iken xk(·) ----r x*(-) olduğundan x*(t0 ) = x0 olur. 

Böylece x* ( ·) fonksiyonu ( 2.3.1) Cauclıy probleminin çözümüdür. • 

Eğer Teorem 2.3.l'de konvekslik koşulu olmazsa teorem doğru olmaz. 

Örnek 2.3.1 tE [0, 1] , x E JR ve (t, x) E [0, ı] x JR için 

ı x<O 

F(t,x)= {-ı,ı} , x=O 

-ı X> 0 

(2.3.23) 

olsun. Açıktır ki V(t, x) E [0, 1] x IR için F(t, x) kompa/.1; kümedir, x = O iken 

F(t,O) konveks değildir ve F(·): [0, ı] x JR ----rK(JR) üstten yarı sürekli küme değerli 

dönÜ!jümdür. Şimdi V(t, x) E [0, ı] x JR için F(t, x) kümesi (2.3.20) ile tanımlanmak 

üzere 

x (t) E F(t, x(t)) , x(O) =O (2.3.24) 

Cauchy problemine bakalım. (2.3.24) Cauchy probleminin çözümü yoktur. Ancak 

V(t, x) E [0, 1] x JR için F(t, x) kümesi (2.3.23) ile belirlenmi§ olursa 

x (t) E F(t,x(t)) 

D.!. 'nin o çözümleri vardır. A§ağıdaki gibi belirlenmi§ Euler yakla§ımına bakalım. 

hk = 2
1
k , tk,i = i~ , i = O, ı,··· , 2k , x(O) = O olsun. O zaman F(O, O) = 

{-ı, ı} olduğundan vk,O = ı ve t E (0, ~Al iken xk(t) = t olsun. xk,l = 2
1
k 

olduğundan, F(.]k, A) = {-1} olur. O zaman vk,ı = -ı vet E ( 2~, {k] iken 

xk(t) =ik- (t-A) olsun. xk,ı =O olduğundan F({k, O)= {-ı, ı} olur. O zaman 

vk,ı =ı vet E (!, 2
3
k] iken xk(t) =O+ (t- 2

2k) 

.'rk t = 
o+ t- 2k) ' 

olsun. Böylece, 

tE (2i 2i+l] 2k' 2k 
{ 

( 
2i 

( ) _!_ - (t - 2i+I ) 
2k 2k t E (2i+l 2it2] 

' 2k ' 2k 
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i=O,ı, ... ,k-ı olup (2.3.25)'denVt=ftk,i i=O,ı, ... ,k-ı ıçın 

{ 
ı t E ei 2i+l ) 

x(t)= , 2k' ık 

-ı tE (2i+l 2i+2) 
' 2k ' 2k 

dir. (2.3.25)'den V tE [0, ı] için 

ı 
llx(t)ll ~ 2k 

(2.3.26) 

(2.3.27) 

olur. Şimdi ok = t olsun. O zaman (2.3.27)'ten V t E [O, ı] ve V k = ı, 2, · · · 

için O E (xk(t)) 0
" olur.Bu durumda V k= ı, 2, · · · ve tE [0, ı] için 

(2.3.28) 

olur. (2.3.26)ve(2.3.28)'den, Vt=tk,i için (i=O,ı, .. ·,k-ı) 

(2.3.29) 

elde edilir. (2.3.26) 'ya göre xk(·) fonksiyonları mutlak süreklidir. O zaman (2.3.29) 'a 

göre xk(·) fonksiyonları (2.3.24) D.I. 'nin 8k çözümleridir. {2.3.25) ve (2.3.27)'ye 

göre k --+ oo iken [0, ı] aralığında {xk(·)}~1 dizisi düzgün olarak x*(-) = O 

fonksiyonuna yakınsar. Ancak V tE [0, ı) için x* (t) =O tj F(t,O) ={-ı, ı}, yani 

x*(-) =O fonksiyonu (2.3.24) D.I. 'nin çözümü değildir. öte yandan V t E [0, ı] 

için 

x* (t) =O E [-1, 1] = coF(t,O) = coF(t,x*(t)) 

olur. Yani, x*(-) fonksiyonu x (t) E coF(t,x(t)) D.I. 'nin çözümü olur. 
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3 ÇÖZÜMLER KÜMESİNİN ÖZELLİKLERİ 

Bu bölümde diferansiyel içennelerin çözümler kümesinin sınırlılığı ile çözümlerin 

tüm aralığa devam ettirilmesini, çözümler kümesinin kapalılık ve kompaktlığını ve 

çözümlerin yerel özelliklerini inceleyeceğiz. 

3.1 Diferansiyel İçermelerin Çözümler Kümesinin Sınırlılığı 

ve Çözümlerin Devamlılığı 

Bu kesimde D .I. 'nin çözümler kümesinin sınırlılığını ar~tıracağız. Çözümler kümesinin 

sımrlı olmasına dayanarak her çözümün tüm aralığa devam ettirilmesini inceleye­

ceğiz. 

Aşağıdaki probleme bakalım. 

x (t) E F(t,x(t)), tE [a,b] (3.1.1) 

x(to) E Xo (3.1.2) 

Burada X 0 C Rn keyfi kümedir.(3.1.1) (3.1.2) problemi, (3.1.1) D.I.'nin to anında 

X 0 kümesinden geçen çözümlerinin bulunmasıdır. (3.1.1) (3.1.2) problemine genel 

Cauchy problemi diyeceğiz. (3.1.1) (3.1.2) probleminin çözümler kümesini X(t0 , Xo) 

ile göstereceğiz. t E [a, b] için 

X(t; to, Xo) = {x(t) E Rn: x(·) E X(to, Xo)} 

H(to,Xo) = {(t,x) E [a,b] x Rn: x E X(t;to,Xo)} 

olsrm. X(t; t0 , Xo)'a (3.1.1) D.I.'nin t zamarnnda (t0 , Xo) başlangıç kümesinden 

eri§im kümesi, H(t0 ,X0 )'a (3.1.1) D.I.'nin (t0 ,Xo) b~langıç kümesinden çıkan 

integral tüneli denir. 

Teorem 3.1.1 X 0 C Rn kompakt küme, F(·) : [a, b] X Rn -t KV(Rn) üstten 

yarı sürekli, t0 E [a, b] olsun. V (t, x) E [a, b] x Rn için 

max{!lfll: fE F(t,x)} s c(l + JJxjl) , c= sabit (3.1.3) 
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olduğunu varsayalım.Bu durumda V x(·) E X(t0 ,X0 ) için llx(·)JI :S R, V t E 

[a,b], x E X(t;to,Xo) için llxll :S R, V (t,x) E H(to,Xo) için ll(t,x)ll < 

R + max{ Ibi , lal} olacak §ekilde R > O vardır. 

Kanıt. Keyfi x(·) E X (t0 , X 0 ) alalım ve [to - dı, t 0 + d2] aralığında (dı > O, 

d2 > O ) x(·) : [to- dı, t 0 + d2) -; Rn fonksiyonunun (3.1.1) (3.1.2) probleminin 

çözümü olduğunu varsayalım. O zaman V t E [to, to + dz] ıçın 

t 

x(t) = x0 + J x (T)dT (3.1.4) 

to 

olacak şekilde x0 E X 0 vardır ve hemen hemen her TE [t0 , t 0 + dz] ıçın 

x (T) E F(T, x(T)) (3.1.5) 

olur.Önce [t0 , t0 + d2) aralığını gözönüne alalım. O zaman hemen hemen her T E 

[to, to + dz] için 

Ili: (T)II :S max {11!11: fE F(T,x(T))} 

olur. (3.1.3) koşulundan, hemen hemen her T E [to, to+ d2] ıçın 

Ili: (T) ll :S c(l + Jlx(T) ll) (3.1.6) 

olur. O halde (3.1.4) ve (3.1.6)'dan V t E [to, t 0 + d2] için 

t t 

llx(t)ll :S JlxoJI + j llx (T)II dT :S llxoll + j c(l + llx(T)II)dT (3.1.7) 

to to 
t 

- llxoll + c(t- to)+ c J llx(T)II dT 
to 

olur. max {llxll : x E X0 }0 = r dersek X 0 kompakt küme olduğundan r < +oo 

dur. O zaman (3.1.7)'den V tE [to, t0 + d2) için 

t 

llx(t)ll :S r + c(t- to)+ c J llx(T)il dT 
to 

t 

< r+c(b-a)+cjJix(T)IIdT 
to 
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olur. (3.L8) ve Teorem LLl'den (Gronwall Eşitsizliği ), V tE [to, to+ dı] ıçın 

t 

llx(t)ll < r + c(b- a) +c* J c(r + c(b- a))dT (3.1.9) 

to 

- r + c(b- a) + ~[c(r + c(b- a)](t- t0 ) 

to+d2 
olur. ( Burada c* = exp J c dT = exp c· dı dir. ) O zaman (3.1.9)'dan 

to 

V t E [to, t 0 + dı] için 

llx(t)ll ~ [(r + c(b- a)) · (1 + c(b- a)) · exp c· (b- a)] (3.1.10) 

olur. R = [(r + c(b- a)) · (1 + c(b- a)) · exp c(b- a)] dersek (3.L10)'dan 

V t E [t0 , t 0 + dı] için 

llx(t)ll ~ R (3.1.11) 

dir. 

Şimdi t E [to - dı, t0 ] , t = -T + 2t0 - dı değişimini alalım ve y(T) = 
x( -T + 2to- dı) olsun. Açıktır ki, t = t0 iken T = to- dı , t = to- dı iken 

T = t 0 olurvet değişkeni [to- dı, t0 ] aralığında t0 'dan başlayarak t 0 - dı 'e kadar 

azalırken , T değişkeni t 0 - dı 'den başlayıp t0 'a kadar artar. O zaman 

dx(t) = dx(-T + 2t0 - dı). dT= dy(T). (-l) = _ y (T) 
dt dT dt dT 

olduğundan, x (t) E F(t,x(t)) , D.L'ni - iJ (T) E F(-T + 2t0 - dı, y(T)) gibi 

yazabiliriz. Bu durumda tE [to- dı, t 0 ] iken 

problemini 

x (t) E F(t, x(t)) 

x(to) E Xo 

iJ (T) E -F( -T + 2t0 - dı, y(T)) , TE [to- dı, to] 

y(to- dı) E Xo 
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gibi yazabiliriz. (3.1.13) probleminin çözümler kümesini Y(t0 - dı, X 0 ) ile göstere­

lim. O zaman (3.1.10)'a benzer olarak V y(-) E Y(t0 - dı, X 0 ) ve rE [to- dı, t0] 

için 

ll y(r)ll ~ [(r + c(b- a)) · (1 + c(b- a)) · exp c· (b- a) 

olduğunu gösterebiliriz. Dolayısıyla V y(-) E Y(to - dı, X 0 ) ve r E [t0 - dı, t0 ] 

için 

ll y(r)ll ~ R (3.1.14) 

olur. y(r)- x(-r+ 2t0 - d1) = x(t) olduğundan, (3.1.14)'den V tE [to- d1,t0] 

için 

llx(t)ll ~ R (3.1.15) 

olur. Sonuç olarak (3.1.11) ve (3.1.14)'den V tE [to- d1 , t 0 + dz] için 

llx(t)ll ~ R (3.1.16) 

olur. 

V t E [a,b] ve x E X(t;t0 ,X0 ) alalım. X(t;t0,X0 ) kümesinin tanımından 

x(t) = x olan x(-) E X(to, X 0) vardır. (3.1.16)'ya göre llxll = llx(t) ll ~ R ve 

bu durumda llxll ~ R olur. Şimdi V (t, x) E H(t0 , X 0 ) olsun. H(t0 , X 0 ) ve 

X(t;t0 ,X0 ) kümelerinin tanımından, x(-) E X(t0,X0) var öyle ki, (t, x) = (t, x(t)). 

(3.1.16)'ya göre llx(t)ll ~ R dir. ll(t,x(t))ll ~ lti + llx(t)ll, tE [a,b] oldugundan 

ll(t,x(t))ll ~ R+max{lbl, lal}, dolayısıyla ll(t,x)ll ~ R +max{lbl, lal} olur. Kanıt 

biter. • 

Şimdi (3.1.1) (3.1.2) probleminin tüm çözümlerinin [a, b] aralığında tanımlan­

masını gerektiren bir teorem sunalım. 

Teorem 3.1.2 Teorem 3.1.1. 'in tüm ko§ulları sağlansın. x0 E X 0 olsun. Bu du­

rumda V x(-) E X(t0 , x0 ) çözümü tüm [a, b] aralığında tanımlıdır. 

33 



Kanıt. Keyfi xo(·) E X(to, xo) alalım ve hemen hemen her tE [to -lı, t0 +dı] 

için Xo (t) E F(t, xo(t)), xo(to) = x0 olduğunu kabul edelim. t0+dı <b t0+dı = tı, 

xo(to +dı) = Xı diyelim. Teorem 3.l.l.'e göre Jlxı!J ::.:; R dir. O zaman benzer 

olarak Teorem2.3.l'egörehemenhemenhert E [t1,t1 +di] için x1 (t) E F(t,x1(t)) 

D.I. 'ni ve X ı ( tı) = X ı koşulunu sağlayan X ı ( ·) : [tı, t1 +dl] ---+ JR n fonksiyonu mutlak 

sürekli olacak §ekilde [tı, t1 +di] aralığı vardır. Yani x 1(·) : [t1 , t 1 +di] ---+ Rn 

fonksiyonu [tı,t 1 +di] aralığında x1 (t) E F(t,x1(t), x1(t1) = x1 = x(t0 + d1) 

Cauchy probleminin çözümüdür. 

ı()_ { xo(t) , tE [to,to+dı] 
x0 t -

xı(t) , tE [tı, tı +d~] 

dersek, xl,(·): [to, tı +di]---+ Rn fonksiyonu [t0,t1 +di] aralığında x~ (t) E F(t, xlı(t)) 

D.I.'nin xl,(t0 ) = x0 koşulunu sağlayan çözümü olur. Teorem 3.l.l'e göre V t E 

[to,tı +di] için llxl,(t)il::.:; R dir. Buradan xo(·) E X(to,xo) çözümü herhangi bir 

[to, to + d*], (to + d* < b ) aralığında belirlenm.iş ise, o zaman x0 ( ·) fonksiyonu x0 

(t) E F(t, xo(t)), xo(to) = x0 Cauchy probleminin çözümü olmak üzere [t0 +d*,t0 + 

d*+ a:] aralığında devam ettirilebilecek biçimde bir a: > O sayısının varlığını elde 

ederiz. Bu durumda sonsuz türnevarım yöntemini kullanarak (bkz [42] ) , çözümün 

tüm [to, b] aralığına devam ettirilmesinin mümkün olabileceğini söyleyebiliriz. Aynı 

§ekilde x0 (·) E X(t0 ,x0 ) çözümü [a,t0 ] aralığına yani solada devam ettirilebilir. 

Teorem kanıtlanır. • 

3.2 Çözümler Kümesinin Kompaktlığı ve Kapaldığı 

Bu kesimde X(to, Xo) kümesinin , yani 

x (t) E F(t, x(t)) , tE [a, b] (3.2.1) 

x(to) E Xo (3.2.2) 

probleminin çözümler kümesinin kompaktlığı ve kapalılığı araştınlacaktır. 
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Teorem 3.2.1 X 0 C Rn kompakt küme, F(·) : [a, b] -t KV(Rn) üstten yarı 

sürekli küme değerli dönüşüm olsun. Eğer V x( ·) E X ( t 0 , X o) çözümü [a, b] ar­

alığında tanımlanmış fonksiyon ise ve 

llx(·)ll =max llx(t)ll :S R 
tE(a,b] 

(3.2.3) 

olacak şekildeR >O varsa bu durumda X(t0 , X 0 ) kümesi kapalı ve kompakttır. 

Uyarı 3.2.1 Teorem 3.1.1 ve 3.1.2'ye göre, eğer (3.1.3) eşitsizliği sağlanıyorsa, o 

zamanX(t0 ,X0 ) kümesi sınırlı ve V x(·) E X(t0 ,X0 ) çözümü tüm [a,b] aralığında 

belirlenmiş fonksiyondur. 

Kanıt. Şimdi, max {lif ll : f E F(t, x) , (t, x) E [a, b] x B(O, R)} =K olsun. 

Keyfi x(·) E X(to, X 0 ) alalım. O zaman V tE [a, b] için 

t 

x(t) = x0 + 1 x (r)dr 

to 

olacak şekilde Xo E Xo vardır. V t1 , t2 E [a, b] için 

~ ~ 

x(tı) = Xo + 1 x (r)dr , x(t2) = Xo + 1 x (r)dr 

~ ~ 

dur. Buradan 

t2 

x(t2)- x(t1) = 1 x (r)dr (3.2.4) 

tı 

olur. (3.2.4)'den 

t2 

llx(t2)- x(tı)ll :S 1 llx (r)ll dr (3.2.5) 

tı 

V x(·) E X(t0 ,X0 ) için llx(·)ll s R olduğundan, V x(·) E X(to,Xo) için 

max {ll/ll: fE F(t,x(t)), tE [a,b]} S K (3.2.6) 
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olur. x(·) E X(to,Xo) ve hemen hemen her TE [a,b] ıçın 

olduğundan, (3.2.6)'dan hemen hemen her TE [a,b] ıçın 

(3.2.7) 

olur. Bu durumda (3.2.5) ve (3.2.7)'den 

!lx(t2)- x(tı)ll :S K· !t2- tıl (3.2.8) 

olur. x(·) E X(t0 ,X0 ) keyfiçözümolduğundan (3.2.8)'den x(·) E X(t0 ,X0 ) çözüm­

lerinin aynı K sabiti ile Lipschitz koşulunu sağladığını elde ederiz. Buradan ise 

x(·) çözümlerinin e§ sürekliliği elde edilir. (3.2.3) koşuluna göre X(to,Xo) kümesi 

sınırlıdır. O zaman Askoli teoremine göre (bkz [53]) X(t0 , X0 ) kümesi prekompakt 

küme olur. Yani V k= ı, 2, · · · için xk(·) E X(t0 , X0 ) olmak üzere {xk(·)}k:,1 

dizisinden yakınsak alt dizi seçilebilir. 

Şimdi X(t0 , X0 ) kümesinin kapalı olduğunu gösterelim. V k = 1, 2, .. · için 

xk(·) E X(t0 ,X0 ) ve [a,b] aralığında k--? oo iken xk(·)--? x*(·) düzgün yakınsak 

olsun.xk(·) : [a, b] --t Rn fonksiyonlan (3.2.1) D.L'nin çözümleri olduğundan, 

V k = ı, 2, · · · için 8k > O, k --t oo iken 8k --? o+oJmak üzere xk(·) fonksiyonlan 

(3.2.1) D.L'nin 8k-çözümleridir. Burada k--? oo iken xk(·) --? x*(·) ve 8k --?o+ 

olduğundan, Önenne 2.2.2'ye göre x*(·) : [a, b] --? Rn fonksiyonu (3.2.1) D.L'nin 

çözümüdür. 

Şimdi x*(t0 ) E X 0 olduğunu gösterelim. V k için xk(·) E X(t0 ,X0 ) olduğundan, 

V k için 

(3.2.9) 

dır. k --? oo iken xk(to) --? x*(to) , X 0 kompakt küme olduğundan, (3.2.9)'dan 

x*(to) E Xo olur. Yani x*(-) E X(t0 ,Xo) dır. 

X(t0 , X 0 ) kümesi kapalı ve bikompakt olduğundan kompakt olur. Teorem kanıt­

lanır. • 
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Şimdi X(t; to, Xo) erişim kümelerinin ve H(t0 , Xo) integral tünelinin kompak­

tlığını inceleyelim. 

Teorem 3.2.2 Teorem 3.2.1. 'in tüm kotjulları sağlansın. Bu durumda H(t0 ,X0 ) 

integral tüneli ve V tE [a, b] için X(t; t0 , X 0 ) eritjim kümeleri kompakt kümelerdir. 

Kanıt. Keyfi (t, x) E H(t0 , X0 ) alalım. O zaman x(t) = x olan bir x(·) E 

X(to,Xo) vardır. llx(t)ll S R, tE [a,b] olduğundan ll(t,x)ll S lti + llxll = 

lti + llx(t)ll S r + R, r = max{lal, Ibi} dir. Yani, H(to,Xo) kümesi sınır­

lıdır. Şimdi H(t0 , X 0 ) kümesinin kapalı olduğunu gösterelim. V k = ı, 2, · · · 

ıçın (tk, xk) E H(to, Xo) olmak üzere {(tk, xk)}~1 dizisini alalım ve k --? oo 

iken (tk, xk) --? (t*, x*) olsun.(t*, x*) E H(to, Xo) olduğunu gösterelim. (tk, xk) E 

H(to,Xo) olduğundan xk(tk) = xk olacak biçimde bir xk(·) E X(t0 ,X0 ) vardır. 

X(to, Xo) kompakt küme olduğundan, genelliği bozmadan k--? oo iken xk(·)--? 

x*(·) vex*(-) E X(t0 ,Xo) olduğunu varsayabiliriz. Ozaman tk--? t*, xk(·) -7 x*(·), 

xk(·) (k = ı, 2, · · · ) fonksiyonları sürekli ve xk(tk) = Xk olduğundan dolayı, 

k --? oo iken limit alırsak, x*(t*) = x* olur. x*(·) E X(to,Xo) olduğundan 

(t*, x*) = (t*, x*(t*)) E H(t0 , X 0 ) olur. H(t0 , Xo) kümesinin kapalı olduğu kanıt­

lanilll§ olur. H(t0 , Xo) C JR. X JR.n kümesi kapalı ve sınırlı olduğundan kompakt 

olur. 

Keyfi t* E [a, b] alalım ve X(t*; t0 , X 0 ) kümesinin kompakt olduğunu göstere­

lim. Teorem 3.2.ı'deki (3.2.3) koşuluna göre X(t*; t0 , Xo) kümesi sınırlıdır. Şimdi 

X ( t*; t0 , X0 ) kümesinin kapalı olduğunu gösterelim. V k için xk E X ( t*; t0 , X 0 ) 

olmak üzere {xk}~1 dizisi alalım ve k -7 oo iken xk -7 x* olduğunu kabul edelim. 

x* E X(t*; to, X 0 ) olduğunu gösterelim. Xk E X(t*; to, Xo) olduğundan xk( t*) = Xk 

olacak şekilde xk(·) E X(to,Xo) vardır. Teorem 3.2.l'e göre X(to,Xo) kompakt 

kümedir ve genelliği bozmadan k -7 oo iken xk(·) -7 x*(·) ve x*(·) E X(t0 ,X0 ) 

olduğunu kabul edelim. Bu durumda xk(t*) = Xk ( k = ı, 2, · · · ) e§itliğinde 

k -7 oo iken limit alırsak x*(t*) = x* ve böylece x* E X(t*; t0 , X 0 ) olur. Yani 

X(t*;t0 ,X0 ) kapalı kümedir. X(t*;t0 ,X0 ) C Rn kapalı ve sınırlı olduğundan 

kompakt olur. Teorem kanıtlanır. • 
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Eğer Teorem 3.2.ı ve 3.2.2'de F(·) : [a, b] X ]Rn -+ K(Rn) üstten yarı sürekli 

küme değerli dönli§üm ise, yani ( t, x) E [ a, b] X IRn için F ( t, x) konveks değilse, 

o zaman X(t0 , Xo), X(t; t0 , X0 ) , H (t0 , X0 ) kümeleri kapalı olmayabilir. A.§ağıda 

bwıa bir örnek veriJ.mi§tir. 

Örnek 3.2.1 A§ağıdaki dinamik sisteme bakalım. 

(3.2.10) 

Y - u , lul ::; ı 

tE [0, ı] , X0 = {(0,0)} olsun. Bu durumda 

F(t,x,y) = {(f,g) E IR2
: (f,g) = (-y2 +u2,u), u E [-1,1]} (3.2.11) 

ve (3.2.10) dinamik sistemi 

(x (t), iJ (t)) E F(t, x(t), y(t)) , x(O) =O , y(O) =O , tE [0, ı) (3.2.ı2) 

D.I. 'ne denktir. Açıl.,-tır ki, V (t,x,y) için F(t,x,y) kümesi 

parabolünün bir kısmıdır (Şekil3.2.1) ve F(t,x,y) kümesi kompal.,'ttır, ancak kon­

veks değildir. 

f 

1 
-ı 

I>J>I 

Şekil 3.2.1:. IYI <ı , IYI =ı ve IYI > ı için F(t, x, y) kümesi 
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V (x(·), y(·)) E X(O, O) için 

max lx(t)l :S ı , max jy(t)l :S 2 
tE[O,l] tE[O,l] 

(3.2.ı3) 

olduğunu yani X(O, O) çözümler kümesinin sınırlı olduğunu gösterelim. (x(· ), y(·)) E 

X(O, O) olduğundan, V tE [0, ı] için 

t t t 

y(t) = J u(T)dT , x(t) =-J y2 (T)dT + J u2(T)dT 

o o o 

lu( t) 1 :S ı olacak §el"ilde ölçülebilir u(·) fonksiyonu vardır. V T E [0, ı] için 

lu(T)I :S ı olduğundan , V tE [0, ı] için 

t t 

jy(t)j S J ju(T)j dT S ı , 0 S J u2 (T)dT S ı 
o o 

olur. O zaman V tE [0, ı] için 

t 

lx(t)l S J y2 (T)dT +ı S 2 

o 

olur. Yani ( 3. 2.13) doğrudur, dolayısıyla X (O, O) çözümler kümesi sınırlıdır. 

Ş.md. k ı 2 . . [O ı] l ğ O 1 2 ık-ı ı b "l" t ·· .. .. ı ı = , , · · · ıçın , ara ı ının , ık, ık,··· , ıkı o un usunu 

alalım ve 

olsun. 

tE [2i 2i+l) 
2k' 2k 

t E [2i+l 2i+2) 
' 2k ' 2k 

-ı 

ı 2 
2k 2k 

i= o, ı, ... 'k- ı 

Şekil 3. 2. 2: u k (.) 'nın grafiği 
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xk (t) - -yk(t)2 + u.k(t) 2 xk(O) =O (3.2.15) 

ih (t) uk(t) , Yk(O) =O 

Cauchy probleminin çözümünü gösterelim.(3.2.11) ve (3.2.15)'e göre, (xk (t),ilk 

(t)) E F(t,xk(t),yk(t)) dir. (3.2.15)'e göre V tE [0, ı] ıçın 

t 

Yk(t) = J uk(r)dr 
o 

olur. O zaman (3.2.14)'den V tE [0, ı] için 

Yk(t) = 2
k 

{ 

t 2i 

-t + 2i+2 
2k 

tE [2i 2i+l) 
' 2k ' 2k i = o ı . . . k - 1 

tE [2i+l 2i+2) ' ' ' ' 
2k ' 2k 

olur. (Şekil 3.2.3) 

ı 2 3 2k-2 2k-l 

2k H 2k 2k 2k 

Şekil 3.2.3 Yk(.) 'nın grafiği 

O halde V tE [0, 1] için 

(3.2.ı6) 

olur. (3.2.14)'e göre, V tE [0, ı] için uk(t)2 =ı dir. O zaman (3.2.14)'den 

(3.2.17) 

(3.2.16)'dan V tE [0, 1] için -b s; -yk(t)2 s; O dır. O zaman (3.2.1'/)'den 

hemen hemen her tE [0, ı] ıçın 

(3.2.18) 
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Bu durumda xk(O) =O olduğundan V tE [0, ı] için 

olur. O halde t = ı olurken 

ı 
ı - - < xk(ı) < ı 4k2 - -

(3.2.ı9) 

olur. (3.2.16) ve (3.2.19)'dan k~ oo iken (ı,xk(ı),yk(ı)) ~(ı, ı, O) dır. Yani 

(ı, O) nol.:tası X(l; O, O) erişim kümesinin limit noktasıdır. 

Şimdi (1,0) noktasının X(l;O,O) kümesinde,yani (3.2.12) D.I.'nint=l 

zamanındaki erişim kümesinde olmadığını gösterelim. 

V tE [0, ı) için ju.(t)! ~ 1 olmak üzere ölçülebilir u(·) fonksiyonunu alalım. 

O zaman (3.2.10)'a göre V tE [0, ı) için 

t 

y(t) = 1 u(r)dr 
o 

t ( T ) 2 
x(t) =- [ [ u(s)ds dT 

ve 

ı ( T ) 2 
x(l) =- [ [ u(s)ds dT 

ı 

y(l) = 1 u(r)dr 
o 

olur. Şimdi tersini varsayalım, yani (1, O) E X(ı; O, O) olsun. O zaman V tE [0, 1] 

ıçın 

ı 

+ 1 u;(r)dr = 1 (3.2.20) 

o 
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ju*(t)j:::;; 1 olmak üzere ölçülebilir u*(-) fonksiyonu vardır. O zaman (3.2.20)'den 

(3.2.21) 

V T E (0, 1] için [u.,(r)[ S 1 , (l u,(s)ds r ~ 0 olduğundan {3.2.21)'nin 

7" 

sağlanması için V T E [0, 1] için u*(T) = 1 ve J u*(s)ds = O olması gerekir. 
o 

Bu ise olamaz. Yani (3.2.21)'i sağlayacak V t E [0, 1] için lu*(t)l :::;; 1 olacak 

fonksiyon bulunamaz. Yani (1, O) ~ X(1; O, O) dır. 

Böylece , X(1; O, D) erişim kümesinin kapalı olmadığını gösterdik. 

Örnek 3.2.2 (t, x) -+ F(t, x) k. d. d. 'ü konveks değerli olmadığı durumda X(t0 , x 0 ) 

çözümler kümesinin kapalı olmadığını görelim. V ( t, x) E [O, 1] x JR için 

F(t,x) = {-1,1} x0 ={O} 

olduğunukabul edelim. Açılı:tırkiV(t,x) E [D,1]xJRiçinF(t,x) kompakttır, (t,x) ~ 

F(t, x) k. d. d. 'ü süreklidir. Keyfi x(·) E X(O, D) alalım. O zaman hemen hemen her 

t E [0, 1] için x (t) E F(t, x) = { -1, 1} olduğundan -ı :::;; x (t) :::;; 1 dir. Buradan 

keyfi tE [0, ı) için -ı:::;; x:::;; ı olur. Yani X(D, D) kümesi sınırlıdır. 

V tE [0, ı) için X(t; O, O) = {x E JR: jxj :::;; t}, H(D, D) = {(t,x) E [0, ı) x JR: 

Jxl :::;; t} ve V t E [0, ı) için X(t; D, D) erişim kümelerinin JR 'de kompakt olduğu, 

H(D, D) integral tünelinin JR2 'de kompaJ.-t olduğu kolayca gösterilebilir. 

Şimdi çözümler kümesinin kapalı olmadığını görelim. k > O sayısı ve [D, ı) ar-

l ~ o ı 2 2k-ı ı b"·l·· t•• .... l l a ıgının , 2k, 2k, • • • , ----ık, o un usunu a a ı m. 

{ 

2i 2i+ı 
xk(t)= ı' tE[2k'Zk) i=O,ı,···,k-ı 

_ı t E [2itı 2i+2) 
' 2k ' 2k 

(3.2.22) 

olsun. Açıktır ki hemen hemen her tE [0, ı) için xk (t) E F(t,xk(t)), yani xk(·) E 

X(D, D) dır. (3.2.22)'den 

x,(t) = { 
t _ 2i t E [ 2i 2i+ ı ) 

2k ' 2k' 2k i= o ı ... k- ı 
-t + 2it2 tE [2itl 2i+2) ' ' ' ' 

2k ' 2k ' 2k 

(3.2.23) 
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elde ederiz. (3.2.23)'den V tE [0,1] için 

ı 
O< xk(t) <-- - 2k (3.2.24) 

bulunur. k~ oo iken xk(·) ~O düzgün yakınsak olur. Ancak x.(·) =O fonksiyonu 

için x.(·) tf. X(O, O) dır. Yani X(O, O) çözümler kümesi kapalı değildir. 

D .I. 'nin çözümlerini karakterize edecek bir teorem sunalrm. 

Teorem 3.2.3 t0 E [a, b] , F(·) : [a, b] X Rn ~ KV(Rn) üstten yarı sürekli 

k.d.d. olsun. Teorem 3.1.1. 'deki (3.1.3) e§itsizliğinin sağlandığını kabul edelim. 

V k= 1, 2, · · · için xk(·) E X(t0 ,xk) ve k~ oo iken xk ~ x. olsun. 

O zaman {xk(·)}~1 dizisinin [a,b] aralığında düzgün yakınsak {xk.(-)}~1 alt 

dizisi var ve x.(·) =~im xk.(-) için x.(·) E X( t0 ,x.) olur. 
t-+00 

Kanıt. k~ oo iken xk ~ x. olduğundan V k~ K. için xk E B(x., 1) = 

{x E Rn: llx- x.ll :S 1} olan K.> O vardır. O zaman V k~ K. için xk(·) E X( 

to, B(x*, 1)) olur. B(x*, 1) C Rn kompakt küme olduğundan Teorem 3.2.l.'e 

göre X( to, B(x*, 1)) C C([a, b],Rn) kümesi kompakt küınedir. Bu durumda 

V k~ K* için xk(·) E X( t0 , B(x*, 1)) olduğundan {xk(·)}~K. dizisinin yakınsak 

{xko(·)}~1 alt dizisi seçilebilir. ~im xko(-) = x*(·) olduğunu varsayalım. Dolayısıyla 
t-+00 

X(t0 , B(x*, 1)) kümesinin kompaktlığından x*(·) E X(t0 , B(x*, 1)) olur. 

Şimdi x*(-) E X(to,x.) olduğunu gösterelinı. Gerçekten V i için xki(-) E 

X(t0 ,xk.) olduğundan , V i için xko(t0 ) = xk. dir. Öte yandan, i ~ oo iken 

xko(·) ~ x*(·), Xk• ~ x* olduğundan, x*(to) = x* olur. Yani, x*(·) E X( to,x*) 

'dır. Teorem kanıtlanır. • 
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3.3 Çözümlerin Yerel Özellikleri 

Bundan önceki bölümde belirli kO§ullar altında 

x (t) E F(t, x(t)) , tE [a, b] (3.3.1) 

x(t0 ) - Xo 

Cauchy probleminin çözümünün varlığını gösterdik. Bu kesimde de çözümün t 0 

noktasının yakın kolll§uluğunda özelliklerini araştıralım. 

Teorem 3.3.1 t 0 E (a, b), F(·): [a, b] x Rn ---t KV(Rn) üstten yarı sürekli k. d. d., 

d* > O, d* > O olmak üzere x*(·) : [to- d*, t 0 +d*] ---t Rn fonksiyonu (3.3.1) 

Cauchy probleminin çözümü olsun. O zaman 

(3.3.2) 

(3.3.3) 

e§itliklerini sağlayacak §ekilde f* E F(t0 ,x0 ), f* E F(t0 ,x0 ) , k ---t oo iken 

llskil ---7 o, llvkll ---7 o olan ve k ---7 00 iken ok ---7 o+ ve hk ---7 o+ olan {ok}k::ı ' 
{ hk} k:: ı dizileri vardır. 

Kanıt. Önce (3.3.2) ~itliğini kamtlayalıın. x*(·) : [to- d*, t0 +d*] ---t Rn 

(3.3.1) Cauchy proble:rn.llıin çözümü olduğundan mutlak süreklidir ve x*(t0 ) = Xo 

dır. x*(·) fonksiyonu [to- d*,t0 +d*] aralığında sürekli olduğundan 

max llx*(t)ll ::;; r 
tE[to-d.,to+d•] 

(3.3.4) 

olacak şekilde r > O vardır. 

max {Ili ll :fE F(t, x) , (t, x) E [to- d*, to+ d*] X B(O, r)} =M (3.3.5) 

diyelim.\1' t E [t0 , t0 +d*] ıçın 

t 

x*(t) = x0 + J x* (r)dr (3.3.6) 

to 
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dur. Hemen hemen her T E [to, to+ d*] için x. (1) E F(T, x.(1)) olduğnndan 

(3.3.4) ve (3.3.5)'den hemen hemen her TE [to, to+ d*] için llx• (1)1! s; M olur. 

O halde (3.3.6) 'dan V t E [t0 , t0 + d*] için 

t 

llx.(t)- xoll s; j llx. (7)11 dT s; M(t- to) (3.3.7) 

to 

dır. i-too iken ci-tO+ olacakşekilde {ci}~1 dizisialalım. (t,x)-tF(t,x) 

k.d.d. 'ü üstten yan sürekli olduğUndan ci > O ve O < t -to < 8! , llx - Xo ll s; bi 
ıçın 

F(t,x) C F(t0 ,x0 ) +ciB (3.3.8) 

lacak b. · d ::J J;"l dır J;"* · {d c! 1 d*} lsu O o ıçım e :::ı vi var . vi =mm vi, M' iı o n. zaman (3.3.7)'ye 

göre V t E [t0 , t 0 + 8;] için 

olur. Bu durumda (3.3.8)'den V tE [to, t0 + 8;] için 

(3.3.9) 

olur. x.(·) fonksiyonu [to- d., t0 +d*] aralığında (3.3.1) Cauchy probleminin 

çözümü olduğundan , hemen hemen her t E [to- d., t0 +d*) için x. ( t) E F( t, x. ( t)) 

dir. O zaman (3.3.9)'dan hemen hemen her tE [t0 , t 0 + 8;] ıçın 

(3.3.10) 

olur. F(t0 , x0 ) + ciB C JRn konveks kompakt küme olduğundan Önerme l.l.l'e 

göre 

to 

olur. Dolayısıyla 

[x.(to + 8;)- x.(to)] :~ E F(to, xo) + ciB 
ı 

(3.3.11) 
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olur. O halde , V i = 1, 2, · · · için 

(3.3.12) 

eşitliğini sağlayan /i E F(to, xo) , b; E B vardır. V i için Ji E F(to, xo), F(to, xo) 

kompakt küme olduğnndan { Ji}~1 dizisinin yakınsak { hk}~1 alt dizisi vardır. 

Kabul edelim ki k -+ oo iken Jik -+ J* olsun. Bu durumda J* E F(to, xo) ve 

(3.3.12)'den V k için 

(3.3.13) 

dır. 8k = 8;k , sk = ( Jik - J*) + C:i~cbi~c olsun. 8k < i~ olduğnndan, k -+ oo 

iken 8k -+o+ olur. k-+ 00 iken Jik -+ J* , Cik -+ 0 ve llbik ll :s; 1 olduğnndan 

k-+ oo iken llskil = ll( Ji~c- J*) + E"i~cbik ll -+O olur. Bu durumda (3.3.12)'den 

olur. Burada J* E F(to, Xo) ' k -+ 00 iken ise 8k -+o+ ' llskil -+ o olur. (3.3.2) 

eşitliği kamtlanır. (3.3.3) eşitliği benzer olarak kamtlanır. Teoremin kamtı biter. • 
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4 KONVEKS DEGERLİ OLMAYAN 

DİFERANSİYEL iÇERMELER İÇİN CAUCHY 

PROBLE:Mİ VE DİFERANSİYEL iÇERMENİN 

iNTEGRAL TÜNELİNİN BİR ÖZELLİGİ 

Bu bölümde sağ tarafı yerel sımrlı küme değerli dönüşüm olan diferansiyel içer­

ınelerin regülarizasyonunu, sağ tarafı konveks değerli olmayan küme değerli döni.i§üm 

olan diferansiyel içermelerin çözümlerinin varlığını ve diferansiyel içermenin integral 

tüneline ait bir özelliği inceleyeceğiz. 

4.1 Sağ Tarafı Yerel Sınırlı Küme Değerli Dönüşüm Olan 

Diferansiyel İçermelerin Regülarizasyonu 

Bu kesimde sağ tarafı deği.§enlere göre sadece yerel sımrlı olan diferansiyel denklemler 

ve D.L'ler için Cauchy probleminin çözümünün nasıl belirlendiğini ar8:3tıracağız. 

Eğer diferansiyel denklemin sağ tarafı deği.§enlere göre sürekli değilse veya D.L'in 

sağ tarafı deği.§enlere göre üstten yan sürekli değilse, o zaman bu tür diferansiyel 

denklemler veya D.L'ler için Cauchy probleminin çözümü olmayabilir. 

Örnek 4.1.1 

X (t) = { -ı ' X~ o 
ı , X< 0 

tE [O, ı] 

diferansiyel denkleminin x(O) =O ko§ulunu sağlayan çözümü yoktur. Ayrıca, eğer 

F(·): JR-+ K(R) k.d.d'ü 

-ı X> 0 

F(x) = {-2, 2} , x =O tE [0, ı] 

ı x<O 

gibi tanımlanırsa, o zaman x (t) E F(x(t)) D.I. 'nin x(O) =O koşulunu sağlayan 

çözümü yoktur. 
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Sağ tarafı süreksiz diferansiyel denklemler ve sağ tarafı üstten yarı sürekli ol­

mayan D.I.'ler için Cauchy probleminin çözümlerini tanımlamadan önce, yerel srmrlı 

k.d.d. 'ün ve fonksiyonun tanımını sunalım. 

Tanım 4.1.1 F(·) :]Rm-+ K(R11
) k.d.d. olsun. Eğer V x 0 E Rm , 3 c(x0 ) > O 

için 

sup {11!11: J E F(x) , x E B(x0 ,c(xo))} < 111(xo) 

olacak §ekilde 3 111(x0 ) >O varsa F(·) k. d. d. 'ne Rm 'de yerel sınırlı denir. 

Tanım 4.1.2 f(·): Rm-+ Rn olsun. Eğer V Xo E Rm , 3 c(xo) >O için 

sup {llf(x)ll: x E B(xo,c(xo))} < M(xo) 

olacak §ekilde :3 M(x0 ) varsa f(·) fonksiyonuna Rm 'de yerel sınırlı denir. 

Sağ tarafı yerel sınırlı olan k.d.d. 'ler için Cauchy probleminin çözümünü in­

celemeden önce, yerel sınırlı k.d.d. 'lerin üstten yarı sürekli olması için bir yeter 

koşul sunalım. 

Önerme 4.1.1 [10,38] F(·): Rm-+ K(Rn) yerel sınırlı, 

gr F(·) = {(x,y) E Rm x Rn: yE F(x)} 

kapalı olsun. O zaman F(·) k.d.d. :ü üstten yarı süreklidir. 

Şimdi F(·) :Rm-+ K(Rn) yerel sınırlı olmak üzere 

Cauchy problemine bakalım. 

(t,x)ERxRn, 6>0 için 

x (t) E F(t, x(t)) 

x(t0 ) = Xo 

p(o)(t, x) =co {fE F(r, y) : (r, y) E B((t,x), 6)} 

F*(t,x) =n p(o)(t,x) 
6>0 

oL'3un. Burada B((t,x),6) = {(r,y) E JR X Rn: ll(r,y)- (t,x)ll::::; 6} dır. 
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Tanım 4.1.3 (t,x)- F(t,x) k.d.d. 'ü verildiğinde, (4.1.2) ve (4-1.3) ile belidenen 

(t,x)- F*(t,x) k.d.d.'ne (t,x)- F(t,x) k.d.d. 'ünün regülarizasyonu denir. 

Şimdi (4.1.2) ve (4.1.3) ile tanımlanmış (t,x) ---t F*(t,.ı;) k.d.d.'nün özelliklerini 

gösteren teoremi verelim. 

Teorem 4.1.1 F(·): ]Rm ---t K(1R11
) yerel sınırlı k.d.d. olsun. Bu durumda (4.1.3) 

ile belirlen mi§ ( t, x) - F* ( t, x) k. d. d. 'ü için a§ağıdakiler doğrudur. 

a) V (t, x) E JRx:JRm için F(t, x) C F*(t, x) 

b) V (t,x) E JRx:JRm için F*(t,x) C lR11 kompaJ,-t konveks kümedir, yani 

F*(·): JRm ---t KV(1R11
) dir. 

c) (t, x) - F*(t, x) k. d. d. 'ü Rx:JRm 'de yerel sınırlıdır. 

d) (t,x) ---t F*(t,x) k.d.d. 'ü RxRm'de üstten yarı süreklidir. 

Kamt. a) Keyfi (t,x) E RxRm alalım. O zaman (4.1.2)'den V b> O ıçın 

F(t,x) C F(8)(t,x) 

Buradan da F(t,x) c n F(8)(t,x) = F*(t,x) olur. 
8>0 

b), c) Keyfi(t*,x*) E RxRm alalımvesabitleyelim. bı> b2 iken B((t*,x*),b2) C 

B((t*, x*), b1) olduğundan 

(4.1.4) 

olur. F(·) k.d.d.'ü yerel sınırlı olduğundan c> O ve V (r,y) E B((t*,x*),c) için 

sup {IIJII: fE F(r,y)} :=:; Jvf (4.1.5) 

olacak şekilde Af> O vardır. O zaman (4.1.5)'den V (r, y) E B((t*, x*), c) için 

F(r, y) c B(O, M) (4.1.6) 

olur. B(O, M) konveks künıe olduğundan V (r, y) E B((t*, x*), c) için 

co {f: fE F(r,y), (r,y) E B((t*,x*),c)} c B(O,M) (4.1.7) 
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olur. Buradan da V o E (0, c] için F<5>(t., x.) C B(O, M) olur ve (4.1.3), (4.1.4)'den 

F*(t., x.) C B(O, Af) elde ederiz. Dolayısıyla F.(t., x.) kümesi sınırlı olur. 

F*(t*, x*) kümesi, kapalı konveks F<5>(t*, x.) ve o1 > 02 iken (4.1.4)'ü sağlayan 

kümelerin kesi§imi olduğundan, F.(t., x.) kümesi konveks ve kapalıdır. 

F. ( t., x*) kümesi aynı zamanda sınırlı olduğundan, bu küme konveks ve kompakt 

olur. 

Şimdi, (t,x)-+ F.(t,x) k.d.d.'nün yerel sınırlı olduğunu gösterelim. 

(t,x) E B((t.,x.), ~) alalım. O zaman 

olur.Bu durumda (4.1.7) ve (4.1.8)'den V (T,y) E B((t,x), ~) ıçın 

F(T, y) C B(O, M) 

dir ve böylece o E (0, ~J için 

(4.1.8) 

p(c)(t, x) =co {f: fE F(T, y), (T, y) E B((t, x), o)} C B(O, M) (4.1.9) 

olur. V o1 > o2 için p(öı)(t, x) C F<52>(t, x) olduğundan, 

n p(5)(t,x) = n p(5)(t,x) 

olur ve bu durumda (4.1.9)'dan 

F.(t, x) =n F<8>(t, x) c B(O, M) 
5>0 

elde ederiz. (t., x*) E RxlRm için (t, x) E B((t*, x*), ~) olurken F*(t, x) C B(O, M), 

yam 

c 
sup {11!11 :fE F*(t,x), (t,x) E B((t*,x*), 4)} ~M 

olur. Sonuç olarak (t*,x*) E JRxlRm keyfi sabitlenmiş nokta olduğundan F*(·) 

k. d. d. 'nün yerel sınırlı olduğu elde edilir. 
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d) Şimdi F(·) : JRxRm -+ KV(Rn) k.d.d.'nün üstten yarı sürekli olduğunu 

gösterelim. F(·) k.d.d.'ü yerel sınırlı olduğundan, F(·) k.d.d.'ünün grafiğinin yani 

kümesinin kapalı olduğunu gösterirsek, Önerme 4.l.l.'den F*(·) k.d.d.'nün üstten 

yan sürekliliğini elde ederiz. 

Şimdi gr F* (·)'in kapalı küme olduğunu gösterelim. V k = 1, 2, · · · için (tk, X k, Yk) E 

gr F*(·) ve k -+ oo iken (tk, xk, Yk) -+ (t*, x*, y*) olsun. O zaman V k = ı, 2, · · · 

ıçın Yk E F*(tk, xk) olur. (4.1.2) ve (4.1.3)'e göre V k= ı, 2, · · · ve 8 >O için 

olur. k -+ 00 iken 8k -+ o+ olacak şekilde { 8k}~ı dizisi alalım. o zaman 

(4.LıO)'dan 

olur.Şimdi de 

(4.1.12) 

olduğunu göstermeye çal1§3lım. ll(tk,xk)- (t*,x*)ll = Tk olsun. k -+ oo iken 

(tk, Xk) -+ (t*, x*) olduğundan, k-+ 00 iken Tk -+o+ olur. Keyfi z E B((tk, xk), 8k) 

alalım. O zaman 

olur. Yani z E B((t*, x*), 8k +Tk) dir. hk = 8k +Tk olsun. O zaman k -+ oo iken 

hk-+ o+ olur ve (4.1.11) ve (4.Lı2)'den V k= ı, 2, · · · için 

olur. O halde, V k= ı, 2, · · · ıçın 

(4.1.13) 
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olur. Y b1 < bz için p(oı)(t*, .r*) C F(o2)(t*, :c*) , k ----+ oo iken Yk ----+ y* , hk ----+ O 

olduğundan, (4.1.13) 'den 

y* E n p(hk)(t*, x*) ( 4.1.14) 
k=l 

olduğunu elde ederiz. 

Şimdi 

00 

(4.1.15) 

olduğunu gösterelim. Açıktır ki 
00 

( 4.1.16) 

dir. 

Şimdi 
00 

(4.1.17) 

00 

olduğunu gösterelim. f* E n p(h~;)(t*,.r*) alalım. 0 zaman V k= 1, 2, · · · için 
k=l 

(4.1.18) 

dir. f* E n p(o)(t*, x*) olduğunu gösterelim. Kabuledelim ki f* rt n p(o)(t*, x*) 
8>0 6>0 

olsun. O zaman Y b E (0, b*] ıçın 

(4.1.19) 

olacak şekilde =ı b* vardır. k ----- 00 iken hk ----- o+ olduğundan y k 2:: k* ıçın o < 

hk < 82 olacak şekilde k*> O vardır. O zaman (4.1.19)'dan Yk 2:: k* ıçın 

(4.1.20) 

olur. Bu (4.1.18) ve (4.1.20) çelişir, yani kabulümüz doğru değildir ve f* E n p(o)(t*, x*) 
8>0 

00 

dır. f* E n p(hk)(t*,x*) keyfi eleman olduğundan (4.1.17) doğrudur. (4.1.16) ve 
k=l 

(4.1.17)'den (4.1.15)'i elde ederiz. (4.1.14) ve (4.1.15)'den 

y* E n p(o)(t*,x*) = F*(t*,x*) ve (t*,x*,y*) E gr F*(·) 
8>0 
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olur. Böylece g1· F*(·) küme'linin kapalı olduğunu göstermiş oluruz.Teorem kanıt­

lanır. • 

Şimdi, F(·): JR.xJR.n -t K(JR.n) üstten yarı sürekli olurken, (4.1.2) ve (4.1.3) ile 

belirlenmiş regülarizasyonun V (t, x) E JR.x:ııın için F(t, x) kümesini nasıl deği§tire­

ceğini araştıralım. 

Teorem 4.1.2 F(·): JR.xJR.n -t K(JR.n) üstten yarı sürekli k.d.d., V (t,x) E JR.xJR.n 

i.çin F*(t,x) kümesi {4.1.2) ve (4.1.3) ile belirlensin. O zaman V (t,x) E JR.x:ııın 

için F*(t,x) =co F(t,x) dir. 

Kanıt. Önce F(·): JR.xJR.n -t K(JR.n) k.d.d.'nün yerel sırurlı olduğunu göstere­

lim. Keyfi (t*, x*) E JR.x:ııın ve c = 1 alalım. O zaman,V (t, x) E B((t*, x*), 8*) 

ıçın 

(4.1.21) 

olacak biçimde 8* = 8*(1) vardır. F(t*,x*) C :ııın kompakt küme olduğundan 

max {lif ll : f E F(t*, x*)} :S Jı.1 < +oo olan Af> O vardrr. O zaman (4.1.21)'den 

max {lif ll : f E F(t, x) , (t, x) E B((t*,x*), c)} :S lv[+ 1 

olur. Böylece F(·) k.d.d.'nün yerel sınırlı olduğunu gösterrnİ§ oluruz. Bu durumda 

V (t,x) E JR.x:ııın için (4.1.2) ve (4.1.3) ile belirlenmiş F*(t,x) kümesi kompakt ve 

konvekstir. 

Yine keyfi (t,x) E JR.x:ııın alalım ve sabitleyelim. O zaman Teorem 4.1.1'e göre 

F(t, x) C F*(t, x) 

olur. F*(t, x) konveks ve kompakt olduğundan 

co F(t, x) C F*(t, x) (4.1.22) 

olur. Şimdi 

F*(t, x) C co F(t, x) (4.1.23) 
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olduğunu gösterelim. 

V E> O için F(·) k.d.d.'ü üstten yan sürekli olduğundan, V E> O ve V(T, y) E 

B((t, x), o*) için 

F(T, y) C F(t, x) +EB 

olacak biçimde 8* = b(c) >O vardır. Buradan 

F<8·>(t, x) =co {.f: fE F(T, y) , (T, y) E B((t, x), o*)} C co (F(t, x) +cB) 

olur. co (F(t, x) +cB)= co F(t, x) +EB olduğundan 

F(o.)(t, x) C co F(t, x) +cB (4.1.24) 

elde ederiz. V 81 < 82 için F(oı)(t,x) C F<82 )(t,x) olduğundan (4.1.24)'den, 

V o E (0, o*) için 

F(o)(t, x) C co F(t, x) +cB (4.1.25) 

ve aynca n F<8)(t, x) = n F(o)(t, x) dir. Bu durumda, (4.1.25)'den 
8>0 8E(O,o.) 

F*(t,x) = nF(o)(t,x) = n F(o)(t,x) c co F(t,x) +cB (4.1.26) 
oE(O,o.J 

olur. E > O keyfi sayı olduğundan (4.1.26)'dan (4.1.23) elde edilir. (4.1.22) ve 

(4.1.23)'den teorem kanıtlanır. • 

Bu teoremden aşağıdaki sonuçlar elde edilir. 

Sonuç 4.1.1 F(·) : JR X JRn -t KV(JRn) üstten yarı sürekli k. d. d., V (t, x) E 

JR X Rn için F*(t,x) kümesi (4.1.2) ve (4.1.3) ile belirlensin.O zaman V (t,x) E 

JR X JRn için F(t,x) = F*(t,x) olur. 

Bu sonuca göre, eğer k.d.d. kompakt konveks değerli ve üstten yarı sürekli ise, 

o zaman (4.1.2) ve (4.1.3) regülarizasyonu k.d.d.'ü deği§tirmez. 
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Varsayalım F(·): JR. X lR.m--+ K(JR.n) k.d.d.'nde V (t,x) E JR. X lR.m için F(t,x) = 

{f(t,x)}, yani F(·) k.d.d.'ü tek değerli olsun. O zaman (4.1.2) ve (4.1.3) rcgülar-

ızasyonu 

F(~)(t,x) =co {f(T,y): (T,y) E B((t,x),b)} (4.1.27) 

F*(t,x) =n F<~)(t,x) (4.1.28) 
~>0 

şeklinde olur. 

Sonuç 4.1.2 F(·) : JR. X JR.n --+ KV(JR.n) k.d.d'ünde V (t,x) E JR. X JR.n için 

F(t,x) = {f(t,x)} , f(-) : JR. X JR.n --+ JR.n yerel sınırlı bir fonksiyon olsun. O 

zaman (4.1.27) ve (4-1.28) ile belirlenmiş (t,x)--+ F*(t,x) k.d.d.'ü için 

a) V (t,x) E JR. X JR.n ıçın f(t,x) E F*(t,x) dir. 

b) V ( t, x) E JR. X JR. n için F* ( t, x) C JR.n konveks kompakt kümedir. 

c) ( t, x) --+ F* ( t, x) k. d. d. 'ü üstten yarı süreklidir. 

d} (t, x) E JR. X JR.n noktasında f(-) : JR. X JR.n --+ JR.n fonksiyonu sürekli ise 

F*(t,x) = {f(t,x)} dir. 

Şimdi sağ tarafı yerel sınırlı F(·) : JR. X JR.n --+ K(JR.n) k.d.d.'ü olan :İ: (t) E 

F(t,x(t)) D.L'si için 

:İ: (t) E F(t, x(t)) , tE (a, b] 

x(to) = Xo 

Cauchy problemine bakalım. Örnek 4.LL'de gördüğümüz gibi (4.1.29) probleminin 

çözümü olmayabilir. Bu tür Cauchy problemlerinin çözümünü tanımlamak için, 

önce F(·) k.d.d.'ünün (4.1.2) ve (4.1.3) regülarizasyonu yapılır ve (4.1.29) Cauchy 

problemi 

x (t) E F*(t,x(t)), tE [a,b] 

x(t0 ) = xo 

Cauchy problemi ile değiştirilir. Burada V (t, x) E JR. X JR.n için F*(t, x) kümesi 

(4.1.2) ve (4.1.3) ile belirlenir. 
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O halde, F*(·) :JR X JRn -t KV(JRn) üstten yarı sürekli k.d.d. olur ve Teorem 

3.1.2'ye göre (4.1.30) Cauchy probleminin çözümü vardır. Bazı durumlarda (4.1.30) 

Cauchy probleminin çözümüne (4.1.29) Cauchy probleminin çözümü denir. 

Şimdi Örnek 4.l.ı'e dönelim. V x E JR için 

olmak üzere 

-ı X> 0 

F(x)= {-2,2} , x=O 

ı x<O 

x (t) E F(x(t)) , tE [0, ı) 

x(O) =O 

(4.1.3ı) 

Cauchhy problemine bakalım. (4.1.3ı) ile belirlenmiş F(-) k.d.d.'ünün (4.1.2) (4.1.3) 

regülarizasyonu V x E JR için 

-ı X> 0 

F*(x) = [-2, 2) , x =O 

ı x<O 

olur. Bu dunnnda x(t) =O , (tE [0, ı] ) fonksiyonu 

x (t) E F*(x(t)) , tE [0, ı) 

x(O) =O 

Cauchy probleminin çözümü olur. 

Aym şekilde sağ tarafı yerel sınırlı fonksiyonlar olan diferansiyel denklemler için 

Cauchy probleminin çözümünü tanımlayalım. 

f ( ·) : JR X JRn -t JRn yerel sınırlı fonksiyon olmak üzere 

x (t) = f(t, x(t)) 

x(to) = xo 

Cauchy problemine bakalım. Bu durumda yerel sımrlı f ( ·) : JR X JR n -t JR n fonksiy­

onunun (4.1.27) (4.1.28) regülarizasyonunu yaparız ve (4.1.33) Cauchy problemini 

x (t) E F*(t, x(t)) 

x(t0 ) = x0 
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Cauchy problemi ile deği§tiririz. V ( t, x) E IR X IR n ıçm F* ( t, x) kümesi ( 4. 1.27) 

(4.1.28) ile bulunur. O halde Sonuç 4.1.2'ye göre (4.1.34) Cauchy probleminin 

çözümü vardır ve bazı durumlarda (4.1.34) Cachy probleminin çözümüne (4.1.33) 

probleminin çözümü denir. 

Şimdi yine Örnek 4. 1. 1. 'e dönelim ve 

olmak üzere 

{ 

-ı 
f(x) = ı 

x2:0 

x<O 
, t E [0, ı) 

x (t) = f(x) 

x(O) =O , tE [0, ı) 

Cauchy problemine bakalım. Bu problemin çözümü yoktur. f(-) fonksiyonunun 

(4.1.27) (4.1.28) regülarizasyonu 

-ı X> 0 

F*(x)= [-ı,ı], x=O 

ı x<O 

(4.1.36) 

olmak üzere F*(·) : IR -tKV(IR) k.d.d.'ü olur. O zaman V x E IR ıçın F*(x) 

kümesi (4.1.36) ile tanımlanmak üzere 

x (t) E F*(x(t)) 

x( O) = O , t E [0, ı] 

Cauchy probleminin çözümü vardır ve bu V tE [0, ı] ıçın x(t) =O fonksiyonudur. 

4.2 Sağ Tarafı Konveks Değerli Olmayan Küme Değerli Dönüşüm 

Olan Diferansiyel İçermelerin Çözümlerinin Varlığı 

Şimdiye kadar sağ tarafı konveks değerli k.d.d.'ler olan D.I.'in çözümlerinin varlığını 

ineeledik Üçüncü bölümde Örnek 3.2.2'de D.I.'nin sağ tarafı konveks değerli k.d.d. 

olmadıkça, çözümler kümesinin kapalı olmadığını gördük. Ayrıca ikinci bölümde 

Örnek 2.3.l'de sağ tarafı kompakt değerli, üstten yarı sürekli k.d.d. olan D.I. için 
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Cauchy probleminin çözümünilıı olmadığını gördük. Bu kesimde, sağ tarafı sadeec 

kompaki değerli k.d.d. olan D.I.'ler için Cauchy probleminin çözilınilııün varlığını 

inceleyeceğiz. 

Tcorem 4.2.1 G C JR x JRn açık küme (t0 ,x0 ) E G , F(·): G-r K(JRrı) sürekli 

k.d.d. olsun. O zaman [to- a*, t 0 + a*] aralığında 

x (t) E F(t, x(t)) 

x(to) = Xo 

Cauchy probleminin çözümü olacak şe/,"ilde a* > O , a* > O vardır. 

Kanıt. Önce (4.2.ı) probleminin [t0 , t0 + a*] (a* >O) aralığında çözün1ünün 

varlığım gösterelim. (to, x0 ) E G, G C JR x IRn açık kün1e olduğundan 

Z = {(t,x) E IR x IRn: O :St- to :Sa , !lx- xoll :S 2b} C G ( 4.2.2) 

olan a > O , b > O vardır. Z kompakt küme, F(·) sürekli k.d.d. olduğundan 

U F( t, x) kompakt kümedir. 
(t,x)EZ 

lı1 =max {ll/ll: fE F(t,x), (t,x) EZ}+ ı 

olsun. O zaman ı :S lı1 < +oo olur. 

(4.2.3) 

olsun. Açıktır ki, a* > O dır. Eğer x(·) : [to, t 0 + a*] -r JRn fonksiyonu M sabiti 

ile Lipschitz koşulunu sağlıyorsa, yani V tı, t2 E [to, to+ a*] için 

llx(tı)- x(t2)ll :S lı1 lt2- tıl ve x(to) = Xo 

ıse, o zaman 

gr x(·) C Z (4.2.4) 

dir. Bu durmuda V tE [to, t0 + a*] için (t, x(t)) E Z olur. 
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Gerçekten V t E [to, t0 +o:*] için 

b 
llx(t)- .roll = llx(t)- x(to)ll :S AI it- tol :S Af o:* :S Af Af= b 

dir. o:* :Sa olduğundan (4.2.2) ve (4.2.5)'den (4.2.4)'ü elde ederiz. 

(4.2.5) 

Şimdi [t0 , t0 +o:*] aralığında (4.2.1) Cauchy probleminin çözüınünün varlığını 

kanıtlayalım. 

'Tik = ik ( k= ı, 2, · · · ) olsun. F(·) : G -7 K(JR.n) k.d.d.'ü Z C G kompakt 

kümesinde sürekli, K (JR. n )-mctrik uzay oldugundan ( /{(JR. n) uzayında metrik o: ( ·, ·) 

Hausdorff uzaklığıdır) , F(·) k.d.d.'ü Z kompakt kümesinde düzgün sürekli olur. 

o zaman 'Tik = ik ve it- Tl :::; ok ' ix- YI :::; M. ok için 

o:(F(t., x), F(T, y)) :S 'Tik (4.2.6) 

olacak şekilde 0 < Ok < 'Tik vardır.( (t, x), (T, y) E Z ) Şimdi lı :S Oı olmak üzere 

lı sayısını Nı = ~; doğal sayı olacak şekilde seçelim. [t0 , t0 + o:*] aralığının 

tı,i = to+ i· lı , i = O, ı,··· , Nı noktaları ile [tı,i, tı,i+I) i = O, 1, · · · , Nı - ı 

bölüntülerini alalım.Şimdi l2 < o2 olmak üzere l2 > O sayısını N2 = ~; > ı , 
v2 = ~ > ı doğal sayılar olacak §ekilde seçelim. O zaman t2,i = t0 + il2 , i = 

O, ı, 2, · · · , N2 noktaları [to, t0 +o:*] aralığının ikinci bölüntüsünün böl ün tü noktaları 

olur. Bu durumda birinci bölüntüııüıı tı,i = t0 + ilı , i = O, 1, 2, · · · , Nı bölüııtü 

noktaları, aynı zamanda ikinci bölüntüııünde böliliıtü noktalarıdırlar.Böyle devam 

edilerek [to, t 0 +o:*] aralığının m. bölüntüsü elde edilebilir. 

Böylece lm :S Om olmak üzere lm sayısı Nm = ~,: > ı , Vm = ı.;,:ı > ı 

doğal sayılar olacak şekilde seçilebilir. tm,i = to + i· lm , i = O, ı,· · · , N m nok­

taları [to, t0 +o:*] aralığının m. böliliıtüsü için böliliıtü noktalarıdır. Bu durumda 

[to, to+ o:*] aralığının m. bölüntüsü [tm,i, tm,Hı) , i= O, ı,··· , Nm- ı aralıkları 

olur ve (m-ı). bölüntünüıı tm-l,i = to+ilm-ı , i= O, ı, 2, · · · , Nm-ı böliliıtü nokta­

ları aynı zamanda m. böliliıtiliıiliıde bölüııtü noktaları olur.Böylece her m. böliliıtü, 

(m- ı). bölüntüııüıı bölüntü noktalarını içerdiğinden, m. böliliıtiliıiliı böliliıtü nok­

taları önceki böliliıtülerin bir kısmında böliliıtü noktaları olur. Eğer T herhangi bir 

bölüntünün böliliıtü noktası ise, o( T) doğal sayısı ile T noktasının böltirıtü noktası 
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olduğu ilk bölüntünün sıra numarasını göstereceğiz. Yani, T ııoktası o(T). hölün­

tünün bölüntü noktasıdır ve V k < o( T) için T k. bölüntünün bölünLü nokta..<>ı 

değildir. T herhangi bir bölüntünün bölüntü noktası iken, o(T)'ya T'nun mertcbesi 

diyeceğiz. 

Açıktır ki, eğer T noktası herhangi bir bölüntünün böl ün tü noktası ve o( T) > ı 

ise T noktası (o( T)- 1). bölüntünün bölüntü noktası değildir. Bu durun1da T noktası 

(o(T) - ı). bölüntünün bir bölüntü aralığının içinde olur. Bu bölüntü aralığının 1. 

noktasını s(T) ilegösterelim. Ozaman s(T) noktası (o(T)-ı). bölüntünün bölüntü 

noktası olur. 

to 

Şekil 4.2.ı: o(T) ve s(T) hesabı örneği 

Şimdi [t0 , t0 + a*] aralığının 1. bölüntüsü için x1(t0 ) = x0 olmak üzere x1(·): 

[to, to + a*] ----t Rn Euler yaklaşımım yapalım. 1. bölüntünün her [tı,iı tı,i+ı) = 

[to+ i ·lı, to+ (i+ ı)· lı) (i= O, ı,··· , Nı -ı ) aralığında 

xı(t) = xı(tı,i) + vı,i(t- tı,i) (4.2.7) 

olsun. Burada v1,i E F(tı,i,x1 (tı,i)) dir. (4.2.7)'den V tE [tı,i,tı,Hı) için (i= 

o, ı, ... ,Nı- ı) dir. 

Xı (t) = vı,i E F(tı,i,xı(tı,i)) ( 4.2.8) 

olur. Bıırada t = tı,i noktasında (i =O, ı,··· , N 1 - ı ) x 1(·) fonksiyonunun sağ 

türevi düşünülür. 
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Tcorcın 2.3.l.'in k.:-ınıtına benzer olarak, :r1(·): [to, t0 + a*J--r JRn fonksiyonu !II 

sabiti ile Lipsclıitz koşulunu sağlar ve (4.2A)'e göre 

gr xı(·) C Z ( 4.2.9) 

olur. Bu durumda \f t E [tı,iı tı,i+ı) = [to+i·lı, to+(i+ı )·lı) için (i = O, ı,··· , Nı-ı) 

O::::; t- tı,i ::; tı,i+ı- tı,i =to+ (i+ l)lı -to- ilı =lı ::; Dı 

llxı(t)- xı(tı,i)ll::; Af lt- tı,il::; Af lı::; !11 Dı 
(4.2.10) 

olduğunu elde ederiz. O halde (4.2.6) ve (4.2.ıO)'dan \f t E [tı,i, tı,i+ı) için ( i = 

Ol··· N1 -l) ı ı ı 

a(F(tı,i,x1 (tı,i)), F(t,xı(t)))::::; Tfı (4.2.11) 

olur. O zaman (4.2.8) ve (4.2.11)'den \f tE [tı,i, tı,i+ı) için (i= O, ı,··· , Nı- ı ) 

dist (xı (t),F(t,x 1(t)) dist (vı,i,F(t,xı(t)) (4.2.12) 

< a(F(tı,i,xı(tı,i)),F(t,xı(t)))::; Tfı 

bulunur. Böyle devam ederek, [to, to + a*J aralığının m. bölüııtüsü için Euler 

yaklaşımını belirleyelim. Biliyoruz ki, m. bölüntünün noktalan tm,i = t 0 + i · lm, 

i = o, ı, ... 'Nm ı lm < Dm ve t = Nm dir. m. bölüntü için Xm(·) : [to, to+ 

a*] --r JR.n Euler yaklaşımını Xm(to) = Xo olmak üzere t E [tm,i, tm,i+I) iken 

(i= O, ı,"· 1 Nm- 1) 

gibi belirleyelim. Burada Vm,i E F(tm,i,Xm(tm,i)) dir. (4.2.13)'den için (i = 

O,ı, ... ,Nm-1) 

Xm (t) = Vm,i E F(tm,i,Xm(tm,i)) (4.2.14) 

olur. (4.2.14)'de t = tm,i iken Xm(-) fonksiyonunun sağ türevi düşünülür. 

Yine Teorem 2.3.l.'in kanıtındaki gibi, Xm(·): [to, to+ a*J --r JR.n fonksiyonu !11 

sabitiyle Lipschitz koşulunu sağlar ve o zaman ( 4.2.4) 'den 

gr Xm(·) C Z ( 4.2.15) 
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olur. Xm(·) fonksiyonu !ıf salıiiiyle Lipschitz koşulunu sağladığından,V t E [tm,i, tm,i+J) 

= [to+ i ·lm, to+ (i+ 1) ·lm) için 

O::::; t- tm,i::::; tm,i+l - tm,i ::::; to+ (i+ l)lm- to- ilm= lm ::::; Om 

llxm(t)- Xm(tm,i) ll ::::; M lt- tm,il ::::; Jı1lm ::::; M Om 

olur. O zaman ( 4.2.6) ve ( 4.2.16) 'dan V t E [tm, i ı tm, i+ ı) için (i = O, 1, · · · , N m -1) 

(4.2.17) 

dir. Bu durumda (4.2.14) ve (4.2.17)'den 'tt E [tm,iı tm,i+ı) için (i= 0,1, · · · , Nm-l) 

dist (xm (t), F(t, Xm(t))) dist (vm,i, F(t, Xm(t))) (4.2.18) 

< a(F(tm,iı Xm(tm,i)), F(t, Xm(t)))::::; Tim 

olur. 

Şimdi (4.2.13)'deverilen Xm(·): [t0 ,t0 +a*] ~ :!Rn Euleryaklaşımınınaşağıdaki 

koşullan sağlayacak biçimde seçilebileceğini gösterelim. 

[to, t0 + a*] aralığının m. bölüntüsünün keyfi t bölüntü noktası için 

a) Xm(·) fonksiyonu [to, t] aralığında sürekli, ;ı;m(to) = Xo ve m. bölüntünün 

[to, t] aralığında olan bölüntü aralıklannda Xm (.)sabittir. 

b) m. bölüntünün keyfi T E [t0 , t) bölüntü noktası için 

dur. 

c) m. bölüntünün keyfi TE [to, t) bölüntü noktası için 

dir. (o(T) ve s(T) önceden tammlanmış dönüşümlerdir.) Türnevarım yöntemi ile 

bu tür seçimin varlığım kanıtlayalım. m. bölüntünün 1. bölüntü noktası t0 'dır ve 

[to, to] aralığında Xm(t0 ) = x 0 dır. Bu durumda [t0 , t0 ) aralığında diğer bölüntü 

noktası yoktur. 
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Kabul edelim ki Xm(·) fonksiyonu t* E [to, t), (t* > t 0 ) bölünlü noktasına kc-:ı.dar 

a-c deki gibi seçilc;in. o(t*) ve s(t*)'ın tanımına göre, t* noktası o(t*). bölüntünün 

bölüntü noktasıdır, (o(t*)- 1). bölüntünün bölüntü noktası değildir. Aynı zamanda 

s(t*) noktası (o(t*) - 1). bölüntünün bölüntü noktasıdır ve t/ı içeren bölüntü 

aralığının b~langJç noktasıdır. O zaman 

( 4.2.19) 

olur. Xm(·) fonksiyonu Af sabitiyle Lipschitz koşulunu sağladığından (4.2.19)'dan 

llxm(t*)- Xm(s(t*)) ll :S Aflo(t.)-1 :S lı18a(t.)-1 

olur. O halde (4.2.6), (4.2.19) ve (4.2.20)'den 

o:(F(t*, Xm(t*)), F(s(t*), Xm(s(t*))) :S 7Jo(t.)-1 

(4.2.20) 

(4.2.21) 

olur. o(t*) - 1 < m , s(t*) noktası (o(t*) - 1). bölüntünün bölüntü noktası 

olduğundan s(t*) < t* ve s(t*) noktası m. bölüntünün bölüntü noktasıdır. O 

zaman Euler yaklaşımının tamını (4.2.13) veya (b)'den 

olur. Bu durumda (4.2.2l)'e göre 

(4.2.22) 

olacak biçimdev E F(t*,xm(t*)) vardır. Şimdi [t*,t*+lm) aralığında Xm(·) Euler 

yaklaşımını 

(4.2.23) 

şeklinde tammlayalım. (4.2.22) ve (4.2.23)'den 

(4.2.24) 

elde ederiz. O zaman Xm (.) Euler yakl~ımı m. bölüntünün t* böl ün tü noktası için 

a-c kO§ullarım sağladığından (4.2.23) ve (4.2.24)'e göre Xm(-) Euler yakl~ımı m. 

bölüntünün t* + lm bölüntü noktasıdaa-c kO§ullarını sağlar. 
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Şimdi türnevarım yöntemine göre t noktası rn. bölüntünün bölüntü noktası olmak 

üzere xm(·) Euler yaklaşımı a-c'yi sağlayacak §ekilde seçilebilir. Somut olarak, 

to + a* = to+ Nm · lm noktası m. bölüntünün bölüntü noktası olduğundan t = 

t 0 + a* olurken, Xm(·) Euler yaklaşımı a-c'yi sağlayacak §ekilde seçilebilir. 

Şimdi a-c ko§ullarını sağlayan İm (-) : [t0 , t 0 + a*] --+ JRÇ,n foksiyonunun r. bölün­

tünün J = [t*, t* + lr) aralığındaki asilasyonunu hesaplayalım. Burada t* r. 

bölüntünün bölüntü noktasıdır. 

Eğer r ~ m ise r. bölüntünün J = · [t*, t* + lr) aralığı m. bölüntünün bir 

[tm,i, tm,i+ı] (i= O, ı,··· , Nm-1) bölüntü aralığı içinde olur. Bu dururnda (4.2.13)'e 

göre J = [t*, t* + lr) aralığında X m ( ·) fonksiyonu sabittir. O halde J = [t*, t* + lr) 
aralığında Xm (·) fonksiyonunun osilasyonu sıfır olur. 

* t * t +L,. 1m,i+1 

Şekil 4.2.2: Xm(t), tE [tm,iı tm,i+I] 

Şimdi m > r durumuna bakalım. t~ E J = [t*, t* + lr) bir bölüntü noktası 

olsun. O zaman o(t~) ~ o(t*) olur. o(t~) = o(t*) ise t~ = t* olur. Ayrıca, 

eğer k' = o(t:) - o(t*) > O ise s(t~) E J olur. s0
( t~) = t~, s1 (t~) = s( t:), 

s2 (t~) = s(s 1 (t~)) v.s. sP(t~) = s(sP- 1 (t~)) diyelim. O zaman sk' (t~) = t* ve 

V p =O, ı,··· , k' ıçın sP(t~) E J olur. tE J alalım ve sabitleyelim.Kabul edelim 

ki [t*, t* + lm) aralığı t noktasım içeren m. bölüntünün bölüntü aralığı olsun. O 

zaman t* noktası m. bölüntünün bölüntü noktası olur. 
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Şekil 4.2.3: Xm(t), t .E [t*, t* + lm) 

Yine (4.2.13)'den tE [t*, t* + lm) olduğundan Xm (t) = Xm (t*) ve 

olur. Burada k= o(t*)- o(t*) dır. (4.2.24)'den, 

d(xm (t*),xm (s(t*))) < 1Jo(t.)-ı 

d(xm (s(t*)),xm (s2(t*))) < 1Jo(t.)-ı 

(4.2.26) 

(4.2.27) 

O(t•) -1 00 00 ı 

d(xm (t), Xm (t*)) = d(xm (t*), Xm (t*)) :S: L 1Jk :S: L 1Jk = L 2-k = 2r-ı 
k=r k=r k=r 

olur. Yani V t E J için 

(4.2.28) 

olur. Bu durumda (4.2.28)'den V Tı, 1 2 E J için 

( 4.2.29) m'yc bağlı değildir. 
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Şimdi İm (-) : [to, to+ a*] ---+ IR.n ( m = ı, 2, · · · ) fonksiyonlarınlll aynı osi-

lasyonlu olduğunu gösterelim. E > o alalım. zr!-2 < E olacak şekilde r* E N 

seçelim. O zaman (4.2.29)'dan [t0 , t0 + a*] aralığının r*-ıncı bölüntüsünün keyfi.] 

aralığında V Tı, Tz E J ve m= ı, 2, · · · için 

lTı - TzJ < lr. < Dr. < 'Tir. = ,}.. 

d(İm ( Tı),xm (Tz)):::; zr!-2 <E 

olur. Yani Xm (·) fonksiyonları [to, t0 + a*] aralığında aynı osilasyonludurlar. ( 4.2.15)'den 

Xm(·) : [to, to+ a*] ---+ IR.n fonksiyonları için 

gr Xm(-) EZ (4.2.31) 

olur. Yani xm(-) fonksiyonları [t0 , t0 + a*] aralığında düzgün sınırlıdır. m. bölün­

tünün V [tm,i, tm,Hı] , i = O, ı, 2, · · · Nm- ı aralığı , V t E [tm,i, tm,i+I) ıçın 

olduğundan V m = ı, 2, · · · ve t E [to, to+ a*] için 

(4.2.32) 

olur. 

Xm(·) : [to, t0 + a*] ---+:IRn fonksiyonları lı1 sabiti ile Lipschitz koşulunu sağladığı 

için bu fonksiyonlar eş süreklidir. Z C JR X ]Rn kompakt küme olduğundan (4.2.31)'den 

Xm(·) fonksiyonları düzgün sınırlıdırlar. Aynı şekilde Xm (-) : [to, to+ a*] ---+ JRn 

fonksiyonları (4.2.32)'ye göre düzgün sınırlıdır ve (4.2.30)'a göre aynı osilasyon­

ludurlar. O zaman Arzela-Askoli teoremine (bkz [53] ) ve Teorem(l.l.2)'ye göre 

(genelliği bozmadan) m---+ oo iken [t0 , t0 + a*] aralığında Xm(·)---+ x*(·) , Xm O---+ 

v*(·) düzgün yakınsak ve V tE [to, t0 + a*] için 

t 

x*(t) = x0 + J v*(T)dT 
to 

(4.2.33) 

olacak şekilde sürekli x* ( ·) : [ t0 , t0 + a*] ---+ JR n, integrallenebilir v* ( ·) : [to, to + a*] ---+ 

JR n fonksiyonları vardır. ( X m ( ·) fonksiyonları mutlak sürekli olduğundan, Xm O 
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fonksiyonları integralleııebilirdirler) (4.2.33)'deıı heıneıılıemen lıer tE [t0 , t0 + a*] 

için X* (t) = v*(t.) olur. xm(·) fonksiyonları .Af sabitiyle Lipschitz koşulunu 

sağladığından [t0 , t 0 + a*] aralığında m --t oo iken x*(·) fonksiyonuna düzgün 

yakınsak olduğundan, x*(·) fonksiyonnda Af sabitiyle Lipschitz koşulunu sağlar. O 

zaman ;r,* (-) : [to, to+ a*] --t JRn fonksiyonu mutlak sürekli olur. 

V m = 1, 2, · · · için Xm(to) = Xo , gr Xm(·) C Z , m --t oo iken [t0 ,t0 + a*] 

aralığında düzgün olarak X m ( ·) --t x* ( ·) , Z C JR. X JR. n kompakt olduğundan, 

(4.2.34) 

olur. 

Şimdi tE [t0 , t0 +a*) seçelim öyle ki, x*(·) fonksiyonu t noktasında türevlenebilir 

olsun. x*(·) fonksiyonu [to, to+ a*] aralığında mutlak sürekli olduğundan, [to, t0 + a*] 

aralığında hemen hemen türevlenebilir olur. Bu seçim hemen hemen her t E [t0 , t0 + 

a*] için mümkündür. Bu durumda (4.2.33)'den x* (t) = v*(t) ve m --t oo iken 

Xm (t) --tX* (t) olduğundan m --t oo iken d(xm (t), v*(t)) --tO olur. 

m. bölüntünün t noktasını içeren aralık bölüntünün 1. noktasını tp(m) ile göstere­

lim, yani t E [tp(m)ı tp(m) + lm) olsun. V m için lm S 'TJm. = 2-m olduğundan 

m --t oo iken tp(m.) --tt olur. O zaman 

d(v*(t), F(t,x*(t))) S d(v*(t), Xm. (t)) + d(xm (t), Xm (tp(m.))) 

+d(xm. (tp(m.)), F(tp(m)ı Xm.(tp(m))))) 

+a(F(tp(m)ı Xm(tp(m)) ), F(t, Xm(t)) + a(F(t, Xm(t) ), F(t, X* (t))) 

(4.2.35) 

olur. Keyfi c> O alalım. m --t oo iken Xm (t) --t v*(t) olduğundan V m> mı için 

(4.2.36) 

olacak biçimde mı > O vardır. t E [tp(m)ı tp(m) + lm] olduğundan, (4.2.13)'den 

V m= 1, 2, · · · için Xm (t) =Xm (tp(m)) ve 

(4.2.37) 

olur.( 4.2.14)'den Xm (tp(m)) E F(tp(m)ı Xm(tp(m))) olduğundan 

(4.2.38) 
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olur. m ------+ oo iken tp(m) ------+ t , Xm(·) fonk'3iyonlan ( m = 1, 2, · · · ) sürekli, 

X m ( ·) ------+ x* ( ·), F( ·) k.d.d. 'ü sürekli olduğundan V m > m 2 için 

(4.2.39) 

olan m2 > O vardır. Yine m ------+ oo iken Xm(t) ------+ x*(t) , F(·) k.d.d.'ü sürekli 

olduğundan V m ~ m3 ıçın 

n(F(t,xm(t)), F(t,x*(t)))::; c ( 4.2.40) 

olan m3 >O vardır. m*= max {m1, m2, m3} olsun. O zaman (4.2.35)-(4.2.40)'dan 

V m > m* için 

(4.2.41) 

olur. (4.2.41)'den V c> O için 

olur. c> O keyfi, F(t,x*(t)) kümesi kompakt olduğundan, 

yanı 

olur. x* (t) = v*(t) olduğundan 

x* (t) E F(t, x*(t)) (4.2.42) 

elde ederiz. x*(·) fonksiyonu mutlak sürekli olduğundan [to, to+ n*] aralığında 

hemen hemen türevlenebilirdir. O zaman ( 4.2.42) içermesi hemen hemen t E [t0 , to +n*] 

için doğrudur. x*(t) = Xo olduğundan, bu durumda x*(·) : [to, to+ n*] ------+ Rn 

fonksiyonunun (4.2.1) Cauchy probleminin çözümü olduğunu elde ederiz.Teorem 

kanıtlanınış olur. • 
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4.3 Diferansiyel içermenin integral Tünelinin Bir Özelliği 

Bu kesimde x* tj:. Xo noktası için V t E [t0 , OJ iken 

(4.3.1) 

olacak biçimde =ı x* ( ·) E X ( t0 , x*) olup olmadığı problemini ara§tıracağız. Açıktır 

ki (4.3.1) 

ko§uhuıa denktir. 

X• 

Şimdi 

Şekil4.3.1:H(to,X0 ) ve x*(·) 

x (t) E F(t, x(t)) 

x(to) E Xo , t E [to, B] 

( 4.3.2) 

(J 

Cauchy problemini inceleyelim. X(t0 , X 0 ) ile (4.3.3) probleminin çözümler kümesini, 

X(t;to,Xo) = {x(t) E Rn: x(·) E X(to,Xo)} 

H(to,Xo) = {(t,x) E [to, O] x Rn: x E X(t;to,Xo)} 

ile x (t) E F(t, x(t)) D.L'nin t anında (t0 , X 0 ) ba.~langıç kümesindeki eri§im 

kümesini ve (t0 ,X0 ) ba§langıç kümesi için integral tünelini göstermİ§tik. 
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Bu problemi F(t, x) = A(t).x + P(t) şeklinde olduğunda ara.'_?tıracağlz.Yaııi 

x (t) E A(t)x(t) + P(t) 

x(to) E Xo , t E [to, OJ 

Cauchy problemini inceleyeccğiz. Burada V t E [t0 , OJ için A(t) n x n'lik matris t--+ 

P(t) k.d.d.'dür. Yine (4.3.4) Cauchy probleminin çözümler kümesini X(t0 , X0 ), t 

zamanında (t0 , X 0 ) b3§langıç kümesindeki erişim kümesini X(t; t0 , X 0 ) ile integral 

tünelini H(t0 , X 0 ) ile gösterdim. 

Teorem 4.3.1 t--+ A(t) fonksiyonu [to, OJ aralığında sürekli nxn 'lik matris fonksiyon, 

P(·) : [to, OJ --+ KV(IRn) sürekli k. d. d., X 0 E KV(IRn) ve x* tt Xo olsun. O zaman 

V t E [to, OJ için 

olacak biçimde x*(·) E X(t0 , x*) vardır. (veya gr x*(·) n H(t0 ,X0 ) = 0) 

Kanıt. t --+ <I>(t, t0 ) fonksiyonu n X n'lik matris fonksiyon olmak üzere ( yani 

V tE [to, OJ için <I>(t, t0 ) n x n'lik matristir.) 

d<J>~t-o) = -<I>(t, t0 )A(t) 

<I>( to, to) =E 

Cauchy probleminin çözümü olsun. Burada E n x n'lik birim matristir. [46J 'ya 

göre, V tE [t0 ,0J için det <I>(t,t0 ) =/=O ve <I>(t,t0 ) matrisinin qı- 1 (t,t0) tersi vardır. 

(Yani, <I>(t, to)· qı-ı(t, t0 ) =E dir.) 

Şimdi 

y(t) = <I>(t, t0 ) · x(t) (4.3.6) 

değişimini yapalım. Burada hemen hemen her tE [to, OJ için x (t) E A(t)x(t) + P(t) 

dir.O zaman (4.3.5) ve (4.3.6)'dan 

iJ (t) =cİ> (t, t0 ) • x(t) + <I>(t, t0 ) x (t) 
= -<I>(t, t0 ) A(t)x(t) + <I>(t, t0 ) x (t) 
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olur. (4.3.4)'e göre i: (t) E A(t):ı:(t)+P(t) dir. BudurumdaY (t) E -<I>( i, t0 ) A(t):ı:(t)+ 

<I>(t, t0 ) A(t)x(t) + <I>(t, t0 )P(t) =<I>( i, t0 )P(t) , <I>( i, t0 )P(t) = P*(t) dersek 

(4.3.7) 

olur. P(·) : [to, OJ -t KV(Rn) sürekli k.d.d., t -t <I>(t, t0 ) sürekli n X n'lik matris 

fonksiyon olduğundan, P*(·) : [t0 , OJ -t KV(lR11
) sürekli k.d.d. olur. <I>(to,t0 ) = E 

olduğundan, (4.3.6)'ya göre y(t0 ) = <I>(t0 , t0 ) · x(t0 ) = E· x(t0 ) = x(t0 ) olur.Bu 

durumda, (4.3.7)'den (4.3.4) Cauchy problemi (4.3.6) değişiminden soma 

Y (t) E P*(t) 

y(to) E Xo 

Cauchy problemi gibi yazılır. ( 4.3.8) Cauchy probleminin çözümler kümesini Y (to, X o) 

ile gösterelim ve 

Y(t;to,Xo) = {y(t) E JRn: y(·) E Y(to,Xo)} 

V(to,Xo) = {(t,y) E [to, O] x JRn: yE Y(t;to,Xo) 

olsun. O zaman <I>(t0 , t0 ) = E olduğundan, <I>(t0 , to) Xo = Xo olur ve (4.3.6)'dan 

V x(·) E X (t0 , X 0 ) için y(·) = <I>(·, t0 )·x(·) E Y(t0 , X o) ve tersine, V y(·) E Y(t; to, Xo) 

için x(·) = <I>-1 (t, t0 ) · y(·) E X(t0 , X 0 ) elde ederiz. Aynı şekilde 

Y(t; to, Xo) = <I>(t, to)· X(t; to, Xo) 

V(t0 ,X0 ) = {(t,<I>(t,t0 ) • x) E [t0 ,0] X Rn: x E X(t;to,Xo)} 

olur. Yine <I>(t0 ,t0 ) =E olduğundan <I>(t0 ,t0 ) • x* = x* , V x(·) E X(to,x*) için 

y(·) =<I>(·, to)· x(·) E Y(t0 ,x*) ve V y(·) E Y(t0 ,x*) için x(·) = <ı>- 1 (t,to) · y(·) E 

X(t0 ,x*) olur. O zaman buradan ve (4.3.9)'dan, x*(·) E X(to,x*) için 

x*(t) rf. X(t; t0 , X0 ) , t E [to, OJ 

y*(t) rf. Y(t; to, Xo) , t E [to, OJ 

olur ve tersine y* ( ·) E Y (to, x*) için 
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x*(t) 1- X(t; t0 , X 0 ) , t E [to, OJ 

olur. Buna göre V tE [t0 , O] için 

olacak şekilde y*(·) E Y(t0 ,x*) ın varolduğunu gösterelim. P*(·): [t0 ,0]-t KV(Rn) 

k.d.d. 'ünün [to, O] aralığında integrali aşağıdaki gibi belirlenir. 

fo { J P(T)dT: Hemen hemen TE [t0 , O] için P(T) E P*(T) } 
P*(T)dT = to 

to ve P(·) fonksiyonu [t0 , O] aralığında integrallenebilirdir. 

(} 

P*(·) : [to, O] --t KV(Rn) sürekli k.d.d. olduğundan [6) 'ya göre J P*(T)dT konveks 
t.o 

ve kompakt kümedir. 

diyelim. O zaman 

olur. PC Rn, X 0 C Rn kompakt konveks kümeler olduğundan x* + P ve X 0 + P 

kümeleri Rn uzayında konveks ve kompakt kümelerdir. x* f{_ X 0 olduğundan 

x* + P c:j; X 0 + P (4.3.10) 

olduğunu kanıtlayalım. Tersini varsayalım x* + P C X 0 + P olsun. O zaman 

V s E S= {x E Rn: iixii = 1} için 

max (s, x* + p) ::=:; max (s, x + p) 
pEP :z:EXo, pEP 

(4.3.11) 

olur. Öteyandan, 

max (s,x* + p) = (s,x*) +max (s,p) 
~p ~p 
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ve 

max (s, :ı;+ p) :::;: max (s, .r) +max (s,p) 
xEXo, pEP xEXo pEP 

olduğundan (4.3.11)'den V s E S için 

(s, x*) :::;: max (s, x) 
xEXo 

olur. Bu durumda Xo kompakt konYeks küme olduğundan (4.3.12)'den (bkz [10] ) 

x* E X 0 olduğunu elde ederiz. 

Bu ise x* t/:. X 0 olması ile çelişir. Yani (4.3.10) doğrudur. Şimdi p* E x* + P 

alalım öyle kip* t/:. X 0 + P olsun. Yani 

(4.3.13) 

olsun. p* E Y(O; t0 , x*) olduğundan y*(O) = p* olan y*(-) E Y(to, X*) vardır. 

Gösterelim ki V t E [t.0 , O] için 

dir. Tersini varsayalım 

olan t* E [t0 ,0) varolsun. y* = y*(t*) diyelim. O halde (t*, y*) E V(to,Xo) olur.O 

zaman V t* E [t0 , O) için 

(4.3.14) 

elde ederiz. 

Şimdi V tE [t*, O] için y;(t) = y*(t) olmak üzere y;(-) : [t*, O] --+ Rn fonksiyonunu 

tanımlayalım. y*(·) E Y(t0,X0), y;(t*) = y* E Y(t*;t0 ,X0 ) olduğundan y;(-) E 

Y(t*, y*) olur. O zaman y;(O) E Y(O; t*, y*) olur. y;(O) = y*(O) = p* olduğundan, 

p* E Y(O; t*, y*) olur.(4.3.14)'den ise p* E Y(O; t0 , X 0 ) olduğu elde edilir. Bu ise 

(4.3.13)'le yani p* t/:. Y(O; t0 , X 0 ) ile çelişir. O zaman varsayımımız doğru değildir ve 

V t E [t0 , O] için 
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dır. O halde, .r.*(·) = qı-ı(·,t.o) · y.(·) için x*(·) E X(t0 ,X*) ve V tE [t0 ,0} için 

;ı;*(t) rj:. X(t; to, Xo) olur. 

Teorem kanıtlamr. • 

Teorem (4.3.1)'de X 0 konveks küme değilse teorem doğru değildir. 

Örnek 4.3.1 

x (t). E [-1, 1} 

x(O) E [-2, -1] U [1, 2] , tE [0, 2} 

Cauchy problemine bakalım. Bu ömel.:te X 0 = [-2, -1] U [1, 2} ve konveks değildir. 

(4.3.15) problemi için H(O, O) integral tüneli 

H(O,X0 ) = {(t,x) E [0, 1) X JR: x E [-t- 2,t- 1] U [-t + l,t + 2]} 

U{(t,x)E[1,2]x JR :xE[-t-2,t+2]} 

olur. (Şekil 4.3.2) 

4 

Şe/.,"il 4.3.2: H(O, Xo) 

x* = O olsun. O zaman x* = O rj:. X 0 ve 

H(O,O) = {(t,x) E [0,2] X JR : x E [-t,t]} 
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olur. 

-2 

Şd:il 4.3.3: H(O, O) 

Y(t;to,Xo) = {x E JR.n: (t,x) E H(t0 ,X0 )} olduğundan, (4.3.16) ve(4.3.17)'den 

V t E [ı, 2] için 

Y(t; O, O) c Y(t; O, Xo) (4.3.ı8) 

olur. Bu durumda (4.3.18)'den V tE [0,2] için y*(t) t/: Y(t;O,X0 ) olacak y*(·) E 

Y(O,X0 ) çözümü yoktur. 

Örnek 4.3.2 

-ı X> 0 

F(t,x)= [-ı,ı], x=O tE[0,2] 

ı x<O 

üstten yarı sürekli k. d. d. 'nü alalım. X 0 ={O} olmak üzere 

x (t) E F(t, x) 

x(O) =O 

Cauchy probleminin tek bir çözümü vardır. Bu ba§langıç ko§ulları için integral tünel 

H(O, O) = {(t, O) i t E [0, 2]} dir. 

x* = ı olmak üzere 

x (t) E F(t, x) 

x(O) =ı 
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Cauclıy pmbleminin çözümü 

x(t) ~ { 
-t+l , tE[O,l) 

O , tE(1,2] 

dir.Böylece 1 noktasından sanralv-i çözümler aynıdır. 

X 

t o ı 2 

Şekil 4.3.4: H(O, O) ve x(t) 'nin grafiği 
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