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ONSOZ

Hiperbolik geometri Lobachevsky, Bolyai ve Gauss’un birbirlerinden bagimsiz
olarak yaptiklar: ¢calismalarla basladi. Lobachevsky hiperbolik bélgelerin hacimlerini

hesaplarken, simdi kendi adim tagiyan
)
JI(0) = — / log |2 sin 7 dz
0

fonksiyonunu kesfetti.

Hiperbolik geometrinin anlagilmas: klasik modellerin gelismesine olanak sagladu.
Beltrami hiperbolik uzayin noktalanm yarim kiirenin i¢ noktalanyla 6zdesleyerek,
”yarikiire modeli”’ni olusturdu. Bu yan kiireyi disk iizerine dik izdigtirerek, daha
sonra Klein ile populer olan projektif disk modelini verdi. Diger taraftan bu yan
kiireyi disk Uzerine stereografik bir sekilde izdiigiirerek konformal disk modelini elde
etti. (Bkz. [1]). Son olarak kiire yiizeyinde yansima dontgtiimii kullanarak iist yan
uzay modelini verdi. Poincaré, Beltrami’nin iist yar uzay modelinden yararlanarak,
hiperbolik diizlemde yén koruyan izometriler grubunun, simdi genel olarak PSL.R
olarak bilinen, gercel katsayili ve determinant: +1 olan

. az+b

gb(z) T ez+d

kesirsel dontligtimlerin grubuna esit oldugunu gosterdi.

Lobachevsky’den beri bilinen gerceklerden biri maksimum hacme sahip ideal
dortylizlinin, dizgin ideal dértyiizlii olugsuydu. (Bkz. Teorem 3.2.3) Bu sonug
Mostow rigidity teoreminin Gromov-Thurston tarafindan yapilan kamtimin temelini
teskil etmigtir. Daha sonra Thurston, maksimum hacme sahip ideal n-simpleksin
dizgin ve ideal n-simpleks oldugunu iddia etti. Bir ka¢ yi1l sonra Haagerup ve
Munkholm, hacmi veren bir fonksiyonun konkavhihigini kullanarak bu iddiay: ispat-
ladilar. (Bkz. [12]).

Benzer sekilde, bu tezde ”Hiperbolik uzay H?® ’te hiperbolik altiyiizli, sekizytizli,

onikiyiizli ve yirmiytzliniin hacimlerinin maksimum degeri nedir?” sorusunun
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cevabi aragtinlmistir. Kullamlan temel araglar Mobius dontigiimleri ve Lobachevsky
fonksiyonudur.

Birinci bolimde hiperbolik geometrinin temel kavramlan ve bazi modelleri yer al-
maktadir. Ayrica bu bdliimde hiperbolik izometriler grubunun Mobius dontigiimleri
grubuna esit oldugunun ayrintili ispati verilmistir.

Tkinci béliimde, iki boyutlu hiperbolik uzayda tiim hiperbolik ticgenler arasinda
alan1 maksimum olan lggenlerin ideal licgenler oldugu ve bir ideal ticgenin alaminin
m’ye esit oldugu gosterilmistir. (Bkz. [8]).

ﬁgﬁncﬁ boliimde dortyuzli, altiylizli, sekizytizli, onikiyiizli, yirmiyizli gibi
bazi ideal diuzgin gokyuzliilerin hacimlerini hesaplanmis, ayrica bu cokyiizlilerin
hacimlerinin maksimum olabilmeleri i¢in dlizgiin ve ideal olmalarn gerektigi gosterilmigtir.

Son olarak, dérdiincii béliimde ise Haagerup ve Munkholm tarafindan ispatlanan
”n-boyutlu hiperbolik uzayda bir simpleksin hacminin maksimum olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul diizgin ve ideal olmasidir” teoreminin kamti verilmistir.
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olmak iizere, F,(v), F(a) egrisinin baglangic iz vektoridir. Yani F,(v) tirev
doniiglimti, bir p € X noktasimin tanjant uzayr T,(X) ’den, F(p) noktasimn tan-
jant uzay1 Tr,)(Y') ’ye bir dogrusal doniigtimdiir.

F : X —Y tiirevlenebilir bir déntigiim ve ds?, Y iizerinde bir Riemann metrigi
olsun. Bu durumda ds? metriginin X tizerine F ilc geri ¢ekilmesi (pull-back) F*ds?,

Vp e X veV v,w € Tp(X) igin
(F*dst)(v,w) = ds%(F.(v), F(w))
olarak tanimlamr.

Tamm 1.2 X ve Y swraswyla ds% wve ds? metrikleriyle verilen iki Riemann mani-
foldu olsunlar. f: X — Y birebir, érten, tirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Ejfer X

in her noktasindakr tanjant uzayr i¢in

f*(dsy) = ds
oluyorsa f fonksiyonuna X veY arasinda bir izometri denir.
2. k: X — Rt tirevlenebilir bir fonksiyon olmak tizere
1*(ds?) = kds?,
oluyorsa [ fonkstyonuna bir konformal déniigim denir.

U, E* ’in acik bir alt kiimesi ve ¢ : U — E" tiirevlenebilir bir fonksiyon ol-
sun. ¢'(z) ile, bir £ € U noktasmda ¢ nin kismi tiirevlerinin olusturdugu (Z—i’;(x))

matrisim gosterelim. Bu durumda V z € U igin
o ¢/(x) ortogonal matris isc ¢ dklidyen bir izometridir.

o k(x)¢/(x) ortogonal matris olacak sekilde & : U —R™* fonksiyonu varsa ¢ kon-

formal déniigtimdiir.



elde ederiz. Bu ise p 'nin konformal olmas1 demektir. =
Burada P(v,t) hiperdiizleminin E"~! ’e dik olmas1 durumunu inceleyelim. Bu

durumda v, =0 ’dar. z € U, (yani z,, > 0) ise, p(z) ’in n. bilegeni
@)=Y=z, + 2t —v - 2)v, =2, >0

oldugundan p yansimasim p : U* — U" olarak kisitlayabiliriz.
E"’de ve U™ ’de egriler arasindaki ag1 tamimlan aym gekilde yapildigindan P(v, t)
hiperdiizleminin E"~! ’e dik olmasi durumunda p : U* — U" yansima déniigiimii

konformaldir.

Onerme 1.1.3 P(v,t) hiperdiizlemi "' ‘e dik olmak iizere p : U™ — U™
plx)=z+2(t—v-z)v

seklinde verilen yansima donisimi hiperbolik izometridir.

Kanit. P(v,t) hiperdiizlemi E*~! ’e dik oldugundan v,, = 0 ’dir. Ve bu durumda
(1.1) esitliginde p,(z) = y, = z, oldugu goriiliir. p aym zamanda Sklidyen izometri
oldugundan

1
p*(dsy) = y—z(dyf +dys + - +dyl)

1
= m—z(d:c';’ +dzk + ... +dx?)
= ds,zl

elde edilir. Boylece p tist yan uzay modeli i¢in bir izometridir. =

Teorem 1.1.4 E"’deki her izometri, en fazla (n + 1) tane yansima dontusiminin

bileskesidir.

Kanit. ¢, E® ’in bir izometrisi ve vg = ¢(0) olsun. Eger v = 0 ise p, birim

doniiglim, aksi takdirde P(%, UTOI) hiperdiizleminde yansima doniigiimii olsun.
0

Boylece pg(vn) = 0 ve ped(0 ) = 0 elde edilir. E™ ’de izometriler A ortogonal



matris olmak tizere, a+ A(z) seklinde oldugundan ve pyé(0 ) = 0 oldugundan py¢
izometrisi ortogonal dontistim olmahdir. (Bkz. [2]).
Varsayalim ki ¢,_, doniistimii, ej,es, ..., €51 vektorlerimi sabit birakan bir or-

togonal déniisiim olsun. vy = ¢;_;(ex) — e diyelim. Eger v, = 0 ise p; birim

doéniisiim, diger durumlarda P(TZLI’ 0) hiperdiizleminde yansima déniistimii olsun.
k

Boylece p,¢,_, doniisiimii ey ’y1 sabit birakir. Sekil 1.1.Aynca j =1,2,...,k —1 i¢in

P

$ale) e, #a(e)

Sekil 1.1: P dizleminde ¢;_;(ex) noktasimn yansimasi

vp-e; = (dp_q(ex) —ex) e
= p_1ler) €
= ¢r_a(er) - Froa(e)
= eg-€;

= 0

oldugundan ey, ey, ..., ex_1 vektorleri P hiperdiizleminin i¢indedirler. Béylece p, yan-
simast ile sabit kalirlar. Bu durumda p,¢;_; doniigiimii e, e, ..., ex "y1 sabit birakmmsg
olur. Tiimevanm ile p; birim déniigiim veya hiperdiizlemlerde yansimma olmak iizere
PrPr—1---Pop doniisiimii 0, ey, €y, ..., &, vektorlerini sabit birakacak sekilde pg p; .., py,
déniigiimleri vardir. Boylece p,p,_1...p0¢ birim déniisiimdiir ve p; ’lerin tersleri
kendileri oldugundan

¢ = pnpn—l"‘po
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elde edilir. =
Kiire Yiizeyinde Yansimalar (inversions)

E™ ’de bir kiire a € E™ noktas: merkez ve 7 € R yancap uzunlugu olmak iizere

S(a,r) ={z €E" ||z —a| =7}

olarak tanimlamr. Bir noktamn o : E* — E” kiire yiizeyinde yansima déniisiimii al-
tindaki goriintiisii o noktayi kiirenin merkezine birlestiren dogru parcasi tizerindedir.
Béylece o(z) = a + s(z — a) olur. Burada s, |o(z) — a||z — a| = 2 olacak sekildeki

pozitif bir reel sayidir. Béylece kiire yiizeyinde yansima déniigtimii icin

Sekil 1.2: Kiire yiizeyinde yansima (inversion)

T‘2

o(x) = a+ ——(z —a)

|z —al
ifadesini elde ederiz. Bu déniigiim kiirenin icini disina, digim da igine cevirir. o(z)
noktasi icin |o(z) — a| |z — a] = r? kogulunu saglayan nokta z oldugundan o%(x) =z

olur. Diger taraftan yansmmamn sabit noktalan ise kiire iizerindeki noktalardar.
Onerme 1.1.5 E" ’de S(a,r) kiiresinde yansima doniigimi konformaldir.

Kamt. S(a,r) kiiresinde yansima déniistimiinti, ¢(z) = (z — a) éklidyen ben-
zerlik doniisiimii ile S(0, 1) kiiresinde yansima déniigiimiiniin bileskesi geklinde yaz-

abiliriz. Oklidyen benzerlik déniisiimleri konformal déniistimler olduklarnindan ispat:
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S(0,r) kiiresi i¢in yapmamuz yeterlidir. S(0, 1) kiiresinde yansima déniigiimi
1

X

7 p

ile verihir. Bu durumda tiirev doniigiimii
1 T;X;
o'(z) = W <6i,,- - 2—|;—|—21>
olur. Burada Q = Elﬁﬁl diyerek
o(2) = 5 (1~ 2Q)
E

yazabiliriz. I —2() ortogonal matris oldugundan ¢ 'nin konformal oldugu gosterilmis
olur. m

Kiire yiizeyinde yansima déniisiimil icin, kiire merkezinin E*~! ’de olmas:1 duru-
munu inceleyelim. Bu durumda kiirenin merkezi a = (a,, a9, ..., 8,1, 0) seklindeki
bir noktadir. Ust yan uzaydaki bir z noktas: icin, x, > 0 oldugundan o(z) ’in
n.bilegem

2
on(z) = an >0

olur. Béylece kiire yiizeyinde yansima déniigtimiinii o : U" — U" geklinde kisitlaya-
biliriz. Bu durumda U" ve E" ’de agt tanimlan aym sekilde yapildigindan dolay:
merkezi E"~! ’de olan kiire yiizeyinde yansima déniigiimleri U" ’de de konformal
déniigtimlerdir.

Teorem 1.1.6 Ust yart weay modeli U 'de, merkezi B! ’de bulunan S(a,r)

kiirelerinde yansima dénidgimleri izometridir.

Kamt. S(a,r) kiiresinde yansima doniisiimiinii, ¢(z) = 2(z—a) &klidyen benzer-
lik dontistimii ile S(0, 1) kiiresinde yansiuna déntistimiiniin bilegkesi geklinde yazabil-
iriz. a noktas1 E*! ’de oldugundan, Onerme 1.1.1 geregince, ¢ doniigtimii iist yan
uzay icin bir izometridir. Bu durumda ispat: S(0, 1) kiiresinde yansima déniigtimii

icin yapmamz yeterlidir. Birim kiirede yansima déniistimit



seklindedir. Kolayhk agisindan y = o(x) ile gosterelim. Boylece

o™ (dsy,) = > (dJl +dy; + - +dy;)
n
olur. Buradan 7 = 1,2, ...,n olmak iizere y; 'nin diferansiyelini alarak,

“ (6 2w
d’li = Z (_,.72 - —‘L‘l‘j—J> dl’j

ve buradan da

" [6; 2z 2z;x;\ [ 6 2r;x
dy?=z< 3 l$4]) z + Z (le B ) ( i k) Ao

pariNE gt R
J#k

clde ederiz. Burada 1,2, ..., n sayilar i¢inden sabit bir a say1s1 secelim. ¢ =1,2,....,n

icin dy? ifadelerindeki, dz? iceren terimlerin toplamlarim hesaplayalim. Boylece

1 4zt 4o " 4x2e?
o) B B = P
|z| lz|” |2 ||

i#a

1 42 " 4222
= —{1- =24 —2-a ) dx?
|=|* ( ||® ; |=|* )

1 412 ", z?
= —[1-—%(1- i ] da?
[ ( ) ( ; W))

L o 2

clde ederiz. Yine 1,2, ..., n sayilan i¢inden sabit kalacak sekilde a, b (a # b) sayilarim
secelim. i = 1,2,...,n icin dy? ifadelerindeki dz,dz, igeren terimlerin toplamm

hesaplayahm. Ilerbir i icin dy? ifadesinde dz,dz; iceren terimler j = a,k = b igin
9 (5i,a _ 218;'%) (5z‘,b _ 21»':'%) d d,
e el S \J2l® el )
olur. Burada i = a i¢in dz.dz), igeren terimlerin toplam

? (1512 } |2|) (‘21?1?) Arads

2 ( 2T,y  ATiT) )
= — — + i | dx.dzy
I |f? |z|

lz



ve 1 = b i¢in dz,dx; iceren terimlerin toplam

2(_2:1%374,) ( 1 2m%)dw iz,
| lzf* )

2 2L
= ™ 7 (—— 2242y —+ dx Scb) dx.dx,

olarak elde ederiz. Buradan biitiin dx,dx, iceren terimlerin toplarm

24 __4:8,1.’;01, 456‘21:1) 4%1:32 zn: 4m§x.;:cb dxdxy
ita ve i b
2 4,. n 4'2’ 4
= = __‘_L_E,IQEE.*_ZL:% dz.dzy
|| || i=1 ||
2 4 k{3 2
2| || = =l
= 0

olarak buluruz. Boylece
. . 1
dyy +dy; + -+ dy; = o (dz} + dxf + - - - + da,)

elde ederiz. Diger taraftan

11 _|a:|4

w2 L2 2
Yn W"’n Ty,

elde ederiz. Boylece

1 . )

U*(dsi) = 'y‘;(dyf + dy§ 4t dyﬁ)
led _1 2 2 2

= i (d”’1+d-’”2+'--+dxn)

1 : . .
= —;(dxf+dm§+---+dxfl)
n
= dsb

olur. Bu ise ¢ 'nun iist yan uzay modeli i¢in bir izometri olmas) demektir. u
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1.2 Mébius Doniigiimleri

n boyutlu sklidyen uzay E" ¢ oo noktasim ckleyerek E* = E*U{oo} tek nokta kom-
paktlamasim alahm. E* ’de bir kiire, S(a,r) kiiresi veya P(v,t) = P(v,t) U {o0}
genigletilmis hiperdiizlemidir. Bundan sonraki kisimlarda ™ *de bir kiireden bahset-
tigimiz zaman, S(a, r) kiiresi veya P(v,t) = P(v, t)U{oco} genisletilmis hiperdiizlem-
ini kastetmis olacagiz. Boylece E® deki bir kiirede yansima dénistimii de S (a,7)

kiiresi veya P(v,t) hiperdiizleminde yansima déniisiimii olacaktr.

Tanim 1.3 K ‘deki kirelerde yansima déndgimlerinin sonlu sayrda bileskesi ali-
narak olugturulan donigimlere Mébius donisimler: denir. E" igin Mibius déniisim-
lerini mb(lf‘}") tle gosterecegiz. %b(]f‘]") ‘nin ¢ift sayrda yansima déntstimlerinin

bileskeleri ile olusturulan altkimesini de M b’b(]E") ile gosterecejiz.

[E" *deki kiirclerde yansima déniiglimlerinin olugturdugu M\gb(lﬁl") kitmesi, bilegke
islemiyle bir grup formundadir. Gergekten mb(E"), tammmindan dolayr bilegke
islemine gore kapalidir. Diger taraftan genel olarak fonksiyonlar bilegke iglemine gore
birlegmeli oldugundan M&b(E") *de bilegke iglemine gore birlesmelidir. P(v,t) ve
S(a,r) kiirelerinde yansima déniigtimlerinin kendileriyle bilegkelerinin birim déniigiim
oldugunu gormiigtiik. O halde I € ]I/I\gb(E") olur. Yani bu doniigtimlerin tersleri
kendileridir. Herhangi bir m € M\gb(E") clemamnmn tersi 1 < i < k icin m;, P(v, t)
veya S(a,r) kiirelerinde yansima déniigiimleri olmak iizere m = mjomgo- - -omy, gek-

linde yazilabilir. Bu durumda !

=, om; ! o - om]! olur. Boylece mb(E")
bilegke iglemiyle bir gruptur. M'b'b(I[:]”), M\gb(]fi") ‘nin yén koruyan elemanlarmn

olugturdugu altgruptur.

Tanmm 1.4 U” i¢cin Mébius dontisimleri, E" 'de "1 e dik olan yars kiirelerde yan-
stma dontigimlerinin sonlu sayrda bileskeleri alinarak olusturulan dondsimler olarak
tamemlamrlar. Bu tir déntgimlerin olusturduju kimeyi M\'o/'b(lU") olarak gostere-
ceffiz. ﬂgb(U") 'nin ¢ift sanda yanstma doniigimlerinin bileskeleri ile olusturulan

altkiimesini de Mob(U™) ile gdstereceifiz.



mb(U") de bileske islemiyle bir grup formundadir ve mb(U”) C MEb(E")
oldugu aciktir. B! ’e dik olan P(v,t) ve S(a,r) kiirelerinde yansmmalar U" icin
izometri ve konformal déniistim olduklarindan, A?gb(U") ’in herbir elemam da U
icin izometri ve konformal déniistimdiir. Béylece U™ ’in biittin izometrilerini I som(U")

ile gésterecek olursak
M&b(U™) C Isom(U™)
yazabiliriz. U ’de y6n koruyan izometrileri de Isom, (U™) ile gosterecegiz.

Sonug 1.2.1 Ust yare uzay: sabit birakan Oklidyen 1zometriler aynt zamanda JTEI)(U”)

in elemanider.

Kamt. Ust yar uzay sabit birakan ¢ oklidyen izometrisi icin ¢(e,) ve e, vek-
torleri aym yonlidir. Boéylece Teorem 1.1.4 ile ¢ ’yi E*! ’e dik olan yansima
déniisiimlerinin bileskesi olarak yazabiliriz. Boylece ¢ € M&b(U") olur. m

Cifte Oran (Cross Ratio)

E °de, a,b,¢,d € E* (a # d, b # c) noktalanmn ¢ifte oram

la—c| |b—¢
b = :
[a’v 7c>d] ]a—dl Ib_d'

seklinde tammlanir. Eger a, b, ¢,d = oo ise bu oran sirasiyla

b—d| la—c| |b—d|] la—c|
b=’ la—dl’ la—dl’ p—d

hallerine déniigiir. Burada E" i¢in | .| fonksiyonu stirekli oldugundan cifte oran da
dort degigkenli siirekli bir fonksiyondur. (Bkz. [2], [3], [6])-

Onerme 1.2.2 Cifte oran Mébius dontgtimlert altinda korunur.

Kamit. ¢ bir Mébius doniisiimii olsun. Bu durumda ¢, K" ’deki kiirelerde yan-
sima déniigtimlerinin bileskesi olarak yazilabilir. Béylece ¢ 1, ™ ’deki bir kiirede
yansima déntigiimii varsayabiliriz. Benzerlik doniisiimleri |¢(z) — ¢(y)| = k |z — y|
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kosulunu sagladiklarimdan dolay: ¢ifte oram korurlar. Béylece ¢, S(a, r) kiire ylizeyinde

yansuna déniisiimii ise S(0, 1) olarak varsayabiliriz. Bu durumda

((z) = o

olur.

A
J2*  Jyl”

- (- +L>%
lz/*  Jx? yl* )

|z — o]
|| ]

1¢(z) = ¢ =

egithigini kullanarak u, v, z,y # oo ve sifirdan farkh noktalan icin

[¢(w), ¢(v), ¢ (=), ()] = [w, v, 7, 9]

elde ederiz.

Eger ¢, P(v,t) yansima déniiglimii ise aym zamanda &klidyen izometridir ve

boylece

¢(z) = CW)| = |z -l

olur. Buradan ("'nm cifte oram korudugu gériiliir.

Cifte oran u, v, z,y 'nin siirekli fonksiyonu oldugundan bu noktalardan birinin 0

veya 0o olinast durumunda da korunur. Boylece u, v, z,y € E* i¢in

[¢(w), ¢(v), C(x), C(w)] = [u, v, 2, 1]
clde edilir. m
Sonug 1.2.3 ]Y/l\'o/'b(lU") “in elemanlar da ¢ifte orans korurlar.
Teorem 1.2.4 Ejfer ¢ Mébius dondgimi oo noktasine sabit birakwyorsa, oklidyen

benzerlik donisimidir.
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Kanit. ¢(co) = oo ise, 0 ve oo noktalan y(z) = ¢(z) — ¢(0) Mébius doniigiimii
altinda sabittir, yani y(0) = 0 ve y(oo) = oo egitlikleri vardir. O halde A > 0 ve M
ortogonal métris olmak iizere v(z) = AMz oldugunu géstermeye caligahm.

Oncelikle [y(z),¥(y),0, 0] = [z,y, 0, 00} oldugundan

(=) _ |zl
@I vl
@] _ ) 0 savitiir. Aym sekilde [y(z),0,7(y), o0] =

elde ederiz. Béylece Vz € E” icin 7]
x
[x,0,y, o] oldugundan
(=) =) _ |l=—y]
()] lul

clde ederiz. Bu esitlikten |y| |y(z) — v(y)] = Aly| |z — y| ve buradan da

Iv(z) — y(W)|? = N |z — y/?

buluruz. Bu ise

v(z) - v(y) = X(z - )

olmasi demektir. Bu son egitlikten 1(/\1) déntiglimiiniin ortogonal oldugunu anlariz.

Bu déniisiimii M ortogonal matrisi ile gosterelim. Boylece A > 0 olmak tizere
v(z) = AMz
biciminde yazilabiliriz. Buradan da
¢(x) = ¢(0) + A\Mz

elde ederiz. Bu ise ¢ 'nin 6khidyen benzerlik déniigiimii olmasi demektir. =

Poincaré Geniglemesi

E" ’de, E* 1 ile E*~1x {0} diizleminin eslenmesiyle z € E*~! noktasina # = (z,0)
noktas: kargihik gelir. Buna gore 1 *deki bir ¢ Mébius déniigitmiinii, " *deki bir
¢ Mobius déniisiimiine tek tiirlii bir sekilde genisletebiliriz.

Eger ¢, B! *de P(a,t) kiiresinde yansima ise, b, Er *de P(a, t) kiiresinde yan-

sima déniigiimiidiir. Eger ¢, E*~! *de S(a, r) kiiresinde yansima ise, é, Er °de S (a,r)
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kiiresinde yansima déniigiimiidiir. Ak olarak <Z bir Mébius dontisiimiidiir. Ayrica

her iki durumda daV z € E"? icin

#(z) = (¢(x),0)

olur. Boylece ¢, E*~! *i sabit birakir. Aym sekilde P(a,t) ve S(@,r) kiircleri E*Ve
dik oldugundan, ¢ déniistimii, U™ ’i de sabit birakir.

#, E™1 "de herhangi bir Mébius doniigiimit olsun. Béylece o; ler E*~! ’de
yansima doniisiimleri olmak iizere

¢ =0,0090---00,

seklinde yazabiliriz. Bu durumda da ¢ ’yi

(;5:6-10620"'06-m
seklinde tanimlayarak ¢ ’yi q~5 Mobius déniigiimiine genigletmig oluruz. Burada J;
’lerin herbinn U™ "1 de sabit biraktigindan (z) ’de U™ 1 sabit brrakar. Bu genislemenin
¢ 'nin yazaimindan bagimsiz oldugunu gorelim. g~b1 ve &2, ¢ ’nin farkh iki yazamindan
elde edilen genigleme déniigiimleri olsunlar. Boylece g~bl o &2_ ! donliglimii E"~1 *in her

noktasmi ve U" ’1 sabit birakir. Buradan
~ o~
by 0 ¢y (00) = 00

olmast gercktigh gortiliir. Teorem 1.2.41le ‘?’1 0(,7)2_ " bir oklidyen benzerlik dontigtimiidiir.
. e . . . . ~ o~ .

¢, o ¢21 altmmda E"~! ’in her noktas1 sabit oldugundan ¢, 0 ¢, (0) =0 ver =
1,2,...,n—11cin

.~
¢y 0 P, (ei) = €

olmahdir. Boylece (Nbl o &; ! bir ortogonal doéniigimdiir. Buradan 551 o <~b2_ l(en) = te,
"dir. 551 o (}Sz_ ' doniigtimii U™ ’1 de sabit biraktigindan



elde edilir. Bu ise q~b1 o) &; ! ‘In birim doéniigiim olmasi demektir. Buradan

~ ~

elde edilir. Béylece ¢ geniglemesinin ¢ nin yazimindan bagimsiz oldugunu gosterdik.
Yam (2) geniglemesi ¢ ’ye gore tek tirlii belirlidir. <~b déntigtimiine ¢ 'nin Poincaré
geniglemesi diyecegiz. Burada, §; ler E"~! “e dik yansima déntigtimleri oldugundan
¢ 'nin U™ ’e kisitlanms: 1\751)(1[}") grubunun elemamdir.

1.3 Ust Yar1 Uzayda Dogrular ve Uzakhk

1
Bu béliimiin bagmda da belirttigimiz gibi ds? = ;E(dxf +dx3+ - - - +dz?) Riemann
metnigi ile dogrudan iki nokta arasindaki uzakhg hesaplayamaywz. x,y € U" olmak
tizere [ [z,y],  ve y noktalarim birlestiren tiim parcah diferansiyellenebilir egrilerin

ailesi olsun. Bu durumda z ve y arasindaki uzakhk

dy(z,y) = inf /dsh | v € Fz,v]

v

ile verilir. Burada infimum degerini veren cgri, £ ve y noktalar arasindaki jeodezik
dogru olarak almr. Bu béliimde hiperbolik uzaym iist yan uzay modelinde, [ ds;,
integralini mnimum yapan egrilerin, E*~! ’e dik olan &klidyen dogrular ve E:“l e
dik olan sklidyen cemberler oldugunu goérecegiz. Bu tip egrilerin U” ile kesigimini
alarak, tist yarn uzay modclinde dogrularm, E"~! ’c¢ dik olan 6klidyen yar dogrular
ve E"~! ’e dik olan 6klidyen yan ¢cemberler oldugunu gorecegiz. Burada bir 6klidyen
yan dogrunun E"~! ’e dik olmasi demek, x,—cksenine oklidyen anlamda paralel
olmas1 demektir. Aym sckilde bir sklidyen yar1 cemberin E"~! ’e dik olmas: demek,
E"~1 "1 kestigi noktadaki tegetinin x,—eksenine Sklidyen anlamda paralel olmas:

demektir.

Teorem 1.3.1 z,y € U™ noktalar: arasindaki, hiperbolik anlamda en kisa egri, bu
noktalar: birlestiren B* 1 ‘e dik éklidyen yar doirular ve yar ¢emberlerdir. Bu ejri-

lerin "1 i kestifi noktalar u,v olmak tizere, x ve y noktalart arasindaki hiperbolik
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uzaklk

dH(wa y) = Iln [‘Ta uu, ’U”
Jormilii ile verilir.
Kanit. Ispat: iki durumda inceleyelim:
1-) x ve y noktalan, E"~! ’e dik 6klidyen yar dogru iizerinde ise,
2-) = ve y noktalar,, E*~! ’e dik &klidyen yar1 dogru iizerinde degil ise

V=00
L

T,
|

1. Durum 2.Durum

Sekil 1.3: x ve y noktalanimin durumlar

1.Durum: z ve y noktalanm iizerinde bulunduran, E*~! ’e dik 6klidyeh yan
dogruyu I ile gésterelim. = = (x;,%9,...,2,) ve ¥y = (y1,Ya,...,y) olmak tlizere
i=1,2,..n—1ic¢in x; = y; ’dir. , > ¥, olsun. Bu durumda I dogrusunun E*—%i
kestigi noktalar u = (xy, Zs, ..., £n—1,0) ve v = co noktalandir. L yan dogrusunun
z ve y noktalartm birlestiren kisrmm L, , ile gosterelim. vy, <t < z,, olmak lizere

2 1l - TN N N .y S . ” 3
Ly: i (21,29, ..., Ty_1, L) ile parametrize edebiliriz. Béylece Ly, “in uzunlugu

mﬂd

¢ )

/dsh=/—=ln(—ai)
t Yn

Ly Yn

olarak bulunur. Diger taraftan v € F [z,y], £ ve y noktalarim birlestiren bagka
bir egri olsun. < i¢in iki durum vardir: Birincisi v 'min L iizerinde olmas:1 durumu,

ikincisi ise L lizerinde olmamasi durumudur. Ik énce v nin L iizerinde olmasi
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durumunu ele alahm. Bu durumda a <t < b, 4, (b) = z, ve y,(a) = y,olmak lizere
v egrisi
7(t) = ($17 Ly .oy Tn—1, ’\/n(t))

seklindedir. [ ds;, integralini kiigiilterek

v
/dSh

it

T > /;“
it

(D)
= n (%,(a))

- n ()
Yn
/dSh S /dsh
Lyz vy

Simdi v 'nin L iizerinde olmamasi durumunu ele alahm. 7y egrisi a <t < b ol-

clde ederiz. Boylece

olur.

mak tizere ¥(t) = (7,(t),V2(t), ..., 7,(t)) seklinde parametrize edilmis olsun. Burada
v(a) =y ve y(b) = z ’tir. y mn uzunlugu

7 1 ! £13\2 %
/ dsy, = / 5 LR + () + - + ()]

olarak verilir. Bu ifade de i = 1,2,...n — 1 olmak {izere baz1 ¢’ler icin (v}(t))* > 0
olmahdir. Boylece bu terimleri atarak if'),deyi kiigiiltebiliriz. Boylece

Jon > [F
= ln(’y,,.(b))— In(v,(a))
= In (i—:
= / dsy,

Ly,z
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elde ederiz.

Boylece = ve y noktalarmmn E"~! ’e dik 8klidyen yan dogru tizerinde olmalan
durumunda, bu noktalar birlestiren en kisa egrinin bu éklidyen yan dogru oldugunu
ispatlarmg olduk. L ’nin En-1 4 kestigl noktalar u ve v olmak tizere x, y noktalan
arasmdaki uzakhg

du(z,y) =In <ﬁ) = |In [z, y,0,00]| = |In [z,y, u,v]|
olarak yazabilirz.

2.Durum: z ve y noktalan E"~! ’e dik sklidyen yan dogru iizerinde olmasmlar.
z,y noktalanindan gecen, E"~! ’c dik 6klidyen yan cemberi C, E"! ’i kestigi nokta-
lar u ve v ile gosterelim. C ’nin, iist yar uzay modeli igin izometri olan S(v, jv — u)
kiiresinde yansima déniisiimii o altindaki goriintiisti E"! ’e dik olan sklidyen bir
yar1 dogrudur. Ayrica o(u) = u ve 0(v) = oo olur. 1.Durumdan dolay1 o(z) ve o(y)
noktalarim birlestiren en kisa egri, bu noktalardan gegen E"~1 ’e dik olan sklidyen
bir yan dogrudur. Béylece z ve y noktalarmi birlestiren en kisa egri E"! ’e dik

okhdyen yar1 cemberdir. z ve y arasindaki uzaklik ise

dy(z,y) = d(o(z),0(y))
= [In[o(z),0(y),0,00]|
= |nfo(z),0(y),o(w),o()]|

olarak bulunur. Cifte oran Mobius déniisiimleri altinda degismediginden
du(,y) = |In [z, y,u,v]]

olur. m

Teorem 1.3.1 ile iist yan uzayda verilen iki noktay: birlestiren en kisa yolun
E"~! ’e dik oklidyen yan dogrular ve yan gemberler oldugunu gérditkk. Béylece
bu tip egriler iki nokta arasindaki hiperbolik dogrulardir. Gergekten de iist yan
uzayda aynk x ve y noktalarindan gegen tek bir hiperbolik dogru vardir. Eger

verilen noktalar = = (a1, as, ..., @n—1,Zn) ve y = (a1, s, ..., an_1,Yn) seklinde ise bu
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hiperbolik dogru E"~! ’e dik &klidyen yan dogrudur. Eger bu iki nokta E"~! ‘e
dik oklidyen yar1 dogru iizerinde degil ise onlari birlegtiren hiperbolik dogruyu su
gekilde olugturabihiriz. « ve y noktalarindan gegen oklidyen dogru parcasim alahm.
Bu sklidyen dogru parcasimin orta dikmesinin E"~! ’i kestigi noktaya ¢ diyelim. c ’yi
merkez kabul eden ve x,y noktalarindan gegen 6klidyen g¢emberin iist yan uzayda
kalan kismm aradigimz hiperbolik dogrudur.

Teorem 1.3.1’in kamtindan dolayr agagidaki énermeyi hemen yazabiliriz.

Onerme 1.3.2 x,Y,z noktalar U”. ‘de birbirinden farkl ¢ nokta olsunlar. Bu

durumda

du(z, z) = du(z,y) + du(y, 2)
olabilmest icin gerek ve yeter kogul y 'nin x ve z ’yi birlestiren hiperbolik dogru

pargas: dzerinde olmasidur.

Onerme 1.3.3 U" ’de izometriler hiperbolik dogrulare hiperbolik dogrulara gotiirir-

ler.

Kamt. f U" ’in bir izometrisi olsun. z ve z, U" ’de iki aynk nokta olsun ve
bu iki noktay1 birlegtiren hiperbolik dogru pargasim £,, ile gosterelim. y ’de £,
iizerinde bir nokta olsun. Béylece Onerme 1.3.2 ile

du(z, z) = du(z,y) + duly, 2)

clde ederiz. f bir hiperbolik izometri oldugundan

du(f(z), /(2)) = du(f(2), f (v)) + du(F(¥), f(2)

olur. Burada yine Onerme 1.3.2 ile f(y) noktas: f(x) ve f(z) noktalarim birlegtiren
hiperbolik dogru parcasi £ ;) (;)lizerindedir. Boylece

flzz) = L12)1(2)

elde edilir. Bir hiperbolik dogru, kesigimleri bog olmayan hiperbolik dogru parcalanmn
birlesimi seklinde ifade edilebileceginden f, hiperbolik dogrulan hiperbolik dogrulara

gotiiriir. m
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Onerme 1.3.4 U" “de , y ve u, v iki ayrik nokta ¢ifti verilsin. Bu durumda x, y
noktalarine u, v noktalarina gétiren bir Mébius doniisimii olabilmesi igin gerek ve

yeter kosul

dlﬂl(wa ?J) = dlﬂl(u7 ’U)

olmasidar.

Kamt. Mobius doniigiimleri hiperbolik izometn oldugundan, z, y noktalarm
u, v noktalarma gotiiren bir Mébius doniisiimii varsa dy(z,y) = dg(u,v) olacag
aciktir,

Tersine du(z,y) = du(u,v) = k olsun. z ve y noktalarmm sirasiyla (0,0, ...,0,1)
ve (0,0, ...,0, ") noktalarma gétiiren bir ¢, Mébius déniigiimii bulmamiz yeterlidir.
Ciinkii aym sekilde u ve v ’yi de aym noktalara gétiiren bir ¢, Mébius doniigtimii
buluriabilir. Béylece aradigimz Mobius déniistimti ¢, ¢, olur.

z ve y noktalanm sirasiyla (0,0, ...,0,1) ve (0,0,...,0,e*) noktalanna gétiirme
iglemini iki durumda inceleyelim. 1.Durumda z ve y noktalar: z,-ekseni iizerinde
olsun. z = (0,0, ...,0,z,) vey = (0,0, ...,0, y,) diyelim. y,, > z, olsun. Eger y, < z,
ise S(0,yy) kiiresinde yansima déniigiimii ile istenilen durum elde edilir. Burada z

ve y arasindaki uzakhk

7
du(z,y) = ln(i—n)

dir. ¢(z) = — oklidyen benzerlik déniisiimi ile ¢(z) = (0,0, ...,0,1) ve

n

Un
go(y) = (0,0,...,0,1‘—‘)

= (0,0,...,,0, ekn)
elde edilir.
2.Durumda z ve y noktalar1 E*~! ’e dik bir cember fizerinde olsun. Bu cem-
berin E"! ’i kestigi noktalan p ve g olarak adlandirahm. Daha sonra S(q, |¢ — p|)
kiiresinde yansima doniigtimii ile E*~! ’e dik oklidyen yan dogrusu iizerine gon-
derelim. Sonra da ¢(z) = z — p dtelemesi ile x ve y noktalarim z,-ekseni tizerine

tagtyalim. Boylece 1.Durumu elde etmis oluruz. m
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Teorem 1.3.5 ﬁgb(U") = /som(U")

Kamt. M\gb(U") C Isom(U") oldugundan dolayr diger yéndeki kapsamay:
gostermermiz yeterlidir.

f € Isom(U"), yani hiperbolik izometri olsun. = ve y, T,-ekseni iizerinde bir-
birinden farkh iki nokta olsun. Béylece f(x) # f(y) noktalan arasindaki hiperbolik
uzakhk

du(f(z), f(y)) = du(z,y)

olur. Onerme 1.3.4, f(z), f(y) noktalarm z, y noktalarina gétiiren v € ]Vfgb(U")
elemammnm varhgim garanti eder. Boylece yo f(z) = z ve yo f(y) = y olur.
v E M\gb(U”) ve f bir hiperbolik 1izometri oldugundan y o f dontigiimii de bir hiper-
bolik izometridir. Hiperbolik izometriler hiperbolik dogrular: hiperbolik dogrulara
gotiirdiigiinden, x ve y noktalarnim birlegtiren hiperbolik dogru olan z,-ekseni, yo f
izometrisi altinda yo f(z) = z ve yo f(y) = y noktalarim birlestiren hiperbolik
dogruya, yani kendisine déniigiir. z,-ekseni iizerindeki bir z noktas1 x ve y nok-
talarina uzakhklanyla tek ttirlit behrlidir. v o f 1zZometrisi altinda z ve y sabit
oldugundan z ’de sabittir. Yani <y o f déniiglimii z,-ekseninin her noktasim sabit
birakir.

S(0,7) kiiresi x,-cksenine diktir ve z, ckseni iizerindeki belirli iki noktaya uza-
kliklan egit olan noktalarn olusturdugu kiimedir. Béylece -y o f izometrisi altinda
S(0,r) kiiresi de sabit kahr. Sindi &,,~ckseni tizerinde olmayan bir w noktasi alalim.
5(0, |w|) kiiresi y o f izometrisi altinda sabit kaldigaindan y o f(w) yine S(0, |w]) tiz-
crindedir. Bu isc |yo f(w)| = |w| olmasi demcktir. Yani yo f tist yan uzay sabit
birakan bir éklidyen izometridir. Boylece Sonug:(l.2i)’dcn dolayr1 yo f € ]T/fgb(U")
olur. yo f = ¢ diyecek olursak

f=7"ope Msb(U"
elde ederiz. m
Sonug 1.3.6 Mdb(U") = Isom, (U™) |
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Tanun 1.5 U st yare uzayen K" 'deki kapanis: olmak tizere, OU™ kiimesinin ele-

manlarna ideal nokta denir.

Acik olarak U" ’in ideal noktalan E"~"in noktalandir. U™ ’deki bir noktanin,
bir ideal noktaya hiperbolik uzakhg sonsuzdur. U” ’in izometrileri, yani Mébius
donigiimleri ideal noktalan ideal noktalara déniigtiiriirler.

Kiirelerin Korunmasi

E" *de S(a,r) veya P(a,t) kiireleri sirastyla
lz]* =2 -z +|af* ~r2 =0
ve
—2a-x+4+2t=0
seklinde tammlanirlar. Bu ik ifadeyr |a|2 > Qo1 olmak lizere
aolz]” —2a -+ an;1 =0

seklinde ortak bir ifadeyde yazabiliriz. Tersine R"*? ’de a = (a,, as, ..., a,) olmak

tizere |a|® > agay4; kogulunu saglayan bir (ao, ai, ..., any1) vektori, E" *de
2
aolz|” —2a-z+ant =0

kosulunu saglayan bir ¥ kiiresi tanunlar. Eger ag # 0 1se

5— g [a (o = a0am)’
Qg IaM

eger ap = 0 1sc

> a Qpy1
el
la|” 2]a]
olur. Burada (ag, @y, ---, @p41), £ 'nin katsay1 vektorii olarak tammlanir.

Teorem 1.3.7 ¢, E" ’de bir Mobius doniigtimd ve X ’da bir kiire olsun. Bu durumda

$(X) ’de B* *de bir kiiredir.
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Kanit. ¢, E" ’de bir Mébius déniigiimii oldugundan, yansima doniigtimlerinin
bil&gkesidir. Bu durumda ¢ ’y1, E" ’de bir yansima doniistimii olarak varsayabilinz.
Acik olarak Sklidyen benzerlik déntsiimleri kiireleri kiirelere gétiiriirler. S(a,r)
kiiresinde yansima doniiglimiinii ¢(z) = 1(z — a) 6klidyen benzerlik déniigiimi ile
S(0,1) kiiresinde yansima déniigiimiiniin bilegkesi geklinde yazabiliriz. Béylece ¢ ’yi
5(0,1) kiiresinde yansima déntiglimii olarak varsayabiliriz. Bu durumda

#@) =

|

olur. (ag,ay, ..., 8y41) vektérii ¥ 'nmin katsayr vektorii olsun. Béylece X,
ao |:r|2 —2a-z+a,; =0

denklemini saglar. y = ¢(z) diyelim. Béylece y
a0 —2a-Y+ans1 lyl> =0

denklemini saglar. Bu ise yeni bir kiire denklemidir. Yani ¢ doniigiimii ile X kiiresinin
goriintiisi bir ¥’ kiiresidir. Benzer gekilde ¢ déniigiimii ile ¥’ kiiresinin gériintiisii
de ¥ kiiresidir m
Ust Yar1 Uzayda Hacim Elemam
n-boyutlu Riemann manifoldu tizerindeki Riemann metrigi genel olarak
ds* = Zgijda:id:cj
4

formundadir. Bu durumda hacim elemam

dV = \/ det(gij)d:vldw2 aee d.'I,'n

seklinde tammlanr.
Onerme 1.3.8 Ust yar uzay igin hacim elemam

1
dV = —nd:t:lda:Q ceoday,

n

‘dir,
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Kamt. Ust yar uzayda Riemann metrig

1
ds? = ‘E—z(dzr? +dzs 4 - - + dx?)

n

oldugundan, (g;;) fonksiyonlarmin olugturdugu n x n ’lik matrisin determinanti

;1?: 0 0
0 L 0
det(gij) = . J.'z‘
0 0 L
1
- l‘%"

olararak bulunur. Béylece

dV = —dridz, - - -dzy,

olur. m

1.4 Hiperbolik Uzayin Diger Modelleri

Konformal Disk Model

IMiperbolik uzayin modellerinden biri de, birim disk i¢inde tanimlanan konformal
disk modeldir. Bu modeli B" ile gosterecegiz. e;,e,,... ,e, vektorler1 E" ’in stan-
dart taban vektorleri olmak iizere konformal disk modeli, tist yan uzaydan birim

diske tammlanan,

g : U"-B"={xeR"|x| <1}

1 .
g(X) = ——__2(22:1; 2¢y, ..., 20,1+ lxll) (xn > O)
|x + en|

déniigtimii kullamlarak clde edebiliriz. Bu durumda iist yan uzaydaki Riemann

metriginden yararlanarak bu modelde Riemann metrigini 72 = Y z? olmak iizere
5

4 .
ds;, = m(dmf +dxd + - +dx?)



olarak buluruz. Konformal disk modelde dogrular, iist yar1 uzay modelindeki dogru-
larim g déniiglimii altindaki goriintiistidiir. Boylece iki noktayr birlegtiren dogru, bu
iki noktadan gecen ve ™! ’c dik olan ¢emberin disk icinde kalan kismdir. B” ’in
ideal noktalan ise S”~! ’in noktalandir.

Konformal disk modelin izometrileri, ¢ € Mob(U") olmak tizere ¢ = g o p 0 g~!
seklindeki déniigiimlerden olugurlar. Bu tip déniistimlerin kiimesi de bilegke iglemiyle
bir grup formundadir. Bu grubu da mb(B“) ile gosterecegiz. Aynca konformal disk
modelde hacim elemam

2‘"

qv = —=
V=trp

dzidxy - - - dz,

olarak bulunur.

Projektif Disk Modeli

Projektif disk modeli de yine birim disk i¢cinde verilen bir modeldir. Bu yiizden
Projektif disk modelini, konformal disk modelden elde etmek daha kolay gériinmek-
tedir. Projektif disk modelini D" ile gosterecegiz. Projektif disk modelini,

P B" — D"
px) = —2 <1
14 x|

doniigiimit ile konformal disk modeclden elde edilebilir. Ayrica bu déniigiim JB"
tizerine, Vx € S™! icin p(x) = x ahmarak siirekli bir gekilde genigletilebilir. p
doniigtimii vasitasiyla, B tizerindeki Riemann metriginden yararlanarak, 72 = Z x?

olmak tizere D" lizerinde,

. 1 1
2 2
dSn = (1—_—;72-)- Z d.’L‘i - m izja:,-mjdmida:j

Riemann metrigini elde ederiz. Projektif disk modelinde de ideal noktalar S™~!
tizerindeki noktalardar.

Projekiif disk modelinin avantaji burada dogrularm oklidyen dogrularm birim
disk icinde kalan kisimlan olmasidir. Aynica projektif disk modelinde izometriler, ¢
déniigiimii B” ’in bir izometrisi olmak tizere p o ¢ o p~! geklindeki déniigiimlerden
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olusurlar. Bu modelde hacim elemam da

1
dV = a‘—‘z);_:—u*dl'ldﬂfg s d$n
—_— 2

olarak verilir.

Buraya kadar olan kisimda hiperbolik uzay1 ve modellerini tamtmaya cahstik.
9imdi ise {i¢ boyutlu hiperbolik uzayda politoplarm hacimlerinin hesaplanmasmda
sikca kullamlacak olan Lobachevsky fonksiyonunu verecegiz.

1.5 Lobachevsky Fonksiyonu

U¢ Boyutlu hiperbolik uzay HP® ’de hacim hesabinda énemli rolii olan Lobachevsky
fonksiyonunu JI : R — R

0
JI(0) = —/log]2sinw|d:1:
0
JI0) = 0
geklinde tanmimhyoruz. Burada 0 = kn,k € Z icin integral has olmayan integrale
dontiglir. Simdi JI ’nin iyl tammmhhgma iligkin teoremi verelim.
Teorem 1.5.1 JI, V 6 € R icin iwyi tansmh, sirekli, periyodik ve periyodu w olan

bir fonksiyondur.

Kamt. w [1,00) kapah araligimn tiimleyeninde bir kompleks sayr olsun. Bu
durumda 1 — w ’de (—o0,0] kapal aralifimin tiimleyeninde bir kompleks say: olur.
Boylece 1 —w ’nin argiimentini arg(l —w) € (—m, 7) olacak sekilde tammlayabiliriz.
Boylece

log(l — w) =log |1l — w| + 4. arg(l — w)

formiilii ile tamml log(1l — w) fonksiyonu [1,00) arahgmn tiimleyeninde analitik

olarak tamimlanms olur. Simdi 0 < 0 < 7 iken

log(1 — €*?) = log(2sin0) +3(0 — g)
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esithginin saglandigim gésterelim.
1—e®® =1— (cos 26 + isin 26)
=1 — ((cos® 0 — sin? @) + 2i sin § cos §)
= 2sin?§ — 2isin @ cos ¢
= 2sin f(sin @ — i cos )

= 25in f(cos(6 — g) +isin(0 — g)) (1.2)
bu esitligi log fonksiyonunda yazarsak
2if : : 4
log(1l — &) = log(2sin @) + (6 — —2—)

elde ederiz.

b(w) = —log(1 —w)

w
formiilii ile tammh ¢ fonksiyonunu gézéniine alalim. (Bkz [2]).

lim wo(w) =0

oldugundan w = 0 ’daki singiilarite kaldinlabilirdir. —log(1l — w) ’nin kuvvet serisi

acithmmndan
oo wn
—log(l —w) = Z— w| <1
n
n=1 .
yazabiliriz. Buradan da
N w1
p) =D el <1
n=1

elde ederiz. ¢(w) fonksiyonu |w| < 1 yakmsakhk diski i¢inde analitiktir. Analitik
devam (analytic continuation) ile [1, 00) kapah araliginin tlimleyeninde de analitiktir.
Dilogaritma fonksiyonu [1, c0) kapah arahgnm tiimleyeninde

¥(z) = / ¢(w)dw
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geklinde tammlamr. ¢(w) fonksiyonunun |w| < 1 yakinsakhk diski i¢cinde terim

terime integre edersek

n 1 g 1 2
elde ederiz. |z| < 1 diski iginde % < " oldugundan ve ; == % yakmsak

© _n
oldugundan Z % serisi diizgiin yakmsaktir. Boylece |z| < 1 kapah diski izerinde
n
n=1

1 fonksiyonunu

o ¢]

zn
b =35 <t
n=1

X _n
seklinde tammlayabiliriz. E z_z serisi |z| < 1 kapah diski iizerinde diizgiin yakmsak
n

n=}
oldugundan 9(z) fonksiyonu |z| < 1 i¢in siireklidir. € ve 8, 0 < ¢ < § < m kogulunu

saglayan reel sayilar olsunlar.

Sekil 1.4: Birim disk i¢inde « , 3 ve y egnileri

Sekil 1.4’deki gibi a, 3,7 cgrilerini gozoniine alahm. ¢(w) fonksiyonu [1,00)
kapah arahgimn tiimleyeninde analitik oldugundan

[ toraw+ [ p)w = [ owiao
o B i ‘
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yazabiliriz. Boylece
/¢(w)dw — ¢(62i0) . ¢(e2is)
B

olur. Burada w = € diyecek olursak dw = 2ie**dt buradan da % = 2idt elde
edilir. Buradan
—log(l —w
/cb(w)dw = /———gi ) de
B B
6
= ——/log(l — e?*)2idt

€
]

— / [log(2sint) + i(t — 2] 2idt

)
= [t? -7t ] —2i/log(2 sint)dt
elde edilir ve boylece

f
—~2 / log(2sin t)dt = ¥(e®®) — () + [nt — ¢ ?

olur. ¢ fonksiyonu |z| < 1 kapah diski iizerinde siirekli oldugundan
6

9
/log(2 sint)dt = lir&/log(Zsint)dt
0 €

has olmayan integrali yakinsaktir. Boylece JI{6) fonksiyonu 0 < 6 < 7 igin iy
tanimbh olur ve

26J1(0) = ¢¥(e?®) — (1) + 70 — 6°

esithigl saglamr. Bu esitlikten # — 7 igin JI(7) = 0 olarak bulunur. Buradan da
2 J1(0) = 1(e?®) — (1) + 70 — 6* formiiliiniin 0 < @ < 7 icin saglandhgh goriiliir.
BéyleceJI fonksiyonu bu aralikta siireklidir. JI(w) = JI(0) = 0 ve — log |2sin(6)]
periyodik ve periyodu 7 oldugundan JI fonksiyonu da periyodik ve periyodu 7 ’dir.
Boylece JI(6) fonksiyonunun V 6 € R i¢in iyi tammbh ve siirekli oldugu goriiliir. m
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Sekil 1.5: Lobachevsky fonksiyonunun grafigi

Yardimer Teorem 1.5.2 JI fonksiyonu tek fonksiyondur ve

n—1

J(n0) =n Y JI(0+ %75), Vn € Z (1.3)

k=0

ozelligini saglar.

Kanit. Once JI fonksiyonunun tek oldugunu gorelim.

~0
J(—0) = — /log |2 sin z| dx
0
ifadesinde z = —u degisken degisimi yaparsak dz = —du olur. Boylece
-0 0 0
J(—6) = — / log |2sinz|dx = / log |2sinu|du = / log |2sin z| dz = —JI(6)
0 0 0
elde edeniz.
n—1
2t—1= H (z — e"szk)
k=0

esitliginde z yerine €% yazahm. Bu ifadenin normunu ahrsak

n—1
e?mz _ 1| - H le2zwl
k=0
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ifadesinde t = z + ﬁn’—' dersek

olur. Béylece

ll — e"mlz = 4sin’t

k
9sin <m+—7r)l
n

elde ederiz. |€?*| = 1 ve (1.2) ’den dolay1 |1 — €?*| = |2sin (nz)| oldugundan

yani

95, 27ik
‘1—6 2iz =

_ 2inz|  __ o —2ip— 2zik
]1 e ' = H '1 —e n
k=0
n—1
|2sin (nz)] = H 2sin (:c—}-—l-an)

k=0

elde ederiz. Bu son egitlikte her iki tarafin logaritmasim ahrsak

2sin|{ x + —
n

esitligini elde ederiz. Her iki tarafin integralini alarak

n—1

log |2sin (nz)| = Z log

k=0

o o1 [0
k
/log |2sin (nz)|dz = Z /log 2sin (:c + ——E) dz
0 k=0 \o "
elde ederiz. Sol taraftaki integralde u = nz sag taraftaki integrallerde de u = z +
degigken degisimi yaparak
1 no n—1 9+%
—/log|2sin(u)|du S / log |2 sin (u)] du
" k=0 \ ix

/\ 3

n

n—1
k=0

—1
km km
6+ —)— E JI | —
" n ) k=0 ( n )
elde ederiz. Bu esitlik n = 2 i¢in

JI (26)

o = JL(0) + T (64 5) — 10— (3)

2 2
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haline gelir. JI fonksiyonunun periyodu 7 oldugundan

EDRIENEI0

elde ederiz. Bu durumda

olur. Béylece aradigimiz

n—1

‘”2”0) S (0+k—”), Vn e Z
n
k=0

7

esithgini elde ederiz. m
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2 Hiperbolik Ucgenin Alan:

Bu béliimde hiperbolik diizlemde verilen bir iiggenin alamum hesaplayacagiz. Daha
sonra hiperbolik ticgenin maksimum hacme sahip olabilmesi i¢in kogullar1 aragtira-

cagiz. Bu incelemeyl yapmak icin de iist yan diizlem modelimi kullanacagz.

Tanmm 2.1 Ugi ayns hiperbolik dojru iizerinde olmayan A, B, C noktalarvman hiper-
bolik dogrularla birlestirilmesiyle olusan sekle hiperbolik iggen denir. Eger A, B,C
noktalar swraswyla s > 0, k > 1 olmak idzere (0,k),(s,t),(0,1) koordinatlarina

sahipseler olugan tggene standart durumdadir diyelim. (Bkz. [8])

Onerme 2.0.1 Ust yari diizlemdeki her hiperbolik iiggen izometrilerle standart du-

ruma getirilebilir.

1. Durum 2. Durum
Al
B ”
CN B
C
E=0 D
3.Durum

Sekil 2.1: Hiperbolik ii¢genin standart duruma getirilmesi

Kamt. Bu énermeyi iic durumda ispatlayacagiz. Birinci durumda AABC hiper-
bolik ticgeninin kégeleri C = (0,1), s > 0 olmak tizere B = (s,t) ve k < 1 olmak
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iizere A = (0,k) geklinde olsun. Bu durumda AABC hiperbolik tiggeni Io 1 ¢em-
berde yansima déniigtimii ile standart duruma déniigiir.

Ikinci durumda A ABC hiperbolik iicgeninin kégelerinin ikisi y—ekseni tizerinde
A =(0,a) ve C = (0, c) noktalan olsun. Eger s < 0 ise y-ekseninde yansima yaparak
s > 0 clde ederiz. Béylece B = (s,t) kégesi igin s > 0 varsayabiliriz. Bu durumda

I, sz inversiyonu uygularsak
loC||0C'| = R?

cloC’| = (Ve)?
0C'| = 1

buluruz. Béylece AABC hiperbolik ii¢genini standart duruma veya birinci durum-
daki hiperbolik tiggene déniigtiirmiis oluruz.

Son olarak AABC keyli bir hiperbolik ii¢gen olsun. AC kenarmin z-eksenini
kestigi noktalan D ve F olarak adlandirahm. Sekil 2.1. Yatay 6telemeler tist yan
diizlem modeli i¢in izometri oldugundan I = O orijin olarak alabiliriz.

Bu durumda D = (d,0) olur ve Ip4 yansimas ile A ve C noktalarmdan gegen
hiperbolik dogruyu y-eksenine gonderebiliriz. Béylece standart olan veya ik iki
durumdan birine uyan bir hiperbolik iicgen elde etmig oluruz. Béylece tist jyan
diizlem modelinde verilen herhangi bir hiperbolik tiggen bu modelin izometrileriyle

standart duruma getirilmis olur. m

Yardimacr Teorem 2.0.2 Bir kigest ideal olan hiperbolik iicgenin alans diger iki

kosesindeki agilar o, olmak tzere m — v — 3 *dar.

Kamt. Bu hiperbolik iicgenin ideal kogesini A,acis1 3 olan kégeyi B, diger koseyi
de C olarak adlandiralim. Burada genelligi bozmadan A = oo, BC' kenarmm da O
merkezli  yancaph hiperbolik dogru lizerinde alabiliriz.Jekil 2.2.

Bu durumda OB ’nin z-ekseni ile yaptigh a1 3, OC ’nin z-ekseni ile yaptig ac
ise m — « olur. Boylece AABC hiperbolik ii¢cgeninin hiperbolik alam

rcosfB oo

HA(AABC) = / / y%dydm
reos(T—a) /r2_z2
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Sekil 2.2: Bir kosesi ideal hiperbolik iicgen

ile verilir. Bu integrali hesaplarsak

HA(AABC)

il
—
< 8
&

a

8

rcosf3

1
——dZ
/ V2 — 22

rreesp

= [arcsin —]

Tl)—rcosa

= arcsin(cos #) — arcsin(— cos @)
s s
B 5 - ,8 + E -

¢

= T—a—p
clde ederiz. Boylece kamit tamamlanmsg olur. =

Teorem 2.0.3 IHerhangi bir AABC hiperbolik ticgeni verilsin. A, B, C kégelerindeki
agilar siraswyla o, B3, olsun. Bu durumda AABC hiperbolik iggeninin hiperbolik

alane m — o — B — v 'dir.

Kamit. Onerme 2.0.1 ’i kullanarak AABC hiperbolik iicgenini standart du-
rumda varsayabiliriz. D = oo olarak adlandiralm. Boéylece ADAC ve ADBC

36



Sckil 2.3: Hiperbolik Ucgen

ticgenler1 Yardimcr Teorem 2.0.2 ’de hesapladigimiz tiirden hiperbolik iicgenlerdir.
Béylece AABC hiperbolik ii¢cgeninin alam

HA(AABC) = HA(ADBC) — HA(ADAC)
olur. Burada DAC aqgs1 7 — a ’dir. £ aquy1 gostermek iizere
HA(AABC) = n—f—~4DCB— (n— (n—a)— £LDCA)
= 1—fB—v7—4DCA— (n— (7 —a)— £DCA)
= m—f—7—4DCA—-a+ £DCA
= T—a—f~-v
eldc ederiz. =

Sonug 2.0.4 Ideal hiperbolik tiggenin alan: 7 'dir.

Kanit. AABC ideal hiperbolik iicgeni verilsin. Bu hiperbolik tiggenin ig
boélgesinde bir O noktasi alahm. Bu O noktas: ile A, B, C noktalarindan gecen
hiperbolik dogrulan ¢izelim ve kenarlan kestikleri noktalan sirasiyla F, E, D olarak
adlandirabm. Burada O noktasida kesisen hiperbolik dogrular arasindaki agilarin
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toplamrm 27 ’dir. Diger taraftan LADC + ABDC = n, LAEB + ABEC = 7 ve
LAFC + LAFB = 7 esitlikleri vardir. Sekil 2.4. Béylece AABC hiperbolik {ic-

B

Sekil 2.4: Poincaré disk modclinde ideal ticgenin béliinmesi
geninin alam, Teorem 2.0.2 kullamlarak
HA(AABC) _=67T—27T—71'—7l'—7l'=71"
elde t.adilir. n

Sonug 2.0.5 Bir hiperbolik tc¢genin maksimum alana sahip olabilmesi igin gerekli

ve yeterl kosul ideal hiperbolik iggen olmasidur.

Kamit. Herhangi bir hiperbolik iicgen bir ideal hiperbolik iicgen taralimdan
icerilir. O halde maksimum hacimli hiperbolik tiggen ideal olmahidir. Diger taraftan
biitiin ideal hiperbolik iicgenlerin alanlan 7 oldugundan, ideal tiggenler maksimum

alana sahiptir. m
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3 Baz Hiperbolik Ideal Politoplarin Hacimleri

Bu boliimde hiperbolik diizgiin, ideal dértyiizlii (tetrahedron), altiyiizli (hexahe-
dron), sekizyiizlii (octahedron), onikiylizlti (dodecahedron), yirmiytizlii (icosahe-
dron), gibi baz1 politoplarn hacimlerini hesaplayacagiz. Ayrica hacimlerinin maksi-
mum olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun diizgiin ve ideal olmalari oldugunu géstere-

cegiz.

Tanim 3.1 X, E* veya H" olmak dzere, X iginde bir politop, sonlu sayrda nok-
tanwn konveks zarfi olarak tanimlanmir. Bu sonlu sayrdaki noktalar da P politopu-
nun koselerini olustururlar. H® ’deki bir PP politopunun bir ideal noktass, }—3, P’nin
E™ 'dekt kapanisr olmak fizere P NOH" kiimesinin bir noktasider. Biitiin kogeler: ideal

olan politopa da ideal politop denir.

Tanmm 3.2 X, E" veya H" olmak iizere, X iginde kégeleri vy, vs, ..., vy olan bir poli-
topun agirhk merkezi
jvl—}-vz—:...—%vk! eger X — En

(itvatotvd/b  w v
[(v:-l'zz+...+v:)/k| eger X = H*

olarak tamimlanr.

Bir politop kége noktalarmin konveks zarfi oldugundan agirhk merkezi ¢ nok-

tasimda igerir.

3.1 Dihedral Agilar

P, H? ’te bir politop olsun. P 'nin S ve T yiizlerinin bitigik olmas1 demek SNT ’nin
hem S ’nin hem de 7" ’nin kenar1 olmasi demektir.

S ve T HB ’teki P politopunun ylizleri olsunlar. Biz S ve T arasindaki ¢ (S,T')
olarak gosterecegimiz dihedral aciyr tammlayacagiz. Oncelikle S = T olmas1 duru-
munda 6 (S, T) = 7 olarak tammhyoruz. Eger S ve T aynk ise, yani P ’nin bitigik
olmayan ylizleri iseler 0(S,T) = 0 diyecegiz. S ve T ’nin bitigik olmas1 duru-
muna ise (S) ve (T'), sirasiyla S ve T ’yi i¢inde bulunduran hiperbolik diizlemler
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Dértytizit y n
i Aluytzii Sekizytz!i

OnikiydzIt Yirmiyiizio

Sekil 3.1: Baz diizgiin hiperbolik gokyiizliiler

olmak tizere H? ’i doért bolgeye ayirirlar. Bu dort bolgeden bir tanesi P ’yi igcinde
bulundurur. #, SN T icindeki herhangi bir nokta A, p: R — H?

1. X(0) =z = p(0)
2. X ve p sirastyla (S) ve (T') ’ye normal
3. N(0) ve p/(0) H? "nin P ’yi igeren yart uzayindan gikan vektorler

olacak gekilde jeodezikler olsunlar. « ise A ve y arasindaki agi olsun. Agik olarak
a, £’In se¢iminden baglmélzdlr. Bu durumda P ’nin S ve T arasindaki dihedral acis1

6(S,T) =7 — a olarak tammlanwr. Sekil 3.2.

Teorem 3.1.1 H? ’te bir ideal dortyiizliide karsibkh dihedral agilar esittir. Ayrica
bir kdgesindeki dihedrol agilar o, 3, olmak dizere o + B+ v =7 ’dir

Kamt. Oncelikle C = ]Ez ’de a, b, ¢, d noktalarinin cifte oranin

a—c¢c b—c

(a,b;¢,d) = S

SH

a—
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9ckil 3.2: S ve T yiizleri arasindaki dihedral ag

seklinde tamumlandigim belirtelim. Bu oran, a noktasmin, b, ¢, d noktalanm sirastyla
1,0, co noktalarnna goétiiren Mébius déniiglimii altinda goriintiistinti verir.

S, HB ’te kogeleri A, B,C, D olan ideal dértyiizlii olsun. S ’yi iist yan uzay
modeline génderelim. Koge noktalarmin goriintiileri ise sﬁaswla a,bc,de 2 olsun.

S *yi, E? *deki

z—¢ b-—ec¢

So(z)z(z’b;c)d) Z—db—d

Mébius déniigiimiiniin Poincaré geniglemesi @ ile resmedelim. Boylece p(b) = 1,
o(e) = 0, p(d) = oo olur. @(a) = o diyelim. Cifte oran, Mobius déniigtimleri
altinda invariant kaldigindan

(a,b;¢,d) = (P(a), @(b); (c), p(d)) = (¢, 1;0,00) = o’

olur. Bu durumda S dértytizliistinde DC kenan tizerindeki dihedral agy arg((a’, 1;0, 00)) =
arg(a’) olur. Aym gekilde S ’yi

z—b ¢—0
z—a c¢c—a

d(z) = (z,¢;0,0) =

Mobius doniigtimiiniin Poincaré geniglemesi q?; ile resmedelim. Boylece (7)(0,) = 00,
$(b) =0, $(c) =1 elde ederiz. $(d) = d' diyelim. Yine cifte oran Mobius doniigtim-

leri altinda invaryant kaldigindan
(a,b;¢,d) = (&(a)@(b);iﬁ(C),&(d)) = (00,0;1,d') = d
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elde ederiz. Béylece a' = d' olmalidir. Bu durumda da AB kenan lizerindeki
dihedral ag1 arg(oco,0;1,d') = arg(d’) = arg(e’) olur. Bu ise DC kenan tizerindeki
dihedral ag ile onun karsisindaki AB kenar iizerindeki dihedral agmin esit olmas:
demektir. o+ 8+ = 7 oldugunu gérmek i¢in de S ’yi bir kégesi co’a gidecek sekilde
tist yan uzay modeline gonderelim. Bu durumda taban 6khdyen liggen formunda
olduélmdm buradaki dihedral agillann toplamm 7’dir. Béylece a + 8+ v = 7 elde

edilir. =

Sekil 3.3: Ideal dortyiizliidde karsihkh dihedral agilar egittir

3.2 Ideal Dortyiizliiniin Hacmi

Oncelikle daha genel olarak bir kégesi ideal olan, ii¢ dihedral ags1 dik ve diger {igit
ise , % — a, 0 olan hiperbolik dortylizliiniin hacmini hesaplayahm. Bu dértytizliyii

Sa,p ile gosterelim.
Teorem 3.2.1 S, g dortyiizlisinin hacmi
1 w
V(Sap) = 7 [T (@+8) + T (@) +21 (5 - )|

dir.



Kamt. Ispat:1 Ust yan uzay modeli
U = {(z,9,2) eR’| 2> 0}
1, .

dsi = ;(dwz + dy? + d2?)
de yapacagz. Genelligi bozmadan S, 'nin ideal kogesini oo’da diger kogelerini
birim kiire yiizeyi iizerinde oldugunu kabul edebiliriz. Ciinkii aym 6zelliklere sahip
bagka bir dértyiizlii U® *iin izometrileri ile sdyledigimiz duruma getirilebilir. Sa,a
dortytizliisiintin zy-diizlemine izdiigtimii A dik tiggeni olsun. Bu durumda A 'min

Sekil 3.4: Ust yan uzayda Sa,p tetrahedronu

dik kenarlarindan biri cos 8 olur. Dolaywsiyla A i¢indeki noktalar

0 < z<cosf
0 < y<ztana

scklindeki noktalardir. U*’de hacim elemam -%dzdydz *dir. Bu durumda S, *mn

V(Sap) / / / —dzdydz = / / 2= $2 da:dy

£/ 1—x2—y?

hacm

olur. Buradan da

cosBrtana

1
2(1 — 22 — y?)

V(Sas) = dydz

0 0
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elde ederiz. Burada u = /1 — 22 dersek

cosfPrtana

V(Sap) = / / 2—(;;,2—1—_72)dydx

cos 3

0
1 u+ ztan

= —log | ——— | dzx
4u U —rtano

cos 3

/' 1 ucosa -+ rtano
= — log d
4u
0

x
ucosa — rtana

elde ederiz. x = cos( diyelim. Bu durumda u = sin0 ve gf = —d0 olur. Boylece
1 f |2sin(0+ a)
sintd + «
V(Sa = —— [ log|————={d0
(Sa.p) 4/ €| 25in(0 - a)
3
2]

= ——i /log|25in(9+a)|d(}—

s
2

log |2sin(f — )| df

N'ﬂ\m

elde ederiz. Burada ilk illﬁcg’ralde z = 0 + o ikincl integralde £ = 6 — a degigken
degisim yaparsak

Bta B--a
1 , .

V(Sap) = 1 /logl.?sinm]dm— / log |2 sin z| dz
Zta F—a

(1B +a) = J(G +a) = J(B—a) + (5 ~ o)

1
4
olur. Buradan da ~JI(§ + @) = J(§ — a) ve —JI(B — a) = JI(a — ) oldugundan

V(Sap) = 7 |A(a+B) + d (e~ B) + 20(5 - )]

PN

buluruz. =

Simdi S, 'mmn iki ideal kégesi oldugunu varsayalim. Bu durumda A’nmn xy

diizlemindeki (cos 3, cos B tan a) kisesi birim ¢ember lizerinde olacaktir. Buradan

cos? B+ cos? Btan’a =1
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ve buradan da tan® a = tan® (3 elde ederiz. Bu ise o = 8 olmas1 demektir. Béylece

onceki teoremden dolay1 S, , 'nim hacmi
1 T
V(Saa) = [Jz(za) +2(5 — a)]

haline déniisiir. JI (2c) = 2JI (@) + 2JI (e + %) oldugundan

V(Saa) = 3 2 @)+ 20 (a4 ) +20(F — )]
- -;-Jf(a) + i— [2JI (a + 7—;) + 2JI(% _ a)]
= %ﬂ ()

elde ederiz.
Sonug 3.2.2 S, , dortyizlisinin hacmi —]2—JI () ’dir.

Teorem 3.2.3 Dihedral agilar o, 3,7 olan T, g, ideal dértyizlinin hacmi

V(Tapn) = I (a) + I (8) + T (7)

dir.

Kamt. Genelligi bozmadan T, g ,’nin késelerinden birini oo ’da digerlerini birim
kiire ylizeyinde varsayabiliriz. T, g, 'mn zy-diizlemine dikey izdiigiimii A, kogeleri
birim ¢ember iizerinde olan bir liggendir. Burada goz oniine almamiz gereken ii¢
durum vardir: Orijinin (1) A’nm i¢inde olmasi, (2) A’nin i¢inde olmasi, (3) A’min

icinde olmas.

1. Orijinin A ’mn i¢inde olmas) duruimunda orijini kenarlarin orta noktalan ile
birlestirelim. Merkezden kirige cizilen dogru parcas1 kirigi iki egit parcaya
aywrdigindan kirige diktir. Diger taraftan aym dikmeye komsu olan iki dik
figgen benzerdir. Cevre ag gordiigli yaym olgiisiiniin yansi1 oldugundan ori-
jin etrafindaki acilar Sekil 3.6’da goriildiigii gibi olur. Dértyiizliiniin, elde

45



Sekil 3.5: Ust yan uzay modelinde ideal dértyiizlii

ettigimiz alt1 dik liggenin herbiri tizerindeki kismm Spg formundadir. Sonug
3.2.2’y1 kullanarak

ViTlapy) = 2|30+ 36) + 51 ()
= T+ T(H)+ T ()

elde ederiz.

. Orijinin A’nin kenarlarindan birinin {izerinde olmasi durumunda bu kenar
cap olacagindan kargisindaki ag1 7 olur.Yine orijin ile iki dik kenarm orta
noktalanm birlegirirsek Sekil 3.7°de gortildiigii gibi dért dik licgen elde ederiz.
Yine birinci durumdaki gibi Sonug 3.2.2°den

VTusr) = 2|30(@+37106)|

= T (a)+ I (B)+ I (3)

= J () +J(B)+ J ()
elde ederiz.
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Jekil 3.6: Orijinin igeride olmasi durumunda A ’min dik tiggenlere bsltinmesi

Jekil 3.7: Orijinin A’mn kenarmlardan birinin iizerinde olmasi durumu

3. Son olarak orijinin A’nin digmda olmas) durumunda agilardan bir tanesi genis
agidir. Yine orijin ile kenarlarin orta noktalarim birlegtirelim. Daha sonra
orijin ve A ’nin kégelerinin birlestirilmesi ile Sekil 3.8’deki gibi dik iiggenler

clde ederiz. Boylece aradigimiz hacim

V(Tapa) =2 |3 0) + 31 (6) - 31(a +5)
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Sekil 3.8: Orijinin A’mn disinda olmas1 durumu
olur. a + 8 = m — <y oldugundan

V(Taps) = 2|30 (@) + 51 (8) ~ 3H(x —7)
= (@) + T (B) + 1 ()

bulunur. Béylece Teorem 3.2.3’iin ispati bitmis olur.

]
Teorem 3.2.4 B ’te maksimum hacimli dértyiizli dizgiin ideal dértyiizlidiir.

Kamt. H? ’te herhangi bir dortytizlit bir ideal dortytizlit tarafindan icerile-
ceginden sadece ideal dortyiizlit durumunu gozontinde bulunduralim. Bu durumda

maksimum olmasm istedigimiz fonksiyon «, 3,77 > 0 ve @ + 3 + 7y = 7 olmak iizere
fle,B,7) = JI (e} + I (B) + JI ()
olacaktir. Diger taraftan «, 3,y sayllarim R3 ’te
D={(e,,7) €ER® | a,f,7 >0, a+f+7y=m}

kompakt kiimesinin elemam gibi diiglinebiliriz. Bu durumda f : D — R geklinde

yazabiliriz. f siirekli fonksiyonu D kompakt kiimesi lizerinde maksimum degerine
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sahiptir. «, 3,7 ’dan en az birinin sifir olmasi durumunda hacim fonksiyonu sifir

degerini alir. Ornegin o =0 ise f+y =7 olur ve

fle,B,7) = J(0)+J(B)+ I (7)
= J(B)+ J (7 —p)
= J(B)—-J(B)=0

elde edilir. Boylece fonksiyon maksimum degerini D’nin i¢ noktalarinda yani o, 3,y >

0 oldugunda alacaktir. g fonksiyonunu

9(e,B,7)=a+B+y—m

seklinde tanunlayalim. Burada Lagrange carpanlan kurah ile grad(f) = Agrad(g)
olacak gekilde A skaleri varcdir. Boylece

—log(2sina) = A
—log(2sin ) = A
—log(2siny) = A

elde edilir. Bu sin @ = sin 8 = siny olmas1 demektir. Béylece «, 3, *i¢in iki durum

vardir.

a = =19

a = B=m—7

Fakat ¢« + B + v = 7 ohnasy gerektiginden ikinei durum olamaz. Boylece [ [onksiy-
onunun maksimum olmas: i¢in dihedral agilann {iglide esit olmalidir. Bunun anlarm
dortyiizliiniin diizgiin dortyiizlii olmasidir. Boylece a = f = v = § olur. Bu

durumda f fonksiyonunun maksimum degeri olarak

1G555)= )

bulunur. =
Iki kosesi ideal olan S, , dértylizliiniin ve ideal dortytizlintin hiperbolik hacim-

lerini diger baz: politoplarin hacimlerini hesaplamada yap: tagi olarak kullanacagz.
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3.3 1Ideal Hiperbolik Piramitlerin Hacimleri

Oklidyen konveks n-gen piramit,tabani aym diizlemdeki n tane noktamn olugturdugu
konveks bir n-gen olan ve bu noktalarin taban diizlemi i¢inde olmayan bir nokta
ile birlegtirilmesiyle olugan politoptur. Aym &klidyen durumdaki gibi hiperbolik
n-gen piramit bu noktalarin hiperbolik jeodezikler ile birlegtirilmesiyle elde edilir.
Hiperbolik n-gen piramidin diizgiin olmasi ile taban geklinin dilzgiin n-gen olmas:
kastedilir. Sekil 3.9.

Jekil 3.9: Hiperbolik diizgiin ideal n-gen piramit

Teorem 3.3.1 H® ‘te diizgiin ideal n-gen piramidin hacmi nJI (L) dir.

Kanit. [deal diizglin n-gen piramidi tepe noktas oo ’a gidecek gekilde iist yan
uzay modeline génderelim. Burada tabandaki n-geni n esit iiggene bélelim B&ylece
n tane egit hacimli ve ii¢ ideal kdgeli dortyiizlii elde ederiz. Daha sonra her bir
ddrtytizlit icin ideal olmayan kdgeden kargi kenara bir dikme inerek iki tane Seex
dértytizliist elde ederiz. Burada a agsi w/n ve San dortylizlistinin hacmi 107 ()

oldugundan piramidin hacmi

Vo-genpiramia = N [2%‘]‘, (E)]



bulunur. =

Simdi daha genel olarak taban gekli diizgiin olmayan ideal n-gen piramidin
hacmini hesaplayalim. Ucgen formunda olan yanal yiizlerin taban ytizeyi ile yaptig1

dihedral agilar1 aj, ay,...,a, ile, olugan bu politopu da X4, 4s,..a

123

ile gdsterelim.
Bu durumda agagidaki teoremi yazabiliriz.

n
Teorem 3.3.2 £, n,,...0n N-gen piramidinin dihedral agilar toplame 3 a; = m ’dir
1=l
ve hacmi

V(zal,ag,...,an) = Z ﬂ(aa)
=1
dir.

Teoremi tiimevarimla ispatlayacagiz. n = 3 durumunda teorem ideal dértytizli
durumuna ddniigilr ve bu durumda da dihedral agilarin toplaminm 7 hacmin de

J (o) + J (ag) + J (az) oldugunu biliyoruz.  $imdi teoremin k — 1 igin dogru

Jekil 3.10: Hiperbolik ideal ¥4, q,... o, pPiramidi

oldugunu varsayalim ve n = k durumunu inceleyelim. %, ,, . o, mn tabanindaki
k-geni, iki kigesini birlegtirerek bir (k — 1)-gen ve bir ticgene ayrahm. Uggen tarafin-
daki iki dihedral ag1 a, a; digerleride «g,ay, ..., a, olsun. Bu durumda oo ’daki
nokta ile birlikte olusturduklar: piramitleri diigiinelim. Burada ii¢ggen tarafinda yeni
olugan dihedral aciya 3 dersek (k — 1)-gen tarafinda olusan dihedral a1 = — 3 olur.
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2
Béylece n = 3 durumundan (z ai) + B =7 ven =k — 1 tiimevanm hipotezin-
i=1
k k
den (Z ai> + 7 — 3 = 7w olur. Boylece (Z a,-) + B+ 7 — B = 27 ve buradan
i=3 i=1
k
da ) o; = 7 elde edilir. Yine aym gekilde n = 3 durumundan ve n = k — 1 igin

i=1
tiimevarim hipotezinden dolay:

V(Sar ) = (Zﬂ(a»)mw)

V(Zasauanm-p) = (Z JI(“c’)) + JI(m — B)

dir. Ve burada da Lobachevsky [onksiyonunun &zelliginden dolay

J(m — B) = —JI(B)
’dir ve boylece
V(D anman) = 3 J(c;)
i=1
elde edilir.

Yine ideal dortyiizliide oldugu gibi n-gen piramidin hacminin maksimum ola-
bilmest i¢in dihedral agilarnn egit olmasi gerekir. Bu da taban gseklinin diizgiin n-gen

olmasi demektir.

Teorem 3.3.3 H?® ’te maksimum hacimli n-gen piramit taban sekli diizgiin n-gen

olan ideal n-gen piramittir.
Kamit. Burada da maksimum olmasim istedigimiz hacim fonkstyonu
Sle, 0, ap) = J(ay) + J () + ... + T ()
dir. Diger taraftan dihedral agilann toplam ile ilgili olarak
ar+a+ .. +a, =7

oldugunu biliyoruz. Lagrange carpanlan kurali ile grad(f) = Agrad(g) olacak sekilde
X skaleri vardir. Boylece (i = 1,2,...,n) icin —log(2sin;) = A elde edilir. Bu

e
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esitliklerden a4, as, ..., o, i¢in iki durum vardir: YaVi=1,2,...,n icin o; = as =

... = 0, olmahdir veya sina = sin(m — &) oldugundan baz #’ler icin o; = o iken
n

bazlarn icin de o; = 7 — o olmahdir. Fakat bu son durumda Y «; > 7 olur. Bu ise
=1

bir §§Ii§kidir. Boylece Vi =1,2,....n i¢cin oy = @3 = ... = o, olmahdir. Bu da
taban seklinin diizgiin n-gen olmas:1 demektir. =

3.4 lIdeal Diizgiin Hiperbolik Politoplarin Hacimleri

Bu boéliinde diizgiin ve ideal olan altiyiizlii, sekizyiizlii, onikiytzlii, yirmiyiizlii ile
iki hiperbolik diizgiin n-gen’in karsilikli kégelerinin hiperbolik jeodeziklerle birlegtir-
ilmesi 1ile olusan politopun hacmini hesaplayacagz.

Simdi bir diizgiin politopu esit parcalara ayirmak i¢in bir ydéntem verelim. Bu
yontemde politopun herbir késesine bir parca karsihk gelir. Diizgiin politopun verilen
bir késgest i¢in, bu kioseye komsu olan yiizlerin agirhk merkezlerini ve bu késede bir-
legen kenarlarin orta noktalanm alahm. Bu noktalara politopun agirlik merkezinide
ekleyerek olusturdugumuz noktalar kiimesinin konveks zarfim alalim. Elde ettigimiz
bu konveks kiime politopun verilen kégeye karsilik gelen parcasidir. Bu iglemi poli-
topun her kégesi icin yaparsak politopu koge sayis1 kadar egit parcaya ayirmig olu-
ruz. Hiperbolik ideal diizgiin politoplarin hacimlerinin hesaplanmasinda sikca kul-
lanacagimiz bu yéntemi ”agirhk merkezine gére bélme” (barycentric subdivision)

olarak adlandiralim.
Teorem 3.4.1 Iiperbolik ideal dizgin altwyizlinin hacmi
.n - 7r
V(altwiizly) = 10]1(-67)
dir.

Kamt. ITiperbolik ideal diizgiin altiyiizliiyti agirhk merkezine gore bélme yén-
temiyle parcalarsak sekiz tane egit hacimli ve bir kosesi ideal olan altiylizlii elde
ederiz. Sekil (3.11). Bu altiyiizliiyii A ideal kogesi noktas1 oo olacak sekilde tist yan

uzay modeline génderelim. Béylece a = 3,8 = § olmak tizere, alt1 tane S 2 dor-

<«
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A /3

Sekil 3.11: Hiperbolik diizgiin ideal altiyiizlii

tytizliisti elde ederiz. Teorem 3.2.1"1 kullanarak herbir S 58 dortytizliisiiniin hacmini

V(Sap) = 7 [HG+D+I(G -7 +20G -7

1 5t T m
= 1|1 - a2 G|

olarak buluruz. Buradan ideal diizgiin altiytizliintin hacm

V(altwiizli) = 8.6& [‘ﬂ(%) — JI(%) + 2ﬂ(%)]
= 12 [JI(% - JI(%) +2JI(—;5)]

olur. Lobachevsky fonksiyonunu tek ve periyodu 7 olan bir fonksiyon oldugundan
JI(32) = JI(n— 1) = —JI(IZ) elde ederiz. Yine Lobachevsky fonksiyonunun Vn € Z
n—1
igin saglacagy JI(n0) = n - J(0+ ) chitliginde n = 2 ve 0 = 7 ahrsak
k=0

™ 7r i
—) = — — 3.1
a(g) =2 | a6+ a() 3)
elde ederiz. Aym ozelligi n = 2 ve 0 = T icin kullanirsak 3 JI(%) = JI(%) elde ederiz.
Boylece

V(altwiizli) = 12 [—JI(%) — J_I(ll;-) + 21[(;;-)]

= 12 [—%ﬂ(%ngﬂ(g)]
- 1017(%)
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olarak buluruz. m

Uyari 3.4.2 Hiperbolik diizgiin ideal altwyiizliintin hacmi beg tane diizgiin ideal dor-

tyiizliye parcalanarak da hesaplanabilir. Bu durumda hacim

V(altayiizli) = 5.3.JI(—§)
i

— 1521 %)

S T
10J1(3)

olarak bulunur.
Teorem 3.4.3 HP ’te diizgiin ideal sekizyiizliinin hacmi 8JI (%) "t

Kamt. Diizgiin ideal sekizyiizlityti Sekil 3.12’deki gibi iki orta dértgenin bu-
hindugu iki diizlem ile dort esit ideal dortyiizliiye ayirahm. Boylece herbir parcanin

hacmi aym olur. Ayrica herbir ideal dértytizliide dihedral agilar 5, 7, 7 olur. Boylece

ENR

NN

&y

Jekil 3.12: Hiperbolik dilzgiin sekizyiizliiniin parcalara aynlmasi

sekizylizliiniin hacmi

V(sekizyiati) = 4 [ (3)+1(])+1(F)]
= 8 (%)

)
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bulunur. =

Simdi de ideal diizglin onikiytizlii ve ideal dilzgiin yirmiytizliniin hacimlerini

hesaplayalim.

Teorem 3.4.4 Hiperbolik ideal diizgiin onikiyizliinin hacmi

V (onikiyiizlil) = 30 [JI(%" - ﬂ(3—7;) +2J (g)]

der,

Kanit. Ideal dizgiin onikiyiizliyt agirhk merkezine gére bdlme ydntemiyle
parcalarsak 20 egit parcaya ayirmg oluruz. Herbir parcada onikiyiizliiniin yiizlerinin
arasindaki dihedral ag1 a, kenarlarin orta noktalarinin yiizlerin agirhk merkezleriyle
birlegtirilmesiyle olugan diizlemler arasindaki agi da 3 olsun. Burada olugan parcay:

(o p ile gosterelim. Sekil 3.13.

ga, A

Jekil 3.13: Onikiyiizliniin pargalara ayrilmas: ve , 5

Ca 'min hacmini hesaplamak igin st yar: uzay modeline génderelim. Bdylece
ap i¢in dihedral agilarinm tgi 2 diger il ise &, 7,1,‘(7r - a),"z2 olan alt: tane S%’%
dortyizliisti elde ederiz. S a8 nin hacmini bulmak i¢in a ve 8 a¢ilarini hesaplayalim.

Cap ‘D A kogesini co ’a génderdigimizde taban klidyen egkenar iiggen formunda
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®

oldugundan a = % olur. Diger taraftan (, 5 "y onikiyiizliiniin bir yliziinti beg esit
parcaya ayirirak elde ettigimiz icin 8 = —251 olur. Bu durumda Teorem 3.2.1 ile

V(Szg) = §[IG+D + I~ D 2a( -]
el

elde ederiz. (, 5 alt1 tane Sz = den olustugundan

117

Vi) = 3 | 150 — 1G5 + 2D

olur. Onikiyiizliide ise 20 tane (, 5 bulundugundan

117

V (onikiyiizli) = 30 [JI (= 30

)= () + 2|

olarak bulunur. m
Onikiyiizltidekine benzer bir yolla ideal diizgiin yirmiyiizliiniin hacmini de hesaplaya-
biliriz.

Teorem 3.4.5 Hiperbolik ideal diizgiin yirmsyizlinin hacmi
V(Yirmiyiizli) = 25JI(%) + Sﬂ(?—g)
dar.

Kamt. Hiperbolik diizgiin yirmiyiizliiyii de agirhk merkezine gire bslme yon-
temiyle parcalayalm. Bu durumda birbirine egit 12 parca elde ederiz. Herbir
parcada yirmiyiizliiniin yiizleri arasindaki dihedral aciyr a, kenarlarm orta nokta-
larmin yilizlerin agirhk merkezleriyle birlegtirilmesiyle olugan diizlemler arasindaki
agiy1 da § olarak adlandiralm. Ve olugan parcayi da (, 4 ile gosterelim. (, 5 'mn
hacminin hesaplamak icin list yar1 uzay modeline gonderelim. Bdylece tabam bir
besgen formunda olan bir koni elde ederiz. Bu besggenin merkezinden kogelere ve
kenarlarn orta noktalarima dogrular ¢izerek 10 tane S%, 8 dortytizliisii elde ederiz.

Burada koninin tabam beggen formunda oldugundan « = %’— olur. Diger taraftan



Sekil 3.14: Yirmiyiizliniin agirlik merkezine gore bolme yontemiyle boliinmesi

Cap ‘Y1 icosehedronun bir yiiziinii {ig egit parcaya ayirwrak elde ettigimiz igin 8 = 2371
olur. Boylece Teorem 3.2.1 ile V(S% g) = V(S% =) hacmini
19 7

V(Ss

1

4
e

) = l[ﬂé”ﬁ RS [CEIRES (L]

10 3 10
- 3G - Ay +2a )|

[=]

olarak buluruz. Boylece (, ; 'nin hacmi

ViCas) = 5 | 20550 — Tgg) + 20|

olur. Buradan da ideal yirmiyiizliiniin hacmi

V(Yirmiytzli) = 1,2.-;3 lﬂ(l??gr T35 )+2JI(-75£)}
= 30 [ﬂ(f&r) JJ(,—)+2JI(-§)]

= 30 [Jf(l—%) ﬂ(2§g) + 2JI(%)]

n—1
olarak elde edilir. J(nf) =n Y. JI(0 + £%) esitliginde n = 3 ve 0 = 3 alrsak
k=0

197 297
M)+ (5

) = —I(C5) — 2 ()
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elde ederiz. Aym esitlikte n = 2 ve 0 = {; ahrsak

T 1 _ 7 2
JI(E —gﬂ(g)“l'l’(‘g)
ven:2ve0=%ahrsak
3 s 1 2
ﬂ(1—0)~ﬂ(g)—§ﬂ(-‘5—)

clde edenz. Elde ettiklerimizi hacim fonksiyonunda yerine yazarsak

V(Yirmiytizli) = 30 [JI(I;TW) A JI(%—)—TE) + 2JI(7—5T)]

30
3 ™ v
= —300(Z) —100r(~ ul
0.T(35) — 10J1(35) + 601 (%)
3 2m T
= —3001(50) — 1001(F) + 55()
= —300(%) + 150(F) - 10035y + s50(Z)
5 0 5 5 5
T Yis
= 280I(z) +5J(%)

sonucunu elde ederiz. m

Simdi ise iki hiperbolik diizgiin n-genin birbirine karsilik gelen koselerinin hiper-
bolik jeodeziklerle birlestirilmesiyle olusan prizmamn hacmini hesaplayalim. Koseleri
birlestirilmesi iglemi simetrik bir sekilde yapildiginda yan ytizler arasindaki agy aymdir.
Bu aciy1 § ile gésterelim. Burada yan yiizlerin diizlemsel n-genlerle yaptig agilar da

aymdir. Bu ag1 da & olmak iizere olusturdugumuz ideal politopu €2, g ile gosterelim.

Sckil 3.15.
Teorem 3.4.6 Qg g 'min hacmi
) T
V(Qup)=n |@IE) + T+ Ty + Ta—T)
2 n n
dir.

Kamt. Burada ,g'nin diizlemsel n-genlerinden birinin iki komgu kenan le
onlara komsu olan diiscy kenar sonsuzda bir éklidyen tiggen formundadir. Boylece
2a + 8 = 7 olur. Hacmini hesaplamak icin {2, g ’y1 list yan uzay modeline gondere-

lim. Q,p'y1 Sekil 3.16’daki gibi n esit dilime bolelim. Bu pargalarn herbirini
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Sekil 3.15: Poincaré disk modelinde €2, 5 prizmas

Wa,p ile gosterelim. wq g’da kiigitk kiire yiizeyinin olugturdugu iiggen T; biiyiik
kiire ylizeyinin olugturdugu tiggen de T3 olsun. Bu iiggenler iizerinde kalan hacim-
lerde sirasiyla Cy ve C, olsun. dy(z) = p.z (p € R) iist yan uzay modeli igin
bir 1izometn oldugundan C; ve Cs izometriktir. Béylece C; ve Cy’nin hacimleride
aymdir. Béylece wq s 'mn hacmi Q = (wq g U Cy) — C) kiimesinin hacmine esit olur.
@ bir dértgen tizerindeki sonsuz konidir. w, g ‘nun yani Q’nun hacmini hesaplamak
igin dihedral agilarim hesaplayalim. ) ’nun yan yiizlerindeki dihedral aglar % ’dir.
(2 'nun 6n yiziiniin ile biiyiik kiire yiizeyi ile yaptigh ag1 v olmak iizere én yiizdeki
dihedral ag1 o + v arka yiizdeki ise a — 7y olur. £, g diizgiin n-genlerden olusturul-
dugundan iist yar: uzay modelinde tabam biiyiik kiire kiizeyi olan bir diizgiin n-gen

piramit olugur. Boylece v = I olur. Boylece @) *nun hacmi
V(Q) = Viwap) = 21(5) + H(a+ ) + M@= T)
olarak bulunur. 2, g icinde n tane wq g bulundugundan hacim
V(Qap) =n [ZJI(—/B—) + J(a + z) + Jd(o — E)}
2 n n
olarak elde edilir. (Bkz. [11]). =

Ornek 3.4.7 Qo p prizmasi n = 4 durumunda ideal dizgiin altwyizli olacaktir. Bu-

rada yukaridaki teoremi kullanahm. Once a ve B dihedral agilarn belirleyelim.
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Sekil 3.16: Ust yan uzay modelinde Q, g prizmasi ve n esit dilime ayrilmas:

= ’5' bulunur. Daha sonra

altwiizld i¢in a = B ve 2a + 3 = n olduffundan a = 3
bunlare énceki teoremdeki hacim formiiliinde yerine yozarsak

V(altwrizli) =4 [QJI(%) + JI(% + JI(%)]

elde ederiz. (8.1) esitligini kullanarak,

V(altaiids) = 4|200(%)+ Lar(%)
6 2 6
i
= 10J(—
&)
elde ederiz. Bu da ideal diizgiin altiyiizlii i¢in daha dnceden hesapladifimaz hacim ile

aynader,

Simdi hesapladigimz hiperbolik hacimleri yaklagik degerleriyle birlikte tablo
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halinde yazahm.

IDE_%L i HACMI YAKLASIK DEGERI
COKYUZLU

Dortyiizlit 3JI(Z) 1.014941606...
Altrytizlii 107 (%) 5.074708032...
Sekizyiizlii 8JI(Z) 3.663862377..
Onikiytizli 30 [J(XE) — JI(E) +2J(%)] 20.58019936...
Yirmiyiizli 25J1(Z) + 5JI (%) 13.52962820...

Diizgiin n-gen Piramit nJI(Z)

n-gen prizma (Qy5) 7 [2JI(§) +d(a+Z)+ Jd(a— %)]

3.5 Ideal Diizgiin Hiperbolik Politoplarin Hacimlerinin Mak-
simalligi
Bu beéliimde bir énceki béliimde hacimlerim hesapladigimiz politoplarin hacimlerinin
maksimum olabilmesi i¢in ideal ve diizgiin politoplar olmas1 gerektigini gosterecegiz.
Tanim 3.3 X herhang: bir kiime ve G bir grup olsun. Eger
GxX — X
(9,7) — gz
seklinde taniml ve
1. e, G’nin birim elemans olmak izere Vx € X igin ezT=z
2. Vg,h € G veVz € X igin g(hx) = (gh)x

kosullarma saglayan bir fonksiyon varsa "G grubu X dizerine etki(hareket)

eder” denir.
Tanmm 3.4 f:R" — R fonksiyonu verilsin. Eder a,b € R" vet € [0,1] igin
fta+(1—1t)b) > ¢f(a) + (1 —1)f(b)
kosulu sajlamyorsa f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. (Bkz. [10]).
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Teorem 3.5.1 ©, R" ’in kompakt, konveks bir altkimesi olsun. G grubu R™ iz-
erinde etki eden ve ® ’yi invaryant birakan bir grup olsun. (Yani Vg € G igin
9(D) =D olsun). Varsayahm ki tek tirli belirli bir z, € D icin g(z,) = z, olsun.
Bu durumda Vg € G igin f(g9(z)) = f(z) kosulunu sajlayan ve D kiimesi tizerinde

konkav olan f : R™ — R fonksiyonu i¢cin

max {f(z)} = [(zo)

olur,

Kanit. Oncelikle siirekli bir fonksiyon kompakt bir kiime iizerende maksimum
degerini alacagimdan f siirekli fonksiyonu da ® kompakt kiimesi tizerinde maksimum
degerint alir. Varsayahim ki z, ’dan farkh bir y € ® noktasimda f | fonksiyonu
maksimum degerini alsin ve bir g, € G i¢in g,(y) # y olsun. f fonksiyonunu y ve
9o(y) noktalarim birlegtiren dogru parcas: iizerine kisitlayalim. f fonksiyonu Vg € G
icin f(g(z)) = f(z) kogulunu sagladigh icin f(g,(y)) = f(y) olur. f, D lizerinde
konkav fonksiyon oldugundan X € [0, 1] icin

FOY+ (1 =Ngo(y)) = Af(y) +(1—A)f(90.(%))
= M) +Q-Nf(y)
= [(y)

clde cdilir. Yani [ fonksiyonu y ve g,(y) noktalarim birlestiren dogru parcas: iiz-
crinde y’deki degerinden biiyiik degerler almaktadir. Bu  ise y’'nin maksimum
nokta olmas: ile ¢ehgir. O halde f fonksiyonun maksimum degerini aldigir nokta
G grubunun harcketi altinda degismemelidir. z, noktas1 © kiimesi tizerinde bu

ozelligh saglayan tek nokta oldugundan
max {f(z)} = f(z,)
olmalidir. m
Yardimer Teorem 3.5.2 f:[0,7] x [0,7] = R
fle, B) = Jl(e) + J(B) + J (7 — (a + B))
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seklinde tanamlanan f fonksiyonu 0 < a+f < 7 kogulunu sedlayan altkiime izerinde

konkav fonksiyondur.

Sekil 3.17: f fonksiyonunun grafigi

Kamit. f fonksiyonunun Hessian matrisini hesaplayalim. Burada Lobachevsky

fonksiyonunu [0, 7] arahginda inceledigimiz i¢in ve bu aralikta sin z > 0 oldugundan

—log|2sinz| = —log(2sinz) olur. Boylece f fonksiyonunun birinci kismi tiirevleri
of : :
3 — log(2sin o) + log(2sin(m — (o + 3))
g% = —log(2sinf) + log(2sin(r — (o + B))

olarak bulunur. Buradan ikinci kismi tiirevler ise

Py - o ijg: EZigg; — —cota + cot(a + )
‘g% = —Z?jg - Z?IT((::((Zig)); = —cot 8 + cot(a + f)
P
ZL - et e

olarak elde edilir. Ikinci kismi tiirevler [0, 7] x [0, 7] kiimesi tizerinde stirekli fonksiy-

onlardwr. Burada

sin(b — a
cota — cotb = —(———)
sin @.sinb
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oldugundan Hessian matrisi

H = " sin ajil:)?a+ﬁ) COt(a + :8)

cot(a + ) _Eﬂlﬁ[%zTﬁ—)

olarak bulunur. Boylece

1— 2
IH| = .c;)s (a+,3):1
sin®(a + ()
elde edilir. «, 8, + 8 € [0, 7] oldugundan % = "Z.T._u%%%ﬁﬁj < 0 olur. % < 0ve

|H| > 0 oldugundan Hessian matrisi negatif tammhdir. f fonksiyonu ikinci derece-
den siirekli kistm tiirevlere sahip oldugundan ve Ilessian matrisi negatif tammbh .
oldugundan konkav fonksiyondur. (c,f) € [0,7] X [0,7] ve m — (@ + B) € [0, 7]
olmak iizere f fonksiyonunun konkav oldugu Sekil 3.17°deki grafikten de goriilebilir.

|
Tcorem 3.5.3 H® ’te maksimum hacimli sekizyiizli dizgiin ideal sekizytizlidir.

Kanit. Oncelikle her sekizyiizlii bir ideal sekizyiizlii tarafindan igerilir. Dolaysiyla
maksimum hacimli sekizyiizlii bir ideal sekizytizlli olmahdir. Boylece teoremin kamtinda
sadece 1deal sekizyiizliilen ele almamz yeterlidir.

Biitiin hiperbolik ideal sekizyiizliilerin kiimesini P ile gosterelim. Herhangi bir P
ideal sekizyiizliisii verilsin. P ’nin kégelerimi A', B', C', D', I, F' olarak adlandiralim.
Daha sonra P ’yi A kégesi, co’a gidecek gekilde fist yar uzay modeline gonderelim. P
"nin dihedral agillanm Sekil 3.18 ’deki gibi a;, as, ..., @9 olarak adlandiralim. Béylece
verilen herhangi bir P sckizytizliisiine, [0, 7] x [0, 7] X - -+ x [0, 7] konveks kompakt

12 kere
kiimesinin

ayt+agtoz = T
oy toast+oag =
art+oagt+oag = T
aptoantoap = 7



ve

as 4 ag + ag + a9 = 21

kogullarim saglayan © dogrusal alt uzaymmdan bir nokta kargihk getirmis oluruz.
Burada © ’nin kendisi de kompakt ve konveks bir kiimedir.

Sekil 3.18: Sekizyiizliiniin parcalara ayrilmas:

PP, € P sekizyiizliilerine ® kiimesinden aym nokta karsihik geliyorsa ” P ve
P, bagmtihdir” diyelim ve bu bagintiy1 ~ ile gosterelim. Acgik olarak ~ bir denklik
bagimtisidir. Bu denklik bagmtisina gére olusan denklik smiflan kiimesini © = P/ ~
ile gosterelim. Boylece © ’daki herbir denklik simfina ©’de bir tek nokta, aym gekilde
©’deki herbir noktaya da ©’da bir tek denklik simfi kargihk gelir.

Béylece herhangi P € © smmfindaki ideal sekizyiizliilerin hacimleri, dihedral
acilar yukanidaki gibi tammmlanmak iizere

V =J(oq) + J(o2) + -+ Jd{ou2)

olarak verilir.

Oklidyen diizgiin sekizyiizliiniin tam simetri grubunu G ile gésterelim. Ve G'nin
© iizerindeki etkisini gozéniine alahm. © ’den bir P smifi verilsin ve P ’de bu
sifin bir temsilci elemam olsun. Oklidyen diizgiin sekizytizliiniin késeleri ile P *nin
kogelerini Sekil 3.18’deki gibi sabit bir gekilde egleyelim. G grubunun bir g elemam P
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sekizytiizltistiniin kogelerini, dolayisiyla da dihedral agilarimin yerlerini degistirecektir.
Boylece olugan bu yeni ideal sekizylizliiye g(P) = P’ diyecek olursak, P ve P’ "niin
hacimleri de aym olacaktir. Yani

V(P)=V(g(P))

olacaktir. © ile ® arasinda birebir ve érten bir esleme oldugundan G ’nin © iiz-
erindeki etkisini © iizerinde de diigiinebiliriz. Boylece bir g € G, D kiimesinde P
’ye karsilik gelen noktayr P’ sekizyiizliisiine karsilik gelen noktaya déniistiiriir. Agik
olarak ® kiimesi G gurubunun etkisi altinda sabit kalacaktir.

Simdi D kiimesinde G nin etkisi altinda sabit kalan bir tek z, noktasimin oldugunu
gosterelim. Oklidyen diizgiin sekizyiizliintin AF ekseninde saat yoniinde 5 radyanhk
yaptigr donmeye karsihk P’nin dihedral agilan

o1 7 Qg Oy —> 07 Q7 —> 019 O — Oy
Oy —* Q5 Oy — (g Og — 013 011 —F Oy

Qz — Qg O — Qg Qg — Q12 Q12 — O3

seklinde degigir. O halde ® tamm kiimesinde G’nin hareketi altinda invaryant kalan

nokta i¢in

a; = 04 =07 = Qyo
Q9 = Q5 = 0Qg = Q13
Q3 = O = Og = 12

olmahdir. o3 + ag + a9 + 13 = 27 oldugundan a3 = ag = a9 = ayp = § elde

edilir. Diger taraftan ACE diizleminde yansima ile a; = o elde edilir. Boylece

04 — O = OQjgp = €1 = (11 = Oy — Oy = (Og — % elde edilir. Béylece D

tanim kiimesinde G grubunun hareketi altinda invaryant kalan tek nokta z, =
L 5 11 5) noktasidir. Boylece bu noktaya karsihk gelen sek-

izyiizliiniin biitiin dihedral agilar § olur, yani diizgiin sekizytizlidiir.
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Sekizyiizliiniin hacim fonksiyonunu i = 0,1, 2,3 i¢in a3;41 + @342 + 03i43 = T Ve

f fonksiyonu Yardima Teorem 3.5.2°deki gibi tamimh olmak tizere

Viay, ag,...,a13) = J(ay)+ J(g) + -+ J(as2)

= f(oa,a2)+ flas, as) + flar, as) + f(o10, 11)

olarak yazabiliriz. Yardimci Teorem 3.5.2’den dolayr f konkav, dolaywsiyla da V
konkavdir. Boylece Teorem 3.5.1’in kogullan saglanmig olur. Bu durumda z, noktas:
V hacim fonksiyonunun maksimum noktasidir. O halde H*’te maksimum hacimli
sekizyiizlii diizgiin ideal sekizyiizliidiir. =

Teorem 3.5.4 H® ‘te maksimum hacimli altwytizli dizgiin ideal altvyiizlidir.

Kamt. Her hiperbolik altiyiizlii bir ideal altiyiizlii tarafindan igerileceginden
maksimum hacimli altiytizlii ideal altiyiizlii olacaktir. Bu durumda kamtta sedece
ideal altiytizliileri ele almamiz yeterlidir.

Biitiin hiperbolik ideal altiyiizlilerin kiimesini P ile gosterelim. Herhangi bir
P ideal altiyiizliisii verilsin. P ’nin késelerini A, B',C', D', F', F',G', H' olarak ad-
landiralim. Daha sonra P ’yi A’ kosesi, oo’a gidecek sekilde tist yan uzay modeline
gonderelim. P ’nin dihedral acilanm Sekil 3.19’daki gibi a3, as, ..., 035 olarak ad-
landiralim. Boylece verilen herhangi bir P altiyiizliisiine, {0,7] x [0,7] X - -+ X [0, 7]
konveks kompakt kiimesinin o

atoygtortoaptazt+oe = 7T
az+ g +ag+aptags+ag = 27

Qg+ = 7T

Qs +oag = T

aopntoy = T

kogullarim saglayan © kompakt, konveks dogrusal alt uzayindan bir nokta karsihk
getirmis oluruz. Eger P den verilen iki altiyiizliiye © kiimesinde ayni nokta karsihk
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geliyorsa, bu iki altiyiizliiye bagmtihdir diyelim. P ’yi bu denklik bagmtismin olus-
turdugu denklik smiflarma bolelim. Bu denklik simiflarimim kiimesini de © ile géstere-

him.

F E
A D | l—
/K G H
B C

Sekil 3.19: Oklidyen altiyiizlii ve hiperbolik altiyiizliiniin dihedral acilarmmn ad-
landinimas:

Sekizyiizlii durumundaki gibi, klidyen diizgiin altiyiizliiniin tam simetri grubu G
*nin, © iizerine, dolayisiyla da © iizerine etkisini ele alahm. Oklidyen diizgiin altiyii-
zliiniin AH ekseninde saatin tersi yoniinde 2?“ radyanlik dénmesiyle P’nin dihedral
acilan

oy — G =013 — 0y
Oy — O — O3 — Oy
Qg — Q3 — Q37 > Q3
Qg — Qg — Oy — O

O3 — Qg — g — Q3g — G5 — Qg —> O3
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seklinde degigir. Bu durumda G’nin hareketi altinda sabit kalan bir nokta icin

a1 = Gy =013

Q4 = Q10 = Oi¢

Qs = 11 = Qg7

Qg = Q14 = Qg

O3 = O =09 = Q12 = Q15 = Q38

esithkleri saglanmahdir. Yukandaki esitliklerden

vis
043=a6=049=0112=0415=a1s=§

elde edilir. Diger taraftan oklidyen diizgiin altiyiizliiniin ABEH diizleminde yansi-
masi ile o; — o4 ve a5 — o degismeleri meydana gelir. Béylece © kiimesinde G

grubu altinda sabit kalan nokta icin

Qy = Oy = Qy =019 = Q13 = Q16 =

Oy = O =08 = 011 = Qg = Q17 =

o ¥Noe |

esitlikleri elde edilir. Boylece bu kogullan saglayan noktayr z, = (g, 09, ..., 033) ile
gosterelim. z, noktasina karsihk gelen altiytizliintin herbir kenan tizerindeki dihedral

w

aq1 3 olacaktir. Bu da hiperbolik altiylizliiniin diizglin altiytizli olmas: demektir.
Bu nokta G’nin diger elemanlanyla da sabit kalacaktir.

Altiyiizliiniin hacim fonksiyonunu f fonksiyonu Yardime: Teorem 3.5.2°deki gibi
tammlanmak tlizere

5
V(Oél, Qg, ..., 013) = zf(a3i+1; a35+9)
=0

olarak yazabiliriz. Yardimc: Teorem 3.5.2’den dolay: V' fonksiyonu konkav fonksiyon-
dur. Béylece Teorem 3.5.1’in kogullan saglanmg olur. Bu durumda z, noktas1 V
hacim fonksiyonunun maksimum noktasidir. O halde HP’te maksimum hacimli al-

tiytizlii diizglin ideal altiyiizlidir. =

Teorem 3.5.5 H® ’te maksimum hacimli yirmiyizli dizgin ideal yirmiyizlidir.
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Kanit. Yine her hiperbolik yirmiyiizlii bir ideal yirmiyiizli tarafindan icerile-
ceginden maksimum hacimli yirmiyiizlii bir ideal yirmiyiizlii olacaktir. Bu durumda
sadece 1deal yirmiyiizliileri ele alacagiz.

Biitiin hiperbolik ideal yirmiyiizliilerin kitmesini P ile gosterelim. Herhangi bir P
ideal yirmiyiizliisii verilsin. P ’nin kégelerini A', B, C', D', E', F',G', H',I' | J ,K', [
olarak adlandiralim. Daha sonra P ’yi A’ kogesi, oo’a gidecek sekilde list yar1 uzay
modeline génderelim. P ’nin dihedral aclarmm Sekil 3.20 ’deki gibi o, oy, ..., oy
olarak adlandirahm. Béylece verilen herhangi bir P yirmiytizliisiine,

[0, 7] x [0,7] x -+ x [0, 7]

45 kere

konveks kompakt kiimesinin

o1 +ag+ar+oap+ o3 =27
Qg + a5 + e + 3o + a3 = 21
o3 + a5 + s + Qg9 + g = 27
ag + as + ao1 + Qg + Qg7 =27
Qg + 01 + Otag + Qg5 + 0o = 27

02 + Qg + Qo7 + g + g3 = 2
ve i = 0,1...14 olmak tizere
03541 + Q3342 + 03543 =T

kogullarim saglayan ® kompakt, konveks dogrusal alt uzaymdan bir nokta karsihk
getirmis oluruz. Eger P ’den verilen iki yirmi yiizliiye ® kiimesinden aym nokta
kargihk geliyorsa bu iki yirmiyiizlitye bagmtihidir diyelim ve bu denklik bagintisinin
olusturdugu denklik simflan kiimesini © ile gésterelim.

Simdi oklidyen diizgiin yirmiyiizliiniin tam simetri gurubu G’nin © izerine,
dolaysiyla da ® iizerine etkisini gozoniine alahm. Oklidyen diizgiin yirmiyiizliintin
AL ekseninde saat yoniindeki %’T radyanlk dénmesine karsihk ¢ = 1,2, 3,16, 17, 18,31, 32,33
degerleri icin

O —> Q3 > Qe —> Q9 > Q12 — O
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Sekil 3.20: Oklidyen yirmiyiizli ve hiperbolik yirmiyiizliiniin dihedral acilarinin ad-
landirlmas:

degismeleri meydana gelir. Bdylece © tizerinde G grubunun hareketi altinda sabit
kalan bir nokta ¢ = 1,2, 3,16, 17, 18, 31, 32, 33 degerleri icin

O = O3 = Qgye = Qypg = Ggq12
egitliklerini saglamahdir. Bdylece

27
011=0¢4=a7=alo=0tls=—5—

elde edilir. Diger taraftan sklidyen diizgiin yirmiyizliiniin AEGL diizleminde yan-
simasi ile ags = aagg, 211 = a2, ag = az esitlikleri bulunur. Boylece

3x
Otz=aa=0ts=as=as=0t9=a11=alz=al4=a15='1—6

elde edilir. Ayrica tklidyen dilzgiin yirmiyiizltiniin B eksenindeki saatin ters yoniinde
3'35'— radyanhk dénmesiyle B'C’ tizerindeki dihedral agimin A’B’ iizerindeki dihedral
aclya egit olmas: gerektigi gériiliir. Béylece B'C’ iizerindeki dihedral ag1 3—5” olur. Bu
ise .

3w
aal=aa4=aav=a4o=a43='g
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demektir. Buradan

™

Q17 = 0120=C¥23=0426:O<29=g
T

O3y = Oé33=0435=0536—_—a38=-5'
T

Q39 — 0141=C¥42=C¥44=0445=g

esithkler1 elde edilir. a7 = § ve oy = 43 oldugundan

2
Qg = Q18 = (19 — g1 = Qg2 = Qg4 = Qg5 = Qg7 = Qigg = (30 = ——

5

olur. Bu durumda G’nin hareketi altinda sabit kalan z, = (a1, a2, ..., 045) noktas:
yukarida elde ettigimiz egitlikleri saglayan noktadir. Ve G’nin diger elemanlarnnin

etkileri altinda da sabit kalir. Béylece bu noktaya kargihk gelen ideal hiperbolik

3r

yirmiylizliintin herbir kenan tizerindeki dihedral a1 =

olur. Boylece elde edilen
yirmiytizli diizgiin ideal yirmiytizlidiir.

Burada i = 0,1...14 olmak tizere as;y1 + Q@312 + a3;13 = 7 oldugundan ideal
yirmiyiizliiniin hacim fonksiyonunu f fonksiyonu Yardimci Teorem 3.5.2’de tamm-

landigr gibi olmak {izere

14
V(ab g, ..., a45) = Z f(a3i+1> 043i+2)
i=0

olarak yazabiliriz. Bu fonksiyon Yardimeci Teorem 3.5.2’den dolayr konkav fonksiy-
onlarn toplamidir ve kendisi de konkavdir. Béylece Teorem 3.5.1'n kogullar1 saglan-
mg olur. Bu durumda z,, noktasi V hacim fonksiyonunun maksimum noktasidir. O
halde H*’te maksimum hacimli yirmiytizlii diizgiin ideal yirmiyiizliidiir. ®
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4 n-Boyutlu Hiperbolik Uzayda Maksimum Hacimli
Simpleks

Bu boliimde Haagerup ve Munkholm’un n—boyutlu hiperbolik uzayda maksimum
hacimli simpleksler iizerine yaptiklan cahigsmay inceleyecegiz.
n n
n-boyutlu hiperbolik uzay H" icin r? = Zl z? olmak iizere ds? = (1;%)2 Z:l(dx,-)2
Riemann metrigi ile verilen

IHI”NBHZ {l’eRﬂ I |$I < 1}

konformal disk modeli goz éniine alahm.

H" ’deki bir n-simpleks vo, vy, ..., v, € H" U JH" noktalarinin konveks zarfidir.
Vo, Vy, ---, V,, noktalan n-simpleksin kégelerimi olugtururlar. Eger biitiin kose nokta-
lann S"~! {izerinde, yani sonsuzda ise n-simplekse ideal n-simpleks denir. Bir sim-
pleksin diizgiin olmasi1 demek ise, kége noktalarmm herhangi bir permiitasyonunun
H" ’in 1zometrileriyle elde edilebiliyor olmas1 demektir. H" 'in izometrileri H™ U gH"
tizerine siirckli bir gekilde genigletilebildiginden diizgiinliik, ideal simpleksler icin de
anlamh olmaktadr.

Teorem 4.0.1 n > 2 olmak izere n-boyutlu hiperbolik uzayda bir simpleksin mak-
simum hacime sahip olabilmesi igin gerekli ve yeterli kosul diizgiin ideal stmpleks

olmasidar.

4.1 Teorem 4.0.1 ’in Kanit1

Herhangi bir n-simplcks bir ideal n-simpleks tarafindan igerileceginden maksimum
hacimli n-simpleks ideal olacaktir. O halde ispatta sadece ideal simplekslen ele
almamz yeterlidir. Keyfi bir ideal hiperbolik n-simpleks i¢in Q[n], diizgiin ideal
hiperbolik n-simpleks icin de Q,[n] gosterimlerini kullanacagz.

Projektif disk modelinde jeodezikler sklidyen dogrular oldugundan, 2[n] Poincaré
disk modelinde késeleri S™ ! iizerindeki vy, vy, ..., v,, noktalan olan n-simpleks ol-

mak iizere p(Q2[n]) koseleri aym noktalar olan oklidyen n-simpleks olur. Burada p
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Poincaré disk modelinden projektif disk modeline, girig béliimiinde p : B — D®

2x
p(x) = 1 x| <1

x|

seklinde tammladigimz déniistimdiir. Béylece Q[n]’in hacim formiili
V(Qln]) = / (1—r?)~"Fdr (41)

formiilii ile verilir.
Ust yar1 uzay modelinden, Poincaré disk modeline girig boliimiinde tanimladigirmz
g d6ﬂﬁ§ﬁmﬁnﬁn tersini h ile gosterelim. Bu durumda h : B* — U"
hx) = — (221,22, , 2201, — |x?) , (Ix] < 1)
x — e
olur. Q[n]’in késgeleri i¢in vo= e, alarak genelligi bozmus olmayiz. Boylece h(vp) =
oo olur. U™de &klidyen benzerlik déniistimlerini kullanarak h(ve) = oo ve i =
1,2,...,n igin h(v;) € S ? noktalarma tasiyabiliriz. Béylece Q[n] ’in koselerinin
h(vo) = oo ve i =1,2,...,ni¢in h(v;) € S"? oldugunu varsayabiliriz.

R *de h(v1), h(v2), ..., h(vy,) noktalanmm olugturdugu (n—1)-simpleksi £(Q[n])
ile gosterelim. Boylece h(Q[n]) — {oo} kitmesi, £(€2[n]) X [0, 0o) kiimesinin birim disk
disinda kalan noktalan olur. p = (22 4+ 2% + -+ + 22_,)% ve dp = dz,dzs - - - dz,_,
diyelim. Boylece

V(Qn]) = / / z ™ "dx | dp
e(Qn}) 1—p?
1 gy =)
= nZ1 / (1-p*)"7 dp (4.2)
e($2[n])

elde ederiz.

Yardimer Teorem 4.1.1 Q[n]’in hiperbolik dizgiin olmas: igin gerek ve yeter kogul

e(Q[n]) ’in 6klidyen diizgin olmasidar.



Kamt. Varsayalin ki Q[n] hiperbolik diizgiin n-simpleks olsun. £(Q[n])’in 6k-
lidyen diizgiin diizgiin oldugunu gostermek i¢in herhangi ki v, w kégesinin yerinin
degismesinin bir éklidyen izometri ile saglanabilecegini géstermek yeterlidir. Q[n]
hiperbolik diizgiin n-simpleks oldugundan v, w kosgelerinin yerimi degigtirip diger
koseleri sabit birakan bir m Mobius déniigiimii vardir. m Mobius déniigiimii co’u
da sabit biraktifindan E"~V’deki bir benzerlik déniigiimiiniin Poincaré genisleme-
sidir. Diger taraftan m Mobius doniisiimii v, w dogru parcasim sabit biraktigindan
genigleme sabiti 1 ’dir. Béylece m bir oklidyen izometridir. (Bkz. [2]).

Tersine £(2[n]) sklidyen diizgiin (n—1)-simpleks olsun. Q[n]’in hiperbolik diizgiin
oldugunu goéstermek igin £(02[n]) ’in bir v kosesi ile co 'un yerlerinin bir Mébius
déniisiimii ile degistirilebilecegini gostermek yeterlidir. &(2[n]) oklidyen diizgiin
oldugundan w # v seklindeki her kégesinin v ’den uzakligh aymdir. Bu uzakhg
r ile, E" ’deki S(w,r) kiiresinde yansima déniiglimiinii de o ile gosterelim. Bu du-
rumda o(w) = oo ve 0(00) = w olur ve diger kogeler sabit kahr. Bsylece Q[n}’in iki
késesinin yerini degistiren bir hiperbolik izometri bu késeleri co’a gotiiren iki Mébius

déniisiimiiniin bilegkesidir. O halde [r] hiperbolik diizglindiir. =

Yardimc: Teorem 4.1.2 H" ’de izometrilere bagl olarak bir tek dizgin ideal n-

simpleks vardur.

Kanit. ¥[n] ve X[n] U™ ’de iki hiperbolik diizgiin ideal n-simpleks olsun. Onceki
teoremden dolay1 £(¥[n]) ve ¢(X[n]) klidyen diizgiin (n — 1)-simplekstirler. Boylece
e(¥[n]) 1 €(X[n]) ’e déniigtiiren bir benzerlik doniigiimii vardir. Bu déniigiim A € R
olmak iizere ((v) = Av olsun. Bu durumda {(v,t) = (Av, At) geklinde tammlanan
déniigiim ¥(n] ve X{n] arasindaki hiperbolik izometridir. =

(4.1) esitligi V(Qn]) hacmini n-boyutlu sklidyen simpleks iizerinden, (4.2) esitligi
ise V{(Q[n])’i (n — 1)-boyutlu sklidyen simpleks lizerinde integraller olarak verirler.
Bu ise H"* ’deki ideal simplekslerin hacimlerinin H™ deki ideal simplekslerin hacim-
leriyle kargilagtinilabilmesini saglar.
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Onerme 4.1.3 n > 2 i¢in

n—1 _V(Qln+1])
A D)

1
< - 4.3
< (43)
egitsizligi vardur.

Kanit. o,[n] késeleri S"~! iizerinde olan 8klidyen diizgiin n-simpleks olsun. Bu
durumda 7 = () z?)*/? ve dr =dx,dz,- - -dz, olmak iizere agagdaki egitliklerin

i=1
saglandigim gosterecegiz.

/ (1— 12~ dr = V(Q,[n]) (4.4)

ooin|
/. (1—7%)"2dr = nV(Q,[n + 1]) (4.5)
Ooln)
/ (1—r?) " dr = = o[n]) (4.6)
Ooln]

Bu egitliklerin ispatlanmas: durumunda

n—1

V(Qln]) < nV(Qufnn +1]) < V(Quln])

n

esitsizligini ispatlamg oluruz. Gergekten 1 — 72 < 1 i¢in

(1-r)%F > 1-r)¥ > (1)
1 < 1 < 1
(1—r2)*T ~ (1—7r2)3 = (1—r2)"F

/(1—, "y < /(1—, “Hdr < /(1—7 =" dr

goln) ooln] ooln]

ve buradan da

]) <V (Qoln +1]) < V(Q[n])

elde edilir. Bu esitsizlikte her terim ile carparsak

-1
nV (Qoln])

n—1 _ V(Qln+1])
n? = V(Q[n)) S n

esitsizligini clde ederiz ki bu da (4.3) esitsizligidir.
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H"’deki diizgiin, idcal simpleksler izometrik oldugundan p(£,[n]) i sklidyen
diizgiin olarak varsayabiliriz. Béylece (4.1) ’den (4.4) esitligini elde ederiz.
V(Q[n]) = / (1—r?)~"Fdr = / (1 —r2)~"Fdr
P(Qn)) oaln]
Diger taraftan Q,[n + 1] ’in diizgiin olmas: €(Q,[n + 1})’in diizglin olmas: demek
oldugundan (4.2) esithigini kullanarak

nV(Qn + 1)) = n% / (1—-r%)"2dr = / (1—r?)"3dr
&(Roln-+11) ooln]
esitligini yani (4.5) esitligini elde ederiz.
(4.6) esitligini kamtlamak i¢in |r| < 1 olmak iizere

n-1

Vir)=(1-7)""2r

seklinde tanimlanan vektor alanmna Gauss diverjans formiiliinii uygulayalim. Boylece
n, 0,[n}’in smin olan do,[n)’e normal olan vektér olmak iizere
/ div(V(r))dr = / (V-n)dS (4.7)
aoln}) do,[n) '

esitligini elde ederiz. Once bu esitligin sol tarafim hesaplayahm. Burada V (r) vektor

alanimin diverjansi

div(V(r)) = div —-—-—r——T
(V(r) ((1_7,2),9

n
(? €&y

= 0% (-
=1

n

1 (n —1)z?
= Z n el + 7 ntl
Fla-S@e a-La

=1

ntl

= (1-r) " T 4+(n-1)(1-r?)"=

olarak bulunur. Basitlik agisindan

pale) = [ @ =ryodr

oofn}
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diyecek olursak (4.7) csitliginin sol tarafi

[ (Vs ("5 + (0 - D (5)

0on)

halinc déniigiir. Simdi (4.7) esitliginin sag tarafim hesaplayalim. 9da,[n], (n + 1)
tane diizgiin (n — 1)-simpleks igerir. Bunlan ¢ = 0,1, ...,n olmak iizere 9;0,[n] ile
gosterelim. Herbir¢ = 0,1,. .., n i¢in v; , 9;0,[n] (n—1)-simpleksinin kargisinda kalan

kége olsun. 0, Jo,[n] simpleksinin agirhk merkezi oldugundan, agirhk merkezinin
n n
tammna gore ) . v; = 0 olmahdir. Boylece V5 = 0,1,...,n i¢gin ) v;-v; = v,
=0 =0
v; = 0 elde edilir. do,[n] oklidyen diizgiin n-simpleks oldugundan ¢ # j i¢in
i=0

v;-v; carpimi ¢ ve j 'den bagimsizdir. Boylece

(i V,"Vj) + vV, = 0

i=0,i
n(vivi)+1 = 0

bulunur. O halde i # j i¢in v;-v; = = elde ederiz. r konum vektérii ;0,[n] tizerinde
iken t; =0 ve ). t; =1 olmak lizere

Jj=0

n
Tr = Z thj
j=0
olacak sckilde tg, L1, ..., t, € [0,1] katsayilan vardir. Bu durumda

7
1
r-n=r'(—vi)=—2tjvj-vi=;
j=0

bulunur. a; ve p,, ile 9;0,[n] (n— 1)-simpleksinin bulundugu (n — 2)-boyutlu kiirenin

merkezini ve yancapim gosterelim. Bodylece a;, v;'nin reel bir kata olarak yazilabilir.

=1

a; - (—v;) = = oldugundan a; = =¥ clde cderiz. Burada 0,a; ve v;’den farkh bir v;

kosesi birlikte bir dik tiggen olugtururlar ve buradan

jail” +pf = 1
2
n ton o= 1
|
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ve buradan da p,, = (1—2;)"/? bulunur. a; noktasmin r €8,0,[n] ’e uzakhg p olmak

{izere
1
pn = 1——
1
e

esitliklerinden 1 — 7% = p2 — p? elde edilir. Béylece (4.7) formiiliinde esitligin sag

tarafl

/ (V.n)dS = / (1—7%) "% r-ndS

800ln] 80'aln]
= > > / (%~ p*) "7 dS;

i=0 naidg[n]
= n: . / (b2 — p?) ™75 dS,

8o oin]

olarak elde edilir. 9yo,[n] ile p,.(0,[n — 1]) izometrik oldugundan p = p,s icin

ds =dx1dxy - - - dx,—1 olmak lizere

n+1 _n-1 n+1 _m=1 o
- /(pi—pz) 7dS, = — /(pﬁ—misz) = .py ds

Booo[n] ooln—-1}
_ ntl / (1— %)~ Fds
n
gon—1]
n+1 n—1
- n (pn—l( 2 )
elde edilir. Boylece
n—1 n+1 n+1 n—1
e -1 = ——— 4.8

esitligini gostermis olduk. (4.4) esitligi ile ¢, (22) = V(Q[n]) ve (4.5) esitligi ile
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On_1(%5F) = (n — 1)V(Q[n]) elde ederiz. Bunlan (4.8) esitliginde yerine yazarsak

en("50) = - V(R fa]) — (2= )V (@)

/ (1—r2) " dr = ((" -1 "("7: 1)) V(Q[n))

n

ooln)

/ (1—r?)""Tdr= ("’; 1 V(Q[n])
ooln)

elde ederiz. Bu ise (4.6) esitligidir. Boylece n > 2 icin

n—1 _ V(Qn+1})
n? = V(Q,[n])

1
<=

n
oldugu gésterilmis olur. m

Yardimc: Teorem 4.1.4 f : (0,1] — R sirekli ve konkav fonksiyon olsun. o[n]
ile kigelert S"1 dizerinde bulunan herhangi bir dklidyen n-simpleksi, bu simpleksin
agairhk merkezini de c ile gosterelim. ¢ = |c| olsun. Bdylece her iki integral de sonlu

olmak iizere
Vi)™ [ 1a-ar < Vo)™ [ rla-da-Par @)
' aln| aoln]
egitsizlifi gecerlidir. Ustelik f kesin konkav bir fonksiyon ise esitlifin saglanmasy

igin gerek ve yeter kosul o[n] 'in dizgin olmasidur.

Kamt. Esitsizligin sol taralim A, sag taralim ise I ile gésterelim. vg, vy, ..., v
g ? £ s V1 » 'n

noktalan o[n]’in kégeleri olsun. Standart n-simpleks

Aln] = {(l,o,l,l,...,t,,) | t; > 0 ve Zti = 1} C Evt!

=0

geklinde tammlamir. Burada 1,

h : Aln] — on]

h(to,tl,...,tn) = Ztivi

i=0
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seklinde tammlanan homeomorfizm olsun. [ V(o[n])~!dr = 1 oldugundan, h*,h
oln} ’
homeomorfizminin tersi olmak iizere A[n] tizerinde h*(V(co[n])~'dr) ile elde edilen

dlciimii p ile gosterelim. Bu durumda [ dp =p(Afr]) = 1 olur. Boylece A ifadesi
Afn]

A=V(0[n])"1/f(1—r2)dr:/f 1— 2 dp

aln] Aln]

Z t,;Vi

haline déniigtir. p él¢limii, 7, 0, 1, ..., n sayilannn herhangi bir permiitasyonu olmak

lizere t; — tr(;) donilislimii altinda degigsmeyeceginden

A= /f 1-— Zt,,(,-)v,-

Aln]

2
dp

elde ederiz. Burada 0,1, ..., n sayilan i¢in yazilabilecek tiim 7 permiitasyonlan iiz-

erinden ortalama alma iglemini E ile gosterelim. Boylece

: 2
A=F /f 1-— th(i)v,- du
[n) ’
yazabiliriz. f konkav fonksiyon oldugundan
2
A< [1|B{1-|Stov | | (4.10)
Aln] *

olur. Bu son ifadedeki £ (1 — Izz t,,(,-)vilz) ortalamasim hesaplamak icin agagidaki
esitlikleri kamitlayahm.

Z tr () Vi
<

E(tata)) = ;(‘7,Ll+—1) (1 - th> L] (4.12)

ZVi'V]‘ = (n+1)P°—(n+1) (4.13)
i#j

2

= Z tﬂ—(i)tﬂ-(j)vi'Vj + Z tf (4.11)

i£j i
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Oncelikle (4.11) i gosterelim.
2

2
= |t1r(0)V0 +layvi+--- + tw(n)vnl

= Z ba()ta() ViV + Z t7r(z) |V,

1#£]

=D taiybe(y ViV + Z t;

i3]

w(i) Vi

(4.12) esitligini gostermek icin 6ncelikle ¢ # j olmak lizere

Doht;= )Y tt; = LY ;=3 ti=1
1,7 i J i J i

oldugunu séyleyelim. ¢,j = 0, 1, ..., n sayilari i¢in ¢ # j kogulunun saglandigx n(n+1)

durum vardir. Bu durumda ortalama

E(tr(iytri)) = Y —) Ztt
1

sy (Z tit; — zi:t?>

n(n+ 1) (1 a Zt2>

olarak elde edilir. Son olarak (4.13) esitligini gostermek icin énce bir politopun
’ 2
agirlik merkezi ¢ = Yobvuldva e 2 — |¢f? = %;N—‘L oldugunu hatirlatahm.

nil
E ViV, = lg v; E IV,

1]

Vo+vi+-+v,|
(n+1)? Zlv’

=(n+1)7°¢ —(n—l—l)

= (n+ 1)2.

83



E (1 -5 t,r(,-)vilz) ifadesinde (4.11), (4.12) ve (4.13) esitliklerini kullanarak

FE (1 — IZ t,r(,-)vi

2
) = (1—ZL,,(,)t,,(,)v, Vi th)

1#]

1— Zt?) —-E (Z tw(i)tﬂj)"i"’a‘)

1]

_ (Z Vi'Vj> E (tﬂ'(i)t"f(j))

elde ederiz. Boylece

A

IA

dp

Ell- lztw(z)vz
Aln]

— /f(n;tl (1-c?) (1—Zt2))du (4.14)

Afn)

clde ederiz. liger o[n] dizgiin simpleks ise, (4.14) ifadesinin sol tarafim, ¢ # j i¢in

ViV, = —% oldugundan

i= [ <1_

Zlvt

Jo g1

Al i#i
21N
— A4f<1—zi:ti+n;t,tj)d,u
_ n+1 _ 9 .
Aéf(( )(1 Zt)) (4.15)
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buluruz. o{n] kégeleri S~ tizerinde olan diizgiin n—simpleks oldugundan ¢ = 0’dir.
Boylece ifadenin sag tarafim da

[r((5) (329

Al

olarak buluruz. Yani o[n] ’in diizgiin simpleks olmasi durumunda (4.14) ifadesinde
esitlik vardir.

Simdi de (4.9) ifadesinde esitligin sag tarafi B ’yi hesaplayalm. (4.15) ifadesini
o,[n] ’eve g(z) = f((1—c?)z) fonksiyonuna uygulayalim. Burada f konkav fonksiyon
oldugundan g ’de konkav fonksiyondur. Boylece

B = V(o,[n] /f (1—-c)(1—r?)]dr

ooln]

= V(ao[n])‘l/g(l—rz)dr

() (-5
- [ 0o (-5) o

olur. Buradan A < B oldugu goriilmiig olur. Daha &énce oln] ’in diizgiin sim-
pleks olmas1 durumunda (4.14) ifadesinde esitligin saglandigim gostermigtik. O
halde f fonksiyonunun kesin konkav olmasi durumunda (4.9) ifadesinde esitlik varsa
o[n] ’in diizgiin simpleks oldugunu gosterelim. (4.9) ifadesinde esitlik olmas: (4.14)
ifadesinde esitlik olmast demektir. Boylece £ (1 -3, t,r(i)vi|2) = (&) (1-) (-3,
oldugundan (4.10) ifadesinde de egitlik vardir. Boylece

2

)

pl)oe

Aln}
elde edilir. Bu esitligin olabilmesi icin V(to,t1, ...,tn) € A[n] ve V7 permiitasyonu icin

w (i) Vi

w(f) Vi




olmalidir. Burada 6zel olarak (to,t1,....tn) = (3, 3,0, ...,0) alirsak

1] N oy
g -V —"Vi—',
g VO T VI = gViT oVt 7]

[Vo+vi| = |vi+vy|,i#j

elde ederiz. 7 # j i¢in v; ve v; 'ye paralelkenar kuralim uygularsak
Vi = Vi’ + vi+ v =2 (vil* + |vs[") = 4
vi— vl =4~ vi +v/”
elde ederiz. i # j i¢in |vo + v;| = |v; + v;| oldugundan
[vo—vi| = |vi = v;l,i # ]

elde ederiz. Bu ise o[n] 'in 6klidyen diizgiin simpleks olmas: demektir. ®

4.2 Teorem 4.0.1’in Kanitimin Sonu

Teorem 4.0.1’'iIn n = 2 ve n = 3 durumlarinda dogru oldugunu biliyoruz. Simdi
teoremin bir n > 3 dogal say1st i¢in dogru oldugunu kabul edelim ve n+ 1 i¢in dogru
oldugunu goésterelim.

_ nV(Q,[n+1])
o =TV

ve t € (0, 1] olmak iizere

l:s
wol¥
A

fO)=t"% — K.t~

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyonun konkavhigini incelemek i¢in ikinci tiirevini
alalim. Boylece

) = _n(n4+ Q)t_nTu _(n+ 1{4(n +3) K.
t—5°
= (n(n+2)t% — (n+1)(n+3)Kn)
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elde ederiz. Burada t~"% > 0 oldugundan
() <0 <= nn+2t7 — (n+1)(n+3)K, <0
olur. Burada
n(n+ 2)t2 — (n+1)(n+3)Kn < n(n+2) — (n+1)(n + 3)K,

esitsizligi vardir. Bu esitsizligin sag tarafimn sifirdan kiigitkk oldugunu gostermek

igin
n(n + 2) <K,
(n+1)(n+3)
oldugunu gosterelim. Onerme 4.1.3’i kullanarak
—l k. <1
n
elde ederiz. Burada
__n(n+2) n—1  n(n+2)
T (a+)n+3) T n (n+1)(n+3)
_ nn—1)-3
"~ n(n+1)(n+3)

elde edilir ve n > 3 icin n(n—1) > 3 *tiir. Boylece K, — ﬁ% > 0 ’dir. Boylece
f fonksiyonu kesin konkav fonksiyondur.

Simdi bu f kesin konkav fonksiyonuna ve o|n] cklidyen n-simpleksine Yardimel
Teorem 4.1.4’d uygulayalim.

V(ofn])™? /f(l—r )dr < V(o,[n] /f (1-)-r")]dr

oln] ooln]
v [ra-mars [ rla-@a-rar
oln] aoln]

oklidyen simpleksler icin V(o,[n]) > V(o[n]) oldugundan

/ f(1—r?)dr < / FlA=AHA-r?)]dr

oin] oofn]

(1—7r?)"%dr—K, / (1-— r2)_%ldr < / flA—=c)@—r?)]dr

oin)=e(Qn+1]) on)=p(2n}) 7oln)
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elde ederiz. Burada (4.1) ve (4.2)’yi kullanarak

nV(Q[n + 1]) — K.V(Q[n]) < / fla=cAA—-r?)]dr

goln]

elde ederiz. Bu esitsizligin sag tarafim1 hesaplarsak

/ Fll=e- r¥)]dr = / (1-c)"2(1—~ 7“2)_% - K,(1- c2)_£§‘1(1 — r?)—i?l dr

oo[n] ao{n]

(1= ) EnV(Qufn + 1)) — Ka(l — &)~ F V(Q[n])
< (1- cz)‘% (nV(Q[n + 1]) — Kp,V(Q,[n]))

0

It

buluruz. Bu ise nV(Qn + 1)) — K,V(2[n]) < 0 demektir. Burada tiimevarm
hipotezini kullanarak

nV(Qn+1])) < K, V(Qn]) < K, V(Q[n]) =nV(Qn + 1)
VQr+1]) < V(Q,r+1])

elde ederiz. Bu ise maksimum hacimli hiperbolik (n + 1)-simpleksin diizgiin ve ideal

olmas1 demektir.

Uyar:1 4.2.1 Haagerup ve Munkholm n-boyutlu simpleksin maksimalligi iizerine yap-
tiklary cahsmada Q,[n] ve o,[n] siraswyla hiperbolik ve oklidyen diizgiin n-simpleksler

olmak iizere

V@R _
e o)~ V°

oldugunu gésterdiler. Burada o,[n] éklidyen simpleksinin kenar uzunlugu

(+(1+3))

oldugundan
R
bulunur. Ve buradan da
Jim V(@ln]) = L2

bulunur.
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