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ÖNSÖZ 

Hiperbalik geometri Lobachevsky, Bolyai ve Gauss'un birbirlerinden bağımsız 

olarak yaptıklan çalı§malarla başladı. Lobachevsky hiperbalik bölgelerin hacimlerini 

hesaplarken, şimdi kendi adını taşıyan 

9 

JI(O) =-J log 12 sin xl dx 
o. 

fonksiyonunu keşfetti. 

Hiperbalik geometrinin anlaşılması klasik modellerin gelişmesine olanak sağladı. 

Beltrami hiperbalik uzayın noktalarını yarım kürenin iç noktalarıyla özde§leyerek, 

"yarıküre modeli" 'ni oluşturdu. Bu yan küreyi disk üzerine dik izdli§ürerek, daha 

sonra Klein ile popüler olan projektif disk modelini verdi. Diğer taraftan bu yarı 

küreyi disk üzerine stereografik bir şekilde izdüşürerek konformal disk modelini elde 

etti. (Bkz. [1 ]). Son olarak küre yüzeyinde yansıma dönüşümü kullanarak üst yan 

uzay modelini verdi. Poincare, Beltrami'nin üst yan uzay modelinden yararlanarak, 

hiperbalik düzlemde yön koruyan izometriler grubunun, şimdi genel olarak P S L21R 

olarak bilinen, gerçel katsayılı ve determinantı + 1 olan 

( ) 
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kesirsel dönüşümlerin grubuna eşit olduğunu gösterdi. 

Lobachevsky'den beri bilinen gerçeklerden biri maksimum hacme sahip ideal 

dörtyüzlünün, düzgün ideal dörtyüzlü oluşuydu. (Bkz. Teorem 3.2.3) Bu sonuç 

Mostow rigidity teoreminin Gromov-Thurston tarafından yapılan kanıtının temelini 

teşkil etmiştir. Daha sonra Thurston, maksimum hacme sahip ideal n-simpleksin 

düzgün ve ideal n-simpleks olduğunu iddia etti. Bir kaç yıl sonra Haagerup ve 

Munkholm, hacmi veren bir fonksiyonun konkavlılığını kullanarak bu iddiayı ispat-

ladılar. (Bkz. (12]). 

Benzer şekilde, bu tezde "Hiperbolik uzay lHI3 'te hiperbalik altıyüzlü, sekizyüzlü, 

onikiyüzlü ve yirmiyüzlünün hacimlerinin maksimum değeri nedir?" sorusunun 
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cevabı araştırılmıştır. Kullanılan temel araçlar Möbius dönüşümleri ve Lobachevsky 

fonksiyonudur. 

Birinci bölümde hiperbolik geometrinin temel kavramları ve bazı modelleri yer al­

maktadır. Ayrıca bu bölümde hiperbolik izometriler grubunun Möbius dönüşümleri 

grubuna eşit olduğunun ayrıntılı ispatı verilmiştir. 

İkinci bölümde, iki boyutlu hiperbolik uzayda tüm hiperbolik üçgenler arasında 

alanı maksimum olan üçgenlerin ideal üçgenler olduğu ve bir ideal üçgenin alanının 

1r'ye eşit olduğu gösterilmiştir. (Bkz. [8]). 

Uçüncü bölümde dörtyüzlü, altıyüzlü, sekizyüzlü, onikiyüzlü, yirmiyüzlü gibi 

bazı ideal düzgün çokyüzlülerin hacimlerini hesaplanmış, ayrıca bu çokyüzlülerin 

hacimlerinin maksimum olabilmeleri için düzgün ve ideal olmalan gerektiği gösterilmiştir. 

Son olarak, dördüncü bölümde ise Haagerup ve Munkholm tarafından ispatlarran 

"n-boyutlu hiperbolik uzayda bir simpleksin hacminin maksimum olması için gerek 

ve yeter koşul düzgün ve ideal olmasıdır" teoreminin kanıtı verilmiştir. 
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olmak üzere, F*(v), F(cx) eğrisinin ba.<jlangıç hız vektörüdür. Yani F*(v) türev 

dön~ümü, bir p E X noktasının tanjaııt uzayı Tp(X) 'den, F(p) noktasının tan­

jantuzayı TF(p)(Y) 'ye bir doğrusal dönü§ümdür. 

F : X ---+ Y türevlencbilir bir dönüşüm ve ds~, Y üzerinde bir Riemann metriği 

olsun. Bu durumda ds~ mctriğinin X üzerine F ilc g;cri çekilmesi (pull-back) F*ds~, 

Vp E X ve V v, w E 1~(X) için 

(F*ds~, )(v, w)= ds~(F*(v), F*(w)) 

olarak tanımlanır. 

Tanım 1.2 X ve Y sırasıyla ds1- ve ds~ metrikleriyle verilen iki Riemann mani­

foldu olsunlar. f : X ---+ Y birebir, örten, türevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eğer X 

'in her noktasındaki tanjant uzayı için 

1. 

oluyorsa f fonksiyonuna X ve Y ar·asırıda bir izometri denir. 

2. k :X ---+JR+ türevlenebilir bir· fonksiyon olmak üzere 

f* (ds~) = kds~ 

oluyo·rsa f fonks·iyonuna bir· konformal dönütjüm denir·. 

U, lEn 'in açık bir alL kümesi ve 4> : U ---+ lEn türcvlcncbilir bir fonksiyon ol­

sun. 4>'(x) ilc, bir x E U noktasında 4> 'nin kısmi Uircvlerinin oltı§turduğu (~(x)) 
1 

matrisini göstcrelim. Bu durunıda V x E U için 

• 4>' (~c) ortogonal matris ise 4> öklidycn bir izomctridir. 

• k(x)cj>'(x) ortogonal matris olacak ııckilde k: U --+JR+ fonksiyonu varsa 4> kon­

formal dön~ümdür. 
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elde ederiz. Bu ise p 'nin konfonnal olması demektir. • 

Burada P(v, t) hiperdüzleminin JE,n-1 'e dik olması durumunu inceleyelim. Bu 

durumda Vn =O 'dır. x E l[;n, (yani Xn >O) ise, p(x) 'in n. bileşeni 

Pn(x) = Yn = Xn + 2(t- V. x)vn = Xn >o 

olduğundan p yansımasını p : un -t un olarak kısıtlayabiliriz. 

En'de ve un 'de eğriler arasındaki açı tanımlan aynı şekil~e yapıldığından P(v, t) 

hiperdüzleminin En-1 'e dik olması durumundap : un -t un yansıma dönüşümü 

konformaldir. 

Önerme 1.1.3 P(v, t) hiperdüzlemi En-ı 'e dik olmak üzere p: un -t un 

p(x) = x + 2(t- v · x)v 

§eklinde verilen yansıma dönÜ§ümü hiperbalik izometridir. 

Kanıt. P( v, t) hiperdüzlemi lEın-ı 'e dik olduğundan Vn = O 'dır. Ve bu durumda 

(Ll) eşitliğinde Pn(x) = Yn = Xn olduğu görülür. paymzamanda öklidyen izometri 

olduğundan 

elde edilir. Böylecep üst yan uzay modeli için bir izometridir. • 

Teorem 1.1.4 JE,n 'deki her izometri, en fazla (n+ 1) tane yansıma dönÜ§ümünün 

bile§kesidir. 

Kanıt. if>, En 'in bir izometrisi ve v0 = if>(O) olsun. Eğer v0 = O ise Po birim 

dönüşüm, aksi takdirde P( lvol, lvol) hiperdüzleminde yansıma dönüşümü olsun. 
vo 2 

Böylece p0 (v0 ) = O ve p0 if>(O ) = O elde edilir. En 'de izometriler A ortogonal 
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matris olmak üzere, a+ A(x) şeklinde olduğundan ve p01;(0 ) =O olduğundan p0 1; 

izometrisi ortogonal dönüşüm olmalıdır. (Bkz. [2]). 

Varsayalım ki 1Yk-l dönüşümü, e1 , e2 , ... , ek-I vektörlerini sabit bırakan bir or­

togonal dönüşüm olsun. vk = 1Yk-l (ek) - ek diyelim. Eğer vk = O ise Pk birim 

dönüşüm, diğer durumlarda P( ~~:!,O) hiperdüzleminde yansıma dönüşümü olsun. 

Böylece Pk1Yk-l dönüşümü ek 'yı sabit bırakır. Şekill.l.Aynca j =ı, 2, ... ,k- ı için 

p 

Şekil ı.ı: P düzleminde 1Yk-ı(ek) noktasının yansıması 

vk ·ei - (1Yk-l (ek)- ek)· ei 

1Jk_1(ek) ·ei 

- 1Yk-ı(ek) · 1Yk-ı(ei) 

- ek· ei 

- o 

olduğundan eı, e2 , •.. ,ek-I vektörleri P hiperdüzleminin içindedirler. Böylece Pk yan­

sıması ile sabit kalırlar. Bu durumda Pk1Yk-l dönüşümü eı, e2, ... , ek 'yı sabit bırakmış 

olur. Türnevarım ile Pi birim dönüşüm veya hiperdüzlemlerde yansıma olmak üzere 

PnPn-ı--·Po1J dönüşümü O, e ı, e2, ... , en vektörlerini sabit bırakacak şekilde Po,Pı, ... , Pn 

dönüşümleri vardır. Böylece PnPn-ı--·Po1J birim dönüşümdür ve Pi 'lerin tersleri 

kendileri olduğundan 

1J = PnPn-ı--·Po 



elde edilir. • 

Küre Yüzeyinde Yansımalar (inversions) 

En 'de bir küre a E En noktası merkezver E IR yarıçap uzunluğu olmak üzere 

S(a, r) = {x E En llx- al= r} 

olarak tanımlanır. Bir noktanın (]" : En --t En küre yüzeyinde yansıına dönü.§ümü al­

tındaki görüntüsü o noktayı kürenin merkezine birleştiren doğru parçası üzerindedir. 

Böylece (]"(x) = a + s(x- a) olur. Burada s, l(]"(x)- allx- al = r2 olacak şekildeki 

pozitif bir reel sayıdır. Böylece küre yüzeyinde yansıma dönü.§ümü için 

Şekill.2: Küre yüzeyinde yansıma (inversion) 

rı 
(]"(x) = a + 2 (x- a) 

lx-al 

ifadesini elde ederiz. Bu dönü.§üm kürenin içini dışına, dışını da içine çevirir. (]"(x) 

noktası için I(J"(x) - allx- al = r2 koşulunu sağlayan nokta x olduğundan (]"2 (x) = x 

olur. Diğer taraftan yansımanın sabit noktaları ise küre üzerindeki noktalardır. 

Önerme 1.1.5 En 'de S(a, r) küresinde yansıma dönü!jümü konformaldir. 

Kanıt. S(a, r) küresinde yansıma dönü.§ümünü, cp(x) = ~(x- a) öklidyen ben­

zerlik dönüşümü ile S(O, 1) küresinde yansıma dönü.§ümüııün bileşkesi şeklinde yaz­

abiliriz. Öklidyen benzerlik dönüştimleri konformal dönüşümler olduklarından ispatı 
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S (O, r) küre>i için yapmamız yeterlidir. S (O, ı) küresinde yansıma dönü.§ümü 

ı 
a-(x) = - 2 x 

!xl 
ile verilir. Bu durumda türev dönü.§ümü 

'( ) ı ( XiXj) 
o- x = lxl2 8i,j - 2 lxl2 

olur. Burada Q = ~~7! diyerek 

ı 
a-'(x) = - 2 (/- 2Q) 

!xl 
yazabiliriz. I- 2Q ortogonal matris olduğundan o- 'nin konformal olduğu gösterilmiş 

olur. • 

Küre yüzeyinde yansıma dönü.§ümü için, küre mcrkC'~.:inin En-ı 'de olması duru­

munu inceleyelim. Bu durumda kürenin merkezi a = (a1, a2, ... ,arı-lı O) şeklindeki 

bir noktadır. Üst' yarı uzaydaki bir x noktası için, Xn > O olduğundan o-( x) 'in 

n.bileşeni 

olur. Böylece küre yü.7..eyinde yansıma dönü"}ümünü o-: ıun -+ ıun şeklinde kısıtlaya­

biliriz. Bu durumda ıun ve En 'de açı tanımları aynı şekilde yapıldığından dolayı 

merke-~.:i En-ı 'de olan küre yüzeyinde yansıma dönü.§ümleri ıun 'de de konformal 

dönü.§ünılcrdir. 

Tcorcm 1. 1.6 O st yarı uzay model-i ıun 'de, mer-kezi En- 1 'de b'ulunan S ( a, r) 

kürelerinde yansıma dönüşümleri izometridir. 

Kanıt. S(a, r) küresinde yaıı..'>ırna dönü§Unıüııü, <P(x) = :(x-a) öklidyen benzer­

lik dönüşünıü ilc S(O, ı) küre>iııde yansıma döııü.§üınünün bileşke>i şeklinde yazabil­

iriz. a noktası En-ı 'de olduğundan, Öncrme ı.ı.ı gereğince, <P dönü.§ümü üst yarı 

uzay için bir izometridir. Bu dunnnda ispatı S(O, ı) küresinde yansıma dönüşümü 

için yapmamız yeterlidir. Biriın kürede yansrma dönü.§ümü 

X 
a-(x) = -2 

!xl 
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şeklindedir. Kolaylık açısından y = o-(x) ilc gösterelim. Böylece 

olur. Buradan i= 1, 2, ... ,n olmak üzere Yi 'nin diferan..c;İyelini alarak, 

ve buradan da 

dy; = t c;i~ -2~1~;) 
2 

dx~ + j~l c;i; -2~?) (~i~ -~r·) dx;dx, 

#k 

elde ederiz. Burada ı, 2, ... ,n sayıları içinden sabit bir a sayısı seçelim. i= ı, 2, ... ,n 

için dyl ifadclerindeki, dx! içeren terimierin toplamiarım hesaplayalım. Böylece 

elde ederi:;;. Yine ı, 2, ... ,n Hayılan içinden Habit kalacak ~ekilde a, b (a i= b) sayılarını 

seçelim. i = ı, 2, ... ,n için dyJ ifadelcrindeki dxadxb içeren terimierin toplanuru 

hcsaplayalım. llerbir i için dyJ ifadffiindc dxadxb içeren terimler j = a, k = b için 

olur. Burada i = a için dxadxb içeren terimierin toplarm 



ve i = b için dxadxb içeren terimierin toplarm 

olarak elde ederiz. Buradan bütün dxadxb içeren terimierin toplamı 

olarak buluruz. Böylece 

2 2 2 ı ( 2 2 2) dy1 + dy2 + · · · + dy11 = - 4 dx1 + dx2 + · · · + dx11 lxl 
elde ederiz. Diğer tarafian 

ı ı 
-

2 ı x2 
Yrı !;;rr n 

elde ederiz. Böylece 

olur. Bu ise a 'nun üst yarı lli'..ay modeli için bir izometri olması demektir. • 
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1.2 Möbius Dönüşümleri 

n boyutlu öklidycn uzay En 'c oo noktasını ekleyerek ıfun = En U { oo} tck nokta kom­

paktlamasını alalım. ıfun 'de bir küre, S(a, r·) küresi veya P(v, t) = P(v, t) U { oo} 

gcnişletilm~ hipcrdüzlemidir. Bundan sonraki kısımlarda ıfun 'de bir küreden bahset­

tiğimiz zaman, S(a, r) küresi veya f">(v, t) = P(v, t)U{ oo} genişletilmiş hiperdüziem­

ini kastetmiş olacağız. Böylece ıfun 'deki bir kürede yansıma dönüşümü de S(a,r) 

küresi veya P(v, t) hiperdüzleminde yansıma dönüşümü olacaktır. 

Tanım 1.3 E11 'deki kürelerde yansıma dönüşümlerinin sonlu sayıda bileşkesi alı­

narak oluşturulan dönüşümlere Möbius dönüşümleri denir. ıfun için Möbius dönÜ§Üm­

lerini M'öb(ıfun) ile göstereceğiz. Möb(E11
) 'nin çift sayıda yansıma dönÜ!jümlerinin 

bile!jkeleri ile oluştur·ulan altkümesini de M öb(ıfun) ile göster·eceğiz. 

ıfun 'deki kürelerde yansıma döniişUmlcrinin oluşturduğu M'öb(ıfun) kümesi, bilC§ke 

işlemiyle bir grup formundadır. Gerçekten M'öb(ıfun), tanımından dolayı bileşke 

işlemine göre kapalıdır. Diğer taraftan genel olarak fonksiyonlar bileşke ~lcminc göre 

birleşmeli olduğundan Möb(ıfun) 'de bileşke ~lemine göre birleşmelidir. P(v, t) ve 

S ( a, r) kürelerinde yansıma dönii."?ünılerinin kendileriyle bileşkelerinin birim dönüşüm 

olduğunu görmiiştiik. O halde I E M'öb(E11
) olur. Yani bu dönüşümlerin tersleri 

kendileridir. Herhangi. bir rn E Möb(ıfun) elemanının tersi 1 ::::;; i::::;; k için mi, P(v, t) 

veya S(a, r) kürelerinde yansıma dönü<jiirnlcri olmak üzere m= m 1 omıo· · ·omk şek­

linde ya~ıla.bilir. Bu durumda uc 1 = mJ; 1 o mJ;~ 1 o· · ·o mı 1 olur. Böylece Möu(lfun) 

bileşke işlemiyle bir g,ı-uptur. Möb(ıfun), Möb(E11
) 'nin yön koruyan elemarılannın 

oluşturduğu altgruptur. 

Tanım 1.4 ır;n için Möbius dönü§ümler·i, En 'de ıfun-ı 'e dik olan yarı kürelerde yarı­

sıma dönü!jümlerinin sonl'u sayıda bileşkeleri alınarak olU§turulan dönÜ!jümler olarak 
~ 

tanımlanırlar. Bu tür dönüşümlerin oluşturduğu kümeyi M öb(U11
) olarak göstere-

ceğiz. M öb(Un) 'nin çift sayıda yansıma dönüşümlerinin bileşkeleri ile oluşturulan 

altkümesini de M öb(Un) ile göstereceğiz. 

ll 
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Möb(lUn) de bileşke işlemiyle bir grup fonnundadır ve A1öb(lU11
) C iföb(En) 

olduğu açıktır. En-ı 'e dik olan F(v,t) ve S(a,r) kürelerinde yansınıalar ıun için 
~ 

izometri ve konfonnal dönüşüm olduklarından, M öb(ıun) 'in herbir elemanı da 1[]71 

için izometri ve konformal dönüşümdür. Böylece ıun 'in bütün izometrilerini I som(ıun) 

ile gösterecek olursak 

~ 

A1 öb(ıun) C I som(ıun) 

yazabiliriz. "[;n 'de yön koruyan izometrileri de I sam+ (lUn) ile göstereceğiz. 

Sonuç 1.2.1 Üst yarı uzayısabit bırakan öklidyen izometriler aynı zamanda Möb(lU11
) 

'in elemanıdır. 

Karut. Üst yarı uzayısabit bırakan </J öklidyen izometrisi için </J(en) ve en vek­

törleri aynı yönlüdür. Böylece Teorem 1.1.4 ile <jJ 'yi En-ı 'e dik olan yansıma 

dönüşümlerinin bileşkesi olarak yazabiliriz. Böylece </J E Möb(lUn) olur. • 

Çifte Oran ( Cross Rat i o) 

tn 'de, a, b, c, d E E11 (a =f:. d, b =f:. c) noktalarının çifte oranı 

la- cl Ib- cl 
[a, b, c, d] = la- di : Ib- di 

şeklinde tanımlanır. Eğer a, b, c, d= oo ise bu oran sırasıyla 

Ib- di la - cl Ib- di la- cl 
Ib- cl ' la- di' la - di' Ib- cl 

hallerine dönüşür. Burada En için 1 .1 fonksiyonu sürekli olduğundan çifte oran da 

dört deği§kenli sürekli bir fonksiyondur. (Bkz. [2], [3], [6]). 

Önerme 1.2.2 Çifte oran Möbius dönüşümleri altında korunur. 

Kanıt. (bir Möbius dönüşümü olsun. Bu durumda(, tn 'deki kürelerde yan­

sıına dönüşümlerinin bileşkesi olarak yazılabilir. Böylece ( 'i, tn 'deki bir kürede 

yansıma dönüşümü varsayabiliriz. Benzerlik dönüşümleri I<P(x) - </J(y)l = k lx-YI 
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ko§ulunu sağladıklanndan dolayı çifte oranı korm-lar. Böylece (, S ( a, r) küre yüzeyinde 

yansıma dönii§ümü ise S(O, 1) olarak varsayabiliriz. Bu dmumda 

X 

((x) = lxl2 

olm. 

j((x)- ((y)j 

C§İtliğini kullanarak u, v, x, y =f oo ve sıfırdan farklı noktaları için 

[((u), ((v), ((x), ((y)] =[u, v, x, y] 

elde ederiz. 

Eğer (, P(v, t) yansıma döniL-ıümü ise aynı zamanda öklidyen izometridir ve 

böylece 

l((x)- ((y)l = lx-YI 

olm. Buradan ('nın çifte oranı koruduğu görülür. 

Çifte oran u, v, x, y 'nin sürekli fonk-siyonu olduğundan bu noktalardan birinin O 

veya oo olınası durumunda da koruııur. llöylccc 'U, v, x, y E 1E11 için 

[((u),((v),((x),((y)] = [u,v,x,y] 

elde edilir. • 

Sonuç 1.2.3 M öb(1I;n) 'in elernanları da çifte omnı korur· lar. 

Teorem 1.2.4 Eğer· ep Möbius dönüşümü oo noktasını sabit bımkıyorsa, öklidyen 

benzerlik dönüşürnüdür. 
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Kanıt. ep(oo) = oo ise, O ve oo noktaları r(x) = ep(x)- ep(O) Möbius dönüşümü 

altında sabittir, yani r(O) =O ve r(oo) = oo eşitlikleri vardır. O halde .X> O ve M 

ortogonal matris olmak üzere r(x) = .XMx olduğunu göstermeye çalL~lım. 

Öncelikle [T(x), r(Y), O, oo] = [x, y, O, oo] olduğundan 

lr(x)l lxl 
lr(Y)I IYI 

elde ederiz. Böylece \fx E ıfun için ~~~)1 =.X> O sabittir. Aynı şekilde (r(x), O, 'Y(Y), oo] = 

[x, O, y, oo] olduğundan 

lr(x)- r(Y)I 
lr(Y)I 

lx-yi 
IYI 

elde ederiz. Bu eşitlikten IYIIr(x)- r(Y)I =.X IYIIx-YI ve buradan da 

buluruz. Bu ise 

r(x) · r(Y) = .X2(x · y) 

olması demektir. Bu son eşitlikten 'Y~) dönüşiiınünüıı ortogonal olduğunu anlarız. 
Bu dönüşümü M ortogonal matrisi ile gösterclim. Böylece .X> O olmak üzere 

r(x) = .XMx 

biçiminde yazılabiliriz. nuradan da 

<f>(x) = </>(0) + .XMx 

elde ederiz. Bu ise ep 'nin öklidyen benzerlik dönüşüınü olması demektir. • 

Poincare Genişlemesi 

]En 'de, ıgn- 1 ilc JEn-1 X {O} düzleminin eşlenmesiyle x E JEn-1 noktasına x = (x, O) 

noktası karşılık gelir. Buna göre ıfun- 1 'deki bir ep Möbius dönüşümünü, ıfun 'deki bir 

ep Möbius dönüşümüne tek türlü bir şekilde genİ§letebiliriz. 

Eğer</>, ıfun-ı 'de i'>(a, t) küresinde yansıma ise,~' ıfun 'de .P(a, t) küresinde yan­

sıma dönüşümüdür. Eğer ep, :ıEn- 1 'de S(a, r) küresinde yansıma ise,~, tn 'de S(a, r) 
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küresinde yansıma dönü.']ümüdür. Açık olarak~ bir Möbius dönüşümüdür. Ayrıca 

her iki durumda da V x E En-ı için 

~(x) = (ıP(x), O) 

olur. Böylece~' ıfun-ı 'i sabit bırakır. Aynı şekilde P('a, t) ve S(a, r) küreleri En-ı'e 

dik olduğundan, ıP dönüşümü, U71 'i de sabit bırakır. 

ıP, .ıfun- 1 'de herhangi bir Möbius dönüşümü olsun. Böylece Ui 'ler JEn-ı 'de 

yansıma dönüşümleri olmak üzere 

cf = Uı o CY2 o··· o Um 

şeklinde yazabiliriz. Bu durumda da ıP 'yi 

eP= Ö"ı 0 Ö"ı 0 · • · 0 Ö"m 

şeklinde tanımiayarak ıP 'yi eP Möbius dönUşiimiine genişletmiş oluruz. Burada ö-i 

'lerin herbiri un 'i de sabit bırakiığmdan ıP 'de un 'i sabit bırakır. Bu genişlemenin 

eP 'nin yazımından bağımsız olduğunu görelim. ~ı ve ~2 , eP 'nin farklı iki yazımından 
- --1 ~ 

elde edilen genişleme dönüşümleri olsunlar. Böylece cPı o ıP2 dönüşümü JEn-ı 'in her 

iıokta.sını ve un 'i sabit bırakır. Buradan 

- --1 
olması gerektiği görUliir. Tcoreın 1.2.1 ilc </'ı o<jJ2 bir öklidycn bcıı7,erlik dönlişüınUdiir. 
- --1 ~ - --ı 
cPı o ıP2 altında En-ı 'in her noktası sabit olduğ-undan cPı o cPı (O) = O ve i = 

1, 2, ... ,n- 1 için 

- --1 - --ı 
olmalıdır. Böylece eP ı o ıP2 bir ortogonal dönüşümdiir. Buradan cPı o ıP2 (en) = ±en 

- --1 
'dir. cPı o ıP2 dönüşümü U71 'i de sabit bıraktığından 
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- --ı 
elde edilir. Bu i-,e t/J1 o t/J2 'in birim dönü§üm olması demektir. Buradan 

elde edilir. Böylece tjJ genişlemesinin tjJ 'nin yazımından bağmısız olduğunu gösterdik. 
- -

Yani tjJ genişlemesi tjJ 'ye göre tek türlü belirlidir. tjJ dönüşümüne tjJ 'nin Poincare 

genişlemesi diyeceğiz. Burada, D-i 'ler En-ı 'e dik yansıma dönüştimleri olduğundan 

~ 'nin ıun 'e kısıtlanmışı Möb(liJn) grubunını elemanıdır. 

1.3 Üst Yarı Uzayda Doğrular ve Uzaklık 

ı 
Bu böliimün b~ında da belirttiğimiz gibi ds~= 2(dx~ +dx~ + · · · +dx~) Riemann 

X n 

metriğ"İ ile doğrudan iki nokta arasındaki uzaklığı hesaplayamayız. x, yE ıun olmak 

üzere F [x, y], x ve y noktalarını birleştiren tüm parçalı diferansiyellenebilir eğrilerin 

ailesi olsun. Bu durumda x ve y ara'3ındaki uzaklık 

du(x,y) ~inf{/ ds•] "!E F[x,y]} 

ile verilir. Burada infimum değerini veren eğri, x ve y noktaları arasındaki jeodezik 

doğru olarak alınır. Bu bölümde hiperbalik uzayın üst yan uzay modelinde, J ds h 

'Y 

integralini minimum yapan eğrilerin, En-ı 'e elik olan öklidyen doğrular ve En-1 'e 

dik olan öklidyen çemberler olduğmıu göreceğiz. Bu tip eğ-rilerin ıun ile kesişimini 

alarak, üst yarı uzay modelinde doğruların, JEn-l 'c dik olan öklidyen yarı doğrular 

ve ]En-ı 'e dik olan öklidyen yarı çemberler olduğımu göreceğiz. Burada bir öklidyen 

yarı doğrmıun JEn-l 'e dik olmac:;ı demek, Xn -eksenine öklidyen anlamda paralel 

olmac:;ı demektir. Aynı şekilde bir öklidyen yarı çemberin En- 1 'e dik olması demek, 

JEn- 1 'i kestiği noktadaki teğetinin Xn-ekscnine öklidyen anlamda paralel olması 

demektir. 

Tcorcm 1.3. 1 x, y E ıun noktaları arasındaki, hiperbalik anlamda en kısa eğri, bu 

noktaları birleştiren JEn-1 'e dik öklidyen yarı doğrular ve yarı çemberlerdir. Bu eğri­

ler'in Jitn-ı 'i kestiği noktalar u, v olmak üzer-e, x ve y noktaları arasındaki hiperbalik 
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uzaklık 

diHl(x, y) = lln [x, y, u, v]l 

formülü ile verilir·. 

Kanıt. İspatı iki dururnda inceleyelim: 

1-) x ve y noktaları, En- ı 'e dik öklidyen yarı doğru üzerinde ise, 

2-) x ve y noktaları, En- 1 'e dik öklidyen yarı doğru üzerinde değil ise 

V= 00 

L 

X 

y 

u 
1. Durum 2.Durum 

Şekil 1.3: x ve y noktalarının durumları 

l.Durunı: x ve y noktalarını Uzerinde buhmduran, En-ı 'e dik öklidyen yarı 

doğruyu T.ı ile göstcrclirn. x = (xı,x2, ... ,x11 ) ve y = (YııY2ı ... ,yn) olmak üzere 

i= 1, 2, ... n- 1 için ~;i= Yi 'dir. X 11 >Yrı olsun. Bu dururnda L doğruımnun ıltn-ııi 

kestiği. noktalar 'U = (x1, xı, ... , Xrı-ı, O) ve v = oo noktalarıdır. L yarı doğrusunun 

x ve y noktalarını birleı:ıtiren kısmını Ly,x ile gösterelinı. Yrı ~ t ~ Xrı olmak üzere 

T.ıy,x 'i (xı, x2, ... , X 11 _ 1, t,) ilc parametrize edebiliriz. Böylece Ly,x 'in uzunluğu 

olarak bulunur. Diğer taraftan 1 E F [x, y], x ve y noktalarını birleı:ıtiren başka 

bir eğri olsun. 1 için iki durum vardır: Birincisi 1 'nın L üzerinde olması durumu, 

ikincisi ise L üzerinde olmarnası durumudur. İlk önce 1 'nın L üzerinde olması 
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durumunu ele alalım. Budurumdaa:::; t :::; b, ln(b) = X 11 ve ln(a) = y11olınak üzere 

1 eğrisi 

şeklindedir. J ds~ı integralini kiiçiüterek 
'Y 

b 

J dsh - Jlrfrı(t)ldt> 
lrı(t) -

'Y a 

b 

> J 1rı(t) dt 
ln(t) 

a 

- ln(lrı(b)) 
lrı(a) 

(X) ı rı n-
Yrı 

elde ederiz. Böylece 

J dsh:::; Jds~ı 
Ly,:ı: 'Y 

olur. 

b 

J rfrı(t) dt 
ln(t) 

a 

Şimdi 1 'nın L üzerinde olınama.'3ı durumunu ele alalım. 1 eğrisi a :::; t :::; b ol­

mak üzere 1(t) = (11 (t), 12 (t), ... , ln(t)) şeklinde parametrize edilmiş olsun. Burada 

1(a) = y ve 1(b) = x 'tir. 1 'nın uzunluğu 
b 

j ds~ı = j lrı~t) [(1'1(t))2 + (l~(t))2 + · · · + (1'11 (t)) 2]~ dt 
'Y a 

olarak verilir. Bu ifade de i = ı, 2, ... n- ı olmak üzere bazı i'ler için (~(t))2 > O 

olmalıdır. Böylece bu terimleri atarak ifadeyi kiiçiiltebiliriz. Böylece 
b 

J 
ds11 > J rfrı(t) dt 

ln(t) 
'Y a 

Ly,:ı: 
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elde ederiz. 

Böylece x ve y noktalarının En-1 'e dik öklidyen yan doğru üzerinde olmaları 

durumunda, bu noktaları birleştiren en kısa eğrinin bu öklidyen yarı doğru olduğunu 

ispatla.mış olduk. L 'nin lliJn-ı 'i kestiği noktalar u ve v olmak üzere x, y noktaları 

arasındaki uzaklığı 

dlH!(x,y) =In (Xn) = jln[x,y,O,oo]j = jln[x,y,u,v]j 
Yn 

olarak yazabiliriz. 

2.Durum: x ve y noktaları En-ı 'e dik öklidyen yarı doğru üzerinde olmasınlar. 

x, y noktalarından geçen, En-1 'c dik öklidycn yan çemberi C, En-1 'i kestiği nokta­

lan u ve v ilc gösterelim. C 'nin, üst yarı uzay modeli için izometri olan S(v, lv- ul) 

küresinde yansıma dönii§iimü CJ altındaki göriintüsü En-1 'e dik olan öklidyen bir 

yarı doğrudur. Ayrıca CJ(u) =u ve CJ(v) = oo olur. LDurumdan dolayı a(x) ve CJ(y) 

noktalanm birleştir?n en kısa eğri, bu noktalardan geçen En-ı 'e dik olan öklidyen 

bir yarı doğrudur. Böylece x ve y noktalanm birleştiren en kısa eğri JE:n-1 'e dik 

öklidycn yarı çcmbcrdir. x veyarasındaki uzaklık ise 

d(CJ(x), CJ(y)) 

- lln [CJ(x), CJ(y), O, oo]l 

jln [CJ(x), CJ(y), CJ('u), CJ(v)]l 

olarak bulunur. Çifte oran Möhins düıı!i:-jünıleri altmda dcğişmcdiğindcn 

dnıı(x,y) = lln [x,y,u,v]l 

olur. • 

Teorem 1.3.1 ile üst yarı uzayda verilen iki noktayı birleştiren en kısa yolun 

En-1 'e dik öklidycn yarı doğrular ve yan çemberler olduğunu gördülc. Böylece 

bu tip eğriler iki nokta arasındaki hiperbolik doğrulardır. Gerçekten de üst yarı 

uzayda aynk x ve y noktalarından geçen tek bir hiperbalik doğru vardır. Eğer 

verilen noktalar x = (aı,a2, ... ,an-ı,Xn) ve y = (a1,a2, ... ,an-ı,Yn) şeklinde ise bu 
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hiperbalik doğru JEn-ı 'e dik öklidyen yarı doğrudur. Eğer bu iki nokta En-ı 'e 

dik öklidyen yarı doğru üzerinde değil ise onları birle§tiren hiperbalik doğruyu §U 

şekilde oh.Ljturabiliriz. x ve y noktalarından geçen öklidyen doğru parçasım alalım. 

Bu öklidyen doğru parçasının orta <likmesinin ]En-ı 'i kestiği noktaya c diyelim. c 'yi 

merkc-.l kabul eden ve x, y noktalarından geçen öklidyen çemberin üst yarı uzaycia 

kalan kı..<.ımı aradığnnız hiperbalik doğrudur. 

Teorem 1.3.l'in k.:1.Illtından dolayı aşağ1daki önermeyi hemen yazabiliriz. 

Önerme 1.3.2 x, y, z noktalan un 'de bir·b'i'rinderı farklı üç nokta olsunlar. Bu 

dur·umda 

dnn(x, z) = dnn(x, y) + du(Y, z) 

olabilmesi için gerek ve yeter ko.şul y 'nin x ve z 'yi birle.ştiren hiperbalik doğru 

parçası üzerinde olmasıdır. 

Önerrrıe 1.3.3 urı ''de izometriler·lıiperbolik doğr-uları hiperbalik doğrulara götürür­

ler. 

Kanıt. f un 'in bir izometrisi olsun. X ve z, urı 'de iki ayrık nokta olsun ve 

bu iki noktayı birleştiren hiperbalik doğru parçasını ixz ile gösterelim. y 'de ixz 

üzerinde bir nokta olsun. Böylece Önerme 1.3.2 ile 

dnn(x, z) = dım(x, y) + dn(Y, z) 

elde ederiz. f bir lıipcrholik i:~:oırıctri olduğundan 

du(f(x), f(z)) = dnn(f(x),J(y)) + dnn(f(y), f(z)) 

olur. Burada yine Önerme 1.3.2 ile f(y) noktası J(x) ve f(z) noktalarım birle§tiren 

hiperbalik doğTu parçası i f(x)f(z) üzerindedir. Böylece 

elde edilir. Bir hiperbalik doğru, kesişimieri boş olmayan hiperbalik doğru parçalarımn 

birleşimi §eklinde ifade edilebileceğinden f, hiperbalik doğruları hiperbalik doğrulara 

götürür. • 
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Önerme 1.3.4 un 'de x, y ve u, V iki ayrık nokta çifti verilsin. Bu durumda x, y 

noktalarını u, v noktalarına götüren bir Möbius dönÜ§Ümü olabilmesi için gerek ve 

yeter ko§ul 

dnıı(x, y) = dnıı(u, v) 

olmasıdır. 

Kanıt. Möbius dönüşümleri hiperbolik izomctri olduğundan, x, y noktalarını 

u, v noktalarına götüren bir Möbius dönü§ümü varsa dnn(x, y) = dım( u, v) olacağı 

açıktır. 

Tersine dnn(x, y) = dn(u, v) = k olsun. x ve y noktalarını sırasıyla (0, O, ... , O, 1) 

ve (0, O, ... , O, ek) noktalarına götüren bir 4>ı Möbiu.'3 dönüşümü bulmamız yeterlidir. 

Çünkü aynı §ekilde u ve v 'yi de aynı noktalara götüren bir 4>2 Möbius dönüşümü 

bulurtabilir. Böylece aradığunız Möbius dönüşümü 4>2 14>1 olur. 

x ve y noktalarını sırasıyla (0, O, ... , O, 1) ve (0, O, ... , O, ek) noktalarına götürme 

işlemini iki durumda inceleyelim. !.Durumda x ve y noktalan X71-ekseni üzerinde 

olsun. X= (0, O, ... , O, X71 ) ve y = (0, O, ... , O, Yn) diyelim. Yn > Xn olsun. Eğer Yn < Xn 

ise S(O, Yn) küresinde yan'3ıma dönüşümü ile istenilen durum elde edilir. Burada x 

ve y ara.'3ındaki uzaklık 

(
Yn 

dnıı(x, y) = ln -) 
X n 

X 
'dir. ıp(x) = - öklidycn bcw.crlik dönüşümü ilc ıp(x) = (0, O, ... , O, 1) ve 

X n 

ıp(y) - (0, O, ... , O, Yn) 
X n 

(0, O, ... , O, ek) 

elde edilir. 

2.Durumda x ve y noktaları En-1 'e dik bir çember üzerinde olsun. Bu çem­

berin ı&n- 1 'i kestiği noktalan p ve q olarak adlandıralım. Daha sonra S(q, lq- pl) 

küresinde yansırrıa dönüşümü ile ı&n- 1 'e dik öklidyen yarı doğrusu üzerine gön­

dcrelim. Sorıra da '1/J(x) = x- p ötelernesi ilc x ve y noktalarını Xn-ekseni üzerine 

taşıyalıın. Böylece l.Durumu elde etmİ§ oluruz. • 
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~ 

Teorem 1.3.5 Möb(1Un) = Isom(ıun) 

~ 

Kanıt. M öb(1Un) C I som(ıun) olduğundan dolayı diğer yöndeki kapsamayı 

göstermemiz yeterlidir. 

f E I sonı(1U11 
), yani lıipcrbolik izoınctri olqun. x ve y, Xn-ekseni üzerinde bir­

birinden farklı iki nokta olsun. Böylece f(x) =/= f(y) noktaları arasındaki hiperbalik 

uzaklık 

dnn(f(x), f(y)) = dnn(x, y) 

olur. Önerme 1.3.4, f(x), f(y) noktalarını x, y noktalarına götüren ry E Mab(1Un) 

elemarıının varlığuıı garanti <...'<ler. Böylece ry o f(x) = x ve ry o J(y) = y olur. 

ry E M öb(1Un) ve f bir hiperbalik izomctri olduğundan ry o f dönüşümü de bir hiper­

bolik izomctridir. Hiperbalik izometriler hiperbol ik doğruları hiperbalik doğrulara 

götürdüğünden, x ve y noktalarını birleıtiren hiperbalik doğru oları Xn-ekseni, ry of 

izomctrisi altında ry o J(x) = x ve ry o f(y) = y noktalarını birle§tiren hiperbalik 

doğ,Tuya, yani kendisine dönüşür. X11-ekseni üzerindeki bir z noktası x ve y nok­

talarına uzaklıklarıyla tek türlü belirlidir. ry o f izometrisi altında x ve y sabit 

olduğundan z 'de sabittir. Yani ry of döni.i§ümü Xn-ekseninin her nokta'3ını sabit 

bırakır. 

S(O, r) kürcsi Xn-ckscninc diktir ve Xn ekseni iizerindeki belirli iki noktaya uza­

klıkları eşit olan noktaların ohL'?turduğu küınedir. Böylece ry of izometrisi altında 

8(0, r) kUresi de sabit kalır. Şimeli :ı:11-ekseni fi7.criııdc olmayan bir w noktası alalım. 

S(O, lwl) kürcsi ry of izomctrisi altında sabit kalelığından ry o f(w) yine S(O, !wl) üz­

erindedir. Bu iqc I'Y o f(w)l = lwl olması demektir. Yani ry of list yarı U7..ayı sabit 

bırakan hir öklüiyen i:~:omctridir. llöyleee Sonuç(1.2.l)'dcn dolayı ry of E 1\1öb(1U11
) 

olur. ry of = ep diyecek olursak 

elde ederiz. • 

Sonuç 1.3.6 M öb(1Un) = I som+ (1U11
) 
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Tanını 1.5 "[In üst yarı uzayırı Jfun 'deki kaparıışı olmak üzere, aün kümesinin ele­

maniarına ideal nokta denir. 

Açık olarak un 'in ideal noktaları ıfun-ı 'in noktalarıdır. un 'deki bir noktanın, 

bir ideal noktaya hiperbolik uzaklığı sonsuzdur. un 'in izometrileri, yani Möbius 

dönlliiümleri ideal noktaları ideal noktalara dönlliitürürler. 

Kürelerin Korunması 

ıfun 'de S(a, r) veya P(a, t) küreleri sırasıyla 

ve 

-2a · x + 2t =O 

şeklinde tanımlanırlar. Bu iki ifadeyi lal2 > aoan+I olmak üzere 

ao lxl 2 
- 2a · x +an-tl = O 

şeklinde ortak bir ifadeyde yazabiliriz. Tersine JR.n+2 'de a = (aı, a2, ... , an) olmak 

üzere lal2 > aoarı+l koşulunu sağlayan bir (ao, aı, ... , arı+I) vektörü, ıfurı 'de 

koşulunu sağlayan bir :E kUresi tanımlar. Eğer ao f. O ·ise 

eğer ao = O ise 

olur. Burada (a0 , a1ı ... , antı), :E 'nin katsayı vektörü olarak tanımlanır. 

Teorem 1.3. 7 ep, Ifun 'de bir Möbius dönüşümü ve :E 'da bir küre olsun. Bu durumda 

ifJ(:E) ·'de ıfurı 'de bir küredir. 
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Kanıt. </J, En 'de bir Möbius dönii§ümü olduğundan, yansıma dönti§ümleriııin 

bileşkesidir. Bu durumda <P 'yi, J&n 'de bir yansıına dönti§ümü olarak varsayabiliriz. 

Açık olarak öklidyen benzerlik dönüşümleri küreleri kürelere götürürler. S ( a, r) 

küresinde yansıma dönti§ümünü '1/J(x) = ~(x- a) öklidyen benzerlik dönti§ümü ile 

S(O, 1) küresinde yansıına dönüşümünün bilcşkesi şeklinde yazabiliriz. Böylece <P 'yi 

S(O, 1) küresinde yansıma dönii§ümü olarak varsayabiliriz. Bu durumda 

X 
<P(x) = -2 

!xl 
olur. (ao, a1 , .•• ,an-ı-ı) vektörii ~ 'nın katsayı vektörii olsun. Böylece~. 

denklemini sağlar. y = <P(x) diyelim. Böylece y 

denklemini sağlar. Bu ise yeni bir küre denklemidir. Yani <P dönti§ümü ile ~ küresinin 

görüntüsü bir ~' küresidir. Benzer şekilde <P dönü§ümü ile r küresinin görüntüsü 

de ~ küresi<lir • 

Üst Yarı UzaydaHacim Elemanı 

n-boyutlu Riemamı ınanifoldu üzerindeki Rieınann metriği genel olarak 

ds2 
= L 9ijdxidx j 

i,j 

formundadır. Bu durumda hacim elemanı 

şeklinde tanımlanır. 

Önerme 1.3.8 Üst yarı uzay için hacim elemanı 

'dir. 

ı 
dV = -dxı dx2 · · · dxn 

X~ 
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Kanıt. Üst yarı uzayda Riemann metriği 

olduğundan, (gij) fonksiyonlarının olu~tmduğu n x n 'lik matrisin de terminantı 

olararak bulunur. Böylece 

olur. • 

ı 
x;, 
o 

o 
1 

x2 
" 

o o 
1 

o 

o 

1.4 Hiperbalik U zayın Diğer Modelleri 

Konformal Disk Model 

Hiperbalik uzayın modellerinden biri de, birim disk içinde tanımlanan konformal 

disk modeldir. Bu modeli :nın ile göstereceğiz. eı, e2 , •.• , en vektörlerilEn 'in stan­

dart taban vektörleri olmak üzere konformal di.:;k modeli, üst yarı uzaydan birim 

diHkc tanımlanan, 

g(x) ı 2 
------::-2 (2xı, 2x2, ... , 2xn-l, ı + !xl ) 
jx+enl 

dönii§Umü kullanılarak elde edebiliriz. Bu durunıda üst yarı uzaydaki Riemann 

metriğinden yararlanarak bu modelde Riemann metriği.ni ı·2 = .L: x; olmak üzere 
i 
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olarak buluruz. Konformal disk modelde doğrular, üst yan uzay modelindeki doğru­

ların g dönüşümü altındaki görüntüsüdür. Böylece iki noktayı birleştiren doğru, bu 

iki noktadan geçen ve sn-1 'c dik olan çembcrin disk içinde kalan kısmıdır. Bn 'in 

ideal noktalan ise sn-1 'in noktalarıdır. 

Konformal disk modelin izomclrilcri, ip E Möb(lU11
) olmak üzere cfJ =go ip o g-1 

şeklindeki dönil'jümlerden ol~urlar. Bu tip dönii'jümlerin kümesi de bileşke i§lemiyle 

bir grup formundadır. Bu g;rubu da M öb('!ffin) ile göstereceğiz. Ayrıca konformal disk 

modelde hacim elemanı 

211 
dV = ( 2 ) dxıdxı · · · dxn 

ı-r n 

olarak bulunur. 

Projektif Disk Modeli 

Projektif disk modeli de yine birim disk içinde verilen bir modeldir. Bu yüzden 

Projektif disk modelini, konformal disk modelden elde etmek daha kolay görünmek­

tedir. Projektif disk modelini ]1))11 ile göstereceğiz. Projektif disk modelini, 

p(x) 
2x lxl <ı 

dönüşümü ile konformal disk modelden elde edilebilir. Aynca bu döni.i§üm oon 
üzerine, Vx E sn-I için p(x) = X alınarak sürekli bir şekilde genişletilebilir. p 

dön(i.jüınü vasıtasıyla., :nın fizerindeki Ricma.nn rnctriğinden yararlanarak, r2 = E XI 
i 

olmak üzere ]1))11 üzerinde, 

Riemaıın metriğini elde ederiı;. Projektif disk modelinde de ideal noktalar S11-ı 

üzerindeki noktalardır. 

Projektif disk modelinin avantajı burada doğruların öklidyen doğruların birim 

disk içinde kalan kısımları olmasıdır. Aynca projektif disk modelinde izometriler, cfJ 

dönii§ümü Bn 'in bir izometrisi olmak üzerepo ip o p-1 şeklindeki döni.i§üınlerden 
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oluşurlar. Bu modelde hacim elemanı da 

olarak verilir. 

Buraya kadar olan kısımda hiperbalik uzayı ve modellerini tanıtmaya çalıştık. 

Şimdi ise üç boyutlu hiperbalik uzayda politopların hacimlerinin hesaplanmasında 

sıkça kullanılacak olan Lobachevsky fonksiyonunu vereceğiz. 

1.5 Lobachevsky Fonksiyonu 

Üç Boyutlu hiperbalik uzay JHI3 'de hacim hesabında önemli rolü olan Lobachevsky 

fonksiyonunu Jl : JR ---+ JR 

o 

JI(O) - J logj2sinxjdx 

o 
JI(O) =O 

şeklinde tanımlıyoruz. Burada O = k7r, k E Z için integral has olmayan integrale 

dönü§ür. Şimdi JJ 'nin iyi tanımlılığına ili§kin teoremi verelim. 

Tcorenı 1.5. 1 JI, V O E JR için iyi tanımlı, sür-ekli, periyodik ve periyodu 1r olan 

bir- fonksiyondur-. 

Kanıt. w [1, oo) kapalı aralığ-ıııııı Ulırıleyeııiııde bir kompleks &'\yı olsun. Ru 

durumda 1 -w 'de ( -oo, OJ kapalı aralığ1nın tüınleyeninde bir kompleks sayı olur. 

Böylece ı - w 'nin argümentini arg( ı - w) E ( -7r, 1r) olacak §Ckilde tanımlayabiliriz. 

Böylece 

log(ı- w)= logll-wl +i. arg(l- w) 

formülü ile tanımlı log(l -w) fonksiyonu [1, oo) aralığının tümleyeninde analitik 

olarak tanımlaıunış olur. Şimdi O <O< 1r iken 

log(ı- e2
i
0

) = log(2sin0) +i(O- ~) 
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eşi ttiğinin sağlandığını gösterdim. 

ı - e2
i
0 = ı - ( cos 28 + i sin 28) 

= ı - ( ( cos2 8 - sin2 8) + 2i sin 8 cos 8) 

= 2 sin2 8 - 2i sin 8 cos 8 

= 2 sin 8(sin 8- i cos 8) 

= 2 sin 8( cos( 8 - i) + i sin( 8 - i)) 
bu e§İtliği log fonksiyonunda yazarsak 

log(ı- e2
i
0

) = log(2sin8) + i(8- i) 
elde ederiz. 

</J(w) = _-_lo-=-g_:_(ı_-_w-'-) 
w 

formülü ile tanımlı tjJ fonksiyonunu gözönüne alalım. (Bkz [2]). 

lim wtjJ(w) = O 
w->0 

(1.2) 

olduğundan w = O 'daki singülari te kaldırılabilirdir. -log( ı -w) 'nin kuvvet serisi 

açılımından 

oo n 

-log(ı-w) = L: ,Jwl <ı 
n=l 

yazabiliriz. Buradan da 

00 n-1 

<fJ(w) = L w n 'Jwl < ı 
n=l 

elde ederiz. tjJ(w) fonksiyonu Jwl < ı yakınsaklık diski içinde analitiktir. Analitik 

devam (analytic continuation) ile [ı, oo) kapalı aralığının tümleyeninde de analitiktir. 

Dilogaritma fonksiyonu [ı, oo) kapalı aralığının tümleyeninde 

z 

'lj;(z) = J </J(w)dw 
o 
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şeklinde tanımlanır. <f>(w) fonksiyonunun lwl < ı yakınsaklık diski içinde terim 

terime integre edersek 

z 

1/J(z) = / <f>(w)dw = f ~~'Izi< ı 
0 n=ı 

ıd ed · 1 1 d" k" · · d zn ı ld ~ d Loo ı 7r
2 kınsak e e erız. z < ı ıs ı ıçın e 2 < 2 o ugun an ve 2 = -

6 
ya 

n n n 
n=l 

oo n 

olduğundan L ~2 serisi düzgün yakınsaktır. Böylece Izi ~ı kapalı diski üzerinde 
n=ı 

'ljJ fonksiyonunu 

oo n 

'1/J(z) = L \ , Izi ~ ı 
rı 

n=l 

oo n 

şeklinde tanımlayabiliriz. L z 
2 

serisi Izi ~ 1 kapalı diski üzerinde düzgün yakınsak 
n 

n=ı 

olduğundan '1/J(z) forıksiyonu Izi ~ ı için süreklidir. c ve O, O <c< O< 1r koşulunu 

sağlayan reel sayılar olsuıılar. 

Şekil ıA: Birim di'3k içinde a , {3 ver eğı-ileri 

Şekil 1.4'deki gibi a,{3,{ eğrilerini gözönüne alalım. </>(w) fonksiyonu [ı,oo) 

kapalı aralığının tümleyeninde analitik olduğlından 

/ <f>(w)dw + / <f>(w)dw = / <f>(w)dw 
a f3 1 
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yazabiliriz. Böylece 

J tj;(w)dw = '1j;(e2iO) _ '1j;(e2ie) 

/3 

olur. Burada w = e2it diyecek olursak dw = 2ie2itdt buradan da dw = 2idt elde 
w 

edilir. Buradan 

J tj;(w)dw 

/3 

J -log~ - w) dw 

/3 
(} - -J log(l - e2it)2idt 

(} 

-- /[log(2sint)+i(t-~)]2idt 
(} 

- [t2
- rrt I -2i J log(2sint)dt 

e 

elde edilir ve böylece 

(} 

-2i J log(2 sin t)dt = '1j;(e2
i
0)- '1j;(e2ie) + [rrt- t2! 

e 

olur. 'ljJ fonksiyonu Izi ::;; 1 kapalı eliski üzerinde sürekli olduğundan 

(} (} 

/
log(2sint)dt = lim Jıog(2sint)dt 

e-+O+ 
O e 

has olmayan integrali yakınsaktrr. Böylece .H(O) fonksiyonu O < O < 1r için iyi 

tanımlı olur ve 

eşitliği sağlamr. Bu eşitlikten O ---r 1r için JI(rr) = O olarak bulunur. Buradan da 

2iJI(O) = '1j;(e2w)- 'lj;(l) + rrO- 02 formülünün O < O ::;; 1r için sağlandığı görülür. 

BöyleceJJ fonksiyonu bu aralıkta süreklidir . .H(rr) = JI(O) = O ve -log 12 sin(O)I 

periyodik ve periyodu 1r olduğundan .H fonksiyonu da periyodik ve periyodu 7r 'dir. 

Böylece .H(O) fonksiyonunun V O E JR için iyi tammlı ve sürekli olduğu göri.Üür. • 
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Şekil 1.5: Lobachevsky fonksiyonunun grafiği 

Yardımcı Teorcnı 1.5.2 JI fonksiyonu tek fonksiyondur ve 

özelliğini sağlar-. 

Tl-1 

"" k7r Jl(nO) =n 6 JI(O + -), 
n 

k=O 

VnE Z 

Kanıt. Önce JI fonksiyonunun tek olduğunu görelim. 

-0 

JI( -0) = - J log j2 sin xl dx 

o 

X 

ifad<.>sinde x = -u değişken değişimi yaparsak d:ı: = -du olur. Böylece 

-0 o o 

(1.3) 

JI(-0) =- Jıogj2sinxjdx = ;·logl2sinu!du = ;·log!2sinxldx = -J/(0) 

o o o 

elde <-'<leriz. 

ı niT-
1 

( 2-ırik ) z' - 1 = z - e--;;-
k=O 

eşitliğinde z yeriııe e2ix yazalım. Bu ifadenin ııonnunu alırsak 

n-I 

ie2inx- ll= rı ie2ixııı- e-2ix-2~k ı 
k=O 

31 



ifadesinde t = x + k7r dersek 
n 

2 . 21fi.k 2"t 1 -e- ıx---;ı = 1 -e- ı 

olur. Böylece 

ll -2itl2 4. 2t -e = sın 

yam 

ı 2. 211"ik ı ı ( k7r) ı 1- e- ıx---;ı = 2 sin x +--:;;: 

elde ederiz. je2ixl = 1 ve (1.2) 'den dolayı ll- e2inxl = l2sin (nx)l olduğundan 

n-1 IT ı ı- e-2ix-2:k ı 
k=O 

n-lı ( k1r) ı 12 sin ( nx) 1 = g 2 sin x + --:;;: 

elde ederiz. Bu son eşitlikte her iki tarafın logaritmasım alırsak 

logj2sin(nx)l = ~logı2sin (x+ k:) ı 
eşitliğini elde ederiz. Her iki tarafın integralini alarak 

elde ederiz. Sol taraftaki integralde u = nx sağ taraftaki integrallerde de u = x + k; 
değişken değişimi yaparak 

n9 

~ J log 12 sin (u)l du 
o 

JI (nO) 
n 

elde ederiz. Bu eşitlik n= 2 için 

JI ~2B) = JI (B)+ .H (o+ i) - JI (O)- JI (i) 
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haline gelir. JI fonksiyonunun periyodu 1r olduğ1ından 

elde ederiz. Bu durumda 

olur. Böylece aradığımız 

JI~nO) ~~.n (o+ k:), VnE Z 

eşitliğini elde ederiz. • 
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2 Hiperbalik Üçgenin Alanı 

Bu bölümde hiperbolik düzlemde verilen bir üçgenin alanını hesaplayacağız. Daha 

sonra hiperbolik üçgenin maksimum hacme sahip olabilmesi için koşulları ara§tıra­

cağız. Bu incelerneyi yapmak için de üst yarı düzlem modelini kullanacağız. 

Tanım 2.1 Üçü aynı hiperbalik doğru üzerinde olmayanA, B, C noktalarının hiper­

bolik doğrularla birle§tirilmesiyle olu§an §ekle hiperbalik üçgen denir. Eğer A, B, C 

noktaları sırasıyla s > O, k > ı olmak üzere (0, k), (s, t), (0, ı) koordinatlarına 

sahipseler olU§an üçgene standart durumdadır diyelim. (Bkz. (8}) 

Önerme 2.0.1 Üst yarı düzlemdelv-iher hiperbalik üçgen izometrilerle standart du­

ruma getirilebilir. 

1. Durum 2. Durum 

3.Durum 

Şekil 2.ı: Hiperbolik üçgenin standart duruma getirilmesi 

Kanıt. Bu önermeyi üç durumda ispatlayacağız. Birinci durumda D.ABC hiper­

bolik üçgeninin köşeleri C = (0, ı), s > O olmak üzere B = (s, t) ve k < ı olmak 
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üzere A = (0, k) şeklinde olsrm. Bu durumda tl.ABC hipcrbolik üçgeni 10 ,1 çcm­

berde yansıma dönüşümü ilc standart duruma dönüşür. 

İkinci durumda tl.ABC hiperbolik üçgeninin köşelerinin ikisi y-ekseni üzerinde 

A = (O, a) ve C = (O, c) noktaları olsrm. Eğer s < O ise y-ekseninde yansıma yaparak 

s > O elde ederiz. Böylece B = (s, t) k&Jcsi için s > O varsayabiliriz. Bu durumda 

I o,..;c invcrsiyonu uygularsak 

ıocııoc'ı 

cjOC'I 

IOC'I 

buluruz. Böylece tl.ABC hipcrbolik üçgenini standart duruma veya birinci durum­

daki hipcrbolik üçgene dönüştürmüş oluruz. 

Son olarak tl.ABC keyfi bir hipcrbolik üçgen olsun. AC kenarının x-eksenini 

kestiği noktaları D ve E olarak adlandıralım. Şekil 2.1. Yatay ötelerneler üst yarı 

düzlem modeli için izometri olduğrmdan E = O orijin olarak alabiliriz. 

Bu durumda D = (d, O) olur ve Iv,d yansınıası ile A ve C noktalarından geçen 

hiperbolik doğruyu y-ckscninc göndcrebiliriz. Böylece standart olan veya ilk iki 

durumdan birine uyan bir hiperbolik üçgen elde etmiş oluruz. Böylece üst ~arı 

düzlem modelinde verilen herhangi bir hiperbolik üçgen bu modelin izometrileriyle 

standart durnnıa getirilmiş olur. • 

Yardımcı Teorcnı 2.0.2 Bi1· köşesi ideal oları hipe1·bolik üçgerıirı alanı diğer iki 

kö§esirıdeki açılar a,{J olmak 'Üzere 1r- a- {3 'dır. 

Kanıt. Bu hipcrholik Uçgenin ideal köşesini A,açısı {3 olan köşeyi B, diğer köşeyi 

de C olarak adlaııdıralım. Burada genclliği. bozmadaıı A = oo, BC kenarıın da O 

merkezli r yarıçaplı hiperbolik doğru üzerinde alabiliriz.Şekil 2.2. 

Bu durumda OB 'nin x-ekseni ile yaptığ1 açı /3, OC 'nin x-ekseni ilc yaptığ1 açı 

ise 1r - a olur. Böylece tl.ABC hiperbalik üçgeninin hiperbolik alaın 

r=s/3 

H A(tl.ABC) = J 
35 
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Şekil 2.2: Bir köşesi ideal hiperbolik üçgen 

ile verilir. Bu integrali hc.~-:ıplarsak 

r=s/3 

[-ı ro IIA(ô.ABC) J - - dx 
y~ 

-r=sa 

roos/3 

J ı 
dx - J 2 2 r -x 

-roosa 

[ xr=s/3 - arcsın-

r -T<X>SQ 

arcsin( cos {3) - aı·csin(- cos a) 

7f 7f 
- --{3+--a 

2 2 

- 7r-a-{J 

elde ederiz. Böylece kanıt tamamlanmış olur. • 

Tcorcm 2.0.3 I/erhangi bir ô.ABC hiperbalik üçgeni verilsin. A, B, C köşeler'indeki 

açılar sırasıyla a, {3, 1 olsun. Bu durumda ô.ABC hiperbalik üçgeninin hiperbalik 

alanı 1r- a- {3- 1 'dir. 

Kanıt. Önerme 2.0.1 'i kullanarak ô.ABC hiperbolik üçgenini standart du­

rumda varsayabiliriz. D = oo olarak adlandıralım. Böylece ô.DAC ve ô.DBC 
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D=oo 

Şekil 2.3: lliperbolik Üçgen 

üçgenleri Yardımcı Teorem 2.0.2 'de hcsapladığımız türden hiperbolik üçgenlerdir. 

Böylece !:::.ABC hiperbolik üçgeninin alanı 

H A(!:::.ABC) =H A(!:::.DBC)- H A(!:::.DAC) 

olur. Burada DAC açısı 1r- a 'dır. L açıyı göstermek f.izere 

HA(!:::.ABC) 

elde ederiz. • 

1r- {3- LDCB- (1r- (1r- a)- LDCA) 

1r- {3- 7- LDCA- (1r- (1r- a)- LDCA) 

- 1r- {3- 7- LDCA- a + LDCA 

- Jr-a-!3-'Y 

Sonuç 2.0.4 !deallıiperbolik üçgenin alanı 1r 'dir·. 

Kanıt. !:::.ABC ideal hiperbolik üçgeni verilsin. Bu hiperbolik üçgenin iç 

bölgesinde bir O noktası alalım. Bu O noktası ile A, B, C noktalarından geçen 

hiperbolik doğıuları çizelim ve kenarları kestikleri noktaları sırasıyla F, E, D olarak 

adlandıralım. Burada O noktasıda keşisen hiperbolik doğıular arasındaki açıların 
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toplamı 21r 'dir. Diğer taraftan LADC + LBDC = 1r, LAEB + LBEC = 1r ve 

LAFC + LAF B = 7f eşitlikleri vardır. Şekil 2.4. Böylece t:ı.ABC lıiperbolik üç-

B 

A 

c 

Şekil 2.4: Poincare disk modelinde ideal üçgenin bölünmesi 

geninin alanı, Teorem 2.0.2 kullanılarak 

ll A(t:ı.ABC) = 61r- 21r- 1r- 1r- 1r = 1r 

elde edilir. • 

Sonuç 2.0.5 Bir· hiperbalik üçgenin maksimum alana sahip olabilmesi için gerekli 

ve yeter·li ko§ul ideal hiper·bolik üçgen olmasıdır·. 

Kanıt. llerhangi bir lıiperbolik üçgen bir ideal lıiperbolik üçgen tarafından 

içerilir. O halde maksimum hacimli lıiperbolik üçgen ideal olmalıdır. Diğer taraftan 

bütün ideal hiperbolik üçgenlerin alanları 7f olduğ;undan, ideal üçgenler maksimum 

alana sahiptir. • 
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3 Bazı Hiperbolik İdeal Politopların Hacimleri 

Bu bölümde hiperbolik düzgün, ideal dörtyüzlü (tetralıedron), altıyüzlü (hexahe­

dron), sekizyüzlü (octalıedron), onikiyüzlü (dodecahedron), yİniliyüzlü (icosahe­

dron), gibi bazı politopların hacimlerini hesaplayacağız. Ayrıca hacimlerinin maksi­

mum olması için gerek ve yeter koşuluıı düzgün ve ideal olmaları olduğunu göstere­

ceğiz. 

Tanım 3.1 X, En veya lHin olmak üzere, X içinde bir· politop, sonlu sayıda nok­

tanın konveks zarfı olarak tanımlanır. Bu sonlu sayıdaki noktalar da P politopu-
-

nun köşelerini oluştururlar. JHin 'deki bir P politop'unun bir ideal noktası, P, P 'nin 
-

JEn 'deki kapanışı olmak üzer·e P n8W kümesinin bir noktasıdır. Bütün köşeleri ideal 

olan politopa da ideal politop denir-. 

Tanım 3.2 X, JEn veya lHin olmak üzere, X içinde köşeleri v1, v 2, ... , vk olan bir pali­

topun ağırlık merkezi 

c={ 
olarak tanımlanır. 

(vı +v2+ ... +vk) 
k 

(vı +v2+ ... -f-vk)/k 
l(vı-I·'U2+···+vk)/kl 

eğer X= lEn 

eğer- X= lHin 

Bir politop köşe noktalarının konveks zarfı olduğundan ağırlık merkezi c nok­

tasımda içerir. 

3.1 Dihedral Açılar 

P, lHI3 'te bir politop olsun. P 'nin 8 ve T ytizleriniıı bitişik olması demek 8 nT 'nin 

hem 8 'nin hem de T 'nin kenan olması demektir. 

8 veT lHI3 'teki P politopuııuıı yiizleri olsunlar. Biz 8 veT arasındaki O (8, T) 

olarak göstereceğimiz dihedral açıyı tanırnlayacağız. Ön<--elikle 8 = T olması duru­

munda O ( 8, T) = 1r olarak tanımlıyoruz. Eğer 8 ve T ayrık ise, yani P 'nin biti.§ik 

olmayan yüzleri iseler O ( 8, T) = O diyeceğiz. 8 ve T 'nin bitişik olması duru­

muna ise (8) ve (T), sırasıyla 8 veT 'yi içinde bulunduran hiperbolik düzlemler 
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OOrtyUzlll 
Altıyüzlll 

Sekizyüzlü 

Onikiyüzlll Vlnnlyüzlü 

Şekil 3.1: Bazı düzgün hiperbalik çokyüzlüler 

olmak üzere JH[3 'ü dört bölgeye ayırırlar. Bu dört bölgeden bir tanesi P 'yi içinde 

bulundurur. x, S nT içindeki herhangi bir nokta .A, J.-L : IR --+ JH[3 

ı. .A(O) =X = J.-L(O) 

2. .A ve J.-L sırasıyla (S) ve (T) 'ye normal 

3. A' (O) ve J.-L' (O) JH[3 'nin P 'yi içeren yarı uzayından çıkan vektörler 

olacak şekilde jeodezikler olsunlar. a ise .A ve J.-L arasındaki açı olsun. Açık olarak 

a, x'in seçiminden bağım~ızdır. BudurumdaP 'nin S veT arasındaki dihedral açısı 

()(S, T) = 1r- a olarak tanımlanır. Şekil 3.2. 

Teorem 3.1.1 JH[3 'te bir ideal dörtyüzlüde kar§ılıklı dihedral açılar e§ittir. Ayrıca 

bir kö§esindeki dihedral açılar a, /3, "( olmak üzere a + f3 + "( = 1r 'dir 

•• A A2 
Kanıt. Oneelikle C~ lE 'dea, b, c, d noktalarının çifte oranın 

a-c b-c 
( a, b; c, d) = a - d : b - d 

40 



1 

/ 
O(S,T) 

s T 

Şekil 3.2: S veT yüzleri arasındaki dihedral açı 

şeklinde tanımlandığını belirtelim. Bu oran, a noktasının, b, c, d noktalannı sırasıyla 

ı, O, oo noktalarına götüren Möbius döniişiimli altında görüntüsünü verir. 

S, JH[3 'tc köşeleri A, B, C, D olan ideal dörtyüzlü olsun. S 'yi üst yan uzay 

modeline gönderelim. Köşe noktalarının görüntüleri ise sı~asıyla a, b, c, d E E2 olsun. 

S 'yi, JE2 'deki 

z-c b-c 
1n(z) = (z b· c d) = -- · -
r ''' z-d·b-d 

Möbius dönü<Jüınünün Poincarc gcni<Jlemesi (p ile resmedelim. Böylece (p(b) = ı, 

(p(c) = O, (p(d) = oo olur. (p(a) = a' diyelim. Çifte oran, Möbius dönüşümleri 

altında invariant kaldığından 

(a,b;c,d) = ((p(a),(p(b);(p(c),(p(d)) = (a',ı;O,oo) = a' 

olm. Bu durumda S dörtyüzlüsünde DC kenan üzerindeki dihcdral açı arg( ( a', ı; O, oo)) = 

arg(a') olm. Aynı şekilde S 'yi 

z-b c-b 
4>(z) = (z,c;b,a) = --:-­

z-a c-a 

Möbiu..~ dönüşümünUn Poincarc genişlemesi ep ile resmedelim. Böyle<.."C ~(a) = oo, 

~(b) =O, ~(c) =ı elde ederiz. ~(d) =d' cliyelim. Yine çifte oran Möbius dönüşUm­

leri altında invaryant kaldığmdan 

(a,b;c,d) = (~(a),~(b);~(c),~(d)) = (oo,O;ı,d') =d' 
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elde ederiz. Böylece a' = d' olmalıdır. Bu durumda da AB kenan üzerindeki 

dihedral açı arg(oo,O; l,d') = arg(d') = arg(a') olur. Bu ise DC kenan üzerindeki 

dihedral açı ile onun karşısındaki AB kenan üzerindeki dihedral açının eşit olması 

demektir. a+,6+r = 1r olduğunu görmek için de S 'yi bir k<>§esi oo'a gidecek §ekilde 

üst yarı uzay modeline gönderelim. Bu durumda taban öklidyen üçgen formunda 

olduğundan buradaki dilıcdral açıların toplamı 1r'dir. Böylece a + ,6 + r = 1r elde 

edilir. • 

A 

c 

Şekil 3.3: İdeal dörtyüzlüde kar§ılıklı dihedral açılar eşittir 

3.2 İdeal Dörtyüzlünün Hacmi 

Öneelikle daha genel olarak bir köşesi ideal oları, Uç dihcdral açısı dik ve diğer UçU 

ise a, ~ - a, ,6 olan hiperbolik dörtyüzlünUn hacmini hesaplayalım. Bu dörtyüzlüyü 

Sa,f3 ile göstcrelim. 

Teorem 3.2.1 Sa,f3 dörtyüzlüsünün hacmi 

V(Sa,f3) = ~ [JJ (a + ,6) + Jl (a- ,6) + 2Jl Ci-a) J 

dir. 

42 



Kanıt. İspatı Üst yan uzay modeli 

ds~ 

{(x,y,z) E IR!?j z >O} 

- lı (dxı + dy2 + dz2) 
z 

de yapacağız. Genelliği bozmadan Sa,/3 'mn ideal köşesini oc/da diğer kö§elerini 

birim küre yüzeyi üzerinde olduğunu kabul edebiliriz. Çünkü aynı özelliklere sahip 

ba§ka bir dörtyüzlü liP 'ün izometrileri ile söylediğimiz duruma getirilebilir. Sa,/3 

dörtyüzlüsünün xy-düzlemiııe izd~ümü 6. dik üçgeni olsrm. Bu durumda 6. 'mn 

(J. ır 

2 
ır 
--a 
2 

Şekil 3.4: Üst yarı uzayda Sa,/3 tetrahedroııu 

dik kenarlarından biri cos {3 olur. Dolayısıyla 6. içindeki noktalar 

O< x~cos{3 

O < y ~ xtana 

şeklindeki noktalardır. 1[;3'de hacim elemarn -f.ıdxdydz 'dir. llu durumda Sa,/3 'mn 

hacmi 

olur. Buradan da 
cos {3 :rtan a 

V(Sa,/3) = J J 2(l _ : 2 _ y2) dydx 
o o 
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elde ederiz. Burada u= Jı- x 2 dersek 

oosf3xtana 

V(Sa,/3) - I I 2(u2 ~ y2) dydx 
o o 
oosf3 

j. _]__ log ı u + x tan a ı dx 
4u u- xtana 

o 
oosf3 

j. 1 1 ı u cos a + x tan a ı - og dx 
4u 'Ucosa- xtana 

o 

elde ederiz. x = cos O diyelim. Bu durumda u = sin O ve ~ = -dO olur. Böylece 

f3 -~ I log ı2 sin( O + a) ı dO 
4 2 sin( O- a) 

" 2 

-~ [/ıog J2sin(H a)J dO- Jıog J2sin(O- a)J dO J 

elde ederiz. Burada ilk integralde x = O + a ikinci integralde x = O - a değişken 

değişimi yapar&"lk 

V(S.,p) - -~ lTlog J2sinxJ dx-2"logJ2sinxJdx J 

= l [ JI ({3 + a) - JI ( ~ + a) - JI ({3 - a) + JI ( ~ - a) J 

olur. Buradan da -JJ(~ + a) = JI(~- a) ve -J/({3- a) = JI(a- {3) olduğundan 

V(Sa,/3) = l [JJ(a + {3) + JI(a- {3) + 2JJ(~- a)] 

buluruz. • 

Şimeli Sa,/3 'nın iki ideal köşesi olduğunu varsayalım. Bu durumda 6 'mn xy 

düzlemindeki ( cos {3, cos {3 tan a) köşesi birim çember üzerinde olacaktır. Buradan 
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ve buradan da tan2 n= tan2 f3 elde ederiz. Bu ise n= f3 olması demektir. Böylece 

önceki teoremden dolayı Sa,a 'nın hacmi 

haline dönüşür. JI (2n) = 2Jl (n)+ 2JI (n+~) olduğundan 

V(Sa,a) - ~ [2JI (n)+ 2JI (n+ i)+ 2JI(i- n)] 

- 1JI (n)+~ [2JI (n+~)+ 2JI(~- n)] 
ı 2JI (n) 

elde ederiz. 

Sonuç 3.2.2 Sa,a dörtyüzlüsünün hacmi }JI (n) 'dir. 

Tcorem 3.2.3 Dilıedml açıları n, (3, 1 oları Ta,f3,"f ideal döriyüzlürıün hacmi 

V(Ta,{3,"f) = JI (o:)+ JI ((3) + JI (!) 

dir. 

Kanıt. Genelliği bozmadan Ta,f3,'Y'nm k~elerindcn birini oo 'da diğerlerini birim 

küre ytizeyinde varsayabiliriz. Ta,f3,'Y'mn xy-düzlemine dikey izdiişümü 6, k~eleri 

birim çember üzerinde olan bir üçgendir. Burada göz önüne almamız gereken üç 

durum va.rdır: Orijinin ( 1) 6 'nın içinde olması, (2) 6 'nın içinde olması, (3) 6 'nın 

içinde olması. 

1. Orijinin 6 'mn içinde olma.c:ıı dunnnınıda orijini kenarların orta noktaları ilc 

birleştirelim. Merkezden kirişe çizilen doğru parçası kirişi iki eşit parçaya 

ayırdığından kirişe diktir. Diğer taraftan aynı dikmeye komşu olan iki dik 

üçgen benzerdir. Çevre açı gördüğü yayın ölçi.isünüıı yarısı olduğundan ori­

jin etrafındaki açılar Şekil 3.6'da görüldüğü gibi olur. Dörtytizlüniin, elde 
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A=oo 

c 

Şekil 3.5: Üst yarı uzay modelinde ideal dörtyüzlü 

ettiğimiz altı dik üçgenin herbiri üzerindeki kısmı So,o formundadır. Sonuç 

3.2.2'yi kullanarak 

V(Ta,/3,-y) [ ı ı ı ı 2 2JI (a) + 2JI (,B)+ 2JI (T) 

JI (a) + JI (,B)+ JI (r) 

elde ederiz. 

2. Orijinin h. 'nın kenarlarından birinin U7.erindc olması durumunda bu kenar 

çap olacağından kar§ısındaki açı ~ ohır.Yine orijin ile iki dik kenarın orta 

noktalanm birleşirirsek Şekil 3. 7'de görüldüğü gibi dört dik üçgen elde ederiz. 

Yine birinci durumdaki gibi Sonuç 3.2.2'den 

elde ederiz. 

V(Ta,,B,-y) - 2 [~Jl (a) + ~Jl (,B)] 

.ll (a) + JI (,B)+ JI (i) 
JI (a) + JI (,B)+ J1 (r) 
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a 

Şekil 3.6: Orijinin içeride olması durumunda 6. 'nın dik üçgenlere bölünmesi 

y 

Şekil 3.7: Orijinin 6.'nın kenannlardan birinin üzerinde olması durumu 

3. Son olarak orijiniıı 6. 'nın c~ında olması duruınuııda açılardan bir tanesi geniş 

açıdır. Yine orijin ile kenarların orta noktalarını birleştirelinı. Daha sonra 

orijin ve 6. 'nın köşelerinin birle.~tirilmcsi ile Şekil 3.8'deki gibi dik üçgenler 

elde ederiz. Böylece aradığımız hacim 

[ ı ı ı ı V(Ta,JJ,ı) = 2 2J/ (a) + 2JJ ({3)- 2JJ(a + {3) 
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Şekil 3.8: Orijinin .6.'nın dıışında olması dununu 

olur. a + {3 = 7f- r olduğundan 

V(Ta,13,,) - 2 [~JJ (a) + ~JI ([3)- ~Jl(1r- r) ı 
- JJ (a) + JI ({3) + JI (r) 

bulunur. Böylece Teorem 3.2.3'ün ispatı bitmiş olur . 

Teoreın 3.2.4 JH[3 'te maksimum hacimli dör·tyüzlü düzgün ideal dörtyüzlüdür. 

Kanıt. JH[3 'tc herhangi bir dörtyüzlü bir ideal dörtyüzlll tarafından içerile-

ccğinden sadeec ideal dörtyl~lii durmrmmı g;ö:.,ı;öııiiııde bulunclumlıın. Bu durumda 

maksimum olmasını istediğimiz fonksiyon a, {3, r ~ O ve a + {3 + 1 = 7f olmak üzere 

f(a, {3, r) = JI (a) + JI ({3) + JI (r) 

olacaktır. Diğer taraftan a, {3, r sayılarını JR3 'te 

kompakt kümesinin elemanı gibi diişünebiliriz. Bu durumda f : D ---t JR §eklinde 

yazabiliriz. f sürekli fonksiyonu D kompakt kümesi üzerinde maksimum değerine 
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sahiptir. a, {3, 1 'dan en az birinin sıfır olması durumunda hacim fonksiyonu sıfır 

değerini alır. Örneğin a = O ise f3 + 1 = 1r olur ve 

f(a, /3, 1) - Jl (O)+ Jl ({3) + JI (T) 

- JJ (/3) + JJ (7r- /3) 

JJ (/3) - JI ({3) = o 

elde edilir. Böylece fonksiyon maksinnun değerini D'nin iç noktalarında yani a, {3, 1 > 

O olduğurıda alacaktır. g fonk<.;iyonuııu 

g(o.,/3,1) = a + f3 + 1- 7r 

şeklinde tanımlayalım. Burada Lag,1·angc çarpanları kuralı ilc grad(f) = )ı.grad(g) 

olacak ~ekilde).. skaleri vardır. Böylece 

-log(2 sina) = ).. 

-log(2 sin {3) = ).. 

-log(2 sin 1) = ).. 

elele edilir. Bu sina = sin f3 = sin 1 olması demektir. Böylece a, f3, 1 'için iki durum 

vardır. 

a /3=1 

a /3=1r-1 

HıkaL a + f3 + 1 = 1r olınası gcrckLiğ,indcıı ikinci durum olamaz. Böyk"Cc f fonksiy­

onunını maksimum olması için dihedral açıların üçüdc eşit olmalıdır. Bunını anlamı 

dörLyüzlünün dHzgiiıı dörtyUzlU olma.<>ıdır. Böylece a = f3 = 1 = i olur. Bu 

durumda. f fonksiyonunun ma.ksiımun değeri olarak 

f (~ ~ ~) = 3JI (~) 
3'3'3 3 

bulunur. • 

İki kö."?csi ideal olan Sa:,a: dörtyüzlünUn ve ideal clörtyüzlünün hiperbolik hacim­

lerini eliğer bazı politopların hacimlerini hesaplamada yapı ta.'}ı olarak kullanacağız. 
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3.3 İdeal Hiperbalik Piramitlerin Hacimleri 

Öklidyen konveks n-gen piramit,tabanı aynıdüzlemdekin tane noktanın oluşturduğu 

konveks bir n-gen olan ve bu noktaların taban düzlemi içinde olmayan bir nokta 

ile birleştirilmesiyle oluşan politoptur. Aynı öklidyen durumdaki gibi hiperbolik 

n-geri piramit bu noktaların hiperbolik jeodezikler ile birleştirilmesiyle elde edilir. 

Hiperbolik n-gen piramidin düzgün olması ile taban şeklinin düzgün n-gen olması 

kastedilir. Şekil 3.9. 

Şekil 3.9: Hiperbolik düzgün ideal n-gen piramit 

Teorem 3.3.1 lHI3 'te düzgün ideal n-gen piramidin hacmi nJI (~)'dir. 

Kanıt. İdeal düzgün n-gen pirarnidi tepe noktası oo 'a gidecek şekilde üst yarı 

uzay modeline gönderelim. Burada tabandakin-geni n eşit üçgene bölelim Böylece 

n tane eşit hacimli ve üç ideal köşeli dörtyüzlü elde ederiz. Daha sonra her bir 

dörtyüzlü için ideal olmayan köşeden karşı kenara bir dikme inerek iki tane Sa.,o. 

dörtyüzlüsü elde ederiz. Burada a açısı 1rjn ve Sa.,o. dörtyüzlüsünün hacmi ~JI(a) 

olduğundan piramidin hacmi 

Vn -genpiramid 
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bulunur. • 

Şimdi daha genel olarak taban şekli düzgün olmayan ideal n-gen piramidin 

hacmini hesaplayalım. Üçgen formunda olan yanal yüzlerin taban yüzeyi ile yaptığı 

dihedral açıları a 1, a:.;:, ... ,an ile, oluşan bu politopu da :Ea1,a2, ... ,a:n ile gösterelim. 

Bu durumda aşagıdaki teoremi yazabiliriz. 

n 
Teorem 3.3.2 :Eaı,ll:2, ... ,a:n n-gen piramidinin dihedrol açılar toplamı E ai = 1r 'dir 

i=l 

ve hacmi 

n 

V(:Ea:ı,a:2,···•a:n) =I.: JI(~) 
i=l 

dir. 

Teoremi tümevarımla ispatlayacağız. n = 3 durumunda teorem ideal dörtyüzlü 

durumuna dönüşür ve bu durumda da dihedral açıların toplamının 1r hacmin de 

.JI (aı) + .JI (a2) + .JI (a3) olduğunu biliyoruz. Şimdi teoremin k- ı için doğru 

Şekil 3.10: Hiperbolik ideal :Ea1,a2, ... ,a:n pirarnidi 

olduğunu varsayalım ve n = k durumunu inceleyelim. :Ea1,a2, ... ,a:n 'nın tabanındaki 

k-geni, iki köşesini birleştirerek bir (k- ı )-gen ve bir üçgene ayıralım. Üçgen tarafın­

daki iki dihedral açı a 1, a 2 digerleride a 3 , a 4 , ... ,an olsun. Bu durumda oo 'daki 

nokta ile birlikte oluşturdukları piramitleri düşünelim. Burada üçgen tarafında yeni 

oluşan dihedral açıya (3 dersek (k - ı )-gen tarafında oluşan dihedral açı 1r - (3 olur. 
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Böylece n = 3 d ununundan ( t ai) + {3 = 7r ve n = k - 1 türnevarını hipotezin-
ı=l 

den c~ ai) + 1r- {3 = 1r olur. Böylece (~ai) + {3 + 1r- {3 = 21r ve buradan 

k 

da L: ai = 7r elde edilir. Yine aynı §ekilde n = 3 durumundan ve n = k - 1 için 
i=ı 

türnevarım hipotezinden dolayı 

V(Eo,,o,,~) - (t .ll(a;)) + .ll((J) 

V(E.,,.,, ... , ••.• -~) = (t .H(a,)) + .H(ır- (3) 

dir. Ve burada da Lobachevsky fonksiyonunun özelliğinden dolayı 

JJ(7r- {3) = -JI({3) 

'dir ve böylece 

n 

V(~aı,a2, ... ,Cin) = L JI(ai) 
i=l 

elde edilir. 

Yine ideal dörtyüzlüde olduğu gibi n-gen pirarnİdin hacminin maksimum ola­

bilmesi için dihedral açıların eııit olması gerekir. Bu da taban ııeklinin düzgün n-gen 

olma~ı demektir. 

Teorcm 3.3.3 lHI3 'te maksim·um lıacimli n-gen piramit taban §ekli düzgün n-gen 

olan ideal n-gen piramittir. 

Kanıt. Burada da maksimum olmasını istediğimiz hacim fonksiyonu 

f(aı, cr.2, ... , nn) = JI(cr.ı) + JJ(n2) + ... + JI(an) 

dir. Diğer taraftan dihedral açılann toplarm ile ilgili olarak 

olduğunu biliyoruz. Lagrarıge çarpanları kuralı ile gr ad(!) = A.grad(g) olacak ııekilde 

).. skaleri vardır. Böylece (i= 1,2, ... ,n) için -log(2sinai) =)..elde edilir. Bu 
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eşitliklerden aı, a2, ... ,arı için iki durum vardır: Ya V i= 1, 2, ... ,n için a 1 = a 2 = 

... = arı olmalıdır veya sina = sin( 7r - a) olduğundan bazı i'ler için ai = a iken 
n 

bazılan için de ai = 7r - a olmalıdır. Fakat bu son durunıda L ai > 7r olur. Bu ise 
i=l 

bir çelişkidir. Böylece V i = 1, 2, ... ,n için nı = a2 = ... = an olmalıdır. Bu da 

taban şeklinin düzgün n-gen olması demektir. • 

3.4 İdeal Düzgün Hiperbalik Politopların Hacimleri 

nu böllimde düzgün ve ideal olan altıyüzlü, sekizyüzlli, onikiyiizlü, yinniyiizlü ile 

iki hiperbolik düzgünn-gen'in karşılıklı kö§elerinin hiperbolik jeodeziklerle birleştir­

ilmesi ile oluşan politopun hacmini hesaplayacağız. 

Şimdi bir düzgiln politopu C§it parçalara ayırmak için bir yöntem verelim. Bu 

yöntemde politopun herbir köşesine bir parça karşılık gelir. Düzgün politopun verilen 

bir köşesi için, bu köşeye konı.~u olan yüzlerin ağırlık merkezlerini ve bu köşede bir­

leşen kenarların orta noktalarını alalım. Bu noktalara politopun ağırlık merkezinide 

ekleyerek oluşturduğumuz noktalar kümesinin konveks zarfını alalım. Elde ettiğimiz 

bu konveks küme politopun verilen köşeye karşılık gelen parçasıdır. Bu işlemi poli­

topun her köşesi için yaparsak politopu köşe sayısı kadar eşit parçaya ayırmış olu­

ruz. lliperbolik ideal düzgün politopların hacimlerinin hesaplanmasında sıkça kul­

lanacağımız bu yöntemi "agır lık merkezine göre bölme" (barycentric subdivision) 

olarak adlandıralım. 

Teorcın 3.4.1 Iliper·bolik ·ideal düzgün altıyüzlürı'Ün hacmi 

7r 
V(altıyüzlü) = IOJI("6) 

dir·. 

Kanıt. Iliperbolik ideal düzgiln altıyüzlüyü ağırlık merkezine göre bölme yön­

temiyle parçalarsak sekiz tane C§it haciınli ve bir köşesi ideal olan altıyüzlü elde 

ederiz. Şekil (3.11). Bu altıyüzlüyü A ideal köşesi noktası oo olacak şekilde üst yarı 

uzay modeline gönderdim. Böylece a = !!:.3 , f3 = !!:.2 olmak Ozere, altı tane S g ~ dör-
2'2 

53 



Şekil 3.11: Hiperbolik düzgün ideal altıyüzlü 

tyüzlüsü elde ederiz. Teorem 3.2.1 'i kullanarak herbir Sa Et dörtyüzlüsünün hacmini 
2'2 

olarak buluruz. Buradan ideal düzgün altıyüzlünün hacmi 

V(altıyüzlü) = 8.6- JJ(-)- JJ(-) + 2JJ(-) ı [ 51f 1f 1f ı 
. 4 12 12 3 

[ 
51f . 1f 1f ı 12 JJ(-)- JJ(-) + 2JJ(-) 
12 12 3 

olur. Lobachevsky fonksiyonunu tek ve periyodu 1r olan bir fonksiyon olduğundan 

JIC~) = Jl(1r- ~~) = -JI(~~) elde ederiz. Yine Lobachevsky fonksiyonunun Vn EZ 
n-1 

i\-in sağladığı Jl (nO) = n L Jl (O + ~~) eşitliğinde n = 2 ve O = ;ı alırsak 
kc· O 

(3.1) 

elde ederiz. Aynı özelliği n= 2 ve O=~ için kullanırsak ~JI(~) = JI(~) elde ederiz. 

Böylece 

V(altıy'ÜzW.) - 12 [ -JI( ~;) - JI( ~) + 2.8( i) ı 
12 [-~.U(i) + ~JI(i)ı 
10JI( i) 
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olarak buluruz. • 

Uyarı 3.4.2 Iliperbalik düzgün ideal altıyüzlünün hacmi beş tane düzgün ideal dör­

tyüzlüye parçalanarak da hesaplanabilir·. B'U d'Urumda hacim 

V ( altıyüzlü) 

olarak b'Ulunur. 

Tcorcm 3.4.3 JH[3 'te düzgün ideal sekizyüzlünün hacmi 8JI (~) 'tür. 

Kanıt. Düzgiin ideal sek:izyüzliiyü Şekil 3.12'deki gibi iki orta dörtgenin bu­

lunduğu iki diizlem ile dört eşit ideal dörtyüzlüye ayıralını. Böylece herbir parçanın 

hacmi aynı olur. Ayrıca herbir ideal dörtyf.izlüde dihedral açılar ~, ~, ~ olur. Böylece 

Şekil 3.12: Hiperbolik diizg"Un sekizyiizlünün parçalara ayrılması 

sekizyiizlünün hacmi 

V(sekizy'Üzl'Ü) 4 [JI (~) + JI (~) + JI (~)] 

- 8JI (~) 
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bulunur. • 

Şimdi de ideal düzgün onikiyüzlü ve ideal düzgün yirmiyüzlünün hacimlerini 

hesaplayalım. 

Teorem 3.4.4 Hiperbolik ideal düzgün onikiyüzlünün hacmi 

dır. 

Kanıt. İdeal düzgün onikiyüzlüyil ağırlık merkezine göre bölme yöntemiyle 

parçalarsak 20 eşit parçaya ayırmış oluruz. Herbir parçada onikiyüzlünün yüzlerinin 

arasındaki dihedral açı a, kenarların orta noktalarının yüzler in ağırlık merkezleriyle 

birleştirilmesiyle oluşan düzlemler arasındaki açı da {3 olsun. Burada oluşan parçayı 

(,oıJJ ile gösterelim. Şekil 3.13. 

A=oo 

', 

Şekil 3.13: Onikiyüzlünün parçalara ayrılması ve (,oı,{J 

(o.JJ 'nın hacmini hesaplamak için üst yarı uzay modeline gönderelim. Böylece 

(,oı,{J için dihedral açılarının üçü ~ diğer üçü ise ~'~('ır- o:),~ olan altı tane s~.~ 

dörtyüzlüsü elde ederiz. S .Q 1}. 'nın hacmini bulmak için a ve {3 açılarını hesaplayalım. 
2•2 

(,o.JJ 'nın A köşesini oo 'a gönderdiğimizde taban öklidyen eşkenar üçgen formunda 
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olduğundan a = ~ olur. Diğer taraftan Ccı,/3 'yı onikiyüzlünün bir yüzünü beş eşit 

parçaya ayınrak elde ettiğimiz için f3 = ı; olur. Bu durwnda Teorem 3.2.1 ile 

elde ederiz. (~" altı tane S:!! :!! den oluştuğundan 
...,_,}-J 6 t 5 

olur. Onikiyüzlüde ise 20 tane Co:,/3 bulunduğundan 

V ( onikiyüzlü) = 30 [JJ ( 
11 

7r) - JI ( !!_) + 2JJ (?:)ı 
30 30 3 

olarak bulunur. • 

Onikiyüzlüdekine benzer bir yolla ideal düzgün yirmiyüzlünün hacmini de hesaplaya­

biliriz. 

Teorem 3.4.5 Hiperbalik ideal düzgün yirmiyüzlünün hacmi 

V ( Yirmiyüzlü) = 25JJ (i) + 5JJ ( 
2
;) 

dır. 

Kanıt. Hiperholik düzgiin yirmiyüzlüyü de ağırlık merkezine göre bölme yön­

tcınİyle parçalayalım. Bu durwnda birbirine eşit 12 parça elde ederiz. Herbir 

parçada yirmiyüzlünün yüzleri a.ra.<>ındaki dihc"<.lral açıyı a, kenarların orta nokta­

larının yiizlcrin ağırlık merkezleriyle birlC§tirilmcsiyle oluşan düzlemler arasındaki 

açıyı da f3 olarak adlandıralım. Ve oluşan parçayı da Ca,/3 ile göstcrelim. Ca,/3 'mn 

hacminin hesaplamak için üst yarı uzay modeline gönderelim. Böylece tabarn bir 

bC§gen formunda olan bir koni elde ederiz. Bu bC§genin merkezinden köşelere ve 

kenarların orta noktaL:-ırına doğrular çizerek 10 tane S~ ~ dörtyüzlüsil elde ederiz. 
2. 2 

Burada koninin tabarn bC§gen formunda olduğundana = ~ olur. Diğer taraftan 
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A 

Şekil 3.14: YirmiyüzlünUn ağırlık merkezine göre bölme yöntemiyle bölünmesi 

C:k,/3 'yı icosehedromuı bir yüzünü üç ~it parçaya ayırırak elde ettiğimiz için f3 = 2
; 

olur. Böylece Teorem 3.2.1 ile V(S!! ft) = V(Slı :!!:) hacmini 
2'2 10'3 

olarak buluruz. Böylece Ca,/3 'nın hacmi 

V(' ) - ~ [JJ(l91r)- JJ(..?:_) 2JJ(~)ı 
':, a,/3 - 2 30 30 + 5 

olur. Rurad.--ı.n da ideal yirmiyiiJ.JUniin haemi 

V(Yirmiyüzlü) 12.~ [ JJ(
1
;;)- JJ(:a) + 2JJ(~)ı 

30 [JJ(
1
;;)- JJ(;) + 2JJ(~)] 

- 30 [JJ(
1
;;) + JJ(

2
:;) + 2JJ(~)] 

n-1 

olarak elde edilir. JJ(nO) =n 2::: JI(O +~~)eşitliğinde n= 3 ve O= i~ alırsak 
k=O 
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elde ederiz. Aynı eşitlikte n= 2 ve O= ;o alırsak 

JJ(~) - ~JJ(~) JJ( 27f) 
10 - 2 5 + 5 

ve n = 2 ve O = ~ alırsak 
a 

elde ederiz. Elde ettiklerimizi hacim fonk<>iyonunda yerine yazarsak 

V(Yinniyüzlü) = 30[JJ( 1:07r)+JJ( 2:;)+2J/(~)ı 
37r 7f 7f 

_ -30JJ(
10

)- 10JJ(
10

) +60JJ(
5

) 

37f 27f 7f 
-30JJ( 

10
)- 10J/( 

5
) + 55J/( 5) 

7f 27f 27f 7f 
-30JJ( 

5
) + 15J/( 

5
)- 10J/( 

5
) + 55J/( 5) 

7f 27f 
25J1(5) + 5J/(5) 

sonucunu elde ederiz. • 

Şimdi ise iki hiperbolik düzgün n-genin birbirine karşılık gelen köşelerinin hiper­

bolikjeodeziklerle birleştirilmesiyle olujan prizmanın hacmini hesaplayalım. Köşeleri 

birleştirilmesi işlemi simetrik bir §ekilde yapıldığında yan yüzler arasındaki açı aynıdır. 

Bu açıyı {3 ile gösterelim. Burada yan yüzlerin düzlemsel n-genlerle yaptığı açılar da 

aynıdır. Bu açıdaa olmak Uzere oluşturduğ;mrıuz ideal politopu r2o,.6 ile gösterelim. 

Şekil 3.15. 

Tcorcın 3.4.6 fıo,.a 'nın hacmi 

dir. 

Kanıt. Burada no,.a'nın düzlemsel n-genlerinden birinin iki komşu kenan ile 

onlara komşu olan düşey kenar sonsuzda bir öklidyen üçgen formundadır. Böylece 

2a + {3 = 1r olur. Hacmini hesaplamak için no,.6 'yı üst yarı uzay modeline göndere­

lim. no,.a'yı Şekil 3.16'daki gibi n eşit dilime bölelim. Bu parçalann herbirini 
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Şekil 3.15: Poincare disk modelinde fıcc,/3 prizması 

Wcc,/3 ile gösterelim. Wcc,,a'da küçük küre yüzeyinin oluşturduğu üçgen T1 büyük 

küre yüzeyinin oluşturduğu üçgen de Tı olsun. Bu üçgenler üzerinde kalan hacim­

lerde sırasıyla C1 ve Cı olsun. dp(z) = p.z (p E JR) üst yarı uzay modeli için 

bir izometri olduğundan Cı ve Cı izometriktir. Böylece Cı ve Cı'nin hacimleride 

aynıdır. Böylece Wcc,f3 'nın hacmi Q = (wcc,/3 U Cı)- Cı kümesinin hacmine eşit olur. 

Q bir dörtgen üzerindeki sonsuz konidir. w cc,f3 'nun yani Q 'nun hacmini hesaplamak 

için dihedral açılarını hesaplayalım. Q 'nun yan yüzlerindeki dihedral açılar ~ 'dir. 

Q 'nun ön yüzünün ile büyük küre yüzeyi ile yaptığı açı '"'/ olmak üzere ön yüzdeki 

dihedral açı a +'"'/arka yüzdeki ise a- '"'/olur. ncc,f3 düzgünn-genlerden oluşturul­

duğundan üst yan uzay modelinde tabanı büyük küre küzeyi olan bir düzgün n-gen 

piramit oluşur. Böylece 1 =;olur. Böylece Q 'nun hacmi 

{3 1f 1f 
V(Q) = V(wcc,f3) = 2.JJ( 2) + JI(a + ;:;) + .JJ(a- ;:;) 

olarak bulunur. fıcc,f3 içinde n tane Wcc,f3 bulunduğundan hacim 

[ 
{3 1f 1fl V(fıcc,f3) =n 2.JJ( 2) + JI(a + ;:;) + JI(a- ;:;) 

olarak elde edilir. (Bkz. [11]). • 

Örnek 3.4. 7 fıcc,f3 prizması n = 4 durumunda ideal düzgün altıyüzlü olacaktır. Bu­

rada yukarıdaki teoremi kullanalım. Önce a ve {3 dihedral açılarını belirleyelim. 
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Şekil 3.16: Üst yarı uzay modelinde Üafl prizması ve n eşit dilime ayrılması 

.· 

altıyüzlü için a = {3 ve 2a + {3 = 1r oldu!fundan a = {3 = ~ bulunur. Dalıa sonra 

bunları önceki teoremdeki hacim formülünde yerine yazarsak 

elde ederiz. {3.1) e~itli!Jini kullanarak, 

V(altıyüzlü) 
[ 

7r ı 'Ir] 4 2JJ(-) + -JI(-) 
6 2 6 

lOJJ(~) 

elde ederiz. Bu da ideal düzgün altıyüzlü için dalıa önceden hesapladığımız hacim ile 

aynıdır. 

Şimdi hesapladığımiZ hiperbolik hacimleri yaklaşık değerleriyle birlikte tablo 
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halinde yazalım. 

IDEAL 

ÇOKYÜZLÜ 

Dörtyüzlü 

Altıyüzlü 

Sekizyüzlü 

Oırikiyüzlü 

Yirmiyüzlü 

Düzgün n-gen Piramit 

n-gen prizma ( na,.e) 

HAC~Mİ 

3JJ(i) 

lO.JJ(~) 

8JIG) 

30 [ JJ(li;)- JJ(;0 ) + 2JJ(~)] 
25JJG) + sJJe;) 

nJI(~) 

n [2JJ(~) + JJ(a + ~) + JJ(a- ~)] 

YAKLAŞlK DEGERl 

1.014941606 .. . 

5. 07 4708032 .. . 

3.663862377 .. 

20.58019936 .. . 

13.52962820 .. . 

3.5 İdeal Düzgün Hiperbolik Politopların Hacimlerinin Mak­

simalliği 

Bu bölümde bir önceki bölümde hacimlerini hesapladığımız politopların hacimlerinin 

maksimum olabilmesi için ideal ve düzgün politoplar olması gerektiğini göstereceğiz. 

Tanını 3.3 X herhangi bir küme ve G bir grup olsun. Eğer 

GxX ---+X 

(g, x) ---+ gx 

şeklinde tanımlı ve 

1. e, G 'nin birim elemanı olmak üzere Vx E X için ex = x 

2. Vg, h E G ve Vx E X için g(hx) = (gh)x 

koşullarını sağlayan bir fonksiyon varsa "G grubu X üzerine etki{hareket) 

eder" denir. 

Tanım 3.4 f : JRn ---+ JR fonksiyonu ver-ilsin. Eğer a,b E JRn ve t E [0, 1] için 

f (ta+ (1- t)b) 2:: tf(a) + (1 - t)f(b) 

ko§ulu sağlanıyorsa f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. {Bkz. [1 Oj). 
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Teorem 3.5.1 1>, JR.n 'in kompakt, korıveks bir altkümesi ols,un. G grubu JR.n üz­

erinde etki eden ve 1> 'yi irıvaryant bır·akan bir grup olsun. (Yani Vg E G için 

g(1>) = 1> olsun). Var-sayalım ki tek tür-lü belir-li bir· X 0 E 1> için g(x0 ) = X 0 olsun. 

Bu d~ı,r-umda Vg E G için f(g(x)) = f(x) koşulunu sağlayan ve 1> kümesi üzerinde 

konkav olan f: JR.n -7]R fonksiyonu için 

max {JC.c)} = f(xo) 
xE:D 

olur·. 

Kanıt. Öncelikle sürekli bir fonksiyon kompakt bir küme üzerende maksimum 

değerini alacağından f sürekli fonksiyonu da 1> kompakt kümesi üzerinde maksimum 

değerini alır. Varsayalım ki X 0 'dan farklı bir y E 1> noktasında f fonksiyonu 

maksimum değerini alsın ve bir 9o E G için 9o(Y) =f. y olsun. f fonksiyonunu y ve 

g0 (y) noktalannı birlc:jtiren doğru parçası üzerine kısıtlayalım. f fonksiyonu Vg E G 

için f(g(x)) = f(x) kO§uhınu sağladığı için f(go(Y)) = f(y) olur. f, 1> üzerinde 

konkav fonksiyon olduğundan .X E [0, 1] için 

f(.Xy + (1- .X)go(Y)) > .Xj(y) + (1- .X)J(go(Y)) 

.Xf(y) + (1- .X)f(y) 

f(y) 

elde edilir. Yani f fonksiyonu y ve 9o(Y) noktalarını birlC§tireıı doğru parçası üz­

erinde :ı/deki değerinden bnynk eleğerler almaktadır. nu ise y'nin maksinnun 

nokta olması ile çelişir. O halde f fonksiyonun maksimum değerini aldığı nokta 

G grubunun hareketi altında değişmcmelidir. X 0 noktası 1> küınesi üzerinde bu 

özelliği sağlayan tck nokta olduğundan 

max {f(x)} = f(xo) 
xE:D 

olmalıdır. • 

Yardımcı Tcorem 3.5.2 f : [0, 1r] x [0, 1r] -7 JR. 

f(a, {3) = JI(a) + JI({J) + JI(1r- (a + {3)) 
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§eklinde tanımlanan f fonksiyonu O :::; a+/3:::; 1r ko§ulunu sağlayan altküme üzerinde 

konkav fonksiyondur. 

z 

Şekil 3.17: f fonksiyonunun grafigi 

Kanıt. f fonksiyonunun Hessian matrisini hesaplayalım. Burada Lobachevsky 

fonksiyonunu [0, 1r) aralığında incelediğimiz için ve bu aralıkta sin x ;::: O olduğundan 

-logj2sinxl = -log(2sinx) olur. Böylece f fonksiyonunun birinci kısmi türevleri 

8f 
8a 
8f 
8(3 

- log(2 sina) + log(2 sin( 1r - ( a + (3)) 

-log(2 sin (3) + log(2 sin( 1r - ( a + (3)) 

olarak bulunur. Buradan ikinci kısmi türevler ise 

82! 
8a2 

82! 
8(32 

82j 

8a8(3 
82! 

8(38a 

cosa cos(1r- (o:.+ /3)) ( /3) --- - = - cot a + cot a + 
sina sin(1r- (a + (3)) 

cos/3 cos(1r-(a+f3)) (3 ( /3) ---- = -cot +cot a+ 
sin/3 sin(1r-(a+/3)) 

cos(1r- (a+/3)) ( /3) - =cot a+ 
sin(1r- (a + (3)) 

cos(1r-(a+f3)) ( /3) 
- = cot a + 

sin(1r- (o:.+ /3)) 

olarak elde edilir. İkinci kısmi türevler [0, 1r] x [0, 1r] kümesi üzerinde sürekli fonksiy­

onlardır. Burada 

sin(b- a) 
cot a - cot b = . . b 

sına. sın 
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olduğlilldan Ilessian matrisi 

cot(a + (3) ] 
sina: 

- sin,B.sin(a:+,B) 

olarak bulunur. Böylece 

elde edilir. a, {3, a + {3 E [0, 1r] olduğundan ~
2 

{ = - . si~f +.B) < O olur. (~~.{ < O ve oc.• sııı u. sm u "~ 

IRI > O olduğundan Hcssian matrisi negatif tanımlıdır. f fonksiyonu ikinci derece-

den sürekli kısmi türevlere sahip olduğundan ve Ilcssiaıı matrisi negatif tanımlı 

olduğundan konkav fonksiyondur. (a, {3) E [0, 1r) X [0, 1r) ve 1r- (a + (3) E [0, 1r) 

olmak üzere J fonksiyonunun konkav olduğu Şekil3.1 7'deki grafikten de görülebilir . 

• 
Tcorerrı 3.5.3 lHI3 'te maksimum hacimli sekizyüzlü düzgün ideal sekizyüzlüdür. 

Kanıt. Öncelikle her sekizyüzlü bir ideal sekizyüzlü tarafından içerilir. Dolayısıyla 

maksiımun haciınli sekizyüzlü bir ideal sekizyüzlü olmalıdır. Böylece teoreınin kanıtında 

sadece ideal sekizyüzlüleri ele almamız yeterlidir. 

Bütün hiperbolik ideal sekizyüzlülerin kümesini P ile göstereliın. Herhangi bir P 

ideal sekizyüzlüsü veriL<>in. P 'nin köşelerini A', B', C', D', E', F' olarak adlaııdıralım. 

Daha sonra P 'yi A' köşesi, oo'a gidecek şekilde üst yarı lli'..ay modeline gönderelim. P 

'niıı <lihcdral açılarını Şekil3.18 'deki gibi a 1, a2, ... , aı2 olarak adlaııdıralıın. Böylece 

verilen herhangi bir P sckizyUzlüsüne, [0, 1r) X [0, 1r) X • · • x [0, 1r) konveks kompakt 
12 kere 

kümesinin 
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ve 

koşullarını sağlayan 1:> doğrusal alt uzayından bir nokta karşılık get:irnıİ§ oluruz. 

Burada 1:> 'nin kendisi de kompakt ve konveks bir kümedir. 

A' =oo E' 
A A' 

B' 

Şekil 3.18: Sekizyüzlünün parçalara ayrılması 

Pı ,P2 E P sekizyüzlülerine 1:> kümesinden ayın nokta karşılık geliyorsa "P1 ve 

P2 bağıntılıdır" diyelim ve bu bağintıyı rv ile gösterelim. Açık olarak rv bir denklik 

bağıntısıdır. Bu denklik bağıntısına göre oluşan denklik sınıfiarı kümesini 8 = P / rv 

ile gösterelim. Böylece 8 'daki herbir denklik sınıfına 1:>'de bir tek nokta, ayın şekilde 

1:>'deki herbir noktaya da 8'da bir tek denklik sınıfı karşılık gelir. 

Böylece herhangi P E 8 sınıfındaki ideal sekizyüzlülerin hacimleri, dihedral 

açılar yukarıdaki gibi tanımlanmak üzere 

V= JJ(o:ı) + JI(a2) + · · · + JJ(o:ı2) 

olarak verilir. 

Öklidyen düzgün sekizyüzlünün tam simetri grubunu Q ile gösterelim. Ve Q'nin 

8 üzerindeki etkisini gözönüne alalım. 8 'den bir P sınıfı verilsin ve P 'de bu 

sımfın bir temsilci elernam olsun. Öklidyen düzgün sekizyüzlünün köşeleri ile P 'nin 

köşelerini Şekil3.18'deki gibi sabit bir şekilde eşleyelim. Q grubunun bir g elernam P 
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sekizyüzlüsünün köşelerini, dolayısıyla da dihedral açılarının yerlerini deği§tirecektir. 

Böylece olU§an bu yeni ideal sekizyüzlüye g(P) = P' diyecek olursak, P ve P' 'nün 

hacimleri de aynı olacaktır. Yani 

V(P) = V(g(P)) 

olacaktır. e ile ~ arasında birebir ve örten bir eşleme olduğundan g 'nin e üz­

erindeki etkisini ~ üzerinde de dii§ünebiliriz. Böylece bir g E g, ~ kümesinde P 

'ye kar§llık gelen noktayı P' sekizyüzlüsüne karşılık gelen noktaya dönii§türür. Açık 

olarak~ kümesi g gurubunun etkisi altında sabit kalacaktır. 

Şimdi~ kümesinde Q'nin etkisi altında sabit kalan bir tek X 0 noktasının olduğunu 

gösterelim. Öklidyen düzgün sekizyüzlünün AF ekseninde saat yönünde i radyanlık 
yaptığı dönmeye karşılık P'nin dihedral açılan 

aı ----r a4 a4 ----r a7 a7 ----r aıo aıo ----r aı 

a 2 ----r a 5 a 5 ----r as as ----r a 11 a 11 ----r a 2 

şeklinde değişir. O halde~ tanım kümesinde Q'nin hareketi altında invaryant kalan 

nokta için 

olmalıdır. a 3 + a 6 + a 9 + a 12 = 27r olduğundan a3 = a6 = ag = aı2 = i elde 

edilir. Diğer taraftan AGE düzleminde yansımaile a 1 = a 11 elde edilir. Böylece 

a4 = a1 = a 1o = a 1 = au = a 2 = a5 = as = ~ elde edilir. Böylece ~ 

tanım kümesinde g grubunun hareketi altında invaryant kalan tek nokta Xo = 

G, ~'i,~'~' i,~'~' i,~'~'~) noktasıdır. Böylece bu noktaya karşılık gelen sek­

izyüzlünün bütün dihedral açıları i olur, yani düzgün sekizyüzlüdür. 
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Sekizyüzlünün hacim fonksiyonunu i= O, 1, 2, 3 için a3i+I + a3i+2 + a3i+3 = 1r ve 

f fonksiyonu Yardımcı Teorcm 3.5.2'deki gibi tanımlı olmak üzere 

V(aı, a2, ... , aı2) - JJ(aı) + JJ(a2) + · · · + JJ(aı2) 

- f(aı, a2) + f(a4, as)+ f(a7, as)+ f(aıo, aıı) 

olarak yazabiliriz. Yardımcı Teorem 3.5.2'den dolayı f konkav, dolayısıyla da V 

konkavdır. Böylece Teorem 3.5.l'in koşulları sağiapmış olur. Bu durumda X 0 noktası 

V hacim fonksiyonunun maksimum noktasıdır. O halde IBI3 'te maksimum hacimli 

sekizyüzlü düzgün ideal sekizyüzlüdür. • 

Teorem 3.5.4 IBI3 'te maksimum hacimli altıyüzlü düzgün ideal altıyüzlüdür. 

Kanıt. Her hiperbolik altıyüzlü bir ideal altıyüzlü tarafından içerileceğinden 

maksimum hacimli altıyüzlü ideal altıyüzlü olacaktır. Bu durumda kamtta sedece 

ideal altıyüzlüleri ele almamız yeterlidir. 

Bütün hiperbolik ideal altıyüzlülerin kümesini P ile gösterelim. Herhangi bir 

P ideal altıyüzlüsü verilsin. P 'nin köşelerini A', B', C', D', E', F', G', H' olarak ad­

landıralım. Daha sonra P 'yi A' köşesi, oo'a gidecek şekilde üst yarı uzay modeline 

gönderelim. P 'nin dihedral açılarını Şekil 3.19'daki gibi aı, a 2, ... , a 1s olarak ad­

landıralım. Böylece verilen herhangi bir P altıyüzlüsüne, [0, 1r] X [0, 1r] X • • · X [0, 1r] 
18 kere 

konveks kompakt kümesinin 

koşullarını sağlayan 1) kompakt, konveks doğrusal alt uzayından bir nokta karşılık 

getirmiş oluruz. Eğer P 'den verilen iki altıyüzlüye 1) kümesinde aynı nokta karşılık 
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geliyorsa, bu iki altıyüzlüye bağıntılıdır diyelim. P 'yi bu denklik bağıntısının olU§­

turduğu denklik sınıfiarına bölelim. Bu denklik sını:B.aruıın kümesini de e ile göstere­

lim. 

A'=oo 

B' C' D' 

Şekil 3.19: Öklidyen altıyüzlü ve hiperbolik altıyüzlünUn dihedral açılarının ad­

landırılması 

Sekizyüzlü durumundaki gibi, öklidyen düzgün altıyüzlünUn tam simetri grubu Ç 

'nin, e üzerine, dolayısıyla da 1) üzerine etkisini ele alalım. Öklidyen düzgün altıyü­

zlünUn AH ekseninde saatin tersi yönünde 2; radyaıılık dönmesiyle P'nin dihedral 

açılan 

aı --+ a7 --+ aı3 --+ aı 

a4 --+ aıo --+ aı6 --+ a4 

as --+ aıı --+ a17 --+ as 

as --+ a14 --+ aı --+as 

a3 --+ a6 --+ ag --+ aıı --+ aıs --+ aıs --+ a3 
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şeklinde değişir. Bu durumda Q'nin hareketi altında sabit kalan bir nokta için 

eşitlikleri sağlanmalıdır. Yukarıdaki eşitliklerden 

elde edilir. Diğer taraftan öklidyen düzgün altıyüzlünün ABEH düzleminde yansı­

ması ile o: 1 ---t o:4 ve o:5 ---t o:2 değişmeleri meydana gelir. Böylece :D kümesinde g 

grubu altında sabit kalan nokta için 

eşitlikleri elde edilir. Böylece bu koşulları sağlayan noktayı X 0 = (o:ı, 0:2, ... , o:ıs) ile 

gösterelim. X 0 noktasına karşılık gelen altıyüzlünün herbir kenan üzerindeki dihedral 

açı ~ olacaktır. Bu da hiperbolik altıyüzlünün düzgün altıyüzlü olması demektir. 

Bu nokta Q'nin diğer elemanlarıyla da sabit kalacaktır. 

Altıyüzlünün hacim fonksiyonunu f fonksiyonu Yardımcı Teorem 3.5.2'deki gibi 

tanımlanmak üzere 

5 

V(o:ı,o:2,···,o:ıs) = Lf(o:3i+lıo:3i+2) 
i=O 

olarak yazabiliriz. Yardımcı Teorem 3.5.2'den dolayı V fonksiyonu konkav fonksiyon­

dur. Böylece Teorem 3.5.l'in koşulları sağlanmış olur. Bu durumda X 0 noktası V 

hacim fonksiyonunun maksimum noktasıdır. O halde lHI3 'te maksimum hacimli al­

tıyüzlü düzgün ideal altıyüzlüdür. • 

Teorem 3.5.5 lHI3 'te maksimum hacimli yirmiyüzlü düzgün ideal yirmiyüzlüdür. 
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Kanıt. Yine her hiperbolik yirmiyüzlü bir ideal yirmiyüzlü tarafından içerile­

ceğinden maksimmn hacimli yirmiyüzlü bir ideal yirmiyüzlü olacaktır. Bu durmnda 

sadece ideal yirmiyüzlüleri ele alacağız. 

Bütün hiperbolik ideal yirmiyüzlülerin kümesini P ile gösterelim. Herhangi bir P 

ideal yırmı· ·yüzlüsü verilsin P 'nin knc:ıelerini A' B' C' D' E' F' G' H' I' J' K' L' . -~ ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 
olarak adlandıralım. Daha sonra P 'yi A' köşesi, oo 'a gidecek şekilde üst yarı uzay 

modeline gönderelim. P 'nin dihedral açılarım Şekil 3.20 'deki gibi aı, a2, ... , a45 

olarak adlandıralım. Böylece verilen herhangi bir P yirmiyüzlüsüne, 

(0, 1r] X (0, 1r] X · · · X (0, 7fj 
45 kere 

konveks kompakt kümesinin 

ve i = O, 1. .. 14 olmak üzere 

kO§ullanm sağlayan :D kompakt, konveks doğrusal alt uzayından bir nokta kan~ılık 

getirı:nİ§ oluruz. Eğer P 'den verilen iki yirmi yüzlüye :D kümesinden ayın nokta 

kaT§ılık geliyorsa bu iki yirmiyüzlüye bağıntılıdır diyelim ve bu denklik bağıntısımn 

olU§turduğu denklik sımflan kümesini 8 ile gösterelim. 

Şimdi öklidyen düzgün yirmiyüzlünün tam simetri gurubu Ç'nin 8 üzerine, 

dolayısıyla da :D üzerine etkisini gözönüne alalım. Öklidyen düzgün yirmiyüzlünün 

AL ekseninde saat yönündeki 2; radyanlık dönmesine kar§ılık i = 1, 2, 3,16, 17, 18, 31, 32,33 

değerleri için 
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A'= 00 

C' 

D' 

Şekil 3.20: Öklidyen yirmiyüzlü ve hiperbolik yirmiyüzlünün dihedral açılarının ad­

landırılması 

d~işmeleri meydana gelir. Böylece~ üzerinde g grubunun hareketi altında sabit 

kalan bir nokta i= ı, 2, 3,ı6, ı 7, ıs, 31, 32,33 degerieri için 

eşitliklerini saglamalıdır. Böylece 

elde edilir. Diger taraftan öklidyen düzgün yirmiyüzlünün AEGL düzleminde yan-

sıması ile 0:35 = 0:36, aıı = 0:12, 0:16 = 0:21 eşitlikleri bulunur. Böylece 

elde edilir. Ayrıca öklidyen düzgün yirmiyüzlünün BI eksenindeki saatin ters yönünde 

~ radyanlık dönmesiyle B' O üzerindeki dihedral açının A' B' üzerindeki dihedral 

açıya eşit olması gerektiği görülür. Böylece B' C' üzerindeki dihedral açı 3
; olur. Bu 

ise 

37r 
a31 = a34 = 0:37 = a4o = a43 = 5 
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demektir. Buradan 

eşitlikleri elde edilir. a 17 = ~ ve a 16 = a 18 olduğundan 

olur. Bu durumda Q'nin hareketi altında sabit kalan X 0 = (a1, a2, ... , a 45) noktası 

yukanda elde ettiğimiz eşitlikleri sağlayan noktadır. Ve Q'nin diğer elemanlanmn 

etkileri altında da sabit kalır. Böylece bu noktaya karşılık gelen ideal hiperbolik 

yirmiyüzlünün herbir kenan üzerindeki dihedral açı 3; olur. Böylece elde edilen 

yirmiyüzlü düzgün ideal yirmiyüzlüdür. 

Burada i = O, 1...14 olmak üzere a3i+ı + a3i+2 + a3i+3 = 1r olduğundan ideal 

yirmiyüzlünün hacim fonksiyonunu f fonksiyonu Yardımcı Teorem 3.5.2'de tanım­

landığı gibi olmak üzere 

14 

V(aı, a2, ... , a45) = L f(a3Hl, a3i+2) 
i=O 

olarak yazabiliriz. Bu fonksiyon Yardımcı Teorem 3.5.2'den dolayı konkav fonksiy­

onlarm toplamıdır ve kendisi de konkavdır. Böylece Teorem 3.5. 1 'in koşullan sağlan­

mış olur. Bu durumda X 0 noktası V hacim fonksiyonunun maksimum noktasıdır. O 

halde JHI3 'te maksimum hacimli yirmiyüzlü düzgün ideal yirmiyüzlüdür. • 
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4 n-Boyutlu Hiperbolik Uzayda Maksimum Hacimli 

Simpleks 

Bu bölümde Ilaagerup ve Munkholm'un n-boyutlu hiperbolik uzay da maksimum 

hacimli simpleksler üzerine yaptıkları çalışmayı inceleyeceğiz. 
n n 

n-boyutlu hipcrbolik uzay lHin için r 2 = I: xi olmak üzere ds~= (ı-!2 )2 L:(dxi)2 

i~ı i=l 

Ricmann metriği ilc verilen 

lHin ~nın= {x E :ıırı llxl < 1} 

konformal disk modeli göz önüne alalım. 

lHin 'deki bir n-simplcks V o, v 1, ... , v rı E lHin U ölHin noktalarının konveks zarfıdır. 

v 0 , v 1, ... , V 11 noktaları n-simpleksin köşelerini oluştururlar. Eğer bütün köşe nokta­

ları sn-I üzerinde, yani sonsuzda ise n-simplekse ideal n-simpleks denir. Bir sim­

pleksin düzgün olması demek ise, köşe noktalarının herhangi bir permütasyonunun 

lHI11 'in izometrileriyle elde edilebiliyor olması demektir. w 'in izometrileri lHin u alHI.n 

üzerine sürekli bir şekilde gen~letilebildiğinden düzgünlük, ideal simpleksler için de 

anlamlı olmaktadır. 

Teorem 4.0.1 n ;:::: 2 olmak üzer·e n-boyutlu hiper·bolik uzayda bir simpleksin mak­

simum hacime sahip olabilmesi için gerekli ve yeterli koşul düzgün ideal simpleks 

olmasıdır. 

4.1 Teorem 4.0.1 'in Kanıtı 

Hcrhang'İ bir n-simplcks bir idec'tl n-simpleks tarafından içerileceğ;inden maksimum 

hacimli n-simplcbı ideal olacaktır. O halde ispat ta &"ldc'Ce ideal simplck.-.,lcri ele 

almamız yeterlidir. Keyfi bir ideal hipcrbolik n-simplcks için n[n), düzgün ideal 

hipcrbolik n-simpleks için de no [n] gösterimlerini kullanacağız. 

Projektif disk modelinde jcode-.liklcr öklidyen doğrular olduğundan, n [n) Po ineare 

disk modelinde köşeleri sn-I üzerindeki Vo, v 1 , ... , V 11 noktalan olan n-simpleks ol­

mak üzere p(n[n]) köşeleri aynı noktalar olan öklidyen n-simpleks olur. Burada p 
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Poincare disk modelinden projektif disk modeline, giri§ bölümünde p : Jffin --+ JI))n 

2x 
p(x) = 2' !xl < ı 

ı+ lxl 
şeklinde tanımladığımız dönt~ümdür. Böylece n(n]'in hacim formülü 

V(n[n]) = (ı - r )- 2 dr J 2 .!!±..! (4.1) 
p(fı[n]) 

formülü ile verilir. 

Üst yarı uzay modelindeıı, Poincare disk modeline giriş bölümünde tanımladığımız 

g dönüşümünün tersini h ile gösterelim. Bu durumda h : Jffin --+ un 

ı 2 
h(x) = 2 (2xı, 2x2, ... , 2xn-ı, ı -lxl ) , (!xl < 1) 

jx- eni 
olur. n[n]'iıı köşeleri için Vo= en alarak genelliğ-i bozmuş olnıayız. Böylece Jı(vo) = 

oo olur. lUn'de öklidyen benzerlik dönüşümlerini kullanarak h(v0 ) = oo ve i = 

ı, 2, ... ,n için h( vi) E sn-2 noktalarına ta.-ııyabiliriz. Böylece r!(n] 'in köşelerinin 

h(vo) = oo ve i= ı, 2, ... ,n için lı( vi) E sn-2 olduğunu varsayabiliriz. 

JRn-ı 'de h(v1), lı(v2 ), ... , h(vn) noktalarının oluşturduğu (n-1)-simpleksi c(r![n]) 

ile gösterelim. Böylece h(r![n])- { oo} kümesi, c(r![n]) x [0, oo) kümesinin birim disk 

dışında kalan noktaları olur. p = (x~ + x~ + · · · + x~_ 1 )~ ve dp = dx1dx2 • • • dxn-ı 

diyelim. Böylece 

V(n[n]) 

(4.2) 

elele ederiz. 

Yardımcı Teorem 4.1.1 r![n] 'in hiperbolik düzgün olması için gerek ve yeter koşul 

c(r![n]) 'in öklidyen düzgün olmasıdır·. 
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Kanıt. Varsayalım ki O[n) hiperbolik düzgün n-siınplcks olsun. t:(n[n])'in ök­

lidyen düzgün düzgün olduğunu göstermek için herhangi iki v, w köşesinin yerinin 

değişmesinin bir öklidyen izometri ile sağlanabileceğiili göstermek yeterlidir. n[n) 

hiperbolik düzgün n-siınpleks olduğundan v, w kÖ§elerinin yerini deği§tirip diğer 

köşeleri sabit bırakan bir m Möbius dönüşümü vardır. m Möbius dönüşümü oo'u 

da sabit bıraktığından JEn-ı'deki bir benzerlik dönüşümünün Poincare genişleme­

sidir. Diğer taraftan m Möbius dönüşümü v, w doğru parçasım sabit bıraktığından 

genişleme sabiti ı 'dir. Böylece m bir öklidyen izometridir. (Bkz. [2]). 

Tersine t:(O[n]) öklidyen düzgün (n-ı)-siınpleks olsun. O[n)'in hiperbolik düzgün 

olduğunu göstermek için t:(O[n]) 'in bir v köşesi ile oo 'un yerlerinin bir Möbius 

dönüşümü ile deği§tirilebileceğini göstermek yeterlidir. t:(O[n]) öklidyen düzgün 

olduğundan w =1 v şeklindeki her kÖ§esinin v 'den uzaklığı aynıdır. Bu uzaklığı 

r ile, En 'deki S (w, r) küresinde yansıma dönüşümünü de o- ile göstereliın. Bu du­

rumda o-(w) = oo ve o-(oo) =w olur ve diğer kÖ§eler sabit kalır. Böylece O[n)'in iki 

köşesinin yerini değiştiren bir hiperbolik izometri bu köşeleri oo'a götüren iki Möbius 

dönüşümünün bileşkesidir. o halde n[n) hiperbolik düzgündür .• 

Yardımcı Teorem 4.1.2 W 'de izometrilere bağlı olarak bir tek düzgün ideal n­

simpleks vardır. 

Kanıt. \ll[n] ve :E[n] un 'de iki hiperbolik düzgün ideal n-simpleks olsun. Önceki 

teoremden dolayı t:(W[n]) ve t:(:E[n]) öklidyen düzgün (n- ı)-simplekstirler. Böylece 

E(\ll[n]) 'i t:(:E[n]) 'e dönüştüren bir benzerlik dönüşümü vardır. Bu dönüşüm >ı E JR 

olmak üzere Ç(v) = >ıv olsun. Bu durumda ((v, t) = (.>ıv, >ıt) şeklinde tammlanan 

dönüşüm w[n] ve :E[n] arasındaki hiperbolik izometridir .• 

( 4. ı) eşitliği V (n [n]) hacmini n-boyutlu öklidyen simpleks üzerinden, ( 4.2) eşitliği 

ise v(n[n])'i (n- ı)-boyutlu öklidyen simpleks üzerinde integraller olarak verirler. 

Bu ise JH[n+ı'deki ideal simplekslerin hacimlerinin W'deki ideal simplekslerin hacim­

leriyle karşılaştınlabilmesini sağlar. 
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Önerıne 4.1.3 n~ 2 için 

e§itsizliği 1ıardır. 

n-ı V(no[n+ı]) ı --< <­n2 - V(no[n]) - n (4.3) 

Kanıt. o-o[n] köşeleri sn-ı üzerinde olan öklidyen düzgün n-simpleks olsun. Bu 
n 

durumda r = (l:: x;) 112 ve dr =dx1dx2 • • • dxn olmak üzere a.':?ağıdaki e§itliklerin 
i=l 

sağlandığını göstereeeğ-lli. 

(4.4) 

(4.5) 

<To[nl 

(4.6) 

Bu eşitliklerin ispatlanması duruımuıda 

~itsizliğini i'3patlamıfi oluruz. Gerçekten ı - r 2 < ı için 

ve buradan da 

elde edilir. Bu ~itsizlikte her terimi nV(~o[nl) ile çarparsak 

n-ı V(no[n+ı]) ı --< <-
n2 - V(Oo[n]) - n 

eşitsizlİğİnİ elde ederiz ki bu da ( 4.3) cşitsizliğidir. 

77 



lHin'deki düzglin, ideal simplek<>ler izometrik olduğundan p(fıo[n]) 'i öklidyen 

düzglin olarak Vd.rsayabiliriz. Böyk·ce (4.1) 'den (4.4) eşitliğini elde ederiz. 

V(Oo[n]) = j (1 - 1·
2)-!!.fl dr = J (1 - r 2)-!!.fl dr 

p(fıo[nJ) Uo[n] 

Diğer taraftan no[n + 1] 'in düzglin olması c:(Oo[n + l])'in düzglin olması demek 

olduğundan ( 4.2) eşitliğini kullanarak 

ı 
nV(Oo[n + 1]) =n-

n 
J (1 - r2)-~ dr = J (1 - r2)-~ dr 

c(fıo[n+IJ) Uo[n] 

eşitliğini yani ( 4.5) eşitliğini elde ederiz. 

( 4.6) eşitliğini kanıtlamak için Iri < 1 olmak üzere 

şeklinde tanımlanan vektör alanına Gauss diverjans formülUnU uygulayalım. Böylece 

n, a 0 [n]'in sınırı olan 8a0 [n]'e normal olan vektör olmak üzere 

J div(V(r))dr = J (V· n)dS (4.7) 

Uo[n]) 8uo[n] 

eşitliğini elde ederiz. Önce bu eşitliğin sol tarafını hcsaplayalım. Burada V ( r) vektör 

alanının diverjansı 

div(V(r)) 
( 

r ) div "--ı 
(1 -r2)-r 

n :ı ( ) 
(J :ı:i 

L Dx· 11 n-ı 
i =I ı (1 - 2:: x;) -r 

ı=l 

~ ( 1 + (n- l)x; ) 
~ n ı n !!..±! 
i=l (ı - i~ x;) "2 (1 - fı xn n 2 

2 n-ı 2 !!..±! 
= (1- r )--r +(n- 1)(1- 7' )- 2 

olarak bulunur. Basitlik açısından 

<p11 (a) = J (l- r 2)-o:dr 

Uo[nl 
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diyecek olursak ( 1. 7) eşi tliğiııiıı sol tarafı 

J . n- ı n+ ı 
dıv(V(r))dr =<pn(-

2
-) +(n- ı)ıpn(-2-) 

Uo[n] 

haline dönüşür. Şimdi ('1.7) eşitliğinin sağ tarafını hcsaplayalım. Öa-0 [n], (n+ ı) 

tane düzgün (n- ı)-simpleks içerir. Bunları i =O, ı, ... ,n olmak üzere OW0 [n] ile 

gösterdim. Herbir i= O, ı, ... , n için vi, Öia-o[n] (n- ı)-simpleksinin karşısında kalan 

köşe olsmı. O, Da-0 [n] simpleksiııin ağırlık merkezi olduğundan, ağırlık merkezinin 
n n 

tanımına göre L Vi = O olmalıdır. Böylece Vj = O, ı, ... , n için L Vi'Vj = Vj · 
i=O i=O 

n 

L vi = O elde edilir. Da-0 [n] öklidyen düzgün n-simpleks olduğundan i =/= j için 
i .. cO 

vi-vj çarpımı i ve j 'den bağımsızdır. Böylece 

bulunur. O halde i =/= j için vi·Vj = ~ı elde ederiz. r konum vektörü Öia-0 [n] üzerinde 
n 

iken ti = O ve L t j = ı olmak üzere 
j=O 

n 

r = Ltivi 
j=O 

olacak şekilde t0 , t 1 , ... , tn E [O, ı] katsayıları vardır. Bu durumda 

bulunur. ~ ve Prı ilc fAo-0 [n] (n- ı )-simplcksinin bulmıduğu (n- 2)-boyutlu kürenin 

merkezini ve yançapını gösterdim. Böylece~' v/nin reel bir k.:'ltı olarak yazılabilir. 

~ · (-vi) = ~ olduğundan~ = =:;:- elde ederiz. Burada O, ai ve v/den farklı bir Vj 

köşesi birlikte bir dik üçgen oluştururla.r ve buradan 

1~1 2 + p~ ı 

l -v-ı
2 

ı + 2 -- Pn 
ın 

ı 
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ve buradan da Pn = (ı- -4 )112 bulunur. eli nokta.c_;ının r EÖiCT 0 [n] 'e uzaklığı p olmak n 

üzere 

ı 
p~ ı--n2 

2 ı p2 - r -­
n2 

e§İtliklerinden ı- r2 = p~- p2 elde edilir. Böylece (4.7) formülünde e§İtliğin sağ 

tarafı 

j (V· n)dS 
8a 0 [n) 

olarak elde edilir. Öocr0 [n] ile Pn·(cr0 [n- ı]) izometrik olduğundan p = PnS ıçın 

ds =dx1dx2 · · · dxn-1 olmak üzere 

n: ı J (p~- P2tn2ı dSo n+ ı J 2 2 2 n-1 ı - -n- (Pn- PnS )--2-.p~- ds 

8oao[n) <To[n-1) 

n+ı J ( 2)_n-ld - -- 1-s 2 s 
n 

<To[n-1) 

n+ ı (n -ı) 
n <fJn-1 2 

elde edilir. Böylece 

n-ı n+l n+ı n-ı 
<fJn(-

2
-) + (n-ı)ıpn(-2-) = -n-<pn-1(-

2
-) (4.8) 

e§İtliğini göstermiş olduk. (4.4) e§İtliği ile <fJn(ni"1) = V(S10 [n]) ve (4.5) eşitliği ile 
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'Pn-ı(n;ı) =(n- ı)V(no[n]) elde ederiz. Bunları (4.8) eşitliğinde yerine yazarsak 

1 2 n-1 (n- ı) 
(ı-r· )-"2 dr= n V(no[n]) 

CTo[n] 

elde ederiz. Bu ise ( 4.6) cşitliğidir. Böylece n 2': 2 için 

olduğu gösterilmiş olur. • 

n- ı V(no[n +ı]) 1 
--< <­

n2 - V(no[n]) - n 

Yardımcı Teorem 4.1.4 f : (0, 1] ---+ JR sürekli ve konkav fonksiyon olsun. a[n] 

ile köşeleri sn-I Üzerinde bulunan herhangi bir öklidyen n-simpleksi, bu simpleksin 

ağı1·lık merkezini de c ile gösterelim. c= !cl olsun. Böylece her iki integral de sonlu 

olmak üzere 

u[nl CTo[nl 

eşitsizliği geçer·lidir. Üstdik f kesin konkav bi1· fonksiyon ise e!jitliğin sağlanması 

için gerek ve yeter koşul a[n] 'in düzgün olmasıdır. 

Kanıt. Eşitsililiğin soltarafını A, sag tarafmı ise lJ ile gösterelinı. Vo, Vıı ... , vn 

noktaları a[n]'in k()§elcri ol•mn. Standart n-sinıplcks 

şeklinde tanımlanır. Bunıda h, 

h 
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şeklinde tanımlanan homeomorfizm olsun. J V(cr[n])- 1dr = 1 olduğundan, h*, h 
a[n] · 

homeomorfizminin tersi olmak üzere ~[n] üzerinde h*(V(cr[n])-1dr) ile elde edilen 

ölçümü fJ, ile gösterelim. Bu durumda J dJ-ı =JJ,(~[n]) = ı olur. BöyleceAifadesi 
A[n] 

A = V(cr[n])- 1 J f(ı- r 2 )dr = J f (ı- ~ !;v; ') dJ-ı 
a[n] A[n] 

haline dönüşür. fJ, ölçümü, 1r, O, ı, ... , n sayılarının herhangi bir permütasyonu olmak 

üzere ti--+ t1r(i) dönüşümü altında değişmeyeceğinden 

elde ederiz. Burada O, ı, ... , n sayıları için yazılabilecek tüm 7r permütasyonlan üz­

erinden ortalama alma işlemini E ile göstereli.m. Böylece 

yazabiliriz. f konkav fonksiyon olduğundan 

(4.ıO) 

olur. Bu son ifadedeki E (ı -I"L:i t7r(i)vil
2

) ortalamasını hesaplamak için a§ağıdaki 
eşitlikleri kanıtlayalım. 

- L t7r(i/7r(j)Yi·Vj + L ti 
ii-J 

E(t1r(i)t1ru)) - ( ı ) (ı-"' ti) 
n n+ ı L: 

L Vi·Vj - (n+ ı)2 c 2
- (n+ ı) 

i=h 
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Öncelikle ( 4. ı ı) 'i gösterelim. 

2 

L t7r(i)Yi = lt7r(O)Vo + t7r(I)Vı + · · · + t7r(n)Ynl
2 

i 

= L t7r(i/7r(j)Yi-vj + L t;(i) lvil2 

ih i 

= L t7r(i)t7r(j)Yi·Vj +Lt; 
ih i 

( 4. ı2) eşitliğini göstermek için öncelikle i -=/= j olmak üzere 

L:::titj = L:::L:::titj = L:::ti L:::tj = L:::ti =ı 
i,j i j i j i 

olduğunu söyleyelim. i,j =O, ı, ... , n sayıları için i-=/= j koşulunun sağlandığı n(n+l) 

durum vardır. Bu durumda ortalama 

olarak elde edilir. Son olarak (4.13) eşitliğini göstermek için önce bir politopun 

agır~ lık ınerkC'.Ô c= vo ı-vı -ı-···-ı v .. ve c2 = lcl 2 = lvo+vı+· .. +v .. ı
2 

oldugun~ u hatırlatalım. 
n ı 1 (rH-1)2 

2 

'L.::vi-Vj = 'L.::vi - 'L.::IvJ~ 
ih i i 

= ( l)2 lvo + Vı + · · · + Vnl
2 

_ "'"'l ·12 
n+ . (n+1)2 ~Yı 

ı 

= (n+ ı)2 c2
- (n+ 1) 
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E (ı -IL':it1r(i)vil
2

) ifadesinde (4.11), (4.ı2) ve (4.ı3) C§İtliklerini kullanarak 

E (ı- ~ t,(;)V; ') - E (ı-~ ı,(;)!•(;)V;·V;- ~ı;) 

- (ı-~ t;) -E(~ t7r(i)t7r(j)Yi·Vj) 
ı ıfı 

- (ı-~ t;) - (~ Vi·Vj) E (t-ır(i)t1f(j)) 
ı ılı 

_ (ı- ~ti)- ((n+ ı) 2 c2 - (n+ ı)) n(n~ ı) ~titi 
ı ı-lı 

- (ı -~ı;) ( 1+ ı -n~ - c') 
- (ı- ~ı;) ((n+ı)2-c')) 

- n:ı (ı-c') (ı- ~ı;) 
elde ederiz. Böylece 

elde edcri:;,. Eğer a[n] düzglin siınpleks ise, (4.14) ifadesinİlı sol tarafını, i =/:. j için 

v··v · = _l oldugun~ dan 
ı ı Tl 

A = l J (ı- Lı;v; ') diJ. = l J (ı- ~liljvi-vi- ~ı;) diJ. 
ô[nl ı ô[nl ıfı ı 

= J f (ı -~ ti + ~ ~ titj) dJL 
.6.~ ı ıh 

~ J f ( ('' : ı) (ı -~tl)) dp 
ô[nl 

(4.ı5) 
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buluruz. a-[n] k<>§eleri sn-1 üzerinde olan düzgün n-simpleks olduğundan c = O' dir. 

Böylece ifadenin sağtarafımda 

olarak buluruz. Yani a-[n] 'in düzgün simpleks olması durumunda (4.14) ifadesinde 

eşitlik vardır. 

Şimdi de (4.9) ifadesinde eşitliğin sağ tarafı B 'yi hesaplayalım. (4.15) ifadesini 

0"0 [n] 'e veg(x) = f((1-c2)x) fonksiyonuna uygulayalıın. Burada f konkav fonksiyon 

olduğundan g 'de konkav fonksiyondur. Böylece 

Uo[n] 

- V(a-0 [n])-1 J g(1- r 2)dr 

Uo[n] 

_ ~l 9 ( (n~ ı) (ı _ ~ t~)) d~ 

-~l f ( (n~ ı) (ı -C) (ı -~ ~)) d~ 
olur. Buradan A :::; B olduğu görülmüş olur. Daha önce a-[n] 'in düzgün sirn-

pleks olması durumunda (4.14) ifadesinde eşitliğin sağlandığım göstermiştik. O 

halde f fonksiyonunun kesin konkav olması durumunda (4.9) ifadesinde eşitlik varsa 

a-[n] 'in düzgün siınpleks olduğunu göstereliın. (4.9) ifadesinde eşitlik olması (4.14) 

ifadesindeeşitlikolması demektir. Böylece E ( 1 -ILi t7r(i)vil
2

) = (n~1 ) (1- c2
) (1- Li t;) 

olduğundan (4.10) ifadesinde de eşitlik vardır. Böylece 

A = J f (ı- Lt,v, ') dJL = J f (E (ı- Lt.(;)V< ')) dJL 
A[n] ı A[n] ı 

elde edilir. Bu eşitliğin olabilmesi için V(to,t1 , ... ,tn) E .6.[n] ve V'1r permütasyonu için 

2 2 

= L t7r(i)Vi 
i 
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olmalıdır. Burada özel olarak (t0 ,t1 , ... ,tn)=(~,~' O, ... , O) alırsak 

~~vo + ~vı[ =~~vi+ ~vii ,i# j 

lvo +vıl = lvi +vii ,i# j 

elde ederiz. i# j için Vi ve Vj 'ye paralelkenar kuralını uygularsak 

lvi- vil2 + lvi + vil2 = 2 (lvil2 + lvin = 4 

lvi- vil2 = 4 -lvi + vil2 

elde ederiz. i# j için lvo + v1 1 =!vi+ vii olduğundan 

elde ederiz. Bu ise CJ[n] 'in öklidyen düzgün simpleks olması demektir. • 

4.2 Teorem 4.0.l'in Kanıtının Sonu 

Teorem 4.0. ı 'in n = 2 ve n = 3 durumlarında doğru olduğunu biliyoruz. Şimdi 

teoremin bir n 2: 3 doğal sayısı için doğru olduğunu kabul edelim ve n+ 1 için doğru 

olduğunu gösterelim. 

ve t E (0, ı] olmak üzere 

n n+l 
f(t) = C2 - Knr-2 

fonksiyonunu tanımlayalım. Bu fonksiyonun konkavlığım incelemek için ikinci türevini 

alalım. Böylece 

!' (t) 

f"(t) 

_?:!'_t-nt2 _n+ 1 K rnt3 
- 2 2 n 

n(n+2) _n-'-4 (n+l)(n+3)K _!!.H. -- t2- t2 4 4 n 

t-:;

5 

(n(n + 2)d - (n+ l)(n + 3)Kn) 
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elde ederiz. Burada C~ > O olduğundan 

ı 

f"(t) <O-Ç=?- n(n + 2)t2- (n+ ı)(n + 3)Kn <O 

olur. Burada 

ı 

n( n+ 2)t2 -(n+ ı)(n + 3)Kn ~n( n+ 2)- (n+ ı)(n + 3)Kn 

eşitsizliği vardır. Bu eşitsizliğin sağ tarafının sıfırdan küçük olduğunu göstermek 

ıçın 

n(n+2) <K 
(n+ ı)(n + 3) n 

olduğunu gösterelim. Önerıne 4.1.3'ü kullanarak 

n-ı 
-- ~ Kn< ı 

n 

elde ederiz. Burada 

n-ı n(n+2) 
---

n (n+ı)(n+3) 
K _ n(n+2) > 

n (n+ ı)(n + 3) 
n(n -ı)- 3 

n(n + ı)(n + 3) 

ıd edilir. > 3 · · ( ı) 3 't·· Bö· l K n(n+2) > O 'dır Bö l e e ve n _ ıçın n n- > ur. y ece n- (n+I)(n+3) . y ece 

f fonksiyonu kesin konkav fonksiyondur. 

Şimdi bu f kesin konkav fonksiyonuna ve a-[n] öklidyen n-simpleksine Yardımcı 

Teorem 4.1.4'ü uygulayalım. 

V(a-[n])-1 J j(ı- r 2)dr ~ V(a-o[n])-1 J f [(ı- c2)(ı- r 2
)] dr 

u[n] Uo[n] 

V(a-o[n]) J j(ı- r2)dr ~ J f [(ı- c2)(ı- r 2)] dr 
V(a-[n]) 

u[n] Uo[n] 

öklidyen simpleksler için V(a- 0 [n]);::: V(a-[n]) olduğundan 

J f(l- r 2)dr < J f [(1- c2)(1- r 2
)] dr 

u[n] Uo[n] 

J (ı- r2)-~dr-Kn J (ı- r2)-.!!f!dr ~ J f [(1- c2)(ı- r2
)] dr 

u[n]=c:(n[n+l]) u[n]=p(n[n]) uo[n] 
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elde ederiz. Burada (4.ı) ve (4.2)'yi kullanarak 

nV(O[n +ı])- Kn V(D[n]) ::; J f [(ı- c2)(ı- r 2
)] dr 

lTo(n] 

elde ederiz. Bu eşitsizliğin sağ tarafım hesaplarsak 

J f [(ı- c2)(ı- r2
)] dr - J (ı- c2)-~(1- r 2f-2'- Kn(ı- c2)_n;ı (ı- r2f~ dr 

~~ ~~ 

- (ı- c2)-~nV(Oo[n +ı])- Kn(ı- c2)-~V(Oo[nJ) 

< (ı- c2 )-~ (nV(no[n +ı])- Kn V(Oo[n])) 

- o 

buluruz. Bu ise nV(D[n + ı]) - Kn V(O[n]) ::; O demektir. Burada tümevanın 

hipotezini kullanarak 

nV(O[n +ı]) < Kn V(O[n]) ::; Kn V(Oo[n]) = nV(Oo[n +ı]) 

V(O[n +ı]) < V(Oo[n +ı]) 

elde ederiz. Bu ise maksimum hacimli hiperbolik (n+ ı )-simpleksin düzgün ve ideal 

olması demektir. 

Uyarı 4.2.1 Haagerup ve Munkholmn-boyutlu simpleksin maksimalliği üzerine yap­

tıkları çalı§mada no[n] ve (}" o[n] sırasıyla hiperbalik ve öklidyen düzgün n-simpleksler 

olmak üzere 

lim V(Oo[n]) = Je 
n-+oo V (O" 0 [n]) 

olduğunu gösterdiler. Burada O" o[n] öklidyen simpleksinin kenar uzunluğu 

olduğundan 

b·ulunur. Ve buradan da 

bul·unur. 

../n+ ı ( ı)~ V(0"0 [n]) = 
1 

ı+-
n. n 

vfn lim V(Oo[n]) = -
1 

Je 
n-+oo n. 
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