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This study is a collection study that includes the existence of continu-
ous and Lipschitz selections for set-valued maps and the problem of parametriza-
tion for set-valued maps.

This study is composed of four parts. In the first part, basic definitions
and theorems and properties of convex sets and functions are given.

In the second parts, the existence of continuous selections of upper
and lover semicontinuous set-valied maps is searched. At the end of this part
continuity property of minimal selections of set-valued maps is given.

In the third part, Steiner point of convex and compact sets is defined,
with the help of this definition the existence of Lipschitz selections of closed and
convex valued Lipschitz set-valued maps is searched. Furthermore, existence

of Caratheodory selections which is often used in control theory is proved.
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In the final part, two parametrizations for set-valued maps are given.

Key Words: Set-Valued Maps, Upper and Lover Semicontinuity,

Selections, Parametrizations.
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ONSOZ

Son yillarda matematikte kiime degerli analiz olarak adlandinlan bir
bolim ortaya gtkmaktadir. Klasik analizde aragtinilan fonksiyonlarin tek deger-
iligi ve birgok problem icin aynca diferansiyellenebilir olmasi gerekmekte-
dir. Kontrol teorinin, diferansiyel oyun teorisinin, matematik modellestirmenin
bazi problemleri aragtinilirken, tek degerli olmayan fonksiyonlarla karsilagilabilir.
Yani ortaya Oyle donlisimler cikabilir ki, bagimsiz degiskenin her degerine
bir kiime karsibk gelebilir. Bu tiir fonksiyonlara kiime degerli dontsiim ve
mafematiéin kime degerli doniisiimlerin zelliklerini aragtiran boliimiine kime
degerli analiz denir.

Kiime degerli analiz kontrol teorinin bazi problemlerinin aragtinlmasin-
da dogal bir arag oldugundan bir gelisme icindedir ({12], [17], [19], [20], [29],
[32], [33]). Son yillarda kiime degerli analiz matematigin cagdag bir boliimiine
yonelmistir ve optimizasyon teorisi, kontrol teorisi, diferansiyel icerme teorisi,
matematik modellestirme gibi alanlarinda genig bir uygulama bulmustur ([2],
[3], 6], [11], [23], [13], [16], [22], [23], [35]). Kiime degerli analizin cesitli
problemleri iizerine gok sayida arastirmalar ve monografiler yaymnlanmstir ([4],
4], 18], 24, 1)),

Baz1 durumlarda kiime degerli doniigiimlerle ugragmak yerine onlan
tek degerli doniisiimlerle iligkilendirerek kullanmak daha uygun olur. Bu iligki-

lendirme iki yolla yapilabilir:

1. F:R™ ~ R" kiime degerli doniiglimiiniin f : R™ — R" selektorii

bulunabilir; yani
Ve € K™ icin f(z) € F(xz)

'. kosulunu saglayan [ tek degerli doniisiimii bulunabilir.

2. U kontrol veya parametre uzay: olmak lzere

Vz € R™ igin F(T) = {f(U7 -'E)}uGU



kosulunu saglayacak bicimde bir f: U x R™ — R" fonksiyonu bulunabilir.

Biz f selektériiniin veya (U, f) parametrelendirmesinin F'in siireklilik,
Lipschitzlik gibi zelliklerini saglamasi durumunu aragtiracagiz.

Ayrica kontrol teoriye uygulamalan digtinerek F ve f’in Glgulebilir bir
sekilde zamana bagimh oldugu durumu da inceleyecegiz.

Calismada arastirilan konulardan biri kiime degerli dontisimlerin siirek-
li veya Lipschitz selektérlerinin varlia problemidir. Bu selektorler miimkin
olan her zaman yapia bir sekilde elde edilmelidir. En dogal yapia yol minimal
selektér ( yani; minimal normlu f selektéril) kullanimina varmaktir. Ancak bu
yoéntem yan siirekli déniigiimler igin siirekliligi koruyamaz. Bu yontem sadece
kapali konveks gériintiili siirekli déntigimler icin slirekliligi koruyabilir. Boyle
bir selektér ayrica Caratheodory doniigiimler igin Caratheodory’dir.

Kiime degerli donlisiim Lipschitz siirekli ise beklentimizin tersine onun
minimal selektdri Lipschitz olmayabilir. Konveks gériintiilii Lipschitz kiime
degerli dénigiimler i¢in Lipschitz selektdrii elde etmenin farkh $’ollar1 vardir.
Akla ilk gelen kiime degerli doniistimlerin Barycentric selektoridir. Fakat bu
yapi uygulama acisindan oldukca zordur.

Ote yandan Steiner noktas: tamnuna bagh selektor iyi dzelliklere sahip-
tir. Ornegin kiime degerli doniisiimiin Slciilebilirligini, siirekliligini, Lipschitz-
ligini korur.

Sinirh olmayan kiime degerli doniigiimlere deginmek icin Intersection
lemma kamtlanmistir. Bu konveks kiime ile kapali konveks kiime arasindaki
iliskiyi kurmamizi mimkin kilar. Bu lemmay1 kullanarak kapah konveks
degerli Lipschitz kiime degerli déniigiimler igin yapia bir yolla Lipschitz se-
lektori elde edilir.

Diger bir konu kiime degerli déniigiimlerin parametrelendirilmesidir.
Kime degerli doniigiimlerin parametrelendirilmesi kontrol teorinin uygulama-
larinda énemli bir yer tutar. Diferansiyel igerme formunda verilen kontrol veya
belirsiz dinamik sistemlerin baz1 problemlerinin ¢dziimii parametrelendirme

yardimu ile kolaylastinlabilir ([1], [4], [14], [18], [26], [30]). Bu ¢ahsmada kon-
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veks kapal: (ayni zamanda konveks kompakt) degerli Caratheodory ve dlgtilebilir
kiime degerli dontligiimlerin uygun olarak Caratheodory ve dlglilebilir/Lipschitz

parametrelendirmesinin miimkin oldugu arastinlmigtir.
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SIMGELER DiziNi

: Bog kiime

: z merkezli r yanigaph kapal top

: A kiimesinin konveks zarfi

: A klimesinin support fonksiyonu

: z noktasinin A kiimesine uzakhg

: Aile B kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhk

: f fonksiyonunun z¢ noktasindaki subdiferansiyeli
: [ fonksiyonunun Moreau-Yosida yaklagim

: f fonksiyonunun z¢ noktasindaki graident vektori
: F kiime degerli doniigiimiiniin grafigi

: izdii§iim déniigimi

F kiime degerli doniigiimiiniin minimal dénigimii

K kiimesinin Steiner noktas:




1 ONBILGILER

Bu boliimde ileriki boliimlerde gerekli olacak bazi genel bilgiler verilecek-

tir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

R* k-boyutlu Euclidean uzay1 olmak iizere
z = (z1,.,7x) € R*, y = (y1,...,ux) € R¥ igin (z,y) ile z ve y

vektorlerinin ig garpimini gosterecegiz ve

k
(r.y) = Z ;Y
1=1

olarak tammlayaca@z.
z = (ry,...,7x) € RY vektdrii igin ||z ile z vektdriiniin Euclidean

normunu gosterecegiz ve

™

. A
lll] = (Z I?) = /(z, 1)
=]

olarak tamimlayacagz.

ACRM CcRFve A€Ricin

A+C={z+y:z€ A,yeC}
M= {dz:z e A}

z € R¥, A C R* igin z noktasi ile A kiimesi arasindaki uzakhg d(z, A)

ile gosterecegiz ve

d(z,A) = 312,{4 |z — al

olarak tammlayacagiz.
A C R*, C C RF igin A ile C kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhg

a (A, C) ile gosterecegiz ve

a(A,C) = max {supd(a, C), supd(c,A)}

a€A ceC



olarak tamimlayacagz.

B ile merkezi orijinde olan birim kiireyi gosterecegiz, yani
B={zeR: |z <1}

TANIM 1.1.1. F : R™ ~ R" ile R™ uzayinda verilmis her bir
z € R™ noktasi i¢in F(z) degeri R" uzayinin bostan farkl bir alt kiimesi olan
doniigimii gosterecegiz. O zaman F : R™ ~» R" ’e kiime degerli ddniisim
denir.

Eger F : R™ ~~» R" kiime degerli dénisiimiinde Vz € R™ igin F(z) C
R™ kapal kiime oluyorsa F(-) kiime degerli déniisiimiine kapalh degerli kiime
degerli dénlisim denir.

Eéer F :R™ ~» R" kilme degerli doniigiimiinde Vz € R™ i¢in F(z) C
R™ kompakt kiime ise F (-) kiime degerli doniiglimiine kompakt degerli kiime
degerli déniigim denir.

Eger F: R™ ~» R kiime degerli ddniigiimiinde Vz € R™ icin F(x) C
R™ konveks kiime ise F () kiime degerli déniislimiine konveks degerli kiime
degerli doniisim denir.

Simdi kiime degerli doniisimin Ustten yan siirekliliginin tanimum vere-

lim.

TANIM 1.1.2. F : E™ ~» R"” kime degerli dénigim, zo € R™

olsun. F(zo) kiimesinin her N(F(z¢)) komsulugu igin z, noktasimin
Yz EN(.’IJQ) icin F(.’B) CN(F(.’L‘Q)) (1.1.1)

kosulu saglayan en az bir M (zo) komsgulugu varsa F(-) kiime degerli doniigiimi-

ne o noktasinda istten yan stireklidir denir.

ONERME 1.1.1. F:R™ ~s R" kiime deéeﬂi donlisiimi kompakt
degerli (yani Vz € R™ i¢in F(z) C R" kiimesi kompakt) olsun. Bu durumda

|z — xo]| < (e, zo) iken

1"(.’1,') C [’1(.75()) +eB (112)



kosulunu saglayan 3¢&(s, 7o) > 0 varsa F' () kiime degerli ddniigiimiine zp nok-
tasinda Ustten yan stireklidir denir (Burada B = {y € R™: |ly|| < 1}).

Eger F : R™ ~» R" kiime degerli doniiglimi kompakt degerli degil ise
o zaman (1.1.2) kosulu séglamr fakat (1.1.1) kosulu saglanmayabilir. Bunu bir

ornekle gosterelim.
ORNEK 1.1.1. Vz € Rigin

F(z) ={(f1,f:) eR*: fi =z}

olmak iizere F(-) : R ~ R? kiime degerli doniigiimiine bakahm. Aciktir ki
z = 0 noktasinda € = § oldugunda (1.1.2) kosulu saglanir.

Buna karsin F(0) kiimesinin MV (F(0)) = {(f],fz) 2 f2] < Tfln_l} komsu-
lugunu aldigimizda (1.1.1) kogulunu saglayan N (0) komsulugu bulunamaz.

Simdi kiime degerli doniiglimlerin alttan yan strekliliginin tamimn

verelim,

TANIM 1.1.3. F:R™ ~~ R" kiime degerli déniisiim, xo € R™ olsun.

Her yo € F(zo) ve yo noktasinin her M(yo) komsulugu igin zo noktasinin
Yz € N(zo) icin F(z) NN (yo) # @

kogulunu saglayan en az bir M(zy) agik komsulugu varsa o zaman F (-) kiime

degerli donisiimiine 7o noktasinda alttan yan siireklidir denir.

Alttan yan siirekli donlisimlerin bir karakterizasyonu asagida veril-

mistir.

ONERME 1.1.2. F :R™ ~» R kiime degerli déniisiim, zo € R™
olsun. F(-) kiime degerli dénligimii 7o noktasinda alttan yan siireklidir <
n — oo iken z, — zy olacak sekildeki her {z,}.cx dizisi ve yp € F(x0) igin
Yn € F(x,) olmak lzere n — 0o iken y, — Yo olan bir {y, }nen dizisi segilebilir.

Kamt. =: (xn)neN, n — oo iken z, — zg olan bir dizi ve yg € F' (.?:vo)

olsun.

ra = (d(y0), I (22))



olan (ry) dizisini alalim. Bu dizi igin iki durum séz konusudur.
i) n — oc iken r, — 0 dir.
if) (r,) dizisinin k — oc iken r,, — a. > 0 olan bir (r,,) alt dizisi
vardir.
Birinci durumda; r, = d(yo, F (yn)) = inf |y — vol| olur. ¢, | 0,
YEF(xn) .
Vnigin £,47 < £, Ve n — 00 iken ¢, — 0 olan diziyi alahim. Infimum tanimina
gore 3y, € F(z,) vardir 6yle ki ||y, — yo]| < 7n + £ Olur. O zaman n — o©
iken 7, — 0 ve &, — 0 oldugundan y, € F (z,) olmak tizere y, — yo olur.
Ikinci durumda; r; = rp,, I} = Z,, olsun. O zaman k — oo iken
Ty — Zg, Ty — o, olur. Dolayisiyla 3K; > 0 vardir dyle ki VK > K igin
ry > % olur. Buradan VK 2> K icin 1§ = d (yo, F'(zx)) > 5 olur. O halde
YK > K, icin B (yo, 9‘;)—) NF(23) = @
bulunur. N (y0) = B (o, %) alehm. Hipotez geregi 3N (x) vardir dyleki
Yz € N (z0) icin B (yo, %i) NF(z)#0
olur. k — oc iken x; — 1z oldugundan VK > K, icin zx € N (zp) olan

3Ky > 0 vardir. O zaman
YK > K icin B (yo, %—) NF(z:) # @

olur. K, = max {Ki, K,} dersek. VK > K, icin aym zamanda

B (yo, 5‘;—) NF(zx) =0 ve B (yo, 3;—) NF (zx) # @

olur. Bu ise celigkidir. Yani ikinci durum gerceklesemesz.

<: Kabul edelim ki F'(-) zo noktasinda alttan yan siirekli olmasin.

Yani; 3y € F (20) igin IN (yo) var olsun dyle ki VAN (o) igin Z € N (z0) iken
FE)NN (y) =9

olsun. N (zo) = B (zo, 1) alalm. O zaman Vn igin z,, € B (2o, 1) vardir &yle

ki

F () NN (30) = @



olur. N (o), Yo in agik komsulugu oldugundan B (o, <.) C N (vo) olan e, >

0 vardir. O zaman Vn igin’
F(z.) N B (yo,€.) = O

olur. Vn icin z,, € B (mo, -};) oldugundan n — oo iken i, — g olur. O zaman
Vn igin
40, F (z) > 5
elde edilir. yg € F (z0), n — o0 iken z, — 2z oldugundan y, € F (z,) olmak
lizere Y, — Yo olan higbir (yn) dizisi bulunamaz. Bu ise hipotez ile gelisir. O
halde kabulliimiiz yanhstir. Yani F (-) z¢ noktasinda alttan yan stirekli olur.
Eger FF : R™ ~» R” kiime degerli doniisiimi kompakt degerli ise o

zaman asagidaki onerme dogru olur.

ONERME 1.1.3. F : R™ ~» R" degerleri kompakt kiime degerli
donlisim, zo € R™ olsun. F () kilme degerli ddniiglimii xo noktasinda alttan

yan stireklidir < Her £ > 0 i¢in
Her ||z — zo]| < 6 (s, z0) igin Fzo) C F(z) +¢B (1.1.3)

kogulunu saglayan en az bir 6 (s, o) vardir.
Simdi F (-) kiime degerli doniigiimiiniin £y € R™ noktasinda sirekliligi-

nin tanmmini verelim.

TANIM 1.1.4. F : R™ ~ R" kime degerli donisimi eger zg
noktasinda hem alttan yan sirekli hem de iistten yan siirekli ise o zaman
F () kilme degerli déniigimii zo noktasinda siireklidir denir.

Tamm 1.1.4, Onerme 1.1.1 ve Onerme 1.1.3'den asagidaki nermenin

dogrulugu goriilebilir.

ONERME 1.1.4. F :R™ ~» R"* degerleri kompakt kiime degerli
donigiim, zg € R™ olsun. F(-) kiime degerli doniigimiiniin zo noktasinda

sireklidir < Her € > 0 igin ||z — o] < 6 (&, 20) iken

F(z) C F(mo) + B ve FF(xg) C F(z)+<B (1.1.4)

ot



kosullarim saglayan en az bir 6 (s, 1) > 0 vardir. (1.1.4)’deki kapsamlar
a(F(z), F (z9)) < ¢ esitsizligi ile denktir. Burada a (F (z), F (1)), F (z) ve
F (o) kiimeleri arasindaki Hausdorff uzakhgdur.

F :R™ ~» R" kiime degerli déntigimiintin grafigi Graph F ()
GraphF () ={(z,y) e R" xR":y € F (z)}
ile tammldir.

Asagidaki énerme kiime degerli déniiglimler igin iistten yan siireklilikle

onun grafiginin kapalih# arasindaki iligkiyi vermektedir.

ONERME 1.1.5. F:R™ ~ R" degerleri kapah tistten yan strekli
kiime degerli doniigiim olsun. i — oc iken z; — g ve §; € F (x;) olmak tizere
§; — & olan {z;}on; , {&; )i, dizileri igin &g € F(z0)’dir. (Yani kapah degerli
Ustten yan siirekli kiime degerli dontisiimiin grafigi kapahdir.)

Tersine; F' : R™ ~» K" kompakt degerli kiime degerli doniigiim, xq
noktasinin komsulugunda sinirh ise (yani; 3¢ > 0 icin K > 0 3 Vz € S.(z0)
igin |F(z)|| < K oluyorsa, & € F(z;) olmak izere Vz; — g, V&, — &, igin
&o € F(z0) ) F(-) kiime degerli dénilisimi z¢ noktasinda {istten yan siireklidir.
Burada |F(z)| = max{||fl|: f € F(z)} dir.

Kompakt degerli kiime degerli doniigiimler igin kompakt kiimelerin

gorintilerl de kompakt olur.

ONERME 1.1.6. F : R™ ~» R" deferleri kompakt kiime degerli
doniligiimii Ustten yan strekli, A C R™ kompakt alt kiime olsun. O zaman
F(A), R"’de kompakt kiimedir.

Burada F(A), A kiimesinin F (-) kiime degerli ddniisiimi altindaki
gorintisiduir ve

F(A) = | F(a)
a€A

dir.



Siradaki Gnerme, tistten yari stirekli kiime degerli dontisiimlerin bileske-

sinin de ustten yan strekli oldugunu gosterir.

ONERME 1.1.7. F, : R™ ~ R*, F, : R* ~» R? kiime degerli
donligiimleri verilsin. Eger Fy ve F; stten yan stirekli (siirekli) ise o zaman

Vz € R™ icin

F(z) = K(F(z)) = U Fy(y)

yeFR(x)
olarak tamimlanan F': R™ ~+ RP? bileske kiime degerli doniigiimi de istten yari

stirekli (siirekli) olur.

ONERME 1.1.8. F. Fi, F; : R™ ~» R" kompakt degerli kiime
degerli doniigiimleri Ustten yan siirekli (stirekli) ve f : R™ — R siirekli

fonksiyon olsun. O zaman
A+ R(). fOFC), A()VER()
lstten yan siirekli (siirekli) kitme degerli dontigimler olur.

Simdi f : R™ — R fonksiyonu icin istten ve alttan yan siireklilik

tanimim verelim.
TANIM 1.1.5. f:R™ — R, 7o € R™ olsun. Eger

Jim inf 1(z) > f(zo)

oluyorsa f(z) fonksiyonuna zg noktasinda alttan yan siirekli denir. Eger

Jlim sup (z) < f(xo)

oluyorsa f(x) fonksiyonuna o noktasinda iistten yan siirekli denir.
Eger Vz € A C R™ igin f(z) fonksiyonu alttan yan siirekli (istten
yan siirekli) ise, o zaman f(z) fonksiyonuna A kiimesinde alttan yan siirekli

(listten yan stiirekli) denir.

r-Lipschitz ve lokal Lipschitz kiime degerli dontigiimlerin tanimin vere-

lim.




TANIM 1.1.6. F :R™ ~» R" kiime degerli ddniigiim olsun.
V), € R™ igin a (F(x), F(zq)) < 7+ ||27 — 22|

olacak gekilde r > 0 sayis1 varsa F (-) kiime degerli doniigiimiine r-Lipschitz

denir.

TANIM 1.1.7. F : R™ ~» R" kiilme degerli déniisim olsun. Eger
VD C R™ sinirh kiimesi igin

Vz1,22 € D igin a(F(x1), F(z2)) < A(D) ||z1 — z2]]

kogulunu saglayan 3 (D) > 0 sayist varsa F (-) kiime degerli déniigiimiine
lokal Lipschitz denir.

Simdi kime degerli analizde kullamilan marjinal fonksiyonun tammm

ve onun Ozelliklerini verelim.

TANIM 1.1.8. F: R™ ~» R kiime degerli dontisim, f : Graph F (-) —
R fonksiyon olsun.
g9(z) = sup f(z,y)
yeF(x)

olarak tamimlanan g : R™ — RU {+o00} fonksiyonuna marjinal fonksiyon denir.

Asagidaki teorem marjinal fonksiyonun alttan ve tistten yan strekliligini

verir.

TEOREM 1.1.1. F : R™ ~» R” kilme degerli donligiim ve f :
Graph F () — R fonksiyon olsun.

1) Eger F(-) kiime degerli déniigiimii ve f(-) fonksiyonu alttan yan
lsﬁrekli ise 6 zaman ¢(-) marjinal fonksiyonu alttan yan siireklidir.

2) Eger F(-) kiime degerli doniigiimii ve f(-) fonksiyonu istten yan
sirekli ve Yz € R™ i¢in F(z) C R™ kompakt kiime.ise o zanﬁan ¢(+) marjinal

fonksiyonu tistten yan siireklidir.

imdi f : R™ — R ve —f : R — R fonksiyonlarmin supremum ve
N

infimumlan arasindaki baglantiy1 gosterelim.
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ONERME 1.1.9. f(-):R™ — R ve A C R™ icin

inf f(z) = - sup —f (z)
dir. :
Kamt. Kabul edelimki ;2& f(z) = aolsun. Eger a = —ocoise VN >0
icin 3zy € A vardir dyle ki f(zx) < —N olur. O zaman —f(zn) > N olur.

Buradan sup —f(z) = +00. Yani
T€EA

inf f(z) =~ sup —f(z)=—o0

olur. Eger igg f(z) = @ ve @ > —00 ise 0 zaman Vz € A igin f(z) > a,
I
Ve > 0 igin 3z, € A vardir yle ki f(z.) < @ + ¢ olur. Buradan Vz € A igin

—f(z) < —a ve Ve > 0 igin 3z, € A vardir dyle ki —f(z.) < —a — ¢ olur. Bu

ise sup — f(z) = —a anlamina gelir. O zaman a = - sup —f(z) olur. Bdylece
T€A T€A

inf f(z) = —sup ~ f(z) olur.

€A €A

ONERME 1.1.10. f(-): R™ — R fonksiyonu zo € R™ noktasinda
lstten yan siirekli (alttan yan siirekli) olsun. O zaman —f(z) : R™ — R

fonksiyonu zg noktasinda alttan yan siirekli (listten yar siirekli) olur.
TEOREM 1.1.2. f(.): R™ — R" fonksiyonu igin

Graphf(-) = {(z,y) € R" xR": y = f(z)}
kapal ve GLﬂgm f(z) simirh kiime ise f(-) : R™ — R" siirekli fonksiyon olur.
Kamt. Vz, € R™ i¢in k — oo iken Vz; — z, olan dizisini alalim. Bu
durumda (z, f(zx)) € Graph f(-) olur. Dolayisiyla Vk = 1,2... igin f(zx,) €
U f(z)dir. UJ f(z)smirh kiime oldugundan {f(zx)} 5., dizisinin yakinsak
}zj?m{f (x,hl)}j:jeiﬂ dizisi vardir. Kabul edelim ki ¢ — oo iken f(zx,) — s
olsun. O zaman Vi = 1,2... icin (zx,, f(zx,)) € Graph f(-) olur ve i — oo
iken (zx;, f(zx;)) — (z.,9.) olur. Graph f(-) kapah cldugundan (z.,y.) €
Graph f(-) *dir. f(-) tek degerli fonksiyon oldugn i¢in y, = f(z.) dir. Yani; i —
oo iken (zx,, f(zr,)) — (z., [(x.)) olur. O halde {(zx, [ ()}, dizisinin keyfi
yakmsak {(zx,, f(zx,))} o, alt dizisi igin i — oo iken (w4, f(2x,)) — (2., [(24))
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olur. {(zx, f(zx))} e, siurh oldugundan k — oc iken (i, [ (k) — (2., f(2.))
olur. Aksi taktirde f (xkj) — =, # f(x.) olan en az bir yakinsak alt dizisi
bulunurdu. Oysa yakinsak her alt dizinin yakinsadigh nokta f (z,) olmalidir.
Boylece zx — z. iken f(xx) — f(z.) olur. Yani f(-) fonksiyonu z,
noktasinda silireklidir. z, noktasi keyfi oldugundan f(-) fonksiyonu strekli
olur.
UYARI. Eger |J f(z) kimesi simrh olmazsa, o zaman yukandaki

z€R™
onerme dogru olmaz. Bunu bir drnekle agiklayalim:

ORNEK 1.1.2.
1
L 0
fay={ M7
1l ,z=
fonksiyonunu tammlayahm.
1
Granh 1) = { (2.757) 1o 0} u{.1)

kiimesi kapahdir. Fakat |J f(z) = (0, c0) kilmesi sinirh degildir. f(-) : R —
TER™

R fonksiyonu z = 0 noktasinda siirekli degildir.

1.2 Konveks Kiimelerin ve Fonksiyonlarin Bazi Ozellikleri

Bu kesime konveks kiimenin tanimini vererek baglayalim.
TANIM 1.2.1. K C K" olsun. Eger Vz,y € K ve X € [0,1] igin
A+ (1-AyeK

oluyorsa, K kiimesine konveks kiime denir.

Eger bir kiime konveks ise bu kiimenin keyfi iki noktas: igin bu nokta-
lan birlestiren arahiginda bu kiimenin alt kiimesi olacag) agktir.

Keyfi bir A C R™ kiimesi icin coA ile bu kiimenin kapali konveks zarfim

gosteririz. coA kiimesi A kiimesini iceren en kiigiik kapal konveks kiimedir.
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F CR" ve Vxr € R" i¢in I1g(z) kiimesini

Hp(z) ={f € F: |f -zl = d(z, F)}
olarak tamimlayalim.

ONERME 1.2.1. F C R" konveks, kapali kiime olsun. Bu durumda
Vz € R™ igin IIp(x) kiimesi tek elemanhdir.

Kamt. z € FiginIlg(z) = {2} olur. Kabul edelim ki z ¢ F ve z; #
z, olan en az bir ;1,2 € lIp(z) var olsun. O zaman ||z — z;| = ||z — 22| =d
ve d > 0 olur.

T1,Z9 € F' ve F konveks oldugundan

x,=%r1+%x2€F

olur. O zaman

lz—z.|] = |Iz - (%;rl + %1:2)“ = ”%(1: — ) + %(1: — 1:2)”

Iz —2) + (z = z)||

i

olur. Buradan

Iz =z =i{z—z)+ (@ -12), (- 31) + (z — 72))
=%[r—x1, I]>+2('B"$] .1:-—.1:2>+<.’E—~.’E2,.'D~I2>]
=illz =zl +z - 2l + 2z~ 21,2~ 2,)]
olur.

(x = z1,2 — 22) < ||z — 21| |z — z2]| ifadesinde z —z; # 0, z— 2y # 0
iken esitlik durumu X > 0igin (z—z;) = A(z—2;) oldugu zaman séz konusudur.
Burada ||z — 11| = ||z — z2|| ve 21 # 72 oldugu igin (z—z1) = AMz—x>)

olamaz. O zaman
(z— 1,2 — 22) < ||z — 21| |z — 2]
olur. Boylece

Jo-ml < (@4 @ +2-d-d) =
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bulunur. Buradan
flz -z <d

olur. z, € F oldugundan d(z,F) < d ’dir. Buise d(z, F) = d olmas ile ge-
lisir. Kanit biter.

Simdi de R™ uzayinda verilmis kiimenin support fonksiyonunu tammla-
pp

yahm.

TANIM 1.2.2. F C K" kiimesi ve p € R" i¢in F kiimesinin ¢ (F, ) :

R"™ — R support fonksiyonu

c(F,p) = sup (z,p)
r€F
olarak tamimlanir.

Asagida support fonksiyonun bazi 6zellikleri verilmistir.

1. ¢(F,-): R" — R fonksiyonu homogen fonksiyondur. Yani, VA > 0
ve Vp € R" igin ¢(F, Ap) = Ac(F.p) dir.

2. ¢(F,:) : R" — R yan toplamsaldir. Yani, Vp;,p; € R” icin
c(F,p1 + p2) < ¢(F,p1) + ¢(F,py) dir.

Ustten (alttan) yan stirekli kiime degerli déniigiimlerin support fonksi-

yonunun lstten (alttan) yan stireklilik ile iligkisine bakalim.

ONERME 1.2.2. F : R™ ~» R" kompakt konveks degerli kiime
degerli ddniisimi zo noktasinda iistten yan siirekli (alttan yarn siirekli ) dire

Vp € R" igin ¢(F(z), p) support fonksiyonu

lim sup ¢(F(z),p) < c(F(z0),p) (1.2.1)

20

<um' inf ¢(F(z),p) > ¢(F(zo), p)> (1.2.2)

L0

kogulunu saglar.
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Eger F : R™ ~» R™ kompakt degerli kiime degerli doniisiim ve ¢(F(z), p)
support fonkiyonu (2.1) ((2.2)) kosulunu saglarsa coF(z) Ustten yan strekli
(alttan yan siirekli) olur.

Eger Vz € R™ igin F(z) C R" konveks ise o zaman F(z) fonksiyonu

Ustten yar: strekli (alttan yan strekli) olur.
Asagida konveks fonksiyonun tanimi verilmistir.
TANIM 1.2.3. Vz; € R™, Vz, € R™ ve Va € [0,1] igin

flazy + (1 - @)z,) < af (z1) + (1 — @) f(z2)
kosulunu saglayan f(-) : R™ — R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir.

Simdi verecegimiz teorem konveks fonksiyonlarin siirekliligini karak-

terize eder.

TEOREM 1.2.1. f(-) : R™ — R konveks fonksiyon ise Yz, € R™
igin f(-) fonksiyonu siireklidir [32].

Konveks fonksiyon diferansiyellenebilir olmayabilir. Asagida konveks

fonksiyonun subdiferansiyelinin taminu verilmistir.

TANIM 1.2.4. f(-): K™ — R konveks fonksiyon ve zo € R™ olsun.

9f(z0) ={p eR": f(z) — f(z0) 2 (p,z — z0) ,Vz € R™}
kiimesine f(-) fonksiyonunun subdiferansiyeli denir [32]

E

ONERME 1.2.3. f(-) : R™ — R konveks fonksiyon olsun. O zaman
Vzo € R™ icin df(zp) bos olmayan, konveks, kapali, stnirh kiimedir [32).

ONERME 1.2.4. f(-) : R™ — R konveks ve z5 € R™ noktasinda

diferansiyellenebilir ise, 0 zaman

df(ze) = VIS (o)

olur. Burada V3f(zo) = {0/‘“). 8/(zo) "U(”’)} olarak tammbdir.

(’)J‘] ’ f)I] yiete (’)In
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ONERME 1.2.5. f(-) : R™ — R konveks fonksiyon olsun. O

zaman  — 0f(z) : R™ ~» R™ kiime degerli fonksiyonu Ustten yan sireklidir.

Simdi marjinal fonksiyonun subdiferansiyeli konusunda asagidaki teo-

remi verelim.

TEOREM 1.2.2. G C R* kompakt bir kiime, ¢ (-) : R®* x G — R
Vz € R™ igin ¢ (z, ) siirekli, Yy € G icin ¢ (+, y) konveks fonksiyon ve f(z) =
max o(z,y) olsun. O zaman Vzy € R™ igin f(-) : R™ — R fonksiyonunun
v

subdiferansiyeli vardir ve
9f(xo) = co{8s (z0,y) : y € G (z0)}

olur. Burada G (z9) = {yo €G:p(zo,yo) = m_eg{ga(:zto,y)} ve Oy (zo,Yy)
ye
sabitlenmis her y € G i¢in £ — < (-, y) fonksiyonunun z, noktasindaki sub-

diferansiyelidir [16).
Bu teoremden asagidaki sonucu gkartabiliriz.
SONUCQ 1.2.1. K C K" konveks, kompakt kiime, p € R"
¢(X. p) = max (p, z)

olsun. O zaman
GC(]{p) = {I* €K: (p1 'T*) = C(](’p)}
olur.

f(-) : R™ — R konveks fonksiyon olsun. YA > 0 igin

fa (@) = it | £(0) + 55 lly — = (123)

yER™

olarak tammlanms fj () : R™ — R fonksiyonuna f(-) fonksiyonunun Moreau-
Yosido yaklagims denir. Bu tiir tammlanmg f (-) fonksiyonu igin agagidaki

teoremler dogrudur.
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TEOREM 1.2.3. f() : R™ — R konveks fonksiyon, A > 0,
fs(-) : R™ — R fonksiyonu f(-) fonksiyonunun Moreau-Yosida yaklagimi olsun.

O zaman her bir z € R™ igin
£y (@) = f (Jaz) + 51)-\ sz — 2 (1.2.4)
olan tek Jyz vardir. Bu Jyz igin
(Vy e R™) % (JAm —z,hz—y)+ f(hz)—- f(y) <0 (1.2.5)

kosulu saglanir. Tersine eger Jyz € R™ (1.2.5) esitsizligini saglarsa, o zaman

Jrz vektorii (1.2.4) esitligini saglayan tek vektordiir [5].

TEOREM 1.2.4. f(:) : R™ — R konveks fonksiyonu, A > 0 i¢in
fr(-) : R™ — R fonksiyonu f(-) fonksiyonunun Moreau-Yosida yaklagimu, her
bir z € R™ icin Jyz (1.2.4) esitsizligini saglayan vektor olsun.

O zaman f, () : R™ — R konveks, diferansiyellenebilir fonksiyondur
ve

olur. Burada Vf,(z) = {of*(’).af"(“) 6”*(’)}, Af(Jaz) [ () fonksi-

61'] 4 31‘1 LA 61'-,,

yonunun Jyz noktasindaki subdiferansiyelidir. Ayrica A — co iken

(@)= (=), hz—z
olur [5].

Simdi degerlerini konveks kapali kiimeden alan fonksiyonun integralini

karakterize eden bir dnerme sunalim.

ONERME 1.2.6. E C R™ lciilebilir, C C R™ konveks kapal: kiime,
f(:) : E — C integrallenebilir bir fonksiyon, s R™’de verilmis pozitif &lgiim,
0 < p(F) < 400 olsun. O zaman

1
M(E)E/uw)u(dw)ec
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olur [37).
Kamt. Kabul edelim ki

1
a=#—(—E—)!f(w)u(dw)¢C

olsun. C konveks, kapah kiime, a ¢ C oldugundan 3a > 0 vardir dyle ki
B(a,a) N C =0 olur. Burada B(a,a) = {yeR":|ly—al|<a} dir. O
zaman konveks kesismeyen kiimelerin ayirma teoremine gore 3l € R™ (I # 0)

vektorii vardir oyle ki
Yy € B(a,a) veVz € Cigin {I,y) < (I,2)
olur. B(a,a)={a+a-£:]|&]] <1} ve Vw € E i¢in f (w) € C oldugundan

Vw € E igin m]a\(l at+a-&) < (1 f(w)
151

olur. max (I, &) = Illl| oldugundan
1151151< & =1 &

Vo€ Eigin {l,a)+a- U < (,f @)
olur. Bu esitsizligi £ zerine integrallersek
(o)t ) w(B) <[ @hu) = (1] f@)ulw)
E

= {,u(E)-a )- (L)

i
S
t

olur. g (E) > 0 oldugundan
(a)+a- i <{a)
ve
a- i <0

olur. a > 0, lI|] > 0 oldugundan son esitsizlik dogru olmaz. O zaman

kabuliimiiz yanhistir, yani

M(D /f (w)p(dw) € C

olur.
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2 SUREKLI SELEKTORLER

Bu boliimde alttan ve {istten yan siirekli kiime degerli doniigiimlerin siirekli
selektorlerinin varhg arasgtinlmistir.  Konveks, kompakt degerli {istten yan
stirekli kiime degerli ddniigiimlerin slirekli selektorlerinin olmayabilecegi, ancak
konveks degerli iistten yan siirekli kiime degerli doniigiimlerin e-yaklagik stirekli
selektdrlerinin varhg kamitlanmigtir. Son kesimde kitme degerli donigimlerin

minimal selektdrlerinin stireklilik 6zelligi arastinlmstar.

2.1 Alttan Yan Siirekli Dontsiimlerin Stirekli Selektorleri

TANIM 2.1.1. F:R™ ~ K" kiime degerli dontisim olsun.
Vz € R™ igin f(z) € F(x)

olan f : R™ — K" fonksiyonuna F (-) kiime degerli déniigiimiiniin bir selektord

denir.

Alttan yan sirekli konveks degerli doniigiimlerin siirekli selektdrlere
sahip oldugunu ifade eden meshur Michael teoremini kamitlayacagiz. Bu teo-
remin kanit: igin asagidaki dnermeye ihtiyag vardir. Once bu énermede kul-
lanacagimiz birimin siirekli parcalanisinin tanimini ve onunla ilgili teoremi

verelim.

TANIM 2.1.2. i=1,2,..,licin V; CR® aqk kﬁmele}, K CR"* ve
!
KclJVidsun. i =1,2,...,liin

i=1

!
Vz € K iken Zai(x) =1, a;(z) > 0 ve support(a;) C V;

i=1
olacak gekilde ¢; : K — R siirekli fonksiyonlan vardir. Burada support{a;) =
{re K :ai(z)#0} dir. i =1,2,..,1 igin a;(-) siirekli fonksiyonlanna da K

kiimesinin V; acik kiimelerine gére birimin siirekli pargalanisi denir.
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TEOREM 2.1.1. Eger K C R" kompakt kiime ise, o zaman K

kilmesi igin birimin siirekli bir pargalanig vardir [1].

ONERME 2.1.1. A C R™ kompakt alt kiime, F : A ~ R" alttan
yan surekli kapah konveks degerli kiime degerli donlsiim olsun. O zaman V

e>0vexre Aign
fe(z) € B(F(z),¢)

olacak sekilde f, siirekli fonksiyonu vardur.
Kamt. F(-) alttan yan siirekli oldugundan, V z € A, y, € F(z) ve
N(yz) = B(yz, <) igin 3U; agik komsulugu vardir éyle ki

YV z € U; icin B(yz,e) NF(2) # O

olur.
A kompakt cldugundan sonlu {U,, }:c; ailesi ile A ’y1 ortebiliriz. Bu-
rada I = {1,2,..r} dir.
Birimin siirekli pargalanigim teoremine gére U,, disinda a; = 0 ve
r
VzeA ign Zai(x) =1
i=1
olacak sekilde a; : A — [0,1] strekli fonksiyonlarinin {a;}/_; ailesi vardir.

Simdi
Jela) = ai(@)ye,

fonksiyonunu tammliyalim. a; fonksiyonlan stirekli oldugundan f, stireklidir.

I{z) ={i=1,2,...,7 : a;(z) > 0}

r

olsun. z € Aigin 3 a;(z) = 1 oldugundan Vz € A igin I(z) #D olur.
=1
z € A, i € I(z) igin a;(z) > 0 olur. Keyfi z* € A alip sabitleyelim.
O zaman Vi € I(z*) igin = € U,: olur. Aynica F(-) kilme degerli déniisiimii

alttan yarn streklidir. Dolayisiyla

Vi€ I(z") icin B(yr,e)NF(z") £ O
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olur. Yani Vi € I(z") igin y,, € B(F(z"),¢) olur. B(F(x"), <) konveks kiime
ve Vi ¢ I(z) i¢in a;(z) = 0 oldugundan y,, 'nin konveks kombinasyonu da

buraya ait olmahdir. Yani

Zai(m')y:; € B(F(z"),¢)
i=1
olur. fe (x) = ) a;(z*)yz; ve z* € A keyfi oldugundan
i=1

fe(z) € B(F(z),¢)

olur. Kamt biter. Simdi Michael teoremini kamtlayabiliriz.
TEOREM 2.1.2. (Michael Teoremi) A C R™ kompakt kiime,
F : A ~» R" kapah konveks degerli alttan yan siirekli kiime degerli doniigim
olsun. O zaman F (-)'in stirekli bir selektori vardir [27] [28].
Kamt. Once.
(i) Yz € A igin d(ux (z), F (z)) < 2-*+3) (2.11)
(i) Vze A ign Jux (z) — up_y (z)]| < 27K+
kogullarina uyan v, : A — R" , k = 1,2, ... stirekli fonksiyonlann dizisini

tiimevarnimla kurahm.

1

36 abrsak

+k=1ligine =

d(u(s), F@) < 35

olacak sekilde bir u; (z) siirekli fonksiyonu vardir. |
- k igin bdyle bir fonksiyon kurdugumuzu kabul edelim. k + 1 igin bu

tiir fonksiyonu kuralim. Bunun igin
Yz €A ign Fiy(z)=F(z)NintB (uy (z), 2‘(“3))

olacak gekilde Fy4; (+) kiime degerli doniigimiini tammlayalim.

Fx+1(z) konvekstir ve bogtan farklidir. Aynca Fiyy kilme degerli
doniigimii alttan yan siireklidir: Gergekten; p € Nigin z, — z ve y € Fry; (2)
icin F(-) alttan yan siirekli oldugundan y, — y olacak sekilde y, € F (z,)
vardir. y € Fy41(z) oldugundan y € intB (u (z) ,2”(""’3)) olur. O zaman

Hy —u(@)|| = a < 9=(k+3)
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olur. £ = 2=¢%+3) _ q ¢larak alahm. £ > 0 ve p — oo oldugunda 1, —
yp — y olur. ui(-) : A — R" siirekli fonksiyon oldugu igin € > 0 iken p(c) > 0
sayist p > p(e) oldugunda

€

() = )] < £

[N

v —yll <
olacak sekilde vardir. O halde p > p(c) oldugunda

lyp = ur(z)ll < Hlyp — vl + lly — we(@)| + llur(z) — ur(zp)ll
<ft+f+a=ct+a=27"3

olur. Yani y, € iniB (ux(zp),2 %)) olur. Aym zamanda y, € F(z,)
oldugundan y, € Fi41(x,) olur. Yani Fi41() : A ~ R™ kilme degerli déniigimii

alttan yan siirekli olur.

Simdi (2)’'nin dogrulugunu gérmeye galisahm. Fi4; (+) alttan yan siirekli
oldugundan Onerme 2.1.1%e gére siirekli ug41(z) € B(Fis1(z), 2-**4) fonksiyo-

nu bulunur. O zaman Vz € A i¢in
d(ups1(z), Frs1(z)) < 278
olur. Vz € Aigin Fiiy(z) C F(z) oldugundan
d(ua(z), F(z) < 270

oldugu gorilur.
Simdi de ikinci kogulun dogrulugunu gérelim. d(ux+1(z), Fr+1(z)) <
2=+ ve Fii(x) = F(z)NintB (ux (z),27**) oldugundan

d(ug41(z),intB (uk (z), 2—(k+3))) < 9-(k+4)
olur. Buradan
Ny (z) = u ()] < 273+ 4 - (k43) £ 9= (k+2)
olur. Boylece ikir?ci kogul saglanmis olur.

(2.1.1)’den Vz € Aigin d(u,(z), F(z)) < 2-%+* olmak iizere C(A,R™)

uzayinda {ux(z)}52, fonksiyonlar dizisinin bir Cauchy dizisi oldugu goriiliir.
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Burada C(A,R"), A C R™ kompakt kiimesinde verilmis siirekli fonksiyon-
lar uzayrdir ve :(-) € C(A,R") . y() € C(A,R") igin ||2() = y(c(arn) =
max llz(x) — y(z)||z~ dir. C(A,R") uzayr tam uzay oldugundan u(:) : A —
R™ fonksiyonlann & — oo oldugu zaman diizgiin olarak sirekli bir u,(:) €
C(A,R") fonksiyonuna yakinsar. O zaman (2.1.1)(i) esitsizliginden ve F(z)
kiimesinin kapali olmasindan dolay1 Vz € A igin u,(z) € F(z) olur. O zaman
u,(-) : A — R" fonksiyonu F(:) : A ~ R™ kiime degerli doniigiimiiniin stirekli

selektdri olur. Boylece teoremin kamita tamamlanir.

SONUC 2.1.1. A C R™ kompakt kiime, F' : A ~» R" kapal konveks
degerli alttan yan siirekli kiime degerli dénigiim, K C Ave o (:): K = R"

V€ K igin ¢(z) € F(z)

olan siirekli selektor olsun. O zaman ¢ (-), F (-)’'in A kilmesinde tammlanmg
siirekli bir selektériine genisletilebilir. Yani F'(-) kiime degerli déniigiimii A

kiimesinde
Vz € K igin ¢(z) = f(z)

ile tamml stirekli bir f (-) siirekli selektoriine sahiptir.
Ozel olarak bu Vi € A. ¥ § € F(Z) i¢in f(Z) = § olmak iizere F (-)

kiime degerli déniigiimiiniin strekli bir f (-) selektdriiniin varhgmn gosterir.

Kamt. Once K C A kiimesinin kompakt oldugunu varsayalim ve

Fz) ze€A\K

G(z) =
) {o(z)} zeK

kiime degerli déniiglimiint tammlayalim. G(:) : A ~» R™ kiime degerli doniisii-
miiniin alttan yan siirekli oldugunu gosterelim. Vz, € A, y. € G(z.) ve
m — oo iken z,, — z. olan diziyi alalim.
Burada {z,,}3_, dizisi i¢in ii¢ durum soz komisudur:
i) 3M > 0 var dyle ki Vm > M igin z,, € K
ii) 3M >0 var éyle ki ¥Ym > M igin z,, € A\ K
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iii) VM >0igin Tpm, € K ve Trm, € A\ K olan 3m; > Af, 3my > M
vardir.

Birinci durumda Vm > M i¢in z,, € K, K C R" kompakt kiime,
m — oo iken z,, — z. oldugu i¢in z, € K olur. O zaman Vim > M igin
G(zm) = {¢(zm)} ve G(z.) = {v(z.)} oldugundan y. = ¢(z.) olur. m — oo
iken p(zm) — ¢(z.) = y. oldugu igin (z,) € G(zm) olmak iizere m — oo
iken o(zm) — @(z.) = yu dizi olur.

Ikinci durumda Vm > M igin G(zm) = F(2,) olur. Ciinki Vm > M
icin z,, € A\ K dir. G(z.) C F(z.) oldugu igin y. € F(z.) olur. O zaman
F(-) kilme degerli doniigimi alttan yan siirekli oldugu igin y,, — y. olacak
sekilde 3y, € F(zm) = G(zm) dizisi vardir.

Ugiineii durumda K kompakt kiime, VA > 0 icin m > M olmak iizere
Zm € K bulundugundan ve z,, — z, oldugundan r, € K oldugunu anlanz.
O zaman G(z.) = {o(z,)} ve y. = ¢(z.) olur. Ny ={m e N:z, € A\ K}
kiimesini tammlayalim. O zaman {z;}:ex, dizisi i¢in ¢ — oo iken z; — . olur.
i € Ny oldugunda G(z;) = F(z;). £ ~ F(z) kiime degerli doniigiim alttan yan
sﬁrekli ve ¥y, = ¢(z.) € F(z.) oldugu igin ¢ — oc iken y; — y. = ¢(z,) olan
3y; € F(x;) dizisi vardir. Simdi m = 1,2... igin

o(zm) MmN

Ym m € Ny

tammlayalim. O zaman z, € G(zn,), Vm = 1,2... igih m — oo iken z, —
¢ (z.) = G (x.) olur. Dolayisiyla  ~» G(z) kiime degerli dénlisimi Vz, € A
noktasinda alttan yan surekli olur.

Eger K C A kiimesi kompakt degil ise, 0 zaman K, = ¢l K kiimesi
kompakt olur. Vz € K, \ K icin ¢,(z) = y—}:licglEK ©(y) tammlayalm. K,
kiimesi kompakt oldugu icin ¢,(-) : K. — R* (Vz € K igin ¢, (z) = ¢(z))
sirekli fonksiyonunun A kiimesi iizerine genigletilmigi vardir. Yani, yle bir
Y(+) ::A — R™ siirekli fonksiyonu vardir dyle ki, Vz € K, icin ¥(z) = p,(z)
olur. Vz € K igin ¢,(z) = ¢(z) oldugundan Vz € K igin ¢(z) = ¢(z) olur.
Kanit biter.



2.2 Ustten Yan Siirekli Doniigiimlerin Selektérleri

Ustten yan siirekli kiime degerli déniigiimler kapal ve komveks degerli
oldugunda genellikle siirekli selektorlere sahip degildir. Asagidaki drnek bu
konuyu agiklamaktadir:

ORNEK 2.2.1. Vz € Rigin

{-1} ,z<0
F(zr)=4¢ [-1,1] ,z=0
{1} ,z>0 -

olacak sekilde tanimlanan F(-) : R ~ R kiime degerli déniigiimi lstten yan
stireklidir fakat alttan yan stirekli degildir. F' (-)'in R’de tanimh herhangi bir
stirekli f (-) selektorli bulunamaz.

Ustten yan siirekli déniisiimlerin siirekli selektérleri her zaman bu-
lunamiyabilir; bunun igin Ustten yan sirekli déntigimlerin stirekli yaklagik
selektorlerinin varhgin inceleyecegiz.

TANIM 2.2.1. F : R™ ~ R" kiime degerli doniisiim olsun. f :
R™ — R™ fonksiyonu verilsin. f(-)'in grafigi F(-) kilme degerli déniigimiiniin

grafiginin ¢ komsulugunda ise, yani
€ > 0 i¢in Graph f(-) C B(Graph F(-),€)

ise f (-)’e F (-)'in € yaklasik selektorii denir.
Simdi istten yan siirekli déniigtimlerin siirekli yaklasik selektdrlerinin

varhigim gosteren Cellina teoremini ifade edelim.

TEOREM 2.2.1. A C R™ kompakt alt kiime, F': A ~+» R" istten
yar: stirekli, konveks degerli kitme degerli doniisiim olsun.

O zaman V ¢ > 0 icin
Graph f.(-) C B(Graph F (-) ,¢)

ve V€ Aigin f.(z) € co( U F(r)) olan 3 f, : A — R Lipschitz

T€A+e3
fonksiyonu vardir [9] [10].
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Kamt. ¢ > 0olsun. F(-) tistten yan siirekli oldugundan V x € A

icin 30 < 6, < 2¢ vardir Gyle ki
YV y€ B(z,b;) igin F(y) C F(z)+ %B

olur. {intB (:1:, %‘)}:GA yuvarlarinin ailesi A’y1 orter. A kompakt oldugundan
I ={1,2,...,k} sonlu kiimesi vardir &yle ki {intB (.’L‘,;, 6—21) }ier sonlu ailesi de

A’y orter.
6i = 6.1','

diyelim. Birimin Lipschitz pargalaméma gore Vi € I igin intB (.77,-, i:—*) disinda
a;(z) =0veVz € Aigin 3 a;(z) = 1 olacak sekilde a; : A — [0, 1] Lipschitz
fonksiyonlarinin bir ailesi z;]rdlr.
Vie I iginy; € F (intB (z;,%)) alahm ve
fel@) =) ai(z)w
i€l

olacak sekilde f. : A — R" fonksiyonunu tammlayalim. a;() : A — R fonksi-
yonlar: Lipschitz oldugundan f, (-) Lipschitz olur. Aynicay; € F (intB (a:i, %))
ve A C U intB (x,-, %‘) ve y;’lerin konveks kombinvasyonu fe(z) oldugundan
Vr € Azieglin fe(z) € coF (A+%B) olur. Burada 6§, = T?éaIX6i , F(E) =
U F(z) dir. Vz € Aigin 0 < &, < 2¢ oldugundan 8, < 2¢ olur. O zaman
}j?x) € cof' (A+cB).yani f, (z) €co |J F(z) olur.

r€EA+eB
Acaba f.(-) istenilen yaklagim madir? Yani, Ve > 0 igin

Graph f. (-) C B(Graph F('),¢)
olur mu? Bunun i¢in z € A secelim.

I(z) :={i € l:aiz)#0}

indeks ailesini tanmimlayalim.

Vi € I(z) igin a;(z) # 0 ve supporta; C intB (z;,%) oldugundan
Vi € I (z)iginz € intB (z;, %) olur. Burada support a; = {z € A : a; (z) # 0}
dir. O zaman Vi, j € I (z) igin |

(6: + &)

d(z;,z;) <d(z,r;) +d(z,x;) < 1
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olur. k € I(z)i & = mlzzx) 6; olacak sekilde alahm.O zaman son esitsizlikten
i€l(xr

Vi € I(z) igin d(xi,zx) < d(xi, 1)+ d(z, Tx)
<Bipd ok

olur. Bdylece Vi € I(z) i¢in z; € B (;I:k,%k) olur. O halde Vi € I(z) igin
B (z;,%) C B (zx,6) dir. O zaman Vi € I (z) igin

F (B (x f})) C F (B(zx, &)

olur. Vy € B (z,6,) icin F(y) C F(zx)+ $B oldugundan Vi € I (z) igin
61' £
F (B <1L‘i, —4—)) C F(B(a:k,ék) C F(.‘II};) + §B

olacaktir. Vi € I(z) i¢cin y; € F (B (xi, %‘)) oldugundan Vi € I (z) i¢in y; €
F(zx) + 5B olur.
f($) = Zai(z)yi = Z ai($)yi : zai(-r) = Z (li(.L‘) = 1 ve

i€l iel(z) i€l i€l(z)
F(z1) + 5B konveks kiime cldugundan

&

_MﬂEF@Q+§B

olur.

Simdi

lz = fe(@)ll <

rot M

olacak sekildeki zx € F(zx) alahm. O zaman (zy,2:) € GraphF (-) olur.

Buradan z € A igin 0 < 6, < 2¢ oldugundan &, = 6, < 5 olur ve

2z, (@), (on ) < do,20) + 22— Lula)]
<brectii=c
olur. Boylece Graph f. () C B(GraphF(-),¢) olur. Giinki (z, fe(z)) €
Graph fe (-) igin (z, fc (z)) € B (Graph F () ,¢) olan 3(zx, z) € Graph I (-)
vardir. £ € A keyfi oldugundan kanmt biter.



2.3 Minimal Selektorler
F :R™ ~ R" kiime degerli dénligim olsun.

n(F(@) = {ue Fla) Il = nf ol } 23.1)
olarak minimal dontisimi tammlayalim.

Eger Vx € R™ igin F(zr) kapali ve konveks bir kiime ise o zaman
Onerme 1.2.1% gére minimal doniigiim tek degerlidir ve bu durum minimal
selektdr olarak isimlendirilir.

Dogal olarak ortaya cikan soru “Minimal selektoriin siireklilik Szelligi
var mudir?” sorusudur.

Asagida F (-) stirekli ve kompakt konveks degerli ise minimal selektdriin
surekli oldugunu kamtlayacagiz.

Kompakt ve konveks deZerler aldiginda F (-)’in iistten yan slrekliligi
( veya alttan yan stirekliligi ) esagidaki drnekte gorilldiigli gibi minimal se-

lektoriin streklig@ icin yeterli degildir.
ORNEK 2.3.1. Yz € 2 icin

{2} z#0

F(z):=
(=) [1,2) z=0

olmak izere F(-) : R ~» R kiime degerli dénlgiimiinii diglinelim. F(-)

donlsimi konveks kompakt degerli istten yan siireklidir. O zaman

2} ,z#0
m(F(z)) = 2 4
{1} ,z=0
olur. Agikca gorildiigii gibi m (F (z)) sifirda siirekli degildir.
ORNEK 2.3.2. Vz € Ricn

[0,1] z#0

Fle) = {1} z=0
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olmak tizere F(:) : R ~ R kiime degerli donligiimiinii diigiinelim. F ()
dontigiimii kompakt konveks degerli ve alttan yan siireklidir. Fakat F'(:) ’in

minimal selektdri

{1} ,z=0

mE@ =]

sifirda sirekli degildir.

Biz, F (-) kiime degerli déniigimiiniin siirekli minimal selektérlerinin
varhgim arastiracagiz. Once uzaklik ve norm fonksiyonlarinin siireklilik 6zellik-
lerini inceleyelim.

ONERME 2.3.1. F :R™ ~ R kiime degerli déniigiim ve

IF(z)ll = sup |lyl|
yeF(z)
olsun. Ozaman

1. F () alttan yan stirekli (iistten yan siirekli ) ise z — d(0, F(z))
fonksiyonu istten yan siirekli (alttan yan siirekli ) olur.

2. F(-) kiime degerli doniiglimii alttan yan stirekli (iistten yan stirekli
) ve Vz € R™ igin F (z) siirh ise, o zaman z — ||F(z)|| fonksiyonu alttan yan
siirekli { Ustten yarn siirekli ) olur.

3. F () stirekli ise d(0, F(-)) stirekli ve ek olarak Vz € R™ igin F ()
siirh ise || F'(+)]| stirekli olur.

4. F(-) c-Lipschitz ise d(0, F(-)) c-Lipschitz , ek olarak Yz € R™
icin F'(z) sirh ise ||F(-)|] c-Lipschitz olur (c-Lipschitz c-sabiti ile Lipschitz
anlaminda kullamlmistir).

Kamt. 1. z — d(0,F(z)) fonksiyonunun alttan ve lstten yan
surekliligini inceleyelim. Kabul edélim ki F(:) : R™ ~» R» kﬁme,ldeéerli

déniigiimii alttan yan siirekli olsun. O zaman Onerme 1.1.9%a gére d(0, F(z)) =

inf |Ifll =— sup —||f]| olur. = ||| : R® — R simirh fonksiyon, F(-) alttan
JeF(z) JEF(z)
yan siirekli kiime degerli déniisiim oldugu igin z — sup — ||f}| fonksiyonu

JEF(x)
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Teorem 1.1.1'e gére alttan yan strekli olur. O zaman Onerme 1.1.9%a gore

d(0,F(z)) = — sup — ||f|l fonksiyonu iistten yan stirekli olur.
JEF(z)

Kabul edelim ki F(-) : R™ ~» R" kiime degerli doniigiimi iistten yan
stirekli olsun. Z € R™ alalim ve sabitleyelim. F (-) kiime degerli doniigiimi
listten yan siirekli oldugu icin Z noktasimin 3N, komsulugu vardir dyle ki

Vz € N icin
F(z) C F(z)+¢<B
olur. O zaman Vz € N icin
d(0,F(z)) = inf |f]

JeF(x)

2 inf |If +<b]|
[EF(z).b€B

> inf  [If) = <lBl)

~ jeF(z),beB

it 171+ inf =< o]

=d(0, F(z)) - sup £ il

il

=d(0,F(z)) - <

olur. Yani, Ve > 0 igin & noktasinin 3N, komsulugu vardir éyle ki Vz € N,

icin

d(0, F(z)) =2 d(0, F(z)) — ¢
olur. Buradan

lim inf d(0, F(z)) > d(0, F(z))

Tz
olur. Bu ise z — d(0, F(z)) fonksiyonunun Z € R™ noktasinda alttan yar
siirekli olmasi anlamina gelir. Z € R™ keyfi oldugundan z — d(0, F(z))
fonksiyom; alttan yan surekli olur.

2. |F@@)|| = sup IfIl |Ill : R®™ — R siirekli fonksiyon oldugu
icin Teorem 1.1.1% g&}ref G]ﬁ? ((13 kiime degerli doniigiimiinii alttan yan stirekli

oldugunda z — |[f(z)|| : R™ — R™ fonksiyonunun alttan yan siirekliligi
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anlagilir. Eger F(-) kiime degerli doniigiimii iistten yan slirekli ve Vz € R™

F(z)] : R™ — R"

isin F(z) siirh kime ise o zaman Teorem 1.1.1'den z —
fonksiyonu lstten yan stireklidir.

3. Eger F(-) kiime degerli donligimi sirekli ise, o zaman aym za-
manda alttan ve Ustten yan stireklidir. O zaman (1)’e gére z — d(0, F(x))
fonksiyonu hem alttan hemde iistten yar: stirekli olur. Yani z — d(0, F(z))
fonksiyonu stirekli olur.

Eger F(-) kitme degerli ddniigiimil siirekli ve Vz € R™ igin F'(z) sinirh
ise, 0 zaman (2)’ye gore z — || F(z)]| fonksiyonu hem alttan yar siirekli hemde

lstten yan siirekli olur. Yani z — ||F(z)]|] fonksiyonu siirekli olur.

4. Eger F(-) : R™ ~» R" kilme degerli donlisiimii c-sabiti ile Lipschitz

kosulunu saglarsa. o zaman Vz; € R™ , Vx, € R™ i¢in

maX{ sup d(f, F(zp)), sup d(%F(r:))} < cflzy = 2o

JT€F(zy) wE€F(z2)

olur. Buradan

Vf € F(zy) igin d(f, F(z)) < cllz; — z2|| (2.3.2)

Yo € F(z2) igin d(p, F(z1)) < cljz1 — z2| (2.3.3)
olur. $imdi d(0, F(z,))—d(0, F(z,)) farkina bakahm. Kabul edelim ki d(0, F(z;)) =

a > 0; yani ; i}r;(f )||f|| = a olsun. O zaman Ve > 0 igin 3f, € F(z;) vardir
€F(n

Byle ki
Ifel <a+te
olur. a =d (0, F (z;)) oldugundan
d(0, F(zy)) > || fell — € (2.3.4)
olur. f. € F(z;) oldugu igin (2.3.é)’den

d(fsaF(x2)) = f;Q) “fe - (P“ <c ”'El - :U2||

in
weF(
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olur. O zaman = > 0 igin 3p, € F(x2) vardir oyle ki
Ife = el < cllzy — 22| + ¢ (2.3.5)
olur. p, € F(z3) oldugundan

d(0, F(zp)) = inf loo] < Jlocll (2.3.6)

i
pEF(z2)
olur. (2.3.4), (2.3.5) ve (2.3.6) esitsizliklerinden
d(0, F(z2)) = d(0, F(z1)) < |leell = IIfell + ¢

< IS"s - fe” +e€ (2'3'7)
< c|zy — || + 2¢

olur. Benzer sekilde
d(0, F(zy)) —d(0, F(z,)) < c||lza — 3| + 2¢ (2.3.8)
olur. (2.3.7) ve (2.3.8) esitsizliklerinden
1d(0, F(z2)) — d(0, F(z1))| < c||z2 — 2] + 2¢
bulunur. ¢ > 0 keyfi oldugundan
(0, F(x2)) = d(0, F(z1))] < cllz2 — 24

olur. Bu ise z — d(0,F(z)) : K — R fonksiyonunun c-sabiti ile Lipschitz

olmasi anlamina gelir.

Simdi kabul edelim ki F(-) : R™ ~» R" kiime degerli déniisimi c-
sabiti ile Lipschitz kosulunu saglayan ve ¥z € R™ icin F(z) C R™ simirhi kiime
olan bir déniiglim olsun. O zaman z — ||F(z)|| : R™ — R fonksiyonunun da
c-sabiti ile Lipschitz kogulunu sagladigim gosterelim.

Vz; € R™, Yz, € R™ igin |[F(zy) || — || F ()|l farkina bakalim. Vz € R™

igin F(z) smirh kilme oldugundan ||F(z;)|| < +oco ve ||F(z;)| < +oo olur.

Kabul edelim ki || F(z,)|| = e olsun. O zaman a < +ooolur ve sup |l¢|| = @
PEF(r2)

olur. Buradan Ve > 0 i¢in 3p, € F(xz;) vardir oyle ki ||, || > « — € dur. Yani,




a < ol + € olur. a = ||F(x)|| oldugundan Ve > 0 igin 3p, € F(x2) vardir
oyle ki

IF )] < el + (23.9)

olur. F(-) kiime degerli doniisiimi c-sabiti ile Lipschitz oldugundan (2.3.2) ve
(2.3.3) esitsizliklerini saglar. O zaman ¢, € F(z2) oldugundan (2.3.3)’den

d(pe, F(x1)) < cllz1 — 2o
yani
inf |le.—fll<cllzy -2z
sont | e = fll < cllzy — 22|
olur. O zaman ¢ > 0 igin 3f, € F(x;) vardir dyle ki

loe = fell < cllzy — x| + ¢ (2.3.10)

olur. fo € F(z;) oldugundan

|feil < |F(z)] ve
= 1F@)l < = Il (2.3.11)
olur. O zaman (2.3.9), (2.3.10), (2.3.11) esitsizliklerinden

HE@ = 1) < llpell + & = 1 fel
< llge — fell + ¢

<cllzy — za]| + 2¢

bulunur. Yani

IE@) = IF(2)]| < ellza — 2 + 2¢ (2.3.12)
olur. Benzer gekilde

IF @)l = [F@)If < ez = z2]| + 2¢ : (2.3.13)
olur. (2.3.12) ve (2.3.13) esitsizliklerinden Ve > 0 igin

WE @) = 1 F(z2)ll] < cllz = 2]l + 2¢ (2.3.14)
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bulunur. £ > 0 keyfi oldugundan (2.3.14)’den dolay1

E@@) = IF ()] < cller = 2]

olur. Buise z — ||F(z)| : R™ — R fonksiyonunun c-sabiti ile Lipschitz olmasi

demektir. Boylece kamit tamamlanmg olur.
Simdi minimal selektdrin stirekliligini gdsteren teoremi ifade edelim.

TEOREM 2.3.1. F :R™ ~» R" grafigi kapal alttan yan strekli
kiime degerli doniisim olsun. O zaman m(F ()) : R™ ~» R" kiime degerli
doniigiimiiniin grafigi kapahdir. .

Ek olarak eger Vz € R™ i¢in F(z) konveks kiime, |J m(F(z)) simrh
kiime ise, minimal selektdr stireklidir [4). e

Kamt. F(-) kiime degerli dénlisgimiinlin grafigi kapalh oldugundan
Vz € R™igin I (z) kapal olur. ¥z € R™i¢in F'(z) kapah oldugundan Vz € R™
icin m(F(z)) #0 dur. Vz € R™ icin m(F(z)) #@ oldugu igin Vz € R™ igin
Im(F(z))| = d(0, F(z)) olur. F(-) alttan yan siirekli oldugundan Onerme
2.3.1’e gore x — d(0,F(z)) = {m(F(z))| donisimii tstten yan siireklidir.

Bunun sonucunda
z ~ B(0, |m(F(z))])

kiime degerli déniigimiintn grafigi kapahdir. Gergekten, k = 1,2.. icin (zx,yx) €
Graph (B(0, ||m(F(-))||)) alalim &yle ki k — oo iken (z,yx) — (Z.,y.) olsun.
(z+,9:) € Graph (B(0, ||m(F(-)}])) oldugunu gésterelim.

Vk =1,2...i¢in (xx,yx) € Graph (B(0, |lm(F(-))|])) oldugundan

lyell < Jlm(F ()l (2.3.13)

olur. z — ||m(F(z))]| fonksiyonu istten yan stirekli oldugundan

Jim sup [lm(F(@)]| < [Im(F(z.))|
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olur. kK — oo iken 1 — 7, , yx — y. oldugundan (2.3.15)’e gore

Jell = Jim flyell < Jim sup |lm(F(ze))l| € lim sup [ (F ()]  fln(F(z.))]

ve y« € B(0,||m(F(z.))]]) olur. O halde
(z.,9.) € Graph B(0, [|m(F(:))l)

olur. Yani Graph (B(0, ||m(F(-))||)) kapah kiimedir. Graph (F (-))’nin kapalh

kiime oldugunu biliyoruz. Bu durumda
Graph F(:) 0 B0, [n(F())|]) = Graph F(-) N Graph B(O, Im(F ()]
oldugundan
2~ F(z) N B(O, lim(F(2))]])
déniigiimiiniin grafig kapahdr.
m(F(z)) = F(z) N B(O, |Im(F(z))|)

oldugundan Graph m(F(z)) kapahdir.

F(-) kiime degerli doniisiimit kapal, konveks degerli oldugu zaman
Onerme 1.2.1%e gore m(F(x)) kiimesi tek degerlidir. Yani m(F(z)) : R™ — R”
tek degerli fonksiyondur. |J m(F(z)) siirh, Graph (m(F(-)) kapah oldugu
igin Teorem 1.1.2’ye gére :Tf?; (1)) : R™ — R™ fonksiyonu stirekli olur.

Bu teoremden kapals, konveks degerli kiime degerli siirekli doniigiimlerin
minimal selektdriiniin stirekli oldugu elde edilir.

SONUGQC 2.3.1. F(-) : R™ ~» R" kapah konveks degerli, siirekli kiime
degerli doniigim olsun. Yani Yz € R™ igin F(z) C R™ kapal, konveks kiime,
z — F(z) kilme degerli déniigimii siirekli olsun. O zaman minimal selektor
streklidir.

Kamt. F () : R™ ~» K" kiilme degerli doniigiimi stirekli oldugundan
Onerme 2.3.1% gére z — d (0, F (z)) fonksiyonu siireklidir. Keyfi 7 € R™
segip sabitleyelim. O zaman Yz € R™ igin ||in (F (z))|| = d(0,F" (), = —
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d (0, F (z)) siirekli fonksiyon oldugundan ¢ > 0 i¢in § > 0 vardir dyle ki Vy €
B(z,6) igin

0 < m(F ) < llm (F @)+«

dur. Buradan ise {|m(F (y))|},cp(s Kimesinin simrh olmas: elde edilir.

Burada
B(,8)={zeR™: ||z —Z| <6}

dir. Buradan ise {m(F (y))},cp(s ¢ kiimesinin sinirh olusu elde edilir. O
zaman Teorem 2.3.1’e gore z — m (F (z)) donilisimii Z noktasinda siireklidir.

Z € R™ keyfi oldugu igin sonu¢ kamitlanmg olur.
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3 LIPSCHITZ TiPi SELEKTORLER
3.1 Konveks Kompakt Kiimelerin Steiner Noktalar:

Kiime degerli doniiglimlerin Lipschitz selektorlerini kurmak ve Caratheo-
dory kiime degerli donilisiimleri parametrelendirmek icin yeterince diizgiin bir
metotla K C R" kompakt konveks kiimesinin bir s(K) € K noktasinin se¢imine
ihtiya¢ duyanz. Bu kesime K kompakt konveks kiimesi igin bu tir segimlerin
islemi ile bashyoruz.

K C R" bostan farkl konveks kompakt alt kitme icin Steiner noktasim

(bazen curvature centoid olarak ta isimlendirilir) s, (K) ile gosterip

31(1{) — C(h'.é+]) . C(Ké_]) ; n = 1

so(K)=n [ p-c(K,p)w(dp) ,n>2
on-1

clarak tammlayacagiz [21]. Burada £""! R” ’de birim kiirenin jtizeyini
gosterir, ¢ (K,-) K'nin support fonksiyonudur ve w w(Z"!) = 1 kogulunu
saglayan Lebesgue dlgiimle orantii olarak "~ '’de élgiimdiir.

c¢(K,p) = ¢(—K,—p) oldugundan s,(K) = —s,(—K) olur. Ayni za-
manda support fonksiyonu K’ya gére toplamsal oldugundan s, (/) doniigiimii

dogrusaldir; yani

V K,L C R™ konveks, kompakt ve A,z € R igin
Sn(AK + pL) = Asp(K) + psa(L)
dir.
Ayni zamanda K = ~ K yani K simetrik ise s,(KX) = 0 oldugu agiktir.
Asagrda s,(K) € K oldugunu ve onun Hausdorff uzakhga gore Lip-
schitz oldugunu gorecegiz.
Basgka bir alternatif olarak, Steiner noktas1 K kompakt konveks kiime-
sinin support fonksiyonunun subdiyeransiyeli kullamlarak tanimlanabilir. Eger
KcR® konveks, kompakt kiime ise bu kiimenin ¢(K,p) = max (z,p) support

fonksiyonunun subdiferansiyeli

de(K,p)={zx e K: (p,z)=c(K,p)}
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olur.

m(0c (K, p)) olarak minimal normlu dc (K, p) 'nin elemanlanni yani

m (Jc (K,p)) = {u € 0c(K,p): |jlull = min “'L”}

v€8c(K.p)
yi gosterecegiz.
¢ (K,-) fonksiyonu siirekli oldugundan Teorem 0.1.3’e gbre dc (K, ")

subdiferansiyeli dl¢iilebilirdir.

m(0c(K,p)) Oc(K,p) tizerinde 0 "in izdiisimi ve dc (K, p) konveks
kompakt kiime oldugundan m(0c (K, p)) tek degerli doniiglimii de ¢lglilebilirdir
(Sonug 0.1.1). Bu ylizden asagida ifade edilen teorem anlamhdir.

TEOREM 3.1.1. KX, K" 'nin bogtan farkhh konveks kompakt alt
kiimelerinin bir ailesi olsun. O zaman

VK € K igin s,(K o m(Jec (K, p))dp
Vol(B")Bﬂ

dir. Burada Vol(B™). B" C R" olan n-boyutlu birim kiirenin &l¢limiidiir.
Sonug olarak, VK € K igin s,(K) € K olur. Aynca

VK,L€ K igin |ls;(K) — sn(L)|| < n-a(K, L)
dir. Yani s, (+) : £ — R" ddniigiimii n sabiti ile Lipschitzdir [34].
Kamt. Keyfi K C R" alahm.

- n = 1 oldugu zaman K C R konveks, kompakt kiimedir ve tanmima

gore
1 1
s1(K) = 5()(1{,—}—1) - §C(K,-1)
dir.
y=c(K,+1), z=—c(K,~1)
olacak sekilde y, z alalim. K C R konveks, kompakt kiime oldugundan

y=c(K,+1) = max1l -z =maxz = z,
reK reX
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ve ., € K olur. O zaman y € K olur. Ayn sekilde X C R konveks, kompakt

kiime oldugundan

z=—-c¢(K,~-1)=-max—1 -z =minz =z’
: 7€K reK

ve z* € K olur. O zaman z € K ve z < y olur. Boylece n = 1 oldugu zaman

s1(K) =

o=

le(K,+1) — ¢(K,—-1)]

oldugundan s(K) = %y + %z, y€ K, z € K olur. K C R konveks kiime iken

1
s1(K) = Y+ -;—z eK
olur.
Simdi
! /7(3 (K. p))d
7
Vol(B,) | TR PIAP

B
integraline bakalim. n = 1 oldugundan B" = [-1,1], Vol(B™) = 2 olur.
K CR, e(K,+1) = y, —c(K,~1) = = oldugundan ¥p € (0,1] icin ¢(),p) =
pe(K,+1) =p-y ve Vpe [-1,0) igin (K, p) = lp| ¢«(K,-1)=—lp|-2=p-2
olur. p =0 i¢in ¢(K,0) = 0 dir. O zaman

by 7p€(011]
C(I(,p):‘ 0 7p:o
p-z P E [—'1,0)

ve z < y oldugundan

y ,p€(0,1]
Ic(K,p) =1 [z,9] ,p=0
< » P € [—1)0)
olur. O halde
,p€ (0,1
m(dc(K,p)) = y .pe(01
Z ,p € ["170]

Ploygpraito s



dir. Boylece K C R konveks, kompakt kiimesi i¢in

1
l/ydp+
0

1
m;‘—)slm(ac(l(,p))dp=

olur. s;(K) = 3¥ + 32 oldugundan

[ SRR

0
1 1
zdpl = - -z
1

s1(K) = —va%-é—ﬁ/m(ac(l(,p))dp (3.1.1)

Bn
olur.

Simdi de K C R, L C R konveks, kompakt kiimeler olsun. n =1
oldugunda s;(K) = 1c¢(K,+1) — 3c(K, 1), si(L) = 1e(L,+1) — 3¢(L, 1)
oldugu igin

[s1(K) = s1(L)] < 5le(K,+1) — (L, +1)|+—|6( ,—1) —c(L,-1) |

(3.1.2)

t\.')l’—'

olur.

o K, +1) — (L, +1) =maxr - maxw = y—rinel? —w = Té?(y w)

<d(y,L) <supd(z,L) < a(K,L)
rekK

(3.1.3)
olur.
(L, +1) — ¢(K,+1) =maxw — maxz = w, +min—2z = min(w, — )
wel 7€K zeK z€K
< d(w.,, K) < supd(w, K) < a(L, K)
wel
(3.1.4)
olur. (3.1.3) ve (3.1.4)’den
|e(K,+1) — (L, +1)| L (K, L) (3.1.5)
olur. Benzer olarak
le(K,—1) — ¢(L,-1)| £ a(K, L) (3.1.6)
olur. O zaman (3.1.2), (3.1.5), (3.1.6)’dan
|81 (K) — s2(L)| < (K, L) (3.1.7)
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olur.
+ n 2> 2 oldugunu kabul edelim. K konveks, kompakt kiimesinin
¢(K,-) : R® — R support fonksiyonunun

1
A>0igin ax(K,p) = min |c(K,q) + =< lp—glI*| <c(K.,p) (3.18)
gexn-l 22

Moreau-Yosida yaklagimi Teorem 1.2.4’e gore siirekli diferansiyellenebilir fonksi-

yondur (p € £ !). O zaman Stoke’s Teoremine gore

[vetrinio= [ (55 uien) (3.19)

yn-1
olur. Burada B™ R" uzayinda birim kiire, Z"~! birim kiirenin yiizeyi; yani
- birim gember, p birim ¢emberde verilmis Lebesgue dlgiimiidiir. p. € R", f(-):
R™ — Rigin Vf (p.).

vj,(p*):{c?f(p*) of(p.) Bf(p*)}

a0 m T apn
ile tamimh gradient vektéridir.
| K|’y | K} = max llz]| e tamimliyahm. Asagidaki esitsizligin dogru

oldugunu gosterelim:
pe ™! icin —||K]|| < igf ]c(K,p) < al(K,p) <||IK|| (3.1.10)
PELTT
¢(K,p)’nin tanimina gére

le(K, p)| =

max (p, z)| = max |(p, z)| < max ([lp| - |}z])
dir. p € ™! oldugu igin
¥p e I igin |¢(K, p)| < max ||z = | K]
ve
Vpe ™! igin - || K| < o(K,p) < K| (3.1.11)

olur. (3.1.8)% gore ¢y (K, p) < ¢(K,p) dir. O zaman (3.1.11)’den

Vp € ="V igin ea(K,p) < |K|| (3.1.12)
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olur. Ote yandan ¥g € "% i¢in — ||K|| < ¢(K,g) oldugu igin
~|K}| < inf oK 3.1.13
K< inf e(K,q (3.1.13)

olur. §imdi inf c(K,p) < ex(K,p) oldugunu gisterelim: V p €L ve
peET™-
g€ = 1icin

1
e(K,q) < c(K,q) + 55 lIp - q||?

dogru oldugundan

. . 1 2
< —lp—ql?| = 1.
of c(K,q) < . [C(K, g)+ 55 I~ dll ] e (K, p) (3.1.14)

olur. (3.1.12), (3.1.13), (3.1.14) esitsizliklerinden (3.1.10) esitsizliginin gercekligi
goruliir. Teorem 1.2.4e gore ¢,(K,-) fonksiyonu A — 0% iken noktasal olarak

¢(K, g) fonksiyonuna yakinsar. O zaman

Jim, /p-cA(K,p)/l(dp)= /p-C(K,p)#(dp) (3.1.15)
n-1 yn-1

olur. Diger taraftan Tecrem 1.2.3 ve Teorem 1.2.4°e gore
Ve (K, p) € 0c(K,py) C K

olur ve Vp € B" igin A — 0% iken Ve, (K,p) — m(9c(K,p)) olur. Burada
P € Z”‘l ve

1 1" . 1
o(K.ps) + 55 llpa = pf* = oot [C(K, 9)+ 55 llp— ql”

kosulunu saglayan elemanidir. O zaman Ve, (KX, ) fonksiyonu olgiilebilir ve

| K| ile stmirh oldugundan

Alir(x)q+/Vc,\(K,p)dp= /m(@c(K,p))dp (3.1.16)

B” B

olur. O zaman (3.1.9), (3.1.15), (3.1.16) esitliklerinden

/ m(dc(K, p))dp = / p- (K, p)u (dp)

Bn yn-1
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oldugu elde edilir. w (dp) = (‘L(.f’ )1) oldugunu kabul edelim. O zamanw (2"7!) =

1 ve
Ve Z(B,,) / m(9c(K, p))dp = V( l(;,t; p- c(K,p)w(dp)

olur. w (£"~1) =n- Vol(B") oldugu igin (3.1.17)’den

1
Vol(B) B/n m(9c(K, p))dp =n - / p- (K, p)w(dp) (3.1.18)

n-1

olur. s,(K) tanimina gore

k) =n+ [ p-c(K.photdp

sn-1

)

dir. O zaman (3.1.18)den

on(K) = Volz - / m(0c(K, p))dp (3.1.19)

Bﬂ
olur. Vp € B" igin m(dc(K,p)) € K., K C R" konveks kompakt kiime
oldugundan Onerme 1.2.6% gore

VolZB") / m(9c(K,p))dp C K (3.1.20)

B»

olur. (3.1.19), (3.1.20)’den s,(K) €K oldugu gorilir. Bdylece teoremin

birinci kisrm kamitlanmis olur.

Simdi s,(-) fonksiyonunun n-sabiti ile Lipschitz kosulunu sagladigim
gosterelim. VK € K ve VL € K konveks, kompakt kiimelerini alahm. Keyfip €
Y71 vektoriind alip sabitleyelim. Kabul edelim ki y, € L

o(L,p) = max (p,y) = (P ) (3.1.21)

esitlifini saglasin. O zaman 3z, € K vardir dyle ki

lz. —wll < (K, L) (3.1.22)
(p,x.) < max (p,z) = c(K,p) (3.1.23)
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(3.1.21), (3.1.22), (3.1.23)’den

o(L,p) = c(K,p) =max(p,y) - max(p,z)

S (P, y') - (p’ x*) = (p?y* - .’B.,) (3124)
< ol llye — zull = {lye — 2. ||
<a(K,L)
olur. Benzer sekilde
co(K,p)—c(L,p) L a(K,L) (3.1.25)

olur. O zaman (3.1.24) ve (3.1.25)’den
le(K,p) —c(L,p)| < a(K, L)

olur. s,(K) = n [ p-oK,plw(dp) ve so(L) = n [ p-c(L,p)w(dp),

Tn-l b

w(E ) =1vepe ™! olduguigin

182 (K) ~ s2(L)]| <n- f Iple (K, p) = (L, p)]ll w(dp)
<n- f llpll - le (K, p) = ¢ (L, p) lw(dp)

<n-. f a (K, L) w(dp)

yn-1

=n-a(K,L)-w(Z ) =n.-aK,L)

yani
l$a(K) — sn(L)|| < n- o (K, L)

olur ve teoremin kamti tamamlanr.

3.2 Lipschitz Doniigiimlerin Lipschitz Selektorleri

Bu kesimde simirli olmayan kiimelere deginmek igin, herbir konveks,
kapalh K C R" kiimesi igin Lipschitz olmak lizere bir P(K) C K konveks kom-

pakt kiimesini olusturan Intersection lemmay: verecegiz. Bu boliimin sonunda
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kapali konveks goriintiili kiime degerli doniisiimlerin Lipschitz selektdrlerinin

varhgin arastiracagz.

Sinirsiz kapah konveks kiimelerin Lipschitz selektorlerini elde etmek

igin asagidaki onermeye ihtiyacimiz vardir.

ONERME 3.2.1.(Intersection Lemma) X, R™ de herbiri bostan
farkli, kapah, konveks kiimelerin bir ailesini gostersin. O zaman Vy € R",

K C K igin
P(y, K) :== KN B(y, 2d(y, K))

olmak tlizere P(-) : R" x K ~» K dénligimi Lipschitzdir: VK,L € K ve z,
y €R"® i¢in

o (P(.’E, ]{)7P(y L)) < 5(0(](3 L) + ||.’IZ - y”)

olur [25] [30].
Kamt. Ik clarak z = y = 0 oldugunda

VK,L €K icin a(P(0,K),P(0,L)) < 5a(K, L) (3.2.1)

oldugunu gosterelim.

Eger a(K, L) = +oo ise (3.2.1)"in dogrulugu agktir.

a(K,L) < +oo olan K,L € K alalim ve ¢ := a(K, L) olsun. Eger
e = 0ise K = L olur ve (3.2.1) ifadesi dogru olur.

€ > 0 oldugunu kabul edelim ve keyfi y € P(0, L) ahp sabitleyelim.
(3.2.1) esitsizligini kamitlamak icin

llz —yll < 5e (3.2.2)

olacak sekilde 3z € P(0, K) bulmahyiz. y € P(0,L) = L N B(0,24(0, L))

oldugu igin

lyll < 24(0,L) (3.2.3)
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olur. Simdi
d(0,L) £d(0,K) + a(K, L) (3.2.4)

oldugunu gosterelim. K C R" kapali, konveks kiime oldugundan ||z,| =
d(0, K) olan 3z, € K vardir. O zaman 3y, € L vardir dyle ki ||z, —v.] <
a(K, L) igin -

Iyl < e = zull + Iz | (3.2.5)

olur. y. € L oldugundan ||y.|| > d(0, L) dir. |z.|| = d(0,K) ve |Jy. — z.| <
a(K, L) = € oldugundan (3.2.5) esitsizligine gore

d(0,L) < d(0, K) + a(K,L) = d(0, K) + ¢ (3.2.6)

olur. Boylece (3.2.4) esitsizliginin dogrulugunu gosterdik. Simdi (3.2.3) ve

(3.2.6) esitsizliklerinden
lyll < 2d(0, L) < 2d(0, K) + 2¢ (3.2.7)
olur. a(K,L) = ¢, y € L oldugundan

ly—m|l <e (3.2.8)

olacak gekilde z; € K alahm. Eger ||z;]] < 2d(0,K) ise z; € F(0, K) olur.
z := z; olsun. O zaman |ly—z| = |ly— 2] < € < 5¢ olur. Eger ||z;] >

2d (0, K) ise
d(0, K) = ||z2||

olacak sekilde z, € K alalim. Eger zo = 0 ise z = 0 kabul edelim. O zaman
z=0¢€ P(0,K), d(0,K) = 0 ve (3.2.7)den |y — z|| = |lyl] £ 2¢ < B¢ elde
edilir.

Simdi

|zl > 24(0, K), 2 #0
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durumunu arastiralim.
llz]| = 2d(0, K) (3.2.9)

olacak sekilde 3z (€ [z, 7)) nin varhgim gosterelim. Burada [z, z,] ; ve T3
noktalarini birlestiren arahktir ve [z;, 73] = {Az; + (1 = A)zo | A € [0,1]} ile

tammbdir. Gergekten; ¢ : [0,1] — R” siirekli doniigiimiini
YA € [0,1] igin o (X)) = ||Az; + (1 — A)zo|
olarak tanimlayalim. p 'nin gérintisi baglantih kiime oldugundan ve
(0) = d(0, K) ve ¢(1) > 24(0, K)

oldugundan ¢ (A) = 2d(0, K) olacak sekilde 3X € (0,1) vardir. z := Azy +
(1= X)xzz olsun. ; € K, 13 € K, K konveks, kapah kiime oldugundan z € K
dir. ||z]| = w(A) = 2d(0, K) oldugundan z € P(0, K) olur.

Simdi aradifimiz noktamin r oldugunu kanitlayalim. Gergekten, z;'nin

seciminden

llz =zl 2> |lz—=yll =y -zl
2llz—yll—¢

(3.2.10)

olur. Kdoseleri 0, z, ry olan bir ticgende z’in agsin1 @ clarak gosterelim (Sekil

1).

Sekil 1

Iy

&

&
2



llz2)| = 40, K) # 0, x| = 2d(0, K) oldugu icin ||z2|| < ||z, @ € [0, Z) ve
(3.2.11)

, l|z2l| _ 1
sina < 2 cosaz-—.z—-
olur. Efer @ =0 (n = 1 oldugu durumda her zaman bdyledir) ise

llzall = ll2l] + [lz = 24|

olur. O zaman buradan, (3.2.10)'dan ve (3.2.8)’den

Il 2 llsill = lly — =]
> flel] + oy — 2l — ¢

> 2d(0, K) + ||z — || — 2¢

elde edilir. Buradan

Iz —yll < llyll —2d(0, K) + 2¢
dir. (3.2.7)’ye gére |ly|| — 2d(0, K) < 2= olur. O zaman z € P(0, K) igin

lz -yl <42 <3¢

olur. Yani (3.2.2) esitsizligi saglamr.
Simdi @ > 0 oldugunu kabul edelim ve kogeleri 0,z,z; olan liggeni

diiglinelim. O zaman z 'in agis1 7 —a > 7 olur. z— z 1 z olacak sekilde

z € (0,z;) alahm. O zaman

|21l > llz]] = 24(0, K) (3.2.12)

olur. z,z,z; noktalarimin olusturdugu iiggende z'in agis1 7 — &

olur. z;,z,z noktalanmn olusturdugu iiggende z'nin agisi B olsun. O zaman

ve ||z — 1| < Qiz—lm_:l olur. Buradan ve (3.2.11)’den

ezl _ _lle=zil

sin B sin(%’—a

lz—all 2 lz— =zl sin( — ) (3.2.13)

=|lz = z|| - cosa > ||z — i} -

elde edilir. ||z;]| = }|z|| + ||z — ;]| oldugundan (3.2.12) ve (3.2.13)’den

||z:]l > 24(0, ]{)+~\§Hrn—x1|| (3.2.14)
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eldeedilir. ||y — 51|} £ ¢ = a (K, L) oldugundan (3.2.10) ve (3.2.14) esitsizliklerine

gore

Iyl 2 llzall = lly — ]|
> 2d(0,K) + L llz — zf - ¢
> 2d(0,K) + B (lz — vl — ) — ¢
olur. (3.2.7)’ye gére ||ly|| < 2d(0, K) + 2¢ dir. O zaman
24(0, K) + —‘g—g (lz - yll — &) — e < 2d(0, K) + 2¢
olur. Buradan B(||z —y|| — ) < 3¢, lz —y]| — ¢ < J5e<deve

z € P(0,K) igin ||z — y|] < 3¢

olur. Yani (3.2.2) dogrudur. Béylece z =0, y = 0 olurken (3.2.1)’in dogrulugu
kanmitlanmig olur.

Simdi herhangi bir z € X* alahim.
a(P(z, K), P(z, L)) = a(P(0, K — z), P(0, L — z)) (3.2.18)
oldugunu gosterelim. Once
Pz, K)=P(0,K—-z)+=z

oldugunu gésterelim. Vf € P (z, K) alahm. O zaman f € K ve f € B (z, 2d (z, K))
olur. Buradan f—z € K —z ve ||f — z|| < 2d(z,K) = 2d (0, K — z) oldugu
goriiliir. Béylece f —x € K —z ve f —z € B(0,2d (K — z)) olur. Yani

f-2€P(0,K—-z) veyafe P(O,K—2z)+z

dir. Benzer sekildeVf € P (0, K — z)+zicin f € P (z, K) oldugu gésterilebilir.
O zaman Vz € R" i¢in

P(z,K)=P(0,K—xz)+zve P(z,L)=P(0,L —z)+=x (3.2.16)
olur. Hausdorff uzakhginin tammna gore VA C R*, C C R” ve z € R igin

a(A+z,C+1)=c(AC) (3.2.17)
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olur. (3.2.16) ve (3.2.17)den
a(P(z,K),P(z,L)) =a(P(0,K—-1z)+z,P(0,L—1z)+1x)
=a(P(0,K-z),P(0,L - z))
olur. Yani (3.2.15) esitsizligi dogrudur. O zaman (3.2.1) ve (3.2.15) esitsizlikle-
ri kullamlarak
a(P(z,K), P(y,L)) < a(P(z,K),P(z, L)) +a(P(z, L), P(y, L))

< 5a(K - z,L — z) + a(B(z,2d(z, L)), B(y, 2d(y, L))
< Sa(K, L) + ||z — ]| + 2[jz ~ y]|
= 5a(K, L) + 3||lz — yl|

bulunur ve kanmt tamam!lanir.

Konveks kompakt kiimenin Steiner noktasimin bulunmasi igin yukanda
verilen yapimin ve Intersection lemmanin iyi bir uygulamas1 Lipschtz kiime

degerli donusumler icin Lipschitz kogulunu saglayan selektorlerin bulunmasidar:

TEOREM 3.2.1. F(:):R™ ~+ R" konveks, kapal degerli dontigiim
olsun. Kabul edelim ki F(-) kiime degerli doniiglimil bir c-sabiti ile Lipschitz
kosulunu saglasin. O zaman F (-) kilme degerli dénligimiiniin 5- n- ¢ sabiti ile
Lipschitz kogulunu saglayan f (-) : R™ — R" selektérii vardir.

Kamt. F (-) kiime degerli donlisiimiiniin c-sabiti ile Lipshitz kosulunu
saglamasinin tanimim hatirlayalim.

Simdi G : R™ ~+ R" kiime degerli doniiglimiinii

Vz € R™ icin G(z) = F(z) N B (0, 2||m(F(z))||)
olacak gekilde tamimlayalim. Burada m(F(z)) = {f € F(z) : |f|| = d (0, F(z))}
dir. O zaman ||m(F(z))|| = d (0, F(z)) olur ve
G(z) = F(z) N B(0,2d (0, F(z)))

bulunur. Vz € R™ i¢in G(z) C K" bogtan farkl, konveks, kompakt kiimedir.

Onerme 3.2.1'de P (y, K) kiimesinin tammna gore

G(z)=P(0,F (c))
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olur. Yine Onerme 3.2.1% gore G(:) : R™ ~» R" kiime degerli déniigiimii
Lipschitz kosulunu saglar ve Vz; € R™, Vr, € R™ icin
a(G(21),G(z2)) =a(P(0,F (21)),P(0,F(z2)))
<5-a(F(z,), F(z,)) (3.2.18)
<5-c oy — x|

olur. Simdi Vz € R™ i¢in

f(z) = 5.(G(z))

olmak fizere f(-) : R™ — R" fonksiyonunu tamimlayahm. Burada s,(G(z))
G(z) kiimesinin Stenier noktasidir. Teorem 3.1.1%e gore f (z) = s, (G (z)) €
G (z) veVz; € R™, Vz, € R™ igin

1f (22) = f (@) € l8n (G (1)) = $n (G (2))]| S - @ (G (21) , G (22))

olur. O zaman (3.2.18)’den Vz; € R™, VY, € R™ icin

If (21) = f (@) £5-n-c- |21 — 22

oldugunu elde ederiz. Bu ise f(-) : R™ — R" fonksiyonunun 5 - n - c-sabiti ile
Lipschitz kosulunu saglamas: anlamina gelir.
Vz € R™ i¢in f (z) € G(z), G (z) C F(z) oldugundan f (z) € F (z)

olur.

UYARI 1. F(:) : R™ ~» R kilme degerli ddnligimi Hausdorff
metriginde sadece siirekli ise, yani her bir Z € R™ ve Ve > 0 icin Vz €
B(Z,6 (e,%)) iken a(F(z), F(Z)) < € olan 36 (¢,Z) > 0 ise, 0 zaman Tecrem

3.2.1’in kamitinda tammlanan f(-) : R™ — R selektorii yalmz siirekli olur.

UYARI 2. Siradaki kesimde daha giiglii bir teorem kamtlayacagiz.
Bu teoremden sdyleyebiliriz ki, Lipschitz kosulunu saglayan F(-) kiime degerli
doniigimiiniin V§ € F(Z) igin f(Z) = ¥ olacak sekilde ve Lipschitz kogulunu
saglayan f (-) : R™ — R" selektdrii vardir.
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3.3 Caratheodory Dontgimlerin Selektorleri

Bundan sonra kiime degerli ddniiglimlerin olglilebilirliginden sozettigimizde,

onun Lebesgue anlaminda &lglilebilirligini diistinecegiz.

F:la,b] x R™ ~» R"

kiime degerli dontgiimiinii alahim ve Caratheodory kiime degerli doniisimiiniin

tammm verelim.
TANIM 3.3.1. Vit € [a,}] igin C(t) C R™ verilen bir kiime olsun.

1-
Yz € R™ igin F(-,z) dlgiilebilir
vt € [a,b] icin F(t,-) , C(t)’de stirekli
ise F' (-, -) kiime degerli déntigimine {C(t)}1cjo,) 'de Caratheodory kiime degerli
doniigiimi denir.
2- Vt € [a,b] igin 3k(t) >0 >
Vz € R™ igin F (-, z) dl¢tlebilir
vt € [a,b] igin F(t,:) , C(t) ’de k(t)-Lipschitz
oluyorsa F (-, ) kiime degerli déniigiimiine {C(t)}1¢(a5 Slgiilebilir/Lipschitzdir
denir.
Burada Vt € [a,b] igin F(t,+) : R™ ~» R™ kilme degerli doniiglimiiniin

C(t)’de k(t)-Lipschitz olmasinin ne anlama geldigini agiklayahm.
Eger her bir t € [a,b) ve Vz; € C(t), Yz, € C(t) icin

a(F(t,21), F (¢, 22)) < k(t) Iz = 2]

ise, 0 zaman F(t,-) kiime degerli doniigiimiine C(t)’de k(t)-Lipschitz denir.
TANIM 3.3.2. F (,?) : [a,b] x R™ ~» R™ kitme degerli doniigiim

olsun.
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1- Eger f(t,z) € F(t,z), (t,7) € [a,b] x R™ selektérii igin
Vz € R™ igin f(-, z) dlgllebilir fonksiyon
Vt € [a,b] icin f(t,-) fonksiyonu C(t)’de siirekli
ise, 0 zaman f(:,-) selektdriine F (-, -) kiime degerli déniisimiiniin {C(t)}1e(a)

’de Caratheodory selektorii denir.

2- Eger f(t,z) € F (t,z), (t,z) € [a,b] x R™ selektori igin

Vz € R™ igin f(-,z) olglilebilir fonksiyon
Vt € [a,b] igin f(¢,-) fonksiyonu C(t)’de k (t) — Lipschitz

ise, o zaman f (-, ) selektoriine F (-, -) kiime degerli dontigimiinin {C(t)}ie(ay
'de Slglilebilir/Lipschitz selektorii denir.

z: [a,b] — R™ tek degerli doniigiim ve
hemen hemen her ¢ € [a,b] igin w(t) € F(t, 2(1))

olmak lizere w : [a,b] — R™ olan dlglilebilir tek degerli doniigiim olsun. Burada
onceki bolimde kanmitlanan selektdr sonucunu daha anlasiir hale getirecegiz.

Yani; F'(-,-) dlgiilebilir/Lipschitz oldugunda
hemen hemen her t € [a,b] icin w(t) = f(¢, 2(1))

olan f(t,z) € F(t,z) Caratheodory veya olgiilebilir/Lipschitz selektdriin varh-

n1 gosterecegiz.

TEOREM 3.3.1 (Caratheodory Selektoril) F (:,-) : [a,b]xR™ ~~
R" kiime degerli déniigiim, V (¢, z) € [a, ] x R™ igin F(z) C R" kapali, konveks
kiime, =z : [a,b] — R™ tek degerli keyfi fonksiyon ve w(-) : [a,b] — R
dlcilebilir fonksiyon olsun.

Eger F(-,) kiime degerli déniigimii {C(t)}ig(ay) 'de Caratheodory ve
hemen hemen her t € [a,b] i¢in w(t) € F(¢, z(t))

ise, o zaman F(:,-) kiime degerli doniigiminin {C(1)}icja lizerinde hemen
hemen her t € [a,b) igin w(t) = f(t,2(t)) olan f(t,z) € F(t,z) Caratheodory

selektord vardir [19).
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Kamt. f(-,-) : [a,b] x R™ — R" fonksiyonu V({,z) € [a,b] X R™
icin f(t,z) = []pqn(w(t)) olarak tammlayahm. Burada ] () izdiigiim

donlisumudir, yani

V(t,2) igin [Tren@®) = {f € F(t,2) : dw(t), F(t,2)) = |w (t) - 711}

dir. Sonug 0.1.1den Vz € R™ igin f(-,z) doniisimi olgilebilirdir. (t,z) —

f (¢, z) fonksiyonunun tanimina gore

ftz) ={feF(tz):dw(t),Ft,z)) = o) - S}

={feF(t,z): |If —w@®)] =d(0,F(t,z) —w (1)}

=m(F(t,z) - w(t))
olur. V(t,z) € [a,b] x R™ icgin F(t,z) bostan farkhi konveks, kapal kiime
oldugundan, m (F(t,z) — w(t)). (t,z) — F (t,z) — w (t) kiime degerli doniisii-
minin minimal selektériidir. Vt, € [a,b] igin F. (z) = F (t.,z) — w(t.) ile
gosterelim. O zaman f(t,,z) = m(Fi(z)) olur. = — F,(z) kime degerli
déntgimi sirekli, Vx € R™ igin F,(z) bostan farkh konveks, kapall kiime
oldugundan Sonug 2.3.1°¢ gére z — m(F.(z)) minimal selektori siireklidir.
f(te,z) = m(F.(z)), t. € [a,b] keyfi oldugundan, keyfi kaydedilmis ¢t € [a, ]
icin f(t,) fonksiyonu siireklidir. 2(-) : [a,b] — R™ fonksiyonu ve Vit € |a, D]

i¢in f(t, z(t)) 'nin tanimina gore

ft,z()) ={f € F(t,z()) | d(w (t) , F (¢, 2(2))) = |lw (t) - f1I}

dir. Hemen hemen her t € [a,b] igin w(t) € F(t,z(t)) oldugundan, hemen
hemen her t € [a, ] igin d(w(t), F(t,2(t))) = 0 ve hemen hemen her t € [a, }]
icin w (t) = f(t,2(t)) dir.

Eger F(t,-) kiime degerli dontligimii Lipschitz ise f(-,-) : [a,b)] X R™ —

R™ selektorii z’e gore Lipschitz olarak secilebilir:

TEOREM 3.3.2. (Olciilebilir/Lipschitz Selektorii) Teorem
3.3.1’in tiim kosullan altinda F (-, -) kiime degerli doniiglimiiniin {C(1)},eje.)’de
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olgiilebilir /Lipschitz oldugunu kabul edelim ve k(t), (¢ € [a, b]) uygun Lipschitz
sabitini gostersin.

O zaman 3¢ > 0 ve {C(t)}ieapy 'de F(:,+) 'in bir f(:,:) selektorii
vardir yle ki f(t,-) C(t)'de ck(t)-Lipschitzdir ve

hemen hemen her t € [a,b] i¢in w(t) = f(t,2(1))
olur.
Aynica c sabiti, F (-, -) kiime degerli doniisiimiinden bagimsizdir.

Kamt. P(-,:) : R* x K — K kiime degerli doniigiimii, Onerme
2.3.1’deki gibi tanimlanms kiime degerli déniigiim olsun; yani P(-,:) : R® x
K — K olmak lizere ¥ (y, K) € R* x K i¢in P(y,K) = K N By, 2d(y, K))
olsun. Burada K, R" uzayinin bostan farkli kapal, konveks alt kiimelerinin
olugturdugu uzaydir. (t,z) — P(w(t), F (t,z)) kiime degerli ddniigimiine
bakahm. P(w (t),F(t,z)) = F(t,z) N B(w (t),2d(w (t), F(t,z))) dir.

Vt € [a,b] ve £ € R™ igin

f(t,z) = sa(P(w(t)), F(t, 2))

olmak Uzere f(-,-) : [a,b] x R™ — R" fonksiyonunu tammlayahm. Burada
sn(P(w(t), F(t,z))), P(w(t),F(t,z)) kimesinin Steiner noktasidir. w(t) €
F(t, z(t)) oldugundan hemen hemen her ¢ € [a,b] icind(w (t) , F(t, 2(t))) = 0 ve
P(.,-) doniigiimiintin tanimmdan hemen hemen her t € [a,]] i¢in P(w (t), F(t,
2(t))) = F(t,z(t)) N B(w(t),0) = {w(t)} olur. O zaman hemen hemen
her t € [a,b] igin s,(P(w (t), F(t,z (1)) = w(t). V(t,z) € [a,b] X R™ i¢in
f(t,z) = sp(P(w(t),F(t,z))) oldugundan hemen hemen her t € [a,b] i¢in
w(t) = f (¢, 2(t)) dir.

Teorem 3.1.1.den V (¢, z) € [a,b] X R™ i¢in f(t,z) € P(w (t), F(t, z))
oldugu goriiliir. Buradan V (t,z) € [a,b] x R™ igin f(t,z) € F(t,z). f(t,z) =
sa(P(w (1), F(t,2))) , z — F(t,z) kiime degerli donligimi k(1) sabiti ile Lip-
“schitz kogulunu sagladiindan Teorem 3.1.1. ve Onerme 3.2.1’den Vt € la, 0],
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zy € C(t), zo € C(1) igin
If (&, 21) = F(tz2)ll < flsn (P (2), F (t,21))) — sn (P (w(2), F (¢,22)))]
<n-a(P(w(),Ftz)),P(w(?),F(tz)))
<5.n-a(F(t,n),F(t, )
<5:n-k(t)- ||z — z2|

olur. Eger ¢ = 5-n olursa, o zaman z — f(t, z) fonksiyonu C(t)’de ck(t)-sabiti
ile Lipschitz kogulunu saglar ve ¢ = 5-n sabiti F(., -) kiime degerli doniigiimiine
bagh degildir.

Simdi ¢ — f(t,z) fonksiyonunun 6lgiilebilir oldugunu gésterelim. z € R™
alp sabitleyelim. Ik olarak

t — & (t,z) = P(w(t), F(t,1)) = F(t,z) N B(w(t), 2d(w(?), F(t, 1))

déniigimiiniin Slgulebilir oldugunu gosterelim. t — F (¢, z) kiime degerli déni-

simi ve t — w (t) fonksiyonu élglilebilir oldugundan
o Bla(t), 24((2), F(t,2))

donisimi Sonug 0.1.1%e gdre olciilebilir olur. O zaman Teorem 0.1.2°e gére
olgiilebilir jki donligimiiniin arakesitide olgilebilirdir. Yani t — @ (t,z) =
P(w(t),F(t,z)) = F(t,z) N B(w(t),2d(w(t), F(t,z))) kilme degerli doniisiimi
Olgiilebilirdir.

Bundan dolay1 Teorem 0.1.5’den Vp € £*~! i¢in ¢ (® (-, z) , p) support
fonksiyonu &lgillebilirdir. Burada £"~! = {p € R": ||p|| = 1} dir. Steiner nok-
tasimn tanimna gére n = 1 oldugunda f(-,z) = (2 (t,z)) = 3¢(® (¢, z), +1)—
3¢(@(t,z),—1) olur. ¢t — ¢(@(t,z),+1), t — c(®(t,z),—1) Slgilebilir
fonksiyon olduklan igin ¢t — f(t,z) fonksiyonuda élgilebilirdir. n > 2 oldugu
zaman, Steiner noktasinin tammina gore

fta)=sn(@ta) =n [ pre@ta) i) ELY

n-1
t — p-c(®(t, z), p) fonksiyonu lgtilebilir, p — p-c(®(t, z), p) stirekli oldugundan
t—n [ pc(®(t z),p)w (dp)fonksiyonu dlglilebilir olur. O zaman (3.1.1)’den
L)

t — f(t, ) fonksiyonu dlglilebilir fonksiyon olur.
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4 KUME DEGERLI DONUSUMLERIN PA-
RAMETRELENDIRILMESI

4.1 Caratheodory Parametrelendirilmesi

Bu kesimde kapali konveks degerli Caratheodory kiime degerli F'(-,-)

ddniligimisin bir Caratheodory parametrelendirilmesi oldugunu gosterecegiz.
a < b iK reel say1 olmak tizere
F:la, b xR™ wR”
kiime degerli dénlisiimiine bakalim.
TANIM 4.1.1. Vt € [a,b] igin C(t) CR™, U C R* olsun. Eger
f():[a,f] xR*x U —-R"
fonksiyonu i¢in

( i) Y(t,z) € la,b) x R™ igin F(t,z) = f(t,z,U)

J it) Y(z,u) € R™ x U igin f(-,z,u) &lgilebilir

i11) V(t,u) € [a,b) x U igin f(t,-,u), C(t) ’de strekli
{ iv) VY(t,z) € [a,b] x R™ igin f(t,z,) stirekli

oluyorsa f(-) fonksiyonuna {C(t)}icjap)’de F (-, ) kilme degerli dénligimiiniin

bir Caratheodory parametrelendirilmesi denir.

IF(¢,2)]| = max |lyllve B ={z € R": 2] < 1} olarak tanumlands-
yeF(t,xz

gim hatirlayalim.

TEOREM 4.1.1. (Caratheodory Parametrelendirilmesi) F :
[a,b] x R™ ~~» R™ kiime degerli déniigiimde V (t,z) € [a,b] x R™ icin F (t,z)

konveks, kompakt kiime olsun.
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F (-,-) kiime degerli déniigiimit {C(t)}:¢ja'de Caratheodory ise o za-
man U = B olmak lizere {C(t)}c[apj’'de F(-,-) kilme degerli doniligiimiiniin
() : [a,b] X R™ x B — R® Caratheodory parametrelendirilmesi vardir ve

Vt € [a,b],z € R™, u € B, v € Bigin

17t 2, ) — f(t.z,0)|| < c||FQE 2| |lu—ol|

olur. Burada c sabiti, F(:,-) kiime degerli déniigimiinden bagimsizdir.

Ayrnica eger F(-,-) kiime degerli doniigiimii siirekli ise o zaman f(-) :
[a,b] x R™ x B — R" parametrelendirilmesi de siireklidir.

Sonug olarak; eger V(t,z) € [a,b] x R™ igin F (t,z) sadece kapah
(kompakthgn yerine) kiime ise o zaman U = R" olmak lizere {C(t)},g[a)’de
F(-,-) kilme degerli doniisiimiiniin f(-) : [a,b] x R™ x R® — R" Caratheodory
parametrelendirilmesi vardir ve V¢ € [,d], z € R™, u € R*, v € R” igin

17t z,u) = f(t. z,0)l| < ¢ [ju—v]]

olur [18].
Kamt. Isaretlemeyi basitlestirmek icin M, (t) := ||F(t,z)|| alalm.
(t,z,u) € [a, b)) x R™xR" olsun. M, (t)u merkezli, 2d(A,(t)u, F(t, z)) yarigaph

kiimeyi G(t, z,u) ile gosterelim. Yani,
G(t,z,u) = B(M(t)u, 2d(M,(t)u, F(t,z)))

olsun. Bu durumda kaydedilmis z € R™, u € R® igin t ~ G(t,z,u) kilme
degerli doniigimiinin &lgilebilir oldugunu kamtlayahm.
M,(:) = ||F(:,z)|| fonksiyonu &lgiilebilir oldugundan Sonug 0.1.1%e

gore d(M.(-)u, F(-,z)) fonksiyonu olglilebilirdir. Boylece, tekrar Sonug 0.1.1
kullamlarak G(-,z,u) élgiilebilir oldugu sdylenilebilir.

Vy € R*, K C K igin P(y,K) = K n B(y,2d(y, K)) olmak iizere
P(-,2) : R* X K ~» K kiime degerli ddniisiimiine bakalim. Simdi V (¢, z,u) €
[a,b] x R™ x R" igin

(L, z,u) ;= P(M(t)u, F(t,z)) = F(t,z) N B(M,(t)u, 2d (M,(t)u, F(t,x)))
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olmak lzere (t,z,u) ~ (¢, z,u) : [a,b] x R™ x R* ~ R" kiime degerli
doniigimiine bakahm. (¢, z,u) ~ G(t, z, u) kitme degerli dénigiimiinin tammn-

dan V(t,z,u) € [a,b] Xx R™ x R" igin
o(t,z,u) = F(t,z) NG(t,z,u) C F(t,z)

olur. G(-,z,u) ve F(:, z) kitme degerli déniiglimleri dlgiilebilir oldugundan ve
Teorem 0.1.2°den t ~ @ (¢, z, u) kiime degerli doniisiimii Sl¢ilebilirdir.

Simdi V (¢, z,u) € [a,b] x R™ X R™ igin
ft, z,u) = s, (2(¢, z,u)) (4.1.1)

olmak tizere f : [a,b] x R™ x K® — R" fonksiyonunu tamimlayalm. Burada
8 (®(t, z,u)), @(t, z,u) kiimesinin Steiner noktasidir.

t ~ ®(t, z,u) kiime degerli doniisliimii dlglilebilir oldugundan, Teorem
0.1.5 gore Vp € T !igin t — ¢(®(t, 7, u), p) support fonksiyonu olgiilebilirdir.
Burada ¢ (®(t,z,u),p) = yel‘?(ii(,u) {p,y) dir. O zaman Stenier noktasinin tanim-
na gore t — f(t,z,u) fonksiyonu &l¢iilebilir fonksiyondur.

Teorem 3.1.1%e gére

17620 = vl = len @(00) - @2 oN]
<n-a(®(t, z,u),d(t, z,v))

dir. Onerme 3.2.1%¢ gore
a(®(t,z,u),2(t,z,v)) = a(P(M;(t)u, F(t,z)), P(M,(t)v, F(t,v)))
<5-a(F(t,2), F(t9)) +5 | Ma(t)e - M,(0)e]
(4.1.3)
olur. (4.1.2) ve (4.1.3)’den V (¢, z,u) € [a,b] X R™ X R™ ve VY (t,y,v) € [a,]] X
R™ x R" i¢in
/@ z,u) = f(t,y,0)|| <5 - nla(F(E z), Ft,y)) + [|Me(t)u — M, (2)v]]
(4.1.4)
olur. O zaman (4.1.4)’e gore V¢ € [a,b], z,y € C(t), u € R" i¢in

17, 2,w) = 1,3, 0)l| < 5+ nla(F(t, @), F(t,y)) + [Ma(0) = M, ()] 1]
| (4.1.5)
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olur. (t,z) ~ F(t,z) kime degerli dontigimi {C(t)}teja,ny 'de Caratheodory
oldugu icin Vt € [a,b] igin t ~ F(t, z) kilme degerli doniigiimi ve z — M, (1) =
|F(t,z)| fonksiyohu siireklidir. O zaman (4.1.5)’den V¢ € [a,b] ve u € R" i¢in
z — f(t,z,u) fonksiyonu stireklidir.

Ote yandan Vt € [a,8], z € R™, u € R", v € R™ igin (4.1.4)’den

1f (¢t 2u) = (2, )| 5 -n- M) lu— vl =5-n- [|[F (¢, z)] lu— v

olur. Eger ¢ = 5-n olursa (¢ > 0 sabiti F(:,-) kiime degerli doéniigimiine bagh

degil) , 0 zaman

17t z,u) — f(t,y,0)l| < c- [|[F (& )]} fu - of
olur. Buradan teoremdeki esitsizlifin dogrulugunu ve V(t,z) € [a,b] x R™
icin w — f(t,z,u) fonksiyonunun stirekli oldugunu gérmus oluruz. Bdylece
f:[a, 0] x R™ x R* — R" fonksiyonunun {C(t) }:¢ja,t)’de Caratheodory oldugu
kamtlanir.
(4.1.4) ile belirlenmis f : [a,b] x R™ x R® — R" fonksiyonunun F\(-,)
kiime degerli ddnlslimiiniin parametrelendirilmesi oldugunu kanmitlamak icin

U = B olmak lzere Tamm 4.1.1°de (i) kosulunun saglandigam gosterelim.
Yani V(t,z) € [a,b] x R™ igin
Fit,2) = {{(t,2,4)  u € B)
oldugunu gosterelim. t € [a,b], z € R™ ve y € F(t,z) alahm.
U= M () Mz(t) -7-£ 0
0 ,d.d

ile tammlayahim. O zaman

w€ B, M()u=1y

olur. Eger M,(t) = 0 ise, o zaman F (t,z) = {0} ve u = 0 € F(t,z) dir.
®(t, z,u) kitmesinin tamimindan Vu € B igin
®(t,z,u) =P (M(t)u,F(L,z))
= F(t,z) N B (0,24 (0, F(t, z)))
= F(t,z) N {0} = {0}
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olur. Buradan Yu € Bigin f (t,z,u) = 8, (® (1, z,u)) = s, (0) = 0 oldugu elde
edilir.

Eger M,(t) # 0 ise, M. (t)u =y ve y € F(t, z) oldugundan

®(t,z,u) =P (M(t)u,F(t, z))
= P(y7 F(t,l‘))
=Ftz)n{y}=y

olur. f(t,z,u) = 8,(d(t, z,u)) oldugundan

flt,z,u) =y

olur. O halde M, (t) # Oise, Vy € F(t,z) igin f (t,z,u) = yolanu = A—f-:m €B
vardir. Eger M,(t) =0 ise, o zaman F(t,z) = {0} ve u € B igin f({,z,u) =0

olur. Buradan
F(t,z) c {f(t,z,u) : v € B} (4.1.6)

olur.

Y (t,z,u) € [a,b] X R™ x R" igin f(t,z,u) = s,(®(t, z, u)) oldugundan
Teorem 3.1.1%e gore f(t, z,u) € &(t, z,u) olur. d(t,z,u) = F(t,z)NG (¢, z,u) C
F(t,z) oldugundan V (t,z,u) € [a,b) x R™ x R i¢in f(t,z,u) € F(t,z) olur.

O zaman
{f(t,z,u) : u € B} C F(t,z) (4.1.7)

olur. (4.1.6) ve (4.1.7)’den (i) kosulunun saglandifh gortiliir.

Simdi F(-,-) : a,b] x R™ ~» R" kiime degerli donligimiiniin siirekli
oldugunu varsayahm. O zaman Onerme 2.3.1' gére M,(t) = ||F(t,z)| :
[a,b] x R™ — R fonksiyonu stirekli olur. f(t,z,u) = $,(® (¢, z, u)) oldugundan

Teorem 2.3.1°e gore

1/t z,u) = F(T.9,0)] = [lsa(D (2,2, u)) = $a(2 (7,9, 0))|

(4.1.8)
<n-a(®(tzu),?(r,y,v))



olur. & (t,z,u) = F(t,z)NG (t,z,u) = F(t,z)NB (M (t)u, 2d(M (L)u, F(L,x))) =
P ((M.(t)u, F(t, z)) oldugundan Onerme 2.3.1’e gére

a(®(t,z,u),®(r,y,v)) =a(P{(M(t)y, F(t,z)),P (M (T)v, F(T,9)))
<5-a(F(t,z), F(r,y) + 5 | Mo (t)u — My()vf|
(4.1.9)

olur. Buradan, (4.1.8) ve (4.1.9)'den

17, z,u) — f(7, 9,0l <5-a(F(t,), F(7,9)) + 5 | Mz(t)u — My(7)v]|
| (4.1.10)

olur. F'(-,-) kime degerli ddniisimi ve (t,z) — M(t) fonksiyonu siirekli
olduklar igin (7,y,v) — (¢, z,u) iken a (F(t,z), F(7,y)) — 0, | M:(t)u — M, (7)v]| —
0 olur. O zaman (4.1.10)’dan (7,y,v) — (t,z,u) iken || (¢, z,u)— f(7, y,v)|| —
0 olur. Yani F(:,-) kiime degerli déniislimiiniin f () parametrelendirilmesi
sureklidir.

Teoremin sonunu kamtlamak igin (yani eger V (¢,z) € [a,b] x R™ icin
F (t, z) kapah, konveks kiime ise) U = R™ ve V (¢, z) € [a,b] x R™ igin M, (t) =
1 oldugu varsayilarak tstteki kaniti tekrarlamak yeterlidir.

4.2 élgﬁlebilir/ Lipschitz Parametrelendirilme

Bu kesimde eger F : [a,b] xR™ ~~ R™ kiime degerli dontistimi {C(t)}1(a,5
’de 6lglilebilir /Lipschitz ise, o zaman 6nceki kesimde tamimlanan f (+) : [a,b] X
R™ x U — R" Caratheodory parametrelendirilmesinin de {C(t)}:jo,y 'de
olgiilebilir /Lipschitz oldugunu gosterecegiz.

TEOREM 4.2.1. (Smursiz Kiime Degerli Doniisiimlerin Para-
metrelendirilmesi) F: [a,b] x R™ ~» R" kilme degerli doniigiimde V (¢, z) €
[a,b] x R™ icin F (t,z) konveks, kapal kiime olsun. Kabul edelim ki F(-,-)
kiime degerli dontigiimi {C(t)}:cjoy 'de Slgilebilir/ Lipschitzdir ve k (t) t €
[a, ] icin uygun Lipschitz sabiti olsun.
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O zaman F(.,-) kiime degerli doniigiminiin U = R" olmak lzere

{C(1)}ietay 'de 1 () : [a,b]xR™xU — R" Caratheodory parametrelendirilmesi
Y (t,u) € [a,b] x R™ igin f (,-,u) C(t)’de ck (t)-Lipschitz
Y (t,z) € [a,b] x R™ i¢in f (t,z,-) R"de c-Lipschitz

olacak gekilde vardir. Burada ¢ sabiti F (-,-) kiime degerli déniisiimiine bagh
degildir.
Ayrica, eger F : [a,b] x K™ ~» R™ kiime degerli doniigimi stirekli ise,

o zaman f (-) parametrelendirilmesi de siireklidir [26] [30].

Kamt. Teoremi kanitlamak igin, Teorem 4.1.1’nin kamtinda V (,z) €
[a,b] x R™ icin M, (t) = 1 kabul ederek Teorem 4.1.1’in kamitim oldugu gibi
tekrarlamak yeteridir. O zaman V (¢, z,u) € [a,b] X R™ x R" igin

®(t,z,u) = F(t,z) N B (u,2d (u, F (t,2)))
olur.
ft,z,u) =s,(2 (¢ z,u))

olmak tizere (4.1.4)’ benzer olarak Vz € C (1) ,y € C (t) igin

If ¢t z,u) = f(ty, )| <5-n-a(F(tz),F(t,y))

olur. F (-,-) kiime degerli donisimi C (t)’de k (t)-Lipschitz oldugundan

17 t,z0) = ft.y W) <5-n-k () [z -yl

olur. ¢ = 5-n olursa, o zaman f (-) parametrelendirilmesinin C(t)’de ck (t)-
Lipschitz olur ve ¢ sabiti F'(-,-) kiime degerli doniisimiinden bagimsizdir.

Yine de Vt € [a,b], z € R™, u € R*, v € R” i¢cin (M;(t) = 1
oldugundan) (4.1.4)’e benzer olarak

L ¢,z u) = Gy, 0)l] < Hlsa(@ (2, 2, w)) — 3a(D (2, 2z, 0))
<n-a(®(tzu),®tz))
<5on @ (F (62),F (t,2)) + Ju—ol]

=5-n-|u—vl
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elde ederiz. ¢ = 5 n oldugundan ¥t € {a,}], z € R™, u € R*, v € R" igin

If @t 2u) = F Gy, )| S e Jlu—v

~ yani V (,z) € [a,b] x R™ igin f (¢, z,-) fonksiyonu ¢—Lipschitzdir.

Eger F (-, -) kiime degerli doniislimi siirekli ise Teorem 4.2.1’in kosullan
altinda f (-) parametrelendirilmesinin siirekli olmas1 aymi1 Teorem 4.1.1°deki
gibi kanitlamr (Yine U = R™ ve V (t,z) € [a,b] Xx R™ igin M, (t) =1 ahnir).

TEOREM 4.2.2. (Simurh Kiime Degerli Déniigiimlerin Paramet-
relendirilmesi) Kabul edelim ki Teorem 4.2.1’in tiim kogullan saglansin ve
V (¢, z) € [a,b] X R™ igin F (t,z) C R™ kompakt kiime olsun.

O zaman F (-,-) kiime degerli déniligiminin {C(t)}scjan 'de f (') :
[a,b]xR™x B — R" (burada B = {u € R" | ||u|| < 1}) Caratheodory paramet-

relendirilmest

v (t,u) € [a,b] x B™ igin [ (,-,u) fonksiyonu C (t)’de ck (t)-Lipschitzdir.
Vt € [a,b], Vz € R™, Vu,v € B igin
If (& z,u) = f (t,2,0)| £ cIF (¢, 2)] flu -2

olacak gekilde vardir. Burada ¢ sabiti F (-,-) kiime degerli ddniisiimiinden
bagimsizdir.

Aymica, eger F (-,-) kiime degerli doniisiimi stirekli ise, f (-) : [a,b] X
R™ x B — R™ parametrelendirilmesi de stireklidir.

Kamt. Teorem 4.1.1’deki gibi tammlanms f (-) : [a, )jxR™x B — R"
parametrelendirilmesine bakahm. O zaman Teorem 4.1.1%e gbre f (-) fonksiyo-
nu {C(t)}tejoy 'de F (¢, -) kiime degerli doniigiminiin Caratheodory paramet-
relendirilmesidir ve (i) kosulunu saglar. Teorem 4.1.1’deki (4.1.4) esitsizligi
dogrudur, yani :Vt € [a,b], Vz,y € R™, Yu,v € B igin

If ¢, z,u) = f Gy, )l S5 nla(F(tz), F(y) + [ Mz (8) w— M, (1) v]]
(4.2.1)
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olur. O zaman Vit € [a,b], Vz,y € R™, Vu € B igin

If (¢ zu) = F @y, u)]| 5 nla(F(tz), F(ty) + | Mz (1) uw— M, (1) ul]
(4.2.2)

olur. F (t,-) kiime degerli doniigimi C (t)’de k (t)-Lipschitz oldugundan
& (F (t,2), F (t3) < k() |- vl (423)
olur. F'(t,-) kiime degerli doniisiimii C (t)’de k (t)-Lipschitz oldugundan, Oner-
me 2.3.1e gére £ — M (t) fonksiyonuda C (t)’de k (t)-Lipschitzdir, yani
|M. (t) — M, (¢)] < k() [l - o
olur. O zaman u € B oldugundan
IMz (@) w— My () ul] < [M:(t) = My @)] [[u| k@) lz -yl (4.2.4)
olur. (4.2.2), (4.2.3) ve (4.2.4) esitsizliklerinden
If @t z,u) = f Gy u)] < 5-nfk(t)lz—yll +&() ]z -yl
— 100 k(1) |z -]
olur. Yani f (¢,-,u) fonksiyonu C (t)’de 10 - nk (t)-Lipschitzdir.
Simdi Vt € [a,b], z € R™. u € B, v € B igin
If o) = f ol Sc- IF@a lu—vl  (423)
oldugunu gosterelim.(4.2.1) esitsizliginden Vt € [a,b], z € R™, u € B,v € B
icin
“f (t,x,u) - f (t,.’E,'U) ” S— 5n - “]\[Z (t) u - A{y (l’) ’U”
=5n- M (t) - ||u— vl
—5n- F (2] o]
oldugunu elde ederiz. ¢ = 5n oldugundan, buradan (4.2.5) esitsizliginin dogrulu-
gu elde edilir.

F(.,-) kiime dééerli déniigimii siirekli olursa, f (-) parametrelendiril-

mesinin siirekli olmas1 aym Teorem 4.1.1°deki gibi kamtlanr.
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0 EK

0.1 Olgiilebilir Kiime Degerli Déniisiimler ve Ozellikleri

Bu bolimde verilen tanim ve teoremler tam olarak [7] ve [36] *da bulunabilir.
F () : R™ ~» R" kiime degerli doniisimiiniin 6lgllebilir olmasinin tanimim

verelim.
TANIM 0.1.1. Eger keyfi acik O C R”™ kiimesi igin
F'(0)={zeR™: F(z)NO # @} CR™

kiimesi Lebesgue 6lgiilebilir ise, o zaman F'(-) : R™ ~» R™ kiime degerli
dontigimine olgiilebilir kiime degerli doniigiim denir.
Simdi f () : R™ — R" fonksiyonunun &lgiilebilir olmasinin tanimin

verelim.
TANIM 0.1.2. Eger keyfi agk O C R™ kiimesi icin
F(0)= s eR™ | f(x) €0} C R

kuimesi Lebesgue Olgtlebilir ise, o zaman f () + R™ — R" fonksiyonuna

olgiilebilirdir denir.

Asagidaki teorem, kapali degerli dlgiilebilir kiime degerli doniigiimlerin

ol¢iilebilir selektoriiniin varligimi gésterir.

TEOREM 0.1.1. F(:) : R™ ~» R" kapal degerli dlgiilebilir kiime
degerli dﬁnﬁ§ﬁm olsun. O zaman F(-) kiime degerli doniigiimiintin &l¢ilebilir
f () : R™ — R selektorti vardir([8] [36]) .

Simdi Sl¢iilebilir kiime degerli doniigizmlerin bazi 6zelliklerini gosterelim.

o N ) olciilebilir
F; (117) , B (SE) =

TEOREM 0.1.2. F;(:) : R™ ~ R* (i=1,2,.
N

= U

=1

(%

kiime degerli déniigiimler olsunlar. O zaman F; (z)

N

F; (z) gibi tanimlanan F, (-) : R™ ~» R™ ve F* (-) : R™ ~» R" kiime degerli
i=1
doniigimleri de olgilebilirdir.
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Simdi genel halde Caratheodory kiime degerli doniigimiiniin ve Carat-

heodory fonksiyonunun tanimim verelim ve ters goriintii teoremini ifade edelim.
ry

TANIM 0.1.3. G(:,-) : R¥ x R™ ~» R” kapali degerli kiime degerli
donligiim olsun. Eger Vz € R™ igin w ~» G (w,z) kiime degerli doéniigiimii
olgiilebilir, Vw € R* igin £ ~» G (w, z) kilme degerli déniiglimii siirekli ise, o
zaman G (-, -) kiime degerli doniisiimiine Caratheodory kiime degerli déniigiimii
denir.

f(,) : R* x R™® — R" olsun. Eger Vz € R™ igin w — f (w,2)
olgiilebilir, Vw € R* igin z — f (w,z) fonksiyonu siirekli ise, f (-,-) fonksi-

yonuna Caratheodory fonksiyonu denir.

TEOREM 0.1.3. (Ters Goériintii) F : RF ~ R™, G : R* ~
R™ kapali degerli olgiilebilir kiime degerli doniisiimler, ¢ : R* x R™ — R®

Caratheodory fonksiyonu olsun. O zaman Vw € R icin
Hw)={zeF(w) | g(w,z)€Gw)}

gibi tamimlams H (-) : R¥ ~» R™ kiilme degerli déniisiimii Slgiilebilirdir. Ek

olarak eger Yw € R icin
gw,Fw)NGw)#0

ise, 0 zaman F (-, -) kiime degerli déntglimiiniin ¢lgiilebilir f (-) selektori Vw €

RF icin g (w, f (w)) € G (w) olacak sekilde vardir.
Simdi de marjinal fonksiyonun élgiilebilirligi hakkinda ki teoremi sunalim.

TEOREM 0.1.4. F : R* ~» R™ kapah degerli, dlgiilebilir kiime

degerli doniigiim, f : R¥ x. R™ — R Caratheodory fonksiyonu olsun. O zaman

V Rk . ‘. — . f
w € R* i¢in v (w) zc}g(w)f(w,m)

gibi belirlenen v () : RF — R U {~c0} marjinal fonksiyonu olgiilebilirdir. Ek
olarak Vw € RF i¢in R(w) = {:z: €F(w) | f(w,z)= 12{ )f(w,y)} olarak
yeF(w

belirlenen R (-) : R¥ ~» R™ marjinal kiime degerli doniigiimiide Olgiilebilirdir.
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Bu teoremden asagidaki sonug elde edilir.

SONUC 0.1.1. F:R* ~» R™ kapah degerli dlciilebilir kiime degerli
doniigiim, f : R¥ = R™, p(-) : R* — [0, 00) &lgiilebilir fonksiyonlar olsunlar.
O zaman asagidaki doniisiimler olgiilebilirdir.

(1) w~ B(f (w),p(w)) kime degerli diinﬁ§iimii

(2) w—d(f(w),F (w)) fonksiyonu

(3) w~ [Ipq (f (w)) kiime degerli doniigiimii

(4) F(-) kiime degerli déniigiimiiniin &lgiilebilir Vw € R¥ igin g (w) €
F (w) selektéri

1f (@) =g W)l =d(f W), F(w))

olacak sekilde vardir.
Burada

B(f(@),p(@) ={yeR"| ly—f )| <pw)}

d(f @), F )= inf |If (@)-yl

ve

ey (f @) ={ye Fw) | ly-F Wl =d(f(w),Fw))}
dir.
Simdi kiime degerli déniigiimlerin &lgiilebilirligi ile onun support fonksi-

yonu arasindaki baglantiyr karakterize eden teoremi verelim.

TEOREM 0.1.5. F : RF ~» R™ kapal degerli dlgiilebilir kiime

degerli donligim olsun. O zaman Vp € R™ i¢in

w—c(F(w),p) = fz‘;?)(f;?)

support fonksiyonuda 6lglilebilirdir.
Eger ek olarak, Vw € R* i¢in F (w) kiimesi konveks ve simirh olursa, o

zaman bu teoremin terside dogrudur.
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