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This study is a collection study that indudes the existence of contimı­

ous and Lipschitz selections for set-Yalued maps and the problem of parametıiza­

tion for set-valued maps. 

This study is composed of four parts. In the first part, basic definitions 

and them·ems and properties of convex sets and functions are given. 

In the second parts, the existence of continuous selections of upper 

and lover semicontinuous set-valued maps is searched. At the end of this part 

continuity property of minimal selections of set-valued maps is given. 

In the third part, Steiner point of convex and compact sets is defined, 

with the help of this definition the existence of Lipschitz selections of closed and 

convex valued Lipsdıitz set-valued maps is searched. Furthermore, existence 

of Caratheodory selections which is often used in control theory is proved. 
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In the final part. two par3metrizations for set-Yalued maps are given. 

Key \V ards: Set-Valued ?\Iaps, Upper and Lover Semicontinuity, 

Selections, Parametrizations. 
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ÖNSÖZ 

Son yıllarda matematikte küme değerli analiz olarak adlandırılan bir 

bölüm ortaya çıkmaktadır. Klasik analizde ara§tırılan fonksiyonların tek değer­

liliği ve birçok problem için ayrıca diferansiyellenebilir olması gerekmekte­

dir. Kontrol teorinin, diferansiyel oyun teorisinin, matematik modelle§tirmenin 

bazı problemleri ara§tırılırken, tek değerli olmayan fonksiyonlada kar§ıla§ılabilir. 

Yani ortaya öyle dönü§ümler çıkabilir ki, bağımsız deği§kenin her değerine 

bir küme kar§ılık gelebilir. Bu tür fonksiyonlara küme değerli dönü§üm ve 

matematiğin küme değerli dönü§ümlerin özelliklerini ara§tıran bölümüne küme 

değerli analiz denir. 

Küme değerli analiz kontrol teorinin bazı problemlerinin ara§tınlmasın­

da doğal bir araç olduğundan bir geli§me içindedir ([12] ı [17], [19], [20], [29], 

[32], [33]). Son yıllarda küme değerli analiz matematiğin ç.ağda§ bir bölümüne 

yönelmi§tir ve optimizasyon teorisi, kontrol teorisi, diferansiyel içerme teorisi, 

matematik modelle§tirme gibi alanlarında geni§ bir uygulama bulmu§tur ([2], 

[3], [6] ı [ll], [13], [15], [16] ı [22], [23], [35]). Küme değerli analizin çe§itli 

problemleri üzerine çok sayıda ara§tırmalar ve monografiler yayınlanmı§tır ([4), 

[14]' [15] ı [24)' [31)). 

Bazı durumlarda küme değerli dönÜ§Ümlerle uğra§mak yerine onları 

tek değerli dönü§ümlerle ili§kilendirerek kullanmak daha uygun olur. Bu ili§ki­

lendirme iki yolla yapılabilir: 

1. F : Rm ......, JR.n küme değerli döni.i§Ümiinün f : JR.m -+ IR.n selektörü 

bulunabilir; yani 

Vx E Rm için f(x) E F(x) 

. ko§ulunu sağlayan f tek değerli dönÜ§Ümi.i bulunabilir. 

2. U kontrol veya parametre uzayı olmak üzere 

Vx E lR.m için F(;r:) = {f(u.,x)}uEV 
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ko~ulunu sağlayaç.ak biçimde bir J : U x Rm -+ IRn fonksiyonu bulunabilir. 

Biz f selektörünün veya (U,!) parametrelendirmesinin F'in süreklilik, 

Lipschitzlik gibi özelliklerini sağlaması durumunu ara~tıracağız. 

Ayrıca kontrol teoriye uygulamalan dÜ§Ünerek F ve f'in ölçülebilir bir 

~ekilde zamana bağımlı olduğu durumu da inceleyeceğiz. 

Çalışmada ara~tırılan konulardan biri kün1e değerli dönÜ§Ümlerin sürek­

li veya Lipschitz selektörlerinin varlığı problemidir. Bu selektörler mümkün 

olan her zaman yapıcı bir şekilde elde edilmelidir. En doğal yapıcı yol minimal 

selektör (yani; minimal normlu f selektörü) kullanımına varmaktır. Ancak bu 

yöntem yarı sürekli dönüşümler için sürekliliği koruyamaz. Bu yöntem sadece 

kapalı konveks görüntüiii sürekli dönü~ümler için sürekliliği koruyabilir. Böyle 

bir selektör ayrıca Caratheodory dönüşümler için Carath~odory'dir. 

Küme değerli dönüşüm Lipschitz sürekli ise beklentimizin tersine onun 

minimal selektörü Lipschitz olmayabilir. Konveks görüntüiii Lipschitz küme 

değerli dönüşün-ıler için Lipschitz selektörü elde etmenin farklı yolları vardır. 

Akla ilk gelen küme değerli dönÜ§Ümlerin Barycentric selektörüdür. Fakat bu 

yapı uygulama açısından oldukça zordur. 

Öte yandan Steiner noktası tanırnma bağlı selektör iyi özelliklere sahip­

tir. Örneğin küme değerli dönıJ.§ümÜn ölçülebilirliğini, sürekliliğini, Lipschitz­

liğini korur. 

Sınırlı olmayan küme değerli dönüşümlere değinmek için Intersection 

lernma kanıtlanmıştır. Bu konveks küme ile kapalı konveks küme arasındaki 

ili~kiyi kurmalTilzı mümkün kılar. Bu lemmayı. kullanarak kapalı konveks 

değerli Lipschitz küme değerli dönüşümler için yapıcı bir yolla Lipschitz se­

lektörü elde edilir. 

Diğer bir konu küme değerli dönÜ§Ümlerin parametrelendirilmesidir. 

Küme değerli dönüşümlerin parametrelendirilmesi kontrol teorinin uygulama­

larında önemli bir yer tutar. Diferansiyel içerme formunda verilen kontrol veya 

belirsiz dinamik sistemlerin bazı problemlerinin çözümü parametrelendiı-me 

yardımı ile kolaylaştırılabilir ([1], [4], [14], [18], [26], [30]). Bu çalışmada kon-
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wks kapalı (aynı zamanda kcmwks kompakt) değerli Caratheodory ve ülçülebilir 

küme değerli dönÜ§Ümlerin uygun olarak Caratheodory ve ölçülebilir/Lipschitz 

parametrelendirmesinin mümkün olduğu ara§tırılmı§tır. 
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.. . . 
1 ONEILGILER 

Bu bölümde ileriki bölümlerde gerekli olacak bazı genel bilgiler verilecek-

tir. 

ı. ı Temel Tanım ve Teoremler 

JR.k k-boyutlu Euclidean uzayı olmak üzere 

x = (xı, ... ,xk) E JR\ y = (y1, ... ,yk) E JRk için (.ı;,y) ile x ve y 

vektörlerinin iç ç.arpı~mı göstereceğiz ve 

k 

(x, y) = L XiYi 

i= ı 

olarak tanımlayac.ağız. 

x = (x 1, ... , Xk) E JR k vektörü için llxll ile x vektörünün Euclidean 

normunu göstereceğiz ve 

olarak tanımlayacağız. 

A C JR.k ~ C C JR k ve .X E 2 için 

A + c = {X + y : X E A, y E C} 

.AA= {>.x: .ı; E A} 

x E JR.k, A C JR.k için x noktası ile A kümesi arasındaki uzaklığı d(x, A) 

ile göstereceğiz ve 

d(x, A) = inf IJx- all 
aEA 

olarak tanımlayacağız. 

A C JR.k, C C JR.k için A ile C kümeleri arasındaki Hausdorff uzaklığı 

a (A, C) ile göstereceğiz ve 

a(A,C) =max {sııpd(a,C), supd(c,A)} 
aEA eEC 
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olarak tanımlayacağız. 

B ile merkezi orijinde olan birim küreyi göstereceğiz, yani 

TANil\f 1.1.1. F : Rm ~ JRn ile IRm uzayında verilmi§ her bir 

x E ]Rm noktası için F(x) değeri Rn uzayının bo§tan farklı bir alt kümesi olan 

dönÜ§ÜmÜ göstereceğiz. O zaman F : ]Rm ~ JR.n 'e küme değerli dönü§üm 

denir. 

Eğer F: Rm """'7 JRn küme değerli dönü§ümünde 'tfx E IRm için F(x) C 

JRn kapalı küme oluyorsa F(·) küme değerli döni.i§ümÜne kapalı değerli küme 

değerli dönü§ünı denir. 

Eğer F : Rm """'7 JRn künıe değerli dönÜ§Ümünde Vx E ]Rm için F(.x) C 

JR. n kompakt künıe ise F ( ·) künıe değerli dönÜ§ÜmÜne kompakt değerli küme 

değerli dönÜ§Üm denir. 

Eğer F: Rm ..,.... Rn küme değerli dönü§ünıünde Vx E ]Rm için F(x) C 

Rn konveks küme ise F ( ·) künıe değerli dönü§ümÜne konveks değerli küme 

değerli dönÜ§Üm denir. 

Şimdi künıe değerli dönü§ümün üstten yarı sürekliliğinin tanımını vere-

li m. 

TANil'vi 1.1.2. F : Rm ~ Jl(n küme değerli dönÜ§Üm, x0 E ]Rm 

olsun. F(x0 ) kümesinin her N(F(x0)) kom§uluğu için X 0 noktasının 

'tfx E N(xo) için F(x) C N(F(xo)) (1.1.1) 

ko§ulu sağlayan en az bir JV(xo) kom§uluğu varsa F(·) küme değerli dönÜ§ÜmÜ­

ne x0 noktasında üstte~ yarı süreklidir denir. 

ÖNERME 1.1.1. F: Rm~ ]Rn küme değerli dönÜ§ÜmÜ kompakt 

değerli (yani 'tfx E JRm için F(x) C JRn kümesi kompakt) olsun. Bu durumda 

llx- .xoll < b(t:, xo) iken 

F(x) C F(x0 ) + t:B (1.1.2) 
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ko§ulunu sağlayan :3<~(E, .r0 ) >O varsa F (·) küme değerli dönii§Ümiine .ro nok­

tasında üstten yarı süreklidir denir (Burada B= {yE Rm: I!YII:::; 1} ). 

Eğer F: Rm ....... Rn küme değerli döni.i§Ümü kompakt değerli değil ise 

o zaman (1.1.2) ko§ulu sağlanır fakat {1.1.1) ko§ulu sağlanmayabilir. Bunu bir 

örnekle gösterelim. 

ÖRNEK 1.1.1. 'Vx ER için 

olmak üzere F ( ·) : R ....... R 2 küıne değerli dönÜ§ÜmÜne bakalım. Açıktır ki 

x =O noktasında e:= o olduğunda (1.1.2) ko§ulu sağlanır. 

Buna kar§ın F(O) kümesinin N(F(O)) = {(/ı, fı) : lfıl < ılı ı} kom§u­

luğunu aldığımızda (1.1.1) ko§ulunu sağlayan .. N'(O) kom§uluğu bulunamaz. 

Şimdi küme değerli dönü§ümlerin alttan yarı sürekliliğinin tanımını 

Yerelim. 

TANil\I 1..1..3 .. F: Rm....-. R_n küme değerli dönÜ§Üm, x0 E lRm olsun. 

Her Yo E F(xo) ve Yo noktasının her N(yo) kum§uluğu için Xo noktasının 

Vx E N(x0 ) için F(x) nN(y0 )-=/- 0 

ko§ulunu sağlayan en az bir N(x0 ) açık kom§tılı.ığu varsa o zaman F (·) küme 

değerli dönÜ§Ümiine x0 noktasında alttan yarı süreklidir denir. 

Alttan yarı sürekli dönü§ümlerin bir karakterizasyonu a§ağıda veril-

mi§ tir. 

ÖNERI\1E 1..1..2.. F: lRm ....... JR.n küme değerli dönÜ§Üm, Xo E lRm 

olsun. F (-) küme değerli dönÜ§ÜmÜ Xo noktasında alttan yarı süreklidir {::} 

n ---t oo iken Xn ---t x0 olacak §ekildeki her {xrı}rıEN dizisi ve y0 E F(xo) için 

Yn E F(xn) olmak Üzere n---t oo iken Yn ---t Yo olan bir {Yn}rıEN dizisi seçilebilir. 

Kanıt. =}: (xrı)nEN> n---t oo iken Xn ---t Xo olan bir dizi ve Yo E F (:ro) 

olsun. 



olan (rn) dizisini alalım. Bu dizi için iki durum söz konusudur. 

i) n--+ x iken rn --+O dır. 

ii) (rn) dizisinin k --+ oo iken rn" --+ a. > O olan bir (rnk) alt dizisi 

vardır. 

Birinci durumda; rn = d (yo, F (Yn)) = inf IIY- Yol! olur. en ! O, 
yEF(x.,) 

Vniçin cn+l < En ve n --+ oo iken ~n --+ O olan diziyi alalım. İnfunum tanırnma 

göre :3yn E F (xn) vardır öyle ki IIYn- Yoll < rn +En olur. O zaman n --+ oo 

iken rn --+O ve En --+O olduğundan Yn E F (:ı:n) olmak üzere Yn --+ Yo olur. 

İkinci durumda; rk = r nk, x~ = .'rn~c olsun. O zaman k --+ oo iken 

xk --+ x0 , rZ --+ a. olur. Dolayısıyla :3K1 > O vardır öyle ki V K 2: Kı için 

rk >~-olur. Buradan VK 2: I<ı için rk = d(yo,F(xk)) >~·olur. O halde 

VI\" 2: Kı için B (yo, ~*) nF(xk) = 0 

bulunur. N (yo) = B (yo, ~·) alalım. Hipotez gereği :3N (x0 ) vardır öyleki 

'ix E ./V (xo) için B (Yo, :·) n F (x) =rf 0 

olur. k --+ oo iken X~: -+ x0 olduğundan V K 2: K2 için X k E N (x0 ) olan 

:3K2 >O vardır. O zaman 

olur. I<.= max{I<ı,K2} dersek V]{ 2: I<. için ayııı zamanda 

olur. Bu ise çeli§kidir. Yani ikinci durum gerçekleşemez. 

~: Kabul edelim ki F (·) xo noktasında alttan yarı sürekli olmasın. 

Yani; :3yo E F (xo) için :3N (Yo) var olsun öyle ki VN (x0 ) için x E N (x0 ) iken 

F (x) n N (Yo) = 0 

olsun. N (x0 ) =B (x0 , ~) alalım. O zamanVniçin Xn E B (x0 , ~) vardır öyle 

ki 

F(xn) nN(vo) = 0 



olur. N (y0 ), y0 'ın açık kom~uluğu olduğundan B (yo, E.) C ./V (yo) olan 3c,. > 

O vardır. O zaman "in iç.in 

olur. Vniçin Xn E B (xo, *) olduğundann--t oo iken Xn --t Xo olur. O zaman 

Vniçin 

elde edilir. Yo E F (xo), n---? oo iken Xn --t Xo olduğundan Yn E F (xn) olmak 

üzere Yn --t Yo olan hiçbir (Yn) dizisi bulunamaz. Bu ise hipotez ile çeli§ir. O 

halde kabulümüz yanlı§tır. Yani F (·) x0 noktasında alttan yarı sürekli olur. 

Eğer F : Rm "V'? JR" küme değerli dönüşümü kompakt değerli ise o 

zaman a§ağıdaki önerme doğru olur. 

ÖNERl\IE 1.1.3. F : ]Rm ----+ JRn değerleri kompakt küme değerli 

dönÜ§Üm, x0 E Rm olstm. F (-) küme değerli dönüşümü x0 noktasında alttan 

yarı süreklidir <;:::> Her c > O için 

Her J!x- xoll ~b (c, xo) için F(xo) C F(x) +c: B (1.1.3) 

ko§ulUnU sağlayan en az bir{;(.~, Xo) vardır. 

Şimdi F (-)küme değerli dönü§ümünün x0 E Rm noktasında sürekliliği-

nin tanımını verelim. 

TANil\1 1.1.4. F : Rm "V'? JR" küme değerli dönÜ§ÜmÜ eğer x0 

noktasında hem alttan yarı sürekli hem de üstten yarı sürekli ise o zaman 

F ( ·) küme değerli dönü§ümÜ x 0 noktasında süreklidir denir. 

Tanım 1.1.4, Önerme 1.1.1 ve Önerme 1.1.3'den aşağıdaki önermenin 

doğruluğu görülebilir. 

ÖNER1\1E 1.1.4. F : 1Rm "V'? JR" değerleri kompakt küme değerli 

dönü~üm, .1:0 E Rm olsun. F(·) küme değerli dönüşümünün x0 noktasında 

süreklidir <;:::> Her E > O için !lx- xoll < b (c, .r-o) iken 

F(x) C F(x0 ) + d3 ve F(xo) C F(~r:) +EB (1.1.4) 

5 
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koştıllarını sağlayan en az Lir b kıxo) > O Yardır. (l.IA)'deki kapsamlar 

a (F (x) ı F (x0 }} :::; E eşitsizliği ile denktir. Burada o: (F (x) ı F (.r0 )), F (x) ve 

F (x0 ) kümeleri arasındaki Hausdorff uzaklığı dır. 

F : Rm ~ Rn küme değerli dönüşümünün grafiği Graph F (-} 

GraphF(·) = {(x,y) E Rm x Rn: yE F(x)} 

ile tanımlıdır. 

Aşağıdaki önerme küme değerli dönüşümler için üstten yarı sürekiilikle 

onun grafiğinin kapalılığı arasındaki ilişkiyi vermektedir. 

ÖNER!\IE 1.1.5. F: Rm ~ Rn değerleri kapalı üstten yarı sürekli 

küme değerli dönüşüm olsun. i---;- oc iken xi---+ Xo ve Çi E F (xi) olmak üzere 

Çi--+ Ç0 olan {xi}~ 1 , {ÇJ~ı dizileri için Ç0 E F(xo)'dır. (Yani kapalı değerli 

üstten yarı sürekli küme değerli dönüşümün grafiği kapalıdır.) 

Tersine; F : Rm ~ Rn kompakt değerli küme değerli dönüşüm, x0 

noktasının komştıluğunda sınırlı ise (yani; 3E > O için ]{ ;:::: O 3 'ix E S"(xo) 

için IIF(.x) ll < K oluyorsa, Çi E F(xi) olmak üzere 'ixi ---+ xo, 'iÇi ---+ Ç0 için 

Ç0 E F(xo) ) F(·) küme değerli dönÜ§Ümü x0 noktasında üstten yarı süreklidir. 

Burada IIF(x)ll =max{ll/11: fE F(x)} dir. 

Kompakt değerli küme değerli dönüşümler için kompakt kümelerin 

görüntüleri de kompakt olur. 

ÖNERI\1E 1.1.6. F : Rm ~ Rn değerleri kompakt küme değerli 

dönüşümü üstten yarı sürekli, A C Rm kompakt alt küme olsun. O zaman 

F(A), Rn'de kompakt kümedir. 

Burada F(A), A kümesinin F (·) küme değerli dönÜ§ÜmÜ altındaki 

görüntüsüdür ve 

F(A) =U F(a) 
aEA 

dır. 
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Sıradaki önerme, üstten yarı sürekli küme değerli dönüşümlerin bileşke­

sinin de üstten yarı sürekli olduğunu gösterir. 

ÖNERI\ fE 1. 1. 7. Fı : JR. m ~ JR. n, Fı : JR. n ~ W küme değer li 

dönüşümleri verilsin. Eğer F1 ve Fı üstten yarı sürekli (sürekli) ise o zaman 

Vx E JR.m için 

F(x) = F2(Fı(x)) = U Fı(Y) 
yEFı(.:r) 

olarak tanımlanan F : Rm ~ ]RP bileşke küme değerli dönüşümü de üstten yarı 

sürekli (sürekli) olur. 

ÖNERl\lE 1.1.8. F. Fı, Fı : JR.m ~ lR.n kompakt değerli küme 

değerli dönüşümleri üstten yarı sürekli (sürekli) ve f : JR.m -t JR sürekli 

fonksiyon olsun. O zaman 

Fı ( ·) + Fı ( ·). f ( ·) F ( ·) , Fı ( ·) U Fı ( ·) 

üstten yarı sürekli (sürekli) küme değerli dönüşümler olur. 

Şimdi f : Rm -t JR fonksiyonu için üstten ve alttan yarı süreklilik 

tanımını verelim. 

TANIIVI 1.1.5. f :Rm -t JR , Xo E JRm olsun. Eğer 

lim inf f(x) ~ f(xo) 
X--+XQ 

oluyorsa f ( x) fonksiyonuna x0 noktasında alttan yarı sürekli denir. Eğer 

lim sup f(x) :::; f(xo) 
x-->:ro 

oluyorsa .f (:r) fonksiyonuna x0 noktasında üstten yarı sürekli denir. 

Eğer Vx E A C JR.m için f(x) fonksiyonu alttan yarı sürekli (üstten 

yarı sürekli) ise> o zaman .f(x) fonksiyonuna A kümesinde alttan yarı sürekli 

(üstten yarı sürekli) denir. 

1·-Lipschitz ve lokal Lipschitz küme değerli dönüşümlerin tanımını vere-

lim. 
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TANil\1 1.1.6. F: Rm"""+ 1R71 küme değerli dönüşüm olsun. 

olacak şekilde r > O sayısı Yarsa F ( ·) küme değerli dönüşümüne r-Lipschitz 

denir. 

TANll\·1 1.1.7. F : Rm """+ 1R71 k-üme değerli dönüşüm olsun. Eğer 

V D C Rm sınırlı kümesi için 

koşulunu sağlayan 3-X (D) > O sayısı varsa F (·) küme değerli dönüşümüne 

lokal Lipschitz denir. 

Şimdi küme değerli analizde kullanılan marjinal fonksiyonun tanımını 

ve onun özelliklerini wrelim. 

TANil\1 1.1.8. F : R.m """+ R11 küme değerli dönüşüm, f : Cra ph F ( ·) -t 

R fonksiyon olsun. 

g(x) = sup f(x, y) 
yEF(:r) 

olarak tanımlanan g : Rm -t JRU { +oo} fonksiyonuna marjinal fonksiyon denir. 

Aşağıdaki teorem marjinal fonksiyonun alttan ve üstten yarı sürekliliğini 

verır. 

TEOREl\·1 1.1.1. F : Rm """+ 1R.71 küme değerli dönüşüm ve f 

Cra ph F (·) -t JR. fonksiyon olsun. 

1) Eğer F(·) küme değerli dönüşümü ve J(-) fonksiyonu alttan yarı 

sürekli ise o zaman g(·) marjinal fonksiyonu alttan yarı süreklidir. 

2) Eğer F(·) küme değerli dönüşümü ve f(·) fonksiyonu üstten yarı 

sürekli ve Vx E Rm için F(x) C R11 kompakt küme ise o zaman g(·) marjinal 

fonksiyonu üstten yarı süreklidir. 

Şimdi f : lRm -+ JR. ve - f : Rm -+ JR. fonksiyonlarının supremum ve 

infimumlan arasındaki bağlantıyı gösterelim. 
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ÖNERl\1E 1.1.9. J(·): Rm-+ JR ve A c Rm için 

inf J(x) = - sup- f(x) 
xEA xEA 

dir. 

Kanıt. Kabul edelimki inf J(x) = a olsun. Eğer a = -oo ise VN >O 
xEA 

için ::l.'rN E A vardır öyle ki f(x.v) < -N olur. O zaman - f(xN) > N olur. 

Buradan sup-f(x) = +oo. Yani 
xEA 

inf J(x) =- sup-J(x) = -oo 
xEA .:rEA 

olur. Eğer inf f(x) = a ve a > -oo ise o zaman Vx E A için f(x) 2:: a, 
xEA 

Ve > O için 3xe E A vardır öyle ki j(.1:E) < a +E olur. Buradan Vx E A için 

- f(x) < -a ve VE> O için 3xE E A vardır öyle ki - f(xE) < -a- c olur. Bu 

ise sup- f(x) = -a anlamına gelir. O zamana=- sup- f(x) olur. Böylece 
xEA xEA 

inf f(x) = - sup- f(x) olur. 
xEA .:rEA 

ÖNERl\IE 1.1.10. J(-) :Rm -+JR fonksiyonu x0 E Rm noktasında 

üstten yarı sürekli (alttan yarı sürekli) olsun. O zaman - f(x) : JR.m ~ JR 

fonksiyonu x0 noktasında alttan yarı sürekli (üstten yarı sürekli) olur. 

TEOREl\1 1.1.2. f(-): Rm~ R 71 fonksiyonu için 

Graphf(·) = {(x,y) E JR.m X 1R71
: y = f(x)} 

kapalı ve U f(x) sınırlı küme ise f(-) : JRm ~ IR.71 sürekli fonksiyon olur. 
.:rER'n 

Kanıt. Vx* E Rm için k ~ oo iken Vxk ~ x. olan dizisini alahm. Bu 

durumda (.1:k,j(.1:k)) E Graphf(-) olur. Dolayısıyla Vk = ı, 2 ... için j(x1:;) E 

U .f (x) dir. U f (x) sınırlı küme olduğundan {.f (x1;)} ~ı dizisinin yakınsak 
xeRm xe:Rm 
bir {! (xki)}:1 alt dizisi vardır. Kabul edelim ki i ~ oo iken f(xk;) ~ y. 

olsun. O zaman Vi = ı, 2... için (xk., f(.r,k.)) E Gmph .f(·) olur ve i ~ oo 

iken (xk., f(xkJ) ~ (x., y*) olur. Graph.f(-) kapalı olduğundan (x., y,.) E· 

Graphf(·) 'dir. /(·)tek değerli fonksiyon olduğu için y .. = .f(.'r .. ) dn. Yani; i~ 

oo iken (xk,, f(xkJ) -+ (x~, f(x.)) olur. O halde { (:r:k,f(:ck))} ~ı dizisinin keyfi 

yakınsak {(xk.,f(x1J)}:1 alt dizisi için i~ oo iken (.7:~.-;,.f(:ı:k;)) ~ (:ı: .. ,.f(:ı: .. )) 
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olur. { (:z:k, f(.-rk))} ~ı sınırlı olduğundan k --+ oc iken (.Tk, f(.r.k)) --+ (:ı:., f(x .. )) 

olur. Aksi taktirde J (x~.-;) --+ ::. =/: J(x.) olan en az bir yakınsak alt dizisi 

bulunurdu. Oysa yakınsak her alt dizinin yakınsadığı nokta f (x.) olmalıdır. 

Böylece Xk --+ x. iken f (xk) --+ J (x.) olur. Yani fO fonksiyonu x,. 

nok-tasında süreklidir. x,. noktası keyfi olduğundan J ( ·) fonksiyonu sürekli 

olur. 

UYARI. Eğer U J(x) k-ümesi sınırlı olmazsa, o zaman yukarıdaki 
xER"' 

önerme doğru olmaz. Bunu bir örnekle açıklayalım: 

ÖRNEK 1.1.2. 

f(x) = { 
l;l , X =/: 0 

ı ,x =o 

fonksiyonunu tanımlayalım. 

G1·ap/ıj(·) = { (.ı:,~~~) j X=/: 0} U {(0, 1)} 

kümesi kapalıdır. Fakat U f(x) = (0, oo) kümesi sınırlı değildir. J(-) :IR--+ 
xERm 

IR fonksiyonu .ı; = O noktasında sürekli değildir. 

1.2 Konveks Kümelerin ve Fonksiyonların Bazı Özellikleri 

Bu kesime konveks kümenin tanımını vererek ba§layalım. 

TANIM 1.2.1. ]{C Rn olsun. Eğer Vx, yE]{ ve A E [0, 1] için 

>ıx + (1 - A) y E ]{ 

oluyorsa, ]{ kümesine konveks küme denir. 

Eğer bir küme konveks ise bu kümenin keyfi iki noktası için bu nokta­

ları birle§tiren aralığında bu kümenin alt kümesi olacağı açıktır. 

Keyfi bir A C IR.n kümesi için coA ile bu kümenin kapalı konveks zarfını 

gösteririz. coA kiimesi A kümesini içeren en kiiçiik kapalı konveks kiimedir. 
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F C JR" ve Vx E lR.71 için llF(;z:) kümesini 

ITF(x) ={fE F: lif- xl! = d(x, F)} 

olarak tanımlayalım. 

ÖNERME 1.2.1. F C 1R71 konveks, kapalı küme olsun. Bu durumda 

Vx E Rn için IIF(x) kümesi tek elemanlıdır. 

Kanıt. x EFiçin IIF(x) = {x} olur. Kabul edelim ki x rf. F ve x1 =f 
x2 olan en az bir xı,x2 E IIF(x) var olsun. O zaman llx- x 1 11 = llx- x2ll =d 

ve d> O olur. 

X ı, x2 E F ve F konveks olduğundan 

ı ı 
x = -x + -x E F .. 2 ı 2 2 

olur. O zaman 

llx- :r .. ll = llx- (~;rı+ ~x2)jj = !l~(x- ;rı)+ Hx- x2)!1 

= ~ ll(;r- Xı) + (x- .ı:2)ll 

olur. Buradan 

llx- x .. ll 2 =i ((x- xı) + (x- x2) , (x- x1 ) + (x- x2)) 

olur. 

= i [(.ı; - X], X - Iı) + 2 (.ı; - X], X- X2) + (;-ı; - ;.c2, ;z; - .1:2)] 

=i [llx- xıll 2 + ilx- x2ll 2 + 2 (x- Xı,.ı:- x2)] 

(x- x 1,x- x2) ~ llx- x1 llllx- x211 ifadesinde x-x1 =1 O, x-x2 =1 O 

iken eşitlik durumu .X> O için (x-x 1 ) = .X(x-x2) olduğu zaman söz konusudur. 

Burada llx- Xı ll = llx- x2ll ve x1 =1 x2 olduğu için (;r-.ı:ı) = .X(x-x2) 

olamaz. O zaman 

(x - xı, x - x2) < ll:ı:: - xıllllx - x2ll 

olur. Böylece 

ll 



bulunur. Buradan 

l!x- x .. ll <d 

olur. x,.. E F olduğundan d (x: F) < d 'dir. Bu ise d (x, F) = d olması ile çe­

lişir. Kanıt biter. 

Şimdi de lR11 uzayında verilmiş kümenin support fonksiyonunu tanımla-

yalım. 

TANil\1 1.2.2. F C Rn kümesi ve p E Rn için F kümesinin c (F, ·) : 

.1R11 -+ JR support fonksiyonu 

c(F,p) = sup (x,p) 
xEF 

olarak tanımlanır. 

A~ağıda support fonksiyonun bazı özellikleri verilmiştir. 

1. c(F, ·):.:.:tn -+JR fonksiyonu homogen fonksiyondur. Yani, 'V)..;::: O 

ve Vp E 1R11 için c(F, >..p) = >..c(Fp) dir. 

2. c(F, ·) : JRn -+ JR yarı toplamsaldır. Yani, 'Vp1,p2 E JR.n ıçın 

c(F,pı + P2) :::; c(F,pı) + c(F,pı) dir. 

Üstten (alttan) yarı sürekli küme değerli dönüşümlerin support fonksi­

yonunun üstten (alttan) yarı süreklilik ile ilişkisine bakalım. 

ÖNERf\.fE 1.2.2. F : Rm ~ JR.n kompakt konveks değerli küme 

değerli dönüşümü x0 noktasında üstten yarı sürekli (alttan yarı sürekli ) dirÇ? 

'Vp E JR.n için c(F(x),p) support fonksiyonu 

Jim supc(F(x),p):::; c(F(xo):P) 
x-+:r.o 

(1.2.1) 

(J~n;o inf c(F(.x),p) ;::: c(F(x0 ),p)) (1.2.2) 

koşulunu sağlar. 
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Eğer F: Rm..,.... R" kompakt değerli küme değerli dönii~üm ve c(F(.ı:):p) 

support fonkiyonu (2.1) ((2.2)) ko§uhınu sağlarsa coF(x) üstten yarı sürekli 

(alttan yarı sürekli) olur. 

Eğer Vx E Rm için F(x) C JR" konveks ise o zaman F(x) fonksiyonu 

üstten yarı sürekli (alttan yarı sürekli) olur. 

A§ağıda konveks fonksiyonun tanımı verilmi§tir. 

TANil\1 1.2.3. Vx1 E Rm, Vxı E Rm ve Va: E [0, 1] için 

koşulunu sağlayan J(-) :Rm-+ R fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. 

Şimdi vereceğimiz teorem konveks fonksiyonların sürekliliğini karak­

terize eder. 

TEOREl\1 1.2.1. J(-) :Rm -+ lR konwks fonksiyon ise Vx0 E Rm 

için f (-) fonksiyonu süreklidir [32]. 

Konveks fonksiyon diferansiyellenebilir olmayabilir. A~ağıda konveks 

fonksiyonun subdiferansiyelinin tanımı verilmi§tir. 

TANll\1 1.2.4. J(-) :Rm-+ JR konveks fonksiyon ve .ı:0 E Rm olsun. 

8f(xo) ={pE JR" : f(x)- J(xo) 2:: (p, x- xo), Vx E JRm} 

kümesine f (-) fonksiyonunun subd.iferansiyeli denir [32]. 

ÖNERl\1E 1.2.3. J(-): g_m-+ JR konveks fonksiyon olsun. O zaman 

Vx0 E JRm için ôf(x0 ) boş olmayan, konveks, kapalı, sınırlı ki.imedir [32]. 

ÖNERl\1E 1.2.4. f(·) : Rm -+JR konveks ve x0 E ]Rm noktasında 

diferansiyellenebilir ise, o zaman 

ôf(xo) = \lôf(.ro) 

olur. B · d \18f( ) { Of(:ro) EJJ(:ro) {lf(:ro)} 1 · k t 1 d · nıa a .ı:0 = --;;;:-;--. CJ:rı , ••• , fJ:r, oaıa .anm1ı ıı. 
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ÖNERl\1E 1.2.5. J(-) : Rm ---+ R konveks fonksiyon olsun. O 

zaman x---+ 8j(x) :Rm ....,... Rm küme değerli fonksiyonu üstten yarı süreklidir. 

Şimdi marjinal fonksiyonun subdiferansiyeli konusunda aşağıdaki teo-

re mi verelim. 

TEOREl\:l 1.2.2. G c Rk kompakt bir kiime, t.p (·) : Rm x G ---+ JR 

V'x E Rm için t.p(x,·) sürekli, '\IyE G için t.p(·,y) konveks fonksiyon ve f(x) = 
max t.p(x, y) olsun. O zaman Vx0 E Rm için J(-) : Rm ---+ JR fonksiyonunun 
yEG 

subdiferansiyeli vardır ve 

8f(xo) = co{8.p(xo:Y): yE G(xo)} 

olur. Burada G (xo) = {Ya E G : ip (xo, Yo) = m_?x <p (xo, y)} ve 8;p (x0 , y) 
y~cG 

sabitlenmi§ her y E G için x ---+ ç (·: y) fonksiyonunun x0 noktasındaki sub-

diferansiyelidir [16]. 

Bu teoremden a§ağıdaki sonucu çıkartabiliriz. 

SONUÇ 1.2.1. I< C Rn konveks, kompakt küme, pE Rn 

c(J<.",p) =max (p: x) 
:ı EK 

olsun. O zaman 

8c(K:p) = {x. E]{: (p, x.) = c(J(p)} 

olur. 

J(-) :Rm---+ JR konveks fonksiyon olsun. V)..> O için 

[ ı 2] J>. (x) = Ykır,., f(y) + 2).. IIY- xjj (1.2.3) 

olarak tanımlanmı§ J>. (-) :]Rm---+ R fonksiyonuna J(-) fonksiyonunun Moreau­

Yosido yaklaşımı denir. Bu tür tanımlanmı§ J>. (·) fonksiyonu için a§ağldaki 

teoremler doğrudur. 



TEOREl\1 1.2.3. J(-) : Rm --+ JR konwks fonksiyun, .\ > O, 

h.(-) :]Rm--+ JR fonksiyonu J(-) fonksiyonunun ~Ioreau-Yosida yakla~ımı olsun. 

O zaman her bir x E Rm için 

(1.2.4) 

olan tek J>.X vardır. Bu J>..'t için 

(1.2.5) 

ko~ulu sağlanır. Tersine eğer J>.x E ]Rm (1.2.5) e§itsizliğini sağlarsa, o zaman 

J>.X vektörü (1.2.4) e~itliğini sağlayan tek vektördür [5]. 

TEOREl\1 1.2.4. J(-) : Rm --+ IR konveks fonksiyonu, ,\ > O için 

.f>. (-) : Rm --+JR fonksiyonu f(-) fonksiyonunun :\Ioreau-Yosida yakla~ınu, her 

bir x E Rm için J>.X (1.2.4) e§itsizliğini sağlayan vektör olsun. 

O zaman J>. (-) : Rm --+ R. konveks, diferansiyellenebilir fonksiyondur 

olur. Burada Vf (x) = { Df>.(:r). ôf>.(:r) ... ôf>.(:r)}. 
>. 8:rı ' ôxı ' ' ÔXn ' 

.f ( ·) fonksi-

yonunun J>.x noktasındaki subdiferansiyelidir. Ayrıca ,\ --+ oo iken 

J>. (x) --+ f(x), J:..x--+ x 

olur [5]. 

Şimdi değerlerini konveks kapalı kümeden alan fonksiyonun integralini 

karakterize eden bir önerme sunalım. 

ÖNERME 1.2.6. E C Rm ölçülebilir, C C lRn konveks kapalı küme, 

J(-) : E --+ C integrallenebilir bir fonksiyon, JL JRm'de verilmi§ pozitif ölçüm, 

o < IL (E) < +oo olsun. o zaman 

JL tE) J f (w) Jl (dw) E C 
E 
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olur [37). 

Karut. Kabul edelim ki 

a = 
11 
(~) J f (w) JL ( dw) ~ C 

E 

olsun. C konveks, kapalı küme, a ~ C olduğundan 3a > O vardır öyle ki 

B (a,a) n C =0 olur. Burada B (a,a) = {yE Rn: IIY- all:::; a} dir. O 

zaman konwks kesi§meyen kümelerin ayırma teorernine göre 3l E Rn (l ::/=O) 

vektörü vardır öyle ki 

Vy E B (a., a) ve Vz E C için (l, y) :::; (l, z) 

olur. B (a., a) = {a + a · Ç: !!Ç!I:::; 1} ve Vw E E için f (w) E C olduğundan 

Vw E E için max <l. a + a ·E.) :::; <Z, f (w)) 
li{!:sı ' · · ' 

olur. max (l. E.) = !!lll oldug~undan 
wısı · · " · 

Vw E E için (l, a) + a ·lllll:::; (l,f (w)) 

olur. Bu e§Üsizliği E üzerine integraHersek 

((l,a.) +a· iilli) ·p(E) :::; J (l,f(w))p(w) = fz,J f(w)p(dw)) 
E \ E 

= (l,p (E)· a) = p(E) · (l,a.) 

olur. p, (E) > O olduğundan 

(l,a)+a·lllll:::; (l,a) 

ve 

a ·lll ll:::; o 

olur. a > O, !Illi > O olduğundan son e§İtsizlik doğru olmaz. O zaman 

kabulümüz yanlı§tır, yani 

ı J ' p, (E) f. (w) Jl· ( dw) E C 
E 

olur. 

16 

.~ ;· ... 



.. . .. 
2 SUREKLISELEKTORLER 

Bu bölümde alttan Ye üstten yarı sürekli küme değerli dönüşümlerin sürekli 

selektörlerinin Yarlığı araştırılrru~tır. Konveks, kompakt değerli üstten yarı 

sürekli küme değerli dönüşümlerin sürekli seleh.i:örlerinin olmayabileceği, ancak 

konveks değerli üstten yarı sürekli h.iime değerli dönü~ümlerin c-yaklaşık sürekli 

selektörlerinin Yarlığı kanıtlanmıştır. Son kesimde küme değerli dönü~ümlerin 

minimal selektörlerinin süreklilik özelliği ara~tırılmıştır. 

2.1 Alttan Yarı Sürekli DönÜ§Ümlerin Sürekli Selektörleri 

TANil\-1 2.1.1. F: Rm- ~n küme değerli dönüşüm olsun. 

"dx E Rm için f(x) E F(x) 

olan f : Rm ~ Rn fonksiyonuna F ( ·) küme değerli dönüşümünün bir selektörü 

denir. 

Alttan yarı sürekli konYeks değerli dönüşümlerin sürekli selektörlere 

sahip olduğunu ifade eden meşhur \Iichael teorernini kanıtlayac.ağız. Bu teo­

remin :kanıtı için aşağıdaki önermeye ihtiyaç vardır. Önce bu önermede kul­

lanacağımız birimin sürekli parçalanışının tanımını ve onunla ilgili teoremi 

verelim. 

TANil\!1 2.1.2. i = ı, 2, ... , l için Vi C Rn açık kümeler: ]{ C Rn ve 
l 

K C U Vi olsun. i= 1, 2, ... , l için 
i=l' 

l 

"dx E f{ iken L ai(x) =ı , ai(x) 2: O ve su.pport(ai) C Vi 
i=l 

olacak şekilde ai : I<~ JR sürekli fonksiyonları vardır. Burada su.pport(ai) = 

{x E I< : ai(x) =/-O} dir. i= ı, 2, ... ,l için ai(·) sürekli fonksiyonlarınada J( 

kümesinin Vi açık kümelerine göre birimin sürekli parçalanışı denir. 
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TEOREI\1 2.1.1. Eğer I< C lRn kompakt küme ise, o zaman I< 

kümesi için birinlin sürekli bir parç.alanı§ı vardır [ı]. 

ÖNERI\1E 2.1.1. A c am kompakt alt küme, F : A - Rn alttan 

yarı sürekli kapalı konveks değerli h.-üme değerli dönÜ§Üm olsun. O zaman V 

c> O ve x E A için 

olacak şekilde J~ sürekli fonksiyonu vardır. 

Kanıt. F (·) alttan yan sürekli olduğundan, V x E ..4, Y:r E F(x) ve 

N(y:r) = B(yx, E) için 3Ux açık kom§uluğu vardır öyle ki 

V z E Ur için B(yx, c) n F(z) =1 0 

olur. 

A kompakt olduğundan sonlu {Uxi }iEJ ailesi ile A 'yı örtebiliriz. Bu­

rada I= {ı,2, ... r} dır. 

Birimin sürekli parç.alanı§ını teoremine göre u •. dı§inda ai = O ve 

r 

V x E A için L ai(x) =ı 
i=l 

olacak şekilde ai A ~ [0, ı] sürekli fonksiyonlannın {ai} i= ı aUesi vardır. 

Şimdi 

r 

f~(x) := L ai(x)yxi 
i=l 

fonksiyonunu tanımlıyalım. ai fonksiyonları sürekli olduğundan J~ süreklidir. 

J(x) :={i= ı, 2, ... , r: ai(x) >O} 

r 

olsun. x E A için I:ai(x) =ı olduğundan V:r, E A için J(x) =FO olur. 
i=l 

.rı; E A, i E I(x) için ai(x) > O olur. Keyfi x* E A alıp sabitleyelim. 

O zaman Vi E l(x*) için .rı; E Ux: olur. Ayrıca F(·) küme değerli dönüşümü 
• 

alttan yarı süreklidir. Dolayısıyla 

Vi E J(.rı;") için B(yx,., c) n F(:r;*) # 0 

ıs 



olur. Yani Vi E J(x•) için Y:r; E B(F(;r.•),e) olur. B(F(;r.•),E) konwks küme 

Ye Vi f/:. 1 (x) için ai(x) = O olduğundan Y:r; 'nin konveks kombinasyonu da 

buraya ait olmalıdır. Yani 
r 

L ai(x•)Yx; E B(F(x"'), c) 
i=l 

r 

olur. fe (x) = L a,:(x'")Yx~ ve x'" E A. keyfi olduğundan 
i=l • 

fe(x) E B(F(x),e) 

olur. Kanıt biter. Şimdi 'Michael teoremini kanıtlayabiliriz. 

TEOREl\f 2.1.2. (l\fichael Teoreıni) A. C JRm kompakt küme, 

F : A ~ JR.n kapalı konveks değerli alttan yarı sürekli küme değerli dönü~üm 

olsun. O zaman F (·)'in sürekli bir selektörü vardır [2i) [28]. 

Kanıt. Önce. 

{ 

(i) V .ı: E A 

(ii) V x E A 

için d(uk (x), F (x)) < 2-(k+3) 

için !luk (x)- Uk-1 (x) ll < 2-(k+l) 
(2.1.ı) 

koşullarına uyan U~; : A --+ nn ' k = ı, 2, ... sürekli fonksiyonların dizisini 

tümevarımla kuralım. 

· k = ı için E = 1
1
6 alırsak 

ı 
d(u 1(x), F(x)) < ıG 

olacak şekilde bir u1 (x) sürekli fonksiyonu vardır. 

· k için böyle bir fonksiyon kurduğumuzu kabul edelim. k+ ı için bu 

tür fonksiyonu kuralım. Bunun için 

olacak şekilde Fk+ı (·) küme değerli dönüşümünü tammlayalım. 

Fk+l (x) konvekstir ve boştan farklıdır. Ayrıca Fk+l küme değerli 

dönüşümü alttan yarı süreklidir: Gerçekten; pE N için Xp--+ x ve y E Fk+l (x) 

için F (·) alttan yarı sürekli olduğundan Yp --+ y olacak şekilde y1, E F (xp) 

vardır. y E Fk+ı (x) olduğundan y E intB ( Uk (x), 2-(k+3)) olur. O zaman 

IIY- uı;(x)ll = a < 2-(k+3) 
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olur. ~ = 2-(k+3) - n olarak alalım. ~ > O ve p -+ oo olduğunda Xp -+ x , 

Yp-+ y olur. 1h(·): A-+ JR." sürekli fonksiyon olduğu için~> O iken p(~) >O 

sayısı p > p( ~) olduğunda 

olacak şekilde vardır. Ohaldep > p(~) olduğunda 

olur. Yani yP E intB (uk (xp), 2-(k+3>) olur. Aynı zamanda Yp E F(xp) 

olduğundan yP E Fk+ı (.-rp) olur. Yani Fk+I (·) : A..,...... Rn küme değerli dönüşümü 

alttan yarı sürekli olur. 

Şimdi (i)'nin doğruluğunu görmeye çalışalım. FJ:+I (-)alttan yarı sürekli 

olduğundan Önerme 2.1. 1 'e göre sürekli u k+ ı (:r) E B(Fk+I (x), 2-(k+4)) fonksiyo­

nu buhınur. O zaman Vx E A için 

olur. Vx E A için Fk+ 1(.-z:) C F(x) olduğundan 

olduğu görülür. 

Şimdi de ikinci koşulun doğruluğunu görelim. d(uk+ 1 (x),H+ı(x)) < 

2-(k+4
) ve Fk+I (x) = F (x) n intB (uk (x), 2-(k+3>) olduğundan 

d(uk+ı(x), intB (uk (.-ı:) ,2-(k+3>)) < 2-(k+4) 

olur. Buradan 

olur. Böylece ikinci ko§ul sağlanmış olur. 

(2.1.1)'den Vx E A için d(uk(x), F(:c)) < 2-(k+:ı) olmak üzere C(A, R11
) 

uzayında {·uk(x) }~ı fonksiyonlar dizisinin bir Cauchy dizisi olduğu gürüliir. 
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Burada C(A,Rrı)~ A C Rm kompakt. kümesinde verilmiş sürekli fonksiyon­

lar uzayıdır ve.:(·) E C(A,Rrı) . y(·) E C(A,Rrı) için 11.:(·)- y(·)llc(A,R") = 

max llz(x)- y(x)ll~ .. dir. C(A~Rrı) uzayı tam uzay olduğundan uk(·) :A-t 
xeA ~ 

Rm fonksiyonları k -t oo olduğu zaman düzgün olarak sürekli bir u* ( ·) E 

C(A,Rrı) fonksiyonuna yakınsar. O zaman (2.l.l)(i) eşitsizliğinden ve F(x) 

kümesinin kapalı olmasından dolayı Vx E A için u,.(x) E F(:r) olur. O zaman 

u,.(·): A-t Rn fonksiyonu F(·): A.- Rm küme değerli dönüşümünün sürekli 

selektörü olur. Böylece teoremin kanıtı tamamlanır. 

SONUÇ 2.1.1. A C Rm kompakt küme, F: A-Rn kapalı konveks 

değerli alttan yarı sürekli küme değerli dönüşüm, K CA ve <p (·):K -t Rn 

Vx E I< için ıp(:ı:) E F(.'C) 

olan sürekli se le h-tör olsun. O zaman <p ( ·): F (·)'in A kümesinde tanı ml anmış 

sürekli bir selektörüne genişletile bilir. Yani F ( ·) küme değerli dönüşümü A 

kümesinde 

Vx E K için ıp(x) = f(x) 

ile tanımlı sürekli bir f ( ·) sürekli selektörüne sahiptir. 

Özel olarak bu V.~ E A 7 y E F(;r) için f(.'t) = y olmak üzere F (·) 

küme değerli dönüşümünün sürekli bir f (-) selektörünün varlığını gösterir. 

Kanıt. Önce ]{ C A kümesinin kompakt olduğunu varsayalım ve 

G(x) = { F(x) x E A \K 

{i,o(x)} x E K 

küme değerli dönüşümünü tanımlayalım. G(·) : A- JR.n küme değerli dönüşü­

münün alttan yarı sürekli olduğunu gösterelim. V.'C,. E A, y .. E G(x .. ) ve 

m -t oo iken Xm -t x,. olan diziyi alalım. 

Burada {xm}~=l dizisi için üç durum söz konusudur: 

i} 3Af >O var öyle ki Vm > Af için Xm E ]{ 

ii) 3!ıf > O var öyle ki Vm > Af için Xm E ;1 \ I< 
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iii) V Jı1 >O için Xm1 E K ve Xm2 E .4 \}\..olan 3mı > M, 3mı > M 

vardır. 

Birinci dmumda Vm > ı\1 için Xm E K, K C Rn kompakt küme, 

m ---t oo iken Xm ---t x .. olduğu için x,. E ]( olur. O zaman Vnı > lı1 için 

G(xm) = { <p(xm)} ve G(x,.) = { .;(x,.)} olduğundan y,. = <p(x,.) olur. m ---t oo 

iken <p(xm) ---t ıp(x.) = y. olduğu için ıp(xm) E G(xm) olmak üzere m ---t oo 

iken <p(x~) ---t <p(x,.) = y,. dizi olur. 

İkinci durumda Vm > lı! için G(xm) = F(.Tm) olur. Çünkü 'dm > Af 

için Xm E A \K dir. G(x,.) C F(x,.) olduğu için y,. E F(x,.) olur. O zaman 

F(·) küme değerli dönÜ§ÜmÜ alttan yarı sürekli olduğu için Ym ---t y,. olacak 

~ekilde 3ym E F(xm) = G(xm) dizisi vardır. 

Üçüncü durumda K kompakt kiirrıe, 'dJH >O için m> M olmak üzere 

Xm E K bulunduğundan ve Xm --. x, olduğundan x. E K olduğunu anlarız. 

O zaman G(.T,.) = {.p(;r.,)} ve Y~ = ıp(x .. ) olur. Nı ={m E N: .Tm E A \I<} 

kümesini tanımlayalım. O zaman {.ri}iE~ı dizisi için i---t oo iken ;r.i --. .T., olur. 

i E Nı olduğunda G(xi) = F(xi)· x --t F(.T) küme değerli dönÜ§Üm alttan yarı 

sürekli ve y,. = ıp(x .. ) E F(x,.) olduğu için i --. oo iken Yi ---t y,. = ıp(x,.) olan 

3yi E F(xi) dizisi vardır. Şimdi m = ı, 2 ... için 

tanımlayalım. O zaman Zm E G(xm)ı 'dm = ı, 2 ... için m ---t oo iken Zm ---t 

<p (x,.) = G (x.,) olur. Dolayısıyla x --t G(x) küme değerli dönü§ümÜ 'dx., E A 

noktasında alttan yarı sürekli olur. 

Eğer K C A kümesi kompakt değil ise, o zaman K .. = cl K kümesi 

kompakt olur. 'dx E K .. \ K için <p., (x) = lim <p(y) tanırnlayalım. K., 
y ..... x,yEK 

kümesi kompakt olduğu için <p,.(·) : K .. ---t R_n ( 'dx E ]{ için <p., (x) = <p(x)) 

sürekli fonksiyonunun A kümesi üzerine genişletilmişi vardır. Yani, öyle bir 

1/J(-) : A ---t JRn sürekli fonksiyonu vardır öyle ki, 'dx E K. için 1/J(.ı;) = <p.,(x) 

olur. Vx E }{ için <p.,(x) = ıp(x) olduğundan 'd.ı; E K için 'lj;(x) = <p(x) olur. 

Kanıt biter. 
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2.2 Üstten Yarı Sürekli DönÜ§Üınlerin Selektörleri 

Ustten yarı sürekli küme değerli dönÜ§Ümler kapalı Ye konYeks değerli 

olduğunda genellikle sürekli selektörlere sahip değildir. A§ağıdaki örnek bu 

konuyu açıklamaktadır: 

ÖRNEK 2.2.1. 'Vx ER için 

F(x) = 

{-1} ,x<O 

[-1,1] ,x=O 

{1} ,x>O-

olacak şekilde tanımlanan F(·) : R -v-+ R küme değerli dönüşümü üstten yarı 

süreklidir fakat alttan yan sürekli değildir. F (·)'in R'de tanımlı herhangi bir 

sürekli f ( ·) selektörü bulunamaz. 

listten yarı sürekli dönü~ümlerin sürekli selektörleri her zaman bu­

lunamıyabilir; bunun için üstten yan sürekli dönüşümlerin sürekli yaklaşık 

selektörlerinin Yarlığını inc.eleyeceğiz. 

TANIT\1 2.2.1. F : Rm -v-+ Rn küme değerli dönüşüm olsun. f : 

R_m ~ JRn fonksiyonu \"erilsin. J(·)'in grafiği F(·) küme değerli dönüşümünün 

grafiğinin c komşuluğunda ise, yani 

c> O için Graphf(-) C B(GraphF(·),c) 

ise f (·)'e F (·)'in c yaklaşık selektörü denir. 

Şimdi üstten yarı sürekli dönüşümlerin sürekli yaklaşık selektörlerinin 

varlığını gösteren Cellina teoremini ifade edelim. 

TEORE:f\:1 2.2.1. A C Rm kompakt alt küme, F: A-v-+ Rn üstten 

yarı sürekli, konveks değerli küme değerli dönii§Üm olsun. 

O zaman V c> O için 

GTaphfE (·)·c B (Graph F (·),c) 

ve 'V .7: E A için fE (x) E co ( U F(.7:)) olan 3 fE A ~ JRn Lipschitz 
xEA+EB 

fonksiyonu vardır [9) [10]. 
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Kamt. ~ > O olsun. F (·) iistten yarı sürekli olduğundan V :r. E A 

iç.in :30 < 8e < 2~ vardır öyle ki 

Vy E B (x,8x) için F(y) c F(x) +~B 

olur. { intB (x, ~)} .re.4 yuvadannın ailesi A'yı örter. A kompakt olduğundan 

I = {ı, 2, ... , k} sonlu kümesi vardır öyle ki { intB ( xi, ~) }iei sonlu ailesi de 

A'yı örter. 

8i = 8:ri 

diyelim. Birimin Lipschitz parç.alaru§ına göre Vi E I için intB (.ri,~) dı§ında 
ai(x) = O ve V x E A için L ai(x) = ı olacak şekilde ai : A - [0, ı] Lipschitz 

i El 
fonksiyonlarının bir ailesi vardır. 

Vi E I için Yi E F ( int.B (.ri,~)) alalım ,.e 

fe (.r) = L ai (x) Yi 
i El 

olacak şekilde fe : A - IR.rı fonksiyonunu tanımlayalım. ai(·) : A - JR. fonksi­

yonları Lipschitz olduğundan f, (·) Lipschitz olur. Ayrıca Yi E F (in tB (xi, ~)) 

ve A C U intB (xi, ~) ve Yi'lerin konveks kombinasyonu fe(.r) olduğlından 
i El 

Vx E A için .f, (x) E coF (A + ~2- B) olur. Burada 8,. = ma
1
x8i , F(E) = 

ı E 

U F(x) dir. Vx E A için O < O.r < 2.s olduğundan 8* < 2~ olur. O zaman 
xEE 

f, (x) E coF (A +.sB). yani .f, (x) E co U F (x) olur. 
:rEA+eB 

Acaba fe(·) istenilen yakla§ım mıdır? Yani, Ve: > O iç.in 

Graphfe (·)C B (GraphF(·) ,c:) 

olur mu? Bunun için x E A seçelim. 

I(x) :={i E I: ai(x) =f. O} 

indeks ailesini tanırnlayalım. 

V i E I(x) için ai(x) =f. O ve sıtpportai C int.B(xi,~) olduğundan 

Vi E I (x) için x E irıtB (xi, ~)olur. Burada support ai= {x E A: ai (x) =f. O} 

dir. O zaman Vi, j E I (x) için 
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olur. k E 1 (:ı: )'i f:k = max {ıi olacak §ekilde alalım.O zaman son e§itsizlikten 
iEJ(:r) 

Vi E I (x) için d(xi, :ı: k) ~ d(xi, x) + d(.ı:, xk) 

<~+~<& 
4 4 2 

olur. Böylece Vi E I (:ı:) için xi E B (xk, ~) olur. O halde Vi E I (x) için 

B (xi, ~) C B (xk, 8k) dır. O zaman Vi E I (.ı:) için 

olur. Vy E B (x, O:r) için F(y) C F(x) + ~B olduğundan Vi E I (x) için 

F (B ( xi,;)) c F (B(xk,ok) C F(;:ck) +~B 

olacaktır. Vi E I(x) için Yi E F(B(:ri,~)) olduğundan Vi E I(:r) için Yi E 

F(xk) +~B olur. 

f(x) = 2:ai(x)yi = L ai(x)yi : 2:ai(x) - L ai(.ı:) - 1 ve 
iEl iEJ(;r) iEI iEJ(;r) 

F(.ı:k) +~B konwks küme olduğundan 

1:' 

Jı:(x) E F(xk) +~B 

olur. 

Şimdi 

olacak §ekildeki Zk E F(xk) alalım. O zaman (:r~:,zk) E GraphF(·) olur. 

Buradan x E A için O < Ox < 2~ olduğundan bı. = Oxk < ~ olur ve 

olur. Böylece Graphfı: (·) C B (GraphF(-) ,c:) olur. Çünkü (x,.fı:(x)) E 

G1·aph.fe (·)için (x, fe (.ı:)) E B (Graph F (-),c:) olan 3 (xk, Zk) E GTaphF (-) 

vardır . . ı: E A keyfi olduğundan kanıt biter. 
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2.3 Minimal Selektörler 

F: ]Rm - R" h.iime değerli dönü§üm olsun. 

m(F(x)) := {u E F(x): llull = inf IIYII } 
yEF(x) 

(2.3.1) 

olarak minimal dönÜ§ÜmÜ tanımlayalım. 

Eğer V'x E Rm için F(x) kapalı ve konveks bir küme ise o zaman 

Önerme 1.2.ı 'e göre minimal dönü§üm tek değerlidir ve bu durum minimal 

selekt.ör olarak isimlendirilir. 

Doğal olarak ortaya çıkan soru ":\Iinimal selektörün süreklilik özelliği 

var nudır?" sorusudur. 

A§ağıda F (·)sürekli ve kompakt konveks değerli ise minimal selektörün 

sürekli olduğunu kanıtlayacağız. 

Kompakt ve konwks değerler aldığında F (·)'in üstten yan sürekliliği 

( veya alttan yarı sürekliliği ) a§ağıdaki örnekte görüldüğü gibi minimal se­

lektörün sürekli ği için yeterli değildir. 

ÖRNEK 2.3.1. V'x E?. için 

F(x) := 
{ 

{2} 

[ı, 2] 

x=fO 

;ı;= o 

olmak üzere F (-) : R - R küme değerli dönÜ§Ümi.inü dÜ§Ünelim. F (·) 

dönÜ§ÜmÜ konveks kompakt değerli üstten yan süreklidir. O zaman 

m(F(x)) = { {2} ,x #O 
{ı} ,x=O 

olur. Açıkca görüldüğü gibi m ( F ( x)) sıfırcia sürekli değildir. 

ÖRNEK 2.3.2. V'.'r E R için 

{ 
[0, ı] 

F(:c):= {1} 
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olmak üzere F ( ·) : R ._.... R h-time değerli dönii~iimiinii dii~ünelim. F ( ·) 

dönÜ§ÜmÜ kompakt konveks değerli ve alttan yarı süreklidir. Fakat F (·) 'in 

minimal selektörü 

{ 

{1} 
m(F(x)) = 

{O} 
,x =o 
,x #o 

sıfırcia sürekli değildir. 

Biz, F ( ·) küme değerli dönÜ§Ümünün sürekli minimal selektörlerinin 

varlığını ara§tıracağız. Önce uzaklık ve norm fonksiyonlarının süreklilik özellik­

lerini inceleyelim. 

ÖNERl\IE 2.3.1. F: Rm ._.... IR.n küme değerli dönÜ§Üm ve 

IIF(.r)ll = sup IIYII 
yEF(:r) 

olsun. Ozaman 

I. F (·)alttan yarı sürekli (üstten yarı sürekli ) ise x ~ d(O, F(x)) 

fonksiyonu üstten yarı sürekli (alttan yarı sürekli ) olur. 

2. F (-)küme değerli dönÜ§ÜmÜ alttan yarı sürekli (üstten yan sürekli 

) ve V.r, E JR.m için F(x) sınırlı ise~ o zaman x ~ IIF(x)ll fonksiyonu alttan yarı 

sürekli ( üstten yarı sürekli ) olur. 

3. F(·) sürekli ise d(O,F(·)) sürekli ve ek olarak Vx E JR.m için F(x) 

sınırlı ise IIF(·)II sürekli olur. 

4. F (·) c-Upschitz ise d(O, F(·)) c-Lipschitz , ek olarak Vx E JR.m 

iç.in F (x) sınırlı ise IIF(·)II c-Lipschitz olur (c-Lipschitz c-sabiti ile Lipschitz 

anlamında kullanılmı§tır). 

Karut. 1. x ~ d(O, F(x)) fonksiyonunun alttan ve üstten yarı 

sürekliliğini inceleyelim. Kabul edelim ki F(·) : JR.m ._.... JR.n küme değerli 
,• 

dönÜ§ÜmÜ alttan yan sürekli olsun. O zaman Önerme 1.1.9'a göre d(O, F(x)) = 

inf IIJII =- sup -ll.fll olur. -11·11: JR.n ~JR sınırlı fonksiyon, F(·) alttan 
/EF(x) /EF(x) 

yarı sürekli küme değerli döni.i§üm olduğu için x ~ sup - ll.fJI fonksiyonu 
JEF(:r) 
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Teorem l.l.l'e göre alttan yarı sürekli olıır. O zaman Önerme 1.1.9'a göre 

d(O,F(x)) =- sup -11!11 fonksiyonu üstten yarı sürekli olur. 
/EF(:r) 

Kabul edelim ki F(·) :Rm -v-+ IR" küme değerli dönü§ümÜ üstten yarı 

sürekli olsun. x E Rm alalım Ye sabitleyelim. F (-) küme değerli dönüşümü 

üstten yarı sürekli olduğu için x noktasının 3.,~ kom§uluğu Yardır öyle ki 

Vx E~ için 

F(x) c F(x) +eB 

olur. O zaman Vx E Ne için 

d(O, F(x)) = inf lif ll 
/EF(:r) 

2:: inf III+ ~bil 
/EF(x).bEB 

2:: inf [11!11- ~ llbll] 
/EF(:t),bEB 

= inf lif ll+ inf-~ llbll 
/EF(:t) bEB 

= d(O, F(x))- sup ~ll bil 
bE B 

= d(O, F(x))- ~ 

olur. Yani, v~ > o için X noktasının 3.N'e komşuluğu vardır öyle ki Vx E Ne 

ıçın 

d(O, F(x)) 2:: d(O, F(x))- c 

olur. Buradan 

li!T! inf d(O, F(x)) 2:: d(O, F(x)) 
X->X 

olur. Bu ise x -t d(O, F(x)) fonksiyonunun x E Rm noktasında alttan yarı 

sürekli olması anlamına gelir. x E Rm keyfi olduğundan x -t d(O, F(:ı;)) 

fonksiyonu alttan yarı sürekli olur. 

2. IIF(x)ll = sup IIJIL 11.·11 : IR.n -t IR sürekli fonksiyon olduğu 
/EF(x) 

için Teorem 1. 1.1 'e göre F( ·) küme değerli dönÜ§Ümiinü alttan yarı sürekli 

olduğunda :r. -t IIF(x)IJ : Rm -. IR" fonksiyonıınıın alttan yarı sürekliliği 
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anlaşılır. Eğer F(·) küme değerli dönüşümü üstten yarı sürekli ve V.r, E !Rm 

için F(x) sınırlı 1.-üme ise o zaman Teorem l.l.l'den .r. ---t IIF(x)ll: Rm ---t Rrı 

fonksiyonu üstten yarı süreklidir. 

3. Eğer F(·) küme değerli dönüşümü sürekli ise, o zaman aynı za­

manda alttan ve üstten yarı süreklidir. O zaman (l)'e göre x ---t d(O, F(x)) 

fonksiyonu hem alttan hemde üstten yarı sürekli olur. Yani x ---t d(O, F(x)) 

fonksiyonu sürekli olur. 

Eğer F(-) küme değerli dönüşümü sürekli ve Vx E Rm için F(x) sınırlı 

ise, o zaman (2)'ye göre x ---t IIF(x)ll fonksiyonu hem alttan yarı sürekli hemde 

üstten yarı sürekli olur. Yani x ---t IIF(x) ll fonksiyonu sürekli olur. 

4. Eğer F(·): Rm--+ lR.11 küme değerli dönÜ§ÜmÜ c-sabiti ile Lipschitz 

ko§ulunu sağlarsa. o zaman Vx 1 E Rm , Vx2 E Rm için 

max{ sup d(J,F(x2 )), sup d(ı.p,F(xı))}:::; cl!.r.ı-x211 
JEF(:rı) .,:EF(x2) 

olur. Buradan 

(2.3.2) 

(2.3.3) 

olur. Şimdi d(O, F(x2) )-d(O, F(x1)) farkına bakalım. Kabul edelim ki d(O, F(x1)) = 

a 2: O; yani inf llfll = a olsun. O zaman Ve > O için ~fe E F(xı) vardır 
JEF(xı) 

öyle ki 

olur. a =d (0, F (x1)) olduğundan 

d( O, F(xı)) > life ll -E 

olur . .fe E F(.r,1) olduğu için (2.3.2)'den 
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olur. O zaman~ >O için 39e E F(:r.ı) vardır öyle ki 

life- Ye ll <C llxı- xıll +E 

olur. 'Pe E F(xı) olduğundan 

olur. (2.3.4), (2.3.5) ve (2.3.6) ~itsizliklerinden 

d(O, F(xı))- d(O, F(xı)) $ ll9ell - llleli +E 

$ ll<t>e - le ll +E 

<c llxı- .rı ll+ 2.s 

olur. Benzer §ekilde 

d(O, F(x1 ))- d(O, F(:rı)) <c llxı- xı ll+ 2€ 

olur. (2.3.7) ve (2.3.8) eşitsizliklerinden 

!d(O, F(xı))- d(O, F(xı))l <c llxı- Xı ll+ 2.s 

bulunur. E > O keyfi olduğundan 

Jd(O, F(xı)) - d(O, F(xı)) 1 $ c llxı - xıll 

(2.3.5) 

(2.3.6) 

(2.3.7) 

(2.3.8) 

olur. Bu ise x --+ d(O, F(x)) : R.n --+ JR fonksiyonunun c-sabiti ile Lipschitz 

olması anlamına gelir. 

Şimdi kabul edelim ki F(·) : JRm - JRn küme değerli dönüşümü c­

sabiti ile Upschitz koşulunu sağlayan ve Vx E JRm için F(x) C JRn sınırlı küme 

olan bir dönüşüm olsun. O zaman x--+ IIF(x)ll : JRm --+JR fonksiyonunun da 

c-sabit.i ile Lipschitz koşulunu sağladığını gösterelim. 

Vxı E JRm, 'ixı E JRm için IIF(x2)11-IIF(xı)ll farkına bakalım. Vx E JRm 

için F(x) sınırlı küme olduğundan ll F(xı) ll < +oo ve ll F(.r1 ) ll < +oo olur. 

Kabul edelim ki IIF(x2) ll = a olsun. O zamana< +oo olur ve sup II'PII = a 
.,oEF(:r2) 

olur. Buradan VE >O için 3ı.pe E F(x2) vardır öyle ki II'PJ > a- E dur. Yani, 
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n < II<P~ ll +e olur. n = IIF(.r.2)11 olduğıından V~ > O için 3ıp~ E F(x2) vardır 

öyle ki 

IIF(ı-2)11 < II<P~II +c (2.3.9) 

olur. F(·) küme değerli dönüşümü c-sabiti ile Lipschitz olduğundan (2.3.2) ve 

(2.3.3) eşitsizliklerini sağlar. O zaman ı.p~ E F(x2 ) olduğundan (2.3.3)'den 

yanı 

inf II'Pı:- !ll~ c llxı- x2ll 
!EF(:rı) 

olur. O zaman € > O için 3f~ E F(.r1 ) vardır öyle ki 

II'P~- !ı:!l <c llxı- x2ll +E 

olur. !ı: E F(xı) olduğundan IIJ.il :'S IIF(xı)ll ve 

olur. O zaman (2.3.9), (2.3.10), (2.3.11) eşitsizliklerinden 

bulunur. Yani 

IIF(x2)11- IIF(.rı)ll < llı.pJ +c- ll!ı:ll 

~ II<P~- !~ll+ c 

<c llxı - x2!1 + 2c 

IIF(x2)!l -IIF(xı)ll <c llx2- xıll + 2c 

olur. Benzer şekilde 

IIF(xı)ll- IIF(x2)ll <c llxı- x2ll + 2c 

olur. (2.3.12) ve (2.3.13) eşitsizliklerinden Ve> O için 

IIIF(xı)II-IIF(xı)lll <c ll:rı- x2ll + 2c 

:n 

(2.3. 10) 

(2.3. ll) 

(2.3.12) 

(2.3.13) 

(2.3.14) 

.. , . ''·,·· 



bulunur. e >O keyfi olduğundan (2.3.1-t)'den dolayı 

olur. Buisex -t IIF(x) ll :]Rm-tR fonksiyonunun c-sabiti ile Lipschit.z olması 

demektir. Böylece kanıt t.amamlanrm§ olur. 

Şimdi minimal selektörün sürekliliğini gösteren teoremi ifade edelim. 

TEOREl\1 2.3.1. F : Rm ~ JRn grafiği kapalı alttan yarı sürekli 

küme değerli dönüşüm olsun. O zaman m(F(·)) : JRm ~ JRn küme değerli 

dönÜ§Ümünün grafiği kapalıdır. 

Ek olarak eğer Vx E JRm için F(x) konwks küme, U m(F(x)) sınırlı 
xERm 

kiime ise, minimal selektör süreklidir [.ı]. 

Kanıt. F (·) küme değerli dönüşümünün grafiği kapalı olduğundan 

V.ı: E JRm için F (.ı:) kapalı olur. '\'x E JRm için F (.ı:) kapalı olduğundan Vx E JRm 

için m(F(x)) ~0 dur. Vx E Rm için m(F(x)) ~0 olduğu için Vx E Rm için 

jjm(F(x))jj = d(O, F(x)) olur. F (·) alttan yarı sürekli olduğundan Önerme 

2.3.l'e göre .ı: -t d(O,F(x)) = ilm(F(x))l! dönÜ§ÜmÜ üstten yarı süreklidir. 

Bunun sonucunda 

x ....-; B(O, l!m(F(x))!l) 

küme değerli dönüşi.imünün grafiği kapalıdır. Gerçekten, k= 1, 2 .. için (xk,Yk) E 

Graph (B(O, llm(F(·))I!)) alalım öyle ki k -t oo iken (.ı:k, Yk) -t (.ı:*, y*) olsun. 

(x*, y*) E Graph (B(O, llm(F(· ))ll)) olduğunu gösterelim. 

Vk = 1,2 ... için (xk,Yk) E Graph(B(O, l!m(F(·))II)) olduğundan 

(2.3.15) 

olur. .ı: -t llm(F(xk))ll fonksiyonu üstten yarı sürekli olduğundan 

lim sup !lm(F(xk))ll ~ llm(F(x*))!l 
:r._....:r.. 



olur. k -t oo iken .Tk -t .ı: .. , Yk_. y. olduğundan (2.3.15)'e göre 

IIY·II = lim IIYkll:::; lim supjjm(F(;z:k))ll:::; lim supllm(F(x))!l:::; llm(F(x .. ))ll 
k-oo k-oo :r.-:r, 

ve y .. E B(O, llm(F(x,.))ll) olur. O halde 

(x .. , y .. ) E GraphB(O, llm(F(·))II) 

olur. Yani Graph ( B(O, llm(F(·))II)) kapalı h.iimedir. Graph (F (·))'nin kapalı 

küme olduğunu biliyoruz. Bu durumda 

Cra ph F(·) n B(O, llm(F(· ))ll) =Cra ph F(·) n G1·aph B(O, llm(F(· ))ll) 

olduğundan 

x......, F(x) n B(O, llm(F(x))ll) 

dönü~ümünün grafiği kapalıdır. 

m(F(x)) = F(x) n B(O, llm(F(x))li) 

olduğundan Graph m(F(x)) kapalıdır. 

F(·) küme değerli dönü~ümü kapalı, konveks değerli olduğu zaman 

Önerme 1.2.l'e göre m(F(x)) kümesi tek değerlidir. Yani m(F(x)): Rm -t Rn 

tek değerli fonksiyondur. U m(F(x)) sınırlı, Graph (m(F(·)) kapalı olduğu 
:rEJ.:i:m 

için Teorem 1.1.2'ye göre m(F(·)): lRm -t lRn fonksiyonu sürekli olur. 

Bu teoremden kapalı, konveks değerli küme değerli sürekli dönü~ümlerin 

minimal selektörünün sürekli olduğu elde edilir. 

SONUÇ 2.3.1. F (-) :Rm......; lR.n kapalı konveks değerli, sürekli küme 

değerli dönÜ§Üm olsun. Yani Vx E lRm için F(x) C lR.n kapalı, konveks küme, 

x -t F(x) küme değerli dönü§ümÜ sürekli olsun. O zaman minimal selektör 

süreklidir. 

Karut. F'(·): lRm......, JRn küme değerli dönÜ§Ümü sürekli olduğundan 

Önerme 2.3.1 'e göre x -t d (0, F (x)) fonksiyonu süreklidir. Keyfi .~ E lRm 

seçip sabit.leyelim. O zaman Vx E ]Rm için llm(F'(x))!l = d(O,F(:ı:)), .ı: -t 
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d (0, F (x)) sürekli fonksiyon olduğundan t > O için fı > O vardır öyle ki Vy E 

B (.x, o) iç.in 

O~ lim (F (y))ll ~ lim (F (x))ll +e 

dur. Buradan ise {llm(F(y))II} 11EB(z,c5) kümesinin sınırlı olması elde edilir. 

Burada 

dır. Buradan ise {m (F (y))} yEB(x,c5) kümesinin sınırlı olu§U elde edilir. O 

zaman Teorem 2.3.l'e göre x-+ m(F(x)) dönü§ümii x noktasında süreklidir. 

x E Rm keyfi olduğu için sonuç kamtlanmı§ olur. 



. . . . .. 
3 LIPSCHITZ TIPI SELEKTORLER 

3.1 Konveks Kompakt Kümelerin Steiner Noktaları 

Küme değerli dönü§ümlerin Lipschit.z selektörlerini kurmak Ye Caratheo­

dory küme değerli dönü§ümleri parametrelendirrnek için yeterince düzgün bir 

metotla I< C 1R11 kompakt konveks kümesinin bir s( I<) E I< noktasının seçimine 

ihtiyaç duyanz. Bu kesime I< kompakt konveks kümesi için bu tür seçimlerin 

i§lemi ile ba§lıyoruz. 

I< C 1R11 bo§tan farklı konveks kompakt alt küme için Steiner noktasını 

(bazen cunıature cent o id olarak ta isimlendirilir) Sn (K) ile gösterip 

{ 

sı(I<) = c(K;+I) _ c(K;-1) 

sn(K) = nj_
1 

p · c(I<,p)w(dp) 

, n= ı 

olarak tanımlayacağız [2ı]. Burada ı;n- 1 Rn 'de birim kürenin yüzeyini 

gösterir, c(I<, ·) /{'nin support fonksiyonudur ve w w(:Bn- 1) = ı ko§ulunu 

sağlayan Lebesgue ölçürnle orantılı olarak ı;n- 1 'de ölçümdür. 

c(I<,p) = c(-K,-p) olduğundan sn(!<)= -sn(-I<) olur. Aynı za­

manda support fonksiyonu K'ya göre toplamsal olduğundan Sn (I{) dönüşümü 

doğrusaldır; yani 

dir. 

V K, L C Rn kom·eks, kompakt. ve ..\, J1 E JR için 

Sn(..\J< + Jl.L) = ASn(I<) + JlSn(L) 

Aynı zamanda I<= -I< yani]{ simetrik ise sn(K) =O olduğu açıktır. 

Aşağıda sn(I<) E /{ olduğunu ve onun Hausdorff uzaklığa göre Lip­

schitz olduğunu göreceğiz. 

Başka bir alternatif olarak, Steiner noktası J{ kompakt. konveks küme­

sinin support fonksiyonunun subdiyeransiyeli kullanılarak tanımlanabilir. Eğer 

/{C lRn konveks, kompakt küme ise bu kümenin c(K,p) =max (x,p) support 
xEK 

fonksiyonunun subdiferansiyeli 

fJc(K,p) = {x E I<: (p,x) = c(K,p)} 
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olur. 

m(8c (I<,p)) olarak minimal normlu 8c (K,p) 'nin elemanlarını yani 

m (8c (I<,p)) = {u E 8c (I<,p): llııll = min llvll} 
ı·E8c(K,p) 

yi göstereceğiz. 

c (K,·) fonksiyonu sürekli olduğundan Teorem O. 1.3'e göre 8c (K,·) 

subdiferansiyeli ölçülebilirdir. 

m(8c (K,p)) 8c (K,p) üzerinde O 'ın izdü§ümÜ ve 8c (K,p) konveks 

kompakt küme olduğundan m( 8c (K, p)) tek değerli dönü§ümÜ de ölçülebilirdir 

(Sonuç O.ı.ı). Bu yüzden a§ağıda ifade edilen teorem anlamlıdır. 

TEOREI\1 3.1.1. K, Rn 'nin bo§tan farklı konveks kompakt alt 

kümelerinin bir ailesi olsun. O zaman 

Vf{ E K için sn(!<)= Vol~Bn) Jm(ôc(K,p))dp 
B n 

dir. Burada Vol(Bn). Bn C JR.n olan n-boyutlu birim kürenin ölçümüdür. 

Sonuç olarak V/{ E K için Sn(!<) E K olur. Ayrıca 

VK, LE K için Jlsrı(I<)- srı(L)JI:::; n· cı:(!<, L) 

dir. Yani Sn(-) :K-+ JR.n dönü§ümÜ n sabiti ile Lipschitzdir [34). 

Kanıt. Key-fi K C JRn alalım. 

· n = ı olduğu zaman K C JR konveks, kompakt kümedir ve tanıma 

göre 

ı ı 
s1(K) = 2c(K,+ı)- 2c(K,-ı) 

dir. 

y = c(K,+ı), z = -c(K,-ı) 

olacak §ekilde y, z alalım. K CR konveks, kompakt küme olduğundan 

y =c(!<.:, +ı) = ma:-:c ı· x = ma:-:c x = :ı:,. 
:rEX :rE!\ 



Ye .ı: .. E 1< olur. O zaman y E J( olur. Aynı ~ekilde K C JR konwks, kompakt 

küme olduğundan 

z = -c(J<,-ı) =-max-ı· x = minx = x* 
· :rEK :rEK 

ve x* E K olur. O zaman z E I< Ye z ~ y olur. Böylece n= ı olduğu zaman 

s1 (I<) = ~[c (I<, +ı)- c(J<, -ı)] 

olduğundan s1(J<) = ~y + ~z, yE/'\.", z E I< olur. I< C JR konveks küme iken 

olur. 

Şimdi 

Vol~B1 ) f m(fJc (I<,p))dp 
Bı 

integraline bakalım. n = ı vlduğundan Bn = [-1, ı], Vol(Bn) = 2 vlur. 

I< C lR: c(K, +1) = Y: -c(J<, -1) = z olduğundan Vp E (0, ı] için c(J<,p) = 

p·c(K,+ı) =p·y Ye \fp E [-1,0) içinc(J<,p) = JpJ·c(K,-ı) =- IPI·z =p·z 

olur. p =O için c( I<, O) =O dır. O zaman 

p·y ,pE(O,ı] 

c(J<,p) = o ,p= o 
p·z ,pE [-1, O) 

ve z ~ y olduğundan 

y ,pE (0, ı] 

fJc(K,p) = [z,y] ,p= o 
z ,pE(-1,0) 

olur. O halde 

{ y 
,pE(O,ı) 

nı(fJc(J<,p)) = z 
,pE(-1,0) 



dir. Böylece ]{ C R konYeks, kompakt kiimesi için 

Vol~Bn) jm(8c(J<,p))dp = ~ [J ydp+] zdp] = ~y + ~z 
Bn O -ı 

olur. sı (K) = ~y + ~z olduğundan 

Sı (K) = Vol~Bn) J m(8c (I<,p))dp (3.1.1) 

B n 

olur. 

Şimdi de I< C R., L C R konYeks, kompakt kümeler olsun. n = 1 

olduğunda s1 (K) = ~c(K, +1)- ~c(K, -1), s1(L) = ~c(L, +1)- ~c(L, -1) 

olduğu için 

js1(K)- s1(L)I::; ~!c(K,+l)- c(L,+l) 1 + ~jc(K,-1)- c(L,-1) 1 

(3.1.2) 

olur. 

c(K, +1)- c(L, +1) = maxx- max w= y +min -w= min(y- w) 
xEK u·EL u:EL u·EL 

::; d(y, L) ::; sup d(x, L) ::; a: (K, L) 
:cEK 

(3. 1.3) 

olur. 

c(L, +1)- c( K, +1) =max w- maxx =w.+ min -x =min( w.- x) 
u·EL xEK xEK xEK 

::; d(w.,I<)::; supd(w,K)::; a:(L,K) 
w EL 

(3.1.4) 

olur. (3.1.3) ve (3.1.4)'den 

le( K, +1)- c(L, +l)j::; a:(K, L) (3.1.5) 

olur. Benzer olarak 

jc(K,-1} -c(L,-1)1::; a:(K,L) (3. 1.6) 

olur. O zaman (3.1.2), (3.1.5), (3.1.6)'dan 

Isı(!<)- s2(L)j ::; a: (K, L) (3.1.7) 
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olur. 

· n 2: 2 olduğunu kabul edelim. K konveks, kompakt kümesinin 

c (K,·) : Rn ~ R support fonksiyonunun 

>.>O için C>.(K,p) = min [c(K, q) + 
2
\ IIP- qjj

2
] S c(I<,p) 

qE~n-1 .1\ 
(3.1.8) 

::..ıoreau-Yosida yaklaşımı Teorem 1.2.4'e göre sürekli diferansiyellenebilir fonksi­

yondur (pE :En-ı). O zaman Stoke's Teoremine göre 

j \?c>.(I<,p)dp = j c>. (I<,p) · p · Jl(dp) (3.1.9) 

olur. Burada Bn Rn uzaymda birim küre, :r;n-ı birim kürenin :yüzeyi; yani 

birim çember, J.l birim çemberde verilmi§ Lebesgue ölçümüdür. p* E Rn, J(-) : 

Rn ~JR için \1 J (p.). 

nj( ) = {8j(p.) 8J(p*) 8j(p*)} 
v P• &pı ' 8p2 , ... , 8pn 

ile tanımlı gradient vektörüdür. 

ll Kil'yı IIK!I =max llxll ile tanımlıyalım. Aşağıdaki eşitsizliğin doğru 
:rE K 

olduğunu gösterelim: 

(3.1.10) 

c (I<,p)'nin tanırnma göre 

lc(J(p)j = [max(p,x)[ = maxJ(p,x)l S max(IIPII·IIxll) 
xEK xEK xEK 

dır. p E En-ı olduğu için 

Vp E :r;n-ı için lc(I<,p)J S max llxll = IIKII 
xEK · 

ve 

Vp E :r;n-ı için - III<II S c(I<,p) S III<II (3.1.11) 

olur. (3.1.8)'e göre c>.(I<,p):::; c(I<,p) dir. O zaman (3.1.11)'den 

Vp E :En-ı için C>.(/-<:,p) :S III<II (3.1.12) 



olur. Öte yandan \"'q E En-ı için -!IKil:$; c(J\",q) olduğu için 

-liK ll ::;; inf c( K, q) 
qevı-ı 

(3. ı. 13) 

olur. Şimdi inf c(K,p) $ C>.(K,p) olduğunu gösterelim: V p-E En-ı ve 
pevı-ı 

q E En- 1 için 

doğru olduğundan 

ı 2 
c(K,q) $ c(K,q) + 

2
.\ IIP- qll 

inf c( K, q) $ inf [c( K, q) + 
2
1
, IIP- qll 2

] = C>.(K,p) 
qe:En- 1 qEEn-ı A 

(3.1.14) 

olur. (3.1.12), (3.1.13), (3.1.14) e~itsizliklerinden (3.1.10) e§itsizliğinin gerçekliği 

görülür. Teorem 1.2.4'e göre C>.(K,.) fonksiyonu ,\-to+ iken noktasal olarak 

c(I<, q) fonksiyonuna yakınsar. O zaman 

}~~1:;. j p · c>.(K,p)p (dp) = j p · c(K,p)Jl (dp) (3.1.15) 

I;n-l L;n-1 

olur. Diğer taraftan Teorem 1.2.3 ve Teorem 1.2.4'e göre 

\7c>. (K,p) E ôc(K,p>.) c K 

olur ve Vp E Bn için .\ -t o+ iken Ve>. (K,p) -t m (ôc(K,p)) olur. Burada 

P>. E En- 1 ve 

ko§ulunu sağlayan elemanıdır. O zaman Ve>. (K,·) fonksiyonu ölçülebilir ve 

ll K ll ile sınırlı olduğundan 

lim j Vc>.(K,p)dp = j m(ôc(K,p))dp 
>.~o+ 

(3. ı. 16) 

B" B" 

olur. O zaman (3.1.9), (3.1.15), (3.1.16) e§itliklerinden 

j m(ôc(K,p))dp = j p · c(I<,p)fı (dp) 
L:"- ı 
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olduğu elde edilir. w (dp) = JJ.r~~~~>ı > olduğunu kabul edelim. O zaman w p.::n- ı) = 

ı ve 

ı J W (En-1) J 
Vol(Bn) m(Bc(I<,p))dp = Vol(Bn) p · c(I<,p)w(dp) 

B"' D>-1 

olur. w (En- 1) =n· Vol(Bn) olduğu için (3.1.ı7)'den 

Vol~Bn) J m(8c(I<,p))dp =n· J p · c(I<,p)w(dp) 
B"' D>-1 

olur. Sn (I<) tanırnma göre 

sn(I<) =n· J p · c(K,p)w(dp) 
D>-1 

dır. O zaman (3.1.18)'den 

sn(I<) = Vol~Bn) 1 m(8c(I<,p))dp 
B"' 

(3. 1.18) 

(3.1.19) 

olur. Vp E Bn için m(8c(I<,p)) E K, I< C IR.n konveks kompakt küme 

olduğundan Önerme 1.2.6'e göre 

Vol~Bn) fm(8r:(K,p))dp C/( (3. 1.20) 

B"' 

olur. (3.1.19), (3.1.20)'den s11 (I<) E ]( olduğu görülür. Böylece teoremin 

birinci kısmı kamtlanmı§ olur. 

Şimdi Sn(·) fonksiyonunun n-sabiti ile Lipschitz ko§ulunu sağladığını 

gösterelim. V K E JC ve V L E JC konveks, kompakt kümelerini alalım. Keyfi p E 

En-ı vektörünü alıp sabitleyelim. Kabul edelim ki y. E L 

c(L,p) =max (p, y) = (p, y.) 
yEL 

(3.1.21) 

e§itliğini sağlasın. O zaman 3x,. E I< vardır öyle ki 

l!x.- Y·ll :::; a (!<, L) (3. 1.22) 

ve 

(p,:r.,):::; max(p,x) =c(I<,p) 
:rE K 

(3. ı. 23) 
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(3.1.21), (3.1.22)~ (3.1.23)'den 

c(L,p)- c(K,p) =ma-x (p, y)- ma::c (p,x) 
yEL :rEX 

olur. Benzer §ekilde 

::; (p, y.) - (p, x.) = (p, y. -.-c,.) 

::; IIPII·IIY•- x,.ll = jjy,.- x .. ll 
::; a:(J<,L) 

c(I<,p)- c(L,p)::; 0: (I<, L) 

olur. O zaman (3.1.24) ve (3.1.25)'den 

jc(I<,p)- c(L,p)j::; a: (K, L) 

(3.1.24) 

(3.1.25) 

olur. sn(J<) = n J p · c(K,p):.ı.·(dp) ve sn(L) = n J p · c(L,p)w(dp), 
~-ı 

w (En-ı)= 1 ve pE En-ı olduğu için 

llsn(J<)- sn(L)ii ::; n· J liP [c (K,p)- c (L,p)] ll w(dp) 
B"-ı 

::; n· J IIPII·Ic (K,p)- c (L,p) jw(dp) 
:E" -ı 

::; n· J a(J<,L)w(dp) 
l.,~-1 

=n· a: (K, L) ·w (En-ı)= n· a (K, L) 

yani 

iisn(I<)- Sn(L)ii::; n· Q: (K, L) 

olur ve teoremin kanıtı tamamlanır. 

3.2 Lipschitz DönÜ§Ümlerin Lipschitz Selektörleri 

Bu kesimde sımrlı olmayan kümelere değinmek için, herbir konveks, 

kapalı ]( C JR.n kümesi iç.in Lipschitz olmak üzere bir P(J<) C J( konveks kom-

pakt kümesini olu§tnran Intersection lemmayı vereceğiz. Bu böliimün sonnnda 
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kapalı konveks göri.intülü küme değerli dönÜ§Ümlerin Lipschitz selektörlerinin 

varlığını ara§tıracağız. 

Sınırsız kapalı konveks kümelerin Lipschitz selektörlerini elde etmek 

için aşağıdaki önermeye ihtiyacımız vardır. 

ÖNERl\IE 3.2.1.(Intersection Lemma) K, JR:ı 'de herbiri boştan 

farklı, kapalı, konveks kümelerin bir ailesini göstersin. O zaman Vy E JR.n, 

I< C K için 

P(y, I<) :=I< n B(y, 2d(y, I<)) 

olmak üzere P (·) : R_n X K - K dönüşümü Lipschitzdir: V/{, L E K ve x, 

yE JRn için 

a (P(x, I<), P(y, L)):::; 5(a(J<, L) + llx- yil) 

olur [25) [30). 

Kanıt. İlk olarak x = y =O olduğunda 

V I<, LE K için o.(P(O, I<), P(O, L)) :::; 5a(J<, L) (3.2.1) 

olduğunu gösterelim. 

Eğer a(I<, L) = +oo ise (3.2.l)'in doğruluğu açıktır. 

a(I<, L) < +oo olan I<, L E K alalım ve e := a(I<, L) olsun. Eğer 

e= O ise I<= L olur ve (3.2.1) ifadesi doğru olur. 

e > O olduğunu kabul edelim ve keyfi y E P(O, L) alıp sabitleyelim. 

(3.2. 1) eşitsizliği ni kanıtlamak için 

(3.2.2) 

olacak şekilde 3x E P(O, I<) bulmalıyız. y E P(O, L) = L n B(O, 2d(O, L)) 

olduğu için 

IIYII :::; 2d(O, L) (3.2.3) 



olur. Şimdi 

d(O, L) ~ d(O, K)+ a-(K, L) (3.2.4) 

olduğunu gösterelim. K C JRn kapalı, konveks küme olduğundan llx,. ll = 

d(O, K) olan 3x,. E K vardır. O zaman 3y,. E L vardır öyle ki ll.r.,. - y. ll ~ 

a:(K, L) için . .., 

IIY .. II ~ IIY .. - x. ll + llx,. ll (3.2.5) 

olur. y,. E L olduğundan IIY· ll ~ d(O, L) dir. llx .. ll = d( O, K) ve IIY•- x,. ll ~ 
a-(K, L) =c olduğundan (3.2.5) e~itsizliğine göre 

d(O, L) ~ d(O, K)+ a:(K, L) = d(O, K)+ c (3.2.6) 

olur. Böylece (3.2..4) e§itsizliğinin doğruluğunu gösterdik. Şimdi (3.2.3) ve 

(3.2.6) e§itsizliklerinden 

IIYII ~ 2d(O, L) ~ 2d(O, K)+ 2t: (3.2.7) 

olur. a:(K, L) = t:, yE L olduğundan 

(3.2.8) 

olacak §ekilde Xı E K alalım. Eğer llxıll ~ 2d(O, I<) ise Xı E P(ü, K) olur. 

x := Xı olsun. O zaman IIY- xll = IIY- xıll ~ c < 5c olur. Eğer llxıll > 

2d (0, K) ise 

olacak §ekilde xı E K alalım. Eğer x 2 = O ise x = O kabul edelim. O zaman 

x = O E P(O, K), d(O, K) = O ve (3.2.7)'den IIY- xll = ll Yil ~ 2c < 5c elde 

edilir. 

Şimdi 

llxıll>2d(O,K), xı#O 



durumunu ara~tıralım. 

!l.rll = 2d(O, I<) (3.2.9) 

olacak şekilde 3.r (E [:r.1, :r2]) 'nin Yarlığını gösterelim. Burada [.rı, .rı] xı ve .r2 

noktalarını birle~tiren aralıktır Ye [.rı, x 2] = { ,\.r1 + (1 - ,\) .r2 1 ,\ E [0, 1]} ile 

tanımlıdır. Gerçekten; ıp: [0, 1]--+ Rn sürekli dönü~ümünü 

olarak tanımlayalım. ı.p 'nin görüntüsü bağlantılı küme olduğundan ve 

ı.p(O) = d(O, I<) Ye ı.p(1) > 2d(O, I<) 

olduğundan ı.p (3.) = 2d(O, I<) olacak ~ekilde 33. E (0, 1) vardır. :r := 5.x1 + 
(1- 5.)x2 olsun. :rı E /·C x 2 E /{, I< konveks, kapalı küme olduğundan :r E I< 

dır. llxll = )0(3.) = 2d(O, K) olduğundan :rE P(O, K) olur. 

Şimdi aradığımız noktanın .r olduğunu kamtlayalım. Gerçekten, x 1 'nin 

seçiminden 

ll:r- .rı ll ~ ll:r- YII-IIY- :rı ll 
~ll:r-yii-E 

(3.2.10) 

olur. Köşeleri O, x, x2 olan bir üçgende x'in açısını a olarak gösterelim (Şekil 

ı). 

Şekil 1 

Xı. 

.ıs 



llx2ll = d(O, K) =1- O, llxll = 2d(O, 1<) olduğu için jj.r2ll < llxiL a E [0, ~)ve 

. llx2ll ı J3 
sm o: :::; ıı;:ıı = "2, cos o: 2':: 2 (3.2.11) 

olur. Eğer o:= O (n = ı olduğu durwnda her zaman böyledir) ise 

llxıll = llxll + \lx- xıll 

olur. O zaman buradan, (3.2.ıO)'dan ve (3.2.8)'den 

IIYII 2'::\lxıii-IIY-xıll 

~ llxl\ + llxı - x\1- E 

2':: 2d(O, K)+ llx- Yil - 2t: 

elde edilir. Buradan 

llx- Yil :::; \!yil- 2d(O, K)+ 2e 

dir. (3.2.7) 'ye göre !IYI! - 2d(O, K) :::; 2E olur. O zaman x E P(O, I<) için 

llx- Yil :::; 4E < 5E 

olur. Yani (3.2.2) e~itsizliği sağlanır. 

Şimdi o: > O olduğunu kabul edelim ve kö~eleri O, x, x 1 olan üçgeni 

düı§Ünelim. O zaman x 'in açısı 1f - o: > ~ olur. z - x ..L x olacak ı§ekilde 

z E (O,x 1 ) alalım. O zaman 

llz\1 2':: llxll = 2d(O, K) (3.2.ı2) 

olur. z, x, x 1 noktalarının olu~turduğu üçgende x'in açısı 7r- o:- ~ = ~ -o: 

olur .. 1:1 , z, x noktalarının olu~turduğu üçgen de z'nin açısı {3 olsun. O zaman 

ıı:~-xll = .llz-:_xıll ve jjx- xıll:::; .llz-:_xıll olur. Buradan ve (3.2.11)'den 
-ınf3 sın{2-o) sın(2-o) 

!Iz- .!:ı ll 2':: llx- xıll· sinG- o:) 

= llx-xıl\·coso:;::=: llx-xıll· ::(} 
(3.2.ı3) 

elde edilir. llx1 ll = lizi!+ !Iz- x 1 11 olduğundan (3.2.12) ve (3.2.ı3)'den 

(3.2. ı4) 
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elde edilir. IIY- .r.1 ll~~= o: (K, L) olduğundan (3.2.10) ve (3.2.14) eşitsizliklerine 

göre 

liYll ~llxıii-IIY-xıll 

~ 2d(O, K) + 4 jjx - xı ll - c 
~ 2d(O, K)+ 4 (llx- Yil -c)- e 

olur. (3.2.7)'ye göre l!Yll ~ 2d(O, K)+ 2c dır. O zaman 

v'3 
2d(O, K)+ T (l!x- Yil- c)- e~ 2d(O, K)+ 2e 

olur. Buradan ~(jjx- Yil- c)~ 3c, llx- yjj- e~ }se< 4e ve 

x E P(O, K) için l!x- Yil ~ 5c 

olur. Yani (3.2.2) doğrudur. Böylece x =O, y =O olurken (3.2.1)'in doğruluğu 

kanıtlanmıq olur. 

Şimdi herhangi bir x E Rn alalım. 

o: (P(x, K), P(x, L)) = a(P(O, K- x), P(O, L- :ı:)) (3.2.15) 

olduğunu gösterelim. Önce 

P (x, K) = P (0, K - x) + x 

olduğunu gösterelim. Vf E P (x, K) alalım. O zaman f E K ve f E B (x, 2d (x, K)) 

olur. Buradan f- x E K- x ve lif- xl! ~ 2d (x, K) = 2d (0, K- x) olduğu 

görülür. Böylece f- x E K- x ve f- x E B (0, 2d (K- x)) olur. Yani 

f -x E P(O,K -x) veya fE P(O,]{- x) +x 

dır. Benzer şekilde Vf EP (0, K- x)+x için fE P (x, K) olduğu gösterilebilir. 

O zaman Vx E JRn için 

P (x, K)= P (0, K- .x) + x ve P (x, L) = P (0, L- x) + x (3.2.16) 

olur. Hausdorff uzaklığının tanımına göre VA C JRn, C C JRn ve x E JR için 

a(A+x,C+x) =a(A,C) (3.2.17) 
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olur. (3.2.16) ve (3.2.17)'den 

a: (P (x, K), P (x, L)) = a: (P (0, K- x) + x, P (0, L- x) + x) 

=o: (P (0, K- x), P (0, L- x)) 

olur. Yani (3.2.15) ~itsizliği doğrudur. O zaman (3.2.1) ve (3.2.15) e§itsizlikle­

ri kullanılarak 

a:(P(x, K), P(y, L)) ~ a:(P(x, K), P(x, L)) + a:(P(x, L), P(y, L)) 

~ 5a:(K- x, L- x) + a:(B(x, 2d(x, L)), B(y, 2d(y, L)) 

~ 5a:(K, L) + llx- Yil+ 2llx- Yil 
= 5a:(I<, L) + 3jlx- Yil 

bulunur ve kanıt tamamlanır. 

Konveks kompakt kümenin Steiner noktasının bulunması için yukarıda 

verilen yapının ve Intersection lernmanın iyi bir uygulaması Lipschtz küme 

değerli dönü§ümler için Lipschitz ko§ulunu sağlayan selektörlerin bultınmasıdır: 

TEORE!\1 3.2.1. F(·) :Rm ._..... Rn kom·eks, kapalı değerli dönÜ§Üm 

olsun. Kabul edelim ki F(-) küme değerli dönÜ§ÜrnÜ bir c-sabiti ile Lipschitz 

ko§ulunu sağlasın. O zaman F (-) küme değerli dönÜ§Ümünün 5 ·n· c sabiti ile 

Lipschitz ko§ulunu sağlayan f (-) : Rm -+ JRn selektörü vardır. 

Kaıııt. F (-)küme değerli dönü§ümünün c-sabiti ile Lipshitz ko§ulunu 

sağlamasının tanımını hatırlayalım. 

Şimdi G : Rm ._..... JRn küme değerli dönü§ümiinü 

Vx E Rm için G(x) = F(x) n B (0, 2jjm(F(x))jl) 

olacak§ekildetanımlayalım. Buradam(F(x)) ={fE F(x): 11!11 =d(O,F(x))} 

dir. O zaman llm(F(x))ll =d (0, F(x)) olur ve 

G(x) = F(x) n B (0, 2d (0, F(x))) 

bulunur. Vx E Rm için G(x) C 1Rn bo§tan farklı, konveks, kompakt kümedir. 

Önerme 3.2.1'de P (y, I<) kümesinin tanırnma göre 

G(x) = P(O,F(:c)) 
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olur. Yine Önerme 3.2.1'e göre G(-) : Rm - Rn küme değerli dönüşümü 

Lipschitz koşulunu sağlar ve 'Vx1 E Rm, 'Vx2 E Rm için 

a (G (xı), C (xı)) = a (P (0, F (xı )) , P (0, F (x2))) 

~ 5 · a (F (x1), F (x2)) 

~ 5 ·c ·llxı- x2ll 

olur. Şimdi 'Vx E Rm için 

f(x) = sn(G(x)) 

(3.2.18) 

olmak üzere f (-) : Rm --+ Rn fonksiyonunu tanımlayalım. Burada sn(G(x)) 

G(x) kümesinin Stenier noktasıdır. Teorem 3.1.1'e göre f (x) = Sn (G (x)) E 

G (x) ve 'Vxı E Rm, 'Vx2 E Rm için 

lif (xı)- f (x2)11 ~ llsn (G (xı))- Sn (G (x2))11:::; n· a (G (xı), G (x2)) 

olur. O zaman (3.2. 18)'den 'V.1: 1 E Rm: 'Vx2 E Rm için 

lif (xı)- f (x2)!1 ~ 5 ·n· c· llxı- x2ll 

olduğunu elde ederiz. Bu ise f (·) : }Rm --+ Rn fonksiyonunun 5 · n · c-sabit i ile 

Lipschitz koşulunu sağlaması anlarnma gelir. 

'Vx E Rm için f (x) E G (x), G (x) C F (x) olduğundan f (x) E F (x) 

olur. 

UYARI 1. F (·) : ]Rm - lRn küme değerli dönüşümü Hausdorff 

metriğinde sadece sürekli ise, yani her bir x E Rm ve 'Ve > O için 'Vx E 

B(x, 8 (c, x)) iken a(F(x), F(x)) < c olan 38 (c, x) > O ise, o zaman Teorem 

3.2.1 'in kanıtında tanımlanan f (-) : lRm --+ Rn selektörü yalnız sürekli olur. 

UY ARI 2. Sıradaki kesimde daha gi.içlü bir teorem kanıtlayacağız. 

Bu teoremden söyleyebiliriz ki, Lipschitz koşulunu sağlayan F(·) küme değerli 

dönüşümünün 'Vy E F (x) için f(x) = yolacak şekilde ve Lipschitz koşulunu 

sağlayan f (·) :Rm-+ lRn selektörü vardır. 
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3.3 Caratheodory DönÜ§Ümlerin Selektörleri 

Bundan sonra küme değerli dönÜ§Ümlerin ölçülebilirliğinden sözettiğirnizde, 

onun Lebesgue anlamında ölçülebilirliğini dü§üneceğiz. 

küme değerli dönÜ§ümünü alalım ve Caratheodory küme değerli dönÜ§Ümünün 

tanımını verelim. 

TANII\1 3.3.1. Vt E [a, b] için C(t) C Rm verilen bir küme olsun. 

1-

{ 
Vx E Rm için F(·, x) ölçülebilir 

Vt E [a., b] için F(t, ·) , C(t)'de sürekli 

ise F (·,·)küme değerli dönÜ§Ümüne { C(t)}tE!a, 1,ı 'de Caratheodory küme değerli 

dönü§ümÜ denir. 

2- Vt E [a., b) için 3k(t) 2::: O "} 

{ 

Vx E Rm için F(·, x) ölçülebilir 

Vt E [a, b] için F(t, ·) , C(t) 'de k(t)-Lipschitz 

oluyorsaF (·,·)küme değerli dönÜ§Ümüne {C(t)}ıE[a,bJ ölçülebilir/Lipschitzdir 

denir. 

Burada Vt E [a,bJ için F(t, ·):Rm~ Rn küme değerli dönü§ümünün 

C(t)'de k(t)-Lipschitz olmasının ne anlama geldiğini açıklayalım. 

Eğer her bir tE [a, b] ve Vx1 E C(t), Vx2 E C(t) için 

ise, o zaman F(t, ·) küme değerli dönÜ§Ümüne C(t)'de k(t)-Lipschitz denir. 

TANIM 3.3.2. F(·, ·) : [a., b] x Rm ~ IRn küme değerli dönü§i.im 

olsun. 

50 



1- Eğer f(t,x) E F(t,x)~ (t,x) E [a,b] X Rm selektörü için 

{ 

'Vx E Rm için J(-, x) ölçülebilir fonksiyon 

'tt E [a, b] için J(t, ·) fonksiyonu C(t.)'de sürekli 

ise, o zaman J(·, ·) selektörüne F(·, ·)küme değerli dönüşümünün {C(t)}ıE[a,bJ 

'de Caratheodory selektörü denir. 

2- Eğer f(t,x) E F(t,x), (t,x) E [a.,b] X JRm selektörü için 

{ 

Vx E ]Rm için/(·, x) ölçülebilir fonksiyon 

'tt E [a, b] için f(t, ·) fonksiyonu C(t)'de k (t) - Lipschitz 

ise, o zaman f (-, ·) selektörüne F (·,·)küme değerli dönüşümünün { C(t)}ıE[a,bJ 

'de ölçülebilir /Lipschitz selektörü denir. 

z : [a, b] --+Rm tek değerli dönüşüm ve 

hemen hemen her tE [a, b] için w(t) E F(t, z(t)) 

olmak üzere w : [a, b] --+ JRn olan ölçülebilir tek değerli dönüşüm olsun. Burada 

önceki bölümde kanıtlanan selektör sonucunu daha anlaşılır hale getireceğiz. 

Yani; F (-, ·) ölçülebilir/Lipschitz olduğunda 

hemen hemen her t E [a., b] için w( t) = f ( t, z( t)) 

olan f(t, x) E F(t, x) Caratheodoryveya ölçülebilir/Lipschitz selektörün varlığı-

nı göstereceğiz. 

TEOREl\.f 3.3.1 (Caratheodory Selektörü) F (·, ·) : [a, b] xJRm----+ 

lRn küme değerli dönüşüm, V (t, x) E [a, b] X lRm için F(x) C lRn kapalı, konveks 

küme, z : [a., b] --+ JRm tek değerli keyfi fonksiyon ve w(·) : [a, b] --+ JRn 

ölçülebilir fonksiyon olsun. 

Eğer F(·, ·)küme değerli dönüşümü {C(t)}t.E[a,b] 'de Caratheodory ve 

hemen hemen her tE [a,b) için w(t) E F(t,z(t)) 

ise, o zaman F(·, ·) küme değerli dönüşümünün { C(t) }tE[cı,bJ üzerinde hemen 

hemen her tE [a,b] için w(t) = f(t,z(t)) olan f(t,x) E F(t,x) Caratheodory 

selektörü vardır [19]. 
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Kanıt. !( ·, ·) : [a, b] X Rm --+ R" fonksiyonu 'v' ( t, x) E [a, b] X Rm 

için f(t, x) = nF(t..r)(w(t.)) olarak tanımlayalım. Burada nF(·.-) o izdü~üm 

dönü~ümüdür, yani 

'v' (t, x) için ilF(t,.r)(w(t)) ={fE F(t, x) : d(w(t), F(t, x)) = llw (t)- JJJ} 

dir. Sonuç 0.1.1 'den 'v'x E JR.m için /(·, x) dönüşümü ölçülebilirdir. (t, x) --+ 

f ( t, x) fonksiyonunun tanırnma göre 

f(t,x) ={fE F(t,x): d(w(t),F(t,x)) = llw(t)- !ll} 

={/E F(t, x) : ll/- w (t) ll = d(O, F(t, x)- w (t)} 

=m (F(t, x)- w (t)) 

olur. 'v' (t, x) E [a, b] X JR.m için F(t, x) bo~tan farklı konYeks, kapalı küme 

olduğundan, m (F(t, x)- w (t)): (t, x) --+ F (t, x)- w (t) küme değerli dönÜ§Ü­

münün minimal selektörüdür. 'cft. E [a,b] için F.(:ı:) = F(t.,x)- w(t.) ile 

gösterelim. O zaman f(t., x) = m(F.(x)) olur. x --+ F.(x) küme değerli 

dönÜ§ÜlnÜ sürekli: Vx E Rm için F.(x) bo§tan farklı konveks, kapalı küme 

olduğundan Sonuç 2.3.1 'e göre x --+ m(F*(x)) minimal selektörü süreklidir. 

f(t*,x) = m(F*(x)): t* E [a,b] keyfi olduğundan, keyfi kaydedilmiş tE [a,b] 

için f(t, ·) fonksiyonu süreklidir. z(·) : [a., b] --+ Rm fonksiyonu ve Vt E [a, b] 

için f(t, z(t)) 'nin tanırnma göre 

f(t, z(t)) ={!E F(t, z(t)) 1 d(w (t), F(t, z(t))) = JJw (t)- !ll} 

dir. Hemen hemen her t E [a., b] için w (t) E F(t, z(t)) olduğundan, hemen 

hemen her tE [a.,b] için d(w(t),F(t,z(t))) =O ve hemen hemen her tE [a.,b] 

için w (t) = f(t, z(t)) dir. 

Eğer F(t, ·)küme değerli dönÜ§ÜmÜ Lipschitz ise/(-,·) : [a, b] X JRm--+ 

JR" selektörü :ı:'e göre Lipschitz olarak seçilebilir: 

TEOREM 3.3.2. (Ölçülebilir /Lipschitz Selektörü) Teorem 

3.3. 1 'in tüm ko§ulları altında F (·,·)küme değerli dönÜ§iimünün { C(i)}ı.E!a,ı,ı 'de 
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ölçülebilir/Lipschitz olduğtınu kabul edelim ve k(t.), (t. E [a, b]) uygun Lipschitz 

sabitini göstersin. 

O zaman ::le> O ve {C(t)}ı.e(a,b) 'de F(·,·) 'in bir f(-,·) selektörü 

vardır öyle ki f(t,·) C(t)'de ck(t)-Lipsclıitzdir ve 

hemen hemen her tE [a, b] için w(t) = f(t, z(t)) 

olur. 

Ayrıca c sabiti, F (·,·)küme değerli dönÜ§Ümünden bağımsızdır. 

Kanıt. P (-, ·) : R11 X K -+ K küme değerli dönÜ§ümÜ, Önerme 

2.3.1'deki gibi tammlanmı§ küme değerli dönü§üm olsun; yani P (·, ·) : R11 X 

K -+ K olmak üzere V (y, K) E Rn x K için P(y, I<) = K n B(y, 2d(y, K)) 

olsun. Burada K, Rn uzayının bo~tan farklı kapah, konveks alt kümelerinin 

olu§turduğu uzaydır. (t, x) -+ P(w (t), F (t, x)) küme değerli dönü§ümüne 

bakalım. P(w (t), F(t, x)) = F(t, x) n B(w (t), 2d(w (t), F(t, x))) dir. 

Vt E [a, b] ve x E JR.m için 

j(t, x) = sn(P(w(t)), F(t, x)) 

olmak üzere f(·, ·) : [a., b] X JR.m -+ Rn fonksiyonunu tanımlayalım. Burada 

sn(P(w (t), F(t, x))), P(w (t), F(t,x)) kümesinin Steiner noktasıdır. w(t) E 

F(t, z(t)) olduğundan hemen hemen her tE [a., b] için d(w (t), F(t, z(t))) =O ve 

P(·, ·) dönÜ§Ümünün tanımından hemen hemen her tE [a, b] için P(w (t), F(t, 

z(t))) = F(t, z(t)) n B(w (t), O) = {w (t)} olur. O zaman hemen hemen 

her tE [a,b] için sn(P(w(t),F(t,z(t)))) = w(t). V(t,x) E [a,b) X JR.m için 

j(t, x) = sn(P(w (t), F(t, x))) olduğundan hemen hemen her t E [a, b] için 

w (t) = f (t, z(t)) dir. 

Teorem 3.l.l.'den V(t,x) E [a,b] x JR.m için f(t,x) E P(w(t),F(t,x)) 

olduğu görülür. Buradan V(t,x) E [a,b] x JR.m için f(t,x) E F(t,x). j(t,x) = 

sn(P(w (t), F(t, x))) , x-+ F(t, x) küme değerli dönü§iimü k(t) sabiti ile Lip­

schit.z ko§ulunu sağladığından Teorem 3.1.1. ve Önerme 3.2.1'den Vt E [a,b], 

....,,\ı·~ .. , ' "' ' 



xı E C(t), xı E C(t) için 

ll/ (t, Xı) - f (t, xı) ll =5 ll sn (P (w (t), F (t, Xı ))) -Sn (P (w (t), F (t, Xı))) ll 
=5 n· o (P (w (t), F (t, x 1)), P (w (t), F (t, x 2))) 

=5 5·n·a(F(t,xı),F(t,İı)) 

< 5 ·n· k(t) · llxı - xıll 

olur. Eğer c= 5·n olursa, o zaman x-ı- f(t,x) fonksiyonu C(t)'de ck(t)-sabiti 

ile Lipsclıitz ko§ulunu sağlar ve c= 5·n sabiti F(·, ·)küme değerli dönü§ümÜne 

bağlı değildir. 

Şimdi t -ı- f ( t, x) fonksiyonunun ölçülebilir olduğunu gösterelim. x E Rm 

alıp sabitleyelim. llk olarak 

t -ı- lİ> (t, x) := P(w(t), F(t, x)) = F(t, x) n B(ı.ı.:(t), 2d(w(t), F(t, x))) 

dönÜ§ümünün ölçülebilir olduğunu gösterelim. t -ı- F(t, x) küme değerli dönü­

§ÜmÜ vet -ı- w (t) fonksiyonu ölçülebilir olduğundan 

t--t B(:.:.'(t), 2d(w(t), F(t, x)) 

dönÜ§Ümü Sonuç. O.l.ı'e göre ölçülebilir olur. O zaman Teorem 0.1.2'e göre 

ölçülebilir iki dönÜ§Ümünün arakesitide ölçülebilirdir. Yani t -ı- ğ> ( t, x) = 

P(w (t), F(t, x)) = F(t, x) n B(:.,:(t), 2d(w(t), F(t, x))) küme değerli dönÜ§ÜmÜ 

ölçülebilirdir. 

Bundan dolayı Teorem 0.1.5'den \fp E ı:;n-ı için c (ğ> (·, x) ,p) support 

fonksiyonu ölçülebilirdir. Burada ı:;n-ı = {p E JR.n : IIPII = ı} dır. St.einer nok­

tasının tanırnma göre n= ı olduğunda/(·, x) = s1 ('İ> (t, x)) = ~c( 'İ> (t, x) ı +ı)­

!c(Iİ> (tı x), -ı) olur. t -ı- c ('İ> (t, x) ı +ı), t -ı- c ('İ> (t, x) ı -1) ölçülebilir 

fonksiyon oldukları için t -ı- f(t,x) fonksiyonucia ölçülebilirdir. n~ 2 olduğu 

zaman, Steiner noktasının tanırnma göre 

f(tı x) = sn('İ> (t, x)) =n· J p ·c( 'İ> (tı x) ,p)w (dp) (3.1.ı) 

:E"-l 

t -ı- p·c( 'İ>(t, x),p) fonksiyonu ölçülebilir, p -ı- p·c( ğ)(t, x ),p) sürekli olduğundan 

t -ı- n J p·c(ıl> (t, x) ,p)w (dp) fonksiyonu ölçüleLilir olur. O zaman (3.1.1 )'den 
l~·-ı 

t - f(t, x) fonksiyonu ölçülebilir fonksiyon olur. 
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4 KÜME DEGERLİ DÖNÜŞÜMLERiN PA­

RAMETRELENDİRİLMESİ 

4.1 Caratheodory Parametrelendirilmesi 

Bu kesimde kapalı konveks değerli Caratheodory küme değerli F ( ·, ·) 

dönÜ§ÜinÜ§ün bir Caratheodory parametrelendirilmesi olduğunu göstereceğiz. 

a < b iki reel sayı olmak üzere 

küme değerli dönü§ümüne bakalım. 

TANil\1 4.1.1. \ft E [a, b] için C(t) C Rm, U C JRk olsun. Eğer 

fonksiyonu için 

i) V(t, x) E [a, b] x Rm için F(t, x) = f(t, x, U) 

ii) V(x, u) E ]Rm X U için J(-, x, u) ölçülebilir 

iii) V(t, u) E [a, b] x U için f(t, ·,u), C(t) 'de sürekli 

iv) V(t, x) E [a, b] x Rm için f(t, x, ·) sürekli 

oluyorsa!(·) fonksiyonuna {C(t)}ıE[a,bJ'de F(·,·) küme değerli dönÜ§Ümünün 

bir Caratheodory parametrelendirilmesi denir. 

IIF(t,x)ll = max IIYII Ye B= {x E JRn: llxll::; 1} olarak tanımlandı­
yEF(t,x) 

ğ~nı hatırlayalım. 

TEOREM 4.1.1. (Caratheodory Parametrelendirilınesi) F: 

[a,b] X IR.m ""'+ JRn küme değerli dönüşümde V(t,x) E [a,b] X Rm için F(t,x) 

konveks, kompakt küme olsun. 
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F(·,·) küme değerli dönü§ümÜ {C(t.)}ıe(o,b)'de Caratheodory ise o za­

man U = B olmak üzere { C(t)}ıe(o,b) 'de F(·, ·) küme değerli dönÜ§ümünün 

J(·) : [a, b] X Rm X B -+ Rn Caratheodory parametrelendirilmesi vardır ve 

"tt E [a,b], x E Rm, u E B, vE B iç.in 

llf(t,x, u)- f(t,x, v)ll ~ ciiF(t, x)ll !lu- vii 

olur. Burada c sabiti, F(·, ·)küme değerli dönüşümünden bağımsızdır. 

Ayrıca eğer F(·, ·) küme değerli dönü§ün1Ü sürekli ise o zaman/(·) : 

[a, b] X Rm X B -+ Rn parametrelendirilmesi de süreklidir. 

Sonuç olarak; eğer 'If (t, x) E [a, b] X Rm için F (t, x) sadece kapalı 

(kompaktlığın yerine) küme ise o zaman U = Rn olmak üzere { C(t)}ı.e{a,bJ'de 

F(·, ·) küme değerli dönüşümünün J(·) : [a, b] X Rm X JR.n -+ Rn Caratheodory 

parametrelendirilmesi vardır ve 'ç't E [a, b], x E Rm, u E Rn, v E JR n için 

llf(t, x, u)- f(t, x, v)ll ~c !lu.- vii 

olur [18). 

Karut. İşaretlemeyi basitleştirmek için lıfx(t) := IIF(t,x)ll alalım. 
(t, x, u) E [a, b] X Rm xJRn olsun . . Ux(t)u merkezli, 2d(lı1x(t)u, F(t, x)) yarıçaplı 

kiimeyi G(t, x, u) ile gösterelim. Yani, 

G(t, x, u) = B(lıfx(t)u, 2d(lıfx(t)u, F(t, x))) 

olsun. Bu durun1da kaydedilmiş x E Rm, u E JRn için t ~ G(t,x, u) küme 

değerli dönüşümünün ölçülebilir olduğunu kanıtlayalım. 

lı1x0 = IIF(·,x)ll fonksiyonu ölçülebilir olduğundan Sonuç 0.1.1'e 

göre d(lıfx(·)u,F(·,x)) fonksiyonu ölçülebilirdir. Böylece, tekrar Sonuç 0.1.1 

kullanılarak G(·, x, u) ölçülebilir olduğu söylenllebilir. 

\fy E JR.n, K c K için P(y, K) = K n B(y, 2d(y, K)) olmak üzere 

P(·,·): JR.n X K~ K küme değerli dönüşümüne bakalım. Şimdi "t(t,x,u) E 

[a, b] X Rm X Rn için 

ci>(t, x, u):= P(lıfx(t)u, F(t, x)) = F(t, x) n B (lıfx(t)u, 2d (lıfx(t)u, F(t, x))) 
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olmak üzere (t,X,tl) ""'"+ cl>(t,x,u) : [a,b) x Rm x R" ""'"+JR." küme değerli 

dönü§ümÜne bakalım. (t, x, u) - G(t, x, u) küme değerli dönÜ§Ümünün tanımın­

dan V (t, x, u) E [a, b] X Rm X lR71 için 

cl>(t, x, u) = F(t, x) n G(t, x, u) c F(t, x) 

olur. C(·, x, u) ve F(·, x) küme değerli dönü§ümleri ölçülebilir olduğundan ve 

Teorem 0.1.2'den t ""'"+ cl>(t,x,u) J...-üme değerli dönÜ§ümÜ ölçülebilirdir. 

Şimdi V ( t, x, u) E [a, b] X Rm x JR" için 

f(t, x, u)= sn(cl>(t, x, u)) (4.1.1) 

olmak üzere f : [a, b] X Rm X R" ---+ JR" fonksiyonunu tanırnlayalım. Burada 

sn(cl>(t,x,u)), cl>(t,x,u) kümesinin Steiner noktasıdır. 

t ""'"+ ci>(t, x, u) küme değerli dönü§ümÜ ölçülebilir olduğı.ından, Teorem 

0.1.5 göre Vp E ~n-ı için t---+ c (cl>(t, x, u),p) support fonksiyonu ölçülebilirdir. 

Burada c ( cl>(t, x, u), p) = max (p, y) dir. O zaman Stenier noktasının tanımı­
yEcf>(t,:r,~) 

na göre t---+ f(t,x,u) fonksiyonu ölçülebilir fonksiyondur. 

Teorem 3. 1. ı 'e göre 

llf(t,x,u)- f(t,y,v)ll = llsn (ci>(t,x,u))- Sn (cı>(t,x,v))ll 

::::; n· a (ci>(t, x, u), cl>(t, x, v)) 

dir. Önerme 3. 2. ı 'e göre 

a (ci>(t, x, u), cl>(t, x, v)) = a(P(A1x(t)u., F(t, x)), P(Afy(t)v, F(t, y))) 

(4.1.2) 

::::; 5 · 0: (F(t, x), F(t, y)) + 5ll111x(t)u- 11131 (t)vll 

(4.1.3) 

olur. (4.1.2) ve (4.1.3)'den V (t,x, u) E [a, b] X Rm X JR" ve V (t, y, v) E [a, b] X 

llf(t, x, u)- f(t, y, v)ll ::::; 5 ·n [a (F(t, x), F(t, y)) + 1111-fx(t)u- llfy(t)vll] 

(4.1.4) 

olur. O zaman (4.1.4)'e göre Vt E [a, b], x, y E C(t), u E JR" için 

llf(t,x,u.)- f(t,y,u)il ~ 5 · n[a(F(t,x),F(t,y)) + ll111x(t)- llfy(t)llllıi.II] 

(4.1.5) 
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olur. (t, x) --+ F(t, x) küme değerli dönii§ümÜ {C(t)}ıE(a,I'J 'de Caratheodory 

olduğu için 'dt E [a, b] için t--+ F(t, x) küme değerli dönü§ürnÜ Ye x -t lıf:c(t) = 
IIF(t,x)ll fonksiyonu süreklidir. O zaman (4.1.5)'den 'dt E [a,b) Ye u. E Rn için 

x -t f(t, x, u.) fonksiyonu süreklidir. 

Öte yandan 'dt E [a,b), x E Rm, u. E Rn, vE Rm için {4.1.4)'den 

llf(t,x,u.)-f(t,x,v)ll ~5·n·lıfx(t)llu.-vll =5·n·IIF(t,x)llllu.-vll 

olur. Eğer c= 5 ·n olursa (c> O sabiti F(·, ·)küme değerli dönü§ümüne bağlı 

değil) , o zaman 

llf(t,x,u.)- f(t,y,v)ll ~ c·IIF(t,x)ll llu.- vii 

olur. Buradan teoremdeki e§itsizliğin doğruluğunu ve 'V( t, x) E [a, b] x Rm 

için u. -t f(t,x, u) fonksiyonunun sürekli olduğunu görmÜ§ oluruz. Böylece 

f: [a, b] X lRm X Rn -t Rn fonksiyonunun { C(t)}tE[a,bJ 'de Caratheodory olduğu 

kanıtlanır. 

(4.1.4) ile belirlenmi§ f: [a,b] X Rm X Rn -t JRn fonksiyonunun F(·, ·) 

küme değerli dönÜ§ümünün parametrelendirilmesi olduğunu kanıtlamak için 

U = B olmak üzere Tanım 4.1.l'de (i) ko§ulunun sağlandığını gösterelim. 

Yani 'V(t, x) E [a, b] X Rm için 

F(t, x) = {f(t, x, u.) : u. E B} 

olduğunu gösterelim. tE [a,b), x E Rm ve yE F(t,x) alalım. 

U.:= { Jiw , Mx(t) =1 O 

o ,d.d 

ile tanımlayalım. O zaman 

u. E B, Afx(t)u. = y 

olur. Eğer lıfx(t) = O ise, o zaman F (t, x) = {O} ve u. = O E F(t,x) dir. 

<I>(t, x, u.) kümesinin tanımından Vu E B için 

<P (t, x, u.) = P (Afx(t)u., F(t, x)) 

= F(t, x) n B (0, 2d (0, F(t, x))) 

= F(t, x) n {O} = {O} 
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olur. Buradan 'r/u E Biçinf (t, x, u) =Sn(~ (t, x, u)) =Sn (O) =O olduğu elde 

edilir. 

Eğer lıf:c(t) =J O ise, lıfx(t)u = y ve yE F(t, x) olduğundan 

~ (t, x, u) = P (lıfx(t)u, F(t, x)) 

= P (y, F(t, x)) 

= F(t,x) n {y} = y 

olur. f(t,x,u) = sn(~(t,x,u)) olduğundan 

f(t,x, u)= y 

olur. O halde lıf:c(t) =J O ise, 'r/y E F(t, x) için f (t, x, u) =yolan u= M:(t) E B 

vardır. Eğer lıf:c(t) =O ise, o zaman F(t, x) = {O} ve u E B için f(t, x, u) =O 

olur. Buradan 

F(t, x) c {f(t, x, u) :u E B} (4.1.6) 

olur. 

'rJ (t, x, u) E [a, b] X Rm X R.n için f(t, x, u) = Sn ( iP(t, x, u)) olduğundan 

Teorem 3.1.1 'e göre f(t, x, u) E iP(t, x, u) olur. iP(t, x, u) = F(t, x)nG (t, .ı:, u.) C 

F(t,x) olduğundan 'rJ(t,x,u) E [a,b] X Rm X Rn için f(t,x,u) E F(t,x) olur. 

O zaman 

{f(t, x, u) :u E B} C F(t, x) (4.1.7) 

olur. (4.1.6) ve (4.1.7)'den (i) ko§ulunun sağlandığı görülür. 

Şimdi F(·, ·) : [a, b] X IRm - Rn küme değerli dönÜ§Ümünün sürekli 

olduğunu varsayalım. O zaman Önerme 2.3.1'e göre lıfx(t) = IIF(t,x)ll : 

[a, b] X Rm -+ R fonksiyonu sürekli olur. f(t, x, u) = sn(~ (t, x, u)) olduğundan 

Teorem 2.3.1'e göre 

ilf(t,x,u)- j(T,y,v)ll = llsn(~ (t,x,u.))- sn(~ (T,y,v))ll 

:::; n· a (<I> (t, x, u), <I> (7, y, v)) 
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olur. <I> (t, x, u)= F(t, x)nG (t., x, u) = F(t, x)nB (.U:r:(t)u., 2d(lıf:r:(t)u., F(t, x))) = 
P ((lıfx(t)u, F(t, x)) olduğundan Önerme 2.3.1 'e göre 

a (<I> (t, x, u), <I> (r, y, v)) = a (P (lıf:r:(t)u, F(t, x)), P (!ıfy(r)v, F(r, y))) 

~ 5 ·o (F(t, x), F(r, y)) + 5lllıfx(t)u- lıfy(r)vll 

(4.1.9) 

olur. Buradan, (4.1.8) ve (4.1.9)'den 

llf(t, x, u)- J(r, y, v)ll ~ 5 ·o (F(t,x), F(r, y)) + 5IIA1x(t)u- lıfy(r)vll 

(4.1.10) 

olur. F (·, ·) küme değerli dönü§ümÜ ve (t, x) ---+ lıfx(t) fonksiyonu sürekli 

oldukları için (r, y, v) ---+ (t, x, u.) iken a (F(t, x), F(r, y)) ---+ O, ll!ıf:r:(t)u- !ıfy(r)vll ---+ 

O olur. O zaman (4.1.10)'dan (r, y, v) ---+ (t, x, u) iken llf(t, x, u)- f(r, y, v) ll ---+ 

O olur. Yani F (·, ·) küme değerli dönÜ§Ümünün f (-) parametrelendirilmesi 

süreklidir. 

Teorernin sonunu kanıtlamak için (yani eğer V (t, x) E [a., b] x IR.m için 

F (t,x) kapalı, konveks küme ise) U= IR.n ve V(t,x) E [a.,b] xiR.m için lıfx (t) = 

1 olduğu varsayılarak üstteki kanıtı tekrarlamak yeterlidir. 

4.2 Ölçülebilir /Lipschitz Parametrelendirilme 

Bu kesimde eğer F: [a., b] X Rm ~ IR.n küme değerli dönÜ§ÜJnÜ { C(t) heıa,b) 

'de ölçülebilir/Lipschitz ise, o zaman önceki kesimde tanımlanan f (-) : [a., b] X 

IR. m X U ---+ IR. n Caratheodory parametrelendirilmesinin de { C(t )}ıe[a,b) 'de 

ölçülebilir /Lipschitz olduğunu göstereceğiz. 

TEOREM 4.2.1. (Sınırsız Küme Değerli Dönü§ümlerin Para­

metrelendirilmesi) F : [ a., b] X Rm ~ IR. n küme değerli dönÜ§Ümde V ( t, :ı;) E 

[a., b] X IR.m için F (t, x) konveks, kapalı küme olsun. Kabul edelim ki F (·, ·) 

küme değerli dönü§ümÜ {C(t)}ıe[a,b) 'de ölçülebilir/ Lipschitzdir ve k (t) t E 

[a., b] için uygun Lipschitz sabiti olsun. 
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O zaman F(·, ·) küme değerli dönüşümünün U = JRn olmak üzere 

{C(t)}ıe(a,bJ 'def(·): [a,b]xJRmxU-+ Rn Caratheodoryparametrelendirilmesi 

{ 

'v' (t, u) E [a, b] x Rn için f (t, ·,u) C (t) 'de ek (t) -Lipschitz 

'v'(t,x) E [a,b] X Rm için J(t,x,·) Rn'de c-Lipschitz 

olacak şekilde vardır. Burada c sabiti F ( ·, ·) küme değerli dönüşümüne bağlı 

değildir. 

Ayrıca, eğer F : [a, b] X Rm ~ Rn küme değerli dönüşümü sürekli ise, 

o zaman f (-) parametrelendirilmesi de süreklidir [26] [30]. 

Kanıt. Teoremi kanıtlamak için, Teorem 4.ı.ı 'nin kanıtında 'v' (t, x) E 

[a, b] X Rm için lıf:c (t) = ı kabul ederek Teorem 4.l.ı 'in kanıtını olduğu gibi 

tekrarlamak yeteridir. O zaman 'v' (t, x, u) E [a, b] x JRm X JRn için 

<I> (t, x, u)= F (t, x) n B (u., 2d (u., F (t, x))) 

olur. 

f(t,x,u) =sn(cl>(t,x,u)) 

olmak üzere (4.1.4)'e benzer olarak 'v'x E C (t), yE C (t) için 

ll f ( t, x, u) - f ( t, y, u) ll :::; 5 · n · a ( F ( t, x) , F ( t, y)) 

olur. F (·,·)küme değerli dönüşümü C (t)'de k (t)-Lipschitz olduğundan 

llf(t,x, u)- f (t,y,u.)ll:::; 5 ·n· k (t) llx- Yil 

olur. c = 5 ·n olursa, o zaman f (-) parametrelendirilmesinin C (t)'de ek (t)­

Lipschitz olur ve c sabiti F (·,·)küme değerli dönüşümünden bağımsızdır. 

Yine de Vt E [a, b], X E JRm, u E JRn, v E Rn için (A1x (t) = ı 

olduğundan) (4.1.4)'e benzer olarak 

ll! (t, x, u)- f (t, y, v)ll :::; llsn(cl> (t, x, u))- sn(cl> (t, x, v)) ll 
:::; n·a(<I>(t,x,u),<I>(t,x,v)) 

:::; 5 · n · [a ( F ( t, x) , F ( t, x)) + ll u - v ll] 
= 5 ·n· llu.- vii 
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elde ederiz. c = 5 · n olduğundan 'ift E [a, b], x E Rm, u. E JR", v E JR" için 

llf(t,x,u) -f(t,y,v)ll::; c·llu.-vll 

yani 'v'(t,x) E [a.,b] x ]Rm için j(t,x,·) fonksiyonu c-Lipschit.zdir. 

Eğer F (·,·)küme değerli dönÜ§ÜmÜ sürekli ise Teorem 4.2.ı 'in ko§ulları 

altında f ( ·) parametrelendirilmesinin sürekli olması aynı Teorem 4. 1. ı' deki 

gibi kanıtlanır (Yine U= lRn ve 'v' (t, x) E [a., b] X Rm için lı1x (t) =ı alınır). 

TEORE!\1 4.2.2. (Sımrlı Küme Değerli Dönü§ünılerin Paramet­

relendirilmesi) Kabul edelim ki Teorem 4.2.ı'in tüm ko§ulları sağlansın ve 

'v' (t, x) E [a., b] X Rm için F (t, x) C lRn kompakt k-üme olsun. 

O zaman F (·, ·) küme değerli dönü§ümünün {C(t)}te[a,b) 'de f (·) : 

[a., b] X Rm X B -t JR" (burada B = {u. E lRn 1 ll u ll ::; ı}) Caratheodory paramet­

relendirilmesi 

'v' (t, u) E [a., b] x B 11 için f (t., ·,u) fonksiyonu C (t) 'de ek (t) -Lipschitzdir. 

'v't E [a.,b] , 'v'x E Rm, 'v'u., v E B için 

lif (t, x, u)- f (t, x, v) ll ::; c liF (t, x) Illi u.- vii 

olacak §ekilde vardır. Burada c sabiti F (·, ·) küme değerli dönü§ün1ünden 

bağımsızdır. 

Ayrıca, eğer F (·, ·) küme değerli dönü§ümÜ sürekli ise, f (-) : [a, b] X 

Rm x B -t lRn parametrelendirilmesi de süreklidir. 

Kanıt. Teorem4.l.ı'dekigibitanımlanmı§f(·): [a,b]xlRmxB -tlRn 

parametrelendirilmesine bakalım. O zaman Teorem 4.1.ı'e göre f (-) fonksiyo­

nu {C ( t) }t.e[a,bJ 'de F ( ·, ·) küme değerli dönÜ§ÜIDÜnün Caratheodory paramet­

relendirilmesidir ve (ii) ko§ulunu sağlar. Teorem 4.l.ı'deki (4.1.4) e§itsizliği 

doğrudur, yani 'v't E [a,b], 'v'x,y E Rm, Vu,v E B için 

lif (t, x, u.) - f (t, y, v) ll ::; 5 · n [a (F ( t, X) , F (t, y)) + ll lı1x (t) u- lıiy (t) v ll] 
(4.2.1) 
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olur. O zaman Vt E [a,b), Vx,y E Rm, Vu E B iç.in 

III (t, x, u)- I (t, y, u) ll ~ 5 ·n [a (F (t, x), F (t, y)) + IIAfx (t) u- lıfy (t) u ll) 

(4.2.2) 

olur. F (t, ·)küme değerli dönü§ümÜ C (t)'de k (t)-Lipschitz olduğundan 

o (F (t, x), F (t, y)) ~ k (t) llx- Yil (4.2.3) 

olur. F (t, ·)küme değerli dönü§ümÜ C (t)'de k (t)-Lipschitz olduğundan, Öner­

me 2.3.l'e göre x---? lıfx (t) fonksiyonucia C (t)'de k (t)-Lipschitzdir, yani 

llıfx (t)- .Hy (t)l ~k (t) llx- Yil 

olur. O zaman u E B olduğundan 

IIAfx (t) u- lıfy (t) u ll ~ llıf:r (t)- lıfy (t)lllull ~ k (t) llx- Yil (4.2.4) 

olur. (4.2.2), (4.2.3) Ye (4.2.4) e§itsizliklerinden 

III (t, x, u)- I (t, y, u)ll < 5 ·n [k (t) llx- Yil+ k (t) llx- Yil] 

- lOn ·k (t.) llx- Yil 

olur. Yani I (t, ·,u) fonksiyonu C (t)'de 10 ·nk (t)-Lipschitzdir. 

Şimdi Vt E [a,b), x E Rm~ u E B, vE B için 

III (t,x,u)- I (t,x,v)ll ~c ·liF (t,x)ll·llu- vii (4.2.5) 

olduğunu gösterelim.(4.2.1) e§itsizliğinden Vt E [a, b], x E JRm, u E B, v E B 

için 

III (t, x, u)- I (t, x, v) ll ~Sn· lllıfx (t) u- lıfy (t) vii 
=Sn· Mx (t) ·llu- vii 
=Sn ·IJF(t,x)ll·llu- vJI. 

olduğunu elde ederiz. c= Sn olduğundan, buradan (4.2.S) e§itsizliğinin doğrulu­

ğu elde edilir. 

F (·, ·) küme değerli dönÜ§ÜmÜ sürekli olursa, I(-) parametrelendiril­

mesinin sürekli olması aynı Teorem 4.1.1'deki gibi kanıtlanır. 
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O EK 

.. .. 
0.1 Olçülebilir Küme Değerli DönÜ§Ümler ve Üzellikleri 

Bu bölümde verilen tanım ve teoremler tam olarak [7] ve [36] 'da bulunabilir. 

F ( ·) : ]Rm """' ]Rn küme değerli dönü§ümünün ölçülebilir olmasının tanımını 

verelim. 

TANIM 0.1.1. Eğer keyfi açık O c JRn kümesi için 

kümesi Lebesgue ölçülebilir ise, o zaman FO : ]Rm """' ]Rn küme değerli 

dönÜ§Ümüne ölçülebilir küme değerli dönÜ§Üm denir. 

Şimdi f ( ·) : ]Rm -+ JR n fonksiyonunun ölçülebilir olmasının tanımını 

verelim. 

TANIM 0.1.2. Eğer keyfi açık O C ]Rn kümesi için 

kümesi Lebesgue ölçülebilir ıse, o zaman f ( ·) : ]Rm -+ ]Rn fonksiyonuna 

ölçülebilirdir denir. 

A§ağıdaki teorem, kapalı değerli ölçülebilir küme değerli dönÜ§Ümlerin 

ölçülebilir selektörünün varlığını gösterir. 

TEOREM 0.1.1. F (-) : ]Rm """' ]Rn kapalı değerli ölçülebilir küme 

değerli dönü§üm olsun. O zaman F(·) küme değerli dönÜ§Ümünün ölçülebilir 

.f (-) : ]Rm -+ ]Rn selektörü vardır([8] [36]). 

Şimdi ölçülebilir küme değerli dönü§ümlerin bazı özelliklerini gösterelim. 

TEOREM 0.1.2. Fi 0 : JRm """' JRn (i= 1, 2, ... ,N) ölçülebilir 
N 

küme değerli dönÜ§Ümler olsunlar. O zaman F* ( x) = U Fi ( x) , F* ( x) = 
i=l 

N n Fi (x) gibi tanımlanan F* (·) : JRm """'JRn ve F* 0 : JRm """'JRn küme değerli 
i= I 

dönÜ§Ümleri de ölçülebilirdir. 
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Şimdi genel halde Caratheodory küme değerli dönÜ§ÜinÜni.in ve Carat­

heodory fonksiyonunun tanımını verelim ve ters görüntü teoremini ifade edelim. 

TANIM: 0.1.3. G (·, ·) : JRk X Rm ----+JR" kapalı değerli küme değerli 

dönü§üm olsun. Eğer Vx E Rm için w ----+ G (w, x) küme değerli dönÜ§ümÜ 

ölçülebilir, Vw E R_k için x ----+ G (w, x) küme değerli dönü§ümÜ sürekli ise, o 

zaman G ( ·, ·) 1.-ürne değerli dönü§ümüne Caratheodory küme değerli dönÜ§ÜmÜ 

denir. 

f(·,·): JRk X Rm---TR" olsun. Eğer Vx E Rm için w ---T f(w,x) 

ölçülebilir, Vw ERk için x ---7 J(w,x) fonksiyonu sürekli ise,/{-,·) fonksi­

yonuna Caratheodory fonksiyonu denir. 

TEOREl\1 0.1.3. {Ters Görüntü) F : JRk ----+ Rm, G : JRk ----+ 

Rn kapalı değerli ölçülebilir .küme değerli dönü§ümler, g : JRk X Rm ---7 Rn 

Caratheodory fonksiyonu olsun. O zaman 'dw E JR.k için 

H(w) = {x E F(w) ı g(w,x) E G(w)} 

gibi tanımlanı§ H(·) : JRk ----+ Rm küme değerli dönÜ§ÜmÜ ölçülebilirdir. Ek 

olarak eğer 'dw E JRk için 

g (w,F (w)) n G (w) #0 

ise, o zaman F ( ·, ·) küme değerli dönü§ümünün ölçülebilir f { ·) selektörü V w E 

JR k için g (w, f (w)) E G (w) olacak §ekilde vardır. 

Şimdi de marjinal fonksiyonun ölçülebilirliği hakkında ki teoremi sunalım. 

TEOREM 0.1.4. F : JRk ----+ Rm kapalı değerli, ölçülebilir küme 

değerli dönüşüm, f: JRk x.JRm ---7 R Caratheodory fonksiyonu olsun. O zaman 

Vw ERk için v(w) = inf f(w,x) 
xEF(w) 

gibi belirlenen v (·) : JR k ---7 JR U { -oo} marjinal fonksiyonu ölçülebilirdir. Ek 

olarak 'dw E JRk için R(w) = {x E F(w) ı f(w,x) = inf f(w,y)} olarak 
yEF(w) 

belirlenen R ( ·) : JR.k ----+ Rm marjinal küme değerli dönü§iimüde ölçiil~bilirdir. 
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Bu teoremden aşağıdaki sonuç elde edilir. 

SONUÇ 0.1.1. F: Rk- Rm kapalı değerli ölçülebilir küme değerli 

dönÜ§üm, f: R_k ~Rm, p(·): Rk ~ [O,oo) ölçülebilir fonksiyonlar olsunlar. 

O zaman a§ağıdaki dönü§ümler ölçülebilirdir. 

(1) w- B(! (w), p (w)) küme değerli dönüşümü 

(2) w~ d(! (w), F (w)) fonksiyonu 

(3) W - nF(ı..•) (/(w)) h'Ürne değerli dönüşümü 

(4) F (-) hiirne değerli dönüşümünün ölçülebilir Vw ERk için g (w) E 

F (w) selektörü 

lif (w)- 9 (w)ll =d(! (w), F (w)) 

olacak şekilde vardır. 

Burada 

B (! (w) , p (w)) = { y E Rk 1 ll Y - f (w) ll ~ P (w)} 

d(! (w), F (w))= inf ll! (w)- Yil 
yEF(w) 

ve 

ITF(w)(f(w))={yEF(w) llly-f(w)ll=d(f(w),F(w))} 

dir. 

Şimdi küme değerli dönüşümlerin ölçülebilirliği ile onun support fonksi­

yonu arasındaki bağlantıyı karakterize eden teoremi verelim. 

TEOREM 0.1.5. F : Rk - Rm kapalı değerli ölçülebilir küme 

değerli dönüşüm olsun. O zaman Vp E Rm için 

w~c(F(w),p)= ~up (f,p) 
!EF(w) 

support fonksiyonucia ölçülebilirdir. 

Eğer ek olarak, 't/w ERk için F(w) kümesi konveks ve sınırlı olursa, o 

zaman bu teoremin terside doğrudur. 
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