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Bu calisma, geniglemeyen déniisiimler igin sabit noktalarin varligina iligkin son yillarda
vapilan ve cesitli kaynaklarda yeralan bazi 6nemli sonuglarin, standart olmayan kanit
yontemleriyle verilen bazi sabit nokta teoremlerinin derlenmesi niteliginde bir ¢alismadir.

Caligma ii¢ bdliimden olugmustur. Ilk bdliimde, ultra carpim tekniklerine hazirhk
olmas: amaciyla, ilgili 6n bilgiler ve 6nemli teoremler verilmistir.

ikinci boliimde ise, sabit nokta teori genel olarak ele alinmis ve bir takim geometrik

ozelliklerle olan iligkileri verilmisgtir.
Son bdliimde ise, ultra carpim teknikleri yardimiyla elde edilen bazi sabit nokta teo-
remleri verilerek, bu konuda ilk galigmalar1 yapmis olan Maurey’ in bazi 6nemli teoremleri

siralanmigtir.
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This thesis is an exposition on the work done in recent years about the existence of

nonexpansive mappings and about some results took place in various literature given with

nonstandard proof.
This work consists of three chapters. In the first chapter, in order to aim ultraproduct

techniques some preparations are done and some important theorems are given.
In the second chapter, the fixed point theory in general is considered and its relation

with some geometric properties are given.
In the last chapter, some fixed point theorems which are obtained by ultraproduct

techniques are given and some important theorems of Maurey, who is the pioneer of

theory, are listed.
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SIMGELER DIiZiNi

Bos kiime

Dogal sayilar kiimesi

Gergel sayilar kiimesi

fo= (&) 261 < 00,1 < p< oo}
fo=(6): 2 I6l < oo}

Yakinsak diziler uzayi

0 a yakinsayan diziler uzayi

X den Y ye tamiml simirh dogrusal fonksiyonlar uzay:
T donligimiiniin sabit noktalar: kiimesi

X uzayinin dual (eglek) uzay:

K kiimesinin konveks zarfi

A kiimesinin zayif kapanis:

z merkezli r yaricaph kapal: top

sup{l|jz — y|| : z,y € A}, A kiimesinin ¢ap1

A kiimesinin Chebyshev yaricap:

A kiimesinin Chebyshev merkezi

X uzaymin diizgliin digbiikeylik karakteristigi
Zayif yakinsama

{(z)ier : lI(z)l] = sup{l|zillx; : 7 € I} < o0}
[a,b] araligindan R ye tanimh siirekli fonksiyonlar uzay:
K kiimesinin Kuratowski kompaktsizhik ol¢iist
X uzaymin ultra kuvveti

X ve Y Banach uzaylar arasindaki Banach-Mazur uzakhgi



1 ONBILGILER

Bu béliimde, ileriki boliimlerde gerekli olabilecegi kadariyla bazi genel bilgiler

verilecektir. Metrik uzaylar ve topolojik uzaylar ile ilgili temel kavramlarin ise

bilindigi kabul edilmektedir.

1.1 Schauder Tabanlar

Tanim 1.1.1. X bir Banach uzay: olsun. Eger her x € X igin

n
z = lim E aLEk
n
k=1

olacak sekilde bir tek (a,) skalerler dizisi varsa, (e,) dizisine X igin bir Schauder

tabant ya da kisaca taban denir.

Kolayca goriilebilecegi gibi X in bir tabani dogrusal bagimsizdir. Ayrica her
tabanin dogurdugu alt uzay X iginde yogundur; yani (e,) X in bir taban ise (e,)
nin her sonlu dogrusal bilesimlerinden olugan

span{e, : n € N} = {Zakek :ay,4as,...,4, € R,n € N}

k=1
alt uzayimn X icinde yogun oldugunu gérmek kolaydir.
Gergekten de
M = span{e, : n € N} = {Zakek 1ay,...a, €ER, n € N}
k=1

olsun. Keyfi bir z € X 6gesi icin £ € M oldugunu gostermeliyiz. (e,), X in taban
oldugundan z = 3 ., akej biciminde tek tiirlii olarak yazilabilir.

Simdi

P = 416

P2 = ai€;+ aze;

Pn = (1161+a262+ ..t ane,



dizisini olusturahm. Her n € N i¢in p, € M dir. Ayrica lim,_,c. p, = = oldugundan
z € M olur. O halde M = X yani M, X icerisinde yogundur.
Buradan bir Schauder tabanina sahip her Banach uzayinin ayrilabilir oldugunu

soyleyebiliriz.

Ornek 1.1.2. en = (0,...,0,1,0,...) seklinde n. bileseni 1, diger bilesenleri 0 olan
(en) dizisi 1 < p < co olmak iizere, £P ve ¢y icin bir tabandir. Gergekten de verilen

her x = (£,) = D pe, érex € P dgin Y oo |€4]P < 0o oldugundan,

lz =) el = Y |l
k=1

=n+1
n — oo igin Y2 1 |&|P — 0 olur. Aymi sekilde (e,) dizisinin co icin de bir taban

oldugu gorulir.

Tanim 1.1.38. X bir Banach uzay: olsun. Ejer X icerisindeki (e,) dizisi, Span(e,)

i¢in bir taban ise (e,) dizisine temel dizi (basic sequence) adi verilir.

Eger 3pan(e,) = X ise (e,) temel dizisi ile (e,) tabani ayni seyi ifade eder. Ileriki
kesimlerde (e,) temel dizisinin normallegtirilmis, yani her n € N igin |le,|]] = 1
oldugunu kabul edecegiz.

Verilen bir Banach uzay1 icin bir (Schauder) tabaninin var olup olmadig: sorusu
¢ok onemlidir. Schauder tabanina sahip her Banach uzayinin ayrilabilir oldugunu
gordilk. Buradan £°° un bir tabana sahip olamayacagini séyleyebiliriz. Ancak bunun
tersi dogru olmak zorunda degildir, yani her ayrilabilir Banach uzayinin bir tabani
olmak zorunda degildir. Buna karsin sonlu boyutlu olmayan her Banach uzay: bir
temel dizi icerir (bakimz [7]).

Banach uzayinimn bir tabana sahip oldugu bilindiginde akla gelen bir diger soruda
bu tabanin tek olup olmadigidir. Bu sorunun cevabini vermeden 6nce iki tabanin

denkligini tanimlayalim.

Tanim 1.1.4. (z,) ve (y,) X Banach uzayinin tki tabane olsun. Y o, an, serisi-
nin yakinsak olmast igin gerek ve yeter kogul 3 .. | anyn serisinin yakinsak olmas

ise, (z,) ve (yn) tabanlarina denk denir.



Teorem 1.1.5. X, bir Schauder tabanina sahip sonlu boyutlu olmayan bir Banach
uzayr ise X igerisinde birbirine denk olmayan, normallegtirilmis, saylamaz ¢oklukta

taban mevcuttur.
Kamt. Bakiniz [7]. O

Tanim 1.1.6. X bir Banach uzay: ve (e,), X igerisinde bir temel dizi olsun. (a,)

skalerler dizisi ve py < p; < ... artan tam saydar dizisi olmak tizere,
Up = fl"__‘;;_l_l anen bicimindeki sifirdan farkle vektorlerden olusan (u,,) dizisine

blok temel dizi (block basic squence) ads verilir.

n2

inn, i€ ise u vektoriine, (e,) temel dizisi i¢in bir blok

Eger n; < ng icin v =

adin1 verecegiz. Ayrica her . =3 a,e, i¢in

suppz = {n : a, # 0}
seklinde tanimh kiimeye z in dayanagi adi verilir.

Teorem 1.1.7. X bir Banach uzay olsun. (e,) dizisinin X icerisinde bir temel
dizi olmas igin gerek ve yeter kosul her n ve p pozitif tam sayisina ve (a,) skaler

dizisine kargilik
n+p

n
1> ael| < el Y ase|
i=1 i=1

olacak sekilde ¢ > 0 saysimn olmasidar.
Kamt. Bakinz [7]. O

Teorem 1.1.7 deki esitsizligi saglayan en kiiglik ¢ sayisina (e,) nin taban sabiti
(basis constant) adi verilir. Eger (e,) nin taban sabiti 1 ise (|| }_; aie;||)?; monoton

artan dizi olur. Bu durumda (e, ) ye monoton taban adi verilir.

Tanim 1.1.8. (e,), X uzay: icerisinde bir temel dizi ve Xo = span(en) olsun. (en)

tizerindeki dogal izdiigiim; F, N nin bog kimeden farkl alt kiimesi olmak izere,

PF : Xo — Xo
PF(Z aie,-) = z a;e;
=1 ieF

seklinde tanimlanar.



Kolayca goriilebilecegi gibi Pr, Spail, cr(€,) lizerinde dogrusal izdiistimdir.

Béylece teorem 1.1.7, (e,) nin temel dizi olmas: igin gerek ve yeter kogul (Plon])
izdiigimlerinin diizgiin sinirli olmasidir geklinde yeniden ifade edilebilir. [0, 7] ile 0 ve
n arasindaki tamsayilar temsil edilmektedir. Gésterimde kolaylik olmasi bakimindan
Py yerine P, gosterimini kullanacagz.

BSylece (en) nin taban sabiti ¢ = sup,, || P, || seklinde yazilabilir.

Eger her n € N icin ||P,]| = |[|I — P.]| = 1 ise (e,) temel dizisine bimonoton adi
verilir.

Bir Banach uzaymin Schauder tabaninin varhg bize bu uzayin yapisi hakkinda
yeterli bilgi vermez. Eger bir Banach uzaymnin yapis: hakkinda daha fazla bilgiye
ihtiyag varsa, tabanlar ¢esitli 6zellikleri ile birlikte incelenir. Bu 6zelliklerden kiiglilen
tabanlar ile simirhh tam tabanlar, dual ve yansimali uzaylar baghg: altinda ince-
lenecektir. Cok kullanigh bir diger 6zellik de kogulsuz (unconditional) tabanlardir.

Kosulsuz tabanin tanimim vermeden 6nce agagidaki onerme ile birlikte kogulsuz

yakinsakligin tanimini yapalim.
Onerme 1.1.9. (zn), X Banach uzayinda bir dizi ise asagidaki ifadeler denktir.
i. Tam saydarin her ™ permutasyonu igin, Y > | Tn(y) yakinsakter,
i. Her ny <ng < ... segiligi i¢in, Y oo | &, yakinsaktir.
iti. Her 0, = F1 segilisi igin, Y ov | 0,2, yakinsakter.

iv. Here > 0 vemin{i € o} > n olacak sekildeki sonlu o kiimesi igin || 3., =] <

€ olacak sekilde n tam sayist varder.

Yukaridaki énermenin kosullarindan birini (dolayisi ile tiimiinii) saglayan,

3 | T, serisine kogulsuz yakinsak (unconditionally convergent) denir.

Tanim 1.1.10. (e,), X uzayiun Schauder taban olsun. Eger her
z= (Y2 ane,) € X igin Y o2 | ane, serisi kogulsuz yakinsak ise (e,) ye X Banach

n=

uzayrn kogulsuz tabany ade verilir.



Tanim 1.1.11. (e,) bir temel dizi olsun. Eger her Y . a;e; yakinsak serisi ve her

kesin artan (n;) tamsaylar dizisi icin, Y. a;e; serist yakinsak ve

1D aiedl =11 aien,]]
1 1

ise (€,) temel dizisine genigleyen (spreading) ady verilir.

Diizgiin sinirlilik prensibini kullanarak, 6; = F1 olmak {izere her ) . a;e; yakinsak

serisi igin ) . a;f;e; yakinsak ve

1Y aibiel] <MD ased|

olacak gekilde A > 1 sabiti varsa, (e,) in bir kogulsuz taban oldugu kanitlanabilir.
Yukaridaki esitsizligi saglayan enkiiciik A sabitine (e,) in kogulsuzluk taban sabiti

denir.

Teorem 1.1.12. X kosulsuz Schauder tabanina sahip bir alt uzay ise X, co veya £*

uzaylarina izomorf bir alt uzay icermeksizin, yansimale bir uzayder.

Tamm 1.1.13. X bir Banach uzay: olsun. Eger her z € X 6desi her n igin (e,) €
X, olmak tzere, z =Y e, olarak bir tek sekilde temsil edilebiliyorsa, X in kapal alt
uzaylarindan olusan (X,,) dizisine X in Schauder ayrigims (Schauder decomposition)

denir.

Eger her n igin boyX, = 1 ise Schauder ayrigiminin Schauder tabanindan bir
fark: yoktur. Her n igin boyX,, < oo oldugu durumlarda ayrigimlarin uygulamada

¢ok 6nemli rolleri vardir.

1.2 Dual ve Yansimali Uzaylar

X ve Y Banach uzaylari, £(X,Y) de X uzayindan Y uzayina tanimh tiim sinirh
(siirekli) dogrusal operatorlerin uzayim gostersin. T € £(X,Y’) icin,

T = sup{||Tz|l/|z]| : = € X,z # 0}
= sup{||Tz||: = € X, ||| = 1}



seklinde tanimlanirsa, (£(X,Y),||.||) uzay: bir Banach uzay: olur. X* = £(X,R)
uzayina X uzaymin dual uzayi denir. X* uzayinin elemanlarina ise siirekli dogrusal
fonksiyoneller denir. z* € X* ve z € X i¢in z*(z) yerine daha kullanigh olan
z*(z) =< z,z* > gosterimi kullamlir. X** = £(X* R) uzayna ise X uzaymin ikinci
dual uzay: denir. Eger z € X sabit ise < z,z* >, X* lizerinde siirekli dogrusal bir
fonksiyonel tanimlar. Boylece 2 € X dogal bir gekilde X** in z** gibi bir eleman:
ile iligkilendirilmig olur. z + z** doniiglimiine X in X** icerisine dogal gomiilmesi
denir. Bu gémme doniligiml daima dogrusal izometridir. Eger bu déniisim ayni
zamanda Orten ise X e yansimali uzay denir ve X = X** geklinde gosterilir.

Simdi temel diziler ile dual uzaylar arasindaki iligkileri inceleyelim. Genelligi
bozmaksizin Schauder tabanli Banach uzaylan ile, daha dogrusu bir temel dizi

tarafindan dogurulan alt uzaylarla calisacagiz.

Tamim 1.2.1. (e,), X wuzaye igin bir Schauder tabant olsun. Her n € N igin X

tzerindeki e sl fonksiyonels

e;(z ae;) = an
R

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan (e) fonksiyonelleri (e,) tabans ile ilis-

kilendirilmis biortogonal fonksiyoneller adi verilen

enlem) = &7

ile karakterize edilir.

¢, {es) nin taban sabiti olmak iizere, ||e;]| < 2¢ oldugunu gdrmek kolaydur.
Gergekten, (P,) (e,) ile iligkilendirilen dogal izdiigiimler ise, her n < m tamsayilar
icin

P;:(E aief) = Z a;€;

i<m i<n

olur. Buradan teorem 1.1.7 yardimiyla (), X* igerisinde taban sabiti ¢ olan bir
temel dizi olur. Bununla birlikte genelde (), X* in Schauder tabani olmak zorunda
degildir. Gergekten de £* uzaymin duali olan £ ayrlabilir uzay olmadigindan bir

tabana sahip degildir.



Tamm 1.2.2. (e,), X uzaymnn bir Schauder tabani olsun. Eger (e}) da X* uzay:-

mun bir Schauder tabam ise (e,) Schauder tabanina kigilen (shrinking) adv verdir.

Kiigiilen Schauder tabanina 6rnek olarak, ¢y uzaymin bilinen tabanini alabiliriz.

Ancak £* uzayimin bilinen taban: kiiciilen Schauder tabani degildir.

Tamm 1.2.3. (e,), X Banach uzayinn bir Schauder taban: olsun. Eger

n
sup || Zdiei” < 00
n

i=1

..... o0

> 1 Gney serisi yakinsak ise (en)

tabanina X igin bir sinirl tam taban (boundedly complete basis) adi verilir.
Acgiktir ki, ¢o 10 bilinen tabani sinirli tam degildir.

Teorem 1.2.4. (e,), X Banach uzaywnn bir kicilen Schauder taban: ise X** uzays,

n
sup HZa;eiH < o0
n 1=1
kosulunu saglayan tim skaler diziler uzay: ile 6zdeglestirilebilir. Bu ozdeglestirme,
™ & (z**(eg), 2 (e7), .. .)
seklindedir. Ayrica z** elemarinin normu sup,, || Y ;. ai€;i|| ye denktir.

Aciklamalar 1.2.5. Eger X, (e,) Schauder tabaruna sahip ise X in yansimal ol-

mast icin gerek ve yeter kogul (e,) nin kigilen ve sinirle tam olmasidr.

Onerme 1.2.6. (€n), X Banach uzayinin (€},) biortogonal sistemi ile iliskilendirilen
normallestirilmis Schauder taban olsun. (z) dizisi, k — oo igin €},(zx) — 0 olacak
sekilde sinarl bir dizi yani (z4) dizisinin katsayilart 0 a noktasal olarak yakinsasin.
Bu durumda,

lim||zg, — u|| =0

olacak sekilde (xy) man (zx,) alt dizisi ile (e,) ardigik blocks (u;) dizisi varder.



1.3 Zayif ve Zayif* Topolojiler

z* € X* igin ppe(z) = | < z,2* > |, X iizerinde bir yar1 normdur. {p,» :
z* € X*} yan normlar ailesinin X {izerinde dogurdugu topolojiye X iizerindeki
zayif topoloji denir ve bu topoloji “wk” ya da o(X, X*) seklinde gosterilir.
X* lzerindeki zayif* topoloji ise “wk*” ya da o(X*, X) seklinde gosterilir ve yine
p-(z*) = | < z,z* > | olmak tizere {p, : ¢ € X} yari normlar ailesi ile tanimlanir.

O halde U C X kiimesinin zay:if agik olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her zo € U

icin
n
ﬂ{:cEX:|<:c—mo,x2>|<€}§U
k=1

olacak sekilde ¢ > 0 ve z},... ,z} € X* olmasidir.

X in zayif topolojisine gore acik olan her kiime, X in orjinal topolojisine gorede
aciktir; ancak bunun tersi dogru olmayabilir.

X igerisindeki bir {z;} aginin z¢ a zayif yakinsamas: icin gerek ve yeter kogul ise
her z* € X* igin < z;,2* > — < zo,2* > olmasidir.

Ayrica X iizerindeki zayif topoloji, X* 1n her elemaninin siirekli oldugu en kaba
topolojidir.

Simdi kanstlarina girmeksizin zayif ve zayif* topolojilerin ileride sikca kullanaca-

gimuz bazi iyi bilinen 6zelliklerini siralayalim:

i. X uzayimn K konveks alt kiimesinin kapali olmas: igin gerek ve yeter kogul K

nin zayif kapali olmasidir.
ii. Eger K, X uzayinin zayif kompakt alt kiimesi ise conv(K) da zay:f kompakttir.

iii. (Alaoglu Teoremi) X* uzaymdaki B(0,1) birim topu zayif" topolojiye gore

kompakttir.
iv. X uzay: yansimali ise X icerisindeki her top zayif topolojiye gére kompakttir.
v. X uzaymnn herhangi A alt kiimesi i¢in asagidakiler denktir.

a) A icindeki her (z,) dizisinin zayif yakinsak olan alt dizisi vardir.



b) A icindeki her (z,) dizisinin zayif yigilma noktas: vardir.
c) A nin zayif kapanigt “A zayif kompaktir.

vi. X* dual uzayinin K alt kiimesinin zay:1f* kapali olmasi icin gerek ve yeter kogul

her r > 0 i¢in {z* € K : ||z*|| < r} kiimesinin zay:1f* kapal: olmasidir.

vii. X uzay: ayrilabilir uzay ve K, X* in konveks alt kiimesi ise K nin zayif* kapali

olmas: icin gerek ve yeter kogul K nin zayif* dizisel kapali olmasidir.

viii. X Banach uzayinin yansimali olmas: icin gerek ve yeter kogul asagidaki denk
ifadelerin gegerli olmasidir.
a) X* yansimalidir.
b) B(0,1), X* igerisinde zayif kompakttir.
¢) X igindeki her sinirh dizinin zayif yakinsak alt dizisi vardir.
d) Her z* € X* icin z*(z) = ||z*|| olacak sekilde z € B(0,1) vardir.

e) X in herhangi sinirh, kapali, konveks K alt kiimesi ve her z* € X* igin

z*(z) = sup{z*(y) : y € K} olacak sekilde z € K vardir.

f) X uzaymnin bog kiimeden farkli, sinirls, kapali ve konveks alt kiimelerinden

olugan herhangi bir azalan (K,) dizisi i¢in N2, K, # @ olmasidir.

ix. X bir Banach uzay1 ve (e,) de X in bir tabani olsun. X in yansimali olmasi

icin gerekli ve yeterli kogul (e,,) tabammnin kiiciilen ve sinirh tam olmasidir.

1.4 Siizgegler

Bu béliimde siizgecler ve ultra siizgecler tanimlanarak, ultra siizgecler yardimy-

la elde edilen bazi1 6nemli sonuglar verilecektir.

Tanim 1.4.1. I bos kimeden farkl bir kime olsun. I dzerinde bir F sizgeci diye,
I nin bos kimeden farkh alt kimelerinden olusan ve asagidaki iki 6zelligi saglayan,

bir F kime ailesine denir.
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i. A,Be Fise ANBE F;
. Ae Fve AC Bise Be F.

Yukaridaki tanimdan da goriildiigi gibi I nin kendisi [ tizerindeki herhangi bir
stizgecin elemamdir. Asgagidaki ornekler ileride sik¢a kullanacagimiz siizgeclerden

bazilaridir.

Ornek 1.4.2. Sabit biri € I igin F; = {A C I :i € A} seklinde tanimlanan F;, I
uzerinde bir stzgegtir. F; ye agtkar sizge¢ adr verilir. Agikca gorilmektedir ki, F;
nin agikar sizge¢ olmast igin gerek ve yeter kosul @ ¢ F; ve {i} € F; olacak gekilde

1 € I olmasider.

Ornek 1.4.3. F = {ACT:I\ A sonlu} seklinde tanimlanan F de I iizerinde bir

stizgegtir. F ye Frechet sizgect denir.

Ornek 1.4.4. T bir topolojik uzay, i € I ve F; = {V : V,i nin bir komsulugudur}
ise F;, 1 ye karsilk gelen stizgegtir (komsuluklar stzgeci).

Ornek 1.4.5. (I,<) sirals bir kiime ve Vi,j € I igin Ak € I 51 < k,j < k yani [
kiimesi yukar: dogru yonlendirilmis (upward directed) olsun. F = {B C I: 3 €
I3 Vi>1ig i¢ini € B} ailesi I dzerinde bir stizgeg belirtir.

Asagidaki onermenin dogrulugu kolayca goriiliir.
Onerme 1.4.6. I herhangi bir kiime ve B C 2! kesigim altinda degismez olsun.
FB)={AcCI:3Be B> BCA}

ailesini tanamlayalim. F(B), I izerinde bir stizgectir. Ayrica B yi igeren her sizge¢

F(B) yi de icermek zorundadsr.

Eger F, I iizerinde bir siizgeg ve § € F ise F = 27 dir. Bu durumda F ye has
olmayan siizgeg denir.
I {izerindeki her siizgeg I y1 igereceginden, I tizerindeki herhangi siizgecler ai-

lesinin arakesiti bog kiimeden farklidir ve kolayca goriilebilecegi gibi I iizerinde bir
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stizgecdir. Fakat ayni sonucu, yukar1 dogru y6nlendirilmis kiimeler haric, birlesim
icin sOyleyemeyiz.

I iizerindeki has olmayan siizgecler digindaki tiim siizgeglerin kiimesini P ile
gosterelim.

P = {F : F, I iizerinde bir siizgeg ve F #£ 27}

P kapsama bagntisina gére kismen sirali bir kiimedir. Ayrica P nin artan her

zincirinin bir {st sinirt vardir. O halde, Zorn Teoremine gére P nin bir maximal

eleman: vardir. Bagka bir deyigle, 3F € P35 D e P ve F C Dise F =D dir
Tanim 1.4.7. P nin maksimal elemanlarina I dzerinde ultra sizgeg¢ ads verilir.

Maksimal elemanlarin varliklarini Zorn Teoremi yardimi ile bilmemize kargin, bu
elemanlar: belirlemek genelde kolay degildir. Bu ylizden bir slizgecin ultra siizgeg

olup olmadigini belirlemek igin agagidaki 6nermelerden yararlanacagiz.

Onerme 1.4.8. I dzerindeki bir stizgecinin ultra stizge¢ olmas igin gerek ve yeter

kosul VA C I i¢in A ya da I\ A mun U nun elemant olmasidir.

Kamit. <: U siizgeci yukaridaki kogullar: saglasin, F de [ iizerinde bir slizgeg ve
U C F,U # F olsun. Yani U maksimal olmasin. O zaman A € F \ Y alalim. U
yukaridaki kogullar: sagladigindan I\ A € U olur. Y C F oldugundan A ve I\ A, F
nin elemanidir. F siizgeg oldugundan, § = AN(I\ A) € F dir. § € F oldugundan
F =2 olur. O halde ¢ maksimaldir, yani ultra siizgegtir.

=: U, I iizerinde bir ultra siizge¢ ve A C I olsun. I\ A ¢ U oldugunu kabul
edelim. A € U oldugunu gostermeliyiz.

B={ANB:Bel}

ailesini alalim. F(B), bir onceki onermede oldugu gibi, I iizerinde B tarafindan
iiretilen bir siizge¢ ve U C F(B) dir. Eger B € U ise AN B € B C F(B) dolayst ile
B € F(B) olur. U = F(B) oldugunu gostererek kamit: tamamlayahm. [ — A ¢ U
oldugundan (§ ¢ B dir, buradan @ ¢ F(B) ve U nun maksimal olmasi U = F(B)
olmasimi gerektirir. O halde A € F(B) oldugundan kanit tamamlanir. O
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Agiklamalar 1.4.9.

1. Zorn Lemma y1 kullanarak I dzerindeki herhangi bir sizgeci ultra stizgece

genigletebiliriz.
2. I tuzerindeki herhangi bir agikar stizge¢ ayni zamanda bir ultra siuzgegtir.

Onerme 1.4.10. U, I iizerinde bir ultra stizge¢ olsun. Herbir I, C I olmak ﬁ'zere,

LULU...UI, €U ise bazs k lar igin I, € U dor.

Kamt. Tersine herbir & = 1,2,...n icin I; ¢ U oldugunu kabul edelim. O zaman

bir 6nceki 6nermeye gére I\ Iy € U olur. Buradan
b= () U\Iyn{JL)eu
1<k<n k

olur. Bu ise U/ nun ultra slizge¢ olmasi ile geligir. O

Bu 6nerme yardimiyla ultra siizgeglerin bir bagka 6zelligini de verebiliriz.

Onerme 1.4.11. [ izerindeki U ultra stizgecinin agikar suzge¢ olmast i¢in gerek ve

yeter kogul en az bir A sonlu kimesi icin A € U olmasidur.

Kanit. <: A kiimesi olarak, A = {i;,12,...,7,} alalim. Onceki énermede I; =
{1}, I = {32}, ... ,In = {i,} alacak olursak enaz bir k icin I} = {ix} € U olur ve

boylece U = F;, olur. Kanitin diger yoni ise agikar siizge¢ tanimindan gorilir. [

Ultra stizgegleri genelde N iizerinde alacagiz. Bu durumda kargimiza ultra siizgegle-

rin bazi 6nemli 6zellikleri ¢ikar.

Onerme 1.4.12. N dzerindeki agikar olmayan her U ultra sizgeci sayilabilir tam

degildir, yani herbir A, € U ve (), A, =0 olacak gekilde bir (A,) dizisi varder,

Kamit. n € N olsun. U agikar olmayan stizge¢ oldugundan n ¢ A, ve A, € U
olacak sekilde bir (A,) dizisi vardir. Gergekten A, = N\ {n} olarak alabiliriz.
Agiktirki ), An = 0 dur. O
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1.5 Siizgecler Uzerinde Limitler

Bu bolimde Hausdorff topolojik uzaylari ile galisacagiz. Siizgeclere ve ultra
stizgeglere bagh olarak topolojik uzaylar iizerinde yakinsakligi tanimladiktan sonra

bazi 6nemli sonuclar tizerinde duracagiz.

Tanim 1.5.1. (z;)ier, X in I kimesi tarafindan damgalanan elemanlarimin bir
kolleksiyonu olsun. F de I tizerinde bir sizge¢ ve ¢ € X olsun. Ejer z in her-
hangi bir V komgulugu i¢in {i € I : z; € V} € F oluyorsa, (z;) kolleksiyonuna F
izerinde x € X e yakinsar denir. Bu limit

lii’rfpw,' ya da lijrrn;ci

seklinde gdsterilir.

Eger F has olmayan bir siizge¢ degil ise F tizerindeki limit tektir. Bu iddiay:
kanitlamak icin (z;);er kolleksiyonunun F iizerinden zq ve zj gibi iki farkli noktaya
yakinsadigimi kabul edelim. X Hausdorff uzay oldugundan z, ve zj noktalarinin
UNYV = § olacak sekilde U ve V komguluklar: vardir. Slizgecler iizerinde limit
tanimini kullanirsak, A={i € [ :z; e U} e Fve B={i€l:z; € V} € F dir.
Ancak AN B = @ oldugundan iki farkl limit noktas: olamaz.

Eger C, X in kapali bir alt kiimesi ve {z;} C C ise limrz; C ye aittir. Eger
limr z; = zo ¢ C ise yine yukarida yaptigimiza benzer olarak, C' nin kapaliigindan
zo m CNU = P olacak sekilde U komsulugu vardir. {i € I : z; € U} = 0 oldugundan
zo € C olmak zorundadir.

Asikar siizge¢ tamimindan kolayca goriilebilecegi gibi eger Fi,, io tarafindan

liretilen agikar siizgeg ise limz, z; = 7, dir.

Onerme 1.5.2. U, N dzerinde agikar olmayan ultra sizge¢ ve (z,) de X topolojik
uzayinda x noktasina yakinsayan bir dizi olsun. Bu takdirde (x,), U sizgecine gore

z e yakinsar, yani limy x, = x olur.

Kanit. V, z € X in herhangi bir komsulugu olsun. limz, = z oldugundan {7 :

z; ¢ V} kiimesi sonludur. Daha 6nce kanitladigimiz énerme 1.4.8 ve onerme 1.4.11
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kullanacak olursak, U asikar olmayan siizge¢ oldugundan yukaridaki sonlu kiime
U nun eleman olamaz. U ultra siizgeg oldugundan bu kiimenin tiimleyeni & nun

eleman: olmak zorundadir. O halde {z: z; € V} € U olur. O

Aciklamalar 1.5.3. X bir metrik uzay olsun. Ejer U agikar olmayan ultra sizge¢
ve limy , = z ise (z,) in X topolojik uzayina gére z e yakinsayan bir alt dizisi

vardir.

Asagidaki teorem ultra slizgeglerin kompaktlii karakterize ettigini gostermesi

bakimindan onemlidir.

Teorem 1.5.4. K bir Hausdorff topolojik uzay olsun. K nin kompakt olmas: igin
gerek ve yeter kogul herhangi bir (z;)ic; C K kolleksiyonunun I izerindeki herhangi

bir U ultra stizgecinde yakinsak olmasidur.

Kanit. =: K kompakt bir kiime olsun. (z;);cr C K ve U, I iizerinde bir ultra
stizgeg olsun. Kabul edelim ki (z;);er hi¢bir z € K noktasina yakinsamasin. O za-
man herbirz € Kicin IV, e N5 {i€l:z,€ V;} ¢ U. Ayrica K C Usex Ve ve
K kompakt oldugundan, 3V, V,,,... ,V,, 2 K C |}, Vi, dir. Buise I =J;_, I;
olmasini gerektirir. Burada I; = {i € I : z; € V,,;} dir. I € U olduguna gore daha
onceden kanitladigimiz 6nerme 1.4.10 yardimu ile 31 < k < n i¢in Iy € U olmak
zorundadir. Bu ise I; lerin segilisi ile geligir. O halde (z;)ier U tizerinde yakinsaktir.
<= Verilen her (z;);e; C K kolleksiyonu I iizerindeki herhangi bir ¢/ ultra slizgecine
gore yakinsak olsun. (Fy)ser, K mnin sonlu arakesit ozelligine sahip kapali alt
kiimelerinin ailesi olsun. [, Fa # @ oldugunu gosterecegiz. I = {A C T : A sonlu }
kiimesini alalim ve z4 € [ ,¢4 Fa olsun. [A,00) := {B € I : A C B} olmak
lizere, B = {[A,00) : A € I} C 2! y1 alahm. [A,00) N [A',0) = [AU A’,00)
oldugundan B kesisim altinda degismez kalir. O halde onceki kesimde oldugu gibi
F(B) slizgecini tanimlayabiliriz. @ ¢ B oldugundan F(B), I iizerinde has olmayan
stizgeg degildir. U, I tizerinde F(B) yi kapsayan bir ultra slizge¢ olsun. K izerindeki
varsayimimizdan limg 3 ¢4 = « vardir. Kanitimizi z in her F, nin eleman oldugunu

gostererek tamamlayalim. Bunun icin tersine enaz bir @' igin = ¢ F., oldugunu kabul
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edelim. O zaman 3V, € N; 3 V; N F = @ olur. Ancak limyz4 = z oldugundan
L ={A€l:z4€V,} €U Ayncal[{a'},00) € B C F(B) C U oldugundan
[{a'},00) € U olur. Herhangi A € I,N[{ca'},c0)icinz s € V, vexy € Nyea Fy C Fy
olur. Buise V; N F; = {) olmasi ile geligir. O halde I, N[{c'},00) =@ € U olur. Bu

sonug U nun ultra slizgeg olmasi ile celisgir. O

Dogrusal topolojik uzaylar icinde limit tanimlayabilecegimizden dolay1, bu kavramin
dogrusal yapiyla iligkisini aragtirmak gerekir. Asagida verilen ve dogruluklar: ko-

layca goriilebilecek iki 6nerme bu iligkiyi vermektedir.

Onerme 1.5.5. X dogrusal topolojik uzay ve U, I tizerinde bir ultra sizge¢ olsun.
(z:)ier ve (Yi)ier, X in iki alt kolleksiyonu ve limy z; = z, limy y; = y ise
librln(:vi +y)=z+y ve libllna:c,- =azr

dir.
Kanit. limy(z; + y;) = = + y oldugunu gérmek icin, z + y nin keyfi bir W komsu-
lugunu alalim. Dogrusal topolojik uzaylarda toplamun siirekliliginden, U + V C W
olacak gekilde z in bir U, y nin de bir V komsulugu vardir.

limyz; =2z = {i€l:z;eU} €U ve

limyy; =y =>{iel:y, €V} el di.

U siizge¢ oldugundan,

{iel:z;eUln{iel:y;eViecl

olur. Ayrica
fiel:z;eUln{iel:y,eVielU Cliel:zi+y; €U+V}
Cliel:z;i+y e W}
oldugundan {i € I : z; +y; € W} € U olur. O halde limy(z; + y;) = = + y dir.
Benzer gekilde limy(az;) = az; oldugu da gosterilebilir. O

Orerme 1.5.6. X ve Y Hausdorff topolojik uzaylar ve U da I izerinde herhangi
bir ultra sizgeg olsun. f, X denY ye sirekli bir fonksiyon olmak dzere, (z;)ier C X

ve limy, z; = z varsa, limy f(z;) vardir ve limy f(z;) = f(z) dir.
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Kanit. W, Y uzayinda f(z) in keyfi bir komgulugu olsun. f siirekli bir fonksiyon
oldugundan X icerisinde z in f(U) C W olacak sekilde bir U komsgulugu vardur.
Ayrnica limy z; = z oldugundan, bu U komsulugu igin {z € I : z; € U} € U dur.
Buradan

{iel:z;eU}C{iel: f(z;) e W}

oldugu diigliniliirse {¢ € I : f(z;) € W} € U elde edilir. O halde limy f(z;) ='f(:c)
dir. O

1.6 Aglar

Bu béliimde aglarin ve ultra aglarin temel 6zellikleri incelenecektir.
Tanim 1.6.1. Bos kiimeden farkl bir D kiimes: tzerinde > ile gosterilen bagint,
. mn,pEDOIM>nven>p=>m2>2p;
it. m€D=>m>m;
itt. myn€DiseIpeDod3p>muvep>n

ozelliklerini saghyorsa, > bagintisina D kimesini yonlendiriyor, (D, >) tkilisine de
yonlendirilmis kime denir. Yukaridaki ézelliklere ek olarak, ¥m,n € D ig¢in ya

m > n ya da n > m oluyorsa, (D,>) ikilisine dogrusal yonlendirilmis kime denir.

Tamim 1.6.2. D yénlendirilmis bir kime ve S herhangi bir kime olsun. Bir x :
D — § fonksiyonuna S iginde bir ag adi verilir. Aglar géstermek icin {z, : n € D}
gosterimini kullanacagiz. Burada z,, gésteriminin anlam: z(n) dir.

S kiimesi iginde bir {z, : n € D} ag ile bir G C S kiimesi verilsin. Jno €
Don>ng= z, €G ise {z, : n € D} agina sonunda G kimesi icinde kalyor
(eventually in G) denir. Herhangi bir n € D i¢in Im € D,m > n iken z,, € G ise
{z, :n € D} agina stk¢a G igindedir (frequently in G) denir.

Eger {z, : n € D} aji stk¢a G iginde bulunuyor ve &€ = {n € D : z, € G}
dersek, € su ozellije sahiptir: herhangi bir n € D igin 3m € £ 3 m > n dir. D nin



17

bu sekildeki kimelerine cofinal ad: verilir. D nin herbir cofinal alt kimesi de > ile

yonlendirilmig bir kimedir.

Tanim 1.6.3. S bir Hausdorff topolojik uzay ve p € S olsun. p nin her komsulugu
igin {z, : n € D} agi sonunda p nin komgulugu icerisinde kalyorsa, {z, : n € D}

agi p € S noktasina yakinsiyor denir. Bu durum lim,ep z, = p seklinde gosterilir.

Limit noktasinin tek oldugunu gosterelim. Kabul edelimki, lim,ep z, = p1 ,
lim,ep zn = p2 ve p1 # pe olsun. S Hausdorff uzay oldugundan. 3V,, € Ny, , Vj, €
Np, 2 Vp, NV, =0, aynica {z, : n € D} ag1 sonunda hem V,, hemde V,, icinde
kaldigindan dmy,m; € D 3z, € V), Ve &y, € V,, olur.D yénlendirilmig bir kiime
oldugundan ezistsms € D 3 m; < ms, ma < mg olur. Bdylece z,, € V, NV}, elde

edilir. Bu ise V,, NV, = 0 olmas: ile celigir. O halde limit noktas: varsa tektir.

Tanim 1.6.4. {z, : n € D} aginin {z, : n € &} agun bir alt afr olmast igin
gerek ve yeter kogul asagrdaki kogullart saglayan bir ¢ : D — € fonksiyonunun var

olmasider.
L 2Zp = Ty(n)
. VmeEicinIneDdp>n=p(p) >m

Tanim 1.6.5. {2, : n € D}, X icerisinde bir ag olsun. VG C X i¢in, G kimest
ya da G kiimesinin timleyeni sonunda {z, : n € D} agin igeriyorsa, {z, : n € D}

agina ultra a§ adu verilir.

Teorem 1.6.6. X bir Hausdorff topolojik uzay, (z,)nep de X igerisinde bir ag ise, |

(zn)nep aginin ultra af olan bir alt age vardr.
Kanit. (z,)nep, X igerisinde bir ag olsun.
F ={G CcD:{n:n € D} kiimesi sonunda G igerisinde kalsin. }

kiimesini tamimlayalim. D € F oldugundan, F bog kiimeden farklidir. Ayrica F nin
D iizerinde bir siizgeg oldugunu goérmek de kolaydir. O halde F C U olacak sekilde
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bir U ultra siizgeci vardir. Asagidaki gibi bir 4 kiimesi tanimlayacak olursak,
U={(n,F):ne€ FveFelU}

U kiimesi, (n, F') > (m,G) = F C G seklinde tanimlanan > bagintis: ile yénlendi-
rilmis bir kiimedir. ¢ : 8l — D, ¢(n, F') = n seklinde bir ¢ fonksiyonu tanimlayalim.
Iddamiz (To(n,F))(n.F)est 881 (Ta)aep afimn bir alt agidir ve (Ty(n, 7)) (n,F)ey bir ultra
agdir. Simdi iddamizi kamtlayalim. Bunun i¢in m € D olsun ve A = {n € D :
n > m} alirsak, A € F C U ve m € A oldugundan (m, A) € U olur. Simdi eger
(p,G) > (m,A) ise G C A buradan p € G dolayis: ile p € A yani p > m olur.
Buradan ¢(p, G) > m elde edilir. Bu ise {zy(mr) : (n, F) € U} ag1, {z, : n € D}
nin bir alt ag olmas: demektir. &/ nun maksimal olmas: bu agn ultra ag olmasint

gerektirir. O

Teorem 1.6.7. X Hausdorff topolojik uzay olsun.

X Kompakt < X icerisindeki her agin bir yigilma noktas: vardur
& X igindeki her ultra o yakinsaktur.

Kamt. =: X kompakt ve (z,)aep X icinde bir ag olsun. Ve € D igin F, =
{za|o < o/} diyelim. {F.]a € D} kapah kiimelerin sonlu arakesit ézelligine sahip
bir ailesidir. Ciinkii F,, ve F,, i¢in Jaz € D 3 o3 < a3, o« < az olur. Boylece
F,, CF,, F,, CF,,yaniF,, C F, NF,, dir. X kompakt oldugundan NaepFs # 0.
Simdi € NyepF, olsun z in (z4)aep agmin bir yigilma noktas: oldugunu gérelim.

Eger z, (za)aep aginin bir yigilma noktas: degilse
AU € N, ve 3ag € D igin

U N {.’I,‘allao S O.’I} = @

olur. Bu durumda z ¢ {zu|a < &'} = F,, olur. Bu sonu¢ 2 € NaepF, olusuyla
celigir.
<«=: X icindeki her agin en az bir yigilma noktas: var olsun. Bu durumda X in

kompakt oldugunu gosterelim. F ile X icinde sonlu arakesit 6zelligine sahip kapal
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kiimelerin bir ailesini gosterelim. NpexF' # B oldugunu gormek istiyoruz. F igindeki
kiimelerin olugturdugu sonlu {Fy, F5,... , Fi} alt kiimeleri ailesine D diyelim. D
lizerinde a = {Fy, Fy,... ,Fx} € Dve o/ = {F],F},... ,F/} € Digin

a_<.a'<:>F1’ﬂF2'ﬂﬂF,'CFlﬂFgﬂﬂFk

seklinde bir siralama tanimlayalim. Bu siralama ile D yonlendirilmis bir kiimedir.
Simdi Va = {Fy, Fs, ..., Fi} € D igin dz, € NE_, F; segersek, X icinde damgalayan
kiimesi D olan bir ag olugturmug oluruz. Varsayima gore (z,)aecp aginin z gibi bir
yigilma noktas: vardir. Kaniti tamamlamak i¢in £ € NperF oldugunu gdstermek

yetecektir. Fy € F olsun. ag = {Fp} € D dir. VU € N, i¢gin
da={F,Fs...,F;} ED>a> apvexz, €U olur.

Ty € NE,F C Fp (¢iinkii o > ap) oldugundan z,inFy, yani UN Fy # 0 dir. Fp
kapali oldugundan z € Fy ve boylece z € NpexF olur; Yani NperF # 0.

Bir ultra ag yigilma noktasina yakinsar. Gergekten (24 )qep bir ultra ag = de bu
agmn bir yigilma noktasi olsun. UinMN; igin Jap € D 5 ap < « olacak sekilde her
z, € U ya da z,lpha € X \ U (yani (z,) aginn en az bir kuyrugu ya U i¢indedir
ya da X \ U iginde) = yigilma noktas: oldugundan ikinci durum olamaz. Bir bagka
deyigle (z,) ultra ag1 sik¢a U iginde ise sonunda U iginde kalmak zorundadir. Diger

taraftan her agin bir ultra alt ag vardir. O halde

X kompakt < X igindeki her ultra ag yakinsak

Aglar ve Siizgegler Arasindaki Tligkiler

Teorem 1.6.6 ve teorem 1.6.7 nin kamitlarinda da kullandigimuz gibi aglar ve
siizgecler arasinda cok yakin iligkiler vardir. Her ag bir siizgeg, her siizgecde bir ag
tanimlar.

(z2) , X igerisinde bir ag olsun.

B)\o = {.’L‘,\l/\ > /\0},)\0 €A
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kiimeleri (z,) tarafindan tiretilen siizge¢ tabanidir.

Aym gekilde F, X iizerinde bir stizgeg olsun.
Ar ={(z,F)|r € F € F}

olsun. Az kiimesi (z1, F1) < (22, F2) & F; C F; bagintist ile yonlendirilmig bir
kiimedir. Buna gore, P : Ar = X, P(z, F) = z, X icinde bir ag tanimlar. '
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2 ULTRA CARPIMLAR

Ultra ¢arpim kavrami, ilk olarak model teoride ¢ok temel bir metod olarak
kullanilmaya baglanmig ve daha sonra da matematigin cebir ve kiimeler teorisi gibi,
diger dallarinda da sikca kullanilmaya baglanmigtir. Ultra carpimlarin Banach uzay-
Jarina uygulanmasi ise Heinrich ile olmustur [4]. Bu kesimde, ileriki kesimlerde sikca

kullanacagimiz bu kavrama genel bir girig yaparak, temel 6zelliklerini inceleyecegiz.

2.1 Kimeler Teorisinde Ultra Carpim

(Ai)ier bir kiimeler ailesi, ¢ da [ lizerinde bir ultra siizgeg olsun. [, ; A; ile

T4 ={fIf : T = UicrAi ve Vi(i € I = f(i) € A}
i€l
yada i € I igin f(z) = a; € A; olmak tizere, f = (a;) cakigtirmasini yaparsak,
HA {(a:)|Vi € I i¢in a; € A;}
el
seklinde tanimlanan (A;)icr kiimelerinin kartezyen garpimim gosterelim. [[;.; A

lizerinde agagidaki gekilde ~y bagntis1 tanimlayalim.
(a,-) ~y (b,) <~ {Z ta; = b,} eU

~y bagintisinin bir denklik bagintisi oldugunu gorelim. (a;) € [];c; Ai alahm. {7 :
a; = a;} = I € U oldugundan (a;) ~u (a;) olur. (a;),(b;) € [[;e; Ai olsun. (a;) ~u
(b:;) = {i : a; = b;} = {i : b; = ¢;} € U oldugundan (b;) ~y (a;) olur. (a;), (b;),(c:) €
[icr Ai ve (a:i) ~u (i), (b:) ~u (¢;) olsun.

(a,-) ~y (b,) =1 = {Z T a; = bi} eu

b)) ~u(c)=L={i:bi=c}el

U siizgeg oldugundan I; N I; € U olur. Buradan da [; N I, C {i:a; = c¢;} € U olur.

Tamm 2.1.1. (A;)ies ailesinin ultragarpume diye, [];c; Ai nin ~y ile bolim kime-

sine denir ve (A})y seklinde gésterilir. Eger Vi € I iginA; = A ise (Ai)u = (Au
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ya A mun ultra kuvveti denir. Ayrica Vi € I i¢inA; C B; ise agikca gorilecedi gibi
(ADu C (Bi)u olur.
Onerme 2.1.2. Eger (Ai)ier ve (Bi)ier kiimelerin iki ailesi ise asagidakiler dogru-
dur.
1. (Ai)u U (B{)u = (Az U Bi)u
2. (A,')u N (Bi)u = (Ai N Bi)u
3. (A)u— (Bi)u = (Ai = B)u
Kanit. Kanitlar birbirine benzer oldugundan sadece ilkinin kanitini yapalim.
€ (A)uU(Byolsun. = (z;)€ [ics Ai veya (z:) € ;B
= Vie liginz; € A; veya Vi € I icin z; € B;
= Vie liginz; € A;U B;
= (:) € [L;e,(A: U Bi)
=7 = [(:E,)] € (A, U B,')z,{
Buradan (A;)y U (B;i)u C (A; U B;)y olur.
T € (AiUB))y olsun. I, U Ig = I olacak gekilde Iy = {i : z; € A;} ve
Ig = {i: z; € B;} kiimeleri alalim. Onerme 1.4.10 den, I = I4UIg € U oldugundan
va I4 € U ya da Ig € U olmak zorundadir. I4 € U oldugunu kabul edelim.

Z; 3 ? € IA
(a;) = ,
a; € A; keyfi l¢IA
seklinde tanimlayalim. (e;) nin tamimlanigindan (a;) ~y (), buradan (@) = 7
olur. Buradan da T € (A;)y bulunur. O halde (A;UB;)u C (A))uU(B;)u elde edilir.
Boylece (A; U By = (Ai)y U (Bi)u olur. O

2.2 Banach Uzaylarimin Ultra Carpimi

(X:)ier Banach uzaylarinin bir ailesi olsun. £°(Xj;) ile [[; Xi nin siurh (X;)

ailelerinden olugan Banach uzayini gosterelim. Yani

£2(X:) = {(zi)ser = [[(z:)]] = sup{||zillx; : ¢ € I} < oo}
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£2(X;) fizerinde |(z:)lloo = supi]|zi||x; seklinde bir norm tammlayalim. Ote yandan
eger U, I iizerinde bir ultra slizgeg ise (X;) ailesinin simirli olugu nedeniyle Teorem
1.5.4 e gore limy [|z;]|x, vardir. O halde £°(X;) lizerinde N((z;)) = limy ||z:]|x;
seklinde bir yari norm tanimlayabiliriz. Bu yar: normun cekirdegi ise CekN =

{(z;) € £2(X;) : N((z:)) = 0} seklinde olacaktir.
Onerme 2.2.1. CekN, £2°(X;) nin kapal alt uzaydir.

Kanit. Altuzay 6zelliklerini, ultra slizgecler tizerinde limitlerin 6zelliklerinden fay-
dalanarak gormek kolaydir. CekA nin kapali oldugunu goérmek i¢in tam oldugunu
gormek yeterlidir. Bunun icin £°(X;) iginden Vn € N icin (z7)ier € CekN ola-
cak gekilde bir Cauchy dizisi alalim. £°(X;) tam uzay oldugundan ((z})i)n, (z:) €
£°(X;) gibi bir noktaya yakinsar. Simdi € > 0 olmak iizere, J. = {n : ||(z}) —
(zi)]lo < €} kiimesi bog kiimeden farklidir. Herhangi n € J. ve ¢ € I icin
||z? — z:l|x, < € dur. Buradan limy ||zi||x, < limy ||z?||x; + €, yani (z}) € Cek

N olur. Béylece limy ||z;i||x; < ¢ elde edilir ve kanit tamamlanmg olur. : O

Tamim 2.2.2. U, I iizerinde bir ultra sizge¢ olsun. (X;)ier, Banach uzaylar: ailesi
olmak tzere, Banach uzaylarimn ultragarpim: diye £°(X;)]/ CekN bolim uzayina
denir ve (X;)u ile gosterilir. Eger heri € I igin X; = X ise (Xi)u = (X)u ya X in

ultra kuvveti denir. (X;)y tzerinde bolim normu
@ xyu = inf{llzi + yilleo : (i) € Cek N}
seklinde tanimlanir. Burada (Z;), (z;) nin denklik sinifine temsil etmektedir.
Onerme 2.2.3. (X:)u tizerindeki bolim normu herhangi (Z;) € (X;)y i¢in
1Zil|(xipe = lim |l Lx,
kosulunu saglar.

Kamt. 7 = (%)) € (Xi)u ise ¥ = {(z: + yi) € £°(X;) : (vi) € Cek N} geklindedir.
Buradan herhangi bir (y;) € Cek N igin

lim ||z; + yillx; = 1ig{n||$z‘]|X.- < ||(z: + yi)lleo
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olur. Bu ise limy [|z;]|x; < [|Z]|(x;), olmasim gerektirir.

Simdi esitsizligin diger yontinii gormeye calisalim.
I ={i € I:||zllx; < lim ||zl |x; + €} (e>0)
kiimesini tamimlayalim. ¢/ {izerindeki limitin tamimindan /. € U olur. (y;) 6gesini

—Zq, 7 é L_-
yi = ‘
0, diger durumlarda

olarak tamimlayalim. O zaman limy [|y;l| = 0 olur. Ciinkdi V, = (—¢,¢) i¢in I, =
{tly; = 0 € V.} € U dur. Boylece (z; + ¥;), T nin denklik sinifinda olur. Fakat

|(z: +y:)|co = sup;er,

;|| x; oldugundan ||(z; +yi)|leo < limy ||z:]|x; +¢ elde edilir.
Boylece '
12l xae < 112 + 9i)lloo < limlleillx; +e,.

¢ keyfi oldugundan ||Z||(x,),, < limy ||z:||x; olur. Her iki esitsizlikten de
HZill(xa, = lig{n”xi”X.- elde edilir.
[

Aciklamalar 2.2.4. Yukaridaki onerme ¢ok biyik énem tasimaktadir. Clinkd bu
onermeye gore, normlar turinden ifade edilen ve her X; igin gecerli olan bir 6zellik
(Xi)u iginde gegerlidir.

Ornegin bir Banach uzayimn Hilbert uzay: olmast icin gerek ve yeter kogul nor-

mun paralel kenar kuraly dedigimiz,
llz +ylI? + llz — 9il* = 2(ll=]1* + [ly]I*)

esitlifi saglamasidir. Buna gore herbir X; uzay: Hilbert uzay ise (Xi)y da Hilbert
uzayr olur. Gergekten de T,y € (Xi)u olsun.

12+ Fll7xsy, + 17— Ullix,y, = limuljz:i+ yillk, + limy ||z — will%,
= limy(flzi + will%, + =i — 3ill%.)
= 2limy(llzill%; + lvillk.)
= 21k, + 181{x,y,) dor
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U, bir 1y € I ile dogrulan ultra sizgeg ise limy z; = z;, oldugundan IIEE,S”(X‘.)“ =
limy ||z:]|x; =[5 ||x,, olur, yani (Xi)u dle X;, izometrik olarak ¢akisirlar.
Eger her i € I i¢in X; = X ise X, (X)u icerisine izometrik olarak gomilebilir.

(z,z,...) in (X)y icerisindeki denklik sinifine alabm.

2,2, Moo = limllzl| = |||

olur. Bu ise X uzayini (X)y nun bir alt uzay: olarak gorebilecegimiz anlamina gelir.

2.3 Sonlu Temsil Edilebilirlik

Tanim 2.3.1. X ve Y Banach uzaylari olsun. T : X — Y dénugimd, 0 <e <1
ve Vo € X igin
(1 —e)llell < |ITz]l < (L +¢€)ll=]|

kosulunu saglyorsa, T ye e-izometr: adv verilir.
Tanim 2.3.2. X ve Y Banach uzaylar: olsunlar. X in'Y igerisinde sonlu temsil
edilebilir olmast i¢in gerek ve yeter kosul her 0 < € < 1 ve X uzayimn her sonlu

boyutlu Xo alt uzay: icin, Y nin asagidaki kogullar saglayan sonlu boyutlu Yo alt

uzayimin olmasider.
i. boy(Xo) =boy(¥o)
1. Xg tle Yo arasinda e-izometri vardir.

Eger X ile Y arasinda bir e-izometri varsa, ||T||||T7|| < 1= olacak sekilde
T : X —Y izomorfizmi vardur.

Vz € X icin (1 —¢)||z]] < ||T=z|| £ (1 + €)||z|| ise T birebirdir. Gergekten de,
Tz =Ty ise T(z —y) = 0 dolayse ile,

1 =llz -yl <IIT(z -yl < A +e)llz -yl

veya

l1-ellz—yl| <0< (A +e)|lz—yll, 0<e<]
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oldufundan bu esitsizlik ancak ||z — y|| = 0 igin gecerli olur. O halde z = y dir.
Béylece T birebir olur.
Yine Vx € X i¢in,

(I =e)llell < |Tz]] < (1 + &)=l ise

|Tz|| < @ +e)lz]] = |IT|| < (1 +¢€) olur. (1 —é)||z]| < ||Tz|| oldujundan da
T~ < 12 dur. Gergekten de Tz =y ise, T~'y = z dir. Biylece ||T-'y|| = ||z|]
veya

(L =Tyl = (1 ~e)llel| < |IT=l = lIyl]

yant, .
1

T Yyl < ——

Tyl < 7—llyll

dir. Béylece

olur.

T <

1—¢

Sonug olarak,

_ 1+e¢
7T < T

1 —
elde edilir.

Tanim 2.3.3. X veY Banach uzaylari olsunlar. X ile Y arasindaki Banach-Mazur
uzakhgr d(X,Y) ile gosterilir ve

dXY)=inf{ITINT|:T: X =Y izomorfizm }
seklinde tanmimlanir. X ile Y izomorf olmadigr zaman d(X,Y) = oo olur.

O halde X ile Y arasinda e-izometri olmast igin gerek ve yeter kosul d(X,Y) <
122 olmasidir. Buradan X, Y igerisinde sonlu temsil edilebilir ise herhangi 0 < 7 < 1
ve X in keyfi sonlu boyutlu alt uzay: Xp i¢in Y nin sonlu boyutlu Y, gibi bir alt
uzay1 vardir oyleki, boy(Xo) =boy(Ys) ve d(Xo,Ys) < 1+ 7 dur.

Banach uzaylar icin sonlu temsil edilebilirlik 6zelliginin bazi iyi bilinen sonucla-

rim kanmitlarina girmeden siralayacak olursak [3],
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i. £2 uzay: sonlu boyutlu olmayan her Banach uzay: icerisinde sonlu temsil edi-

lebilir. (Dvoreszky Teoremi)

ii. Her hangi bir X Banach uzayinin ikinci duali X**, X icerisinde sonlu temsil

edilebilir.
iii. Her Banach uzay1 ¢ icerisinde sonlu temsil edilebilir.

Agagidaki teorem sonlu temsil edilebilirlik ile ultra kuvvetler arasindaki iligkiyi

vermektedir.

Teorem 2.3.4. (Xi)rer Banach uzaylary ailesi ve U, I dzerinde agikar olmayan
ultra siizge¢ olsun. M, (Xk)u nun sonlu boyutly alt uzay: ise, herhangi 0 < ¢ < 1
icin A1, € U 5 Vk € I, i¢in Xi nin d(ﬁ, M) < }%Z olacak sekilde My sonlu boyutlu

alt uzay: vardur.

Kamt. (Z:)i<i<n, M min birim taban vektorleri olsun. 7; nin bir (2¥)rer temsilcisini
Vk icin ||zF||x, < 2 olacak gekilde segelim. Xi nin My = spani<i<n(zF) seklinde

tanimlanan sonlu boyutlu M} alt uzayini alalim. Simdi Vk € I icin

Tk : M-—) M;
Tk(zn: a;%;) = 2”: a;z}
i=1 =1

seklinde T} doniigiimii tanimlayalim.
a=sup{d_lail: 1Y aidllx, <1}
i=1

alirsak, ||| (x4, = Il 20y @iill(x), < 1 igin

n n n
1Ti8lx, = IT> " aidd)lx, = 1Y aizflix, <) lailllzflix, < 20
=1 i=1

i=1

oldugundan ||T%|| < 2c olur. 0 <e<1lveT € M olmak iizere,

E\ i~ ~
L={keI:(1- )l < IT@)llx. < 2]}
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seklinde verilen Iz € U olur. § = ;- alahm M, (X% )u nun sonlu boyutlu alt uzéyx
oldugundan M nin birim kiiresi icinde sonlu é ag1 (¥;);<m vardir. Buradan ||Z]| = 1

olacak sekilde 7 € M igin 3j, 1 < j <m > || — 7;]] < 6 olur. Ote yandan,

10: ﬂ I@EL{

1<j<m
ve herhangi k € Ip ve ||Z]| = 1 olacak sekilde 7 € M icin
V5, 1 <5 <migin || Tl — T3 (Z - §5)l| < 1T < | Tk(@ — G| + | Tei|
Buradan (¥;)j<m 6-ag ve k € I igin
€ ~ €
1—5—2a5§ || Txz]] < 1+§+2a5

Bu ise T nin birebir ve

—~ _ 1+4¢
A, M) < ITINT | < T

1—

olmasini gerektirir. O

Asagidaki teorem X igerisinde sonlu temsil edilebilir bir uzayin X in ultra kuvvetinin

bir alt uzay1 oldugunu ifade eder.

Teorem 2.3.5. X ve Y Banach uzaylar: ve Y, X icerisinde sonlu temsil edilebilir
ise, I tzerinde oyle bir U ultra stzgeci vardir ki; Y, (X)y nun bir alt vzayina

izometrik olarak izomorfdur.

Kanit. Y sonlu boyutlu iken, ¥ nin (X)y nun bir alt uzayina izometrik olarak
izomorf oldugunu gdérmek kolaydir [4].
Y nin sonlu boyutlu olmadigini kabul edelim. I diye; M, Y nin sonlu alt uzay:

ve 0 < € < 1 olmak tizere (M, ¢) tipindeki ikililerin kiimesine diyelim. I igerisinde

bir siralama bagintisi,
(M,e) < (M',eY e MCMvee'<e

seklinde tanimlansin. Bu siralama bagintisina gore, I icerisindeki herhangi iki

(M,¢e),(M', ") bgesi igin,
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inf{(M,¢),(M',&")} = (M N M',max{e,e'}) ve

sup{(M,¢),(M',e")} = (dz(MUM’), min{e, €'}) oldugundan (I, <) bir érgii olur.

Simdi

B ={B(i) CI:Bfis) ={i € [ 45 <i}}
olsun. I, 6rgi yapisina sahip oldugundan B sonlu arakesit ozelligine sahip olur.
Gergekten de

B(o), B(t1),- .. , B(in) € B olsun.

o = (Mo, €0),71 = (My,€1),. .. yin = (Mp,&,) ise d2(Mo UM U...UM,) = M,
¢ = inf{eo,€1,... ,€,} dersek B(1) C N?_, B(ix) olur. Yani B ailesi sonlu arakesit
ozelligine sahiptir. Bu nedenle |

F(B) = {S €2':3ip € I 5 B(ipg) C S} ailesi bir siizgectir. Y sonlu boyutlu
olmadigindan, ¢ € I igin B(¢) # 0 yani § ¢ F(B) dir.

U, F(B) yi iceren bir ultra siizgeg olsun. Y, X icersinde sonlu temsil edilebilir
oldugundan, Vi = (M;,¢;) € I icin X in sonlu boyutlu X; alt uzay: tzerine T; :
M; = X; C X e;-1zometrisi vardir.

—

J:Y = (Xdu, J(y)=(y) seklinde tanimlanan J déniiglimiini ele alalim.

i =1T; , YEM;
Burada Y ) Y
y; =0 , diger durumlarda

J déniisiimii dogrusal bir izometri olur. Once J nin dogrusal bir doniigiim
oldugunu gorelim.y,y’ € Y ve 0 < g < 1 sabit sayist igin 7, = (span(y),eo) ve
iy = (span(y’), o) olsun. I, = B(iy) N B(iy) € U olur.

Simdi 7 € I, icin ¢ = (M;,¢;) ise span(y) C M;, &; < eo ve span(y’) C M|,
g; < g9 oldugundan

(J(y)): = Ti(y) ve (J(¥"))i = Ti(y’) olur. T; dogrusal doniigiim oldugundan

herhangi iki «a, 8 skaler sayisi icin,
(J(ey + By))i = o(J(y)): + B(J(Y)): dir

I, € U oldugundan,
J(ey + By) = aJ(y) + BI(Y)
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olur.
Ly = B(iy) n B(iy’) € U herhangi 7 € I, i¢in (J(y)),- = Tz(y) ve (J(yl))i =

Ti(y') oldugunu biliyoruz. T; nin lineer olmasindan herhangi o, 3 skalerleri icin

(J(ey +By))i = (I ()i + BJ(V))i

I, € U oldugundan,
J(ay +By) = aJ(y) + BI(Y)

olur. Kanit1 tamamlamak i¢in J nin izometri oldugunu gostermemiz gerekir.
0 <e<1lvey €Y alahm. iy = (span(y),e) ise B(i) € U ve herhangi
i = (M, ;) € Blio) igin

(1 =e)llylly < NNTi(w)llx < (T +e)llylly

€; < € oldugunda yukaridaki esitsizlik

1 —=ellylly < ITiw)llx = ITW)):ll < 1 +e)llylly

sekline doniislir. Bu esitsizlik her ¢ i¢in dogru oldugundan

(1 =e)llylly <Uml|(J(y))illx < (1 +e)llylly
elde edilir. Bu ise herhangi 0 < ¢ < 1 i¢in J nin e-izometri oldugunu gosterir. O

Sonlu temsil edilebilirlik geciskenlik 6zelligi olan bir bagintidir, bu nedenle X in

bir ultra kuvvetinin herhangi bir alt uzay: X icerisinde sonlu temsil edilebilir.

2.4 Siiper Ozellikler

Bu bélimde Banach uzaylarinin sonlu boyutlu alt uzaylar: tarafindan belirlenen

ozelliklerini inceleyecegiz.

Tanim 2.4.1. X Banach uzay: tzerinde bir “P” ézelligi tanimlanmas olsun. Eger
X icerisinde sonlu temsil edilebilir her Banach uzayida “P” dzelligine sahip ise X

uzayina “super P” ézelligine sahiptir denir.
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Ornegin bir X Banach uzaymin siiper yansimali olmas icin gerek ve yeter kogul
X icerisinde sonlu temsil edilebilen her Banach uzayinin yansimali olmasidir.

Eger bir uzay kalitimsal “P” 6zelligine sahip ise, yani bu uzayin sahip oldugu
“P” bzelligine herhangi bir alt uzayida “P” ozelligine sahipse, aciklama 2.2.4 den
faydalanarak bir X Banach uzaymin “siiper P” 6zelligine sahip olmasi i¢in X in her

ulta kuvvetinin “P” ozelligine sahip olmasi gerektigini sdyleyebiliriz.

Tanim 2.4.2. X bir Banach uzay: olsun. Ye > 0 igin 36(¢) > 0 35 Vz,y € X,
1
llzll < LIyl < 1, llz —yll 2 e = 5lle+yll <1 - 6(e)

ise X Banach vzayina dizgin digbikey denir.

Eger Vz,y € X
1
llzll < Lyl < 3, llz —yll > 0= Slle+yll <1
ise X Banach uzayina kesin digbiikey denir.

Tanimlardan da agikca goriilecegi gibi diizgiin digbiikey uzaylar ayni zamanda
kesin digbiikey uzaylardir. Daha genel sdylemek gerekirse, X Banach uzaymin kesin
digbiikey olmas: igin gerek ve yeter kogul §(2) = 1 in diizgiin digbiikeylik tanimini

saglamasidir.
Ornek 2.4.3. X bir Hilbert uzay: olsun. O halde parelel kenar kuraly olarak bilinen
esitlik gecerlidir, yani, Vz,y € X i¢in

lz +yll? + lle — yII* = 2(l|=|1* + [lyII*) dir.
O halde,

lzll <L, llyll <1 vellz —yll > &> 0 dse

llz + 911> =2(|=I* + llyll*) — llz —yll* < 4 - ¢*

olur. Buradan ||z + y|| < 2 ya da, Ui'%y—”- < 1 elde edilir. O halde her Hilbert uzay:

kesin disbikey olur. Ayni zamanda,

|ER [, _ €
N a4 1 RN I -
1 5 >1 1 1

alimirsa her Hilbert uzay: dizgin digbikey olur.

v

6‘2
SN
8
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Ornek 2.4.4. {2 yani ||(z,y)|| = max{|z|, |y|} normu ile R? kesin disbiikey degil-
dir. z = (1,1) ve y = (1, —1) olarak alacak olursak, yukaridaki norma gére ||z|| = 1,
lyll =1, llz = il = 11(1,1) — (1, = DI = 1(0,2)]| = 2 > 0 olur. Anca,

ll= + 9l
2

= S1I0,1) + 0, -1 = i@ 0l =1 £1

oldugundan kesin digbikey degildir.

Tamim 2.4.5. X Banach uzayinin disbikeylik modili,
8x :[0,2] — [0,1]

llz+yll
2

dx(e) = inf{l - Hlzll <Ll < 1 llz — yll = €}

seklinde tanwmlanar.

X Banach uzayinin dizgin digbikeylik karakteristigi ise,
eo(X) = sup{e : 6x(¢) = 0}
seklinde tanimlanar.

O halde X Banach uzaymin diizgiin digbiikey olmas: igin gerek ve yeter kogul
Ve > 0icin dx(¢) > 0 olmasidir. Asagidaki teorem ile X Banach uzay: ile X in ultra

kuvvetinin digbtikeylik modiili arasindaki iligkiyi inceleyecegiz.

Teorem 2.4.6. X bir Banach uzayt ve U, N dzerinde bir ultra sizge¢ olsun. Bu
taktirde,
Ve > 0 igin dx(e) = 6x,(e) olur.

Kanit. ¢ > 0 sabit olsun. Aciklama 2.2.4 de de degindigimiz gibi (X)y, X i alt

uzay olarak icerdiginden,

5(X)u(€) < 5X(€)

olur. Simdi ||Z]] < 1, |71l £ 1, |17 — 7| < & ve Z,§ € (X)u olsun. Ultra stizgegler
{izerinde limit tanimini kullanarak, sabit bir 0 < ¢ < 1 ve her n € I i¢in ||z,|| < 1,

lyall <1, ||z —yn]| > te olacak sekilde Z ve ¥ min (z,,) ve (y.) temsilcileriile I € U
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kiimesi bulabiliriz. dx () tanimint kullanirsak, Vn € I icin 1|z, + y,|| < 1 — dx(te)
elde ederiz. Buradan, 3||Z + ]| < 1 — éx(¢¢) olur. Boylece Vt € (0,1) igin

0x(te) < (x)ule)

elde edilir. 0 nin siirekliligini kullanirsak,

5X (6) < J(X)u (6)
bulunur. ]

Teorem 2.4.7. X bir Banach uzay:, U da N tzerinde asikar olmayan ultra siizge¢

ise asagidaki ifadeler denktir.
i. (X)u kesin digbikey;
it. (X)u dizgin digbikey;
i12. X duzgin disbikey.

Kamt. Her diizgiin digbiikey uzay ayn1 zamanda kesin digblikey oldugundan, (7.)
= (i.) gorillmiig olur. Teorem 2.4.6 den dx(e) = é(x),(¢) oldugundan, (i.) =
(iii.) ve (iii.) = (ii.) elde edilir. O halde kamti tamamlamak i¢in (i.) = (7ii.)
oldugunu géstermeliyiz. Kabul edelim ki, (X ) kesin digbiikey ve X diizgiin digbiikey
olmasin. O zaman n — oo igin ||z, +y.|| = 2 ve ||z, — yn|| > € olacak sekilde e > 0
sayist ve X igerisindeki birim top tarafindan igerilen (z,) ve (y,) fiizileri vardir.

—— e

T = (2n),¥ = (yn) € (X)u olsun. Buradan,
2 <1, Il <1, @3l >e, ve g+l =2

dir. Bu ise (X)y nun kesin digbiikey olmast ile celisir. O

Teorem 2.4.7 den siiper kesin digblikeylik 6zelliginin diizgiin digbiikeylik 6zelligine
es deger oldugunu sdyleyebiliriz. Simdi James tarafindan bulunan ve ileride Banach

uzaylarinda normal yapilar kesiminde deginecegimiz bir 6zelligi inceleyelim.
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Tanim 2.4.8. X bir Banach vzay: olsun. Eger ||z]| <1, ||ly|| < 1 olacak sekildeki

her z,y € X igin,

ch‘*'y” Hac—y“
—_— 1 — —
9 1 -4 ve 5 >1 )

esitsizliklerinden sadece birini ger¢ekleyen bir § > 0 sayist varsa, X Banach uzayina

diizgiin karesel degildir (uniformly nonsquare) denir. Yani,
le—vll o s letull
2 2
Kolayca dogrulanabilecegi gibi eger eo(X) < 2 ise X Banach uzay: diizgiin karesel

degildir. Buradan diizgiin karesel olmama 6zelliginin bir siiper 6zellik oldugunu

soyleyebiliriz.

2.5 Operatorlerin Ultracarpim

(X:)ier ve (Y:)ier, I tarafindan damgalanan Banach uzaylar: aileleri olsunlar. Z/,
I lizerinde bir ultra siizge¢ olmak tizere, (X;)y ve (Yi)u bu ailelerin ultra carpimlarn

olsun. Vi € I icin T; : D; C X; — Y; operatorler ailesini alalim. (D;);er ailesi

yardimiyla agagidaki sekilde taniml, D = (D;)y C (X;)u olusturabiliriz.
D ={d e (Xi)u: (d;), d mn bir temsilcisi ise Vi € I igin d; € D;}

Asgagidaki 6nerme D nin (D;) ailesinden kalitsal olarak aldig1 bazi 6zellikleri goster-

mektedir.
Onerme 2.5.1. Asagidaki ifadeler dogrudur.
i. Vi eI i¢in D; konveks ise D da konvekstir.
it. Vi € I i¢in D; kapals ise D da kapalidur.
iti. Vi € I igin D; sinarl ise D da sitmarhdir. Ayrica gap(ﬁ) = limy ¢ap(D;) dir.

Tanim 2.5.2. (T})ier, (Di)ier tzerinde taniml operatorler ailesi olsun. (T:)ier op-

eratorlerinin D = (D;)y tzerinde ultra carprmy,

T = (T,)u : (X,')u — (K)u
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T(d) = (Tu(dy)
seklinde tanimlanir. Y(d;), (d}) € D; iginlimy ||di—dl|| = 0 ise limy || Tid; —Tidl|| = 0
oldugundan yukaridak: fonksiyon iyi tanemhdar.

VieliginT, =T ise T ya T' operatérinin ultra kuvveti denir.

Asagidaki 6nerme T; operatérlerinin dogrusal oldugunda T; operatérlerinin ultra

carpiminin da dogrusal oldugunu goéstermektedir.

Onerme 2.5.3. (T})icr, sup;es || Ti|| < oo kosulunu saglayan sinarh dogrusal déndi-

siimler ise T = (T;)u, siurh dogrusal dondsimdir ve || = Limy || T3] dir.

Kamit. T sinirh dogrusal operatér ise IT|| < limy ||T3]| oldugu agiktir. limy ||T3]] <
H’f” oldugunu gérelim. Her € > 0 sayisina kargilik, her 7 € I igin,

(1 =T < ITa(z)ll

——

olacak gekilde z; € X; birim vektorleri bulabiliriz. 7 = (z;) € (X;)y olsun. Buradan
Il =1 ve

(1 = &)liga|| T3] < liga| Tl = 175
olur. Béylece (1 — ¢)limy ||T}|]| < ||T]] elde edilmig olur. & keyfi oldugundan
limg ||T3]] < [|T|] elde edilir. 0

Onerme 2.5.3 nin yardimyla X ile X* arasindaki bir iligkiyi gérmeye caligalim.
X bir Banach uzay1 ve X*, X in dual uzay: olsun. (z})iesr € X* sinurh dogrusal
fonksiyonelleri alalim. Onerme 2.5.3 den z* = z¥ € (X)y siurh dogrusal fonksi-
yoneller tanimlayabiliriz. Acaba (X)}, uzaymmn tim elemanlarini bu gekilde elde

edebilir miyiz? Ya da bagka bir sekilde s6ylemek gerekirse,
(X")u = (X)z

Neyazik ki bu sorunun cevabi hayirdir. Gergekten X siiper yansimali olmayan,
yansimali bir uzay ise, X icerisinde sonlu temsil edilebilen ve yansimali olmayan
bir Banach uzay: var demektir. Bu ise X in yansimalh olmayan (X )y ultra kuvveti

oldugu anlamina gelir. O halde genelde (X*)y = (X)}; olmak zorunda degildir.
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3 SABIT NOKTA TEORIYE GIiRis

Bu béliimde sabit nokta teorinin temel tanimlar: verilerek, sabit nokta teorinin
tarihsel siireci genel bir bigimde ele almacaktir. Ilk olarak sabit noktanin tanimu
yapilacak olursa,

X bir kiime ve T de X den X e herhangi bir déniisiim olsun. Eger Tz = z
olacak gekilde bir z € X varsa bu z noktasina T nin bir sabit noktas: denir. Diger

bir deyisle T nin sabit noktas:
Tz==z (z€X)

denkleminin ¢oziimiidiir.

Sabit nokta teori, bir T' fonksiyonun sabit noktasinin varligi i¢in T' ve X iizerin-
deki kogullar: inceleyen bir daldir.

Ileriki kesimlerin hemen hemen tiimiinde X bir Banach uzayi olarak kabul edi-

lecektir.

3.1 Temel Sabit Nokta Teoremleri

Tanmim 3.1.1. (X, d) bir metrik vzay ve T : M C X — X dénusgimd verilsin.
Ve,y e M ve 0 <k <1 igind(Tz,Ty) < kd(z,y) ise T ye k-biizilme, k=1 ise T
ye geniglemeyen (nonezpansive), 0 < k < oo i¢in ise T ye Lipschitz sirekli denir.

Ejer Ve,y € M ve z # y i¢in d(Tz,Ty) < d(z,y) ise T ye bizilme adu verilir.
Yukaridaki tanima gore T igin agagidaki gerektirmeler vardir.
k-bliziilme = biiziilme = genislemeyen =- Lipschitz siirekli

T k-biizlilme oldugunda, analizde belkide en sik karsilagtigimiz sabit nokta teo-
remi olan Banach sabit nokta teoremi kargimiza c¢ikar. Bu teoremin orjini, Euler ve
Cauchy nin % = f(z,y),y(zo) = yo diferansiyel denkleminin ¢6ziimiiniin, varligina
ve tekligine dair calismalarina dayanir. Banach sabit nokta teoremi analizin cesitli

dallarinda kargimiza cikan varlik ve teklik toremlerinin bir kaynagi olarak oldukea

onemli bir teoremdir.
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Teorem 3.1.2 (Banach Sabit Nokta Teoremi (1922)).
i. T: M C X — M bir fonksiyon,
i. M, (X,d) tam metrik vzayimun bos kimeden farkl kapaly alt kimest,
wi. T k-biizilme yani, Yo,y € M ve sabit 0 < k < 1 igin d(Tz, Ty) < kd(x,y)
tse asagidaki ifadeler dogrudur.
a. Tz = z olacak sekilde bir tek x € M varder.

b. zo € M herhangi bir baslangi¢ noktas: olmak tzere, z,,y = Tz, seklinde

olugturulan (z,) dizisi x € M sabit noktasina yakinsar.
c. Vn=0,1,2,... igin oncelikli hata tahmini,
d(zn,z) < K1 — k)" 1d(20, 71)
ve sonraki hata tahmini ise,

d(znt1,7) < k(k — 1) 'd(zn, Tny1) olur.

d. Yn=0,1,2,... i¢in yakinsama hiz,

d(Tnt1,2) < kd(zp, )

Kamt. Bakiniz [2], [5], [8]. O

Sabit nokta teorinin 1912 yilinda Brouwer ile basladigi kabul edilmektedir. Brou-
wer, R” in kapali birim yuvarindan, yine ayni kapali birim yuvar tizerine tanimlanan
herhangi bir siirekli doniigimiin en az bir sabit noktasiin varligini gostermistir.
Brouwer sabit nokta teoreminin temelinde, R™ deki kapali birim topun kompakt ve

digbiikey olmasi vardir. J. Schauder, 1930 yilinda bu teoremi genellestirmigtir.

Teorem 3.1.3 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi (1912)). n > 1 olmak dzere
M, R™ in bos kimeden farkl, digbikey, kompakt alt kimesi olsun. Ejer f: M — M

strekli fonksiyon ise f nin bir sabit noktas: varder.
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Kanit. Bakiniz [5], [8]. O

Teorem 3.1.4 (Schauder Sabit Nokta Teoremi (1930)). M, X Banach uza-
yiun bog kiimeden farkh, kapal, sinirh, digbikey alt kimesi ve T : M — M kompakt

operator ise T nin bir sabit noktas: vardur.

Kamt. Bakiniz [5], [8]. - O

3.2 Genislemeyen Doniigiimler ve Sabit Nokta Teori

T nin k-biiziilme oldugu durumlarda sabit nokta var ve tek olmasina karsin,
k = 1 durumunda yani geni§lemey¢n déniigiimler icin durum ¢ok daha farklhidir.
Bu durumda T nin birden fazla sabit noktas: olabilecegi gibi, T nin sabit noktalar
kiimesi (Fix(T')) bos kiime de olabilir. Ayrica teorem 3.1.2 de tanimlanan (z,) dizisi
sabit noktalarin hi¢ birisine yakinsayamayabilir.

O halde hangi kogullar altinda verilen bir X Banach uzayinin bos kiimeden farkli,
kapali, sinirliy digbiikey K alt kiimesinin, her 7' : K — K geniglemeyen doniigiimi

icin sabit noktas: vardir? Ilerideki kesimlerde bu sorunun yanitin arayacagiz.

Tanim 3.2.1. X bir Banach uzay: ve K de X in siarh, kapali, digbikey alt kimesi
olsun. Eger her T : K — K geniglemeyen dontdgiminin sabit noktalar: kimesi
bog kimeden farkh ise ( Fiz(T) # 0) K kimesine sabit nokta ozelligine sahiptir
denir. Eger X Banach uzayimn bog kimeden farkl, sinirly, digbtikey ve kapale her
alt kimesi sabit nokta é6zelligine sahip ise X Banach uzayina sabit nokta ozellifine

sahiptir denir.

X bir Banach uzay: ve C de X in bos kiimeden farkli, zay:if kompakt, digbiikey
alt kiimesi olsun. C nin sabit nokta ozelligine sahip olmadigini diiglinelim. Bu

durumda,

T:C—CFiz(T)=0

olacak sekilde geniglemeyen doniigimi mevcuttur.

F={K CC:K #0, kapali, digbiikey ve T altinda degismez yani, TK C K}
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kiimesini tanimlayalim. C € F oldugundan, F bos kiimeden farkhidir. Ayrica, C
zayif kompakt oldugundan, F nin elemanlarindan olugan herhangi bir azalan zincirin
arakesiti bog kiimeden farkli ve bu arakesit F ye aittir. O halde Zorn teoremi bize

F nin minimal elemanmin varligini garanti eder.

Tanim 3.2.2. F nin minimal eleman: olan K digbikey kimesine T igin minimaldir

denir.

Dikkat edilecek olursa, eger K kimesi T igin minimal ise birden fazla nokta
bulundurmak zorundadir. Aksi halde T' doniiglimiiniin sabit noktas: olurdu ki, bu
da T nin segiligi ile celigirdi.

Bundan sonraki kesimlerin tiimiinde K kiimesi T icin minimal olarak kabul edile-
cektir.

Simdi minimal kiimelerin bazi 6nemli 6zelliklerini inceleyelim.
Onerme 3.2.3. eonv(TK) = K dur.

Kamt. Ky, = conv(TK) olsun. TK C K oldugundan Kp, K nin bog kiimeden
farkl kapali digbiikey alt kiimesidir. Buradan, TKo C TK C Kp yani, Ko T altinda
degismez kalir. O halde K € F dir. K minimal oldugundan K = Kj olur. O

Tanmm 3.2.4. X bir topolojik uzay, f : X — R ye bir fonksiyon olsun. zo € X
olsun. Eger her h < f(zo) igin 2o wn, her z € V igin h < f(z) olacak sekilde bir
V komsulugu varsa, f ye zo noktasinda alt yare sirekli fonksiyon denir. Eger f
fonksiyonu her zo € X noktasinda alt yar sirekli ise f fonksiyonuna alt yar: sirekli

fonksiyon adu verilir.

Ornek 3.2.5. Ejer f fonksiyonu bir zo noktasinda yerel minimuma sahip ise f alt
yar: strekli fonksiyon olur. Gergekten de xo noktas: f fonksiyonunun yerel minimum
noktasy oldugundan zo noktasimn, her x € V igin f(zo) < f(z) olacak sekilde bir V
komsulugu vardur.

Tanmim 3.2.6. X bir Banach uzay: ve f : X — R bir fonksiyon olsun. Eger Vz,y €
X vete€(0,1) icin

fltz + (1 —t)y) < tf(z) + (1 - 1)f(y)
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ise f ye konveks fonksiyon denir.

Onerme 3.2.7. f: K — R, alt yar strekli konveks fonksiyon olsun. EjerVz € K
igin f(Tz) < f(z) ise f sabit fonksiyondur.

Kamt. zo € K olsun ve Ko = {z € K : f(z) < f(zo)} kiimesini tanimlayalim. f,
alt yar stirekli konveks fonksiyon oldugundan Ky, K nmn kapali, digbiikey alt kiimesi
olur. f iizerindeki kogulumuz ve zy € Ky olmasi, Ky 1n T altinda degismez olmasini
| gerektirir. K minimal oldugundan K = Kj olur. Buradan Vz € K i¢in f(z) < f(zo)
elde edilir. Ancak zg keyfi oldugundan f sabit fonksiyon olmak zorundadir. O

Yukaridaki iki onermeyi birlegtirecek olursak, minimal kiimelerin 6nemli, diger
bir ozelligini elde ederiz. Daha ¢ok Karlovitz Teoremi olarak bilinen bu teorem,

Karlovitz den bagimsiz olarak Goebel ve Khamsi tarafindan da kanitlanmugtir [2].
Teorem 3.2.8. Eger K minimal ise Vz € K igin,

sup ||z ~ yl| = ¢ap(K)

yeK
olur. Yukaridaki kosulu saglayan kimelere diametral kime ads verilir.

Kamt. f: K — R, f(z) = sup{||z - y|| : y € K} fonksiyonunu tammlayalim. K

igerisindeki (z,) = = € K dizisi icin,

lim, e sup{||lz. — y| : y € K}
lim, o sup{|lzn —z+z -yl : y € K}
< sup{limnoso flzn — o+l — yll 1y € K)
= f(=)
oldugundan f fonksiyonu siirekli bir fonksiyondur. Aym sekilde, her z,y € K ve

lil'nn—mo f(mn)

t € (0,1) i¢in

flte + (1 -1)y)

sup{|ltz + (1 —t)y—z|| : 2 € K}

sup{lltz + (1 —t)y —z +tz — ¢tz : 2 € K}

sup{[|t(z — 2) + (1 - t)(y — 2)|| : z € K}

tsup{|[(z — 2)|| : z € K} + (1 — t)sup{f|(y — 2)|| : = € K}
tf(z)+(1-1)f(y)

IA
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oldugundan f fonksiyonu konveks bir fonksiyondur. B(z,r), z merkezli r yarigaph
kapali topu gostermek iizere « € K ise K C B(z, f(z)) olur. T genislemeyen
déniigiim oldugundan TK C B(T'z, f(z)) olur. énerme 3.2.3 den K = convT K C
B(Tz, f(z)) olur. Bu ise f(Tz) < f(z) olmasini gerektirir. f, dnerme 3.2.7 deki
kogullar: sagladigindan f sabit fonksiyondur. Yani, Vo € K icin f(z) = f olur.
Boylece, sup{||z — y|| : z,y € K} = capK, buradan da f = ¢apK elde edilir. = [

Minimal kiimelerin diger 6zelliklerini ise kanitlarina girmeksizin [2] siralayalim.

Onerme 3.2.9. Eger K zayif kompakt bir kime ise K, herbirinin ¢apt K nin

capindan daha kicik olan sonlu tane kime tarafindan értileme:z.

Onerme 3.2.10. Eger K zayf kompakt bir kime ise K, ¢aplars K nin ¢apindan
daha kicik olan sonlu tane acik top tarafindan értilemez. Bu ifadeyi, tanimina
ileriki kesimlerde verecegimiz (tanim 3.8.28) kompaktsizhk élgisind kullanarak; eger

K kiimest minimal ise

oK)= ¢ap(K)

dur geklinde de ifade edebiliriz.

3.3 Banach Uzaylarinda Normal Yap1

Sabit nokta teorinin tarihsel siireci igerisinde sabit nokta 6zelligine denk olan
“geometrik” bir ozelligin varligi aragtirilmugtir. Bu kesimde bu geometrik ézellikler-
den normal yapiyi1 inceleyerek, normal yapinin sabit nokta ozelligi ile olan iligkisini
belirleyecegiz.

X bir Banach uzay1, A da X in herhangi bir sinirh bir alt kiimesi olsun. Vz € A
icin agagidakileri tanimlayabiliriz.

r(z, A) = sup{||z — yl| : y € A};

R(A) = inf{r(z,A) : ¢ € A};

5(4) = sup{r(z, 4) = € A} = gap(A);

C(A) = {z € A: R(A) = r(z, A)}.
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Pozitif R(A) sayisina A nin Chebyshev yaricapi, C(A) ya ise Chebyshev merkezi

denir. Yukaridaki tanimlardan herhangi z € A icin
R(A) < r(z,A) < §(A) oldugu goriiliir.

Tanim 3.3.1. sup,¢4 ||zo — z|| = ¢ap(A) kosulunu saglayan zo € A noktasina di-

ametral nokta ads verilir,

O halde r(z, A) = 6(A) ise z € A noktas: diametral nokta olur. Tiim noktalar:
diametral nokta olan kiimelere diametral kiime adi verilir. Buradan bir A kiimesinin

diametral kiime olmas: icin gerekli ve yeterli kosulun C'(4) = A ya da ona denk olan

R(A) = 6(A) oldugunu sdyleyebiliriz.

Ornek 3.3.2. C[0,1] uzaysmn M = {z € C[0,1] : 0 = z(0) < z(t) < z(1) = 1}
seklinde tanimly kapaly sinarly digbiikey alt kimesini alabm. C|0,1] tzerinde ||z||o =
maxoce<1{|z(£)|} ve ||z|l = l|zllo + ([ (x(t))?dt)? normlarine tamamlayahm. ||.||o
normuna gore R(M) = ¢ap(M) = 1 oldugundan M kimesi diametral bir kimedir.
Fakat ||.||; normuna gére gap(M) = 2, R(M) = £ ve M nin highir diametral noktas:
yoktur. Ilk norma gére C(M) = M iken ikinci norma gére C(M) = @ olur.

Tanim 3.3.3. X bir Banach uzay: ve K, X in digbtkey alt kimesi olsun. K nin
en az ki 6desi olan her S siarh digbikey alt kimesi diametral olmayan bir nokta
bulunduruyorsa K ya normal yepiya sahiptir denir. Eger X Banach uzayimn her

disbikey alt kimesi normal yapwya sahip ise X € normal yapiya sahiptir denir.

Eger K kiimesi normal yaptya sahip ise ¢ap(S) > 0 olan herhangi bir § C
K digbiikey kiimesi igin sup,eg |z — y|| < cap(S) olacak sekilde z € S noktasi
vardir. Yani § kiimesi merkezi S icerisinde ve yarigap: ¢ap(S) den kiigiik olan bir
top tarafindan kapsanir.

Asgagidaki teorem normal yap: ile sabit nokta 6zelligi arasindaki baglantiy: gos-

termektedir.

Teorem 38.3.4. X bir Banach uzayr C de X in normal yapiya sahip, bos kimeden
farkly, zayif kompakt alt kimesi ise C' sabit nokta ozellijine sahiptir.
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Kamt. C nin sabit nokta ozelligine sahip olmadigini diigiinelim. Bu durumda teo-
rem 3.2.8 den C nin diametral digblikey alt kiimesi vardir. Bu ise C nin normal
yapiya sahip olmas: ile geligir. O halde C sabit nokta ozelligine sahip olmak zorun-

dadur. 0

Banach uzaylarinin sabit nokta 6zelligine sahip olmayan sinirls, kapali, digblikey
alt kiimelerini bulabilirizz. O halde T nin geniglemeyen bir déniigiim olmasinin
yaninda K fiizerinde bazi kogullara ihtiyacimuz vardir. Asagidaki 6rnek izerinde

teorem 3.3.4 de yer alan zayif kompaktlik argiimaninin roliinii inceleyelim.

Ornek 3.3.5. K, ¢ uzayinda birim top olsun. Zayf topolojiler boliminde degin-
digimiz (viii.) ozellikten, ¢y uzayr yansimal olmadifi icin K kimesi zayif kompakt
degildir. T : K — K, V(z;) € K ve Vn €N igin t, = 1 — 55 olmak izere,

T(z1,x2,...) = (1,t121,t222,...) dontgimint tanimlayahm. T nin K dan K ya
biiziilme déntisimii oldugu agtktir. Ayrica, Vi € [0,1] igin T(tz+ (1 —t)y) = tTz +
(1 — )Ty oldugundan T dogrusal donigimdir. Simdi T nin ¢ = (21,23,...) € K

gibi bir sabit noktast oldugunu kabul edelim. O zaman,
Iy = 1,2’:2 = t1$1,~’l73 = 1oZ9 = t1t2, cee 3 Tpy1 = tita... 1,

olur. Buradan
i 1 "1 1
xn+1=H(1—2i+l)>1—- 2‘—'*'1->—2_

i=1 =1

elde edilir. O halde n — oo igin z, + 0 buradan z ¢ ¢o olur. Bu ise x in segilisi

ile celigir.

K, X Banach uzayinin bog kiimeden farkli, simirli, kapali, digbiikey bir alt kiimesi
olsun. T : K — K genislemeyen doniigiim olmak iizere, sabit bir z € K ve e € (0,1)
i¢in

T.(z) =ez+ (1 —e)T(x)

seklinde T, doniigiimil tanmimlayalim
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Vz,y € K igin

ITe ~ Tyl = llez+ (1 = €)T(z) — ez — (1 = )T (W)
< (1-e)lTa — Tyl|
< (1=2)llz—y

oldugundan 7. biiziilme doniigiimiidir. Banach sabit nokta teoremine gore T,

doniigiiminiin 2. € K gibi bir sabit noktas: vardir.

llze — Tz.|| =|lez+ (1 —e)Tz. — Tz.||
= ¢llz = Tz.||

< € cap(K)

e — 0 i¢in inf{||lz — Tz|| : z € K} = 0 elde ederiz. (Ancak T nin genislemeyen
doniigim olmadigi durumlarda genelde inf{||z — Tz|]| : z € K} > 0 dir.) O halde
T geniglemeyen doniiglimiiniin hemen hemen sabit nokta (almost fixed points) diye-

bilecegimiz bazi noktalari vardir. Buna bagl olarak agagidaki tanim: yapabiliriz.

Tanim 3.3.6. lim, .o ||zn — T(2,)]| = 0 kosulunu saglayan (z,) dizisine yaklagik

sabit nokta dizisi (approzimate fized point sequence) adr verilir.

T nin geniglemeyen doniigiim oldugu durumlarda yukaridaki yontemle K iceri-

sinde her zaman bir yaklagik sabit nokta dizisi bulabiliriz.

Onerme 3.3.7. K, T icin minimal bir kime olsun. (z,), K igerisinde bir yaklagik

sabit nokta dizisi ise Vz € K i¢in
lim ||z, — z|| = 6(K) olur.
n—o0

Kamt. 2/, N iizerinde bir ultra siizgec olsun. f(z) = limy ||z, — z|| dersek, (z,)
sinirli bir dizi oldugundan f : K — R fonksiyonu iyi tanimlidir. Ayrica f siirekli
ve konveks bir fonksiyondur. (z,), T igin yaklagik sabit nokta dizisi oldugundan,
Vz € K i¢in f(T(2)) < f(=z) olur. O halde f fonksiyonu onerme 3.2.7 deki kogullar
sagladigindan sabit fonksiyon leak zorundadir. Vz € K igin f(z) = k olsun.

K nin zayif kompakthigini kullanarak, (z,) dizisinin U iizerinden zayif limiti K
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igerisindedir. w — lim ile zayif limiti gostermek tizere, z = w — limy(z,) € K olsun.
Norm zay1f alt yar: siirekli fonksiyon oldugundan Vz € K i¢in ||z — 2|| < limy ||z, —
z|| = k elde edilir. Onerme 3.2.8 den k = cap(K) olur. Buradan (||z, — z|]) in bir

tek yigilma noktas: oldugundan yakinsaktir. Boylece kamit tamamlanmig olur. [

Banach uzaylar: izerinde sabit nokta problemlerini Brouwer sabit nokta teo-
remi ile Banach sabit nokta teoremlerinin bir kombinasyonu olarak diigtinebiliriz.
Brouwer sabit nokta teoremindeki kompaktlik kogulunu kuvvetli topolojiye gore ele
almigtik. Acaba sabit nokta teoremlerindeki kogullari farkli topolojilere genellegtirir-
sek ornegin dual Banach uzaylarinda zayif* topolojiyi kullanirsak ayni sonuglar: elde
edermiyiz? Bu durumda sabit nokta problemleri farkli topolojilere gore farkli du-
rumlar sergilemektedir. Grnegin zayif* topolojide zayif*-kompakt, kapali, digblikey
kiimeler sabit nokta 6zelligine sahip olmak zorunda degildir. Alspach in oldukga faz-
la ayrint: gerektiren ornegi [6] zayif*-kompakt, kapali, digbiikey bir kiimenin sabit

nokta 6zelligine sahip olmak zorunda olmadigini gostermektedir.

Tanim 3.3.8. X bir Banach uzay olsun. Eger X in her zayif kompakt, disbikey bir
alt kimest normal yapwya sahip ise X Banach uzayina zayif normal yapiya sahiptir
denir.

X* dual Banach uzay olsun. Eger X* in her zayyf -kompakt disbikey alt kimesi

normal yapiya sahip ise X* dual Banach uzayina zayif* normal yapiya sahiptir denir.

Normal Yap1 Ozelligi ile Banach Uzaylar

Bu kesimde fazla ayrintiya girmeksizin Banach uzaylarn {izerinde bazi kav-

ramlari tanimlayarak, bu kavramlarin normal yapi ile iligkisini kurmaya ¢alisacagiz.

Tamim 3.3.9. X bir Banach uzay olsun. Ejer 0 < o < 1 ve X in bos kimeden

farkl, sinirly ve digbikey her alt kimest
R(A) < ab(4)

kosulunu saghyorsa, X e dizgin normal yapiya sahiptir denir.
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Onerme 3.3.10. Diizgiin disbikey her Banach uzay normal yapiya sahiptir.

Kamt. A, diizgiin digbiikey bir Banach uzayimin keyfi, sinirl, digbiikey bir alt
kiimesi olsun. ¢ap(A4) = d > 0 oldugunu kabul edelim. Ju,v € A 3 [ju —v|| > £.
Vz € A icin

o~ ull < dlle ol <d vell(a - )+ (e~ )| > & dir.
Uzay diizgiin digbiikey oldugundan,
1 1, ,.
Sz — ) + (o )] < dt - 5(3)] dir

= ¥ € A alacak olursak, ||z — w|| < d[1 — §(3)] elde ederiz. r = d[1 —§(3)] < d

dersek, B(w,r) C A olur. O halde uzay normal yapiya sahiptir. O

Banach uzayinin diizglin normal yapiya sahip olmasi bu uzayin yansimah ol-
masini gerektirdigi halde [2] diizglin normal yapinin siiper-yansimaliligi gerektirip
gerektirmedigi halen cevaplanamamus bir problemdir. Bununla birlikte yansimali
Banach uzaylarinin normal yapiya sahip oldugu diigiiniilmekteydi. James bu iddiay:

2 {izerinde

llzlls = max{|z|le, Bllzllec} = €€, B>0

normu yardimiyla X = (£2,||.||s) Banach uzaymm tanimlayarak X s i¢in bu iddanin
dogru olmadigim kanitlamigtir. Daha sonra bu uzay iizerinde yapilan aragtirmalar
ile Xg uzayinin normal yapiya sahip olmasi igin gerek ve yeter kogulun 8 < V2
oldugu kanitlanmistir. Bu galismalar esnasinda asimtotik normal yap: kavrami or-

taya cikmgtir.

Tanim 3.3.11. X bir Banach uzay olsun. Ejer X wn sinirh, digbikey, kapale ve
cap(A) > 0 kogulunu saglayan her A alt kiimesi ve n — oo iken ||z, — Tnga|| = 0

kosulunu saglayan her (z,) dizisi i¢in
lim inf||z, — z|| < ¢ap(A)
n-$00

olacak sekilde x € A noktast varsa, X e asimtotik normal yaprya sahiptir denir.
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Baillon ve Schonberg Xp uzaymin asimtotik normal yapiya sahip olmasi icin
gerekli ve yeterli kogulun 8 < 2 olmasi oldugunu kamtlamslardir. Buradan asimtotik
normal yapi, normal yapiy:1 gerektirmemesine kargin bu ifadenin tersi dogrudur.

Yine Baillon ve Schénberg 1981 yilinda asimtotik normal yapiya sahip her yan-

simali Banach uzayinin sabit nokta 6zelligine oldugunu kanitlamistir.

Tanim 3.3.12. X bir Banach uvzay ve (z,) € X sumurh bir dizi olsun.
Eger ¢ap(z,) > 0 ve |

Lim d(2n41, conv(zi)i,) = ¢ap(zn)

ise (z,) dizisine diametral dizi adr verilir.

Ornek 3.3.13. (en), standart taban vektérleri c,co, £*,4%° uzaylar: icerisinde di-
ametrik dizidir. Gergekten de c, yakinsak diziler uzay: sup normu ile bir Banach

uzayrder. Bu norm ile (e,) dizisi sumrl ve ¢cap(e,) =1 > 0 dur. Simdi

lim d(ent1,conv(er)i,) =1

n—roo
oldugunu gormeliyiz. Eger x € conv(ex)f_; ise T = Y p i Gk€k, D .pey Gk = 1 ve
n
ai,...,0; € R ya da = = (ay,az,...,0,,0,...), Y p_,ar =1 veay,...,ax € R

seklinde yazilabilir. Buna gore her n € N i¢in d(egt1, conv(er)i_,) = 1 oldugundan

lim d(en41, conv(er)is,) =1
n—>00

olur. Benzer gekilde (e,) dizisinin co, €, £ uzaylar igerisinde de diametrik dizi

oldugu gorilebilir.

Teorem 3.3.14. A C X kiimesinin normal yapiya sahip olmas: i¢in gerekli ve yeter

kosul A kiimesinin diametral bir diziye sahip olmamasidir.

Kamt. A kiimesi normal yapiya sahip olsun ve kabul edelimki A kiimesinin (zn)
gibi bir diametral dizisi olsun. C ile (z,) dizisinin konveks zarfin1 gosterelim. C'

kiimesinin normal yapiya sahip olmadigini gosterirsek, bu sonu¢ A kiimesinin normal
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yapiya sahip olmasi ile geliseceginden kanitin bu yoniinii tamamlamig oluruz. Eger

z € C ise 3m € N igin = € conv(zr)P, ven > m igin = € conv(zx)}_, Buradan
¢ap(C) 2 ||z — Zapa|| 2 d(zn41, conv(ze)i=y)
Bu ise herhangi bir z € C igin
sup{|lz — yll : y € C} = cap(C)

olmas1 demektir.
Tersine A kiimesinin ¢ap(H) = d > 0 ve her noktas: diametral nokta olan
H gibi digbiikey bir alt kiimesi olsun. H nin diametral bir dizi bulundurdugunu

gostermeliyiz. 0 < ¢ < d ve ||z; — z2]| > d — ¢ olacak sekilde z;,z, € H noktalar

segebiliriz. z;,%2,..., 2, noktalarinin 6nceden segildigini kabul ederek
Tyt T+t €
I " gl >d= 5
n n

olacak gekilde z,4; noktasi segelim. Simdi bu sekilde olugturulan (z,) dizisinin

diametrik dizi oldugunu gorelim. 5 > 0 ve Y p_, tx = 1 olmak lizere x = Y ;_, txas

olsun. t = max{t1,t2,... ,%,} alirsak, kolayca dogrulanabilecek olan
ces n 1 "1 ¢
:v1+x2-; tz -_—;ﬁm—i—Z(;—n—Z)wkEconv{xl,mg,... , Tn}t

k=1

elde edilir. Buradan

d— 5 <|IF ko ok = znnll < glle = zapall+ 0 (5 — 2)llek — 2l

< mlle = znall+ (1= 35)
ve boylece ||z — z,|| > d — £ > d — £ bu ise
imd(zp41, conv{zy, z2,... ,2,}) =d
demektir. O halde (z,) dizisi diametrik bir dizidir. O

Teorem 3.3.14 yardimi ile Banach uzaylarimin herhangi digbiikey kompakt alt

kiimelerinin normal yapiya sahip oldugunu sdyleyebiliriz.
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Ornek 3.3.15. ¢, co, £, £°,C[0,1] uzaylar normal yapiya sahip degildir. Gergek-
tende, {e,} standart taban vektorleri, c,co, £*,£° uzaylar: iginde diametrik dizidir.
C[0,1] icerisinde K = {z = z(t) € C[0,1] : 0 < z(t) < 1,2(0) = 0 ve z(1) = 1}
siarh, disbikey ve kapal kiimesini alahm. Agikca gérildigi gibi cap(K) =1 dir.
Keyfi bir x € K igin verilen her € > 0 sayisina karsihk 0 < t < & iken z(t) < ¢
olacak gekilde & > 0 sayst bulabiliriz. t > % icin y(t) = 1 olacak sekilde y € K
fonksiyonu segersek, ||z — y|| > 1 — ¢ olur. O halde z diametrik bir nokta olur. z,
K nin keyfi bir noktas: oldugundan K her noktas: diametrik bir nokta olan bir kiime

olur.

Tamm 3.3.16. X bir Banach uzay olsun. z € X ve ||z|| = 1 olmak izere z
yonindeki dizgin digbikeylik modulii §, € € [0,2) igin;

zT+y
2

d(z,€) = inf{l — || = llzll S 3,1yl <1 ve [l —yl] > € igin 2 —y = oz}

seklinde tanimlanar.
Eger daima 6(z,€) > 0 ise X e her yonden dizgin digbikey (uniformly convex

in every direction) denir.

Onerme 3.3.17. Her yonden dizgqin disbikey bir Banach uzay: normal yapiya
sahiptir.

Kamt. Her yonden diizgiin digbiikey bir Banach uzayinin herhangi sinirh digbiikey
A alt kiimesinin diametral olmayan nokta igerdigini géstermemiz yeterlidir.

cap(4) = d > 0 olsun. z,y € A ve z # y alahm. Bu durumda u = ZE¥ gibi
diametral olmayan bir nokta vardir. Aksi taktirde ||u — v,|| — d olacak sekilde

(vn) € A dizisi bulabiliriz. Buradan,
le—wl| <d, ly—wall <d, [z —vat+y—v)/2]| = d
Buradan z = y elde edilir. O
Onceki kesimlerde X Banach uzayinin diizgiin digbiikeylik modiilii §(¢) u
sx(e) = inf(1 = XM oy <1, i< 1 ve fle -yl 2 )

seklinde tanimlamgtik.
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Tanim 3.3.18. X Banach uzayinin dizgin digbikeylik karakteristiji g,

eo(X) = sup{e : éx(e) = 0}
seklinde tarumlanir. €9(X) = 0 i¢in X Banach uzayina dizgin digbikey, eo(X) < 2
ise X e duzgin karesel olmayan Banach uzay: denir.

James €o(X) < 2 oldugunda X uzaynin siiper-yansimali oldugunu kanitlamistir.

€o(X) < 1 durumunda ise agagidaki 6nerme ile karsilagiriz.

Onerme 3.3.19. eo(X) < 1 ise X in herhangi sinirl, kapaly, digbikey alt kiimesi
C ise
sup{|lz — yll : y € C} < (1 - 6x(1))¢ap(C)
olacak gekilde x € C varder.
O halde z diametral olmayan bir noktadir. Buradan go(X) < 1 ise X uzay:
diizglin normal yapiya sahiptir diyebiliriz.

Tanim 3.3.20. X bir Banach uzay olsun. X in dizginlik modili (modulus of

smoothness) px, V¢ > 0 igin
1
px(¢) = sup{5llle + Cyll + lo — Cyll = 2] : ll=ll < L, [lwll < 1}

seklinde tanwmlanwr. Ejer

ise X uzayina uniformly smooth ady verilir.

Tamim 3.3.21. X bir Banach uzay: olsun. X uzayinin k-dizgin disbikeylik modiili
(modulus of k-uniform convezity) 8%, Ve € (0,2) igin

|z + 22+ +ze+ 1]
k+1 '

8% (e) = inf{1 — llz:] <1 ve V(z1,...,Te41) > €}

seklinde tanamlanir. Burada

1 1 1

filzy) fi(z2) -.. fi(zes)

V(IE,) = sup{ : fi € X7, ”f,” < 1} dir.

fi(z1) fi(z2) .. fil(zra)
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Ve € (0,2) igin 6%(¢) > 0 ise X Banach uzayina k-dizgin digbikey ade verilir. X
uzayinin k-dizgin digbikeylik karakteristigi

ek = sup{e: 6k (e) = 0}

seklinde tarnamlanir.

Onerme 3.3.22. X bir Banach uzay ve Ik € N igin ef(X) < 1 ise X Banach
uzayr dizgun normal yapiya sahiptir.

Tanmim 3.3.23. X bir Banach uzay olsun. Ejer Ve > 0 i¢in 36 > 0 3 (z,) €

B(0,1) ve inf{||zn —zm|| : 7 # m} > € = (conv(z,)NB(0,1—8) # @ ise X Banach

uzayina yakin dizgin digbikey (nearly uniformly convez) adv verilir.
Onerme 3.3.24. Her yakin dizgin digbikey Banach uzay: normal yapiya sahiptir.
Tamm 3.3.25. X bir Banach uzay olsun. Eger her (z,) — w dizisi ve  # w igin

lim ||z, — w|| < lim inf||z, — =]

saglaniyorsa X Banach uzayina Opial kosulunu saglar denir.
Asagidaki 6nerme Opial kosulu ile normal yapinin baglantisini géstermektedir.

Onerme 3.3.26. Opial kogulunu saglayan yansimali her Banach uzay: normal ya-
prya sahiptir.

Kanit. Bakiniz [3] O
Teorem 3.3.27. X Opial kogulunu saglayan bir Banach uzay: ve K, X in zayif-
kompakt, disbikey alt kimesi olsun. T : K — K geniglemeyen déndsim ise I — T,
K 1zerinde demi-closed operator yani,

(un) = u ve (up — Tuy) = w  iseu—Tu=w dir.

Tamim 3.3.28. X bir Banach uzay: ve A, X in sinarl alt kimesi olsun. A kime-
sinin Kuratowski kompaktsizhik 6lgiisti (measure of noncompactness) o,
a(A) = inf{e > 0: A kimesi ¢apr €
dan kigik olan sonlu tane kime ile ortulebilir}

seklinde tanimlaner.
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Onerme 3.3.29. X, K izerinde bir Banach uzayr ve M, M,,... ,M, ve N X

uzayrun swerh alt kimeleri ise agagidaki ifadeler dogrudur.
i. o(f) =0.
i. (M) =0 M goreli kompakt.
i, 0 < (M) < ¢ap(M).
w. M C N = a(M) < a(N).
v. o(M + N) < a(M) + oN).
vi. VB € K igin a(BM) = |Bla(M).
vii. (M) = o(M)
viii. a(sup?, M;) = max{a(M,),... ,a(M,)}.
iz. o M) = afconv(M)) = a(conv(M)).

Kanit. Ik dort tanenin kanit: tanimdan kolayca goriilebileceginden v. nin kanitini
yapalim. M;, M,,... , M,, M nin bir ortiisii ve N3, Ns,... , N, de N nin bir ortiisit
ise tim M; + N; lerde M + N nin bir ortiisii olur. cap(M; + N;) < cap(M;) +
cap(NN;) oldugundan istenilen sonug elde edilmis olur. Yine aym sekilde cap(8N) =
|Blcap(V) oldugundan (vi.) nin kanitida yapilmig olur. Simdi (véi.) nin kamitin
yapalim. M C M oldugundan 7v. den dolayt (M) < o(M) olur. Tersine, M C
U; M; ise M C U;M buradan cap(M;) = cap(M;) bdylece a(M) < a(M) elde edilir.
(viii.) nin kanitini yapmak icin M = U;M; ve a = max{a(M,),... ,a(M,)} olsun.
M; C M oldugundan iv. yardimi ile e(M;) < o(M) ya da a < o M) olur. Tersine
a(M) < a oldugunu gérmeliyiz. Ve > 0 ve her M; icin M; nin ¢ap(M;;) < a(M)+e <
a + ¢ olacak sekilde M;y, ... , M;,, 6rtist vardir. Tim M;; ler birlikte M nin Ortiisii
oldugundan a(M) < a + ¢ olur. € — 0 igin a(M) < a elde edilir. sz. nin kanit:
oldukca ayrint: gerektirmektedir. Kamti [8] de bulabilirsiniz. O
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Tanim 3.3.30. X bir Banach uzay: olsun. X uzayinin kompakt olmayan disbiikey-

lik modiilii (modulus of noncompact convezity), her € € (0,2) icin
Ax(e) =inf{l —infyc4||z||: A kiimesi birim topun
a(A) > € kosulunu saglayan digbiikey alt kiimesi}
seklinde tanimlanyr. X uzayiman kompakt olmayan digbikeylik karakteristigi (char-

acteristic of noncompact convezity) €, ise
€1(X) = sup{e : dx(e) = 0}
seklinde tanimlanar.

Onerme 3.3.31. X Banach uzay €1(X) < 1 kogulunu sajliyorsa X yansimahdir

ve normal yapiya sahiptir.

Kanit. Bakiniz [2]. O

Metrik Uzaylarda Normal Yapi

Tanim 3.3.32. (M,d) bir metrik uzay olsun. M nin bog kimeden farkl alt ki-
melerinden olugan F ailesi kesigim altinda dedismez kaliyorsa, F ye disbikey yapr

(convezity structure) ady verilir. F nin elemanlarina ise digbiikey ady verilir.

M nin ve kapal toplarin digblikey oldugunu yani M nin ve kapali toplarin F nin
elemani oldugunu kabul edecegiz. A C M ise F4 = {C € F: A C C} olmak iizere,
conv(A) = U{C : C € Fa} dur.

Tamim 3.3.33. F nin elemanlarindan olusan herhangi (Cy)ucr ailesi sonlu arakesit
ozelligine sahip ise F ye kompakt denir.

Eger her sinarl ve ¢ap(A) > 0 kogulunu saglayan A € F kiimesi igin sup{d(z,y) :
y € A} < c¢ap(A) olacak sekilde x € A noktas: varsa F ye normal, A kiimesinden
bagimsiz olarak baz ¢ € (0,1) igin sup{d(z,y) : y € A} < ¢ ¢cap(A) olacak gekilde

z € A varsa F ye dizgin normal denir.

Teorem 3.3.34. (M, d) metrik uzays, F kompakt ve normal digbiikey yapisina sahip

ise her T : M — M genislemeyen donugimintn bir sabit noktass vardr.



o4

3.4 Ultra Carpimlar I¢in Temel Sonuglar

Onceki kesimlerde, geniglemeyen doéniigiimlerin sabit noktalarininin varhigini
garantileyen Zorn Teoremi gibi, geometrik olmayan kavramlar: sik¢a kullandik. Sabit
nokta teorinin son yillardaki geligimi, bu kavramlarin daha da fazla kullanilmasina,
daha soyut ve karmagik teknikler kullanilmasini gerektiren bir gsekle doniigmesine ne-
den olmustur. Bu teknikleri ilk kullanan matematikgiler Maurey, 1981 ve digerleri
(Lin, 1985; Khamsi, 1987; Belluce ve Kirk, 1985) dir. Bu matematikgilerin fikir-
lerinin temelinde ultra siizgegler ve ultra ¢arpim teknikleri vardir. Banach uzaylan
igin ultra carpimlarin bir uygulamas: ilk olarak 1980 yilinda Heinrich tarafindan
verilmigtir [4].

Bu kesimde daha once tanimlayip, bazi 6zelliklerini inceledigimiz ultra ¢arpimlar
konusunun sabit nokta teori ile olan iligkisini aragtiracagz.

C, X Banach uzayinin bog kiimeden farkli, digbiikey, zayif kompakt alt kiimesi
olsun. C nin sabit nokta 6zelligine sahip olmadigini diigiinelim. O halde Fix(T') = @
olacak gekilde enaz bir T : C — C geniglemeyen doniigiimii vardir. Onceki kesim-
lerde oldugu gibi K, T i¢in minimal bir kiime olsun. ¢, N lizerinde agikar olmayan
ultra slizgeg olmak tizere X in (X)y ultra kuvveti igin de benzer gekilde K kiimesi
ve T doniigiimi tanimlayabiliriz.

K= {T € (X)u: hern >0 igin
Z nmn z, € K olacak gekilde (z,) temsilcisi vardir }

ve

Her 7 € K icin T% = (T/\:vn/)
olsun. K , (X)u nun smurh, kapal, digbiikey ve T altinda degigmez kalan alt
kiimesidir. Ancak K, T icin minimal degildir. Gercekten de T icin K icerisinde
her zaman bir sabit nokta yaklagik dizisinin varligini 6nceki kesimlerde kanitlamigtik
yani, n — oo icin ||z, — Tz,|| — 0 olacak sekilde K icerisinde bir (z,) dizisi vardi.
Simdi T = G;) olarak tamimlarsak, Z € K ve TZ = ¥ dir. Buise 7 € Fix(T)
ya da Fix(f) # (@ demektir. Oyleyse K , T icin minimal bir kiime olamaz. Ayrica
zZ= (IIT,;) € Fix(f) ise (z,) dizisinin T igin bir sabit nokta yaklagik dizisi olan (z7,)
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alt dizisi vardir. Ote yandan egerz e K,7€ Kves € Fix(f) oldugunu kabul
edecek olursak, onerme 3.2.8 den
Iz — 2l|x), = cap(K)

elde ederiz.

K min baz &zelliklerini agagidaki teorem ile 6zetleyebiliriz.

Teorem 3.4.1. Agagidaki ifadeler dogrudur.

i. ¢ap(K) = gap(K) = gap(Fiz(T)).
ii. K, K ve Fz:v(T) kimeleri diametrik kimelerdir.
i1, sz(f) kimesi metriksel olarak digbiikeydir yani, her T,y € Fia:(fZN") ve

0<aLlimn
12— 2| = (1 - e)l|Z - 31|
ve
17 —2]| = ellz - 7|
olacak sekilde 7 € Fz:c(f) vardar.
w. (W) K igerisinde T igin bir sabit nokta yaklagik dizisi ise her z € K igin
Jlim ||, — 2| = ¢ap(K)

olur.

Kamt. ¢. ve ii. segeneklerinin kaniti kolayca goriilebilecegi igin, 6nce ¢i. nin
kanitini yapalim.

Fix(T) kiimesi kapali bir kiime oldugundan, keyfi Z, 7 € Fix(T) iin

~ ~ L.
17~ 21 = 7~ 21 = 51E - 71

olacak sekilde 7 € Fix(f) nin varhigimi kanitlamak yeterli olacaktir. T = (Z,) ve § =

(7,,) alirsak, n € N sabit ve
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o = max{||zn — Tz, lly — T(ya)lI}
€n = min{}, /6, }
dy = %”xn ~ Yal| ve

Nn = %:"157z olsun.

K, = {z € K : max{llen — I}, |y — 2} < d + 70}

kiimesini alalim. %ﬁ € K oldugu aciktir. Buradan K,,, K nin bos kiimeden farkli,

kapali, digbiikey alt kiimesi olur. Simdi her z € K icin

(-Tn + yn)

To(z) = (1= ea)T(2) + €0

déniiglimiinii tanmimlayalim. K, kiimesi T altinda degismezdir. Gergektende z € K
ise
(Zn +Yn)

T, — To(2) = (1 — ex)(zn — 8(2)) + €a 5

olur. Buradan

Tn—Tn(z) = (1—en)([lzn —T(@a)]| +T(zn) = T(2)]])
+5EnllZn — ynl|
< (L= €n)(0n + dn + nn) + €ndy
= dn+(1—6)0n + (1 —€a)nn
= dotenmmt (1 —én)tn=dn+nn

ve yine benzer olarak, ||y, — Tn(2)|| < dn + 7 bulunur. Ote yandan T, déniigiimi
bir biizilme déniigiimi oldugundan, 7,, doniigimiiniin K, igerisinde z, gibi bir tek
sabit noktasi vardir. Buradan her n € N igin,

|zn — zall < dn + 7,

”yn - zn” < dn+ 7, ve

lzn — T(z,)|| < € ¢ap(K) olur.

Tvey Fix(T) nin elemani oldugundan, limy é, = 0 dir. Oyleyse limye, =0
ve limyn, = 0 olmak zorundadir. vB6ylece Z = (Z,) istenilen esitligi saglar ve

7 e Fix(T) dur.
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Simdi év segeneginin kamtini yapalim. Bunun igin cap(K) nin (||@,—=z||) dizisinin
bir tek yigilma noktas: oldugunu gostermek yeterlidir. Genelligi kaybetmeksizin
limyyo0 ||Wn — z]| = d olsun. Bir énceki secenegin kanitina benzer olarak, &, =

—

@, — Tﬁz’nH ve (er), limgoo = 0 kogulunu saglasin. Eger @, = (wn) ise
A ={m e N: [|w}, — z|| < d+ 2 ve [, — T(wh|| < ex + 6,}

kiimesi yeterince biiyiik n ler i¢in &/ nun elemanidir. U agikar olmayan ultra stizgeg
oldugundan, her k£ € N igin

I} — 2l < d+ 26 ve

”wi((kk)) - T(w;(g))ll < & + (5,,(]3') olacak gekilde (n(k)) ve (m(k)) kesin artan
tamsay1 dizileri bulabiliriz. (wZ&k k))), T igin bir sabit nokta yaklagik dizisi oldugundan,

onerme 3.3.7 dan ¢ap(K) < d olur. O
Asagidaki onerme az 6nce kanitlanan teoremin basit bir sonucudur.

Onerme 3.4.2. W kimesi, K kimesinin T dontusimd altinda degismez kalan, bos
kimeden farkl, digbiikey ve kapal bir alt kimesi ise,
her z € K igin

sup{llz — || : @ € W} = ¢ap(K) dir.

Kanit. (’t_u:), W igerisinde T igin bir sabit nokta yaklagik dizisi olsun. Teorem 3.4.1
(iv.) yardimiyla her z € K igin,

lim [y — z|| = cap(K)

n—o0

oldugunu biliyoruz bu ise bize kanitlamak istedigimiz
sup{|jz — @|| : @ € W} = cap(K)
esitligini getirir. O

Simdi ultra ¢arpim teknikleri kullanilarak, yeni sabit nokta teoremlerinin nasil
edelebilecegini gosterelim. Once ultra carpim tekniklerini kullanarak Banach u-

zaylarinda Scahauder tabanlarin da yararlanarak elde edilen bazi énemli sonuglar
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gorelim. On bilgiler kesiminde ele aldigimiz (e,) Schauder tabanini agagidaki sabit-
lerle ele alalim.
p = sup{|ju —v|| : u ve v, (ey) tabani igin farkli bloklar ve |ju + v < 1}
c1 = sup{||I — P,|| : Pu, (1,n) lizerindeki dogal izdiigiim fonksiyonu}
¢z = sup{||] — Pg| : F, N‘iginde keyfi bir aralik}
¢ = sup{||P|| : Py, [1,n] iizerindeki dogal izdiisiim fonksiyonu}
Tanimlar kullanarak p, ¢;, ¢z, ¢ katsayilarinin sonlu sayilar oldugunu gérmek ko-
laydir.
Agsagidaki teorem bu katsayilar yardimiyla Schauder tabanlar: ve sabit nokta

ozelligi arasindaki bir iligkiyi vermektedir.
Teorem 3.4.3. X bir Banach uzay;, (en) de X uzayinin
cap+ct+e <4
kosulunu sadlayan bir tabani ise X uzayr sabit nokta ézelligine sahiptir.

Kanit. Tersine, kabul edelim ki X uzay: sabit nokta 6zelligine sahip olmasin. O
zaman X in, en az bir tane bog kiimeden farkli, zayif kompakt, digbiikkey C alt
kiimesi igin Fix(T) = 0 olacak sgekilde bir 7' : C — C genislemeyen déniigiimii
vardir. K kiimesi de, bu T geniglemeyen doéniiglimii i¢in minimal bir kiime olsun.
Cap(K) =1 olarak almamiz genelligi bozmaz.

(z,,) dizisi de K iginde T igin bir sabit nokta yaklagik dizisi olsun. K zayif kom-
pakt oldugundan (z,) dizisi zayif yakinsak olur. Ayrica sabit nokta 6zelligi teleme
altinda degismez kaldigindan, w —lim(z,) = 0 olarak kabul edebiliriz. Onerme 1.2.6
y1 kullanarak (z,) dizisinin () alt dizisi ve (Fy), N igindeki aynk ardigik araliklar

olmak lizere (Pr,) dogal izdiigimler dizisi vardir Syleki (Pr,) dizisi,
iz P, (21) — 4l = 0 ()

kogulunu saglar. Gosterimde kisalik saglamak amaciyla Pr, yerine P, gosterimini

kullanirsak, (F,) in ozelliklerinden yararlanarak,

n # migin P,o P, =0 ve (2)
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her z € X icin lim |P.(z)]] =0 (3)

oldugunu gorebiliriz.

Son olarak, 6nerme 3.3.7 yi kullanarak,

lim [|enss — oal] = 1 | (4)

n—+o0

olarak kabul edebiliriz.

Simdi U, N tizerinde bir ultra siizge¢ ve (X)y da X in ultra kuvveti olsun.

—— —

Onceki kesimlerde oldugu gibi K ve T tammlansm. K nin % = (z,,) ve § = (Tn41)

elemanlarini alalim. (z,) dizisinin secilisinden % ve § € Fix(T) olur.

A

F, ile P, ileiligkilendirilen tam izdisiimleri gosterelim yani P,,, F;, aralig1 tizerine
bir izdiisiim ise B, [1, max F,,] lizerine bir izdlglimdir. Q, =1 — P, olmak iizere,

P =(P)uve Q= (Qnu
doniigiimlerini tanimlayalim. (1), (2) ve (3) ifadelerinden yararlanarak her z € X
icin
P@) =% Q@) =7, P@=0@ = P(z) = Qz) =0 (5)
elde edilir. Ayrica (4) yardimiyla
lz + yll = I1PZ + Q7| = lim [| Pa(2x) + Qu(zas)|
yazabiliriz. Fakat
| Pa(@n) + Qn(@ns) | £ gl Pa(zn) — Qu(asd)ll

oldugundan,

&+ 31l < | P ~ Q7 = ll& - 51 = » (6)

P ve @ nun tamumini kullanirsak I, 7 in birim doniiglimii olmak iizere,

IP+Ql <ew, [T=Pl< s ve I -Q) e
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bulunur.

Simdi

P - ~ o - - 1 N
W={@eR: I ek |F-a < 51T < 55 ve @ -] < 5.

N

kiimesini tanimlayalim. W kiimesi, K kiimesinin kapali ve digbiikey bir alt kii-
mesidir. (6) dan dolay1 Z ¢ W dir. z € K ve 7 ve § € Fix(T) oldugunda
Te=Tze K oldugundan W nin T altinda degigsmez kalir.

Simdi @ € W ve z de K nin ||& — z|| < & kogulunu saglayan bir eleman: olsun.

Bu durumda
26 = (P+Q)o+(I-P)ya+(I-0Q)w
— F+0)@—a)+ (- PYT—3)+ (I - §)@ ~7)

ve boylece,

2@l < IP+QUI& <l + 11 - P)IlF ~ 2] + 1T - Qlll|& - 5

= ab+eitel
elde edilir. Buradan,
sup{[[] : & € W < Lt ezte oAl

bulunur. Simdi onerme 3.4.2 kullanilacak olursa,

1
1= cap(K) < 4—(pc1 +c2+c)

bulunur ki bu bir ¢eligkidir.
O halde X uzayi sabit nokta 6zelligine sahip olmak zorundadir. O

Bu teoremin bir sonucu olarak agagidaki 6nermeyi verebiliriz.

Onerme 3.4.4. X, kogulsuzluk taban sabiti 1 olan (e,) kosulsuz Schauder taban ile

birlikte bir Banach uzay: olsun. Bu durumda X uzay: sabit nokta ézellijine sahiptir.

Kanit. X uzayimin kogulsuzluk taban sabiti 1 oldugundan ¢, ¢;, ¢z, p sabitlerinin her
birisi 1 e egittir. O halde teorem 3.4.3 i kullanarak X uzayinin sabit nokta 6zelligine

sahip oldugunu soéyleyebiliriz. 0
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Teorem 3.4.3 iin kanitinda kullandigirmz tekniklerin kullanildig: benzer bir ¢ok
teorem daha vardir. Ancak kanitlarinin oldukga karigik ve uzun olmasi nedeniyle
bu teoremlerden burada bahsetmek gereksiz olacaktir. Bu teoremler igin [1] dan
yararlanabilirsiniz.

Simdi bu konunun baginda da degindigimiz gibi ultra carpim tekniklerini ilk
kullanan Maurey dir. Maurey L! sabit nokta ozelligine sahip olmamasina ragmen,
L' in yansimal alt uzaylarinin sabit nokta ozelligine sahip oldugunu kanitlamigtir.

Simdi Maurey in bazi teoremlerini kanitlarina girmeden siralayalim [1], [2].

Teorem 3.4.5. L['[0,1] uzayinin yansimal alt vzaylarimin sinirly, kapal, disbikey

alt kumeleri sabit nokta ozelliine sahiptir.

Teorem 3.4.6. Hardy uvzayimin zayf kompakt ve disbikey alt kimeleri sabit nokta

ozelligine sahiptir.

Teorem 3.4.7. K, X siper yansimal uzaywun zayf kompakt, digbikey bir alt
kimesi ve T : K — K bir izometri donisimt ise T nin K igerisinde bir sabit

noktast varder.

Teorem 3.4.8. ¢y Banach uzay: sabit nokta ozelligine sahiptir.
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