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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

GENISLEMEYEN FONKSIYONLAR iCIN BAZI SABIT NOKTA
TEOREMLERI

NILAY OYA TORUN

Anadola Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damgman: Prof. Dr. Orhan OZER
1998, Sayfa 46

Fizik, kimya, biyoloji ve ekonomi bilim dallarmda birgok soru dogrusal
olmayan problemlerin ortaya ¢ikmasma neden olmugtur. Ornegin; difiizyon, plastik
maddelerin  davraniglary, sivilarm yiizey dalgalari, kimyasal reaksiyonlar, tiretim
metotlarmmn modernize edilmesi, kalp krizlerini 6nlemek amaciyla kalp icerisindeki
elektrik potansiyelinde meydana gelen deBisimin Onceden tespit edilmesi vb. gibi
birgok alanda dogrusal olmayan denklemler kullamimaktadir.

Bu calymada, uygulama alam bu kadar genis olan dogrusal olmayan
fonksiyonlarm ' sabit noktalan hakkinda bazi bilgiler sunulmaya c¢absgimmgtir. Esas
olarak; bir X ' Banach uzayr’nn kapali smirh konveks bir K altklimesinden kendi
tizerine tammh her genislemeyen déniisiimiiniin sabit noktalarmmn varhg: hakkmnda
neler bilindigi gosterilmeye ¢aligiimigtir.
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ABSTRACT

Master of Science Thesis

FIXED POINT THEOREMS FOR NONEXPANSIVE MAPPING

NIiLAY OYA TORUN

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Mathematics Program

Supervisor : Assoc.Prof.Dr.Orhan OZER
1998, Page 46

Many questions in physics, chemistry, biology and economics lead to
nonlinear problems. For example, in many fields diffusion, processes behavior
of plastic materials, surface waves of fluids, chemical reactions, modeling
and optemizing production processes, study of the electrical potential
variation in the heart through measurements on the body surface to
prevent heart attacks, nonlinear differantial and integral equations come
into existence.

In this work, some basic ideas about the nonlinear differantial and
integral  equations having such a wide application field had been
examined. In particular , we try to show what is currently known about
the following central question in a Banach space X and a nonempty,
bounded, closed, convex subset K of X , what further assumptions on K
guarantee the existence of fixed points for every nonexpansive self
mapping of K.



it

ICINDEKILER
Sayfa
OZET oo, i
ABSTRACT e e ii
ICINDEKILER ......ooiiiiiiiiiiieeee et iii -
LG RIS et 1
L1 ONDIUGIET ... 3
1.2 Banach Sabit Nokta Teoreminin Onemi ..................ccccovveeveenn.. 6
1.3 Banach Teoreminin Lineer Olmayan Denklemlere Uygulanmasi ....... 6
1.4 OMEKIET ..o 8
1.5 Brouwer Sabit Nokta Teoremi ..................... e 14
1.6 Kompakt Operatorler ............ococoooiiiiiiiiiiieie e 16
1.7 Schauder Sabit Nokta Teoremi ..................cccccoeevvvivieeiiiiiniieinn.. 16
1.8 Peano TEeOTeMI ...........ccooiioiiiiiiiieeie e 17
1.9 Genellestirilmig Picard-Lindelof Teoremi ... ... 17
1.10 Genellestiriimig Peano Teoremi .................c.oooooiiiiiiiiiiiiiieee. 19

2. GENISLEMEYEN OPERATORLER VE YINELEMELI YONTEMLER..... 20

2.1 Diizgiin Konveks B-Uzaylar ..............c.ccocoooioieeeeeeeeneeenn. e, 21
2.2 Yarikapali Operatorler ................cccocooiiiiiiiiiiiiiecieee e 29
2.3 B-Uzayda Yakinsakhik Prensipleri ...................ccccoooeviioiiiiiiiennnn, 33
2.4 Browder, Gohte ve Kirk Sabit Nokta Teoremi ............................. 34
2.5 Yann Kompakt Operatorler ...............cccoooviiiiiiiiiiiiiiieeeee e 35
2.6 Uyarlanmug Ardigtk Yaklagmmlar ..............cccoooiiiiiiiieniiiiciiiene 36
2.7 Periyodik Cozimlerin Uygulamalarn ... 39



1.GIRIS
Verilen bir T:A—A doénigimi igin
Tx=x

denkleminin her x ¢6ziimii T’nin bir sabit noktasi olarak adlandiriir. Sabit nokta
teoremleri sabit noktalarin varb@m  garanti eden teoremlerdir. Elbette her
doniigiimiin  sabit noktasi olmayabilir. Ornegin, diizlemde sifir olmayan bir vektor ile
bir oteleme doniigiiminiin higbir sabit noktasi yoktur. Sabit nokta teoremleri denklem
cozimlerinin varligmn ispatinda 6nemli bir rol oynamaktadir ¢inki F, bir Banach
uzayl lizerinde bir operatdr olmak iizere, F(x)=0 seklindeki her denklem

x=x+F(x)
. biciminde bir sabit nokta denklemi olarak yazilabilir.

Sabit nokta teorinin 1912 yilinda Brouwer ile bagladigi kabul edilmektedir.
Brouwer, IR" in kapali birim yuvarindan, yine aym birim yuvar izerine tanimlianan
herhangi bir siirekli donigimin en az bir sabit noktasiin varliim gostermistir.
Brouwer sabit nokta teoreminin temelinde,IR" deki kapali birim topun kompakt ve
konveks olmasi vardir.

Analizde en sk karsilagtigimz sabit nokta teoremi Banach sabit nokta
teoremidir. Bu teoremin ortaya ¢ikigt Euler ve Cauchy’nin

x'(O)=f(,x(1), x()=y, (1

diferansiyel denkleminin bir  ¢oziminin varligma ve tekligine dair calismalarina
dayamir.

Banach sabit nokta teoremi, k-biiziilme operatdrlerinin temel kullamm olan
ardigik yaklagim metotlarmn bir genellemesidir. Banach sabit nokta teoreminin asil
onemi su sekilde 6zetlenebilir;

a)Bir ardigik yaklagim metodunun yakinsakhigi k-buzilme ile ifade edilebilir,
b)Hata hesabinin dogrulugu k<1 sabitinin biyukligine baghdir,

c)Lineer operatér denklemleri igin k-biiztilme, spektral yangapmn 1°den
kigik oldugunu ifade eder.

J.Schauder, 1930 yilinda Brouwer teoremini genellestirmistir. Schauder  sabit
nokta teoremi kompakt operatorlerin temel kullanimi olan kompakthk metotlarinin
bir genellemesidir.



f, Lipschitz strekli iken Picard-Lindelof teoremi (1)’de verilen denklemin tek
cozimiinin varhgm garantiler. f sadece siirekli iken Peano teoremi (1)’de verilen
denklemin varh@ini ispatlar fakat tekligi hakkinda bir sey soylemez.

Bu tamimlamalara gore asagidaki bagintilar gegerlidir;
Banach sabit nokta teoremi = Picard-Lindelof teoremi

Schauder sabit nokta teoremi = Peano teoremi



1.1 Onbilgiler
Tanmm 1.1.1 (X,d) bir metrik uzay olmak iizere

T:McX > X  donigimia  verilsin. VxyeM ve 0<k<1 igin

d(Tx,Ty) < kd(x,y) ise T’ye k-biiziilme, k=1 ise T°ye genislemeyen(nonexpansive),
O<k<oo igcin ise T’ye Lipschitz siirekli denir. Eger VxyeM ve x=#y
igin d (Tx,Ty) <d (x,y) ise T’ye biiziilme ad: verilir. : ‘
Yukarnidaki tamma gore asagidaki gerektirmeler vardir.

k-biiziilme = biiziilme — genislemeyen — Lipchitz siirekli

Analizde en sik kargilagtifinuz sabit nokta teoremlerinin basginda Banach
sabit nokta teoremi gelir Bu teorem ¢ok sk  karsilastigimiz iterasyon
metotlarimin incelenmesini saglamak igin temel teorik bir aragtir.

Teorem 1.1.2 (Banach Sabit Nokta Teoremi (1922)).

i. T:McX—>M bir fonksiyon,

ii. M, (X,d) tam metrik uzaymin bos kimeden farkli kapal alt kimesi,

iii. T, k-bizilme yani; V X,y eM ve sabit 0 <k <1 i¢in d(Tx, Ty) <k d(x,y)

ise asagidaki ifadeler dogrudur, | : 2)
a. Tx=x olacak sekilde bir tek xeM vardir. |

b. .xo € M herhangi bir baglangic noktasi olmak uvzere x, ,= Tx

n+l n

seklinde olusturulan (x,) dizisi xeM sabit noktasina yakinsar.
¢. Vo=0,1,2,... i¢in Oncelikli hata tahmini
d(x,,x)<k"(1-k)"d(x,,x,) €))
sonraki hata tahmini,

d(x,,,))<k(k-1)"d(x,,x,,) (4)

n+l>
olur.
d vYn=0,1,2,.. i¢cin yakinsama hiz,

d(x,,, ,x)<kd(x,,x) ©)

n+l>



Kanit:

a. T’nin  bir tek sabit noktasi oldugunu gosterelim. M’de x, €M ve
n=12,... i¢gin x , =Tx,, olacak sekilde bir (x,) dizisi olusturahm. Bu
dizinin bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim,

d(x ) < d(x xn+1) + d(xm—l :xn+2 )+' - '+d(x

n>"nt+m n+m—l’xn+m)

<k"d(x,,x,)+k™'d(x,, %)+ . Ak d(x,,x,)
= k"d(x,,x, )1+ k+.. +k™")

km

~ &’ ar(xo,x)l -

n

1 k

d(xo ax )

0<k<l oldugundan (x,) dizisi bir Cauchy dizisi olur,

(X, d) metrik wuzayi tam ve M, (X,d) metrik uzaymun kapali bir alt
kiimesi oldugundan (x,) dizisi yakimsaktir ve x,— x olacak sekilde bir xeM

vardir. x, € M, TM)cM ve T strekli oldugundan x
tekliginden Tx=xolur. x T nin sabit noktasidir.

=Tx, - Tx, limitin

n+l

Kabul edelim ki T niniki sabit noktas: olsun. x#y itken Tx=x ve Ty=y
‘olsun.

d(x,y) =d(Tx,Ty) < kd(xy) §>d(x, )=0 ©x=y

oldugundan T fonksiyonunun bir tek sabit noktasi vardir. Boylece (a) ve (b)
kanitlanmg olur. :

c.m —> oo alnarak hata tahmini

d(xn+1 > ntm+1 ) = d(xn+l >Vt )+ +d(xn+m > ntm+l )

<(k+k*+. +k™d(x,.x,.,)

k
< T——];d(xn ’xn+1 )



Yani,
k
d(xn+l >x) S 1_ k d(xn ’xn+l)
ve
) . 1- k"
limd(x,,x,,, )< lim k"d(xo,xl)‘l—T
kﬂ
d(x”,X')S 1_ k d(x0>x1)

olarak bulunur.,
d. Yakinsama hiz
d(x,.,,x)=d(Ix,, Tx)< kd(x,,x)

d(x,..,x)<kd(x,,x)

nt+l>

oldugu gorular.

1.1.3 Karsit Ornekler

1- M= (0,1) ve T: M—M olmak iizere Tx= % ,

yoktur.

Sekil 1

xeM fonksiyonunun  sabit noktasi

M kiimesi kapal degildir ve x=0
sabit noktast da kiimenin  elemam
olmadigindan T’ nin sabit noktast

yoktur. (Sekil 1)

r )
2- M=IR ve T: M — M olmak iizere Tx= > +x - arctan(x) ,xeM fonksiyonunun

sabit noktast yoktur.



N\
,_/ ' T bizilmedir fakat k biizilme
d ‘ degildir. Ciinkii TX” in tiirevi
Tre=1- dir .
N Ty

Sekil 2

Ortalama deger teoremini uygularsak

1

|Tx—Ty|£ 17 2

1-—

Ix—y| <|x—y| vV xy € IR

olur.

Sekilden de gorildigi gibi Tx=x denklemi ¢oziillemez. Ashinda, bogtan farkh kompakt
kiimelerden kendi tzerine yani, T: M—>M bizilme donigimlerinin bir tek sabit
noktas1 vardir fakat burada M=IR kompakt olmadigindan sabit noktas: yoktur.

3- T: M—>N , M=[0,1], N=[2,3] ise T fonksiyonunun sabit noktasi yoktur.
T donisomi, T: M—M olmadid i¢in sabit noktasi yoktur.
4- M= , T: M—M sabit noktasi yoktur.
M bos kiime oldugundan sabit noktast yoktur.
1.2 Banach Sabit Nokta Teoreminin Onemi -

Banach sabit nokta teoreminin onemi sekiz ana bashk  altinda
toplanabilir . Bunlar ;

a. Coziimiin varligy,

b. Coziimin tekligi ,

c. Kuguk farklibklar altinda ¢ozimin degigmezligi,

d. Yakinsak yaklagim metodunun  varligi,

. Oncelikli hata tahmini,

. Sonraki hata tahmini,

e
f
g. Yakinsama hizi saptanmast ,
h

. Yaklagim metodunun degismezligi .

. yu Universites'
BRIR L e
Merkez Kituphane



1.3 Banach Teoreminin Lineer Olmayan Denklemlere Uygulanmasi

xefa,b] igin x=Tx | (7)
denklemini
x, €[a,b],n=0,1,2 i¢in x,, =T(x,) ®)

yinelerhe yontemi ile  birlikte ele alalim . Denklemin ¢6ziimii olan x*, y=x
dogrusu ile T nin grafiginin kesim noktasidir.(Sekil 3)

\ 4

a 'x.*_‘bt
Sekil 3
Kabul edelim ki
i —o<a<b<w icin T:[a,b]-[a,b]
ii. Vxy e[a,b] ve 0<k<l ign |T(x)-T()<klk—) olsun. (7)

denkleminin bir tek x ¢6zimii oldugunu gosterelim. Ayrica
Oncelikli hata tahmini;

e, — x| < k" (1= 0)7x, — x| ©
Sonraki hata tahnuni;

|xn+1 - xl- <k(i-k)* lx,P+l ~x, (10
Lineer yakinsama;

X, —xi skixn —x% ‘ (11)

kosullan  saglamr. Buradan keyfi x, €[a,b] baslangig noktasi icin n — o
iken x, > x dir .Cinki Banach sabit nokta teoreminde (Teorem 1.1.2 de), X=IR,
M={a,b], d(x,y)=|x - y‘ olarak alirsak teoremin kosullan saglanir.



Tamm 1.3.1Bir ¢ok uygulamada T, ek bir p parametresine baghdir. Tx = x
denklemini parametreye bagl yazacak olursak x , € M, P, parametreler uzayi

olmak tizere pe P ,
Tx =x (12)

olur.

Onerme 1.3.2 Asagidaki - kosullar saglansin;

i. P; parametreler uzayr diye adlandirilan bir metrik uzay,

ii.Vpe P i¢cin T, Banach teoreminin kosullarm saglasm ancak bizilmedeki k
sayisi p’den bagimsiz olsun,

iii .Sabit bir p,eP ve VxeM i¢n

llme Tx

i d

ise V pe P icin (12) denklemin bir tek x, ¢6zimi vardir ve

lim X, =X,
P—>Py

olur.
Kanit:

x, denklemin bir ¢oziimi olsun Teorem 1.1.2 de verildigi gibi

dx,,x, )= d(Tx

p? P p? Po )

<d(Tx,.Tx, ) +d(Lx, . T,x,,)

0? " P

<kd(x,,x,)+d(Tx

P’Po )

ve buradan p—>p, g,

d(x,,x, )<(1-k) d(TxP, 7 X5 )0
oldugundan limx, =x, dir. O
=0 .
1.4 Ornekler

1. X=V _(IR™)  vektor uzayr olsun. X uzayr Uzerinde taumbh



d, (x,y)= max{]xi —yi| (1=1,2,...m } : (13)
d, (x,y)= lex" -y'| (14)

denk metrikleri ile X uzayt bir. tam metrik uzaydir.

i=1,2,..,m olmak {izere m-bilinmeyenli m denklemden olusan homojen
olmayan

Zm:a;xj =y 6]
= v
denklem sistemini ele alalim. Bu denklem sisteﬁﬂnin matris gosterimi,
Ax=y (i)
olur. Burada A;mxm tipinde [aj.], X ve y ise m X 1‘ tipinde [xj ] | ve
[y’:] matrisleridir.

(11) denkleminin bir ¢ozimini bulma problemi X ten X e asagidaki

gibi  tantmh S, donigiminin bir sabit noktastm  bulma  problemine

esdegerdir.

S, ()= (-A)x +y=Bx +y (iii)

Bu denklemde I,mxm lik birim matris ve B=[-A= [bj’] olarak tammli
matrislerdir.

Bir xeX in (i) denkleminin ¢6ziimi olmast igin gerek ve
yeter kosul xe X in S nin sabit noktast olmasidir. Eger (X, d,)

[veya (X, d,)] tam metrik uzaymda bir k-bizilme ise Banach sabit
nokta teoremine gore S, nin birtek sabit noktasi vardir. Dolayistyla

(i) denkleminin birtek ¢ozimii vardir.

Ilk olarak (X, d,) uzaymnda aragtralim:

xl—:(x;7x12>'-'>x;n) 2 xzz(x;>x§>“'=x;”) ve yl:Sy(xl) > yZZSy(xZ) OISun.

O zaman;
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d.,(;,y,) = maxjy] - y;| = max

Dbi(x] ~x5)
j=1

b

N
1
i=1

< (max 3. b maxf? - x£)

:./lco doo (xl 7x2 )

Burada A, = maleb;‘ dir. Yani A,,B  matrisinin  her bir satr
i =

elemanlarimin = mutlak  degerli toplamlarinn  maksimumudur. Eger A <1 ise

S,, X,d,) metrik uzaymda bir k-biiziilme dolaysiyla x gibi bir tek sabit

noktas: olacaktir. Simdi bu x noktasina yaklagim inceleyelim.

Eger x,,X icinde herhangi bir nokta ve (x,)de X de n=1.2,.
igin x,=38,(x,,) seklinde yinelemeli bicimde tammli bir dizi ise (x,) > x

3

ve d, (;,xn)s ~—d_ (x,,x,) dir. Diger taraftan , her i=1,2,..,m igin

1-2,
.)_ci —x; <d, ()_c,xn) oldugundan x, ile x ye yaklagildiginda her bir  bilegendeki
hata . 2 d,(x;,x,) 1 gecemez.

(X,d,) wuzayinda ise;

m L

d,(y,3,)=2. [y —yi|=le Db —x))
=1 =1 |j=1
<X il -]
=1 j=1
< (max 2. I3 xf - x)
i=1 7=1
=4d, (x1,%,)

Burada 4, = maxZ|b;| dir . Yani A, B  matrisinin her bir  siitunundaki
7oA

elemanlarm mutlak  degerleri  toplamlarinin  maksimumudur. Eger 4,<1 ise

S, k-buzilmedir dolayis1 ile x gibi birtek sabit noktasi vardir.
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Yine x ye yakinsayacak olan (x,) dizisi , herhangi bir x,€X
igin yinelemeli olarak x,=8,(x,,) ile tammlanir. Boylece
d, (;,xn)g—f%—dl (x,,x,) olur xye (x,) ile yaklagrken her bir bilesendeki

A e . iy
hata -7 d (x,,%,) 1 gegemez; ¢unki i=1,2,...,m icin
X' —xi|<d,(x,x,) dir

Eger A simetrik  matris, yani aj. =a (i,j=1,2,’...,m) ise o zaman aciktir ki,
A, =Adir ; fakat A simetrik  degilse A ved, esit  olmayabilirler. Eger
Ao,4den biri  1’den kigitkse S nin tek bir sabit noktasi vardir ve bu

sabit nokta homojen olmayan dogrusal denklem sisteminin tek ¢oziimiidiir.
Teorik olarak varligi kamtlanan bu ¢oziim , ardiggk  yaklagimlarla istenildigi
kadar kiicik hata payr ile bulunabilir.

2. Banach sabit: nokta teoreminin bagka bir uygulamasi olarak
x'()=f(,x(1)), x(t,)=p (15)

baglangic deger problemini [to -ty + c] arahginda g6z Oniine  alalim .
Geometrik  olarak  yukandaki denklemin  anlam; diferansiyel denklemi
saglayan ve (¢,,p,) noktasindan gecen  egrinin denkleminin aranmasidir. Bu

denklemi integral denklemi olarak da yazabiliriz.(sekil 4)
x(t)=p+ | flsx(s)d(s), Vielt,~c,t,+(] (16)

Eger f sirekli ise bu iki  denklem birbirine denk olur. Yani x
fonksiyonunun  diferansiyel =~ denklemin  baglangic kosulunu  saglayan  bir
coziimii olmast icin gerekli ve vyeterli kosul integral denkleminin  ¢oziimii
olmasidir.

Verilen #,,p, reel saylan ve

0, = {(t.x) elR:|t ~ t,|<a,

x - Do| < B} (2,b>0 sb)
dikdortgeni i¢in  f:Q, - IR surekli ve V(t,x),(t,y)eQ, igin,
|7 @0~ f @y < L) , (17)
L>0,k)0 sabit olmak tzere |f(r,x)<k (18)
ise asagidaki ifadeler dogrudur.
a. c= min(a,%) ve p=p, olmak  izere (16) olarak  verdigimiz

integral  denkleminin [to —c,t, + c] arahginda x () gibi bir tek
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¢oziimii  vardu. Bu  ¢bzim aym  zamanda  baglangig deger
probleminin aym aralik tizerindeki ¢ozamudiir.

t
b. n=0,1,... ve x,(t)=p, olmak tlzere x,,(f)=p,+ I f(s,x,(s))ds
fo

iterasyon dizisi x(.) ¢Ozimiine yakinsar.

c. 0<d<c  olacak sekilde bir d sayist secelim Integral denkleminin
[t,—d.t,+d] aralignda x,() gibi birtek sirekli ¢ozimii vardr. p’
ler p,’m  kugik komsuluklarinin elemam olmak tizere ;
[to —-d,t, +d] aralifinda p— p, iken x,(#), x, (f) ye dizgin
yakinsar.

Kamt:Bakimz [1] U
3. k[a,b] x[a,b] >IR  sirekli bir fonksiyon ve ¢ ec[a,b] olsun i elR
olmak tzere ,f bilinmeyen fonksiyonuna gore,

F0) = Af ke, 1) f )y +o(x)

tipindeki  bir ~denkleme , ikinci tiirden bir Fredholm integral denklemi
denir. Gosterelim ki, baz  Alar igin  bu  denklemin bir tek f e([a,d]

¢oziimii vardir. Bunun igin  T: ¢[a,b] = C[a,b]
| f — T()

fonksiyonunu

T() (x) = A k(x, ) f )y + p(x)

olarak tanimlayalim. Ag¢iktir ki, yukandaki  integral =~ denkleminin  tek bir
¢Ooziminin  varlhgm gostermek T nin tek bir sabit noktasiin  varligm

gostermeye  denktir. O halde, bazzs Alar igin T nin C[a,b] tam metrik
uzayr uzerinde bir  biizilme donisimii oldugunu  gostermeliyiz. Simdi
fge C[a,b] i¢in

767~ 7). = sup (7N~ TN

= s {2 (kG f o)y + 0(x) - A k(x,)8()dy - o(x)}

a a
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- xiﬁﬁ]% [ 0) - gDy
< sup 4 [l f 0) - g0l

< {m@ Mlf -l ay=1aM]f - g @ -a)

Burada, M= sup ]{Ik(x, y),} dir. Ohalde  fig eC[a,b] i¢in

x,yela.b

l7h - 1), <A@ - a)f - 4],

esitsizligi  elde edilir. Oyleyse eger  |AM(b-a) <1 olacak sekilde 1 w1
secersek, T bir  biizilme  doniigimidir , dolayisiyla ~ Banach  sabit  nokta
teoremi  kosullari saglanmig olur ve T nin tek bir sabit noktasiun varligm
garanti eder. Bu sabit nokta da verilen integral denklemin tek ¢6zimi
olan bir f e([a,b] fonksiyonu olur.

Simdi (M,d) tam metrik wuzay ve f:M —>M fonksiyonu i¢in f”
bir Dbizilme donigimii ise,f nin tek sabit noktasmin varligim gosterelim
ve bir ornek verelim.

Bir n dogal sayisi icin  f":M —> M Dbizilme donisimi ise, f”
nin tek bir sabit noktasi, diyelim ki x,vardr. O zaman

d(f(x),x)=d(f(f" ), f" N =df"(f (). [ (%)
<ad(f(x),x),

a<l1 oldugundan d (f(x),x)=0, yani f(x)=x gikar.(Burada «a f" in
bizilme  katsayisi ) :

4.Fredholm integral denklemine  benzer  olarak, Volterra integral
denklemi

@)= A[ kG, y)f )y +9(x)

gozoénine  alalm. Bu denklemin [‘a,b] icinde tek  bir ¢cozimiiniin
varligim  gosterelim. Simdi  T: C[a,b] —>C[a,b] fonksiyonunu

T(/)x) = A ke, ) f )y + p(x)

ile tammlayalm. T nin tek bir ¢oziminin varligu gostermek  yetecektir.
Bunun i¢in f,,f, € C[a,b] olsun.

{iniversiiest

nagoiu VO
A ¥ ituphane

Merke™



|7(f)(0) - T(f, ()| = 'ﬂ [kCe, ) £,0)dy + (x) = A k(x, ) £, )y = p(x)

AL kG )00 = f, ()

<[ eCe A0V - fo Dy
<l Mlf, - 7.l v =laMlf, - 1] e~

Simdi
|72 (F)(x) - T ()00 =TT () x) - TT()))

Af kG, )T + p(x) - A] k(x, ) T(f, Xy)dy - 9(x)

A ke, YT — T )y
<[ ke T - Ty

<|Al[ MaM]f, - £,], & - @)y

x-a)’

=14 2|1, - £ S 0 -y =1 2|, - 1] 2

14
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(x - a)

MMM.&
ve boylece tiimevarimla

(x-a)y a)

-7l

elde edilir. Boylece ‘A  parametresinin  herhangi  bir degeri ve 1 in yeterince
biyik degerleri igin , |AM]"(6—a)" /n! — 0 oldugundan,T" bir biiziilme
donigimi  olur.

T (f,)(x) - T (f,)(%)| <

1.5 Brouwer Sabit Nokta ‘Teoremi

Tanim 1.5.1 X bir topolojik uzay ve McX olmak tizere. Her xeM igin
I'(x)=x olacak sekilde birI: X —> M sirekli donigimi varsa, 'ye  bir
barmav fonksiyonu (retraction) denirBu durumda M  kiimesine de X in
barinavi (retractt)  denir.

Ornek 1.52 X=IR", R>0 ve M={x €X : |x|<R}olmak  iizere M, X in
barinavidir. Bir barmmav fonksiyonunu su  sekilde tanimlayabiliriz,

X bl <R
I'(x)= (19)
Rx
T <l = R
e

Belki de sabit nokta teorisinde en  6nemli sonu¢ Brouwer in unli
teoremidir. Bu - sonu¢ Brouwer tarafindan 1912 de yaymlanmstr H.
Poincare tarafindan 1886 da biliniyordu. Poincare teoremi 1904 de de P. Bohl
tarafindan  tekrar ortaya atilmustir.

Teorem 1.5.3 X bir topolojik uzay olmak izere, X sabit nokta ozelligine
sahip ve X,,Xin herhangi bir barnawvi (retraktl) ise X, de sabit  nokta
Ozelligine  sahiptir.

Kamt :Bakimz [2]. O

Teorem 1.5.4 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi)n>1 olmak izere M, IR”nin
bos  kimeden  farkli, konveks kompakt bir alt kiimesi olsun, eger fM—M
sirekli bir fonksiyon ise fnin bir sabit noktasi wvardir.

Kamit:Bakimz[ 1],[21,[61,[71. | O

Ornek 1.5.5 £:[0,1] —>[0,1]siirekli bir fonksiyon olsun. f nin grafigi Sekil 4 de
gosterildigi gibi olmak tizere fnin grafiginin y=x ile kesistig§i noktalar sabit
noktalardir. Goriildiigii gibi sabit nokta tek olmak zorunda degildir. Bu o6zel
durum igin Brouwer sabit nokta teoreminin bir  ispatiu yapabiliriz.
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gx)=f(x)-x  olsun. O zaman g(0)>0 ve g(1)<O0 dir. Aradeger teoreminden
g(x)=0 olacgik sekilde x e [0,1] vardir. Buradan da f(x) = x dir.

—f(x)

b

, 1
Sekil 4

1.6 Kompakt Operatorler

Kompakt operatérler  dogrusal olmayan fonksiyonel analizde ¢ok

onemli rol oynarlar. IR"de siirekliik yardmyla elde edilen bir ok sonug
siireklilik yerine kompakt kelimesi kullamlarak Banach uzaylara tagmabilir.

Tanim 1.6.1 X ve Y Banach uzaylar olmak iizere T:D(T)cX — Y bir operator
olsun. Eger T siirekli, T; smirh kiimeleri goreli kompakt kiimelere gotiiriiyorsa
Tye kompakt operator denir.

Ornek 1.6.2 Sonlu boyutlu Banach uzaylarda D(T) tanim kiimesi kapali ise
stirekli ve kofmpakt operatorler aymdir.

T:D(T);X — Y stirekli , M < D(T) olsun. M smurh ise M kompaktir.
Mc M kompakt ise T( M )kompakt bir kiimedir. TM) < T(M)c T(M) dir .T
(M), kapamg1 = kompakt kiimenin i¢inde kaldifmdan goreli kompaktir.

1.7 Schauder Sabit Nokta Teoremi

Banach sabit nokta teoreminin ispatmda metrik  uzaylarm  basit
Ozellikleri  kullamlmasma kargin “n-boyutlu uzayda kapali toptan smir1 {izerine,
smirt noktasal olarak sabit birakan siirekli fonksiyon yoktur ” (negatif retrakt
prensibi) teoreminin kamt1 ¢ok kolay degildir. Fakat bu teorem kamtlandiktan sonra -
Brouwer sabit nokta teoreminin kanit1 kolaylagir; yaklasim yontemiyle de Schauder sabit
nokta  teoremi kamtlanir. Boyle bir yontemde kompakt operatorler Snemli rol oynar.
Bu teorem ilk olarak Brouwer sabit nokta teoremi olarak ispatlanms
daha sonra yaklagim islemleri Schauder sabit nokta teoremini olusturmustur.

Teorem 1.7.1 (Mazur Teoremi) X Banach uzaymm M alt kimesi goreli
kompakt ise, Mnin konveks zarfi co (M) de goreli kompaktwr. Buna gore
Mnin kapali konveks zarfi kompaktir.



17

Teorem 1.7.2 M, X Banach wuzaymin, bog  olmayan, kompakt , konveks alt
kiimesi ; T :M—M sirekli ise Tnin sabit noktast vardir.

Kamt :Bakuz [1]. O

Teorem 1.7.3(Schauder Sabit Nokta teoremi (1930)) M, X Banach uzaymin bogtan
farkli , kapali, siurh , konveks alt kiimesi olsun. T :M—M kompakt operatér ise
Tnin sabit noktasi vardir.

Kamit :A = co(T(M)) olsun. Buna gére AcM oldugundan A kompakt ve

konveks olur Ayrica T(A)c A dir. Bu kosullar dahilinde T:A > A
donisimuniin  teorem 1.7.2 ye gére sabit noktasi vardir. Dolayistyla bu sabit
nokta T doniigiminin M deki sabit noktasidir. 0

1.8 Peano Teoremi

Bundan  onceki bolumlerde (15) olarak verdigimiz baglangic deger
problemini ele alacak olursak bu teoremde fnin sadece sirekli olmasi
yeterlidir. Bu teorem (15) denkleminin varligmm ispatlar fakat ¢ozimun tekligi
hakkinda birgey soylemez.

Onerme 1.8.1 Verilen t,,y, gercel sayilarnn i¢in ab sabit saylar olmak Uzere
Q, = {(f,x) cIR”:|t - t0|3a,x—x0|sb}

olarak  tammlanmak ﬁzere', f: Q> IR sirekli ve smuh bir fonksiyon

, b
vV (tx) e O, k0 sabit sayist ig¢in l f (t,x)lsk, c= min{a,;} olsun. Bu

kosullar  altinda  (15) de verilen baglangic  deger probleminin
[to —c,t, + c] arahginda surekli diferansiyellenebilir ¢ozimu vardir.

Kamt : X = C[t0 ~¢,t, +c] , M:{xeX:”x—yO”sb} ve = max |x(@)

ty—eststy+e

olmak tzere baslangic deger teoreminin integral gosterimi

x(1)=y, + [ f (s,x(s))ds (20)

operatdr denklemi olarak gOsterimi

xeM c X olmak uzere x=Tx
oldugunu biliyoruz. M kiimesi X iginde kapali, konveks ve smrhdir. T(M)cM
ve T operatori  kompakt oldugundan teorem  geregi x=Tx  olacak
sekilde = xe M noktast vardir.

1.9 Genellestirilinis Picard-Lindel6f Teoremi

X [to —c,t, + c] ~Y Banach uzaymna tanmmh bir fonksiyon olsun.

x' ()= f(t,x(2)) x(t))=y,€Y | 21)
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Baglangic deger problemini ele alahm. X, x: [to —c, by, + c] —Y olarak tanimh
biitan sirekli fonksiyonlarin  uzay1 olsun. Y iizerindeki norm || olmak izere
X uzerindeki normu

bl = max o)

to—eito+c]
olarak  secelim. Bu durumda 1.4 Omeklerde 2. 6rnek olarak verilen Picard-Lindelof
teoreminin ifadesinde yer alan || in yerini heryerde ||| alir. (X,||||,) bir Banach
uzayidir,bu kolaylikla gosterilebilir. Eger C[t0 —c,t, + c] yerine X Banach uzayl
alinirsa ve 2. Ornekteki M topu yerine M= {x eX: Hx — X, HX snb} topu almirsa, bu

kogullar altinda asafidaki Genellestirilmig  Picard-Lindelof ~ Teoremini elde
ederiz.

Teorem 1.9.1 (Genellestirilmis Picard Lindelof Teoremi)

tyelRy, €7 isin O, ={(t.y) eRx Tt —t|<aly-y,|<b} ab>0 sabit
sayllar olmak tuzeref: O,—Y surekli ve V (tx),(ty) e O, i¢in

lf @.%) - f @&y < Lpe -

L>0,K>0 sabit gergel sayilar olmak iizere “ S, y)“<K olsun. o<c<a  ve

Kc <b kosulunu  saglayan ¢ sayisi secelim. Bu kosullar alinda asagidaki
ifadeler  dogrudur;

i. (21)  baglangic deger  probleminin [to -c,t, + c] araliginda siirekli
diferansiyellenebilen  bir tek ¢oziimii vardur.

ii. x  (O=y, + ff (s,x(s)ds  x,(D)=y, | )

seklinde  olusturulan x, dizisi n—>o igin [to —c,t, + c] arallglhda (*)
denkleminin x(.) c¢6ziimine dizgin yakinsar.

iii. x( .) ¢ozimi  C ( [t0 -ty + c], Y) zerindeki norma  ve
baglangic degeri olan y, a baghdir.

Sonu¢ 1.9.2 a sabit bir reel say1 ve a>0 igin Qz[t0 ——c,to+c]><Y olsun.
£:Q Y sirekli ve V (tx), (ty) € Q igin |f@x) - f@ey)|<Lx-3] , L0
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olsun. Bu takdirde (21) baglangic deger probleminin [z‘o —c, 1, + c] araliginda
Vy, €Y baglangic degeri i¢in sirekli diferansiyellenebilir ¢oziimii vardir.

Sonu¢ 1.9.3 Y Banach uzay ve f:IRxY—>Y asagidaki Ozellikleri saglayan
bir fonksiyon olsun.

a. f; IRxY de strekli ve Y ye gore de yerel Lipschitz siirekli olsun yani,
\/(to ,yo)e IRxY igin ab>0 ve L>0 sayilan vardir ve ‘t—to|s a
”x—yon <b ve ”y—yousb i¢in

[0~ 7@l Lhe-5]

olur.
b. 21)  baglangic deger probleminin  bir x(.) ¢oziminin her t igin
|f (., x@)| <K olacak sekilde bir K sabiti vardr.

Bunlara gore , her y,eY baslangic degeri igin (21) baslangic deger
probleminin  siirekli diferansiyellenebilir bir x(.) ¢o6zimi vardir.

Kanit : Bakimz [1]. O

1.10 Genellestirilmis Peano Teoremi

X: [to —c, 1, + c] —Y Banachuzay olmak dzere

x'(0)= f(t,x(2)) x(t) =y, (22)

baglangic deger problemini tekrar ele alalim .Genellestirilmis Picard-Lindelof
teoreminden farkli olarak f kompakt olmali fakat Lipschitz sireklilik koguluna
gerek yoktur.

Teorem 1.10.1 7/, € R,y,€ Y ve 0<a,b<co sabit noktalart i¢in

0, ={(t.y) eRx Y|t~ 1, <a,ly - y| <}

olmak uzere f: O,— Y kompakt bir fonksiyon ve her (ty)e O, i¢in
b
” (2, y)|| <K,K>0 olsun. c¢= min{a,;} alacak olursak  (22) denkleminin

[1‘0 —c,t, + c] araliginda siirekli diferansiyellenebilir bir ¢6ziimii vardir.

Kanit : Bakimz [1]. O
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2.GENISLEMEYEN OPERATORLER VE YINELEMELI YONTEMLER

X bir Banachuzayi, T: D(T) <X—>X bir operatdr olsun. k bir sabit
olmak izere, Vx,y €D(T) i¢in

|7 - 73] < e -

esitsizlifi O0<k (1 1i¢in gegerli ise T’ye k-biiziilme, k=1 ic¢in  gecerli
ise T’ye genislemeyen doniisiim denir.

Oklid normu ile X=IR” igin IR"de donmeler ve dik izdisiimler
genislemeyen operatorlerin  basit ornekleridir. IR*de 6 agist adar donme
yapan bir T dontgliminin bir geniglemeyen operator oldugunu gosterelim;

T:IR*> »IR* bir donigiim, d bir metrik, x;y €IR* olsun,

x=(X,X,), vV({V,.¥,)

T(x cosf —sinf||x, | |x cosf—x,sind
= snd cos ||x,| X, siné + x, cos@

T(o cos —sinf|ly, | |y cosf-y,sind
)= sin@ cosf ||y, | |y, sin@+y, cosd
olmak tizere;

d(TE),TO)(x, =y 1) + (5, = ¥,))?

=(x, cosf — x, sin@ — y, cos@+ y, sin@)* + (x, sin@ + x, cos@ — y, sinf - y, cosh)*)?

=[ [cose(x1 —yl)—sin 6?(3«72 —yz)]zwL[cosH(x2 —yz) +sin (9(x1 — yl)]2 ]5

~Joos o, ) i s 32" 408”0y ) s o)



21

| 1
z[(xl _y1)2 +‘(x2 _yz)Z]z
=d(x,y)
oldugu gorilir.

Bu bolumde, k-buziilme  operatorleri i¢in = Banach sabit nokta
teoreminin geniglemeyen operatdrlere genisletme yolunu  aragtiracafiz. Esas
olarak asagidaki tiirde problemler iizerinde duracagz,

e sabit noktalarn varhig
e sabit nokta kiimelerinin yapisi
e ardigk yaklagmmin yakinsaklig

i Bitin bunlar igin  digbikeylik o6zelligi onemli bir rol oynayacaktir.
Ozellikle asagidaki tirden kavramlar 6nemli olacaktir

e dizgiin digbitkey Banach uzaylar
e vyarnkapali ve yarikompakt operatorler

Genislemeyen T:M —>M  operatorlerine  genel  yaklaggmimiz su
olacaktir: k —1 olmak iizere, T, M—M k, -biuzilme operatorleriyle T ye
yaklagacagiz.

Banach sabit nokta teoremine gore, T, nin bir x, sabit noktas:

olacaktir. I-T nin yarikapaliign  (x,) in T nin bir sabit noktasma

yakinsadigim gostermek igin  kullanilacaktir. Ayrica, yarikompaklik  yinelemeli
yontemin yakinsama kamtinda kullamlacaktir.

2.1 Diizgiin Konveks Banach Uzaylar

Tanmm 2.1.1 X bir Banachuzay olsun. Eger her ¢ €(0,2] igin xy € Xve
R)>0 olmak tzere,

Il <R, |Iy|| <R ve ||x —y“ >eR (23a)
oldugundan

(x+y)

2

<(1-8()R (23b)




22

olacak sekflde bir d(e) e(O,l]A sayist varsa, X uzayma  diizgiin
disbiikey (uniformly convex) uzay denir.

R=1 almarak, bu tamm asagidaki bicime donustiirilebilir:

V ¢ €(0,2] icin <1
(x+y) y)

|< 1 ve ﬂx - y|| > oldugunda

<(1-6(g)) olacak sekilde bir d(¢) sayist varsa X Banach

uzayina diizgiin digbitkey uzay denir.

iken ise

Eger Vxy eX icin [d<1, <1,

(x+y)
52

X Banachuzayina Kkesin (strictly) disbiikey wuzay denir.

Bir  bagka soyleyisle , bir normlu X wuzaynda  paralel olmayan
vektorler igin tggen esitsizligi kesin ise yani [+ el <] ise, X
kesin digbiikey uzaydir. Bunu gostermeye caligalim;

X kesin digbikey<> X iginde paralel olmayan x)y vektorleri igin
ticgen esitsizligi kesin olmas1 ; yani ||x + y”<||x|| +|[y” olmasidir.

= X kesin digbiikey olsun. Kabul edelim ki, paralel olmayan x,y €X
vektorlerinin  en az bir ¢ifti icin ”x + yll = ||x||+||y|| olsun. x=0 ve

My" —[dl>0 oldugunu kabul etmek bir sakinca yaratmaz. O zaman ,

x Y

X Y Y
EREEN

i + |
L

N PR AT A
G i G

x Y
> |+ Tl —
ol [l

Y _ Y
el
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=g O )~ bl

g (4 1)~ 77 (b1 )

M bl

=1+ +1=2

el ]

olur ve ~x—+—y— =2 ikar. Boylece X Y birim ektorleri  igin
W T EXN v ¢
x Y
i——)-/—)O oldugu hald w =1 lur ki, bu son kesi
”x" HV" ugu € > olu , bu sonug sin

disbikeylik tammm ile gelisic. O halde kesin digbiikey oldugundan paralel
olmayan x)y vektorleri igin

e+ il + o]

olur.

< Tersine, paralel olmayan xy €X vektorleri icin Nx + y"(llx“ +|b/l|
olsun  xl<1, |pl<1, Jx-ypo  alam Eger 0 (k1 igin  x=ky
ise [ + y| < el + [y =lkell + ]| = (&l + D] < &l + 12 olur. Eger xy €X paralel
olmayan vektorler ise, varsayimdan  dolay, ”x + y||<||x||+|[y|| <1+1=2 olur.

+
Boylece her ki durum igin de ”(LZL)H(I sonucu  elde edilir. Yani
X kesin  digbikeydir.

Diizgiin digbitkey uzaylar aym zamanda kesin digbiikey uzaylardir.

Anadoiu niversites:
Marke 4thphane
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Simdi  diizgiin digbiikey bir uzayda &:(02]+>(0,1] i¢in &> 6(8)
fonksiyonunun  kimi  Ozelliklerini  aragtiralim. Once £=2 icin  8(2)=1
ahnabilecegini kamtlayalim.

Gergekten x| <R,[y|<R ve lx—y|=2R iken “(x_;y_)“: 0 dir.

(x+y)
2

Aksi halde, [d<R,[y|<R ve ”x—y”ZZR iken l ”)O olsa idi. O

zaman x| SR,"— y|| <R ve Hx - (—y)“ >0 olur, |x +y“ =c ve e S%

~ segersek  boylece disbikeylikten  dolay o(e) €(0,1] vardir ki

&+ (=) +§—y ) <(1-8(¢)R(R  olur Buradan  |x—y[(2R ¢kar. Bu sonug

”x - y” >2R  almgiyla  geligir.

6(0)=0 diyelim ve &() fonksiyonunun asagidaki  ozellikleri
tasidigini  kabul edebiliriz ;

er> 0" iken S5(e)>0 (24)
6:[0,2][0,1] artan ve ortendir . (25)

Eger 5(')‘ fonksiyonu bu ozellikleri tagimiyorsa  bu  ozelliklere sahip
~bir 6, fonksiyonunu su sekilde tammlayabiliriz:

&6,(¢)

5,(6)=s8() , 5,(6)==

nel0,s
Dizgiin digbiikeylik tammndaki & yerine &, ve J, almrsa tamm  yine
gegerli olur. Aynca 0(¢ <1 oldugunda 6,(£)<d,(¢) olur. §, fonksiyonu
(24) ve (25) ozelliklerini saglar .

Xin diuzgin digbikeyligini geometrik olarak ifade etmek istersek ;
biim yuvarm sminn  S={xeX ’ el =1 } nin tizerindeki xyy  gibi
herhangi iki noktay1 birlestiren  dogru parcasinin orta noktast yani ;

+ . . ' .-
z= ad ynin baglangic merkezli 7{1  yangaplh yuvar icine dismesidir .
(Burada r, lx— y|| uzakligina bagh bir sayidir ). Kaba bir ifade ile,X
in  dizgin  digbiikeyligi , birim yuvarin  sirnin yuvarlak oldugunu

soyler. Bir bagka ifadeyle , diizgiin digbiikey bir uzayda birim yuvarin
yizeyi dogru parcast bulundurmaz .(Sekil 2.1 (a))



Sekil 2.1 (a)

i 1
Ornek 2.1.2 X=IR? olsun.x=(&.&)eX igin  |dl=(2+ &%) e tammh
oklid normunu alirsak X diizgiin disbiikey uzay olur.

Ters Ornek 2.1.3 X=IR> olsun. X te 6klid normu yerine x|} = max(|&].

%)

maksimum  normu veya ”)& “ =1§|‘+|§z| normunu alwsak X  diizgiin
1

digbiikey uiay degildir.(Sekil 2.1 (b) , (¢))

IR? bu normlar ile kesin disbikey uzay da degildir. Ornegin IR ? de
x=(1,1), y=(1,-1)  vektorlerinin maksimum normlari 1 dir ve bu vektorler
paralel olmayan vektorlerdir. Oysa

e sl =+ ol =@, =2=1+ 1=l + b,

oldugundan ' paralel olmayan vektérler igin normun  iiggen  esitsizligi

kesin e$it§izlik degildir. Bu yiizden IR”? maksimum norm ile kesin
digbiikey uzay degildir.

it Z ‘f\v'

| '
I
(b) (c)

X

Ornek 2.1.4 Her H-uzay diizgin disbiikeydir.

Bu sonucu paralel kenar  esitligi  olarak bilinen agagidaki esitlikten
gosterelim.

=20kl + o V.7 X

-y

ey
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Tamm 2.1.1 den ;her ¢ €(0,2] ig¢in x,ye X ve R)0 olmak iizere

& +y)
2

2

<R, <R ve | lk-»|=eR oldugunda <(1-58(g)) olacak

sekilde bir o(¢) €(0,1] sayist  bulmaliyiz,
e+ 1=z (o oA -
Je+y " <2(R*>+R?)-(£R)?

”x+y HZ <4R?. £ R’

ko[, om
4 4

ﬂx_:ying(l_a_), 5(3):1—(1—542—)% ise

”x_+2y_ﬂ <R ( J;‘; =R (1- 6(¢))

dir Her H-uzaym dizgin digbikey oldugu gorilmis olur .

Diizgin  digbiikey  uzaylara tipik bir omek de L (G)
fonksiyon  uzayidir .( Bakiniz{5],[9]).

Ornek 2.15 y>1 ve K gercel veya karmagtk saylar cismi olmak
uzere,

[<s)

eP={(E)Vn igin & eK ve

n=1

& | (o}
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© 1 '
dizi uzay1 , x=(&)e 47 el = ( Z|§,|p )? normu ile kesin digbiikey
n=1

uzaydir.

£’nin  diizgiin  disbiikey  oldugunu  gosterelim. > nin  diizgiin
digbukeyligi (dolayisiyla kesin  konveksligi ) igin H-uzay oldugunu gostermek
yetecektir. ¢> de i¢ garpim tanmh ve norm bu i¢ carpimdan elde
edilebildiginden x=(s y y=(7,) €IR* igin, |

e+ 5 =§1]§,, il 22(@ L n)E 1)

vE

=36 - mIE )

be-oA" =2

n=1

& — 1,

olur. Boylece ,

=2 (P + 5

ooy Prbeol 2 Sl <

elde edilir. O halde £ > paralel kenar kuralim saglayan bir i¢ g¢arpim
uzayidrr yani bir ~ H-uzayidir. Oyleyse  diizgiin =~ digbikeydir. Ayrica [x|<1,
|Lv||£ Ive ”x— y”)O icin-  paralel kenar kuralim kullamursak ,

ety I ey [l —aA™=2 dl? + A"y <2014,

yani,
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X+
“x+ y ”2 (4 veya ”—21” (1 olur. O halde ¢> kesin disbikey

uzaydir.

Tanmm 2.1.6 X ve Y IR (veyaC) cismi 1izerinde tanimh, Xten Y ye
surekli lineer fonksiyonlarin kimesini L(X)Y) ile gosterirsek L(X)Y) ye
X in duali denir ve X' ile gosterilir.

Tanmm 2.1.7 X' nin smrh yakinsak  topolojilerine X' nin  kuvvetli

topolojileri  denir. Bu durumda X', X, ile gosterilir  ve X in
kuvvetli(strong) duali denir.

- Onerme 2.1.8 Diizgiin konveks bir X Banachuzayr yanstyandir.

Kanit:

x0" =1 olacak sekilde bir xo" fonksiyonu  alalim.

Buradan {f,}c Xs, /=1, xo” (f,)=1-n"", n=1,2,... olacak sekilde smurh
lineer fonksiyonellerin bir {f,} dizisi vardir.

” 14 ,
x, € (X,) ,

Vn ig¢in bir x,€ X dizisi vardr. Oyleki,;

+n ' =1+n" (*)

”
xO

fi(xn)zxon (f,) (=1,2,...,n) ve Hxnug
Buradan; |

x <l+n™"

n

7.l

dir . limle,[=1 oldugunu gostermeliyiz.

A—>D

Lt <, ()= 1) <

xn

{x,} dizisi  kuvvetli yakinsak  degilse , & < |x, —x, (k=1,2,..)
olacak gekilde €>0 ve n(m (n,(m,{-{n,(m--- degerleri vardir.
limfx =1 ve Xin dizgin konveksliginden

n—300

liml, —x,, |<2 (13 () <2

B—> 0!

dir. Fakat n,(m, dan f, (xnk): S, (xmk):x(,” (fnk) dir . Boylece
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e, +x,

20-n,")s2x, (£, )= 7, (x, + 20 ) <]

elde edilir.

=1 ile llmx +x,,

k—»0

Boylece | f,,

>2 geligkisini elde ederiz.

limx, =x, m varhgm ispatlamig olduk ve x,,

bol=1, £i(x0) =%, (£i)  G=12,..)

kosullarim  saglar. (*) denkleminin  ¢6ziiminin tek oldugunu g(")stermeye
cahigalim.

X,#zx, olacak sekilde (*)1 saglayan bir X, alalm. Diizgin
[£, +x, 2 ve  fil% +x)=2x)(f) (=12, dir

konvekslikten ,
Baoylece,

2A1-17) 2 26(f)) = £il% +x0) <A o +x] <[y + %]

dir ve buradan ”)EO + X, H > hﬁrg 2(1 —i "‘) =2 elde edilir buda geliski

yaratir.

Son olarak f, , X, de bir nokta olsun £,(x,)=x, (f,) iken
(xs’) ,g X oldugunu  gosterebilirsek X in yansiyanligt  ispatlanmg

olacaktir.

fi(x)=%, (f,) olduunu ispatlamak igin  f,.f,,...,f,,.. yerine
SosSis-esfns-.. alalm  ve buradan ¥, X igin

(2)=x (£) (=0,1,...,n,...)

olur ve yukanda ispatladigimz teklik  ozelliginden dolay1 X,= X,
oldugundan 6nerme ispatlanmig olur.

2.2 Yarikapah  Operatorler

Tamm 2.2.1 X bir Banachuzayi ve S:D(S)cX — X bir operatér olsun
D(S) igindeki her (x,) dizisi igin
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n—>o iken x>x ve Sx,—>y oldugunda xeD(S) ve Sx=y (26)
ise S operatorine D(S) lzerinde yarikapahdir denir .
Onerme 2.2.2I-T  operatori asagidaki ¢ kosulu saghyorsa yarikapaldir:
i TMc X—> X genislemeyen operatordir,
ii. X Banachuzay1 diizgin konvekstir,
iii. M kiimesi kapali, siurlt ve konvekstir.
Bu Onermeyi ii¢ adimda kamtlamaya caligacagiz .
Kamt:
L. Her £e(0,1),x,,x, €M,
HTx0 - xOU <¢ , “Tx1 - xlus g | ‘ @7
iken, her x, = Zxo +(1-fx, 0<r<1 igin
g—>+0 iken a(e)—>0 ve ||Txt - xt” <a(e) (28)
olacak bir a(g) )0 sayist oldugunu gosterecegiz.

Ilk olarak x,#x, iken (27) in varh@m kabul edelim O{#(1 olsun
ve

”xi —(x, +1x,)/ 2” > [[xi -X, n
olacak gekilde i(i=0veya i=1) segelim .Aksi halde O0{f{l oldugundan x,,x,
ile x, arasindadir. Boylece ,
e, = x| = e = e, + T,y 7 2) + ((x, + T, 12— x|

S”Xh - (xt + Txt)/ZH“‘H(xt - Txt)/z_x‘)”

<l =+ e ol =l - o]

geliskjéi olusur. x, #x, oldugundan r= ”xt —X; ” dersek r>0 dir .T nin
geniglemeyen operatér olmasindan dolayi,
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HTx, - X, |S ”Txt - Ix, H + ”Txi - X, ”

<, -l v, ]
<r+¢
olur .

x=x,,y=1x, z=x, R=r1r+ ¢ olarak  kabul edelim . (25) ile wverilen
0:[0,21—>[0,1] kesin monoton artan ve Orten oldugundan ters
fonksiyonu 177:[0,1]—>[0,2] kesin monoton artan bir fonksiyondur ve kolayca
goralir ki, 0<r<R olmak uzere,

sk ve fr—Geyy/2zr ise

lz- x| <R,
lx~ 3| < Rn(R-r)/ R)

olur .d (M), Mnin c¢apim gostermek iizere,

7%, -x,|< swp (+eme/ +e) = a(e)
r0,d(M)] :

Simdi bu sekilde tammladigimiz  a(s) degerinin  istenilen Ozellikleri
sagladigim  gosterelim : Ik  olarak , =0 icin (r+&)n(e/(r +&))=en(l) ve
n(1)=2 oldugundan a(& )= en(l)=2¢ dur.

Simdi de [0,d(M)]  aralgmu [0, - ,[Ve —£,d@1)]  seklinde

pargalayarak sup’u bu alt araliklar tuzerinde alalim. Boylece ;

sup (r +&)m(e/ (r + &) <en(),
re[0,/e-&1

sup  (r+&)m(e/ (r + &) < (d(M) + &)n(e)
re[Ne—&,d(M)]
oldugundan &— 0 iken;

a(e) < max{en(l), d(M) + e)n(e)} - 0

elde edilir. a(¢)>2¢ dan x, #x,,t=0,1 ve x, =x, durumlarinda yine (28)
dogrulanir.



IO.M  deki herhangi bir (x,) dizisi igin n—>o iken x>x ve
(I-T)(x,) >0 oldugunda xeM ve (I-T)(x)=0 oldugunu gosterecegiz.

II.1) M ;Banach uzayda kapali ve konveks bir kime iken M deki
kimi (x,) dizileri i¢in x~>x ise xeM dir .(Bkz[1])

I.2) & €(0,1) v¢e VnelIN iin ¢,<¢g,, olacak sekilde bir (g,)
dizisi segelim. €—>0 iken a(e)—>0 oldugundan bu sekilde bir diz
secilebilir. (x ) in bir alt dizisini segmek gerekli ise;

VnelN igin ;"Tx,l —xn”ga,, den,Vyecof{x,:ne IN} igin
[y - <, 29)
drr.

Asagidaki (a) ve (b) yi gozonine alarak tiimevanmla kanitlanabilir.

Ix,, — xm“ <g, ve

<¢g, dir Burada ¢, <g, dir. Buradan (28)da anlatiimak istenen

a.l<mn iken 1y, ecofx,,x,} olsun. Hipotezden;

“Txn -x,
||Ty1 —'yIH <a(e,)<¢, L6,

elde edilir.

b. 1<k<m(n iken y,eco{x,,x,,x,} olsun. Bunu daha kolay olarak
su sekilde  anlatabiliriz; uygun y,ecofx, ,x,} i¢in y,ecof{x,,y,} olarak
alahm. (sekil 2.2)

a dan dolays, [Ty1 - “35”,_1 ve g, ,<¢, dir. Boylece “Txk - X, ”sgk ve

|77, - »||< e, yazlabilir. 28) dan |7y, - y,|<a(e,) <&, <&, dr.
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II.3) n—>o iken x-~x ise xezz;{xn:n €IN} (II.1 den  dolayr)
(29) den, |Tx — x| <g, , & m keyfi kigik secilmesinden de Tx-x=0 dur.

II. Yalmzca x-— Tx fonksiyonu genislemeyen degildir. Sabit bir vy icin
x— Tx+y . Boylece II deki (I-T) operatori  yarikapali bir operatordir. [

2.3 Banach Uzayda Yakimsakhk Prensipleri

Asagidaki  sonugclar, gercel sayr dizilerinin  iyi bilinen  yakinsaklik
Ozelliklerinin genellestirilmigidir. Bu  sonuglar  siklikla  kullanilirlar .Asagida
sozii edilen kuvvetli yakmsakllk normlu uzaylardaki yakinsakliktir. Bizler
¢ogu zaman bunlanin herbirine kisaca yakinsama deriz. '

Onerme 2.3.1 (Yakinsakhk  Prensipleri) Bir X Banach uzayindaki  bir
(x,,) dizisi  asagidaki yakimnsaklik o6zelliklerine sahiptir ;

1.Kuvvetli yakinsakhik: x, X Banach uzaymnin sabit bir elemam olsun. Eger
(xn) in her alt dizisi xe kuvvetli yakinsayan bir alt diziye sahipse asil
dizide xe kuvvetli yakimnsar. Yani; n—>oo iken x, ->x dir.

2.Zayif yakimsakhk: x, X Banach uzaymin sabit: bir elemam olsun. Eger
(xn) in her alt dizisi xe zayif yakinsayan bir alt diziye sahipse asil
dizi de xe zayif yakinsar. Yani; n—>o iken x-~x dir.

3.Ayirma pi‘ensibi:Eger X uzayl yanstyan  ise o zaman X igindeki
her sl (xn) dizisi zayif yakinsak bir (x,) dizisine sahiptir. Yani ;

n—>ow iken x,~x dir Aynca xecofx,:ncIN}dir.

4.Smirh dizilerin zayiff yakinsakhg:: (xn) yakinsak  bir X  Banach

uzayinda smurh bir dizi olsun. Eger (xn) in butin zayif yakimsak . alt
dizileri aym x limitine sahipse n-—>oco iken x > x dir.

Kanit:

1. n—>w iken x, > x degilse ozaman ¢g,>0 ve butin (x,)ler igin

Hx - xnli >¢g, olacak sekilde bir (x,)alt dizisi vardur. Fakat ; hipotezden
(x,) dizisinin xe yakinsayan bir (x,) alt dizisi vardu, bu da geliski

yaratir.
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2. n—>o iken x -~x olmadiZim kabul edelim. Bu durumda feX*

fonksiyoneli igin; (< ,X, )) dizisi < f ,x> e yakinsamaz. Boylece (x,) alt

dizisi ve ¢,>0 sayis1 vardir ve her (x,) icin,

[ {fox, )= {f.2)] 22,

olur. Fakat, hipotezden (x,)nin xe zayf yakinsayan bir (x,) alt
dizisi vardir. Yani; n—>o iken x ~x dir .Buradan; < :’%)" < f ,x> dir. Bu
da ¢eligki yaratir.
O
2.4 Browder ,Gohde ve Kirk Sabit Nokta Teoremi
Asagida  verecegimiz teorem bu bdolimin asil sonucudur.

Teorem 2.4.1 M; diizgiin konveks X Banach uzayiiginde bos olmayan, kapali ,
simirh ve konveks bir kime ve T:McX—> X geniglemeyen bir operatoér
olsun. Bu  durumda T nin sabit noktalarmn  kiimesi  Fix (T)  bos
olmayan , kapali ve konveks bir kiimedir.

Kanit:
I. Ik olarak Fix (T)=Q oldugunu gosterelim.
Sabit peM ve n=12,... i¢in

pP

SRR N
T,69= (1= )T+

olarak - T operatorlerini tammlayalim. T, operatéra Vx,y e M igin;

1 _ 1
Ix - Ty - 7e - B < - -5

esitsizligini saglar ve Mnin konveksliginden dolayn 7 (M)c M dir.

Banach sabit nokta teoremi T, :M—>M operatorinin sabit bir x,
noktasimn varh@m garantiler. Bu durumda;

1 |
x =Tx, =(1-—)Ix, +Z (30)
n n
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olur. Onerme 2.1.6 dan; X uzayr yansiyandir. Onerme 2.3.1 den dolay1 M
deki smurlt bir (x,) dizisinn zayif yakinsak bir altdizisi vardir. Yani,

n—>o iken x,~x dir.(30) dan n—>o i¢in x, — Tx, —> 0. Onerme
222 den (I-T) yarkapali oldugundan x-Tx=0 dur.

IL Fix(T) kapali nm?
xeFix(T) olsun. Fix(T) icindeki en az bir (x,) dizisi i¢in x, ->x dir.

T sirekli oldugundan T x, —x dir. Difer taraftan Vn igin Tx, =x,
oldugundan x, »>Tx ve limitin tekliinden Tx=x dir. O halde x<Fix (T),
yani Fix (T) kapalidir.

IL Fix (T) digbiikey mi ?

X,,%, €Fix(T) ve 0<t<1 igin x, =(1-1)x, +tx1‘ olsun. x, eFix(T),'
yvaniTx,=x, mi?

x,,%, €Fix(T) igin Tx,= x,, Tx,= x, dir.Boylece (28) ya gore

Ve e(0,1] igin ||Txt - xt” <a(¢) dur. e>0 iken a(¢)—>0 oldugundan
“Txt-xt”:O,yani Tx,= x, olur.. O
2.5Yan Kompakt Operatorler
Tanim 2.5.1 X bir B-Uzay ve T:D(T)c X— X bir operator olsun.
T operatori yarnkompaktir <> D(T) igindeki simrlt bir
(x,) dizisi icin (Tx,-x,) dizisi yakmsaktir ve bu 31
durumda, (x ) dizisininin yakinsak bir alt dizisi vardir.

Bu kavram bir sonraki bolimde verilecek olan uyarlanmmg ardisik
yaklagimlann yakinsakligini belirlemekte kullamlacaktir.

Ornek 2.5.2 Asagidaki iki o6zellik saglamyorsa C+D operatorii X Banach
uzaymin bir M alt kimesi uzerinde yarnkompaktir.

i. C:Mc X — Xoperatéri  kompaktir,

ii. DM < X — X operatdrii icin (I-D) operatérii kapali aralikta
birebirdir ve (I-D)' operatorii siireklidir.

Ozel olarak D=0 segilebilir.
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Kanut:

T=C+D olsun. (x,),Mde siurh bir dizi ve m—>ow iken 7x, —x, —z ise
C nin kompakhigindan (x,)in bir alt dizisi vardir. Bu alt diziyi de
(x,) ile gosterelim Buradan n—>o i¢in  Cx, >y olsuny, = —-D)x,)
olarak gosterelim. Buradan n— o iken;

yv,=x,—-1Ix, +Cx, >z+y
olur. Yani n—> o iken;

x,=(-D)'y, > -D)"(z+y)
oldugu gorilir. ‘ O
2.6 Uyarlanmis Ardisik Yaklasimlar

Ters Ornek 2.6.1 Bir T:M—>M genislemeyeh operatérii i¢in n=0,1,2,...
olmak uzere baglangic elemam y,€ M olan genel bir y, ., =71y,
yinelemeli yontemin yakinsak olmast gerekmez. Omegin, M kapali  birim
disk ve T, # agih bir donme olsun. Sifirdan farkli herhangi bir y,e M
sectigimizde (y,) yakmsak degildir, sadece salium yapar.

Bir H-uzay lzerinde yakinsaklik sonuglant igin, sabit bir t e [0,1]
ile

x,,~(1-t)Tx, +tx,, x,eM, 0=0,12,.. (32)

olarak ifade edilen uyarlanmig  yinelemeli  yontem, kamtlari daha  bir
ilging yapar. Ornegin, yukaridaki  ters  ornekte verilen T ' operatorii  her
yinelemede x, ile tek sabit noktast x=0 arasindaki uzakhg azaltir,

boylece n—>w iken x,—0 olur.

Onerme 2.6.2 X gercel bir H-uzay, M de bos olmayan, kapal, smurli ve
digbitkey bir altkiime , TM ¢ X »X geniglemeyen bir operatér olsun. O
zaman,

(1)Vte[01] ig¢in (10) da verilen vyinelemeli (x,) dizisi T nin bir
sabit noktasmna zayif yakinsar (Bkz. 2.3.1), '

(2)Eger T yankompakt ise (x,) dizisi kuvvetli yakinsar, yani X
tzerinde norma goére yakinsar.
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Kanit:(1)

(I) M nin konveksliginden (x,) dizisi M kiimesindedir. T nin sabit noktalarimn
kiimesi Fix (T) olsun. Teorem 24.1 de gosterdigimiz gibi Fix(T)  bostan

X, — y”) sayi dizisi stfirdan kuguk
degerlerde smirh oldugundan yakinsaktir ve monoton azalandir ¢lnkii,

farkhidir. yeFix(T) yani , Ty=y olsun. (

%~ =0T, - )+ 1, - 3)]

< (1-1)

Ix, - Ty” + t”xn —y”

< -0, =]+ e, 5

= . =51

3. adima dikkat edilirse lTxn - 7 yl'snxn - yH oldugu goriliir.
(MV ye Fix (T) olmak iizere g(y)= 1i_r)g”xn -y olsun.

g fonksiyoneli sireklidir ¢iinkii,

lg0) - g(2) = llim(lx, - ] -, - 2])

b4
oldugu gorilir.
g fonksiyoneli konvekstir ;0<s<1 igin,
”xn -(sy+(Q- s)z)” < s“xn — yH +(1- s)”xn — z||
Yani;

gsy+(1-s)z)<sgly) +(1-s) g(2)
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oldugu géruh’jr. '

(IIX) Konveks ve siirekli g fonksiyonelinin Teorem 2.4.1 de tammh
kapali , siirh ve konveks Fix (T) kiimesi tizerinde bir minimumu vardir.
Yo€ Fix (T) olan bir minimal nokta segebiliriz. Yani; her y, e Fix (T)
olmak tizere g(y)=g(y,) dir

awv) x,) dizisinin (x,) gibi zayif yakinsak bir alt dizisini alirsak
n—oo iken x,-~y olacaktir. Onerme 2.3.1(4) den y=y, ve n —oo
iken x, y, oldugu gorilir.

Bundan sonra x, yerine x, kullalacaktir.
(IV-1) ilk olarak y € Fix(T) oldugunu gosterelim.
u,=y,—Xx, ve v, =1y, - Ix,

olsun ve (II) den dolayy

lim ”vnH < llm”unu = llmuyo -X,

n—ow Nn—>00 n—»0

:g(yo)

oldugu gorilr.

Ty, =y, olmasndan ve (II) den dolay

lim|su, -+ (1 sy, | = lim|s(y,—x,) + (1= )(Ty, - 7x,)

n—>©

yazilabilir. (I). den dolayr da;

lim|s(y,—x,) + (1= $)(Ty, — Tk <limfy, - x,|= g 00)

= limfy, - x,.,
oldugu gorilir.
u,—v,=y,—x,+1x,
=y, =X, — Y, +Ix,
=Tx, - x,
olarak bulunur. n > iken u,—v, = Tx, —x, 50 dir.

Onerme 2.2.2 de wverildigi gbi, T ninM  izerinde yarkapali olmasindan
dolayt  Ty-y=0 dir.
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(IV-2) y=y, oldugunu gdsterelim X tizerindeki skaler (it) carpm (. l J)
olmak {izere

ks — ol =l = - vl + 26, -y - v4)

6zde§1igindé n—>o iken

g00)* =g +y-yol 2200)* + ]y -y|
olur. Boylece y=y  oldugu goriilir.

(2) IV) den dolayt1 n—>o iken x,~~ y_ drr ve (IV-1) den dolay1

da n—o jken x,—Tx,—>0 dr. T nin yan kompakligmdan n-—o
iken X,—>y, olan bir alt dizisi vardw. (I) de ispatladigmmz gibi
(e, = J’o") dizisinin monoton azalanhgmdan (x,) tam dizisi yakimnsaktir.

Yani n —>o iken x,—>y, dir. Boylelikle X, dizisinin  kuvvetli
yakmsakhg1 gosterilmis olur.

2.7 Periyodik  Coziimlerin  Uygulamalar

Teorem 2.4.1 in asil uygulamasi gibi skaler carppmh X Hilbert uzay:
lizerinde tanimb

x'(0)= f(,x(1) (33)

diferansiyel denklemi = . f periyodikligin anahtar kosullarim sagladifi zaman,

Yani;
Periyodiklik igin;

Vte[0,0] ve xeX i¢in f(t+tp,x)=f(t,x) (34a)
Monotonluk i¢in;

Vte [0, ©[ ve xyeX icin (Ftx)-f(ty) |xy)<0 (34b)
Periyodu p>0 olan periyodik bir ¢6ziime sahiptir.. |

6nefme 2.7.1 (Browder (1969)) Asagidaki  iic kosul saglamiyorsa  (33)
diferansiyel denkleminin periyodu p>1 olan bir ¢6ziimii vardr.
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(i) X, reel bir H-uzay ve p>0 sabit bir say1 olmak iizere
f:[0,0[x X > X fonksiyonu (34a) ve (34b) esitsizliklerini
saglar.

(i) V te [0,p] igin - (f{t,x) | x)<0 ve xeX olmak Tuzere

b =R (34c)
olacak sekilde R>0 sayist vardir.

(iii) (33) de wverilen Dbaglangic deger probleminin, x (0)=x, olmak
vzere x:[0,00[—>X ,her x, icin HxOH <R olacak sekilde bir
¢ozimit  vardir. ‘

Kanit:

(I) Baglangig deger probleminin  ¢éziminin tekligini  gosterelim. Bunu
gostermek igin agagidaki formila  kullanacagiz,

d 2
— (=) =26 0he(r))

x() ve y() (33) in  [0,0[ araliginda iki ¢ozimi ise
(34b) de verilen esitsizlikten dolay1 ,

g;(llx(r) =y =20 (1 x(0) - F €y @) - ¥()<0
dir. Béylece
vix0igin [x(£) - p(2)] < |x(0) - »(0)| (35)
olur.

Sonu¢ olarak  x(0)=y(0)  oldugu goriliir. Buradan da Vt>0 igin
x(t)=y(t) dir.

(DX  uzayt  iizerinde Lajapunov  fonksiyonunu  L(x)=[x|* ile
tammlayalim. L nin anahtar 6zelligi sudur;, sabit bir te[0,p] noktast igin
Hx(t)”:R olacak  gekilde (33) in  [0,0[ araliginda x()  ¢Ozimi
(34c) ozelligiyle birlikte dogrudur boylece

L) = 207 (4 )(OXO 69)
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olur.

(D) T shift operatér. M={xeX ||| <R} icin T operatorini x(.), (33)
tin [0,0[ arabgmmda x(0)=x, olan bir ¢oztimii olmak Uzere

Tx,=x (p) (37
ile  tammlayalim.

TM)cM  oldugunu  gostermeliyiz.(36) dan dolay1 t—x(t) egrisi
Vte[0,p] icin M topunun igerisindedir.

T  operatorii  geniglemeyendir. (35) ve  (37) den dolay1
”TxO—TyOHS”xO— J’o“ oldugu goriilir.

(37) ile birlikte, x 0)=x(p) iken x(.) (33) baglangic deger probleminin
bir ¢oziimi olmak lzere 2.4.1 teoremi T:M—->M operatériiniin  bir
sabit noktasi oldugunu garantiler.

AV) x(.) ¢oziimiinin periyodu p>0 dir. y(t) = x(t+p)olsun. (34a) dan dolayi,
x() (33)in bir ¢6zimii ise y() da bir ¢dziimiidiir. Buradan y(0)=x(0)
olur. () de  x(t)=y(t) oldugunu gormiistik  boylece her t>0 igin
x(t)= x(t+p) olur.
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