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OZET

Bu cgalismanin birinci béliminde, kullanacagimiz temel kavramlar
verilmistir, ikinci bolimde, bir kapali regle ylzeyin reel agihim agisi, reel agihm
uzunlugu vegdual acgthm agisi ile ilgili bilgiler literatirden alinarak amacimiza
uygun olaral% dizenlenmigtir. Son bdlimde, kapali regle ylzeylerin integral
invaryantian zarasmda gegerli olan asagidaki orijinal bagintilar bulunmustur:

(x) ve (M-kapah regle ylzeyleri igin,

L, Ly, 28-8y, (8;5in0,+0,5in0,)[1-cos (8,+0,)]

1.2 0 .
Ay Ay, 2" sin2(91+62)
0,+6
2 [ = -.L\,-kvf—l—”ﬁtge1
cose,l ' " 2
A, 2m-a, 1 (2n-ay)(81+62)tg6, 1
eI ik SN PN -
Ay, 2T-ay, Dby, 2 " cos 9,

bagintilar saglanir. Burada £, , A, , &, . by ve £, , l\,1 8y, » by, sirasiyla, (x) ve
(v,)-kapal regle yiizeyleri igin agiim uzunlugu, agihm agisi, kiiresel ylzey
alant ve sitrikeiyen gizgisinin uzunluklanny, 94 ise x ile v, arasindaki agiy!

gbstermektir.



SUMMARY

In the first part of this study, we give the basic concepts that will be used
later. In the second part, we give a detailed survey about the real pitch, the real
angle of pitcﬁ and the dual angle of pitch of a closed ruled surface. In the last
part, we obtain the following three original results which gives some relations

between the integral invariants of a closed ruled surfaces:

Ay Ay, 2778 sin”(0,+86,)
0y +6
2[1::1 [1'v,<1+2)t91]
cos 6, 2
3 A, _;2n-ax_ 1|, +(27"av1)(91*'92)1991 A
'XV1 2n-ay, by, 2 cos 6,

are valid for (x) and (vq)-closed ruled surfaces. Where £, , 4, ,a,, b, and Ly s
)LV1 »ay, bV1i are pitch, angle of pitch, spherical surface area and the lenghts of

striction curves of the (x) and (v,)-closed ruled surfaces, respectively. 8, stands
for the angle between x and v,.
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H nin H' uzayina gére 1-parametreli hareketi

Simgeler Aciklamalar

D Dual sayilar cimlesi

R Reel sayilar ciimlesi

D3 Dual vektorierin cimlesi (D-ModUt)

Ay Reel agilim agisi

L, Reel agilm uzunlugu

N Dual agilim agisI

K Hareketli birim dual kire

K' Sabit birim dual kiire
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BOLUMI
TEMEL KAVRAMLAR
Bu bélimde galigmaya esas olan tanim ve teoremler verilecektir.
1.1. Dual Sayilar

Reel séynlar ctimlesi, (+) toplama ve (.) carpma iglemlerine gbre bir
cisimdir. Reeil sayilar cimlesi R ile gdsterilir.
Tanim 1.1.1: V aa e R olmak iizere bir A= (a, a) ikilisine bir sirall ikili
denir. }
Bu sekilde tanimlanan sirali ikililerin R x R climlesi D ile g&sterilsin.
D={(a,a):aac R}

Uzerinde iki lg islem ve bir esitlik su sekilde tanimlanir:

Tanim 1.1.2: A= (a, a) ve B= (b, b) olmak tizere
®:DxD—D
ic islemi |
A®B=(a,a)® (b,b)=(a+b,a+b)
seklinde tanimlanir ve D deki foplama olarak adlandurilir.

Taiiin 1.1.5: A = (Q, a) ve B= (b, b) oimak lizere

i¢ islemi
A@B=(a,2)@(b,b)=(a.b,ab+ab)

seklinde tamﬁmiamr ve D'deki ¢arpma olarak adlandiriir.



Tanim 1.1.4: A=(a,a)veB=(b,b)e Digin
a=b,a=b

ise Aile B e§ijtt/'r denir ve A = B seklinde gb'steriiir.

Tanim i.1.5: R reel sayilar cimlesi olmak Uzere
D =R xR
climlesi Uzerinde toplama, carpma ve egitlik iglemleri yukandaki. gibi
tanimlanmig ise D climlesine dual sayilar sistemive V (a ,a) € D elemanina

da bir dual sayi denir (Hacisalihoglu, 1983a).
Teoremj 1.1.1: (D, @, ©) G¢lisu birimli ve degisimli bir halkadur.

Bu ha!k?nm toplamaya gbre birim elemani (0,0), carpmaya gére birim

elemani ise, (1,0) dir.
Teorem 1.1.2: (D, ®, ©) Ugliisii bir cisim degildir.

Tamim 1.1.6: A # (0, a) ve X = (, ) olmak iizere
AOX=B
denkleminin bjir tek ¢6zima vardir. Gergekten Tanim 1.1.3. den
(ax, ax + ax) = (b, b)

ve Tantm 1.1;4. den de

X=(§, ab -2ab)
| a

ve dolayist ile X e D elde edilir. X dual sayisina, B.’nin A'ya bdlimd denir.



Teorem? 1.1.3: Dual sayilar halkasi, R reel sayilar cismine izomorf bir
alt cimleyi, aJt cisim olarak kapsar (Hacisalihoglu, 1983a).
Bu teoremin bir sonucu olarak, reel sayilar cimlesine izomorf olan,
{(2,0):a,0e R}
dual sayilar dUmlesinin herbir elemant, izomorfu olan reel sayi ile gésterilebilir.
Kisaca, |
(a,0)=a
ve |
(1,0) =1
olarak alinabilir. Biz genel olarak bu notasyonu kullanacagiz, ayrica kisaigin
hatiri igin @ ve © islemleri yerine "+" ve "." igsaretlerini tercih edecegiz.
D halka.%,mda, (0,1) dual sayisi dual birim olarak adlandirilir ve
£=(0.1)
ile gosterilir. (}arpma igleminin tanimina gére,
£e@e=€2=(0,0)=0

oldugu kolay¢a gordlebilir.

Teorem 1.1.4: Her A= (a,a) dual saysi,
A=a+85,e= (0,1)

seklinde yazilabilir.

Tamim 1.1.7: Bir A= a + ea e D dual sayisindaki "a" reel sayisina A'nin

reel kismi, "a" reel sayisina da A'nin dual kismi denir.

Teoreni 1.1.5: lki dual sayinin garpimi sifir ise, garpanlardan biri sifir

olmak zorunda degildir.
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Tanim %1.1.8: Z = x + ex dual sayisinin modil degeri diye |x| reel
sayisina denif ve,
1Z] = x + €X]
= |x|

ile gOsterilir.
1.2. Dual Vektdrlerinin Uzayr (D-MODUL)

cimlesinin her bir elemani bir biyiik harf ile g6sterilirse, A € D3 igin
A= (A, A, A3) veya A = (A) ; (i = 1,2,3) notasyonlarindan birisi kullanilabilir.

Bu cumle iginde asagidaki tanimian verelim.

Tamim 1.2.1: Her A = (A), B = (B)) €D igin
A=BoA=B, (=123
dir. |

Tanim 122 HerA=(A),B=(B)e D2 igin, (i = 1,2,3),
+ D3 x D® - D3
i¢ islemi A ile B ye
A+B=(A+B)

(icllislini karsilik tutsun. A + B ye D®de A ile B nin top/lami denir.

Tanim 1.2.3: L€ Dve Ae D3igin, (i = 1,2,3)
.:DxD®->D?
dig iglemi Ayli

L. A=(AA)

O¢listne kar§1|hk tutsun. AA ya A min A skalari ile garpimi denir.



Teorem; 1.2.1: (D3, +, .) sistemi D halkasi Uzerinde bir modiildiir.

Tanim 1.2.4: (D3, +,.) Uglisiine D -Modiil ve bunun elemanlan olan

sirall dual Ug?ﬂlere, dual vekiérier diyecegiz ve A=(A)) seklinde gbsterecegiz.

Teorem 1.2.2:a,a € R3 (R3ig boyutlu reel vektdér uzayini

gb'stermektedir) olmak {izere D-Modul'de her bir A dual vektdrii

[ —_—

§A=a+e§,[e=(o,1)eo]
seklinde yazj:labilir.
Teorerri 1.1.3 ile es anlamli olarak; R3 vektér uzayl, D-Modilin
elemanlan (5 6) —a+€0 seklinde olan bir alt climlesine izomorftur.
D-Moddlﬂn toplamaya gbére birim elemani,
5-0+ed

seklinde gésierilir. Buna sifir dual vektéri denir.

A=a+eave B =b+eb dual vektsrlerinin esitligi,

- = =

3A=§@§=Evea=b

ile verilir. Bu tanim 1.2.1 ile es anlamhdir.

Tanim 1.2.5: Her A, B e D- Modil igin,
<,>:D%xD%>D
(K,é)——><;‘:,§>=<5,6>+8(<5,6>+<5,5>) (1.2.1)

ile tammlane{n <,> fonksiyonuna D-Modiilde bir i¢ ¢arpim fonksiyonu denir.

Bu fonksiyonun asagidaki ic carpim aksiyomlarini sagladig: kolayca
absterilebilir,

i. Her A, B e D- Modiil igin,



<A,B>=<B,A>

dir.
i, Her & B < D- Modil ve her o e D igin,
. <oA,B>=<A,aB>=a<A,B>
dir.
iii. Her A, B, C e D- Modl igin,
 <A+B,C>=<A,C>+<B,C>
<A,B+C>=<A,B>+<A,C>
dir.
iv. Her A e D- Modill igin,
. A=0=<A,A>=0
drr.

Tanim 1.2.6: Bir A=2a +ea dual vektsrintn normu diye

-

Al = (<A ,A’>)"2=(n5n , =8 ’5>) 340
| llall

dual sayisina denir.

Tanim 1.2.7: Normu reel birime karsilik gelen (1,0) dual sayisi olan
dual vektére birim dual vektér denir.

Teorem 1.2.3: A#(0,a) e D-Modul olmak Gzere, her A e D-Modil
icin, |

[ —

A=

>¢l>¢

Al

bir birim duagl vektordir.



Tarim §1.2.8: A=a+eae D-Modil olmak {izere,

-

>

xo=

>4

birim dual veiktc‘jrﬁne, K dual vektérinin ekseni denir.

> = =2 . <§,§
A=a+ea,a=0, dual vektdrinin eksenini, k= 2> olmak (izere,
j . llall
= a-k
A= i +€ a =
||| llall

seklinde yazabiliriz.

Tanim 1.2.9: D-Modiilde bir A =2 +&a dual vektord icin,

—_ =

< >
k= a,a
o2
llall
sayisina, A dual vektdriiniin adimi veya yikselisi denir.
Bu tanimlarimizdan sonra, bir A dual vektérinu,

A=A A,

| - <a,a>|z
| =OHH+€ )Ao

—

llall
veya

-

A=l (1 +ek) A,

seklinde yaiabiliriz. Reel kismi sifirdan farkli olan dual vektdrlere has dual

vektérler adini verecegiz.

Tanim 1.2.10: K= {X=x+ex:[[X||=(1,0);X,xe R}

climlesine D-Modiil'de birim dual kiire denir.



—

Teorem 1.2.4 (E.STUDY): A=a+ ¢a,a#0 olmak Gzere D-Modil'de
denklemi, |
1Al =(1,0)
olan birim dﬁJal kiirenin dual noktalari, R® deki yénlii dogrulara birebir karsihk
gelir (Hacnsahhoglu 1983a).
Birim dual kare tzerindeki bir A dual noktasini merkeze blrie§t|ren birim

dual yer vektoru,

— pd

A= a+ea
ise Teorem 124 den dolayl, gizgiler uzayinda bir tek yonlli dogruya kargilik
gelir. Burada a e R3 vekisrii, bu yonli dogrunun dogrultman vektéri, a e R3
vektorl ise, X bu dogrunun Uzerinde bir nokta ve 0 bir baglangi¢ noktasi olmak

lzere,
a=0XnAa

ile belirlenen bir moment vektoriidir. Bu vektdre, gizgiler uzayindaki dogrunun
baslangica gére vektérel momenti denir.

Tanim %1.2.11: D-Modiilde ag¢i, A , B birer birim dual vektdr olmak Uzere,

;cos D= <A B>

ifadesi ile jverilir. <I>=q>+s§ dual sayisina Aile B birim dual vektdrleri
arasindaki dual ag denir. |
Simdi, iki birim dual vektér arasindaki dual aginin, R® deki yonld

dogrularin uzay: olan gizgiler uzayindaki anlamint arastiralim. Bunun igin

7-\: ve é birim dual vekidrierinin

e

<A,B>=<a,b>+£(<5,b>+<a,b>)

i¢ garplmmdan hareket edelim. E.STUDY teoremi geregdince A ve B birim dual

vektorleri R3 de iki yonli dy ve d, - dogrularina kargilik gelirler, d, in yoni g,

yeri (momenti) a, d,, nin yonii b, yeri b ile belli oldugundan aile b arasindaki



ag! ¢ ise, yukfarrdaki ic carpimin reel kismi,

<a,b>=cos¢

dir. Simdi de dual i¢ ¢arpimdaki <§,E>+<§,§> dual kismin anlamini

aragtiralim. |

ave b momentleri, dogrular Gzerindeki noktalarin segilisinden bagimsiz

oldugundan, X ve Y noktalarini, d, ve d, - dogrularninin ortak dikmesinin
ayaklari olar;ak segebiliriz (Sekil 1.2.1). Bu ortak dikme dogrultusundaki birim

vektor;

Sekil 1.2.1

Tex 20D
lla A bl|

ile beliniiebilfr. d, , d, - dogrulari arasindaki en kisa uzaklik 9 ile gésterilirse;




Tl

yazilabilir. Veiktc‘irel momentlera=xaAa, b=y b oldugundan,

<a,b>=<xaa,b>=<x,anb>

— —_— -

<a,b>=<a,yab>=-<y,anb>

olur. Buradan% dual kisim igin,

> — s d

f<§,b>+<a,b>=<x-y,a/\b>

— aanb - =
=:L'<(p__——,a/\b>

—

lla A b
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bulunur. Reél ve dual kisimlar igin buldugumuz degerleri, dual i¢ garpim

ifadesinde yerine koyarsak,

<A ,B>=cosptepsing

elde edilir. Bu ifade de (-) isareti g6z6niine alinirsa, ®=¢ + 86 bir dual say!

olmak {zere, TAYLOR formili geregince,

1<Z‘ ,,§> =Ccos ®

(1.2.2)

yazilabilir. O halde A ve B birim dual vektorieri arasindaki ®=¢ + 86 dual agist,

bunlarin R® de temsil ettikleri d, ve d, - yonlli dogrularinin arasindaki ¢ agisi

ve en kisa uzakhgr gdsteren ¢ reel ¢iftinden olusur.

CT[\:K\(e 0B =B birim dual vekiérlerinin uglar D-Modiil'de 0 merkezli

birim dual k[jrenin‘A ve B dual noktalarini belirteceginden Aile B arasindaki

- ~
d = ¢ + €9 dual agist A ve B dual noktalarindan gegen dual bliylik dairenin AB

dual yay uzunlugu olarak disinulebilir.

Bbylecé, E.STUDY dénisimi yardimiyla, R3 deki yénli dogrularin,

birbirine gére durumlarini birim dual kiire izerinde inceleyebiliriz.
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A ve B iki birim dual vektdr olmak Uzere (1.2.2) ifadesinden;

i. <K,§§»surfdual<=>coscp=0:@:%,E;to

ise Ave B birim dual vektdrlerinin belirttikleri yonll dogrular dik durumlu fakat
aykindirlar.
ii. <A, B> sirfreel & ¢=0

Bu halde y6nll iki dogru kesisir ve,

<a,b>+<a,b>=0 (1.2.3)
ifadesi kesi§rhe kosuludur.
ii. <K,_BT>=0=>cos<p=O=>(p=g,6=O

Y6nld dogrular birbirini dik keserler.

iv. <A,B>= (1,002 ¢=0

Yonli dbgrular paralel ve ayni yéniidurler. Eger, 6= 0 ise, bu iki dogru
ayni zamandé cakisiktir.

v.<K,§}=-(1,0):>¢=n

Yénli dogrular paralel ve”zn yonludirler. Eger ¢=0 ise, dogrular |
cakisiktir.

Tanim ‘121 2: Her A , B e D-Modiil dual vekidrlerinin dis garpimi
A:D3xD3- D3

seklinde bir ig iglemdir ve

—

KA§=5A5+£(EAb+5AH)

olarak tanimlanir.

Teoremﬁ 1.2.5: Her A , B e D-Moddil igin,
AAB=|All.[Bllsin®N

dir. Burada I‘—\i , A ile B dual vektsrlerine R3 de karsilik gelen dogrularin ortak
dikmesinin E. STUDY resmi olan bir dual vektsrdur.



12

Teorem 1.2.6: A, B gibi iki has dual vektériin dis arpimi sifir ise bu

dual vektbrlerfn eksenleri cakisiktir.

Tanim 1.2.13: A , B ,6 e D-Modil has dual vektérler ve

Ai=Ci+¢&Cie D, 1<i< 3, olmak lizere

AyA+1,B+21,C=0=V 4;=0
ise A , B , c hés dual vekisrleri lineer bagimsizdir denir. |

Tanim 1.2.14: A,B,C e D -Modiil ve A;=Ci+€Cje D; c;#0,
1<i<3igin,

esitligi en az bir A, # 0 igin saglaniyorsa, l*\,_B',adual vektérleri lineer
| : ' .
bagimhidir denir.

Tanim 3.2.15: K1 ,Z\z , 7\3 birim dual vektérierinin R3 deki temsil ettikleri

yonld do@rulér bir noktada dik olarak kesigirlerse K1 ,KQVe K3 birim dual

vekidrierine QITonorma/ dual vektdrier denir.

Tanim 1.2.16: D-Modil'in bir S alt climlesi agag:daki iki 6zellige
‘sahipse D-Mod0l'lin bir bazr adini ahr:
(i) : S lineer bagimsizdir.

(if : S, {S} = D-Modirdur.

Yani V A e D-Modiil elemani S deki sonlu sayida elemanin bir lineer

kombinezonudur.
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Tanim 1.2.17: Elemanlan dual sayilar olan bir A matrisine dual matris

denir ve,

[A 1, Aj=2a; +ea,j,a”,a € R

seklinde gosterilir.

| N
Tanim 1.2.18: Ae D, (nxn tipi matris) igin,
AA=AT A=T,

ise A dual m?trisine ortogonal dual matris denir.

1.3. Lineer Isin Kompleksi

D-Modil'deki birim dual X = x +ex vektdrinin R3 de bir y6nli dogru
gGsterdigi Teorem 1.2.4. de ifade edilmisti. X = (X4, %2, X3) birim reel vektéri X
dogrusunun ydnlinl ve x=(X{,X2,X3) de bir 0 noktasina gébre X in vektérel

momentini ifade etmekte idi. X = X + ex birim dual vektsr igin
X = (1,0) & [[X| =1, <X , x> =0

oldugundan‘f

2 2 2
o X1+X2+X3=1

X1;1 + X2;2+ X3§3= 0

kosulunu saélar.
Eger, 1° kosulundan bagka bu alti Pliicker dogru koordinatlari arasinda
bir ikinci
| 0 - - =
(27) F(xq,x2,X3:Xq,X2,X3)=0

bagdintisi var§a bu halde X do§rusunun bagimsiz parametre say:si i¢ olur.



Tanim 1.3.1: R® de (¢ bagimsiz parametreye bagh (%) sayidaki X

dogrulannin cimlesine igin kompleksi denir.

Tanim 1.3.2: A bir has dual vektér olmak Uzere

i . = —

f<a,§>+<5,x>=0

-
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denklemini saglayan X=x+ex dogrularinin . ctimlesine bir lineer igin

kompleksi denir.

X do@rqunun bagimsiz l¢ reel parametresi u, v, w, ile gésterilirse X birim

dual vektori

X=x(u,v,w) +ex (U, v, W)

seklinde u, v, w nin bir fonksiyonu olarak yazilabilir.

Tanim 1.3.3: ;\' has dual vektérindn

eksenine lineer 151n kompleksinin ekseni denir.

Tanim 3 1.3.4: K has dual vektérinin

L2
llall

adimina lineer 1sin kompleksinin adimi denir.

K igin génellikle adim, yikselis ve parametre adlarn kullaniimaktadir.

Tanmim 1.3.5: k = 0 ise lineer komplekse dejenere veya singdler lineer

kompleks dejnir.
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Tan|m§1.3.6: ki bagimsiz parametreye bagdh (=?) sayidaki X
dogrularinin @Umlesine 1sin kongrdansi denir. |

Tamim 1.3.7: A, B has dual vektorleri igin

— —

F..<a,x>+<a,x>=0

-

CD...<B’,§>+<5_,;>=O

denklemlerini saglayan X dogrularinin ciimlesine lineer 1sin kongrdansi denir.

Bagimsiz parametrelere u ve v denirse X birim dual vekiérd u ve v reel
parametrelerinin
35’(=;(u,v) +e§(u,v)
seklinde bir fonksiyonu olarak yazilabilir.

F=0 \f/e ® = 0 iki lineer 151N kompleksi olduklarindan lineer isin
kongr[]ansmjm (ooz) sayidaki X dogrulart F = 0 ve @ = 0 komplekslerinde ortak

dogrulardir. éu ylzden X dogrulari
F+90=0 - (1.3.1)
lineer 1gin kbmpleksi demetine de dabhiidirler. A ve p homogen parametreler

olmak Uzereiﬁ =£;— alinabilir. O zaman (1.3.1) lineer 15in kompleksi demeti

%<k§+u§,§>+<?§+u§,§>=0 (1.3.2)

olur. Bu halde her Ld deger ¢iftine 1sin kongriansini kapsayan bir isin
! A

kompleksi karsilik gelir.

Her (1 .3.2) kompleks demetinde (<§ ,§> =0=>ky=0, <b ,§> =0=ky=0)
dejenere Ikl kompleks vardir. Bu dejenere komplekslerin eksenlerine isin
kongrﬂansmjm kilavuz hatlarr denir. Bu halde kongrians, iKi kilavuz hattini
kesen doéru}iarm bitininden olusur. Bu olusma seklinden 6tiri, kongriansa
180 agi ad éa verilir. |
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(1.3.2) kompleks demetinin adimi

k _ <)a + pg ,ha+ p§>

2
56+ 5]

oldugundan kompleks demetinin dejenere kompleksleri igin

P2 Loz - = = 2 - =
A <a,a>+Ap(<a,b>+<a,b>)+p <b,b>=0 (1.3.3)

elde edilir. Bu denklem ise Lt ya gbre karesel bir ifadedir.
| A

(1.3.3) denkleminin diskriminanti

e

§A=<g,§> <B,§>-(<g,§> +<—a—,b>)2
dir. A min irﬁcelenmesi Kilavuz hatlarinin reel veya eslenik imajiner olup
olmaduklanm% gosterir:
1. Hal: A > 0 ise 1sin adina eliptik 1s1n ag! denir.
2. Hal: A < 0 ise 1g1n agina hiperbolik 1sin agi denir.
Bu iki I?alde isin aginin kilavuz hatlan daima aykin dogrulardir. Glnki
kongrﬂansm%dejenere komplekslerden olustugu dislinllirse bile, yani

—

3<a,a>-_-0 ve <E, b>=0

—

olsa bile

2
20

jA:-(<§, §> + <§, B>’

air. Su ha!de Ave B kilavuz dogrulan (1.2.3) kesigme kosulunu geigekle-
mezler.
3. Hal: A = 0 ise 1sIn agina parabolik 1sin agr denir.

Bu halde kilavuz hatlart hem gakigik hem de reeidir.
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1.4. Régle Ylzeyler

—

X=X+ex=X (x4 X2 X3 X4, X2 X3) dogrusunun (Xv X2, X3 X1, X2 Xg) norm-
lanmig homogen olmayan alti Plicker dogru koordinatian arasinda

5 2 2 2

12 /x,+x2+x3=1
\X1;1+X2;2+ X3;3=0

bagintilarindan bagka

10
2 - F(X1,X2,X3;X1,X2,X3‘)=0

?30- d)(x'1,x2,x3;x1,x2,x3)=0

o
4 - W(X1,X2, X3;X1,X2,X3)=0

bagintilanda varsa X dodrusunun bagimsiz parametre sayisi bir tanedir.

Tanim 1.4.1: E. STUDY tekabuline uyan ve bagimsiz bir parametreye
bagl (') jsayndaki X dogrularinin cumlesine regle ydzey veya isin yizeyi
denir. |

;‘:, §, C | belli has dual vektdrler olmak Uzere,

F..<a, x> + <§, x>=0

D ... <b,§>+<6, x>=0

-

;‘P...<E,;>+<E,;>=O
sekiinde verilebilir. O zaman bir regle ylzey F=0, &=0 ve ¥=0 isin
komplekslerinin Gglinde de ortak olan ( ') dogrunun climlesi olarak

dusintlebilir.

Bir regle ylizey, bir t parametresine bagh 5’(=5(’(t) birim dual vektérel

fonksiyon olmak Gzere
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—

X = x(t) + ex(t)
birim dual vektérine

|X||=[|ox]| = (1, 0)

birim dual kiresi Gzerinde bir dual X noktasi karsilik gelir. Biliniyor ki bu

noktaya da R3 de bir X dogrusu karsilik gelir. t parametresi degistikge

OX = X(t) = x(t) + ex(t)

birim dual vtjektérij, birim dual kire Gzerinde bir (X) dual egrisi gizer (Sekil

1.4.1). Bu egriye de R3 de bir regle yiizey karsilik gelir.

ﬂmdt)

X(t) \ 43 50
0
Sekil 1.4.1

(X) duél egrisine regle ytzeyin dual kiresel resmi denir. Birim dual kiire

{izerinde )?:i(t) dual egrisinin

d®d=do + edo
dual yay elementi igin

40 = <dX, d¥> = <X, ¥> of’ (1.4.1)
yazilabilir. Tjamm 1.1.4'den de (1.4.1) ifadesi igin

dg =<dx, d%> ve do.do= <dx, dx>
elde edilir. dd) dual biyUkligUu bilindigi gibi ?(t) ve i(t+dt) komsu birim dual
vektérier ar%xsmdaki dual ag1, yani bu iki birim dual vektdrin birim dual kire

Uzerindeki ug noktalarinin dual kmmlanna';((t) ve ;((f+dt) birim dual
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vektdrlerine regle ylizeyde kargilik gelen komsu iki anadogru arasindaki agi ile
bu komsgu ikiﬁanadogru arasindaki en kisa uzaklik karstlik gelir.

:<d;( , dX> = <d;, dx> + 2e<dx , d§>

dual ifadesi?, ic ¢garpim olmasi nedeni ile koordinat degisimlerine karsi

dedigmezdir. Bu nedenle
<dx, dx> ve <dx,dx>
reel bUyUkldkleri de koordinat degisimlerine karsi degismezdir. Dolayisiyla

onlarin orani regle ylizeyin en basit (yani en kliglk mertebeden) diferensiyel

degismezi olur.

Tanlmj 1.4.2:

1_<dX,dx> _de.de_do
d  dx,dx> do.do do

ifadesindekif ;— buylkliglne regle ylizeyin t parametresine ait olan X

anadogrusu boyunca dagiima parametresi veya dral'i denir.

Tanim 1.4.3: Komsu anadogrulari kesisen regle ylzeylere forslar veya
acgilabilir regle ylizeyler denir.

Torslar igin dral'in sifir olmasi bir karekteristiktir. Zira,

dir. Bu ise ;(f(t) ve 5(.(t+dt) anadogrulannin kesismesi demektir. Dral'in bu tanimi -
silindirler igin gegerli degildir. Drali sifir olmayan bir regle ylzeyde komgu

anadogrutarj aykiridir, yani komsu iki anadogru bir diiziem tegkil etmez.
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—

Tanim j.1.4: X= ;((t) ,Hi(’t)“=1 ,te R regle ylzeyinde 52(’[) ve )_2(t+dt)
komsu anadoﬁrularm ortak dikmesinin, 5('(1) anadogrusu Uzerindeki ayagina,
merkez nakta{s: veya sitriksiyon noktas! denir. Bu noktalarin geometrik yerine
ise bogaz ¢izgisi veya sitriksiyon ¢izgisi denir.

Verilen bir regle ylzeyde, bitlin anadogrulan kesen bir (C) egrisi yUzeyin

dayanak egrisi olarak alinabilir.

Tamm% 1.4.5: i:f((t),”)?(t)“ﬂ ,te R regle ylzeyinin bitin
anadogrulanm dik kesen egriye regle ylizeyin ortogonal yéringe egrisi denir.
Buraya kadar ifade edilen tanim ve kavramlar (Hacisalihoglu, 1983a) dan

alinmigtir.
1.5. (;ijzgiler Uzayinda 1-Parametreli Hareketler

Tanim %.5.1: E", n-boyutiu Oklid uzayinin izometrilerinden biri f olsun.

E" deki bir {x%, O » Xp} Oklid koordinat sistemine gore f'nin matrisel ifadesi

AcO(n) ve Ce R ? olmak Uizere,

[THS ﬂ[ﬂ (1.5.1)

seklindedir. f'ye E" de bir hareket ad verilir.

Burada O{n}; nxn tipindeki ortogonai matrisierin ciimiesi ve R?; nx1
tipindeki matjrislerin cimlesidir.
Ae O(n)ﬁoldugundan
idet A=+1 (1.5.2)
dir. Eger det§A=+1 ise f hareketine direkt hareket, det A=-1 ise kargit hareket
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adi verilir.

Tanim 1.5.2: E3 Oklid uzayinda birer vektor alani V,, V,, V, olsun. Eger
her Pe E° anktaSl igin {V,, V., V;} sistemi P noktasindaki Te*(P)tanjant uzayinin
bir bazi ise bu vektdr alanian O¢listne E%de gati alani denir.

E? Oklid uzayinda her Pe E? icin sabit dogal gati alani E={E,, E,, Ej}

olsun. E de diger bir ortonormal gati alani V={V,, V,, V,} olsun.

PeE? igin,
| E, Vy
E=|E . V=|V, (1.5.3)
i Es Vs

1
olarak ahrsak, Ae O(@3) olmak Uzere,
V=AE (1.5.4)
seklinde yazilabilir.

Tanim 1.5.3: Te*(P) tanjant uzayimin dual uzayt (kotanjant uzayi),

i
elemanlar kovektdrler olan Tg? (P) = {q>p| q)p: Ted P) ineer R}

olmak Ulzere, bir

i 3 1:1
OE ——— U TEP
i orten PcE

dénﬂgi]mﬂné E? izerinde bir 1-form denir.
E% Oklid uzayinda bir gati alani {V,, V,, V,} olsun. Her Pe E® noktasindaki

dV. , (1<i<3) diferensiyelleri Te®(P) tanjant uzayina ait vektdrler oldugundan

IA

—

<l
<l

{ 1 2,\73} sistemi cinsinden ifade edilebilir. Buna gére, @;; (Pre R ,
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(i,j=1,2,3), olrfnak {izere (1.5.4) den diferensiyel alirsak, E sabit ocldugundan,

dV=dAE
olur. Burada igerekli islemler yapnldigmda
| T :
Q=dAA \
K i (1.5.5)
derse dv=qv / |
olur.

Teoren% 1.5.1: E3 Oklid uzayinda hareketli bir gatr alani {V,, V,, V3}'
olsun. O zarﬁan, her Pe g® icin dV = QV dir ve burada Q matrisi 3x3 tipinde bir
anti-simetrik hwatristir. Bu matrisin bilesenleri birer 1-formdur.

® C)kli?d uzayindaki 1-parametreli hareketlerde E® tn dogrulan regle
ylzeyler teoriisi icin 6nemlidir. Bu dogrular E? in lineer nokta ciimleleridir. Bu
ylzden e Oklid uzayini yalnizca dogrulardan meydana gelmig bir uzay olarak -
dustinecek ve bunu belitmek icin de Ele cizgiler uzayr adini verecegiz.

H ve H'%suraswla,

( P ;\71 ,\72,03},<\73,§/’j>=8”
hareketli sistemiyle ve

3{O;e1,ez,e3},<ei,ej>=8ij

sabit sistemijile meydana getirilen gizgiler uzayi olsunlar. Buna gére, H nin H'
uzayina géré 1-parametreli hareketine kisaca uzay hareketi diyerek H/H' ile

gbsterecegiz.

Tanim 1.5.4: H/H' uzay hareketinin
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matrisel ifadésinde dénmeye karsilik gelen Ae O(@3) ve Gtelemeye karsilik gelen
Ce R? matrié!eri,

A=A(t) , C=C(t)
olacak §eki|d§e bir tek reel t parametresinin diferensiyellenebilir fonksiyonlari

iseler H/H' uiay hareketine bir parametreli uzay hareketi denir.

Tanim j1.5.5: H/H' uzay hareketini belirleyen Ae O(n) ve Ce R? matrisleri
her te R igin,j
Alt+27) = A(t),
;C(t+27t) =C(1)
olacak §ekilde periyodik iseler H/H' uzay hareketine kapall hareket adi verilir.

1.5. kismina ait tanim ve kavramlar (Hacisalihoglu, 1983 b) den alinmistir.

1.6. K/K' Birim Dual Kiiresel Hareket

Ayni m{arkezli, hareketli K ve sabit K’ birim dual kirelerini sirastyla,

V‘l
V= Vz '<\7i’\71>=5ij’ V,=_\;5+£$.
| V3
| 0
ve
E,
E- Ez , <E,,Ej>=5,j, ’E,= gﬁt?,
Es

dual ortonormal sistemleriyle temsil edelim. Bu sistemler arasinda,

A=[a;t)+ea;)], R, 1<ij<3
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bir has dual c;nogonal matris (AAT = ATA =1 ve det A = +1) olmak Uzere,

;V=AE < (1.6.1)
dénisimi \j/ardnr. Eder A matrisi t parametresine goére diferensiyelle-
nebiliyorsa, bu doniligim, K dual kiresinin K' dual kiresine gére 1-parametreli
dual kUreséI hareketini (dual dénme) tek olarak belirler. K/K' ile |
géstereceginﬁiz bu harekete,

A(t+T) = A(t), T periyot (1.6.2)
ise 1-paramétre|i dual kiresel hareket denir.

(1.6.1) denklemlerinin t parametresine g6re diferensiyeli alinirsa

d\f71 0 Q45 Q43 \71
dVy | =19y 0 Qog | | Vo | s Qij=-%;  (1.6.3)

dVs | |2 Q. 0 Vs

bulunur. Bu ifadeden elde edilen denklemlere 1-parametreli K/K' dual kiiresel
hareketinin ;tL'irev denklemleri veya E. CARTAN yapi denklemlieri denir.

Burada,

0 =dAAT

ile belli olan Q =[ Q;;] matrisinin Q; ;= w;;+ ¢ w;;anti-simetrik elemanlanna da

dual 1-formlar veya E. CARTAN formlarn denir.
E. STU@DY ddnidstumiinden dolayi, yukarida verilen hareketli ve sabit dual

ortonormal sistemlere, H ve H' gizgiler uzaylarinda sirasiyla;

-

f{O;v1,v2,v3},<vi,vj>=6ij , vi=MO A v,

ve

i{0‘;(91,92,(33},\’ei,ej>=6 -é—i=M0'/\ei

ij >
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sistemleri ka@hk gelirler. M dual klrelerin merkezidir (Sekil 1.6.1). Bbylece, K
kiresinin K' Eabit kiresine g6re 1-parametreli hareketine, ¢izgiler uzayinda H

uzayinin H’ L}zayma gore 1-parametreli uzay hareketi karsihk gelir.

vy
e | H
. e
T ~
&7 e ®

Sekil 1.6.1

K kiresi Uzerinde tespit edilmis bir X dual noktasinin K' ye gére hizi
(sUrﬂklenmei hizi),

Y= Q23\71 + Qg \72*’ Q12\73

olmak Uzere,

ife bellidir.

Tan|m§1.6.1: K/K' 1-parametreli birim dual kiresel hareketinin dual 1-

formlarn Qij =-Q,, (1 <i,] <3) olmak Uzere

ji’

Tanlm; 1.6.2: K/K' hareketinde, bir t aninda, hareketli kiirede sabit kalan

dual nokta)T/a hareketin dual pol noktasi denir ve P ile gdsterilir. Ayrica
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hareket esnasinda pol noktasinin K daki geometrik yerine (P)-hareketli dual
pol egrisi, K' @eki geometrik yerine de (P')-sabit dual pol egrisi denir.

Harekef esnasinda, (P) egrisinin (P') egrisi Uzerinde kaymaksizin
yuvarlanmas;na, bu 'egrilere Gizgiler uzayinda sirasiyla karsilik gelen hareketli
pol eksen ylizeyinin, sabit pol eksen ylizeyi lzerindeki bir kayma-yuvarlanma

hareketi (yivlenme hareketi) karsilik gelir.

Eger anl pol noktasinin yer vektérini 5=E+EB ile gbsterirsek, bu

noktanin siriiklenme hizi

;dﬁ:‘l’/\l:-;

=0

olur. Buradah ¥ ile P nin gakisik oldugu sonucuna varirnz. O halde hareketin

ani dual Pfaff vektoriing, ¥ = “‘P” olmak (izere,
j‘i’:‘}‘l—’., ‘P=\|I+£—\;—IE D

seklinde yazabiliriz.
Ani dual Pfaff vekioril, diferensiyel geometrideki darboux vekiér ile ayn

roll oynamaktadlr. Yani, K da sabit bir X dual noktasi, hareketin bir t aninda

\—}; ~¥P ani ﬁdual Plaff vekiéri etrafinda ¥ =”‘¥” dual agisal hizi ile bir dual
dénme hare%eti yapar. Bu dual agisal hizin, reel ve dual kisimlari olan \pveg
degerieri ise?, H/H' uzay hareketinde, H' da tespit edilen bir X-dogrusunun, p-
ekseni (ani c?b‘nme ekseni) etrafinda sirastyla, sonsuz kigik dénme ve sonsuz

kKUgUk kayn‘ia miktarlarini g8sterir. Bu hareket, uzayin bir dénme ve bir

c'itelemesindjgn olustuguna gére (y =0,y =0 halinde), gizgiler uzayiin en

genel bir hafreketidir. O halde D-Moduldeki bir K/K' dual kiresel hareketine,
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gizgiler uzaylﬁnn en genel bir H/H' uzay hareketi kargilik gelir.

iRDELEME: 1-parametreli K/K' dual kiresel hareketin dual agisal hiz
Y=vy+ a& olmak Uzere, K/K' hareketine gizgiler uzayinda;

1. y=0 LE;& 0 ise, ani Pfaff vektériine gbtre bir dénme ve bir Gteleme

hareketi kar§1l}nk gelir.

2. w:&Oj,E:O ise, ani Pfaff vektéri etrafinda bir sirf dénme (kiresel

hareket) karsilik gelir.

3. y=0 ;_\E;to ise, ani Pfaff vektori etrafinda bir sirf kayma (dogrusal

hareket) kar§|i|k gelir.

Tanim 11.6.3: T-parametreli K/K' dual klresel hareketinde ¥ ani dual
Pfaff vektérii olmak Uzere,

-

D=a’+ea=§ ¥

ile tammianan 5 vektérine hareketin dual Steiner vektord denir.
Bu bi)’luqﬁde kullanilan tanim ve kavramlar (Hacisalihoglu, 1983a) den

ahnmigtir.
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BOLUM II

BiR KAPALI REGLE YUZEYIN INTEGRAL INVARYANTLARI
2.1. Réel integral invaryantiarn

Bir H/H‘i kapali uzay hareketinde, hareketli uzayi temsil eden

-

{P; Vi, Va, ;3} ticayaklisinin bir,
T=r(t),rt+2n)=r(t) ,te R
kapall egrisi §Uzerinde hareket ettigini varsayarak, H uzayinin tesbit edilmis bir
dogrusu, H' iuzaymda bir kapali regle yiizey gizer. Ornegin, v,-dogrusunun
gizdigi kapaﬁzll regle ylizey Uzerindeki bir noktanin yer vektérind x ile
gOsterirsek, bu ylzeyin denklemini,
Xt V) =7) +Wit) L ve R 2.1.1)
X(t+2m,v) =X(t, V)

fivall =1

ile verebilirizﬁ(SekiI 2.1.1). V4 vektérine bu kapali regle ylzeyin dreteci denir.

Sekil 2.1.1
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-

Bu duruimda V1-dogrusu, kapali regle ylzeyin anadogrusunu,‘ r=F(t)
kapah eQrivsi de dayanak egrisi‘ni gbstermektedir. v,-dogrusunun ¢izdigi kapali
regle ylizeyi (%\/1) ile gosterirsek, (v4)-kapal regle ylizeyinin bir P; noktasindan
gegen ortogorha! y6riingesinin diferensiyel denklemi;

<dx,Vi>=0 , [Vi|=1
dir. Burada (2.1.1) ifadesini kullanirsak
<dr+dv.Vq+V.dvy, V> =0
buradan,
dv=- <dF ,;;1>
butunur. Bu formiliin regle ylzeyin dayanak egrisi boyunca egrisel integrali

alinirsa,

f<dr V> = ﬁdv

elde edilir.
Tanim ?.1.1: Bir x (t,v)= F(t) + v.-\;1(t) kapall regle ylizeyi igin,

Lv1=fdv=-f <dr, vy (2.1.2)

bUyUle@ﬂnef bu kapal regle ylzeyin ag¢iim vzunlugu denir (Hacisalihoglu,
1983a).

Bu tamﬁw bize, v;-anadogrusunun, F:?(t) kapali egrisine dayanarak
kapall regle ylzeyi ¢izdiginde, kendi dogrultusunda LV1=¢dV kadar
ilerleyerek ilk konumu ile gakistigini g6sterir. Bu nedenle, v -anadogrusunun

bir P, nokta$rndan baglayan ortogonal yériinge, bir periyot sonra ayni v,-

anadogrusurju P, den farkli bir P, noktasinda keser (Sekil 2.1.1). Ortogonal
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yoringeler, :g|'k|§ noktasindan baglmélz oldugundan, 'Lv1ag|l|m uzunlugu-
kapah regle )}ﬁzeyler igin bir integral invaryanttir.

Eger l{apah regle ylzeyin ortogonal yériingelerinin bir tam devri
gbzbnlne ajlimrsa agiim uzunlugu hig bir zaman regle ylzeyin sitriksiyon
gizgisinin uzunlugunu asamaz. Fakat esitlik hali mimkindir. Eger regle
yuzeyi kapali ve agilabilir farzeder; dayanak egrisinide sitriksiyon gizgisi olarak
alirsak, o zaman, sitriksiyon ¢izgisinin yay uzunlugu, agihm uzuniuguna esittir.
Ozel olarak,;agllabilir kapali regle ylzeyin agilim uzunlugu sifir ise sitriksiyon
gizgisi bir nokta ve dolayistyle regle ylzey bir koni olur.

Simdi (v,)-kapali regle ylzeyi igin, ikinci bir integral invaryanti olan agiim ‘

agisini tanimlayahim.

Tamim 2.1.2: (v, , v;)-diizleminde bir birim vektori,

| ?{1 =CO0S chQ +sin ch3
olarak segelim. ny-dogrusu, kapal hareket esnasinda yiizeyin P, noktasindan
gegen ortogonal ybriingesi boyunca bir tcrs (agilabilir ylzey) gizsin. Yani-
torsun denklémi,

it w) = x(t) + wn (1), w,te R
olsun (Sekil ;2.2.1). Ayrica bu torsun dayanak egrisi §(t) igin ortogonal yéringe
olma sarti,

j <d-)-(’ , -\71> =0
saglansin. r{1-do§rusu bu kosullari saglamak tzere kapali hareketi esnasinda,

hareketin bfr fonksiyonu olarak degdisen ¢ agisinin bir periyotluk slredeki

toplam degisme miktarina (v,)-kapali regle ytizeyinin ag/lim agts! denir ve,
}‘v,= % d(P

egrisel integrali ile belirtilir (Hacisalihoglu, 1983a).
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Bu tanim da,segrisel integral; kapah regle ylzeyin dayanak egrisi boyunca
alindigindan, agilim agis| da regle ylzeyler igin agihm uzunlugu gibi bir

integral invaryanttir.
2.2. Dual Acilim Agisi

K/K' dual kiiresel kapal hareketinde, E.STUDY dénlisimine gobre,
hareketli sisteme siki surette bagh bir X dual noktasinin gizdigi dual kiiresel

kapal egriye, gizgiler uzayinda bir kapall regle ylizey karsilik gelir. Bu dual

noktanin yer vjektéru X=X+ 8:; olmak Uzere kapal regle ylzeyin dual vekiorel
denklemi, ‘
X=X JIXtll=1.te R

dir. |

Bu tanim bize, gizgiler uzayindaki kapali regle ylzeyleri, bu uzayin daha
geneli olan Dj—ModUlde inceleme imkani vermektedir. Ayrica bu metod, birim
dual kire Uzérinde bulunan sonuglar E.STUDY dénlsimu ile derhal gizgiler
uzayina aktarilabildigi igin, daha 6zIG bir yol benimsenmistir.

K/K' ka§a|1 hareket esnasinda (V4 , Vo, V3) hareketli sisteminin birinci
ekseni ile gizflen, bir diferensiye!lenebilir egri, H/H' kapali hareket esnasmdé
(V4. Vo, V3) hareketli sisteminin birinci ekseni ile olugturulan v,-kapall regle

yizeye karsilik gelir.

Tanim 2.2.1: K/IK' kapal dual kiresel hareketinde, hareketli sistemin

-

birinci ekseninin gizdigi kapal regle ylzey \71=V1 (), te R olsun. Ayrica

(V, , V) -dual diizieminde Vile ®(t)= o(t) + e¢ (t) dual agisini yapan,

N1 = C0S d>\72+ sin @\73
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birim dual ve;ktérijnﬂ ele alalim. Oyleki, K/K' hareketinde, hareketli kirenin V1

— -

birim dual vektdrd V1=V1 (1) kapali regle yuzeyini gizerken, Ny birim dual
vekiérine kalr§ll|k gelen dogru da bu kapali regle ylizeyin ortogonal yériingesi

boyunca bir tors (agilabilir ylizey) gizsin. Bu taktirde bir periyotiuk kapal dual
kiresel harekette D) = o) +ea(t) agisinin toplam degisme miktarina

V1 = \71 (1) kapal regle ylzeyinin dual agihm agisi diyelim. O halde bu ylzeyin
dual ag!lim agtsi

Av, ile gbsterilirse,

dir. Burada i?ntegral, \71=\71 (1) kapali egrisi tzerinden alinan bir dual egrisel

integraldir (Sekil 2.2.1), (Glrsoy, 1990a).

Sekil 2.2.1.

Tanim 2.2.1. de verilen @ agisinin d® diferensiyel degisimini, hareketin 1-
formlan cinsinden sdyle hesaplayabiliriz:

—

N4 birim dual vektéri Gzerinde kurulan dual ortonormal,

Z
]

ZlL Zl Zi
) -

[
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sistemi ile hareketli,
Vi
V= \72
‘ \73

ortonormal sistemlerini g6z 6nlne alalim. V4= N3 kabull ile,

R

&
h‘f-‘\'

I-¢

Do

' 4
24
~

<N,,V3>=cos®

n

§ﬁ1 ,\73>=cos (‘2

d)=sind

<N,,Vo>=cosd

<ﬁ2,92>=cos(g+¢)=-sin¢

ifadelerinin kullanimiyla bu iki ortogonal sistem arasindaki has dual ortogonal

matris,

‘ 0 0 1
B=lcos® -sind® 0
sin® cosd 0

olmak Uzere V ile N arasinda,
V=BN

dénislimi vardir. Buradan t parametresine gore diferensiyel alirsak V



sistemine gore hareketin denklemi olarak,
dV = dBBTV

buluruz. dBBT matrisi hesaplanirsa;

0 0 0
dBBT= -ddsin®d -ddcosd
ddcosd® -ddsind 0

o

0.0 O
= 0 0 -do

0 dd 0

34

0 cosd sind
0 -sind® cosd
1 0 0

oldugu gériliir. Bu sonu¢ dV = dBBTV olarak ifade edilen tirev

denklemlerinde yerine konursa,
dVp=-ddV, ve dVy=ddV,
veya |
dd=- <dv2 ,V3> = <\72 ,d\73>

bulunur. dV = QV tiirev denklemleri, yani;

0V =30V, (=1,23),
]:
dikkate alinirsa,
degerini yerine koyarsak,
do =-<QQ1\71+923T/3,\73>
=- Q3

bulunmusg olur.

(2.2.1)
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Teorem 2.2.1: Bir 1-parametreli K/K' birim dual kiresel hareketinden

hareketli,

sistemine siki suretle bagh bir X=X +ex birim dual vektsriintin gizdigi kapal

regle ylzeyin dual agilim agtsini Ay ile gdsterirsek,

AX= - <5 y SE>
dir. Burada 5=a+ea , dual kliresel hareketin dual Steiner vektéridir

(Girsoy, 1979).

Ispat: X=X, alarak, bu birim dual vektér Gzerinde kurulan dual

ortonormal sag sistemimizi,

o

X=X

—

-

ile gﬁsterelim.ﬁBéylece X = k’(t) ,te R, (veya ;(1 = X(1)) kapal regle ylizeyimizin

dual agiim agisini (2.2.1) den,

AX=AX1=’<dX2,X3>

seklinde ifade edebiliriz. AyricaC=[C;], 1 <ij<3 matrisi bir dual ortonormal
‘matris olmak Gzere,
X = CV

dénisimi yazilabilir. Diger taraftan, bir vektér uzayinda ortogonal baz
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dontsUimlerine karsihk gelen, bu uzayin dual uzayindaki dual baz

déntstimleri iile ilgili bir teorem D-Modul igin de gegerli olacagindan,

\ C > X
T
vV «C dX
diyagrami degisimlidir. Yani,
a=") ac’
veya }
-cac'

dir. Burada Q:[Qij] veﬁ:[ﬁij] , 1 <1i,j< 3 matrisleri, sirasiyle, V ve X
sistemlerinin E sabit sistemine gbére hareketini belirleyen anti-simetrik
matrislerdir.

Simdi yukandaki diyagrama gére,

3
2 cac)
veya |
dX5=[C1q(CopQp + C3 Q1) + C2(Cpy Qyp+ C Q)
+C13(C1Qy3+ CQs3)] X4+ [C21 (C22Qpy + C23Q4)
+C22(Cp1 Q4+ Cp39Q5,) +C23(C21 Q23+ C20Qy3) ];(2
+[C31(CQypy+ Cp3Q3y) +C33(Cp1Qyp+C23Q5)

+Ca3(Co1 Q3+ C0pQp3)l X3
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bulunur. Burédan,
<dX,, Xg>=(Cg31C - C32C 1) Qyp,
+(C33C22-C5pCp3) Qp3
+(C31C23-C33Cp) Qg4

olur. Parantezli ifadeler sirasiyle, -C,5 , C44 , C;, elemanlarinin kofaktérleri-
dirler. C = | TCij ] matrisi has ortogonal oldugu igin bunlardan biri digerinin
yerine yazilabilir.

Bu takdirde dual agilim agisi igin,
/\x=-§<d)—€2, )_23>

=-§ (C13Qq2+ C11Qpp+ C12Q5) 2.2.2)

bulunur. Diger taraftan,
‘5 = \71§ QZ3+ {/bzf 931 + Vaf Q12

dual Steiner vektori ile,
X=X;=C1;V;+C1pV,p+Cy3Vs

vektdrinl i¢ carparsak,

<D X>=--§ (CryQp+CraQy +C13Qyy (2.2.3)

bulunur. Béylece X=X (t) kapali regle yuzeyinin dual agilim agisinin (2.2.2) ve

(2.2.3) den,
Ax=-<D,X> | (2.2.4)

oldugu gc'jsterilmi§ olur.
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Gergekten,

cldugunu géé dnltne alirsak, Teorem 2.2.1 den

' ;/\V1=-<D yVi> (2.2.5)

elde edilir.

Eger (2.52.5) ifadesini reel ve dual kisimlara ayirirsak, o zaman

—

f/\v1=-<d+ea,v1+'ev1>

-

=-<6,V1>-8 <6,V1>+<E,V1> (2.2.6)

bulunur. {2.2.6) nin reel kismi (v1)-kapa§| regle ylizeyinin reel agihm agisidir,
yani

;lv1=-<d,v1>

dir. Diger taraftan, K tizerinde sabit bir noktanin dual diferensiyel hizi
d V1 = \IJ A \71

ile elde edilir.

dv1+£d:\;’1=(w+a$)/\(v1+e$1)

olup, reel ve dual kisimiara ayirirsak,

1d\'1=\i;'/\\/1

b —_

A= YAV YAV (2.2.7)

=

dir. Burada V4 = V4 + € V1 birim dual vektsri igin, V4 in vektérel momentini
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e - -

V1=OP/\V1=rAV1

yazabiliriz.

—

Bir X noktasinin diferensiye! hizi d )?1 =W A X dir. Burada ¥ = v+ e& dual

Pfaff vektérl olup, v , H/H' hareketinde ani dénmeye E , H/H' hareketinde ani
Otelemeye kar§|lnk gelmektedir. K/K' hareketinde sabit ve hareketli kirelerin

merkezleri igin,
OP=r (2.2.8)

esitlgini gézéniine alirsak

dr=y+ynar (2.2.9)
dir (Hacisalihoglu, 1972).

Eger kapali regle ylzeyin agilim uzunlugunun (2.1.2) ifadesinde (2.2.9)

esitligi kullanilirsa yani;

i1;\,1=f <dr,vy>

| =§ <SY+YAT, V>
veya

-
-» -

‘Lv1=¢ <§,V1>+¢ <Y,TAV{>
yazilabilir.
Burada, H da v, sabit dogrusunun v; ,Vi (i=1,2,3) normlanmis Plicker
dogru koordihatlarl, H/H' hareketinden bagimsizdir. Son ifade,

Lv1=<¢ W,V1>+<¢ Y, Vi>

olur veya D %f ¥ dan (v,)-kapah regle ylzeyinin bir integral invaryanti olan



acilim uzunlugu,

—

‘LV1=<d,v1>+<d,v1>

buluruz. Kapall regle ylzeyin agilim agisi ve agihm uzuniugunun bulunan bu

degerleri Ay, dual agilim agisinin (2.2.3) esitliginde yerine yazarsak,

=A,-€L
Ay =hv 8Ly, (2.2.10)

sonucunu elde ederiz. Burada, Ly, ve 7»\,1 , (vq)-kapali regle ytlizeyinin reel

integral invaryantlari oldugundan, Ay dual agiim agisi (v,)-kapall regle
ylzeyinin dual integral invaryanttir.

Boylece agagidaki iki 6nemli teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2.2: D-Modiilde bir )?:)_Z(t) , te R kapali regle ylzeyinin

agilim agis!, bu ylizeyin bir dual integral invaryantidir (Glirsoy, 1990a).

Teorem 2.2.3: D-Modiilde bir X=X (1), ||[X®)]|=1, te R kapal regle
ylizeyinin dual agiim agisini, bu yiizeyin reel integral invaryantlan cinsinden,

‘/\lex-aLx

seklinde ifade edebiliriz. £, ve A, reel sayilan bu ylzeyin, sirasiyla, agihim
uzunlugu ve églhm agisidir (Gursoy, 1290a).

Diger iéiafian, V, (1), KK kapal hareket esnasinda K Gzerinde bir V, keyfi
sabit dual noktasinin K' lizerinde dual kapal yériingesi olsun. Dual kiresel
kapali egrinin gevreledigi dual kiresel alan Fy, olsun. Dual kiiresel alan,

Fy=2n(1-n)-<D,V,>

seklinde verilir (Hacisalihoglu, 1972). Burada D dual Steiner vektdrii ve n, (P)
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pol egrisinin V, noktasindaki devir sayisidir.

<D ,\71 >yerine Ay, yazarsak

Fy=2n(1-n)-(-Ay )

Fy=2m(1-n)+ Ay

olur. Burada Ay, =%, €L, degerini koyarsak,

Fy=2m(1-n)+, -eL

Vi

ifadesini elde ederiz. BSylece agagdidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2.4: Bir birim dual kiiresel kapali X=X() egrisinin

gevreledigi Kuresel alan, bu kapal egrinin E. STUDY resmi olan kapall regle

ylizeyin agihm agis! ve agthm uzuniugu cinsinden,

{Fx=2n(1 -n)+(lx-£Lx)

-seklinde ifade edilebilir (Glrsoy, 1979).
1-parametreli K/K' dual kiiresel kapali hareketinde, hareketli dual

ortonormal sistemini 6zel olarak,

seklinde segebiliriz. Bu harekette, \71 birim dual vekidrinin kire lzerine
cizdigi, te R parametresine gére diferensiyellenebilir kapall edriye, gizgiler
uzayinda v,-y6nll dogrusunun gizdigi (v,)-kapali regle yizeyi kargilik gelir.

Diger taraftan ‘71,\72,\73 birim dual vektdrlerinin, gizgiler uzayindaki E.
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— > =

STUDY resmi olan V1.V2,V3-ybnli dogrulan (v,)-kapali regle ylzeyinin
sitriksiyon (merkez) noktasinda kesigirler. Oyle ki, V,, V4 -yonll dogrulan kapali
regle ylizeyin sitriksiyon noktasindaki sirasiyla, normal ve teget dogrultulandir

(Sekil 2.2.2).

Sekil 2.2.2

Yukarida tanimlanan hareketli \71,VZ,V3 dual ortonormal sistemine,
cizgiler uzayinda karsilik gelen hareketli 31 ,;z,vsortonormal sisteminin tlrev
denklemleri, se R parametresi (v,)-kapal regle ylizeyinin sitriksiyon gizgisinin

yay parametresi olmak tizere,

] vy 0o x 0 ||w
d —- -

as| 2 || XK 0 = V2 (2.2.11)
V3 0 -T 0 Vg

ile verilebilir. Diger taraftan b = b(s) ile verilen sitriksiyon gizgisinin tegeti ile v

arasindaki agl o oimak Uzere,

—=C0SOV4+SINCV
ds 1 3
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yazilabilir. Bﬁu denklemler, K/K' 1-parametreli dua! kiiresel harekete, gizgiler
uzayinda karsilik gelen H/H' hareketini tek tirli olarak belirtirier. Bu
denklemlerle kargimiza gikan %, t, o blydklikleri, (v,)-kapall regle ylzeyinin

bir invaryant sistemidir. Sirastyla, kapal regle ylzeyin dogal egriligi, dogal

s n
burulmast ve sitriksiyonudur. Eger '§SGS§ alirsak, kapal regle ylzeyi

parametrenin artig yéniinde yénlendirmis oluruz.

o'nin sifira yaklagimi halinde, (v,)-kapali regle ylizeyinin sitriksiyon gizgisi
sirt egrisine 66n0§m1‘3§ olur ki, bu da regle ylzeyin bir tegetler torsu (agilabilir
bir ylizey) oimasini karekterize eder. O halde, 6—0 halinde X ve t blyukilkleri
bir uzay egfisi (Sirt egrisi veya sitriksiyon g¢izgisi) nin egriligi ve burulmasi
olmaktadir. Bu ifadenden, kapali regle ylzeylerin dogal geometrisinden, 6zel
bir hal olarak, kapali uzay egrilerinin geometrisinin incelenebilecegi sonucu
gikar. |

Simdi (v4) -kapali regle ylUzeyinin, agilim uzunlugu ve agilim agisi

tanimlarini ve (2.2.11) formillerini gbz6niline alirsak,
Lv1=¢dv=-§; <d;,;1>
Ly, = ﬁ <d5,v1>ds

L, = ﬁ cos ods
ve .
kv1=§ d(p:-f <dv,,vg>

s}

I ‘-—b - —
Ay =-§ < KVi+1TVa,V3>ds
xv1=-f s

bulunur. Bbylece \71 =V, (s) kapal regle ylizeyinin dual agihm agisini,

Ay = -ftds -efcoscds

1



olarak buluruz (Glrsoy, 1990a). Béylece agadidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 2.2.5: Kapall regle yiizeyin toplam dogal torsiyonu, ftds ve

sitriksiyon gizgisinin ¢izilme hizinin anadogru Uzerindeki toplam izdisimii

fcoscds olmak Uzere (vq)-kapall regle ylzeyin dual agihm agisi dogal

burulma ve sitriksiyon cinsinden,

Ay = -%tds -efcoscds
1

seklinde ifade edilebilir (Hacisalihoglu, 1983a).
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BOLUM IIT

BIR KAPALI REGLE YUZEYIN INTEGRAL INVARYANTLARI
| ARASINDAKI BAGINTILAR

3.1. Integral Invaryantlar ve Aralarindaki Bagdintilar

Bir 1sin kongrianst, X birim dual vektori u ve v reel parametrelerinin

— -

X=x(u,v)+e—;’(u,v)

seklinde bir vektérel fonksiyonu olarak yazilabilir. Kongriiansin bir kapal regle
ylzeyini

X=X(uv), u=u@t) , v=v{t),X°=1,te R
olarak segebiliriz.

Vi({)=X(t),te R alalim, 0 zaman

Vi) =X(t), Vo= V3=ViaV, (3.1.1)

-

birim dual vektérlerinin E.STUDY resmi olan ;1 ,Vz,vs - yonlG dogrularn (v4)-
kapali regle ylizeyinin sitriksiyon (merkez) noktasinda kesisirler ve bu vektérier
(1.6.3) dehklem!erini saglarlar. Biz birde (1.6.3) denklemlerine wq,#0
§art|ni ilave edersek, v4(t) = x(t) kapal regle ylzeyi silindir veya koni olamaz.
Cunkd,

1 _do ds_ O

d dp 95 o,

bir kapal regle ylizeyin dral'idir. w, = 0 olmasi halinde regle ylzeyi silindir

veya koni tanimlamaktadir.



ds = w45 (t) dt degderini (1.6.3) de yerine koyarsak

; Vil To Kk o ]|V
as|Vel=f KO T \_{2 (3.1
: Vj 0O -T O A
buluruz, buréda K=k+ek ve T=t+et dir. (1.6.3) ve (3.1.2) den
dv, V

‘?=-Q12V1+Q23V3 ve d—sz=’KV1+TV3

dir. Buna gﬁfe;

Qo5 (t) dt = Tds

Qs (t)dt=T. @y, (1) dt
olur, buradan
_ 25 ()

Wy, (1)

T

bulunur. Ayrica,
dv, - -
5 = Q2Va+QizVs ve —L=KVp
oldugundan
'Kds = Q5 () ot
Koy, (t) dt = Q5 (1) dt
olur, buradan
Q45 (1)

@42 (1)

bulunur. BéIme yapilirsa

1ae w42 (1)
Wy, (1) Wy, (1)

K Gyp(t) +E 0o (1)

- = W42 , =W
elde edilir. O halde K=k +ek =1 +e—=, T = Qu3/my5(t) dir. Burada k = —=
®12 @12

4,20 olup, bu ise (vy)-kapali regle yizeyin dagiima parametresidir.

46

2)
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— [4)] ' - - -
ds = wy, dt ve K =12 oldugundan, ®2=K.®4, olur. ds= w0t
@y

oldugundan, ds=kds bulunur. dS =ds +eds = (1 + k) ds dual yay uzunlugu

parametresi olarak alinir ve ds = kds nin integrali hesaplanirsa

§=fsids
0

yazabiliriz. Bu sebepten s , s reel parametresine baghdir. Béylece v,(s)-kapali
regle ylzeyi S=s +¢s dual yay parametresi ile verilir.

Diger bir yolla, X = X (u,v) , u,v € R dogru kongriians!

; u_ v _
X=X(U,V),X*=1,U=u+e[ kidu,V=v+e| Kidv  (3.1.3)
\ 0 0

seklinde U=u+eu,V=v+ev dual parametreleri ile verilebilir.
kq(u) = —0312/(1)12 Wy (U) 20 Ko (V) = 612/(012 , 04, (V) 2 0 kapah regle ylzeyinin
dagiima parametreleridir. v= sabit ve u = sabit (kongruansi asli yizeyleri) ve u,
v sirasiyla, kongrﬁanéln bu yiizeylerin kiiresel géstergelerinin reel yay-
uzunlugudurlar.

Burada uvev, u ve v reel parametrelerine bagh oldugundan (3.1.3)
denklemi u ve v reel parametrelerine sahiptir. Yani, R3 de bir dogru koordinati
gOsterir.

Diger taraftan, (3.1.1) ve (1.6.3) den, yani; tirev denklemlerinden

de= 921 \71 + Q23\73

dir. lki tarafi V3 ile i¢ carparsak,

‘<d\72,V3>=<921 \71+QZ3 \73, V3>
=0y

- V““’ - — -
olur. Vo= — 1 ve Va=V;AV, degerleri yerine konursa

li Vil
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(VA R
Q=<d|——|, V{aV,>
V4l
Y
= _:I < V', Via MRS
IVl V4l
1 o7 _’l _’"
=—7 V1, V1, V")
V4 i

yazabiliriz. Tanim 2.2.1 ve (2.2.1) den (v4)-kapah regle ylizeyinin dual agihm

acts!
Vv ,V' ,
/\V1=§§<dV2,V3> § Qyydt=§ V. Vs ; 1)dt (3.1.4)
IV
dir. Biliyoruz ki, dual birim kirenin Gauss-Bonnet formul{,
V V" 3.1.
ffdA+45 Lk ) gt-2n=0 (313)

IIVHH
dir, burada dA dU . dV dual birim klre (Uzerinde dual alan elementidir

(Blaschke, 1949). (3.1.4) ve (3.1.5) denklemlerinden

f fdA+/\v1-27t=0

veya

Ay =2n-[ [dA

yazabiliriz, burada [ [dA=Ay=a, +ea,,, (v;)-kapall regle yizeyin
kiiresel gbstergesinin dual kiresel alanidir. Bbylece asagidaki teoremi elde

ederiz.

Teorem 3.1.1: (v4)-kapal regle ylzeyinin dual agilim agisi, ylzeyin

dual kiresel resminin dual kiiresel alanina karsihk gelir (Girsoy, 1990a).

Ay =2n-A
vy v (3.1.5)
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(3.1.5) ifadesini reel ve dual kisimlara ayirirsak,

Ay, = Ay €L, =(2m-a, )-¢eay,

veya
Ay=2m-a,, LV1=5\,1 (3.1.6)
yazabiliriz.
Diger taraftan, (3.1.3) denklemlierinden
dA=dU.dV=(1+¢ekq) (1 +ek,)dudv
=[1+e(ks+kp)] da
=da+e(ki+ky)da
yazabiliriz veya esitliklerin integralinden,
Avy=f fdA={ [da+ef [ (ky+k;)da
=a,+2 [ [ k*da (3.1.7)

buluruz, burada k* = (k1 +kz)/2 ye V; (u,v)-dogru kongriiansinin ortalama
dagiima parametresi denir ve da = du . dv reel birim kiire Uzeriﬁde alan
elementidir.
(3.1.6) ve (3.1.7) denklemlerinden
L,=2a,=2f fKk'da (3.1.8)

yazabiliriz. Bdylece asadidaki sonuglan ifade ederiz.

Sonug 3.1.1: (v4)-kapali regle yiizeyinin kiresel gdstergesinin reel
kiiresel alani ve agihm agisi arasinda

Ay =2m-ay (3.1.9)

badintisi vardir.

Sonug¢ 3.1.2: V; (u,v)-dogru kongriansinin ortalama dagiima
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parametresi ve (vq)-kapali regle ylzeyinin agilim uzunlugu arasinda
t,=2 [ [k da (3.1.10)

bagintisi vard|r.
Vy (1) =‘v1(t) + € vy (t) birim dual vektorii, birim dual kiire ylzeyinin dig
normali olmak Uzere, V,(t)-dual kapali egrisinin dual geodezik egriligi
_ (\7 ’Vv ’v" )
Gy=0y +€gy=—"—" . ! S (3.1.11)
Vi
ile verilir (Blaschke, 1949). Bdylece (3.1.4) ve (3.1.11) denklemlerinden

asagidaki teoremi elde ederiz;

Teorem 3.1.2: (v4)-kapali regle ylizeyinin dual agilim agisi, ylzeyin

klresel gdstergesinin toplam dual geodezik egrilerine esittir.
/\v,=¢ Gy,at (3.1.12)

(3.1.12) ifadesini reel ve dual kisimlara ayirirsak ve (3.1.9) ile (3.1.10)

denklemlerinden asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.1.3: (v4)-kapalh regle ylizeyinin kv1 »7‘v1' g\,1 ,anv1 invaryantlari
arasinda asgagidaki bagintilar saglanir (Girsoy, 1990 b).
Mry=¢ gydt . (i), =¢ gyt

(i) § gy dt=2n-a, , (v) § gy, =-2f [Kk*da  (3.1.13)

(3.1.9), (3.1.10) ve (3.1.13) ifadeleri, (v4)-kapalt regle ylizeyinin reel
invarvantlannin yeni geometrik yorumlandir. Ozellikle, (3.1.9) ve (3.1.10) ?LV1
acihm agisi ve LV1 acilim uzunlugu, sirasiyla, kiiresel géstergenin av1 alani ve
V, (u,v)-kapal dogru kongriansimin k* ortalama dagima parametresine
karsilik gelir. Ayrica (3.1.13) de (v4)-kapah regle ylzeyinin reel agilim agis bu

yUzeyin klresel resminin toplam geodezik egriligine esittir. (3.1.13) n (iii)
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ifadesi, geodezik egrilik ile kiresel kapali egrinin alani arasindaki iligkiyi

gbsteren &nemli bir formulddr.

Teorem 3.1.3: Eger R3 de x ve y-dogrulari, kapal uzay hareketi
esnasinda ayni aciiim agth iki kapall regle ylzey gizer ise, 0 zaman bu
ylzeylerin kiresel gostergeleri birim kire lizerinde esdeger ylizey alanlarina

sahiptirler. Teoremin tersi de dogrudur.

Ispat: Eger, (x) ve (y) -kapah regle yuzeylerinin agihm agilan esit ise o
zaman (3.1.9) denkleminden
‘lx=)~yc> 2n-ay=2n-a,
e ay=a,
dir.

Bélim 3 ln bu kismindaki sonuglar ve teoremler (Giirsoy, 1990 b) den

alinmigtir.
3.2. Integral Invaryantiarla ligili Bazi Sonuglar

K' sabit birim dual kiresi Uzerinde diferensiyellenebilir bir e kapali edrisi
segelim. K hareketli kiiresinin bir byUk dairesi Uzerinde, tesbit ettigimiz 6=
sabit uzunluklu \7?V1 dual yay pargasinin, V,ve V ug noktalarini, e egrisi
Uzerinde (veya es alanh iki kapali kiresel egri (izerinde) hareket ettirirsek, bir
K/K' 1-parametreli dual kapal kiresel hareketi tanimlamig oluruz. 6 = \Z\V1
dual yay pargasini sabil iultugumuza gore, bu nareket yalmz baglangigta K' de
sececedimiz e edrisine baghdir.

K/K' hareketinde, 6= sabit uzunluklu dual yay zerinde tesbit edecegimiz
bir X dual noktasinin hareketini inceleyebiliriz. Hareketimiz kapal oldugundan,
X dual noktasinin bir kapall y8riingeye sahip oldugunu hemen séyleyebiliriz

(Sekil 3.2.1).
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Sekil 3.2.1

K/K' hareketinin gizgiler uzayindaki, karsiligi olan H/H' hareketini verelim.
Y= sabit uzunluklu dual yay pargasinin V,ve V, ug nokialarinin e egrisi
Uzerinde (veya es alanlh iki kapali kiresel egri Uzerinde) hareketine, ¢izgiler
uzayinda, bir L dik hiperbolik dogru kongriansimin (iki parametreli dogru
ailesi), (v1)-kapal| regle ylizeyi lizerindeki kapall hareketi karsilik gelir. Oyleki,
bu kongriansin odak g¢izgisi, (vi)-kapali regle yizeyinin v vev, -

anadogrulanna, F ve F noktalarinda diktir.
: N\

= sabit uzunluklu Vi V1 dual yayi Gzerinde sectigimiz X dual noktasina

ise, bu kongriiansin odak gizgisine dik bir x-1gin1 karsilik gelir. Oyleki, V1 ite 61

dual vektérieri arasindaki X = X4 + Z, dual agist sabit segildidi igin, x-isint v4-

anadogrusu ile 84 reel agisini yapar ve ondan 8 1 uzakh§indadir. Ayni sekilde,

v, - anadogrusu ile 6, reel agisini yapar ve ondan 62 uzakhgindadir. Burada

T,=0,+E0 Ve, =0,+e0,,5=(8,+ 0,)+e(0+ 6,)dir. (Sekil 3.2.1).
Simdi 1-parametreli kapal kiresel K/K' hareketinde, X,V,ve V; dual
noktalarinin ¢izdikleri kapali regle ytzeylerin dual ag¢ilim agtlarini

hesabedelim.

—

X = X(t) kapali regle yilzeyinin (veya kapall kiresel egrinin) dual agihm
agst,
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(3.2.1)
dir.
\71 = VT(t) kapali regle ylzeyinin dual agiim agisi,
Ay=-<D. Vs>
='§ P23 (3.2.2)
dir.
61 =v1(t) kapall regle ylzeyinin dual agilim agisi,
AV1= -< 5 ,-\—71>
=-<5,Cos (Z1+22)V1+sin (Z1+22)V3>
=s.in(z1+>:2)§921 - cos (2,+>:2)§923 (3.2.3)

bulunur. Burada V,ve V, dual noktalar, ayni kapall e egrisini bir parametre

farkiyla gizerler, bunun igin Ay = Ay, alinabilir. Ayrica (3.2.1) ifadesini (3.2.2)

ve (3.2.3) ifadesinde yerine koyarsak,

ve

Ay = sin(21+22)i§921 + Ay, cos(Z +ZX,)

butunur. Bu .ifadelerde, bizce, bir geometrik anlami olmayan §921 ifadesini

yok edebiliriz. Bbylece, ikinci ifadeden elde edilen,
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fQ /\V1[1 -COS (Z4+Z,)]
E T sin(E+3,)

degeri ikinci denklemde yerine konursa,

Ay I -cos(Z+Z;y)]sinZy

Ay=Ay COSX, +
XoTWh Sin (T, +Z,)

Ay CosZsin(Z +Zp)- Ay SINZ 008 (E +Z,)+ Ay SinZ,

Ax= ,
sin(@,+Z,)
ve
sinZ,+sinX,
sin@4+Z,)

Ax= Ay, (3.2.4)

- — —

ifadesi bulunur. X=;((t) ve Vi=V4(t) kapah regle yUzeylerinin dual agilim

agilar arasindaki bu bagintidan, sin(0,+€04) ve cos(6,+e0;) dual -
fonksiyoniarinin 0= (0,0) dual noktasindaki Taylor agilimlari:

cos (9, +e§1 )=cos 6, -851 sin @,
sin (0, +€04) =sin6, +e0,cos 0,
ifadelerinin kullaniimasiyla

A, sin 8,+sin6, (3.2.5)
A sin(94+06,) o

Vi

oranin sabit oldugu gosterilebilir, yani hareketten bagimsizdir ve (3.2.4)

ifadesinin dua! kisimlannin esitiginden
sin@,+sin6, A\ (51 sin 62+525in 8,)[1-cos(6,+6,)]

Ly=Ly, — v
" sin(e,+8,) sin®(0,+6,)

(3.2.6)
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bagdintisi sadlanir, burada £, , A, Lv1 , &, (x) ve (v4)-kapah regle ylzeyinin

vy {
integral invaryantlaridir ve 64, 6, ile 51 ,52 , X, V4 ve vq-ydnii dogrulart
arasinda, sirasiyla, sabit agilar ve sabit uzakhklardir.

(3.2.5) ve (3.2.6) sonuglarina ilave olarak, bu denklemleri (3.1.9) ve

(8.1.10) ifadelerinde yerine koyarsak, asagidaki sonuglari elde ederiz;

Sonu¢ 3.2.1: a, ve a,_ , (x) ve (v,)-kapal regle ylzeyinin kiresel
X V1 1

gostergeleri ile simirli kiiresel alanlar olmak {zere,

Ay 2m-a, sinB,+sinb,

lv1—2“'av1— sin(6,+06,)

(3.2.7)

orani sabittir, yani bunlar hareketten bagimsizdir (Girsoy, 1979).

9, = 8, alinmasi halfinde (3.2.5) denkleminden
7\'X

Ay, sin(6;+8,) cos 6,

sing, +sind, 1

bulunur. Buna gére, (3.2.7) den

Ay 2m-ay, 1

A, 2T-8v, cos 0,
1

esitligini yazabiliriz (Glirsoy, 1990a).
Bu sonug¢ daha sonra verecegimiz A. Holditch teoreminin farkli, bir ifade
edilmigidir. Ayrica (3.2.6) ifadesinin iki tarafini A, 'e bélersek agagidaki sonug

bulunur.

Sonug 3.2.2: (x) ve (v,)-kapal regle ylzeyleri igin,

f.a_i-“'aw e1sin62+ezsin61)[1 -cos(e1+92)] (3.2.8)

Ay Ay, 27 sin®(6,+0,)
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bagintisi saglanir.
0, = 6, 6zel halinde, (3.2.6) denklemi igin

sin 81+éin 8, N (61sin 62+625in91)[1 -cos(91+62)]

L.=L, : v
"sin(0,+0,) C sin®(8,+0,)
"cosey; T 2 cos”e,

cos 84

sonucu elde edilir. Bdylece asagdidaki sonug ifade edilir.

Sonug 3.2.3: (x) ve (v4)-kapal regle ylzeylerinin integral invaryantian

arasinda

i_ —
1 (914'92)
L, = L, -\, ——=,

bagintisi vardir.

8, = 8, ye ilave olarak (x) ve (v,)-kapall regle ylzeyleri agilabilir iseler bu
halde (x) ve (v,)-kapah regle yUzeylerinin agiim uzunluklan sirasiyla, bu
yUzeylerin sitriksiyon gizgilerinin uzunluklarina esittir. (x) ve (v,)-kapall regle
yUzeylerinin sitriksivon gizgilerinin uzunlukian sirastyla, b, ve b,, olmak tzere,

(3.2.6) ifadesinin Ly, ‘e boéliminden,

L 1 Kv (151+52)tg 9,

vy COSG1 Lv1 2
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olur. Buradan,

1 Ly KV1 (614'—9—2%991

cos6, Ly, Ly, 2
oldugundan, (3.2.7) ifadesini de gozénine alirsak,
{  2n-a, b, 2x-a, (8;+67tg6,

= =—+ .
cosg, 2%-ay, by by 2

(2n-av1)ca1+52)tg 0, 1
2 " cos ),

X

by+

-1
=5,

vy

bagintis1 elde edilir. Béylece asagidaki sonucu ifade edebiliriz.

Sonug¢ 3.2.4: (x) ve (v,)-kapah regle ylzeyleri igin, A, ,a,, b, ve

Ay @y, by arasinda,

(2n-av1)(61+52)tge1 _ 1

1,
2m-ay, by | 2 cos 8,

(3.2.10)

vy

bagintilar vardir.

-

-~ V‘ —_ - —
Eger uzay hareketinde \V1,V2=l~|—:~1—“—,V3=V1AV2 hareketli
V'y

ortonormal sistemini alirsak, o zaman Uglin{in eksenleri, (v,)-kapali regle
ydzeyinin v, - Ureticinin sitriksiyon noktasinda kesigir. Keza, v, ve vy, sirastyia
sitriksiyon noktasinda ylzeyin normal ve tegetidir.

b=b(s), (v,)-kapal regle ylizeyinin sitriksiyon gizgisi olmak Uzere,



58

—

db - . —_
G = COSOVi+sinovy

d (3.2.11)

dir, (v4)-kapali regle ylzeyinin K(X> 0), T, o dogal invaryantlarina sirastyla,
(v4)-kapali regle ylzeyinin dogal egriligi, dogal torsiyonu ve sitriksiyonu denir.
Burada s (v,)-kapall regle ylzeyinin sitriksiyon gizgisi ve s*;ve s*3 sirasiyla,
(v4) ve (v;)-kapall regle yUzeylerinin kiresel gbstergelerinin uzunluklari olmak
Uzere,

K=ds*{/ds,t1=ds";/ds
dir.

(v4)-kapah régle ylizeyinin agim uzunludu ve agihm agisi (2.1.2), (2.2.1),

(2.2.11), (3.2.11) denklemlerinden,

Lv1=-¢ coscds,kv1=f 1ds (3.2.12)

dir ve (v;)-kapalt regle ylzeyinin kiresel gstergesinin uzunlugu

s'3=§ [Vads=¢ tds (3.2.13)

dir, buradan (v,)-kapall regle ylzeyinin agilim agisi

dir.

Boylece, (3.1.9) ve (3.2.13) denklemlerinden asadidaki teoremi elde
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ederiz.

Teorem 3.2.1: (v,)-kapal regle ylzeyin invaryantiar arasinda,

(i) Ay =53, (i)a, =2n-s"3,

1

(i) § ©ds = 2x-a,, (3.2.14)

bagintian saglanir, burada av1ve§tds sirasiyla, gbsterge ile sinirh, birim
kirenin ylzey alaninin 6lgtsi ve (v,)-kapah regle ylzeyinin toplam dogal
torsiyonudur (Gursoy, 1991).

Asikar ol'arak, eger 7»\,1=0 ise, 0 zaman (3.1.9) dan, a, =2x dir. Yani,
(v4)-kapal regle ylzeyin g@stergesi, birim kire ylzeyini egit alanli iki pargaya
ayunr. |

(3.2.14) ifadesinden,

lv1=0¢:>s*3=0¢=>ftds=0wav1=21t

yazabiliriz. Buna gdre, asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.5: (v4)-kapali regle ylzeyinin agilm agis! KV1=0 dir.
& (vg)-kapal regle ylizeyinin gbstergesinin uzunlugu s*; = 0 dir.
< (v4)-kapali regle ylizeyinin toplam dogal torsiyonu% 1ds=0 di.
< (v4)-kapall regle ylzeyin gbstergesi, birim kire ylzeyini egit alanl iki
pargaya ayirir (Girsoy, 1991).

Diger taraitan, (2.2.1) ve (2.2.11) denklemlerinden, (v;)-kapal regle
ylzeyinin acilim agisi

xv3=9‘§ % ds ~ (3.2.15)

dir ve (v,)-kapali regle ylizeyinin kiresel géstergesinin uzunlugu,

s'1=§|vi]ds = § xas
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veya (3.2.15) den,
Mff %ds = s*, (3.2.16)

yazabiliriz.

(3.2.16) da goraldugu gibi, (v4)-kapah regle ylzeyinin kiresel
gdstergesinin uzunlugu ile toplam dogal egriligi ve (v;)-kapal regle yizeyin
acilim agisi aynidir. Bu sebepten, (3.2.16) ve (3.1.9) dan asagidaki teoremleri

elde ederiz.

Teorem 3.2.2: (v,)-kapal regle yiizeyinin toplam dogal egriligi fﬂ(ds
ve (vz)-kapall regle ylzeyinin kiresel g0stergesi ile tanimlanan kiresel
alaninin 6lgusl av, olmak Uzere,

() Ay =s"1, (i)ay, =2r-s",

(i) § xds =2n-a,, (3.2.17)

bagintilar saglanir (Girsoy, 1991).

Agikar olarak, (2.2.1) ve (2.2.11) denklemlerinden, hareketli tgli sistemin
ikinci ekseni ile olusturulan kapal regle ylizeyin agthm agisi lv2= 0 dir. Buna
gore (3.1.9) dan, a, = 2x dir. Yani, (v,)-kapal regle yUzeyin g&stergesi birim
kire ylzeyini esit alanh iki pargaya ayinr.

Eger, (v,)-kapal regle yUzeyinin agihim agis| 7&\,1= 27 ise, 0 zaman, (3.1.9)
dan a, = 0 olur. O halde (v,)-kapali regle yizeyi bir silindirdir. Béylece (3.2.14)

den asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 3.2.3: (v,)-kapail regle ylzeyinin agihm agsi 7»\,1= 2w dir.
& (v4)-kapall regle yizeyinin gbstergesinin uzunlugu s*; = 2z dir.
< (v4)-kapali regle ylzeyinin toplam dogal torsiyonuf 1ds =2n dir.

& (v4)-kapali regle ylzeyi bir silindirdir (Glrsoy, 1991).
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(v4)-kapali regle ylzeyinin klresel gbstergesinin geodezik egriligi
pg=(V1,V'1,V"1) (3218)

dir (Blashcke, 1949) ve (2.2.11) denklemlerinden, (v,)-kapali regle ylzeyinin

dogal torsiyonu

_(v1,v'1,v"1)

- |2
1]
¥

ve (v,)-kapall regle ylzeyinin g&stergesinin uzunlugu,

2
§*,= fﬁ A s+ ds (3.2.20)

T

(3.2.19)

dir.
Gordldigu gibi, (3.2.19) ve (3.2.20) denklemlerinden

1=0&py=0

yazabiliriz. Yani dogal torsiyon (v,)-kapall regle ylzeyi Gzerinde sifirdir ancak
ve ancak (v,)-kapal regle ylzeyin gbstergesi bir geodezik egridir. Eger t=0
ise, 0 zaman (3.2.20), (3.2.16), (3.2.14) ve (3.2.19) denklemlerinden,

s*2=¢ Kds=s"y=A,

ve (3.2.12) den 7»\,1=0 ,ay, =27 yazabiliriz. Bu sebepten su teoremi elde

edetiz.

Teorem 3.2.4: {V, ,32,33} hareketli sistemin vq (s) birinci ekseni ile
olusturulan (v,)-kapah regle ylzeyi igin,

1=0@py=0=s"3=8"1=4, =i, =02, =21 s*3=0 (3.2.21)

ifadeleri sadlanir (Girsoy, 1991).
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(vq) ve (v;)-kapall regle ylzeylerinin dagiima parametreleri sirasiyla,

3= 512(0 ve 8,= coso olmak Uzere, (3.2.12) den (v4)-kapal regle ylzeyinin

T

acihm agist ve agihm uzuniugu,

2
Ly=-fN1-8,%ds A, = oCds, 5,20 (3.2.22)

83

yazabiliriz. (3.2.22) ifadelerinden (v4)-kapal regle ylzeyinin reel integral
invaryantlan ve diger integral invaryantlan arasinda bagintilar verilir. Keza,

(3.1.10), (2.2.1) ve (3.2.22) denklemlerinden asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 3.2.6: V,(u,v)-dogru kongriansinin asli ylzeylerinin dagiima

parametreleri du , dv olmak Uzere,
[ f (8u+8)dudv-¢ A1 -afxzds=o

CoOsS o

ay,=2n-§ ds,8,%0 (3.2.23)

3

bagintilan saglanir (Glirsoy, 1991 )..

—>
-

(3.2.11) de, eger o = 0 ise, 0 zaman %= vy dir. Yani regle ylzey (v,)-
kapal regle ylizeyinin b(s) sitriksiyon gizgisinin teget regle ylzeyi (tedetsel
tors) olur. Béylece {v,)-kapali regle ylzeyi agilabilirdir. Keza, v, ve v; sirasiyla,
sitriksiyon ¢izgisinin asli normal ve binormal vekiérieridir. Bdylece, =0 olmasi
durumunda (v;)-kapal regle yizeyinin K, t dogal invaryantlan sirasiyla, b(s)
kapall uzay egrisinin K egriligi ve t torsiyonu olarak, klasik invaryantiari olur.

Bu durumda, b(s) sitriksiyon ¢izgisi, kapal uzay egrisi olarak alinabilir.
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Bu nedenle, agilabilir kapali regle ylzey, sitriksiyon gizgisi ve kapali uzay
egrisi Uzerinde galisma yapmak mimkindar.

Simdi ¢ = 0 olmasini g6z6niinde bulunduralim. Yani, (v,)-kapali regle
ylzey verilen {g¢inct simif kapah uzay egrilerinin tedet regle ylzeyidir.

Boylece (3.2.14) ve (3.2.17) ifadelerinden agadidaki sonuglar elde ederiz.

Sonu¢ 3.2.7: Verilen kapali uzay egrisinin teget ve binormal regle
ylzeylerinin agihm agilari, sirasiyla egrinin binormal ve teget gostergelerinin

uzunluklarina egittirler; yani

dir (Glrsoy, 1991).

Sonug 3.2.8: Verilen kapah uzay egrisinin teget ve binormali ile
tanimlanan, kiiresel alanin 0iglisl sirasiyla,

ay,=2n-s"z,a, =2n-s"

dir (Giirsoy, 1991).

Sonug 3.2.9: Verilen kapah uzay egrisinin toplam egriligi ve toplam
torsiyonu, sirastyla,

¢ xds=2r-a,,f tds=2n-a,,

dir (Glrsoy, 1991).

. J.2 2 o
Eder x=1ise 0 zaman, S 2=:ﬁ X +1t ds kapal uzay egrisinin asli
normal regle ylizeyinin g&stergesinin uzunlugundan ve Sonug 3.2.7, 3.2.8 ve

3.2.9 dan,



$,=Y2¢ xds=V2§ 1ds

dir. Buna gére su sonucu elde ederiz.

Sonug 3.2.10: Asagidaki ifadeler saglanir (Gursoy, 1991),

K= T= av1= av3<:$ lv‘= >\/V3<=> 5*2/ﬁ= S*1 .

Agikar olarak, Sonug 3.2.5. den agagidaki sonug bulunur.

Sonug¢ 3.2.11: Verilen kapal uzay egdrisinin tedet gdstergesinin agilim
agisi lv1=0d|r© egrinin binormal go&stergesinin uzunlugu s*;=0dIr.
egrinin toplam torsiyon ftds = 0 dir. < teget gdstergesi, birim kire ylizeyini
esit alanl iki parcaya ayirir, yani av1 = 2n dir (Glrsoy, 1991).

(2.2.1) den kapah ylzey egrisinin asli normalinin agilim agisi kv2= 0 dir.

Bu sebepten (3.1.9) dan, a, ,= 2n dir. Asikar olarak, bunun terside dogrudur.
3.3. Holditch Teoreminin Bir Geneliestirilmesi

A. Holditch teoreminin, gizgiler uzayinda H. HACISALIHOGLU tarafindan
yapilan bir genellemesinde, kapali regle ylizeylerin agilim uzunluklarinin £,/2,
oraninin, hareketten bagimsiz oldugu g6sterilmistir. Bunun benzeri olan bir
diger hareketten bagimsiz oran, kapah regle ylzeylerin agilim ag¢ilart arasinda

da vardir. Bunu bir teorem olarak ifade ve ispat edebiliriz.

Teorem 3.3.1: K/K' hareketinde, = sabit uzunluklu dual yay pargasinin
uzerinde segilen, X ve Y dual noktalarinin ¢izdigi kapal yértungelere, H/H'
uzay hareketinde kargilik gelen kapalt (x) ve (y)-regle ylzeylerinin agiim

agiannin,
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orant hareketten badimsizdir (Hacisaliho§lu, 1983a).

ispat: X in Vyile V, noktalarina olan dual kiiresel uzakliklarini £, ve ,,

Y nin V,ile V1 noktalarina olan dual kiresel uzakhklarini 51 ve 52 ile
gosterelim. (3.2.5) ifadesinden (x) ve (y)-kapal regle ylizeyleri igin,
sinX,+sinX,

*sin(Z,+2,)

v

Vi

ve

sinX;+sinX,
hy=

Vi

Sin( 51 +52 )
yazilabilir.
- —
Z1+22= 21 +22=V1V1
oldugundan, bunlarin reel kisimlari igih,

sin(}.‘.1 +Zz)= sin (51 +£2)

yazilabilir. Dclayisiyla,

;\'X

sinZ +sin X,
Ay sinZi+sinZ,

N\
bulunur. Bu ise A, /A, oraninin sadece X ve Y dual noktalarinin V4V dual yay!

Uzerindeki segiisine (ya da x ve y 1sinlarinin L dik hiperbelik kengriansindaki

segiliglerine) bagh oldugunu ve H/H' hareketine bagh olmadigini gbsterir.
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