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OZET

Bu c¢alismada, kaos kosullari gesitli bakimiardan irdelenmeye
cahgilmistir. Insa edilen alti érnek yardimiyla kaosun baslangi¢ sartlarina
hassas bagimlihk, topolojik gegisgenlik ve periyodik noktalarin yoguniugu

seklinde genel kabul géren ¢ temel kogulun badimsiziigt gosterilmistir.

Bunun disinda kaosun, fonksiyonlarin denkligi altinda invaryant
olmadigi goésterilmig, ancak invaryanthk igin yeter bir kosul verilmistir. Diger
yandan kaosun ikinci kosuluna alternatif olarak alinan yogun bir orbitin
varhig: ile topolojik gegisgenlik arasindaki gerektirme iligkileri Gzerine ikKi
teorem verilmis ve nihayet baslangi¢ sartlarina hassas bagimhihk ve
periyodik noktalarin yogunlugu kosullarinin iki fonksiyonun carpimina
tagindi@ ispatlanmig, topolojik gegisgenligin tagmmadtél ise bir kargi 6rnek

yardimiyla gosterilmigtir.



SUMMARY

In this work, we tried to analize the conditions of chaos from various
points of ‘view. By the help of six examples, constructed in the thesis, we
showed the independence of generally accepted three conditions of chaos
which are: sensitive dependence on initial conditions, topological transitivity

and density of periodic points.

in addition, it is shown that the chaos is hot invariant under the
topological equivalence of functions, however; we have given a suff‘icient
condition for the invariance. On the other hand we proved two thecrems on
the implication relations between topological transitivity and the existence
of dense orbits which is an alternative condition to the second condition of
chaos. At the end it is proved that the condition of sensitive dependence
on initial conditions and the density of periodic points behaves well under
the multiplication of functions, but the topological transitivity does not, as

shown by an example.
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1. Temel Tanimlar

Aksi belirtilmedikge, (X,d) ikilisi bu calismada bir metrik uzay! gdste-

recektir.

Tanim 1.1 : f:X— X fonksiyonu verilsin, f nin kendisiyle n defa bileskesi

n
t" ile gosterilir, yani f =fofof..f dir.

n defa

Tanim 1.2 : xe X noktasinin yoéringesi
X, 1), 12 (X), o s 7 (X), o

seklinde verilir.

Tanim 1.3 : f altinda hareket etmeyen yani f(x) = x seklindeki bir xe X

noktasina f nin sabit noktast denir.

Tanim 1.4: f altinda belli bir stre sonra kendine dénen bir noktaya

periyodik bir nokta denir:f" x)=x (p>0) (p ve periyot bu 6zellikteki en
kiguk pozitif p ye asal periyot denir).

Tanim 1.5: Bos olmayan herhangi iki U,Vv&=X agik kiimesi igin,fk(U)nV;t@
olacak sekilde bir k>0 saytsi bulunabiliyorsa, f ye X U(zerinde topolojik
gegisgen bir fonksiyon denir. ‘

Eger bir f fonksiyonu topolojik gegisgen ise, keyfi iki agik kiime
verildiginde, iterasyon altinda bu agiklarin birinden digerine giden noktalar

vardir.

Tanim 1.6: f nin baslangi¢ sartlarina hassas bagimli olmasi demek, &yle bir
e >0 sayisimin mevcut olmast demektir ki her xe X noktasinin her N
komsulugu igin d (fk(x), fk(y)) > & olacak gekilde bir ye N eleman ve k>0
sayisi bulunabiisin. '

Baslangi¢ sartlarina hassas bagimh bir donGsimin tanim kimesinden

alacagimiz bir x noktasina istenildigi kadar yakin Oyle noktalar vardir ki bu



noktalarin yéringesi x in yéringesinden en az € kadar ayrilir. Burada x in
komsulugundaki batin noktalarin yoéringesi x in yérungesinden ayrilmak
zorunda degildir, fakat x in her komsulugunda bdyle noktalar vardir.

Simdi verilen bu tanimlara bagl olarak esas tanimimizi verelim
(bkz.[1]).

Tanim 1.7: . X —» X fonksiyonu verilsin, f fonksiyohu asagidaki kosullari

saglarsa f ye X Uzerinde kaotik bir fonksiyon denir.

1. f baslangi¢ sartlarina hassas bagimhdir.
2. f topolojik gecgisgendir.
3. f nin periyodik noktalar X de yodundur.

Sezgisel olarak kaotik bir fonksiyon t¢ temel unsura sahiptir. Bunlar:
6nceden o&6ngérilememe, pargalara ayrilmama ve belli bir dlizen iginde
olmadir. Kaotik bir sistem 6nceden 6ngdrilemez ¢inkl basglangigc sartlarina
hassas badimhidir.Pargalara ayrilip iki ayr1 alt sistem olugturamaz, ¢lUnku
topolojik gecisgendir. Butin bu rastgele davramiglarin yaninda bir dlzene
de sahiptir, ¢inkl periyodik noktalarin kiimesi X de yog.undur.

Acaba verilen bu Ug¢ kosul birbirinden bagimsiz midir?

Sézkonusu 0O¢ kosulun birbirinden tamamen badimsiz olmasindan
herhangi birinden digerierini ya da herhangi ikisinden UclnclisinU genel bir
gerektirme olarak elde edilememesini anhyoruz. Bunu gostermek igin

asagidaki tabloya goére alti érnek inga ettik.

Ornek 1 | Ornek 2 Ornek 3 | Ornek 4 | Ornek 5 Ornek 6

Baglangsg sartlarina l

hassas bagimithik + - - + +

Topolojik

gegisgenlik . + ‘ . + ) +

Periyodik noktalarin

yoduniugu - - + - + +




(+ isareti, sézkonusu o6zelligin ilgili 6rnek igin dogru oldugunu, - isareti
de yanhs oldugunu gdstermektedir). |

Bu orneklere gegmeden énce her U¢ kosulun da saglandigi bir érnekle
(yani kaotik bir fonksiyon ©&rnegiyle) (bkz.[1]), her U¢ kosulun da

saglanmadigi bir érnedi veriyoruz.

Ornek 1.1 : (Kaotik bir fonksiyon érnegi)

S' kompleks dizlemdeki birim gemberi gostersin ve S' in noktalarin

0 argimaniyla belirleyelim (0<6<2m).

g:S'—> 8", g@® =20 mod2r fonksiyonunu gézénine alahm.

S' deki farklh iki nokta arasindaki argiman farki g ile iterasyon

altinda katlanir. Bu ylUzden g baslangi¢ sartlarina hassas bagimldir.

S' deki herhangi bir U aci§ini aldigimizda k>0 sayisi gk(U) kimesi

s' in tamamim értecek sekilde bulunabilir, bdylece S' deki diger agik
altkimeler 6rtUlmus olur, buradan g nin topolojik gegisgen oldugunu
soyleyebiliriz.

Simdi g nin periyodik noktalarini aragtiralim.

g" (0)=2"0=2".6=0+2kn

= 0= , 0<sk<2"-1, Kk tamsayi

2" -1
Buradan g nin periyodik noktalarinin

6= 0<k<2"-1, neN , Kk tamsayi

formunda oldugunu sdyleyebiliriz. Acaba bu sekildeki noktalarin kimesi
S' in yodun bir altkimesi midir?

Bunu gormek i¢in 6nce asagidaki 6nermeyi gézénune alahim (bkz.[4])



Onerme 1.1.:

:neN,0<ks2"-1
kiimesi [0,1] in yodun bir altkimesidir.

ISPAT: [0,1] araliindaki her (a,b) agik araliginin D'yé ait enaz bir eleman

icerdigini gdstermeliyiz.

n - o iken 1 — 0 oldugundan
2" -1
nzN iken n1 < b - a olacak gekilde N Dogal sayisi vardir. Diger
27 -1
taraftan
k-1 K

, , k=1,2,..,2"1
2" -1 2" - 1

araliklari [0,1] in Dbir 6rtGstddr. Bu ylUzden bu arahiklardan birisi a yi igerir,

yani:

olacak sekilde m dogal sayisi vardir.

1 <b-a ve m-1
2"-1 2" -1

<a

esitsizliklerini kullanarak

1 +a<bT 1 s Mol

2" - 1 2"-1 2"-1
= m <b
2" - 1

olur, buradan da;

a< m <b
2" -1




ifadesi elde edilir.

Simdi f:[0,1] - [0, 2n] , f(X) = 2 X

seklinde tanimlanan f homeomorfizmini gézénine alahm. f(D) kimesi [0, 2x]
arahifinin yogun bir altkimesi olur. Eger Uc [0, 2] keyfi bir agik altkiimesi

ise, o zaman f™ (U), [0,1] in agik altkimesidir. D [0,1] de yogun

K

oldugundan enaz bir e f' (U) vardir. Buradan da f(—X )= 2kt

2" -1 2"-1q

U nun bir eleman olur. Burada U keyfi oldugundan f(D) kimesi [0,2n] nin

yodun bir altkimesidir.

Sonug olarak:

2k=
2" -1

0= , 0<k<2"-1 , neN

seklindeki noktalarin kimesi S' de yogundur.

Simdi de hig bir kogulun saglanmadid: bir érnek verelim.

Ornek 1.2:

f: R—R fonksiyonu f (x) = x seklinde verilsin.

A
2
f fonksiyonu baslangi¢ sartlarina hassas bagimli degildir. Biran igin f

nin baslangi¢ sartlarina hassas bagimh oldugunu varsayalim. Bu durumda

bir >0 sayisi vardir ki her xeR ve x in her N komsulugu igin

| £k (x) - £k (y) | > € olacak sekilde yeN ve k>0 sayisi mevcuttur. Burada

6zel olarak x=0 noktasini ve yine &6zel olarak N=(-g,e ) kemsulugunu
gdzonune alirsak her yeN icin f(y) € N ve dolayisiyla her k>0 iginfX (y)e N

olup | tX () - % (W) | > & olacak sekilde k>0 bulmak miimkiin dedildir. Bu



ise varsayimimizia geligir. O halde varsayimimmiz yanhstir, f baslangi¢

sartlarina hassas bagimh degildir.

f topolojik gegiggen degildir. Ozel olarak U=(0,1) ve V=(-2, -1) acgik
altkimelerini gézénane aldigimizda, her xeU ve her k>0 igin fX x>0

oldugundan £k (V) m V = olacak sekilde k>0 sayisi mevcut degildir.

x=0 f nin sabit noktasidir ve bagska periyodik noktas: yoktur. Bu
yizden f nin periyodik noktalarinin kimesi R nin yodun bir altkiimesi

degildir.

2. Kaos Kosullarimin Bagimsizhig

Simdi, 1. bélimdeki tabloda belirtilen sira dahilinde érnekleri veriyoruz.

Ornek 2.1: (Baslangi¢ sartlarina hassas bagdimii, topolojik gecisgen
degil, periyodik noktalari yogun degil)

f : R —» R fonksiyonu f(x)= 2x seklinde verilsin.

f fonksiyonu baslangi¢ sartlarina hassas bagimhdir.

. x€ R ve x in keyfi bir komsulugu U olsun. U komsulugundan herhangi
bir x=y noktasint gézénune alalim. x ile y arasindaki uzaklik |x-y| iken,
bunlarin gértintileri arasindaki uzakhk

o) - fy)l = 12x - 2y] = 2 |x - y|
olup, daha ilk adimda uzaklik 2 katina ¢ikiyor n. adimda ise
") -1" () 1=12"x-2"y | =2" | x-y|
oldugundan dolayi, n yeterince buyuk segildijinde herhangi bir e>0 sayisi
igin
1" ) -f" () |1 >¢
esitsizligi gergeklenir. Buradan f nin baglangi¢ sartlarina hassas bagimh

oldugunu séyleyebiliriz.

f topolojik gecisgen degildir. Ozel olarak R nin U=(0,1) ve V=(-1,0)

acik altkimelerini aldiimizda £k (U)n V= olacak sekilde bir k=0 bulmak

mamkan degildir.



x=0 noktasi diginda f nin periyodik noktasi yoktur, bu yldzden f nin

periyodik noktalartnin kimesi R nin yogun bir altkimesi degildir.

Ornek 2.2:(Baslangi¢ sartlarina hassas bagimh degil, topolojik
gecgisgen, periyodik noktalari yogun degil).

AeR irrasyonel olmak tzere, T,:S' S’ , T, (6)=0+27A mod2 &
fonksiyonu verilsin.
T, basglangi¢c sartlarina hassas bagimli degildir.
6c S' ve Nde 6 nin bir komsgulugu olsun, her bir 8 e N igin
T, (6)-T, (6)|=|6+2An-0-2An|=10-6
olup, T, S' deki noktalar arasindaki uzakli§i korur, bu yizden T, nin

baslangi¢ sartlarina hassas bagimli olmadigini séyleyebiliriz.

Diger iki kosulun incelenmesinde asagidaki 6zelligi kullanacagiz
(bkz.[1]).

Onerme (Jakobi)r

T,:8" - 8", T,(8)=0+2mk mod2x (A irrasyonel)
seklinde tanimhi T, fonksiyonu altinda her noktanin yoéringesi s' de
yogundur.

Buna goére, T, topolojik gegisgendir. U, Vo s’ herhangi iki agik
altkime olsqn (U,V=2) 6 e U nun yériingesi Jakobi Teoreminden dolay1S*
de yodun olup k>0 sayist T, k (8)e V olacak sekilde vardir. Sonug olarak
T"UNAVzT tur

T, nin hi¢ periyodik noktasi yoktur.

Jakobi Teoreminden dolay: herbir 6 S' in yéringesinin S' de yogun

oldugunu biliyoruz. Eger 6 nin ydéringesi belli bir adimdan sonra

kapansaydi, yani 8 periyodik olsaydl sonlu sayida nokta kimesi s' de

yodun olurdu. Fakat bu mimkin dedgildir.



Ornek 2.3: (Baslangig sartlarina hassas bagdimh degil, topolojik
gegisgen degil, periyodik noktalari yogun).

f:R > R f(X) =-x tfonksiyonu verilsin.
f baslangi¢ sartlarina hassas bagimli degildir. xeR herhangi bir nokta
ve U da x i igeren herhangi bir agtk olsun. Bu durumda her yeU igin x ile y

arasindaki uzakhk, |x-y| dir. Bu noktalarin gértintileri arasindaki uzaklik ise
[f(x) -t = | -x - (¥} = |x -yl

olup f uzakhg koruyan bir fonksiyondur. f nin baglangi¢ sartlarina hassas

bagiml oldugunu varsayalim. Bu taktirde Oyle bir & >0 vardir ki x in her N

komsulugu icin | f%(x) - t*(y) | > & olacak sekilde ye N elemani ve k>0
sayisl bulunabilir, burada x noktasinin N=(x-& ,x+ & ) komsulugunu

sectigimizde uygun bir ye N elemani ve bir k>0 sayist igin

| 15x) - t%(@y) | > & olur ki, | f*(x) -t"(y) [= | x-y | <& oldugundan bu bir
geligkidir. O halde f basglangi¢ sartlarina hassas bagimli degildir.

f fonksiyonu topolojik gegisgen degildir. Ozel olarak R nin U=(0,1) ve
V=(3,4) acik altkimelerini aldigimizda

fU) = (-1,0), 2 (W) = U, 3 (U) = (-1,0), ... , " (U) = U, 2" *' (U) = (-1,0)...

olup, £k (U)y n V= olacak gekilde bir k>0 sayisi bulmak mimkan degildir.

Her xe R igin

f(x)=-x ve 12(x)=x

olup butin reel sayilar f nin peryodu 2 olan periyodik noktalaridir,

dolayisiyla f nin periyodik noktatarinin kiimesi R de yogundur.



Ornek 2.4: (Baglangig sartlarina hassas badimh, topolojik gecisgen,
periyodik noktalari yogun degil).

f:8'— 8" {(x)=x+1 mod 2r

0: s'—— 8! g(x)=2x mod 2n
fonksiyonlari yardimiyla T2 = S'xS"' (zerinde

F: T2 —— T2

(xy) —— F (xy) = (H(x), g(¥))

seklinde tanimianan F fonksiyonunu gézénine alalim.

F, T? uzerinde baslangi¢ sartlarina hassas bagimhdir. p = (x,y) € T2

herhangi bir nokta ve p nin bir komsulugu N olsun, bu durumda U,VC s?
acik altkimeleri peUxVCN olacak sekilde vardir.

g, Ss' Uzerinde baslangi¢ sartlarina hassas bagimh oldugundan, £>0

uygun secilmek Gzere, yeV igin,

16" v -g" () |>e
olacak sekilde bir y'eV elemani ve k>0 sayisi vardir. p’= (x,y") diyecek

olursak p' € N dir ve

dF ), F*EN21a*m-a* ) i>e
olur.

F, T? uzerinde topolojik gegisgendir.
U,VCT? herhangi iki actk altkime olsun (U,V=2). Bu durumda

UsxU,C U ve V,xV,CV olacak sekilde U, U, V,,V, < S agik

altkimeleri vardir.
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F yi tanimiamakta kullandiimiz g fonksiyonu S' Gzerinde topolojik

gegisgendir. Ustelik k>0 sayisi gk(Uz) S’ in tamamini ortecek sekilde
bulunabilir ve her n>k igin g" (U,) S' in tamamini orter. Diger taraftaﬁ her
bir xe U, in f altindaki yoriingesi S'de yogun oldugundan £ (x)e V,, olacak
sekilde bir en kiglk I,>0 sayisi vardir. EgGer I1= k ise, g'1 (U,) s' i

érttuganden g" (U,)nV, =@ olup enaz bir ye U, eleman igin g"(y) e V,dir.

Bu durumda

(xy)e UxU,C U ve " (x,y)e V,xV, CV olup F topolojik gegisgen olur.
Aksi halde yani I;<k ise x noktasi f altinda l4. iterasyonda V,; e girer.

Bundan sonraki iterasyonlarda x noktast V, de Kkalirsa, gene uygun bir

ye U, kin FX (x,y)e V, xV, CV olur. Aksi halde x noktasi sonlu adim sonra

V, den ayrilir. Bu sonlu adima s; diyecek olursak

), 1 ) 1 eV, ve "% geV, olur.

Eger I;+s, 2k ise yine biraz 6nceki nedenle F topolojik gegisgen olur. Aksi

halde V,,CV, agik altkimesi f"*'(x) (i<i<s,) lerden higbirini igermeyecek
sekilde bulunabilir. x in yéringesinin s' de yogdun olmasindan dolayi
sayisida i (x)e V,, olacak sekilde bir I,>l, sayisI vardir, yani x |,. adimda
V,, dolayisiyla V, e girer. Eger I,2k ise F topolojik gegisgen olur. Aksi
halde yine x'in yéringesi soniu adim V,'de kalir ve sonra V,'den ayrilir. Bu

sonlu adima s, diyelim. |, +s, 2k ise yine biraz 6nceki nedenle F topolojik

gegisgen olur. |, +s, <k olmasi durumunda V,,CV, agik altkimesii<l, +s,

iken fi(x)e V,, olacak gekilde bulunabilir. Benzer yolla devam edilerek
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I, <l < Iy <...

seklinde bir I, ,1,,1; ,... tamsayi dizisi elde edilir. Burada uygun bir iy igin
! I
|i°2k dir. Bu durumda f° (x)e V, ve g¢° (U,)oV, olacagindan uygun bir

| )
yeU, igin Fo (x,y)e V, xV, oldugu géralir.

Sonug olarak F, T2 Uzerinde topolojik gecgisgendir.
F'nin hi¢ periyodik noktasi yoktur.

Bir an igin p=(x,y) noktasimin F'nin n periyotlu periyodik noktasi

oldugunu kabul edelim. O zaman;

F(p)=F(x,y)=(f(x), aly)) = (x+1, 2y)
p=(x,y) n peryotlu oldugundan

F'(p)=p=F"(xy)=(x,y)
= (" (x),g" () = (x.y)
= " (X)=x

a" )=y

Fakat Jakabi Teoreminden dolayi i (x) =x olacak sekilde k>0 bulmak
mOmkan degdildir. Bu nedeniedirki F T2 de hi¢ periyodik noktaya sahip

degildir. Dolayisiyla F'nin periyodik noktalarinin kimesi T?nin YOgun bir

altkiimesi degildir.
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Ornek 2.5: (Baslangig sartlarina hassas bagimli, topolojik gegisgen
degil, periyodik noktalari yogun).

t, ], L )=2x2-1 ve

f, ][0, f,(x)=x
fonksiyonlarn yardimiyla, X = [-1,1] x[-1,1] Gzerinde

F: X — -X

x,y) o Fxy) =, x),1; )
seklinde tanimlanan F fonksiyonunu gézénine alalim. F fonksiyonunun X

Gzerindeki 6zellikierini inceleyebilmek igin once f, in [-1,1] Ozerindeki

ozelliklerine bakal'm (bkz.[1]).

f, [-1,1] Uzerinde baglangi¢ sartlarina hassas badimh ve topolojik

gecisgendir, ayrica periyodik noktalarinin kimeside [-1,1] in yodun bir

altkimesidir. (Yani f, [-1,1] Gzerinde kaotiktir.) f; in bu kogullari sagladigini

gdstermeye c¢alisalim. Bunun i¢in érnek 1.1'den ve asa@idaki diyagramdan

yararlanacagiz. Burada g(0)=20 mod2r ve h(6)=cos6 dir.

[-1,1] —T—" [-1,1]
1

(f, oh) (@) =f, (h () =2Cos®0-1 ve

(hog) (8) = h (g(6)) = Cos 26 = 2 Cos®6-1  oldugundan
f,oh=hog olup yukaridaki diyagram kamutatiftir.

xe [-1,1] olsun ve x i igeren keyfi bir N agtk araliint alalim. Bu
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durumda S' de bir N yayl h( N)=N olacak sekilde vardir. Uygun bir k>0

icin g*(N) 8" in tamamimi érttaganden, ¥ (N) de [-1,1] i orter. Béylece x

den en az 6rnedin e=1/2 kadar uzaklasan noktalar vardir. Bu nedenle

f [-1,1] Uzerinde baglangi¢c sartlarina hassas bagimh olur.

f, topoloejik gegiggendir. Cunki; [-1,1] de herhangi U,V acik arahklarini

~~

aldigimizda S' de U ve V yaylan h(U)=U ve h (V)=V olacak sekilde

vardir, k>0 sayisida gk(ﬁ)mV;t@ olacak sekilde bulunabildiginden,

“U)AV=Z olur.

x e [-1,1] olsun ve x i iceren keyfi bir U acik arahigini alahim. s' de bira

yayi h (U)= U olacaksekilde vardir. g nin periyodik noktalarinin kiimesi S' in

~~

yogun bir altkimesi oldugundan pe U periyodik noktasi vardir. p nin
peryoduna n diyecek olursak, g"(p)=p dir. Bu durumda h(p)eU olur, ustelik
f! (h(p))=h(p) olur, buradan f,‘in periyodik noktalarinin kimesi [-1,1]'de

yogundur diyebiliriz.
t,, fonksiyonu [-1,1] Uzerinde baglangi¢ sartlarina bagimh degildir ayrica

topolojik gegisgen de degildir, fakat her xe[-1,1] igin f, (x)=x olup butun

noktalar periyodik noktalardir.

Simdi asil F fonksiyonumuza dbnecek olursak; F baslangi¢ sartlarina
hassas bagimhdir. Bunu gostermek igin p=(x,y)e X herhangi bir nokta ve N
de p nin herhangi bir komsulugu olsun. Bu durumda [-1,1]'de x in bir U
komsulugu ve y'nin bir V komgulugu UxVCN olacak sekilde segilebilir. f,,
[-1,1] Uzerinde basglangi¢ sartlarina hassas bagimlt olduGundan,
|f’1‘ (x)-f'; (x") |> 1/2 olacak gekilde xeU ve k>0 sayisi vardir. O halde p'= (X", y)

diyecek olursak; p’eUxV dir. Ustelik,
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d (F*(p), F*(p") = d ((t5(x), t5 ). (5 (x 7). T5 (1))
= [ 00 - £ T N? + (5 ) - 15 )*1 "2
= 115 -1 ) [> 172

elde edilir.

F, X Gzerinde topolojik gegisgen degildir. Ozel olarak
U=(-1,1)x(-1,-1/2) ve V=(1,1)x(1/2,1) ag¢ik altkimelerini alalim, p=(x,y)eU

herhangi bir nokta olsun,
Fxy) = (£, 005,000 = (1 ().Y), F200y) = (13 ()9, FEXY) = (E500) oo dlirs
Her keN igin 15(x) e [-1,1] ve f5(y) € (-1, -1/2) oldugundan

F*(U)nV 2@

olacak sekilde k>0 sayisi bulmak mimkdn degildir.

F nin periyodik noktalarinin kiimesi X de yodundur. NCX (N=@) herhan-

gi bir agik olsun, UxVC N olacak sekilde U,VC[-1,1] agik altkimeleri vardir.
f, in periyodik noktalan [-1,1] de yodun oldugundan f?(x):x olacak sekilde

bir xeU noktas! vardir. Herhangi bir yeV igin f3(y)=y oldudunu biliyoruz. Bu

durumda p = (x,y) € N igin F'(p)=p olup N ye ait F nin periyodik noktasi vardir.

Ornek 2.6: (Baslangic sartlarina hassas bagimh degil, topolojik
gegisgen, periyodik noktalari yodun).
X={Xy,Xp,Xg s Xo } IS0, j< 0, 1% Tken x; X,
kimesi Uzerine diskre metrik kondurulmus olsun. X (zerinde
f:X— X f(x;) =%, , 1Si<n-1
f(xp)=x4
seklinde tamimlanan fonksiyonu gbzonine alahim.

f baglangig sartlarina hassas badimli degildir. GGnkla her birxe X

noktasinin N={x} komsulugunda ydéringesi x'in yéringesinden ayrilan
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basgka bir y eleman: yoktur.

U, V C X keyfi agik altkimelerini alahm. (U,V = @)

U=@ oldugundan enaz bir x,e U dur, benzer gsekilde V # & oldugundan

enaz bir x;e V. dir. f'nin tanimindan dolay! bir k20 vardir ki fk(xi)=x- olur.

j
Buradan t*(U) N V=@ olup f, X Uzerinde topolojik gegisgendir.

X'in herbir noktas! f'nin n peryotiu periyodik noktasidir. Bu ytzden de

f'nin periyodik noktalarinin kimesi X'in yogun bir altkimesidir.

Simdi bu son 6rnede bir kargi durum ve kosullar arasi iliskiye bir érnek

olarak asagidaki 6rnegi ispatlayacagiz.

Onerme 2.1:
f:R—>R fonksiyonunun periyodik noktalarinin kimesi R nin yogun -bir

altkimesi ve f R (zerinde topolojik gegisgen olsun. O zaman f R (zerinde

basglangi¢ sartlarina hassas bagimh olur.

ISPAT:
aecR herhangi bir nokta olsun ve a ‘'nin § - gevresini (U(a,5)) g6zéniine
alalim. Hipotezden d-olayl f" (x) =x olacak sekilde xe U (a, 8) elemani ve n>0
saylis! vardir. x noktasinin yoringesi

X, Xy =1(x), Xo=1(x3), ... X 1=t X0}, X, =F(x,.;)=X
olur. Burada

l=max{x,X;,Xy, ., Xq.q}
divelim. V = (I+1 , 1+2) agik altkimesini gézéniine alacak olursak, f 'nin
topolojik gecgisgenliginden dolayi fk(U)nV;e@ olacak gekilde k>0 sayiss
vardir. O zaman f“(y)e V olacak gekilde bir ye U mevcut olur. k. adimda
f*(x) {x},1<i<n lerden birine esit olacagindan

d (" (.1 () > 1
esitsizligini yazabiliriz. Agsagidaki Lemma'ya gére f baglangig sartlarina

hassas bagimli olur.
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Lemma: (X ,d) bir metrik uzay ve f : X —» X fonksiyonu verilsin. Oyle bir £>0
sayisi mevcut olsun Ki, her aeX in her & g¢evresi icin bu gevrede x ve vy
gibi iterasyon altinda & kadar ayrisan noktalar bulunabilsin. Bu takdirde f

fonksiyonu X Uzerinde baglangi¢ sartlarina hassas bagimhidir.

ISPAT: aeX herhangi bir nokta olsun ve a nin 8- gevresini (U(a,5))

gbzénine alalim. Hipotezden dolayi

d(" ), 1" () >¢

olacak sekilde x,yeU(a,8)elemanlari ve n>0 sayisi vardir. Bu durumda ya

d¢" (@), " (x))>§ olur, ya da d(" (a), " (y))>§ dir. Burada birinci esitsizligin

dogru oldugunu kabul edersek, ¢, =§ olmak tizere

di" (@), " (x) > ¢,

elde edilir.
3. Topolojik Denklik ve Kaos Uzerine

Tanim 3.1:
X ve Y metrik uzaylari ve f: X —— X , g:Y —— Y fonksiyonlari verilsin.

Her x e X igin (hof) (x) = (goh) (x) olacak sekilde (Yani asa§idaki diyagrami
kamutatif yapacak sekilde)

|
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h: X —— Y homeomorfizmi varsa f ve g fonksiyonlarina topolojik denk
fonksiyonlar denir.

Bu durumda f, X Uzerinde baslangi¢ sartlarina hassas bagiml iken g, Y
Uzerinde basglangi¢ sartlarina hassas bagdimh olmak zorunda degiidir. Bunu
simdi bir érnekle gésterecediz. Kaos'un diger iki kosulu ise, asagida
verecedimizin énermenin ispatinda gérilecedi Uzere, f-igin dogru ise g igin

de dogru olur.

Ornek 3.1:

X =(0,), Y=R uzaylarini ve
X — X, f(x)=ex

gayY —>Y,g({x)=x+1

h: X—— Y, h{x})=Inx

fonksiyonlarini gézénine alalim.

h: X —— Y bir homeomorfizmdir Ustelik;

(hof) {x) = h (i(x)) = Inx + 1

(goh) (x) = g (h(x)) = inx + 1 _
oldugundan hof=goh dir. Burada f(x)=e.x fonksiyonu X Uzerinde basglangig¢
sartlarina hassas bagimh olmasina ragmen, g(x) = x+1 fonksiyonu Y

tizerinde baslangi¢c sartlarina hassas bagdimh degildir.
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Onerme 3.1: (X,d) ve (Y,d") metrik uzaylari ile
. X—— X, 90Y——>Y fonksiyonlan verilsin. f ve g fonksiyonlari,

h: X —— Y homeomorfizmi araciliiyla topolojik denk olsunlar. Ayrica, her

Xy, X, € X igin
d (h(xy ), h{(x))2a.d(x,,x,)

olacak sekilde bir a> O sayist mevcut olsun.

Bu taktirde f kaotik ise, g de kaotiktir.

Not:

Asagidaki ispattan da goérilecedi Uzere, bu 6nerme hof = goh kosulunu

saglayan surekli ve érten bir h fonksiyonu igin de dogrudur.

ispat:

Ispati birkag adimda yapmaya calisalim.

Her xeX icin h(f" (x)=g" (h(x)) dir. Yani, x in f altindaki n. iterasyonunun h
altindaki géruntasii, x in h altindaki géruntisinin g altindaki n.

iterasyonudur.
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g" (h(x))=g""(@oh)(x)=g"" (hof) (x)
=g" " (h(f ) =0"2(goh)(f(x)) =g" 2 (hof) (f(x))=g" 2 (h (f* x)))

=g (" 20M=9" (goh) (" Z (x) =g (hof) ("2 x))
=g ™ @) =@oh) ("™ x)=(hof) (""" (x)

=hof" (x)

Sonug¢ olarak

h(t" (x)=9" (h(x) *)
esitligi elde edilir.

Eger xeX f nin sabit noktast ise, bu son esitlide gére h(x) g nin sabit
noktas! olur.Benzer gekilde x f nin n peryotiu periyodik noktasi ise, h(x) g
nin n periyotiu peryodik noktasidir. (Burada n x in asal peryodu olsa bile
h(x) noktasinin asal peryodu n olmak zorunda degildir.)

Simdi g:Y—-Y fonksiyonunun kaos kosgullarint gergekledigini
gostermeye calisahm.

Ik olarak acaba g:Y —» Y fonksiyonunun periyodik noktalarimin kiimesi

Y nin yogun bir altkimesi midir?

VCY herhangi bir agik altkiime olsun, V ye ait enaz bir periyodik nokta
oldugunu géstermeliyiz. V agik ve h siirekli oldugundan h™ (v) X in acik
altkimesidir. f nin periyodik noktalari X de yogun oldugundan bir xe h™ V)
elemani ve k>0 sayisi f"(x)=x olacak sekilde vardir. Bu durumda h(x)e V

dir. Ustelik (*) esitliginden gk(h X)) =h(x) olup, V ye ait g nin periyodik
noktas! vardir. O halde g nin periyodik noktalarinin kiimesi Y nin yodun bir

altkimesidir.

Simdi de g:Y->Y fonksiyonunun topolojik gegisgen oldudunu
g6stermeye galisalim. U, VCY keyfi agik altkimeler olsuniar. h strekli

oldugundan dolayi u=ht (), V=h' (V) © X agik altkimelerdir. f X
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tUzerinde topolojik gegisgen oldugundan uygun bir k>0 igin fk(U’)mV';cZ
tur. Yani enaz bir x;e U igin fk(x1)=x2e vidir. x,e U oldugundan
h{x,)=y,€ U ve h(x2)=h(fk (xy))=y,eV dir. Ustelik (*)esitliginden
h (% (x,)) =g" (h (x,) dir, buradan y,e U igin g*(y,)e V dir. Dolayisiyla

g“(U)nV =D olup, g Y Uzerinde topolojik gegisgendir.

Son olarak g nin Y Uzerinde basglangi¢ sartlarina hassas bagimli

oldugunu gb‘stermeye calhisalim.
y, € Y herhangi bir nokta ve N de y, in herhangi bir komsuludu olsun.
h{x4) = y4 olacak sekilde bir x4e X noktasi segelim.Bu durumda h™' (N) X, in

bir komsulugu ofur. X uOzerinde baslangig sartlarina hassas badimh

oldugundan éyle bir 8>0 sayisi vardir ki,
d (" (x,), *(xp)) >3
olacak sekilde bir xzeh‘1 N) elemani ve k>0 sayis) bulunabilir.

h(x,)=y, dersek y,e N dir.

goh = h of nedeniyle goh=hof* oldugundan
d" (9" (v4) . 9" (o)) =d"(@" (h (x,)) , 0" (h (x,)) =d" (h (f* (x,)) . h(t* (x,))
yazilabilir., Buradan da hipotezimize gére
d (&) hE Mza.d (*x,), *x,)>a.8
dolayisiyla
d'(gk(y,),gk(yz))>a.8 olur. Demek ki, e=oa .6 alinacak olursa, g

fonksiyonunun da baglangi¢ sartlarina hassas bagimh oldugu gérilur.

Ornek 3.2:F, :[0,1] - [0,1], F, (x)=4x (1-x)
fonksiyonu [0,1] Gzerinde kaotik bir fonksiyondur.

F,4 fonksiyonunun kaos kosullarini sagladigini géstermek igin Ornek 6

daki [-1,1] Ozerinde kaotik olan f, (x)=2x2-1 fonksiyonundan ve



21

h:[-1,1] = [0,1],h (x) = % (1-x) seklinde tanimh surekli h fonksiyonundan

yararlanacagiz.

Her xe [-1,1] igin
(F, oh) (x) = F4‘(h ) =1-x%
(hot, ) (x)=h(f, ()=1-x°
olup
F,oh=hof, dir. Ayrnica x, ye [-1,1] i¢in

d(h(x),h(y>)=l(;—<1-x)-‘—u-y>|=

1 1
—|x-y|=—d(x,
” 2! yl 5 x.y)

olur. Teorem geregince F, fonksiyonu [0,1] Gzerinde kaotik bir fonksiyondur.

4. Topolojik Gegisgenlik ve Yogun Yériange lliskileri
f:X— X fonksiyonu X dzerinde yodun bir ybéringeye sahip olsun,
acaba bu durumda f, X Uzerinde topolojik gecisgen olur mu? Bunun her

zaman dogru olamayacagini bir érnekle gérmeye gahsalim.

Ornek 4.1:

X ={a,b} kimesi ve bu kime lzerinde 1 ={ @, X, {a} . {b}} topolojisi (ayrik
topoloji) verilsin. X Uzerinde

t: X->X

a—a
b~ a

seklinde verilen f fonksiyonunu gézénine alahim. be X noktasinin yéringesi
b, f(b)=a olup X in bltln noktalarin tarar ve bu yﬁzden X in yogun bir
ai}kfjmesidir. rakat U={a} V={b} acgik altkimelerini géz6ntne aldigimizda

£k (U)yn V=@ olacak gsekilde k>0 sayisi bulmak mdmkin degildir. Bu ydzden

f |[fonksiyonu X Gzerinde topolojik gegisgen degildir.
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Onerme 4.1: X bir topolojik uzay olsun ve bog olmayan higbir UCX agik

ktimesinin sonlu ve yodun bir altkiimesi olmasin.

Bu takdirde, f: X — X fonksiyonunun yogun bir yéringesi varsa f X

tizerinde topolojik gegisgendir.

ISPAT: xeX noktasinin yéringesi X de yodun olsun, U, VCX keyfi

(U,V=0) agik altkimelerini alalim.

x in ydringesi X de yogun oldugundan dolayi, x belli bir adim sonra U

ya ve belli bir adim sonra V ye girer. Uya m. adimda V ye de n. adimda
girdigini kabul edelim. Burada m<n ve m>n ve m=n gibi ¢ durum

kargimiza ¢ikar.
m<n olmasi durumunda " X)=ye U ve {" (x)e Volup k=n-m dersek,

ye U noktasi igin f"(y)e V oilur. Buradan da f"(U)nV;ez ifadesi elde edilir. U
ve V keyfi segildiginden her U,V cifti igin saglanir.

m>n olmasi durumunda, yani x in yoringesi 6nce V ye sonra U ya

giriyorsa " (x)e V ve " (x)e U dur.

f™ (x) =yeU oluncaya kadar x in yériingesi V ye k kere girmisg olsun.

Yani n<l,<m ve 1<i<k olmak Uzere

' x), 1% (), s £ (X)

noktalarinin olusturdugu kiime V nin bir altkimesidir. Bu altkime V de

yogun olmadiindan dolay! bir V'CV agik alt kimesi bu noktalardan higbirini

icermeyecek sekilde bulunabilir.  x in ybéringesi X de yodun oldudundan
dolay1 p>0 sayisi fP(x)e V olacak sekilde vardir. Ustelik p>m ve

f? (x) e V olur. Burada t=p-m olmak lzere yeU iken f'(y)e V olur, buradan da
' (Uyn V=@ tur. UV agik altkimeleri keyfi segildiginden bu her U,V cifti i¢in

saglanir. m=n olmasi durumunda bu digunce f™ (x) noktasini igermeyen bir
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V'CV ve agik kiimesine uygulanabilir. Dolayisiyla, f topolojik gegisgendir.
Simdi diger istikamette (yani topolojik gecgisgenligin yodun yériingeyi
gerektirmesi seklinde) bir teorem veriyoruz. Bu teorem, Birkhoff'un [3] de

verilen bir teoreminin biraz zayiflatiimig bir seklidir (Biz homeomorfizm yerine

sadece sureklilidi varsaydik).

Onerme 4.2: X bir tam metrik uzay ve X in topolojisinin sayilabilir
bir tabani mevcut olsun. Ayrica f:X — X fonksiyonu strekli ve topolojik
gegisgen olsun. Bu takdirde oyle bir xeX noktas: vardir ki bu noktanin

yérangesi X de yodundur. Hatta, yérungesi X de yogdun noktalarinin kimesi

de X de yogundur.

iSPAT: V)., X in topolojisinin sayilabilir bir tabani olsun. iel olmak

Gzere, f strekli oldudu igin

U f"(v) kumesi X de agiktir. Bu kime ayni zamanda yogundur.

n<o0

Bunu gérmek igin bir UCX agik kimesi veriisin. { nin topolojik gecisgen

olrhasmdan dolayl uygun bir k>0 igin Vir\fk(U);t@ olur. Dolayisiyla

f*(V)nU=@ olur. Buradan da |J 1" (V) nU=@ elde edilir.Yani [J " (V)

n<0 n<o

kimesi yogundur. Baire Kategori Teoreminden (bkz.[2]) dolay!

B=N[U " (V)]
ie!

n<0

kimesi X de yogundur. Herhangi bir xeB noktasinin yéringesi X de
/
yodundur. Quinkld; UCX herhangi bir agik ise enaz bir iel igin V;CU dur,

X in seciminden dolayl enaz bir keN* igin xef'k(vi) dir. Buradan
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% (x) e V; ve V,CU oldugundan f*(x)e U olur. Yani X in her agiginda x in

yoringesine ait noktalar vardir. Demek ki x in yéringesi X de yogundur.

5. Kaos Kosullarinin Carpim Fonksiyonlarina Tasinmasi

Onerme 5.1 :(X,d,) ve (Y,d,) metrik uzaylar ve f:X— X fonksiyonu X

Uzerinde baslangig sartlarina hassas badimli bir fonksiyon ve g:Y oY
herhangi bir fonksiyon olsun. Bu durumda f ve g yardimyla
F:XXY—>XxY ‘
(x.y) = F(xy)=(1x},g{y)
seklinde tanimlanan F fonksiyonu XxY Uzerinde baslangi¢ sartlarina

hassas bagdimhdir. (Burada XxY uUzerindeki metrik (x,y), (X", y)e XxY igin

d(xy), <,y ) =y [dy 6, x)]2+[dy, (v, y) ]2

seklinde tanimlanmistir).

ISPAT:p=(xy)e XxY herhangi bir nokta olsun ve N de p nin herhangi

bir komsulugu olsun. O zaman UxVCN olacak sekilde xeX in bir U
komsulugu ve yeY nin V komsgulugu vardir. f X U(4zerinde baslangig

sartlarina hassas bagimh oldugundan oyle bir e>0 vardir ki, xe X noktasinin U

komsulugu igin
d, (), f*x)>e

olacak sekilde x’e U elemani ve k>0 sayisi bulunabilir. y’eV herhangi bir
nokta iken p'=({x",y)e N olur, Gstelik

d(F* (), F*(p))2d, ((“(x), 1" x)>e

olup, F XxY uzerinde baglangi¢ sartlarina hassas bagimhdir.
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Onerme 5.2: {:X—>X ve g@g:Y-—Y fonksiyonlari verilsin. f nin
periyodik noktalarinin kimesi X in ve g nin periyodik noktalarinin kiimesi

de Y nin yodun bir altkiimesi olsun. O zaman

F:XxY—> XxY
(xy) = ({x),g(y)

seklinde tanimlanan F fonksiyonunun periyodik noktalarinin kiimesi XxY nin

yodun bir altkimesidir.

iISPAT U<cXxY herhangi bir agik altkiime olsun. Bu durumda U;x U,cU
olacak sekilde U;<=X ve U,<=Y acik altkimeleri vardir. f nin periyodik

noktalarinin kiimesi X de yogun oldugundan {" (x) =x olacak sekilde en az bir

xe U eleman: ve n>0 sayisi vardir, benzer gsekilde g nin periyodik

noktalarinin kimesi Y de yodun olduundan " (y)=y olacak sekilde en az

bir ye U, eleman ve m>0 sayisi vardir. p=(x,y)eU noktasi ve k=m.n igin

F¥(p)= F* (xy) = (1 ), " () = (xy) =
olup p F nin periyodik noktasidir. Sonug olarak F nin periyodik noktalarinin

kimesi XxY nin yogun bir altkimesidir.

Lemma 5.3.: R? deki y=ax+b dogrusunun T2=(Fi mod 2xn)x(R mod 2r)

toru Gzerinde kapanmasi igin gerek ve yeter kosul a nin rasyonel olmasidir.

iISPAT:
(Xo + Yo) € T2 noktasl y=ax+b dogrusu Gzerinde olsun yani,y,=ax,+b
olsun. Bu dogrunun tekrar (x,,Y,) dan gegmesi demek (x,,y,) a denk olan

bir (x°, ¥') noktasindan ge¢cmesi demektir. Burada

X=X, +M2n

(Xo . Yo) ~ (X', y) olmasi demek Y=y, + N2n

olacak sekilde M ve N tamsayilarinin bulunabilmesi demektir.
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y’=ax’+ b olsun. O zaman

Yo=axy +b ve y'=ax'+b egitliklerinden
Y-yp=a.(x" -xy)= ‘N.2n=a.M.2n=>a=VN

olur. Yani bu durumda a rasyonel olur.

Tersine a rasyonel - olsun. a=P olacak sekilde p ve q tamsayilari
q

vardir. Yani y=-_ x4+b olur. Bu dogru (x,,y,) e R?® noktasindan gegsin.
q

lddiamiz bu dogrunun T2 de (X5 ,Yy) @ denk olan bir bagka (x’,y’)eR2

noktasindan gecgecegidir. (x,,Y,)€ R2 dodru Uzerinde oldugundan

Yo = £ x, +b dir.
q

sy, +p.2n=-L x,+p.2n+b (esitligin her iki tarafina p2n ekliyoruz)
q

=Yoo+ P 2n=—£(x0+q2n)+b
q

Bu durumda,

X'=x,+Qq.2n ve Y =y, +p.2n seklindeki (x°, y’) noktasi igin

y =P x4b ve (x,y)~(x"y) olur
q

Onerme 5.4:
f:X-sX ve g:Y-Y fonksiyonlan verilsin. F, X Uzerinde topolojik
gecisgen ve g Y Uzerinde topolojik gegisgen olsunlar. Bu takdirde

F:XxY—-XxY
xy) ~ F(x,y)= (x),aly))

fonksiyonu XxY UGzerinde topolojik gegisgen oimak zorunda degildir.
Buna 6rnek olarak T, :8' 58! T,0)=q+2r2 mod 2rn (A irrasyonel)

fonksiyonu yardimiyla tanimlanan
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F, : T25T7°
X, ¥) = Fx.y)=(T, &), T; () (A irrasyonel)
fonksiyonunu gézdntne alalim. T, nin s' de topolojik gecgisgen oldugunu

biliyoruz. Acaba F, fonksiyonu tor ylzeyi Uzerinde topolojik gegisgen midir?

Herhangi bir (x,y) e T2 noktasinin yéringesi

(x,y), F(x,y) = {x + 2rA , y+2mA) = (x,y) + 2rA (1,1), ...
F" (x,y) = (X + 2nAm, y +2nAx) = (X,y) + 2nAx (1,1), ...

olup, (x,y) nin yoéringesindeki noktalar (x,y) noktasindan gecen ve
dogrultusu (1,1) olan dogru Gzerindedir. Bu dojru y=x+b seklinde bir dogru
olup bu dogrunun egdimi rasyonel oldugundan tor Gzerinde kapanir.
Dolayisiyla bu dogru Uzerindeki noktalar kimesi T2 nin yogun bir altkimesi

degildir. Sonug olarak F, topolojik gecisgen degildir.



[1]

(2]
(3]

(4]
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