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OZET

Bu calismada regle ylzeylerin asli lif demet yapilan verilerek
bu yap: Uzerindeki koneksiyonlar tanitilmigtir. Bu koneksiyonlarin
study déniasimi ile dual temsilleri incelenmistir.

Ayrica koneksiyon regle ylUzeyi tanitilarak koneksiyon regle
ylizeyinin acgilim agisi hesaplanmigtir.

Son kisim genellestiriimis regle ylizeylerin bir incelenmesine
ayrilmis ve 'genellegtirilmi§ regle yuzeyler igin striksiyon

altmanifoldu ve striksiyon koneksiyonu kavramlari tanimlanmistir.



SUMMARY

In this thesis, we give a principal fibre bundle structure
for ruled surfaces and the constructions on the bundie had been
introduced. We have examined dual represantations of those
connections via the map of Study.

In addition, we defined the notion of connection ruled
surface and calculated the angle of pitch of the connection ruled
surface.

Last part of the thesis devoted to the generilazed ruled
surfaces. Finally, Striction submanifold and the striction
connection concepts had been in troduced.
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1.1 TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda E® de regle ylizeyler ve striksiyon c¢izgilerinin
tanitimini yapacagiz.

Tamm 1.1.1: M < E® verilsin. V P € M noktasinda E3 in M de
kalan P den gecen bir dogrusu var ise M'ye bir regle ylizey ve M de
kalan dogruya da M nin bir dogrulimani denir (Hacisalihoglu, H,
H.1983).

Tanim 1.1.2: Bir regle ylzeyinin komsu iki dogrultmaniarinin
ortak dikme ayaklarina bodaz ya da merkez noktasi adi verilir
(Hacisalihoglu, H, H.1983). Bir regle yuzeyin,

3
<:I2E

dayanak egrisi ve

3
X: 1= UI Tx([)E

te
Dogrultman vektdér alani verildiginde, herhangi bir noktasi

_) .
X(tLA=<®+AX (1), (tel, L e IR*)

olarak yazilabilir (Hacisalihoglu, H, H.1983).

Sekil 1.1.1



Bundan sonra bir regle ylizey yukarida tanitilan anlamiyla
kisaca ¢ (t, A) seklinde ifade edilecektir.

Béylece bogaz noktalarinin geometrik yeri olarak striksiyon
gizgisi asagidaki gibi tanimlanir;

Tanim 1.1.3: Bir ¢ (t, A) regle ylzeyinin anadogrusu, dayanak
egdrisi boyunca ylzeyi olustururken bu anadogru Uzerindeki bogaz
noktalarinin geometrik yerine striksiyon c¢izgisi adi verilir
(Hacisalihoglu, H, H., 1963).

Bir ¢ (t, A) regle ylzeyinin merkez noktalarini, dayanak

egrisinin < yer vektéri ve X (1) dogrultman vektoérd ile merkez

noktasinin dayanak egrisine olan u - uzakhg! cinsinden

- -
o« M =ec (+uX @®

Seklinde ifade edebiliriz. Buradaki u-parametresi de

- -
<D, X, 1t >

u=-

2
D, X I

seklindedir (Hacisalihoglu, H, H.1983).

1.2 E" de Genellestirilmis Regle Ylzeyler

E", n-boyutiu 6klit uzayinda bir,
<:]—>E"
t—oe(1),IcIR

egrisi ve « egrisinin herbir « (t) noktasinda tanimli ve ortonormal

{_e_:(t),...,a)((t)}



vektdr alan sistemi verilmis olsun. Buna gore,

- - o
<e (0, e ®>=9;;,1<i,j<k

olur. e; (t) vektdr alaninin ~-boyunca o (t) yonindeki kovaryant
tirevini &) ile gésterirsek, (D ei= &® )

i>+<e, ¢>=0, 1£1, j<k

<éi,c
dir.

E" 6klid uzayinin «(t) = P noktasindaki tanjant uzayi Tg"P
olmak ulzere, {e; (1)} - sistemi Tg"P uzayinin k-boyutlu (1 < k < n - 2)

bir alt vektdr uzayint gerer. Bu altuzay her t € I'ya karsilik gelen

() noktasinda E, (1) ile gOsterilir. Bbylece,

Ex®=Sy{e, ®,..., e O /cTE"P

olup asagidaki tanim verilebilir.

Tanim 1.2.1: 1-parametreye bagh bir k-boyutlu altuzay
tarafindan {retilen vylizeye n-boyutlu E" 6klid uzayinda
genellestiriimis regle ylzey denir ve (k+1)-regle ylizey olarak

adlandirilir (Frank, H. ve Giering, O.).

1.2.1 tanima gore genellestiriimis regle ylzeyin bir
parametrik ifadesini,
o:15E"

dayanak egrisi yardimiyla,

k
X(tiu;j=e (O + z u;e; (0
i=1

seklinde yazabiliriz. Burada {e; (t)} herbir t € I igin ortonormal cat!

alanidir.



1.3 E® de Study Donlisiimii

‘Bu kisimda koneksiyonlarin, dual say: temsillerinin
incelenmesinde kullanacagdimiz kadaniyla Study donisimin(

verecegiz.

Tanim 1.3.1: IR reel sayilar ciimlesi olmak (izere,
ID=IRxIR

cimlesi Gzerinde, toplama iglemi:
@:IDxID—->ID
((a,a*),(b,b*))>(a,a*)®(b,b*)=(a+b, a*+b*)
carpma islemi:
®:IDxID—->ID
((a,a*),(b,b*))— (a,a*)@(b,b*)=(ab, ab* + a*b)

ve esitlik bagintist herbir A = (a, a*) ve B = (b, b*) € ID igin,
a=b
a*=b*<= A=B

olarak tanimlansin. Bu islemlerle birlikte ID cimlesine dual sayilar
sistemi ve V(a,a*)eID elemanina da bir dual saylr denir
(Hacisalihoglu, H, H.1983).

Tanim 1.3.2: ID® = ID x ID x ID olmak lizere X € ID® elemani

- -
X = A+¢e A* geklinde yazlabilir., burada A, A* € IR® dir. Bu X igin,

<A A¥*>)\|

- -
hxn=fnAll ,A =0

—
Al

= 3 . .
olarak tanimh 1IXlIl € ID sayisina XeID™ n normu denir

(Hacisalihoglu, H, H.1983).



2 3
NXl=(1,0),x,x*e IR

/—9 - -
Tanim 1.3.3: \ X =x+ex*
climlesine ID® de birim dual kiire denir (Hacisalihoglu, H, H., 1983).'
Teorem 1.3.1: A € ID® olmak tizere ID® ID-modiilde denklemi,
__)
ANl =(1,0)

olan birim dual kirenin noktalari IR3 deki yénlii dogrulara bire-bir
karsihk gelirler (Hacisalihoglu, H, H.1983).



2.1 ASLI L\|F DEMETLERI VE KONEKSIYONLAR

Bu tezin asil amaci regle yuzeylerin asli lif demet yapilari
ve koneksiyonlar oldugundan kisaca asli lif demetleri ile
koneksiyonlari burada tanitacagiz. Bu kisim igin kaynaklar kisminda
verilen, :

"Foundations of differential geometry” adh kitap temel
kaynagimizdir.

2.1.1 Temel vektor alanlari

Burada okuyucuya kolaylik saglayacag! disltncesiyle bazi
kavramlari hatirlatmakta yarar umuyoruz. 1-parametreli grup ile,
¢:IRxM —s M

(t,m) — > ¢ (tm)

dénusimini anliyacagiz (Kobayashi, S. ve Nomizu, M., 1963), dyleki
bu dénisim igin,
a) Vte IR igin
<ple -— M
m—s ¢ (m)= Pt m), bir diffeomorfizmdir,
b)Vt,se IRve VPe Migin
P ®=(0,00) P =0, ¢ @) dir

G bir Lie grubu ve M bir manifold olmak (izere,

o0

C
R:GxM —> M
(g, m) —> R(g, m=R,(m)
dénusuma,
a) Vg € Gicin
R,:M —> M, bir diffeomorfizm
b)R, ,,=R,,0 R sartlanni safhyorsaR ye G nin M tizerine
bir sa etkisi denir.
Ustelik;
c)( 3 x)( xe MveR,(x)=x=g=¢]ise
R'ye sag serbest etki ad1 verilir (Kobayashi, S. ve Nomizu, M., 1963).

ANADOLD oKivEes
LRREZ ¥itr§ B TES’



.—)
¢ :IR x M—> M, l-parametreli grubu verilsin. X € X (M) ve V Pe M igin,

Xp=(9p) (—gt)

ise X'e @ 1-parametreli grubunun belirledigi vektor alan1 denir (Kobayashi, S. ve Nomizu, M).

Tanim 2.1.1: P, M; C*=iki manifold ve G bir Lie grubu olsun. O
zaman, bir R:GxP —— P doénlisimi igin,

ALDI)R:GxP—> P,  sag serbest etkidir,
ALD2) P/G ve M (P/G =M), diffeomorfik, daha fazlasi,
n.:.p— M

C” dr,
ALD3) P Lokal agikardir (yani V U € M agi§ igin,
. diffeo.
Jy: 1 (U) —= UxG
u ———>\;f(U)=( K(U),tb(U))
Oyleki,
-1
¢ (U) — G
u —> 6@

olmak iizere,

o (ua)=0¢(u).adr.)
ise P (M, G) 3-lisune bir asli lif demeti denir (Kobayashi, S. ve
Nomizu, M.).
Tanim 2.1.2: P (M, G) asli lif demeti verilsin.
Gu=Tun'l(x)
olmak Uzere,

[P —> U {QUIQUCTUP>
ue P

i e @)= Q,

dénusumu verilsin. Eger,



K)T,P=G,® Q,, Vue Pdir,

K2) Vg e G, Vue Pigin,

Rg(Qu)=Qug: Rgo[=loR,dir,

K3)[:u—[() . diferensiyellenebilirdirise| 'ya P (M, G) iizerinde
bir koneksiyon ad: verilir (Kobayashi, S. ve Nomizu, M.).

2.2.1 Bir koneksiyonun koneksiyon ve egrilik formu

G bir Lie grubu, M bir C* manifold olsun.
R:GxM->M
(8, %) xg

R sad etkisi verilsin. G Lie grubu {zerinde sol invaryant vektor
alanlarini X, (G) ile gosterelim. A € X, (G), A'ya kargilik gelen 1-
parametreli grup ¢ olsun.

H={exptA)lte IR JcG,a=expA)

a,:M-M
diffeomorfizm olmak (zere,

HxM-M

(a,, x}) —a,(x)

nin M de belirledigi A* € X (M) vektdr alanina; A'ya, R yardimiyla
karsilik gelen temel vektér alam denir.
P (M, G) asli lif demeti ve [ koneksiyonu verilsin.
wiPo U Hom (T, P, %,(C)
u—w,: TP — % (G)
Xy 2 Wy(X,)=A

< A nin karsilik geldigi temel vektér alani A* olmak lzere

A*=v(Xy)isew, x; (G) -degerli 1-formuna [ koneksiyonunun koneksiyon
1-formu denir (Kobayashi, S. ve Nomizu, M.).



Burada ¢ (Xu) ile X, 'nun T, P = G, ® Q, yazilisinda G, daki bilegeni
gbsterilmistir.

2.2.2 Bir koneksiyonun yapi denklemleri

P(M, G) asli lif demetinde [koneksiyonunun koneksiyon 1-formu
w -verilsin. X, Y € T, P olmak {zere,
dw (X, V) == [w(X), w (V] + QX V)

dir. Bu esitlige[ nin yap: denklemi denir (Kobayashi, S. ve Nomizu, M.).
Burada,

Q=Dw=(dw)o h |
w egrilik formudur (Kobayashi, S. ve Nomizu, M.).
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3.1 REGLE YUZEYLERIN ASLI LIF DEMET YAPILARI VE
KONEKSIYONLARIN DUAL SAYI TEMSILLERI

Bu bolum E® de regle ylzeylerin bir asli lif demet yapisini ve
bagli olarak bu yap! lzerindeki koneksiyonlarin Study dénisimi ile
karsihik tutuldugu dual temsillerinin bir incelenmesine ayrilmigtir.
Bu kisim sonuglar itibari ile orijinaldir.

- =
Dogrultman vektér alam X , 1X (1) Il = 1 ve dayanak egrisi
3
<:I1—=E
olmak iizere bir regle yiizeyin parametrik gosterimi,

x(LA)=oc @ +AX (1) , Ae IR*=1R - {0}

seklinde idi.

Sekil 3.1.1

P={x(t)+x§’ ®lte e IR*}

o< (1) |°<:I—>E3,tel\

- t— o< (1) f
G =GL (1,IR) =IR*
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olmak lzere, P (M, IR*) 'In Tanim 2.1.1 anlaminda bir asli lif demeti
oldugunu go6sterebiliriz; Bunun igin ALD1, ALD2, ve ALD3
Ozelliklerinin  varhigim godstermeliyiz:

ALD1) R: PxGL(1l,IR) —m/> P

(«c+2X@®,g) —> Rlec@+AX M, g == ®+2gX @

sag serbest etkidir. (P nin C” yapisiny,
x:P—>IxIR*

..._)
c (D+AX (= A)

haritasi ile verilmis varsayacagiz). Buna g6ére R nin C* oldugunu

asagidaki diagramdan kolayca elde edebiliriz.

R
P x IR* > P

Ix IR* x IR* > Ix IR

Diagram 3.1.1

Burada y:IR* — IR* 0&zdeslik dénﬂgi}mu id;, I nin 6zdeslik
dénisimi ve

Co:(r,g)Ag
carpma islemi olmak Gzere,

Flwn,g)=idxC,
olupR C”olur.
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i) R sag etkidir:
—9
R:PxIR*—)P,R( =O+AX (M) ,g)=oc(t)+xgx ®
' o< (t)
olmak iizere, b € IR* icin,
Rb:P — P

o< (t)+?5(> () > o< (t)+xb§> ®

dir. Boylece V b, ¢ € IR* igin
Rpc=RcoRy

olup R sag etkidir. (Gercekte R; o R, = Rp o R, oldugunu da burada
ifade edebiliriz). '
iil) R etkisi serbesttir:

Bir b € IR* igin, g6stermeliyiz ki;

" Rn( o (t)+k§) (t)) = o (t)+7\.§)(t) =b=1"
dir. Gergekten de,

R‘{ e @+A X (t)) = o (1) + A X (1)
c®+ADX () = )+ A X @)

=Ab=4 i AeIR¥)

=>b=1

dir. Boylece R etkisi serbesttir.

ALDZ){ °<(t)+7»§) Wltel,re IR*; /GL(1,IR)= M

dir. Ustelik,
n:P —— M

_)
c )+ A XM —> < (1)
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doniisiimii de C™ dur. Burada = ile diffeomorfizm gésterilmistir.
P /GL (1, IR) = < (I) oldugu R etkisi altinda yoriingelerin anadogrular

olmasindan dolay1 agiktir. T nin C~ olmasi Diagram 3.1.2

P > oc (I)

Ix IR* > 1
Diagram 3.1.2

den G=iz; olmasi nedeniyledir. Dolayisiyla n differensiyellene-
bilirdir.

ALD3) P Lokal agikardir: Gergcekten de M nin herbir « (I;) = U; agik
altcimlesi igin,

n'l(cx(li))={o<(t)+l5(—) ®lte LAe IR* }

olup,
Fy: (e @))) o< (1) x IR

- -
<« W+AX oy« ®+AX @) |=(<@®,2)

bir diffeomorfizmdir. (Ayrica,

—_
n(*x(t)‘”»X 1) |=e (€ = (I;)

¢(°‘(t)+7t§) (t) |=2e GL (1,IR ) =IR*
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_)
Rg < ()+A X (¥

¢

..._)
=¢(°=(t)+7»gX ®

dir). w nin bir diffeomorfizm oldugu Diagram 3.1.3 geregdince; y nin
bir koordinat temsiicisi H olmak (zere,

v

n (e (1)) > < (I;) xGL (1, IR)
X =5 id
IR*
H ' .
IixIR* > Ii x IR

Diagram 3 .1.3

H nin 6zdeglik donisuimi ve,

\|l=(°<- xidIR*)_IOHox

1

oldugundan asikardir.

Bdylece P (M, IR*) sistemi bir asli lif demetidir. Buna gobre
asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 3.1.1: o : I E>bir C™efrive X : 15 U T (B bir C”

te 1
kesit olmak iizere,

p={x(t)+x>_(> ®ltel, e IR*\

regle yiizeyi
R:PxGL(1,IR)—>P

- -
< (+A X (1) ,g)—>°<(t)+7»gx ®

etkisi g6zonune alindiginda «(t) Gzerinde GL (1, IR) etki grubuyia
birlikte bir asli lif demetidir. Bu asli lif demetini kisaca P (M, IR*)

ile gobsterecegiz.
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Teorem 3.1.2: Teorem 3.1.1 anlaminda P (M, IR*) verilsin. O

zaman V t € I igin,

- - - - c
cM+A X ) Sp{|=<+AX"+cA X | ® = Q1)

-
P de bir koneksiyondur. Burada ', X'ile; «<-boyunca « ve X in

kovaryant tirevi ve Sp {B} . () ile de; < (t) de B nin gerdigi vektor
uzay! ile birlesen afin altuzay gosterilmistir. Sekil 3.1.2
Rg:P o PR, [« @+AX )= @+1gX®

dénusumi altinda;

o< (1)

Sekil 3.1.2

Ro, (= O+AX' ®) =" @+ 2eX' ()
ve bdylece

Res (Q(ct.l))z ta.l g)
dir. O halde QEM), Ry altinda sag invaryanttir. Boylece Tanim 2.1.2
den K2) saglanir. K1) ve K3) iUn saglandig: gérilebilir. O halde;

—_
< ®+AX () > Qg - P iizerinde bir koneksiyondur.



16

Teorem 3.1.2 de verilen koneksiyonun belirledigi regle
yizeye koneksiyon regle ylizeyi denir.

Tanim 2.1.1 anlaminda P (M, IR*) verilsin.
Cc
(t, A) ——> Q(M)=Sp{oc'+7LX'+c7»X} koneksiyonunun

koneksiyon 1-formu w olsun.

%
Zary € TP =Zo 2y=p [« +AX' (0 )+qX @

olarak yazilabilir. Burada,

, o
Gun=IR* )=Sp( X j| = O+A X (@)

QEL_M=Sp\o<'+XX‘+cX)_() }

oldugu g6zénine alinirsa;

1 ] %
Zoy=kil= +AX e X )4k, X

yazilimi yardimiyla,

Ploc'+2aX') +qX =ky (o' +AX +cAX) +k, X

=k;=p

=k, ch+ky=q
=k,=q-k;chA, ki=p
=ky=q-chp , Kk=p

dir. Dolayisiyla [ koneksiyonunun w koneksiyon 1-formu igin,
w(p(u'+kX')+qX(t))=q-clp

elde edilir.
(tLA) = Q) y,

koneksiyonu 1-boyutlu yatay uzay alani tanimladigindan, egrilik
formu sifirdir.
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Ornek 3.1.1 : P (M, IR*) da M yerine Z = 0 dizleminde orijin

__)
merkezli birim c¢ember alalim. X (i) = (0,0,1) dogrultmani
yardimiyla M striksiyon ¢izgisi olacak sekilde elde edilen regle
yluzey (silindir) de P olsun. O zaman,

xe€ M = { (cost, sint) 1t e [0,2 7] }

u = (x, b) = ((cost, sint), b) = (cost, sint, b)
olmak Uzere,
u—{@=(,-1b)

- 1
U =—————— (-sint, cost,-Ab)e P

v 1+7L2b2

déniusimia P (M, IR*) Gzerinde bir koneksiyon tanimlar.

P (M, IR*) regle yltzeyi (asli lif demeti) Uzerinde bir
koneksiyon verilmesi demek, mademki P nin her noktasinda; bu
noktadaki tanjant uzayda kalan, daha fazlasi sad etki altinda
invaryant bir dogrunun (yatay uzay) verilmesi demektir, o halde
Study dénisumi ile, bu regle ylizey U(zerindeki koneksiyon ile
belirlenmis bu dogrularin birim dual kiliredeki resimlerini
arayabiliriz. Once 6rnek 3.1.1 deki silindir yizeyi igin asli lif demet
yapist gdzonine alndiginda ornek: 3.1.1 ile tanitilan koneksiyonun
birim dual kuredeki resmini hesaplayalim.

Ornek 3.1.2

- =—1——— (- sint, c ost, - A b)

: v 1+?»2b2

arctg (-A b)

Sekil 3.1.3
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[+ . .. - . . ee = .o
Qu'nun bir birim dogrultu vektdéri 9 olsun. Bdylece (x, b)

noktasindan gegen yatay uzayin herhangi bir noktasi A olmak Uzere,

_>
7() AY - A =0
ve dolayisiyla
- = = k%
XAD=aAd=0

olup, IR3 deki standart baza gére

— ) -
X=cost€; +sinte, +bes

_)

9 =————IT - sint e—l) +coste_2) -?»be_; )
N1+ b?

olacagindan,

2 = >

g =90 A D =————1-—é——(-?»bsint-bcost,-bsint+lbcost, 1)

N1+ b2

elde edilir.

- -
Boylece P (zerinde bir Q° koneksiyonu verildiginde (u,u*)
vektdr cifti yardimiyla,
- o -,
A=0 +&9%

elde edilir.
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Bu bir 1sin kompleksine Kkarsiiik gelir. Benzer sekilde
P(M,IR*) regle ylzeyi Ulzerinde elde edilen Q° koneksiyonu ile
belirlenmis dogrularin birim dual kiredeki resimleri de birer isin
kompleksine karsihk gelecektir. Bu komplekslerin parametrik

denklemi;

Sekil 3.1.4

A -
o'+ AX +cA X

k(t,A,c)= +
w/<x'+7&X‘+ckX,u'+lX'+c1X>

—_)

Al +2X +cn X

__)
(x(t)%x

€

'\f<o<'+7»X'+c7»X,oc'+kX'+c?LX>

seklindedir. E® de P (M, IR*) asli lif demeti (izerinde bir koneksiyon
verilmesi demek ID3 de bir

o (t A, c)
iIsin kompleksi verilmesi demektir.
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3.2 KONEKSIYON REGLE YUZEYININ AGILABILIRLIGI VE
ACILIM ACISI

Tanim 3.2.1: Bir regle yizeyin anado@rularn boyunca teget
duzlemleri ayni ise regle yizeye agcilabilir denir
(Hacisalihoglu, H, H.1983)

—_
Tanim 3.2.2: Anadogrusunun birim dogrultman vektéri X olan

bir ¢ (t, A) regle ylzeyinin anadogrularina dik bir dogrultunun bir
peryod sonra ilk konumu ile yaptigi agiya regle ylizeyin agilim agis:
denir ve Ay ile gdsterilir (Hacisalihoglu, H, H.1883) Agihm agist
icin;

N :

(t, A) regle yizeyinin X dogrultman vektora,

¢
- -
a =X

] (3.2.1)

_.)
seklinde bir ortonormal (¢ ayaklinin ilk bileseni a olarak alalim.

_)
Dogrultmana dik olan vektérl a birim vektéri olarak alirsak,

- - =
a =a aAa
3 1 2

- -
a ’a

E k)

__)
a
1 2 3
(Hacisalihoglu, H, H.1983)

Boylece regle ylizeyin dayanak egrisi boyunca hareket eden H

seklinde \ l ortonormal sistemini tesbit etmis oluruz

uzayini,

e
H=Sp{a’a’a}
1 2 73

= (t)
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olarak alabiliriz.

Bir tam donmeden sonra dogrultmanin ilk ve son konumlari

- -
ayni olacagindan a ve V, ile gobsterilecek bu konumlar igin

=2 -
V1=a1

elde edilir. Ayni sekilde U¢ ayaklinin diger vektérlerinin ilk ve son

- - - —_>
konumlarini V,>V3vea, - a  ile gosterelim.

‘ - - o o
Boylece sabit sistemi \oc (Io);Vl,Vz,Vg,/ ve hareketli

- - =
sistemi de \oc(‘);al, a2,a3f seklinde alalim. lkinci ve {cglnci

eksenlerin ilk ve son konumiari arasindaki agi 6 ise bu taktirde,

__)
A aj
v -
Vs vA
e o
0 o
2
Sekil 3.2.1
4=y, . cosB-y,.sind (3.2.2)

- = -
a3 =y, .sin@+y,.cos6 , 6=6()

yazilabilir. Bu sistemlerin degisimi igin t'ye go6re diferensiyel

alinirsa,
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R -
day; =dV;.cos0-dV;.sinf+

- -
-V, .s5in0-V3.cos6 |dO

R ->
day =dV,.sin@+dVs.cos6+

- - (3.2.3)
+Vy.co80-V3.5in0 {dO

- -
elde edilir (Hacisalihoglu, H, H.1983) V,ve Vv, sabit sistemde
olduklarindan,

- -

dV2 =dv3=0

bulunur. Dolayisiyla,

= - -

day, =[-V,.sin6-V3.cos6 {d6

- N - (3.2.4)
daj ={+Vy.cos6-Vs3.sin0 [d6

olacagindan, (3.2.2) den dolay!

- —
da2 =-aj de

- - (3.2.5)
d a3 = 32 d@
olur. Buradan do c¢oézillrse,

- — - - -
-do= <daz ,a3> =-<da3 ,32>

(3.2.6)
elde edilir (Hacisalihogiu, H, H.1983) Eger (3.2.6) nin o (t, A) regle

ylzeyinin dayanak egrisi boyunca integralini alirsak agilim agisinin

(3.2.7)

ARLDOLY O¥ivenciecs
MERRET rer '
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veya

—_

- - -
A=+ <day;,az>=-

<dajz, a> (3.2.8)

o

olarak bulunur.

f i o
Ayrica \ o, a vap’ a3/ sisteminin degisimi igin,
0 W3 - Wy
Q= - W3 0 Wy
Wiy - W, O

matrisi kullanilarak,

_)
da a,
W3 - Wa —
'W3 Wi a
-w, 0 2 (3.2.9)
.—)
a
3

seklinde yazilabileceginden (Hacisalihoglu, H, H.1983),

- = - -

<dap;raz3 > =-<daz:a;>=w, (3.2.10)
ve dolayisiyla agilim agisi igin,

=P wy (3.2.11)

elde edilir (Hacisalihoglu, H, H.1983)

3.2.1 Koneksiyon regle yilizeyinin acilabilirligi

Xwo)=B0+9X ® , BO==©®+1X @

Quo)=B®+8|B M+c A X,

nin agtllabilir olmasi igin,



in 1
h—=0

olmahdir. Bdylece,

det(ﬁ t), p t)+c )»X'l, B)+cAX,|=0
c:det(B(t), B +c XX'I, B@)+cAX,|=0
@det(lB , B ,c le)+det([3 , C kX.l,c AX, =0
. e 2 2 / 0 \
ocAdet{B. B X, J+c"h det| B, X1, X, |=0
X(t’ 9) igin acilabilirlik sarti:
lim dct(B(t+h)-B(t), XHh,Xl):O
h—0
@det(ﬁ(t),x'l+xl,xl)=0
_ Az0 ‘
@CKdCt(B(t),X[,Xl)=O = de[(B,X[,X[)-——'O
c#0

dir. O halde asagidaki teorem elde edilir.

Teorem 3.2.1: X
(t. 9

/

acilabilirdir, yalniz ve yalniz \B AB ,Xl} lineer bagimhdir.

acilabilir olsun. O zaman Q(t

24

detf Ba+h)-B), B t+h)+c AX,,p, B'(t)+c K;()t =0

)
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Teorem 3.2.2: Dogruliman vektdér alani i) , ?(t) I = 1,
olmak Uzere bir ¢ (t, A) regle yuzeyi,

@ (t, A) =< () + A X (1) Oyle ki <><:I—~>E3 ,((p(t+21t,7»)=(p(t,7»))

t— o< (1)

yay-parametrizasyonu ile verilsin. o (t, A) regle ylzeyinin bir
koneksiyonu,

(c, )

[ =Sp{e@+rX W+crAX (@)
(t,2)

olsun. ()(t Mkoneksiyon regle ylzeyinin agilim agist,

W wy@i-1)
>\'°<'+}\,X'+C7\,x='C)\, —m+ —-TM_-—

dir. Burada w; , w, ile N, ¢ (t, A) nin birim normal vektor alani
olmak uUzere, ({X,,e~' (1) , N} cati alaninin bag formlar

gosterilmistir ve
,. 2 2. .2
ae ¢ (M IR),celRveM=1+c"A +A X Il dir.

ISPAT:

Sekil 3.2.1
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V=X, B)=e D+AX ©
0

-_—
V=<, V, =N

diyelim. {Y4, Yo, Y3} ile Q(t Mkoneksiyon regle ylzeyinin ortonormal

gati alanini gbsterelim. Boylece,

°C'+7\.X'+C7\,?
2.2 .2 . 2
Y, = . M=1+c"A +4 X,
,\/ , 2 2 .2
T+c?A +4 11X,
B Il [E; +ernX
i
Y, =
= ¥, m
A%+
-ch. P +HB I X, 2
g i SedL BHNBTNLX,
Y2= =
™ B . Y™
Y;=N
dir. O halde,

Y
°<'+7\.Xl' +C)¥X[
Y1=

™M

z-cx(«'+xx; )+||B'||2.x[
Y
B Il Y™

olup { Vi,Vy, Vs }ortonormal oldugundan X;= aec' + coﬁ olmak Uzere,



eAP 1-ha2 Ac, =

Y, = V, + Vo) + —2V
S0 AREE's v R v B
A%+
2 2
g _-Che-ch (—as'+coN)+1pN° X,
2 B VM
2 x2
=Ilﬁll-\71+-cl+ck a72+-coc V)
™M BN VM RN VM
ve
Y3=V3
dir. Boylece, )
2
cA 1B IRl
2
U -2 NP1 -cA+ch a
'l YM )
Ac, lIg -CCy A
dir. Burada;
X;=-ao<'+coN
olup

<X;,='>=-a

dir. O zaman,

. 2
||[3'n=||o<'+xx[u=w/1+x a’-2%a

={1-Aal
VM =lloc'+ A X, +cA X,

2 2
=«/1+x a’+c’A -2)\a

’\/ 2, 2

=Y (Aa-1) +c" A

degerleri yerlerine yazilirsa,

0
0
'l VM

27
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l-ralch  (1-ra)i-2al 0
2
A=—1 (1-1 a) cr(1-1a) 0
N YM
0 0 I1-2 al VM
cA ~1-Aa 0
1
=—| Aa-1 ch 0
M
0 0 ™M
elde edilir. Buna gore
Y, ch ‘1-Aa 0 V,
1
M
IRE 0 0 M V3
dir. O halde;
1 3
-5.a~.2(xa-1)x.Mzcx * 0
2 (4 a-l)
ch (Aa-1). a
dA= * . 0
M. M
0 0 0
dir. Burada * = ]'Kza = | olup,
(1-Aa) +c2
'=a'k(ﬂﬁﬁd-(l-la)(la-é%fla

. 1-Aa
«/ z , 2
(1-Aa) +¢ A

dir. Sonu¢ olarak,

|

M

2
_-a'AM+(1-%a) Aa'

M. VM



2
A ca'(l-2Aa) _7L c a'
M. M M. M
3 2
dA= A Cza' A c.a'(l-Aa)
M. M M. M
0 0

oldugu gb6zéniine alinirsa,

[ 3,
Aca'(l-Aa) -A ca
3 2
dAATzMIV.M_ A cZa’ A ca'(l-ha)
0 0
c A Aa-1 0
C= 1-La c A 0
0 0 ™M
[ 2 2,
5 0 -(1-Xa) -A ¢
=al c M 0
M
0 0
yani,
2
, 0-10
Q=dAAT=a;IC 100
000

elde edilir. Diger taraftan
Y=AV ,dV=V¥YV

29
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olmak (zer

e

dY = (dA) V + A (d V)

(
(
(

d
d

AVATAV+AYYV , V=AlY=ATY
A)ATY+ + A¥ATY

(dA) AT+ AY AT)Y

yazilabilir. Buradan,

0
Y = -Wg

&
>
1

W3
0
W2 'Wl 0

ch 1-2a

M ™M

-:2 As Aa-1 cA
3 | Twm ™

0 0

AL 1-Aa chA 0
M
0 0 ™M
dir. Bu degerler yardimiyla,
-w3(1-1a) wiCA -wy M
1
i -w3CA -wz(Aa-1) w; M
wiaCA -wi;(1-Aa) wo(ha-1)-w;ch 0
ARADYLY

MERNEY

R
g )
e s 3

30
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cA 1-Aa 0

-1 1
AY A =M ha-1 chA 0 .B
0 0
dir. Burada
-w3(1-La) w3 CA -w, M
B= -w3CA -wz(Aa-1) w; YM
wacA-w;(1-Aa) wo(ha-1)=w;ch 0
olup
0 - w3cz?\2- wa(A a—l)2 m[clwz W) (]-al)]
A\VA-]=-;4— W3M 0 m[(a}\.'l)WZC)\,Wl]
m[-CKwa,(l-aX)] m[-wz(ka-l)+wlcl] 0
boylece,
0 - W3 -v—l_-M[CKWZ-Wl(]—Kal]
1
AlPA- 1= W3 0 -T_ﬁ [C?\,Wl‘W2(}La'1)]
1 ,
—ﬁ[csz-wl(l-ka)] m[ckwl-%(al-l)l o-

elde edilir. Bu ise,
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7&2
-C a'
0 0
7»2 "
Q+APA = cMa o of+
0 0 0
0 - W3 m CAwy-w;(1-2a)]
w3 U [cAw;-wy(1-Aa)]

v___
m [cAwy-wi(1-Aa)] \/_ [cAw -wy@r-1)] 0

2
cA a
0 -(W3+ M) —V—!_;.—(c?»wz-wl(l-laj
2
ch @ cAwy-wy(1- laj
B AC e i &
-1 1
—M(C)\'WZ'WI(1°)Laj —M(CKWI-Wz(aX'I) 0

demektir. Buna goére,
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2
W¥= Q3=—_'(lﬁ (iC}»Wl-Wz(a)\.- 1)

olup, koneksiyon regle yizeyi igin agilim agis,
Y
)"oc'+lx'+c7»x=§ Wi

W . Wa(aA-1)

=-cA m‘“l‘ ——{—ﬁ——

dir. Burada integraller 3®=«<®+AX, egrisi boyunca hesaplan-
migtir.

<x;,<>c'(t)>=—a=l

olmast halinde

!
i
7"o<'-+-7»x'+c)»x=-cl ¢

2k

dir.
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4.1 GENELLESTIRILMIS REGLE YUZEYLERIN ASLI LIF DEMET
YAPILARI VE KONEKSIYONLAR

Bu bdélimde 1.2.1 deki (k+1)-regle yuzeylerin bir asli Iif
demet yapilarini ve bu demetier {izerinde koneksiyonlarini verece-
giz.

1.2.1 tanima gbre bir genellestiriimis regle ylzeyin C*

yapisini

o1 ¢ .

olmak Uzere,
k
X(t, ui)=°c (t)+2 uiei(t), u; € IR,Ui:/:O
1i=1

seklindeki parametrizasyon ile tanimlayabiliriz. Burada {ei(t)}

herbir t € I igin ortonormal C' gati alanidir. Simdi,

1=1

k
P={o< ®+ u;e;® 1 te I,u,e IR* \

M=-e< (1)

manifoldlarint gé6zénine alahm. D, R*) =G ile

Ay . 0 \
.. ) Yrers ) cGL(,IR)
S

Lie altgrubunu gosterecegiz ve bundan sonra kdsegen uUzerindeki
bilegsenleri iy, . ., Ay olmak {izere bu altgrubun herhangi bir

elemanini da [A;] §eklihde temsil edecegiz.
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R:PxDy (IR¥) —> P

i=1

k k
(x ®+ Y ue; 0, [xi]) — <O+ D, Auje;
1i=1

etkisini tanimlayahim. Bu etki ile P(M,G) bir asli lif demetidir.
Bunun igin 2.1.1 tanimin gerceklenmesi gerekir. ligili aksiyomlarin

saglandigini asagidaki sekilde gdrebiliriz:

ALD1) R sag serbest etkidir:

R nin bir koordinat temsilcisi F olmak Uzere,

P x D, (R") R P
xk=id K X; X, =id R
vaIR x‘I'F{k F >1X|e‘k
Diagram 4.1.1
FO® Uy, oo u)),gs,.--,0¢) =1( ugq,...,ugx) Fve RC™

dur.

ii) R bir sag etkidir:
"R:PxDy(AR*) > P

olup,V g;. g,€ Dy (IR¥), ¥

k
< (M) + 2, uiei(t))e P

i=1

igin, g4 ve g» nin késegen lzerindeki bilegenleri sirasiyla g,, ,..., Qin

ve go, ,..., Oop ile gbsterilmek Uzere;



i=1 i=1

k k
Rglgz(oc(t)+ D uiei(t))=°<(t)+ 2 Ui g £2i €

=Ry,

i=1

k
“ @+ D u; g.ieia))

k
el =@+ Y uiei(t))

=Rg20R
: i=1

R, 0R

=R g2 g1

2182

Bdylece R bir sag etkidir.

iii) R etkisi serbesttir:
V g € Dy (IR¥) igin
Rg((t,ui))=(t,ui)=>g=lk

oldugunu godstermeliyiz. Bu ise,

K k
("‘(t)+ 2 u; g ei(t))=°‘(t)+ Z u; €

i=1 i=1

=U; &= ci=1,...,k ,{u#0)
= g;=1 , i=1,...,k ,(ui¢0)
=>g=1k

oldugundan dogrudur.

ALD2) P/D, (IR*) =« (I) = M diffeomorfik, ustelik
n:P—->M

i=1 1i=1

k k
< (D + D, uj € (t)—)ﬂ(oc(t)+ > ei(t))=°c(t)

C* olur.

36
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P/Dy, (IR*) =M nin birebir karsilik gelme oldugu = nin bu

tanimlanmasindan agiktir. © nin C* oldugu ise diagram 4.1.2

geredince, m nin bir koordinat temsilcisi F igin,

P " ~ M
X X,
k

Y « ﬁ B 4
IxIR > |
Diagram 4.1.2

F = iz, olmasindan elde edilir.

ALD3) P Lokal asikardir. Gergekten de;
V e (1,)=U; c Magik alt ciimlesi igin,

Fy:n ! (e (1)) > e (1,) x D (IR%)

k
“(t)'*’zui €;

i=1

k
<M+ Y u e Mo

1=1

, @

i=1

k
°C(t)+2ui Ci)

olup burada,

k
T °<(t)+2ui Ci(t) =°¢(I)E °<(:[l)

i=1

K
Dl o+ Y, u; &) | =[u;]e Dy (IR¥)

i=1

olarak tanimlandiginda,
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@:n"'(U;)- D, IR¥)

k
oc(t)+2ui Ci—)g

i=1

k
o< (1) + z u; € )=[ u; |
i=1

dénistimi icin de,

k
<+ 2, u;g; &)

i=1

k
R,| @ oc(t)+.z:1ui e || =0 =R,0cD=0°R,

dir. Simdi ¥ nin bir diffeomorfizm oldugunu gésterelim. Diagram
4.1.3 yardimiyla ¥ nin bir koordinat temsilcisi H olmak Uzere;
Y

7 (U > o< (I;)x D, (IR*)
y X; idg*
Y ’ \ Y
1Rk+1 > IR X IRk
Diagram 4.1.3
H(t (uy, ...,u))=C(t (u, .., u) ) dolayisiyla H bir

diffeomorfizm oldugundan W bir diffeomorfizmdir. Yukaridaki

tartigmay! bir teorem olarak ifade edelim:

Teorem 4.1.1: < :1— E", bir C™ egri olmak izere,

k *
szoc(t)"'ZUi € (I)IIGI,UiEIR

\ =

genellestiriimis regle ylzeyi,
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R : P x D, (IR*) » P

k
(°< (t)+‘2 uie;, | 8]

k
— o< (t)+ 2 u; giei(t)

i=1 i=1

etkisi ve V I; c I agik alt aralik olmak iizere,

yin! (e (1)) > e (1,) x D (IR%)

oc(t)‘f"i u; ci—-){oc(t),[ui])
lokal asikarhigr g6ézénune alindiginda,  (I) Uzerinde D, (IR") etki
grubuyla birlikte bir asli lif demetidir. Bu asli lif demetini kisaca
P (M, D, (IR*) ) ile gbsterecegiz ve P (zerindeki bu asli lif demet
yapisina da P regle ylUzeyinin dogal asli lif demet yapisi diyecegiz.
Teorem 4.1.2: Teorem 4.1.1 deki notasyon ile P regle
ylzeyinin dogal asli lif demet yapisi verilsin. ¢4, ... , ¢ e IR*

verilen sabitler ve,

. k ; k k \
QY <+ D, u; &) =Sp\oc' M+ D, u; g+ 2, ¢y ei(t)f
i 1=1 1=1

i=1
k
< (D+ ), u;
i=1

olmak lzere, Q°i, P (M, D, (IR*) ) Gzerinde bir koneksiyondur.

Ispat: P (M, D, (IR*) ) asli lif demeti Tanim 2.1.1 anlaminda

n

verilsin. O zaman, e:] — E ,e« (=M, P'nin yay parametreli
striksiyon gizgisi ve,

K *\
P={o®+ > ue @®ltel,uelR

|

olmak Gzere, P (M, D, (IR*) ) iizerinde, herbir c;e IR igin,



k
u=o B+ Y u; @ —> QY

i=1

k k
=Sp{ oc! (t)"“ z u; ¢ + 2 Ciu; € }
i=1 i=1

c-
= Qe uy)

k
oc O)+ }5 uici)

i=1

doénlsimi bir koneksiyon tanimlar. Gergekten de,

G,=T, (D (IR*) )= Tyn"" (=)
k o k \
Qu=Sp{ =" (O+ Zuieﬁ Euieif
1=1 i=1
TP=T,n ' (= ®)®Q,
olmak Uzere
k
Tun'l(oc(t))ESp {ei(t)}olup,{oc'+ z U; €, €, ..., ck/;TuP'nin
i=1

bir bazi oldugundan,
T,P=Q,®G,

dur.

R,:P —= P, R,

K X
o< (1) + 2 u; ei) = o< (1) + Z u; g; ¢ (1)
i=1 '

i=1

sag etkisi altinda,

(Ry)

*

W& . k .
o' (1) + 2 u; ei(t)) = o' () + Z u; g; € (1)
i=1

i=1

40
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(Rg) (e1)=g1e1
(Rg) (e2)=g2e2

(Ry), )= gxcs

oldugu kolayca gorillebilir. Buna gore,
Rg (invui))z intvuigi)
dir. O halde;
Qf;.ui) Rg altinda sag invaryanttir.

/ o<’ (1) + i u; € + iciui € \
\ i=1 i=1 /

diferensiyellenebilir bir baz oldugundan Q° diferensiyellenebilir-
dir. Béylece Q°i, P (M, D, (IR*) ) da bir koneksiyon tanimlar.
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4.2 Stiriksiyon Altmanifoldu

k
(p(t,vl...,vk)= =< ()+ Y, v; &) parametrizasyonu ile bir regle

i=1

yuzey verilsin.

Ek(t)=Sp{ e, ..., e )l
o< (1)

< (1) den gegen dogrultman uzay olmak Uzere Ey () ye komsu Ey (t+h)
dogrultman uzay! ile E, (1) nin ortak dikmesi olan hiperdizlemin
Ex(t) ile P, E; (t+h) ile P' ortak noktasina sahip oldugunu varsayalim.
O zaman;

oc (l+h)

o< (L)

Sekil 4.2.1

k
P=ec@®+ > u;(0e;() 5  u;®=vi(t,vq,..., vg)

i=1

Kk
P'=ec(t+h)+ D, u;t+h) e (t+h) 5 ujt+h)=vi(t+h,vq, ..., vg)

i=1

yazilabilir. Buradan,
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—_— k k
PP'=oc(t+h)-°<(t)+z u;(t+h) e (t+h)-2ui(t) e; ()

i=1 i=1

k
Bu esitlikte sad tarafa ., u;(t) e; t+h) ekleyip gikararak elde

i=1

edilen ifadeden h— 0 igin limit alinirsa,

k k
im = PP =ec'(0+ 3, u; & + 3, u; € (t)
h—0 i=] i=1

==

elde edilir. Dogrultman uzayina, PP’ niin dik olmasi nedeniyle,

k k
PP'>=0=<e;, =<'+ > u; e+ u; &> () (4.2.1)
O l=] 1:1

ve lim <c:j(t+h),l PP'> = 0 olup,
h
h—0

1 =—

<e;, lim B—PP'>=O... 1<j<k (4.2.2)
h—0

dir. Dolayisiyla,

k k
PP'>=0=<e¢j, '+ ) u; € + 23 u; &> .... (i)
i=1 i=
dir. (i)-denklemlerinde T = ' (f) yazilimi kullanilarak,

<e;, T>+uj<e;, e,>+.+u<e;, e >+u;<e;, e >+.+u< €1,€e,>=0

<er, T>+uj<ep,e;>+.+up<e;, e >+u;<ey, € >+. +up< gy, e>=0

(4.2.3)
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(i) denklemlerinden de,

<e;, T>+u;< e, e >+.+u<e,e>+u;<e;,e>+.+up<e;,e>=0

<ep, T>+u;< e, e;>+.+u<e;,e>+u;<eg, e >+.+u<eg,e>=0

(4.2.4) elde edilir. Bdylece

4.2.3 matris formunda,

- . <ey, 6> ... <ep,e> u
<e,T> P ’ 1
+ +
<e,T> . :
L - < €, €1> e < €k, €x> Uy
<e],el> PN <61, ek> U 0
+ =

| (4.2.5)
< €k, €~ e < €k, €x> Uy 0
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ve 4.2.4 matris formunda,

<é1,T> <€, 6> .. < €y, €~ u;
+
< e, T> <€y €1> ... < €, &> Uy
<el, el> ... <e], Ck> 1']1 0
+ =
(4.2.6)
<ék, € > R <ék’ €x > Uy 0

seklindedir. Burada,

<e, > ... <ep, >

A'= ,
< €k» é1> <ek’ék>
<ey, €> < ey, >

A= =I

< €g» €;> Ce . < €xs €~
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<e,T>
E =
< e, T>
<é1, 1> ... <é],ék> u,
AV|= ’U= ,
<€, > ... < e, > uy
U, <e,T>
U= ,E'
l:lk <ék,T>

olmak Uzere (4.2.5) ve (4.2.6) esitlikleri, basitge

A.U+A'U+E=0 , A=1 \

A" U+A'U+E'=0 [ (4.2.7)

seklini alir ve bu denklemlerden birincisinden
U=-A'"U-E

degeri ikincisinde yerine konulursa,
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(A" -A?)U=AE-FE | (4.2.8)
elde ederiz. Eger (4.2.8) in ¢b6zUmi var ise bu esitliklerden elde
edilen

U=(us,..,u)
sirali  k-lisi

k
P=cc()+ 3, u;¢;(t)

i=1

esitligi ile bir nokta tayin eder. Bu nokta komsu dogrultman
uzaylarin ortak dikme ayaklarindandir. Bu ortak dikme ayaklarinin
geometrik yerinin de verilen regle yiizeyin bir altmanifoldu
oldugunu gb6sterecegiz. Bu altmanifoldu &zel olarak, striksiyon

altmanifoldu olarak adlandiracag:z.

Tanim 4.2.1: Bir regle ylzeyin komsu dogrultman uzaylarinin
ortak dikme ayaklarinin geometrik yeri olan altmanifolda regle
yuzeyin striksiyon altmanifoldu denir.

Striksiyon altmanifoldunun varhk teoremi asagida

verilmisgtir.
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Teorem 4.1.2: 4.2 paragraftaki godsterimler kullanilarak
¢ (t, uq,...,u,) parametrizasyonu ile bir genellegtiriimis P regle

ylzeyi verilsin. O zaman,

<ep, > ... <ep, &>
A= ,
< €x> €1> ... < €, 6>
<e, €> ... <ep,e>
A= : : #0,A=1
< e, € > < ep, &>

<e,T> <e;, T>
E= . , E'= .
< e, T> < e, T>

olmak U(zere bu regle ylzeyin striksiyon altmanifoldunun mevcut

olmasi igin gerek sart,
rank (A" - A' 2, A'E - E') = rank (A" - A' 9

olmasidir. (bundan sonra m ile rank (A" - A’ 2) yi gOsterecegiz.),
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Ispat: (4.2.7) ile

U+A'U+E=0

(av-A?)u=aE-E
sisteminin ¢6zimleri aynidir. Halbuki ikinci denklemin ¢dziminin
mevcut olmasi igin

rank (A"-A'2, A'E-E')=rank (A" - A'?)

omasi gerekir.

KARSIT ORNEK: Teorem 4.1.2 deki gerek sart asagidaki karsit
érnek nedeniyle yeter sart degildir. IR de bir < : I — [R% egrisi

tx(t)=—%—(l+t,0,0,l+t);
verilsin.

e, (t) = (sint, 0, cost, 0);
e, (1) = (0, sint, 0, cost);
olmak iizere
. 1
o< (1) = —
(t) "l

e, (1) = (cost, 0, - sint, 0)
e, (t) = (0, cost, 0, - sint)

(1,0,0,1)

dir. Boylece;

A=[<e;, e> =1

A'=[<ei,éi>]= 88]
Av=]<é, 8> (1)?]
1 .
—— sint
E=[<ei,T>]= 1/17
—ﬁcost
oefcor ][]
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olup
AU+A'U+E=0
A"U+A'U+E'=0
. 1 | sint
U+ﬁ cost|
1 | cost
U+_ﬁ[- sint]”O
dir. O halde,

+_1_ cost| _
Y2 | sint|
1

olmalidir. Bu ise
-sint| | sint
-cost| |cost
yani
sint = 0
cost =0
demek olacagindan celismedir. Yani sistemin ¢6zimi yoktur.

Burada,

1 0 - costl

1t 12 [ _ ' —
rank(A -A",A'E E)—rank[ 0 1 sint

—rank (A"-A"7 )

olmasina ragmen 4.2.7 nin ¢éziimi mevcut degildir. Lineer denklem
sistemlerinin teorisinden ¢6zim uzayinin boyutu ile ilgili olarak

asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.1.2.1 : Striksiyon altmanifoldu mevcut ise rank (A"-A'2 )=m

olmak iizere striksiyon alt manifoldunun boyutu, k - m + 1 dir.
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e ' I

ORNEK:4.1.1: M={ x,y,2) 1 x2+y2=1 } yiizeyi,
«:IR —> E’

t = o< (1) = (Cost, Sint, t)

dayanak egrisi ve,
e; = (0,0,1)

dogrultman: ile silindirdir. (4.2.7) esitliklerden,
A‘=<e3,e'3>=0

A''=<e3,e3>=0
A=<ej,e3>=1
E=<e3,T>=l

E'=<e;, T>=0

oldugu gbézénine alinirsa,
u+1=0
=u=-1
=u=-t+c, celR

elde edilir. O halde V ce IR igin

P{t)=e< () +(-t+c)eg

= (cost, sint, ¢)
bir merkez noktasidir. Bu ise M nin striksiyon altmanifoldunun yine
M oldugunu gdésterir.

O halde M nin striksiyon alimanifoldu 2-boyutludur. Bu ise
sonu¢ 4.1.2.1 de k = 1, m = 0 olmas! nedeniyle k - m + 1 = 2
oldugunu dogrular.

Simdi striksiyon altmanifoldunun varhg: ile ilgili olarak

bazi ézel sonuglar verecegiz:

Sonug: 4.1.2.2: A"-A2=0,A'E-E'=0 ve A' regiiler ise
striksiyon altmanifoldu mevcut ve manifoldun tamamindan

ibarettir.



52

Ispat:

U+A'U+E=0 | U=-A'U-E

A"U+A'U+E'=0[ A"U+A'U+E'=0
dir. Boylece

A'. U=A"_A'E

> =A'E-E'=0, U=0
AHU_A‘ U_AlE+EI=O

yani U = sabittir. Dolayisiyla manifoldun her noktast bir merkez
noktasidir. Yani striksiyon altmanifoldu manifoldun tamamindan

ibarettir

Sonug¢ 4.1.2.3: A"-A?=0 ve A'E-E'20 ise striksiyon
altmanifoldu mevcut degildir.

Ispat: Teorem 4.1.2 den aciktir.

Sonug: 4.1.2.4: Regle ylzeyin striksiyon altmanifoldu mevcut
ve boyutu k-m+1 > 2 ise striksiyon altmanifoldu da bir regle
ylzeydir.

Ispat: 4.2.7 nin bir ¢6zimi

Uqs ey Uy
olsun. O zaman,

(A" -AY)U=AE-FE

lineer denklem sisteminin ¢6ézlimleri arasinda,
U+A'U+E=0

lineer denklem sistemine uyan (u,, ..., u,) k-lilarin tanimladig
k
D uje®
1=1

noktalar cimlesi bir afin altuzay tanimlar. Bdylece,
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k
S={ <+ z u; €; (1) | v u;,...,ug€ IR, 4.2.7 nin bir ¢oziimiidiir.
i=1

cimlesi regle yuzeyidir.

Tanim 4.2.2: E" de (k+1) - regle ylzey ¢ olsun. ¢ nin her E, (t)

dogrultman uzayinin sabit bir EYc E" , g > k, altuzay! mevcut ise

¢ ye g-konoidal regle yiizey, E9 altuzayina da ¢ nin dogrultu uzayi

(Richtraum'u) denir (Frank, H. ve Gierig, O., 1976).

Teorem 4.2.2 : qg-konoidal regle ylzeyin Richtraum'una

paralel bir g-regle altmanifoldunun herbir noktast bir
noktasidir.

Ispat: Regle ylizeyin bir parametrizasyonu
k

k-g
(p(t,ul,...,uq,;..,uk)=o<(t)+zuiei+ 2 uje;
1i=1 j=k-q+1

olup, Ug.get » - » U NI herbir degeri igin,
(A"-A*)U=A'E-E' , U+A'U+E=0
saglanir. Buradan,

rank (A" - A?) =m<k-q
dir. Boylece;

Ik k-q adres

> u

k
<ei,ej>- 2<ei,es><es,-e
s=1

i

Son q adres

merkez
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Son g adrestekilerle
um+1=cm+1=st,..., Up = Cx

birer parametre olmak (zere Uygyennyl bu parametreler- cinsinden

s-1;
ifade edilerek,

m , k
(p(t,um, ...,uk)=°c (1) + Zui(ul,...,um_l)ei+ 2 u;e;

i=1 i=m+1

parametrik yazihimiyla belli (k-m+1) - boyutlu regiiler regle

*

altmanifoldunu olusturur. Burada * ile sifir olmak zorunda olmayan
bilesenler go6sterilmistir. Bu altmanifold agikca q-regle ylizeyin
Ricthranm'una paralel regle altmanifoldu da ihtiva eder.

Burada su acgiklamayl yapmakta yarar umuyoruz. v t € 1 igin
boy T(t) = k +m olsun. Bu taktirde @ nin { (t) dayanak egrisinin Z; (1)
hiz vektérd A(t) asimptotik demetinde bulunur (Regle

altmanifoldliar, Aslaner R. 1989), calismasinda,
. k k
L= 2 Ciei+ 2 Coags,
i=1 s=1

ifadesini vermis olup, bu halde asimptotik ve tegetsel demetler
cakigsmalidir. Bu ise bizim ele aldigimiz bal igin her zaman

olmayabilir. Ek olarak ayni c¢alismada verilen,

i

1]
—

€=

i i€t Kiay

J
J

k
Cm+s™ zxijej
i=1

ifadelerini de bizim ele aldigimiz haller igin yazamayabiliriz.
¢

Boylece bu galismayla birlikteligimiz, sadece E® de merkez nokta

tanimiyla ilgilidir. E2 Un disinda verilen merkez nokta tanimi bizim

ele aldigimiz bigiminden farkhdir.
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Teorem 4.1.3: P bir (k + 1) - boyutlu genellestiriimis regle
yizey ve P nin (k-m+1)-boyutlu striksiyon altmanifoldu mevcut
olsun. O zaman P, striksiyon manifoldu {izerinde (k-m) - boyutiu

fibre'leriyle bir asli lif demeti yapisina sahiptir. Burada m ile,

<€;,€1”

<e'1,e;<>
A=
<ep.e> <ey, e >
<cl,e'1> <e,,e;<>
A'= =0
<ek,e;> <ek,e;(>

olmak Uzere, A" - A'2 nin ranki gosterilmistir. {e; (t), ... , g (1)} de
dogrultman uzayinin bir ortonormal bazidir.

ispat:

: \
P=foc(t)+ Y u;e;lte 1, u;e IR
/

m-1
S=M=/ < () + D, i up,

k
ceey uk)ei+ 2 ujej|te I,Uje IR
\ i=1 j=m
G=D,_; (IR¥)

diyelim. Burada uq,

. LU (4.2.7) nin ¢6zimindeki serbest
parametreler, uy4, ..

. Uy ise Up, ... U cinsinden tayin edilen
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degerlerdir. x ile S nin ve y ile de P nin: bir koordinatlamasini
asagidaki sekilde tanimlayacagiz:

x:§ —> R ™!

k k
o< (t) + 2 u; (ugs .., 0 e+ Z uje; —> (L, Up, ..o, Uy)
i=1 j=m
y:P— R
m-1
o< (1) + Zuiei — (t,ug,...,u).
i=1
R:PxD_ _ ,(IR*)—P
m-1 k m-1 k
(o< (1) + 2 u; €+ 2 u;ejr [gily —> <@+ 2 u; 8,6+ Z u; €
i=1 j=m i=1 j=m
etkisini tanimlayalim. llk olarak R nin bir sag serbest etki oldugunu

gbstermeliyiz.

ALD1) i) R diferensiyellenebilirdir:
Asagidaki diagram yardimiyla;

P x D(R ~ P

X ) y
j

Y Y m1 F k

IxIR“x IR 1% IR
Diagram 4.1 .1

F((t’ul"’uk)a (gu”’glm-l))=<t’(ulgl’ ->Um.18m-1 ’um"’uk))

oldugundan dolayr R diferensiyellenebilirdir.
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ii) R sagd etkidir:

R:PxD,_,(R¥) —> P,olup

m-1 k
Vgi=[g;l, g2=[g2]€ Dy 1 (IR¥), V| < 0+ ), uje;+ Y, uje;
icin

(t)+2ue+2ue —-°<(t)+2uc+2ug1,gzl €

i=1 i=1

=Rgz (t)+2ue+2u g1; ¢

i=1

=(Ry, OR, )| < (0 + Zu e+ Zu ;

1=1
olupR, , =R, oR, dir. Boylece R bir sag etkidir.

iii) R etkisi serbesttir:

Birge D (IR*) icin gostermeliyiz ki,

m-1

m-1
cc(t)+2u +Zue —o<(t)+2ue+2ue

i=1 1=1

ise g = 1, dir. Gergektende bu halde

(t)+2ugle+2ue—°<(t)+2u e+2ue

i=1 i=1

olup;

m-1

Z(“igi'ui}CFO , u;#0
i=1

= u;g;=u; , 1€i1€m-1 s ui¢0
=g=1,

dir. Dolayisiyla R etkisi serbesttir.
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ALD2) pp_ ,(IR*) = § diffeomorfizm iistelik,

n:P—->S8

m-1 k k m-1
o<(t)+ ZUiei-i- ZUjej—)OC(t)+ 2“j3j+ Zui(um,...,uk)ei
i=1 j=m j=m i=1

dir. PD__,(0R")=M 1:1 karsihik gelme oldugu = nin bu
tanimlanmasindan agtktir. Simdi n'nin C*= oldugunu godsterelim.
P " > M
y X
\ E Y
IXlR > IRk-m+1
Diagram 4.1.2

F@up, s u)=(xomoy ) (4 Uy, ..., uy))

{

m-1 k

=Xt (] e 1)+ zui(um, ,Uk)€i+ 2 Ujej
i=1 j=m
k-m+1

x:S —> IR

clup,

ALD3) P lokal asikardir. Gergekten de, S striksiyon altmanifoldu

icin,

m-1 k
1 (S)={ < )+ > ou(up, . u) g+ D u;e;lte I;, u;e IR

i=1 j=m
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olup,
Jy:n ' () —> SxD,,_; (R¥), doniisiimi,
m-1 k m-1 k

| o< ()+ z u; e;+ 2 u; € |= oc(t)+2 u;(up, ...,y ) e+ z u;e; (€ S
i=1 j=m i=1 j=m

%]

m-1 k
<D+ D, u; e+ I, ujej)=[ui] e D,,_; (IR*)
i=1 j=m

olacak sekildedir.
@:n ' (S) > D, (IR¥)

m-1 k
o< (1) + 2 u;(ug, ..o, up )€+ Z uje; = [u;]
i=1 j=m
ayrica,
m-1. k
Rg o< (t) + 2 u;(uy, ..o, up) e+ 2 uje; =
i=1 Jj=m :

%)

1=1 j=m

m-1 k
o< (1) + 2 uigi(um,...,uk)ei+ z ujej)

dir. Simdi y nin diffeomorfizim oldugunu gosterelim.

n (S) Y ~SxD (IR

X X; idmm1
Y ok-ma+t H Y m-1

IXIR —— > g*™2 « IR

Diagram 4.1.3
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H {4, hm, e, Uy )= (xixidIRm-l)owox'l}(t,um, ey Uy )

m-1 k
(x;xidpm-1)| ¥ °<(t)+zui(um,---,uk)ei*‘zuiei

i=1 j=m

m-1 k
u; °<(t)+zui(uma---,uk)ei+_z UiCi |» id(IRm'l)[ui]

i=1 j=m

1

(t,ug, ..., ug)

olur. H 6zdeslik déntusumudir. Dolayisiyla,

W =(!Xix d]Rm'l>-10H0X

C” dur. Boylece P (M, D, . (IR*) sistemi bir asli lif demetidir.

Teorem 4.1.4: P (M, D,,.; IR*) asli lif demeti Teorem 4.1.3 deki

gibi verilsin. Bu taktirde P Uzerinde,

k
u=(<><(t)+ Zuiei)e P

i=1

olmak Uzere,

k
u—[()=8p {oc'(t)+ Y e, e, ...,ck>

i=1

bir koneksiyon tanimlar.

Ispat: P (M, D,,_; (IR*) verilsin.
i=1

Q=Sp {oc'(t)+ iuiéi,em, ...,ek}

Gu=Sp{er. s €m.1}

dir. Tanim 2.1.2 nin gergeklendigini gdstermeliyiz.
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K1) T P =G, ® Q,agciktir.

Sekil 4.1.1
K2)
Rg:P——> P
m-1 k m-1 k
o< (1) + Z u; €+ Z uje; —> o< (t)+ 2 u; g+ Z u; €;
i=1 j=m i=1 j=m
olup,

R,.

i=1 i=1

k k
oc' (t)+ z Uiéi)= <! + z uigiéi,dlr.
Buradan, Ry (Q,) = ng oldugu géralur.

K3) Q, diferensiyellenebilir oldugundan [ diferensiyellenebilirdir. O
halde [ P uzerinde bir koneksiyondur.

Tanim 4.1.1: Teorem 4.1.1 deki koneksiyona P'nin striksiyon
koneksiyonu denir.
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