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ÖZET 

Bu çalışmada regle yüzeylerin asli lif demet yapıları verilerek 

bu yapı üzerindeki koneksiyenlar tanıtılmıştır. Bu koneksiyenların 

study dönüşümü ile dual temsilleri incelenmiştir. 

Ayrıca koneksiyon regle yüzeyi tanıtılarak koneksiyon regle 

yüzeyinin açılım açısı hesaplanmıştır. 

Son kısım genelleştirilmiş regle yüzeylerin bir incelenmesine 

ayrılmış ve genelleştirilmiş regle yüzeyler için striksiyon 

altmanifoldu ve striksiyon koneksiyonu kavramları tanımlanmıştır. 



V 

SUMMARY 

In this thesis, we give a principal fibre bundle structure 
for ruled surfaces and the constructions on the bundle had been 
introduced. We have examined dual represantations of those 
connections via the map of Study. 

In addition, we defined the notian of connection ruled 
surface and calculated the angle of pitch of the connection ruled 
surface. 

Last part of the thesis devoted to the generilazed ruled 
surfaces. Finally, Striction submanifold and the striction 
connection concepts had been in troduced. 
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1.1 TEMEL KAVRAMLAR 

Bu kısımda E3 de regle yüzeyler ve striksiyon çizgilerinin 

tanıtımını yapacağız. 

Tanım 1.1.1: M c E3 verilsin. V P e M noktasında E3 ün M de 

kalan P den geçen bir doğrusu var ise M'ye bir regle yüzey ve M de 

kalan doğruya da M nin bir doğrultmanı denir (Hacısalihoğlu, H, 

H.1983). 

Tanım 1.1.2: Bir regle yüzeyinin komşu iki doğrultmanlarının 

ortak dikme ayaklarına boğaz ya da merkez noktası adı verilir 

(Hacısalihoğlu, H, H.1983). Bir regle yüzeyin, 

oc:I---tE 
3 

dayanak eğrisi ve 

3 
X : I ---t u T oc (t) E 

tel 

Doğrultman vektör alanı verildiğinde, herhangi bir noktası 

---1 
X (t, A) =oc (t) + A X (t)' (tE I, A E IR*) 

olarak yazılabilir (Hacısalihoğlu, H, H.1983). 

---1 
X (t) 

Şekil 1.1.1 
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Bundan sonra bir regle yüzey yukarıda tanıtılan anlamıyla 

kısaca <p (t, lı.) şeklinde ifade edilecektir. 

Böylece boğaz noktalarının geometrik yeri olarak striksiyon 

çizgisi aşağıdaki gibi tanımlanır; 

Tanım 1.1.3: Bir <p (t, lı.) regle yüzeyinin anadoğrusu, dayanak 

eğrisi boyunca yüzeyi oluştururken bu anadoğru üzerindeki boğaz 

noktalarının geometrik yerine striksiyon çizgisi adı verilir 

(Hacısalihoğlu, H, H., 1963). 

Bir <p (t, lı.) regle yüzeyinin merkez noktalarını, dayanak 

eğrisinin -;;!yer vektörü ve X (t) doğrultman vektörü ile merkez 

noktasının dayanak eğrisine olan u - uzaklığı cinsinden 

-7 -7 

= (t) = = (t) + u X (t) 

Şeklinde ifade edebiliriz. Buradaki u-parametresi de 

-7 -7 
< D1 X, t > 

u=------

11DıX11 2 

şeklindedir (Hacısalihoğlu, H, H.1983). 

1.2 E" de Genelleştirilmiş Regle Yüzeyler 

E n, n-boyutlu öklit uzayında bir, 

oc :I -7 En 

t -7 = (t) , I c IR 

egrısı ve oc eğrisinin herbir oc (t) noktasında tanımlı ve ortonarmal 

!--? -7 \ 
\ e ı (t), ... ' ek (t) J 
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vektör alan sistemi verilmiş olsun. Buna göre, 

olur. ei (t) vektör alanının oc-boyunca oc. (t) yönündeki kovaryant 

türevini ei (t) ile gösterirsek, ( Dcx"(t)ei = ei (t)) 

dir. 

E n öklid uzayının oc(t) = P noktasındaki tanjant uzayı TEnp 

olmak üzere, {ei (t)} - sistemi T Enp uzayının k-boyutlu (1 $; k $; n - 2) 

bir alt vektör uzayını gerer. Bu altuzay her t E I'ya karşılık gelen 

oc(t) noktasında Ek (t) ile gösterilir. Böylece, 

Ek (t) = Sp {ei (t) , ... , ~ (t) } c TE" P 

olup aşağıdaki tanım verilebilir. 

Tanım 1.2.1: 1-parametreye bağlı bir k-boyutlu altuzay 

tarafından üretilen yüzeye n-boyutlu En öklid uzayında 

genelleştirilmiş regle yüzey denir ve (k+1 )-regle yüzey olarak 

adlandırılır (Frank, H. ve Giering, 0.). 

1.2.1 tanıma göre genelleştirilmiş regle yüzeyin bir 

parametrik ifadesini, 
n oc : I ----7 E 

dayanak eğrisi yardımıyla, 

k 

x ( t, u i)= oc (t) + L u i ei (t) 
i= ı 

şeklinde yazabiliriz. Burada {ei (t)} herbir t E I için ortanormal çatı 

alanıdır. 
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1.3 E3 de Study Dönüşümü 

Bu kısımda koneksiyonların, dual sayı temsillerinin 

incelenmesinde kullanacağımız kadarıyla Study dönüşümünü 

vereceğiz. 

Tanım 1.3.1: IR reel sayılar cümlesi olmak üzere, 

ID= IR x IR 

cümlesi üzerinde, toplama işlemi: 

EB :IDxiD4ID 

ı ( a , a* ) , ( b , b* ) )4 ( a , a* ) EB ( b , b* ) = ( a + b , a* + b* ) 

çarpma işlemi: 

8:IDxiD4ID 

ı ( a , a* ) , ( b , b* ) )4 ( a , a* ) e ( b , b* ) = ( ab , ab* + a*b ) 

ve eşitlik bağıntısı herbir A = (a, a*) ve B = (b, b*) E ID için, 
a=b 

a* = b* <=> A = B 

olarak tanımlansın. Bu işlemlerle birlikte ID cümlesine dual sayılar 

sistemi ve V (a, a*) E ID elemanına da bir dual sayı denir 

(Hacısalihoğlu, H, H.1983). 

Tanım 1.3.2: ID3 = ID x ID x ID olmak üzere X E ID3 elemanı 

4 4 
X = A +E A* şeklinde yazlabilir., burada A, A* E IR3 dir. Bu X için, 

ıı1_ıı = ll 1ıı, < A, A* > 
4 

,A:t:O 
4 

ll A ll 

olarak tanımlı ııxıı E 
4 3 

ID sayısına X E ID ün normu denir 

(Hacısalihoğlu, H, H.1983). 
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Tanım 1.3.3: {x=-;+E-;* ııXıı=(l,O),x,x*EIR3 } 
cümlesine 103 de birim dual küre denir (Hacısalihoğlu, H, H., 1983). 

Teorem 1.3.1: A e 103 olmak üzere 103 10-modülde denklemi, 

--7 
IIAII=(l,O) 

olan birim dual kürenin noktaları IR3 deki yönlü doğrulara bire-bir 

karşılık gelirler (Hacısalihoğlu, H, H.1983). 
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2.1 ASLI LIF DEMETLERI VE KONEKSIYONLAR 

Bu tezin asıl amacı regle yüzeylerin asli lif demet yapıları 

ve konaksiyonlar olduğundan kısaca asli lif demetleri ile 
konaksiyonları burada tanıtacağız. Bu kısım için kaynaklar kısmında 
verilen, 
"Foundations of differential geometry" adlı kitap temel 
kaynağımızdır. 

2.1.1 Temel vektör alanları 

Burada okuyucuya kolaylık sağlayacağı düşüncesiyle bazı 

kavramları hatıriatmakta yarar umuyoruz. 1-parametreli grup ile, 

<p:IRxM ~M 

(t,m) -->- <p (t,m) 

dönüşümünü anlıyacağız (Kobayashi, S. ve Nomizu, M., 1963), öyleki 
bu dönüşüm için, 

a) V t E IR için 

<p: M ----> M 
t 

m~ <pt (m)= <ı>(t, m), 

b) V t, s E IR ve V P E M için 

bir diffeomorfizmdir, 

<pt +s (p) = (<pt 0 <ı> s) (P) =<pt ( <ı> s (P)) dir. 

G bir Lie grubu ve M bir manifold olmak üzere, 
coo 

R:GxM-->- M 

(g, m) ~ R (g, m) = R g (m) 

dönüşümü, 

a) V g E G için 

R g : M ~ M, bir diffeomorfizm 

b) Rg
1
g

2 
= R g

2
0 R g

1 
şartlannı sağlıyorsaR ye G nin M üzerine 

bir sağ etkisi denir. 
Üstelik; 

c) ( 3 x) ( x E M veR g (x) = x => g = e} ise 

R' ye sağ serbest etki adı verilir (Kobayashi, S. ve Nomizu, M, 1963). 

A N A. D 0 t U O N i V ER 5 r T E S r 
"''=R~ ..... .,,,_ .. 
M~ 1\ı:..:,. '[\ ,J ! ; ~ .' r~ , .·· . • 

...... "' ..... ' .. ı 
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~ 

ep: IR x M~ M, 1-parametreli grubu verilsin. X e X (M) ve 'r;f Pe M için, 

Xp= (<pp) (~ı 
• aı 

ise X' e ep 1-parametreli grubunun belirlediği vektör alanı denir (Kobayashi, S. ve Nomizu, M}. 

Tanım 2.1.1: P, M; c=iki manifold ve G bir Lie grubu olsun. O 

zaman, bir R: G x P ---> P dönüşümü için, 

ALDl)R:GxP~ P, 

ALD2) P/G ve M ( P/G ::: M), 

sağ serbest etkidir, 

diffeomorfik, daha fazlası, 

ıt:P >M 

coo dır, 

ALD3) P Lokal aşikardır (yani 'r;f U c M açığı için, 

_ı diffeo. 
3 'V : 1t (U) ~ u X G 

u ~ 'V (u) ~ 1t (u) , <!> (u)} 
öyleki, 

- 1 
<!> :ıt (U) ---> G 

u ~ <!>(u) 
olmak üzere, 

<!>(u a) =<!>(u) . a dır.) 

ise P (M, G) 3-lüsüne bir asli lif demeti denir (Kobayashi, S. ve 

Nomizu, M.). 

Tanım 2.1.2: P (M, G) asli lif demeti verilsin. 
- ı 

Gu= Tuıt (x) 

olmak üzere, 

1 : P ---> u { Qu 1 Qu c Tu P } 
U Ep 

u ---> r (u) = Qu 

dönüşümü verilsin. Eğer, 



Kl) TuP = GuEB Qu, V U E P dir, 

K2) 'r/g E G, Vu E P için, 

Rg(Qu)=Qug• Rgof=foRgdir, 

K3) f: u~ f (u) . diferensiyellenebilirdir ise r 'yaP (M, G) üzerinde 
bir koneksiyon adı verilir (Kobayashi, S. ve Nomizu, M.). 

2.2.1 Bir koneksiyenun koneksiyon ve eğrilik formu 

G bir Lie grubu, M bir coo manifold olsun. 

R:GxM~M 

(g, x) ~ xg 

8 

R sağ etkisi verilsin. G Lie grubu üzerinde sol invaryant vektör 

alanlarını XL (G) ile gösterelim. A E XL (G), A'ya karşılık gelen 1-

parametreli grup <p olsun. 

H = { e x p (t A) 1 tE IR } c G , a1 = e x p (tA) 

a 1 :M~M 

diffeomorfizm olmak üzere, 

HxM~M 

( al' x ) ~ a1 (x) 

nın M de belirlediği A* E X (M) vektör alanına; A'ya, R yardımıyla 

karşılık gelen temel vektör alanı denir. 

P (M, G) asli lif demeti ve r koneksiyonu verilsin. 

w : P ~ u H om ( Tu P, XL (G) ) 
U Ep 

U~ W u: TuP ~ XL(G) 

Xu ~wu(Xu)=A 

<=> A nın karşılık geldiği temel vektör alanı A* olmak üzere 

A* =U (Xu) ise w, XL(G) -değerli 1-formuna r koneksiyonunun koneksiyon 

1-formu denir (Kobayashi, S. ve Nomizu, M.). 
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Burada '[} (Xu) ile Xu 'nun Tu P = Gu EB Qu yazılışında Gu daki bileşeni 

gösterilmiştir. 

2.2.2 Bir koneksiyenun yapı denklemleri 

P(M, G) asli lif demetinde r koneksiyonunun koneksiyon 1-formu 

w -verilsin. X, Y e Tu P olmak üzere, 
ı 

d w (X , Y) = -2 [w (X), w (Y)J + n (X, Y) 

dir. Bu eşitliğe f nın yapı denklemi denir (Kobayashi, S. ve Nomizu, M.). 

Burada, 

Q=Dw=(dw)o h 

w eğrilik formudur (Kobayashi, S. ve Nomizu, M.). 



3.1 REGLE YÜZEYLERIN ASLI LIF DEMET YAPILARI VE 

KONEKSIYONLARIN DUAL SAYI TEMSILLERI 

10 

Bu bölüm E3 de regle yüzeylerin bir asli lif demet yapısını ve 

bağlı olarak bu yapı üzerindeki koneksiyenların Study dönüşümü ile 

karşılık tutulduğu dual temsillerinin bir incelenmesine ayrılmıştır. 

Bu kısım sonuçları itibari ile orijinaldir. 

~ ~ 
Doğrultrnan vektör alanı X , ll X ( t ) ll = 1 ve dayanak eğrisi 

3 
oc::I~E 

olmak üzere bir regle yüzeyin paramettik gösteri mi, 

~ 
X (t, A) =oc: (t) + A X ( t) ' A E IR*= IR- {o} 

şeklinde idi. 

Şekil 3.1.1 

p = { ~ (t) + ı.. X (t) ı tE I, ı.. E IR* } 

{ 

oc: (t) ı oc: : I ~ E3 
, t E I \ 

M-
- t ~oc: (t) f 

G = GL ( 1, IR) = IR* 
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olmak üzere, P (M, IR*) 'ın Tanım 2.1.1 anlamında bir asli lif demeti 

olduğunu gösterebiliriz; Bunun için ALD1, ALD2, ve ALD3 

özelliklerinin varlığını göstermeliyiz: 

ALDl) R: PxGL{l,IR) ~ P 

( oc (t) + A X (t) ' g) ~ R( oc (t) + A X (t) ' g) =oc (t) + A g X (t) 

sağ serbest etkidir. (P nin Coo yapısını, 

X : p --7 I X IR* 

--7 
oc (t) + A. X (t) -7 (t, A. ) 

haritası ile verilmiş varsayacağız). Buna göre R nin c= olduğunu 
aşağıdaki diagramdan kolayca elde edebiliriz. 

R 
P x IR* p 

X y X 

F 
Ix IR* x IR* -------- I X IR* 

Diagram 3.1.1 

Burada y: IR* -7 IR* özdeşii k dönüşümü id1, I nin özdeşlik 

dönüşümü ve 

Çg : ( A. , g) -7 A. g 

çarpma işlemi olmak üzere, 

F ( ( t, A) ' g ) = id I X ç g 

olup R Coo olur. 



ii) R sağ etkidir: 

R: Px IR* -7 P, R( oc (t) + A. X (t) ı , g )=oc (t) + A. g 1_ (t) 

O< (t) 

olmak üzere, b E IR* için, 

Rb:P~ P 

-7 -7 
oc (t) + A. X (t) -7 oc (t) + A.b X (t) 

dir. Böylece 'V b, c E IR* için 

Rbc=RcoRb 

12 

olup R sağ etkidir. (Gerçekte Re o Rb = Rb o Re olduğunu da burada 

ifade edebiliriz). 

iii) R etkisi serbesttir: 

Bir b E IR* için, göstermeliyiz ki; 

" R~ oc (t) + A. X (t)) =oc (t) + A. X (t) =>b= ı" 
dir. Gerçekten de, 

R~ oc (t) + A. X (t)) =oc (t) + A. X (t) 

oc (t) + A. b X (t) = oc (t) + A. X (t) 

~ A. b = A. ;( A. E IR*) 

~b= ı 

dir. Böylece R etkisi serbesttir. 

ALD2) { oc (t) + :\. )(' (t) 1 t E 1 , A. E IR* } /GL (I, IR) " M 

dir. üstelik, 

ıt:P >- M 

-7 
oc (t) + A. X (t) ~ oc (t) 



dönüşümü de Coo dur. Burada= ile diffeomorfızm gösterilmiştir. 

P 1 GL ( 1, IR) = oc (D olduğu R etkisi altında yörüngeleri n anadoğrular 

olmasından dolayı açıktır. 1t nin Coo olması Diagram 3.1.2 

p 

X 

Ix IR* 

Diagram 3.1.2 

1t 

G 

oc (1) 

oc. 
ı 

I 

13 

den G=iz 1 olması nedeniyledir. Dolayısıyla n differensiyellene­
bi 1 irdi r. 

ALD3) P Lokal aşikardır: Gerçekten de M nin herbir oc (Ii) = Ui açık 

altcümlesi için, 

ıt- 1 (~0,))={ ~(t)+AX' (t)ltE I,AE IR*} 

olup, 

3 \jf : 1t- ı ( oc (I i ) ) --7 oc ( I i ) X IR* 

~ (t) + )c X' (t) --7 'V ( ~ (t) +1c X' (t) ) = ( ~ (t), )c ) 

bir diffeomorfızmdir. (Ayrıca, 

1t ( ~ (t) + )c X' (t) ) = ~ (t) E ~ (li ) 

<!> ( ~ (t) + 1c ){' (t) ) = 1c E GL (1, IR ) = IR* 



14 

dir). '1' nin bir diffeomorfizm olduğu Diagram 3.1.3 gereğince; '1' nin 

bir koordinat temsilcisi H olmak üzere, 

X oc. 
ı 

I. X IR* 
H --------I. 

ı 

Diagram 3 .1.3 

H nın özdeşlik dönüşümü ve, 
- ı "'= (oc i X id ıR*} o H o X 

olduğundan aşikardır. 

ı 

id 
IR* 

X IR* 

Böylece P (M, IR*) sistemi bir asli lif demetidir. Buna göre 

aşağıdaki teoremi verebiliriz: 

Teorem 3.1.1: oc : I---j E3 
bir Coo eğri ve X :I ---j u T oc (t)E3 

bir Coo 
tE I 

kesit olmak üzere, 

p = { = (t) + A X (t) ı ı E 1, A E IR* } 

regle yüzeyi 

R : P x GL (1, IR) ---j P 

( ( = (t) + A X (ı)) , + .. = (ı) +A g X (ı) 
etkisi gözönüne alındığında oc(t) üzerinde GL (1, IR) etki grubuyla 

birlikte bir asli lif demetidir. Bu asli lif demetini kısaca P (M, IR*) 

ile göstereceğiz. 
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Teorem 3.1.2: Teorem 3.1.1 anlamında P (M, IR*) verilsin. O 

zaman V t e I için, 

~ (1) + A ~ (1) -> Sp { ( ~ '+ A ~· + cA~ ) (1) } ~ ~'·>ı 
~ 

P de bir koneksiyondur. Burada oc' , X' ile; oc -boyunca oc ve X in 

kovaryant türevi ve Sp {P}"" (t) ile de; oc (t) de p nın gerdiği vektör 

uzayı ile birleşen afin altuzay gösterilmiştir. Şekil 3.1.2 

Rg: P ~ P, Rg (oc (t) +/...X (t)) =oc (t) + /... g X (t) 

dönüşümü altında; 

Şekil 3.1.2 

R g * ( oc 
1 (t} + /... X 1 (t) ) = oc 

1 (t) + /... g X 1 (t) 

ve böylece 

R g * ( Q~t. J.) ) = Q~ t, J. g ) 

dir. O halde Q~ı. A.), R9 altında sağ invaryanttır. Böylece Tanım 2.1.2 

den K2) sağlanır. K1) ve K3) ün sağlandığı görülebilir. O halde; 

~ c 
oc (t) + /... X (t) ~ Q(t, A.) , P üzerinde bir koneksiyondur. 
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Teorem 3.1.2 de verilen koneksiyenun belirlediği regle 

yüzeye 'koneksiyon regle yüzeyi denir. 

Tanım 2.1.1 anlamında P (M, IR*) verilsin. 

(t, A.) ~ Q~t. ;.. > = Sp { oc' + A. X' + cA. X } k o n e k s i y o n u n u n 

koneksiyon 1-formu w olsun. 

olarak yazılabilir. Burada, 

G<•.•ı"IR*<'-">"Sp(Xı)( ~(t)+AJ! (t) ı 

Q;,,, ı= Sp { ~ ' + AX ' + c AJ! } 

olduğu gözönüne alınırsa; 

Z<ı.;.. >=k ı (oc' + A. X'+ cA. X ) +kı')( 

yazılımı yardımıyla, 

P (oc'+ A. X') + q )( =kı (oc'+ A. X'+ cA. X) +kı)( 

~kı =p 

~kı cA.+ kı= q 

~kı= q- kı cA. , 

~kı= q- cA. p , 

kı= p 

kı= p 

dir. Dolayısıyla f koneksiyonunun w koneksiyon 1-formu için, 

w ( p { oc ' + A. X ' ) + q X (t) ) = q - c A. p 
elde edilir. 

c 
(t, A.)--? Q<ı.i.. > 

koneksiyonu 1-boyutlu yatay uzay alanı tanımladığından, eğrilik 

formu sıfırdır. 
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Örnek 3.1.1 : P (M, IR*) da M yerine Z = O düzleminde orijin 

--7 

merkezli birim çember alalım. X (t) = (0,0, 1) doğrultmanı 

yardımıyla M striksiyon çizgisi olacak şekilde elde edilen regle 

yüzey (silindir) de P olsun. O zaman, 

x E M = { (cost, sint) 1 t E [0,2 ıt] } 
u = (x, b) = ((cost, sint), b) "" (cost, sint, b) 

olmak üzere, 

u -7f(u) = (1,- Ab) 

--7 
u 

1 
(-s int, cost, -Ab) EP 

~l+A.2 b2 

dönüşümü P (M, IR*) üzerinde bir koneksiyon tanımlar. 

P (M, IR*) regle yüzeyi (asli lif demeti) üzerinde bir 
koneksiyon verilmesi demek, mademki P nin her noktasında; bu 
noktadaki tanjant uzayda kalan, daha fazlası sağ etki altı nda 
invaryant bir doğrunun (yatay uzay) verilmesi demektir, o halde 

Study dönüşümü ile, bu regle yüzey üzerindeki koneksiyon ile 

belirlenmiş bu doğruların birim dual küredeki resimlerini 
arayabiliriz. Önce örnek 3.1 .1 deki silindir yüzeyi için asli lif demet 
yapısı gözönüne alındığında örnek: 3.1.1 ile tanıtılan koneksiyenun 
birim dual küredeki resmini hesaplayalım. 

Örnek 3.1.2 

~tg (-A. b) 

~ 
* u 

Şekil 3.1.3 
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--7 
Q~ 'nun bir birim doğrultu vektörü 11 olsun. Böylece (x, b) 

noktasından geçen yatay uzayın herhangi bir noktası A olmak üzere, 

(i-ik;?=O 

ve dolayısıyla 

--7 --7 --7 --7 --7* 
x "11= a /\11=11 

olup, IR3 deki standart baza göre 

--7 . --7 --7 
x = cost e1 + sınt eı +b e3 , 

olacağından, 

-ı* = 1 "1 = ı 
2 

{-/..b sint-b cost,- b sint +Ab cost, 1} 

~ı+')._ b
2 

elde edilir. 

Böylece P üzeri nde 

vektör çifti yardımıyla, 

elde edilir. 

bir oc koneksiyonu verildiğinde (-;:, ; ) 
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Bu bir ışın kompleksine karşılık gelir. Benzer şekilde 

P(M,IR*) regle yüzeyi üzerinde elde edilen ac koneksiyonu ile 

belirlenmiş doğruların birim dual küredeki resimleri de birer ışın 

kompleksine karşılık gelecektir. Bu kompleksierin parametrik 

denklemi; 

Şekil 3.1.4 

~ --7 
oc'+A.X +cAX 

k (t, A., c)= + 
-J<oc'+A.X'+cA.X, oc:' +A.X'+cA.X > 

şeklindedir. E3 de P (M, IR*) asli lif demeti üzerinde bir koneksiyon 

verilmesi demek 103 de bir 

<p (t, A., c) 

ışın kompleksi verilmesi demektir. 



3.2 KONEKSIYON REGLE YÜZEYININ AÇILABILIRLIGI VE 

AÇillM AÇlSI 
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Tanım 3.2.1: Bir regle yüzeyin anadoğruları boyunca teğet 

düzlemleri aynı ise regle yüzeye açılabilir denir 

(Hacısalihoğlu, H, H.1983) 

~ 

Tanım 3.2.2: Anadoğrusunun birim doğrultman vektörü X olan 

bir q:ı (t, A.) regle yüzeyinin anadoğrularına dik bir doğrultunun bir 

peryod sonra ilk konumu ile yaptığı açıya regle yüzeyin açılım açısı 

denir ve A.x ile gösterilir (Hacısalihoğlu, H, H.1983) Açılım açısı 

için; 

~ 

q:ı (t, A.) regle yüzeyinin X doğrultman vektörü, 

~ ___, 
a =X 

ı 

~ 

(3.2.1) 

şeklinde bir ortanormal üç ayaklının ilk bileşeni a olarak alalım. 
ı 

___, 

Doğrultmana dik olan vektörü a birim vektörü olarak alırsak, 
2 

___, ___, ___, 
a =a "'a 

3 ı 2 

J~ ~ ___,\ 
şeklinde \ a , a , a j ortanormal 

\ ı 2 3 

(Hacısalihoğlu, H, H.1983) 

sistemini tesbit etmiş oluruz 

Böylece regle yüzeyin dayanak eğrisi boyunca hareket eden H 

uzayını, 

H=Sp{ ~ ___, ~} 
a ' a ' a 

ı 2 3 

oc (t) 
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olarak alabiliriz. 

Bir tam dönmeden sonra doğrultmanın ilk ve son konumları 

~ ~ 

aynı olacağından a ve Vı ile gösterilecek bu konumlar için 
ı 

~ ~ 
V 1 = a 

ı 

elde edilir. Aynı şekilde üç ayaklının diğer vektörlerinin ilk ve son 

~ ~ ~ 

konumlarını V2 • V3 ve a
2 

~ 

' a 
3 

ile gösterelim. 

f~ ~ ~ ~ \ 
Böylece sabit sistemi \ = (to); V1 , V2 , V 3 f ve hareketli 

f ~ ~ ~ \ 
sistemi de \ = < t); a1 ' a2 , a3 J şeklinde alalım. Ikinci ve üçüncü 

eksenierin ilk ve son konumları arasındaki açı e ise bu taktirde, 

o 

Şekil 3.2.1 

~ ~ ~ 

a2 = V 2 . cos e -V 3 . sin e 

~ ~ ~ 

a3 = V 2 . sin e + V 3 . cos e 

~ 

a 
2 

e= e (ı) 

(3.2.2) 

yazılabilir. Bu sistemlerin değişimi için t'ye göre diferensiyel 

alınırsa, 
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~ ~ ~ (~ ~ ı d aı = d V ı . cos e - d V 3 . sin e + - V ı . sin e - V 3 . cos e d e 

~ ~ ~ ( ~ ~ ı (3.2.3) 
d a3 = d V ı . sin e + d V 3 . cos e + + V ı . cos e - V 3 . sin e d e 

~ ~ 

elde edilir (Hacısalihoğlu, H, H.1983) Yı ve v3 sabit sistemde 

oldukları ndan, 

bulunur. Dolayısıyla, 

~ ( ~ ~ ) d aı = - V ı . sin e -V 3 . cos e dS 

~ ( ~ ~ ) d a3 = +Yı. cos 8- Y3. sin 8 d8 
(3.2.4) 

olacağından, (3.2.2) den dolayı 

(3.2.5) 

olur. Buradan de çözülürse, 

~~ ---1~ 

- d e = < d aı ' a3 > = -< d a3 ' aı > (3.2.6) 

elde edilir (Hacısalihoğlu, H, H.1983) Eğer (3.2.6) nın <p (t, A.) regle 

yüzeyinin dayanak eğrisi boyunca integralini alırsak açılım açısının 

"-x değeri, 
'Ax=-f_de (3.2.7) 

ANADOlU O~ıiV"tn~ırc~f 
"' ' 1 

Mana:ı: ~, ., ··· · · 



veya 

olarak bulunur. 

f ~ ~ ~ \ 
Ayrıca \ cx: (t), a ' a ' a J sisteminin değişimi için, 

ı 2 3 

n= [ -~3 ~3 - :~ l 
W2 - Wı Ü 

matrisi kullanılarak, 

~ 

da ı 

3 

~ 

a ı 

a 
2 

a 
3 

şeklinde yazılabileceğinden (Hacısalihoğlu, H, H.1983), 

~ ~ ~ --7 
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(3.2.8) 

(3.2.9) 

<d a2 ' a3 >=-<d a3 'a2 >=w 1 (3.2.10) 

ve dolayısıyla açılım açısı için, 

Ax=fwı (3.2.11) 

elde edilir (Hacısalihoğlu, H, H.1983) 

3.2.1 Koneksiyon regle yüzeyinin açılabiiirliği 

~ ~ 
X (ı. -ô) = p (t) + -ô X (t) , p (t) = cx: (t) + 'A X (t) 

Q<ı. "Ô) = P (t) + -ö ( p. (t) +c 'A X ı) 
nın açılabilir olması için, 
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lim ~ det [ ~ (t + h) - ~ (t ) , 
h---?0 

' ---7 ] ~ (t+h)+c A.Xt+h• ~ (t)+c A.X 1 =0 

olmalıdır. Böylece, 

det ( ~. (t), ~ .. (t) +c A X·, , ~. (t) +c A X 1 ) =O 

<o> det ( ~. (t), ~ .. +c A X·, , ~. (t) +c A X,)= O 

<o>deı(j~·. ~ ... c Ax,)+deı(~·.c AX.ı,c AXı)=O 

<o>c Adet(~·. ~ ... x,) +c2 A
2 deı( ~·. x·ı. Xı )=0 

X .~:~. için açılabiiirlik şartı: 
(1, u) 

lim det ( P (t + h) - P (t ) , X ı+ h , X ı ) = O 
h---?0 

<o> det ( ~. (t ) , X .ı + X ı , X ı ) = O 

A.:;t:O 

<o> cA det ( ~. (t), X·, , X ı ) =O => det ( ~., X .ı , X ı ) =O 

c :;tO 

dır. O halde aşağıdaki teorem elde edilir. 

Teorem 3.2.1: X .~:~. açılabilir olsun. O zaman Q 1} 
(t, u) ( t, ) 

açılabilirdir, yalnız ve yalnız {rı'"~ .. , X, } lineer bağımlıdır. 
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---? ---? 
Teorem 3.2.2: Doğrultman vektör alanı X , ll X (t) ll = 1, 

olmak üzere bir <p (t, A-) regle yüzeyi, 

<p (t, A,) =oc (t) + A, X (t) öyle ki oc :I ---7 E
3 

, { <p (t + 2ıt, A, ) = <p (t, A,) ) 

t ---? oc (t) 

yay-parametrizasyonu ile verilsin. <p (t, A-) regle yüzeyinin bir 

koneksiyon u, 

(c, t}) 

ı = sp { oc t (t) + A X t (t) + c A X (t) } 

(t, A-) 

olsun. Q koneksiyon regle yüzeyının açılım açısı, 
(t, 1.) 

A •.• A,+<A,=-cA f ~+ f wı~-1) 
dir. Burada w1 , w2 ile N, <p (t, A-) nın birim normal vektör alanı 

olmak üzere, {Xt , oc' (t) , N} çatı alanının bağ formları 

gösterilmiştir ve 
2 2 2 ' 2 

a E C00 (M, IR), c E IR ve M= ı+ c A, + A, ll Xt ll dir. 

ISPAT: 

---? 
~ (t) = oc (t) + A, X (t) 

Şekil3.2.1 
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~ ~ 

Yı =Xı 
~ 

p (t) = oc (t) + A. X (t) 

~ ~ 
V ı= oc' (t) 

diyelim. {Y 1, Y 2 , Y 3} ile Q(t, ~ > koneksiyon regle yüzeyinin ortanormal 

çatı alanını gösterelim. Böylece, 

ve 

oc'+A.X'+cA.X 

Yı=~~============ 
_/ ı ı ı . 2 
'V 1 +cA. +A IIX 1 11 

ııprıı. P' +cA X 
ııprıı 

=>yı= ---~VM"=M----

ı ı - ı . 2 
M=l+c A. +A. IIX 1 11 

-cA. P' +IIP'II.X 2 
ııp·ıı 

1 
-cA. P'+IIP'II .X1 

Yı=---~~=------= 
iM IIP'II.fl\1 

dir. O halde, 

~ 

oc ' + A. X 1' + c A X ı 

yı = ---~fl\1=----

2 
- c A ( oc ' + A X 1' ) + ll p ' ll . X 1 

Yı=--~------~--------
IIP'IIfl\1 

olup {V ı, V ı, V3 } onononnal olduğundan X~= a oc'+ c0 N olmak üzere, 
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ve 

ve 

dir. Böylece, 

2 
ct.. ııwıı IIWII o 

A= 
1 (1-/,a)IIWII 

ıı~ıll iM 
2 

-c'A+c'A a o 
2 

-c c 'A o ııwıı m 
dir. Burada; 

olup 

<X t ' cx ı > = - a 

dir. O zaman, 
. 1 2 2 

IIWII=IIocı+'AXtii="Vl+'A a -2A.a 

= 11- 'Aa 1 

iM= ıı oc ı+ t.. xt +c 'A xt ıı 

1 2 2 2 2 
="Yl+'A a +c 'A -2/..a 

1 2 2 2 
="V ('Aa-1) +c 'A 

değerleri yerlerine yazılırsa, 



A= 1 
ııwıı m 

CA 
Aa- ı 

o 

ll- A al cA 
2 

{ı-Aa) 

o 

·ı-Aa 

CA 
o 

o 
o 

iM 

elde edilir. Buna öre 

[ ~~]=-ı y iM 
. 3 

CA 
Aa- ı 

o 

ı-Aa 

CA 
o 

dir. O halde; 

ı ( ) -~ A -"2 . al . 2 A a - 1 A . M 2 c 

dA== * 

o 

(ı- A a) ll- A al 

cA(l-Aa) 

o 

o 
o 

fM 

2 

* 

CA ( /... a -ı). a' 

fM.M 

o 

dir. 
( 

ı-Aa ) Burada * = olup, 
~ 2 2 2 (1-Aa) +cA 

o 

o 

Il-A al iM 

o 

o 

o 

. a 1 A 1 YM ) - ı - ( ı - A a) ( /... a - ı ) . A a , 

*-( ı-Aa )- iM 
- ~(1-Aa)2 +c2A2 - M 

2 
- a 1 A M + (1 - A a) A a 1 

=-------
M.fM 

dir. Sonuç olarak, 

28 



2 3 2 
A. c al(l- A.a) A. c al 

M.VM M.VM 
3 2 2 

dA= 
A. c al A. c. al(l -Aa) 

M.VM M.fM 

o o 

olduğu gözönüne alınırsa, 

2 3 2 
A. c a 1 (1 - A. a) - /... c a 1 O 

2 
/... ca 1 (1 - /... a) 

3 2 
/... c al 

o o 

c /... /... a- 1 O 

C= 1-/... a c /... O 

o o fM 

yani, 

O=dAAT= c 1 O O a 1

/...

2 
[ O -1 O ] 

M O O O 

elde edilir. Diğer taraftan 

Y = A V , dV = 'I' V 

o 

o 
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o 

o 

o 



olmak üzere 

dY = (dA) V + A (d V) 

=(dA)ATAV+A'lPV, V=A"1 Y=ATY 

=(dA)ATY+ +A'lPATY 

=((dA) AT+ A 'lP AT)Y 

=(!l+A'lPAT)Y 

yazılabilir. Buradan, 

CA ı-Aa 

YM m 
~ = [ -~3 w3 -W2] Aa- ı CA o W ı A= 

YM {M 
wz -W ı o 

o o 

o 

o 

ı 

cA Aa-I O 
- ı ı 'l 'l A =- l-11.a C11. 0 

YM o o YK1 

dir. Bu değerler yardımıyla, 

-w3(1-Aa) w3cA 

-w3cA -w 3 (Aa-l) 

w 3 cA - w ı (1 - A a) w 2 (A a- ı) - w ı cA 

AN.UiıJUJ U··~·· ·:~j 
s.\::l1KE2 ~: . 

30 
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CA ı-Aa o 
A 'PA- ı= ı 

. M Aa- ı CA o .B 

o o ı 

dir. Burada 

-w3(1-Aa) w3cA 

B= -w3CA -w 3 (Aa-ı) 

w 3 cA - w ı (1 - A a) w 2 (Aa- ı) '" w ı cA 

olup 

2 2 2 
YM[cf.wT W 1 (1-aA.)] o -w3 c A - w3 (/. a-1) 

-ı ı YM [<aA.-1) WT cA W ı] A\j!A -- w3 M o 
M 

YM"[- c/.wzt- w1 (1-at.)J YM"[-w 2 (/.a-l) + w1ct.J o 

böylece, 

o 
ı fM [cAw2 -w1(1-Aal) 

o 
ı -- [cAw 1-w2 (Aa-l)) 

fM 
ı 

-- [CAWı-w 1 (1-Aa)) fM 
ı fM [CAWı-w2 (aA-1)) O· 

elde edilir. Bu ise, 
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2 

o -cA a' o 
2 M 

n -1 cA a' + +A'PA = M 
o o 

o o o 
ı 

o -w3 fM [cAw2-w1(1-Aa)] 

o ( c A
2 

a') rh (cAw2-w1(1-Aal - w3+ 
M 

2 
cA a' -rh (cAwı-w2(1 ~Aal 

w3 M 
o 

= 

o 

ı ı ı 

nı n2 n3 
2 2 2 

= nı nı n3 
3 3 3 

nı n2 n3 

o y y 
w3 - wz 

y o y 
= - w3 W ı 

y y o wz -W ı 

demektir. Buna göre, 



y 
Wı= 

2 
1 (1 ) n3 =-iM cA W ı- w2 (aA- 1) 

olup, koneksiyon regle yüzeyi için açılım açısı, 

w 2 (aA.-1) 

iM 

33 

dir. Burada integraller ~ (t)=cx (t)+A.Xt eğrisi boyunca hesaplan-

mıştır. 

. 1 
< xt' cx' (t) > = - a =-

A. 

olması halinde 

dir. 



34 

4.1 GENELLEŞTIRILMIŞ REGLE YÜZEYLERIN ASLI LIF DEMET 

YAPILARI VE KONEKSIYONLAR 

Bu bölümde 1 .2.1 deki (k+ 1 )-regle yüzeylerin bir asli lif 

demet yapılarını ve bu demetler üzerinde koneksiyanlarını verece­

ğiz. 

1.2.1 tanıma göre bir genelleştirilmiş regle yüzeyin coo 
yapısını 

oc :I ___ C_oo_-~En 

olmak üzere, 
k 

x ( t, u i)= oc (t) +I, u i ei (t), u i E IR, u i :;t: O 
i= ı 

şeklindeki parametrizasyon ile tanımlayabiliriz. Burada {ei(t)} 

herbir t E I için ortanormal C1 çatı alanıdır. Şimdi, 

P ~ { ~ (t) +;t, U; e; (t) 1 tE I, U; E IR* } 

M= oc (1) 

manifoldlarını gözönüne alalım. Dk (IR*)= G ile 

A1 • O \ 

VAiE IR*/ cGL(n,IR) 

O Ak 

Lie altgrubunu göstereceğiz ve bundan sonra köşegen üzerindeki 

bileşenleri A1 , .. , Ak olmak üzere bu altgrubun herhangi bir 

elemanını da [Ai] şeklinde temsil edeceğiz. 



R:PxDk(IR*)~ P 

( = (t) +;*'u; e; (ı), [A;] ı k 

---> oc: (t) + L Ai ui ei (t) 
i=l 
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etkisini tanımlayalı m. Bu etki ile P (M, G) bir asli lif demetidir. 

Bunun için 2.1.1 tanımın gerçeklenmesi gerekir. ligili aksiyemların 

sağlandığını aşağıdaki şekilde görebiliriz: 

ALD1) R sağ serbest etkidir: 

R nin bir koordinat temsilcisi F olmak üzere, 

p Dk (IR*) 
R 

X p 

X =id 
IRk X .. X k= id k k IJ IR 

k F Ixl 
k 

Ix IR X IR 

Diagram 4.1 .1 

F ( (t, (u,, ... , uk) ), g,, ... , gk) = (t, u,g,, ... , ukgk) F ve R coo 
dur. 

ii) R bir sağ etkidir: 

R :pX Dk (IR*) ---? p 

olup, V g1, g2 e Dk (IR*), V ( = (t) + ;*' u; e; (t) ı E P 

için, g1 ve g2 nin köşegen üzerindeki bileşenleri sırasıyla g 11 , ••• , g, 0 

ve g2, , ... , g2n ile gösterilmek üzere; 



R,, g 2 ( ~ (ı) + ,t, u; e; (t) ) = ~ (t) + ,t, u; g, i g2 i e, 

= R g 2 (o:: (t) + .± ui g 1 i ei (t)) 
ı= 1 

Böylece R bir sağ etkidir. 

iii) R etkisi serbesttir: 

V gE Dk (IR*) için 

Rg( (t, ui) )= (t, ui) ~ g =lk 

olduğunu göstermeliyiz. Bu ise, 

( ~ (ı)+ ,t, u; g; e; (t)) = ~ (t) + ,t, u; e; 

~ Uj gi = Uj , İ= J, ... , k , ( Uj :;ı'; Ü) 

, i=l, ... ,k ,(ui:;ı:O) 

olduğundan doğrudur. 

ALD2) P/Dk (IR*) := o:: (I} = M diffeomorfik, üstelik 

n:P~M 

~ (t) + ,t, u; e; (ı)--. ıt ( ~ (t) + ,t, u; e; (t) ) = ~ (ı) 

COO olur. 

36 
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P /Dk (IR*) =M nin birebir karşılık gelme olduğu n nin bu 

tanımlanmasından açıktır. n nin C oo olduğu ise diagram 4.1.2 

gereğince, n nin bir koordinat temsilcisi F için, 

p 

X 
k 

k 
IxiR --------------~ 

Diagram 4.1.2 

F = iz1 olmasından elde edilir. 

M 

I 

X. 
ı 

ALD3) P Lokal aşikardır. Gerçekten de; 

V oc ( I i) = U i c M açık alt cümlesi için, 

=ı 'V: 1t -l (oc (Ii))~ oc (I) X Dk (IR*) 

= (t)+ i~ u; e, (tH( x( = (t)+ i~ u; e,), 0( = (t)+ i~ u; e,)) 

olup burada, 

X ( = (!)+i~ U; e; (t)) ~ = (t) E =(I;j 

0 ( = (t) +i~ u; e; (t)) ~(u;) E Dk (IR*) 

olarak tanımlandığında, 
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0 : 1t-
1 
(U i) --7 Dk (IR*) 

~ (t) + ,t u, e, --> 0 ( ~ (t) + ,t u, e, ) = [ u i] 

dönüşümü için de, 

R, ( 0 ( ~ (t) + ,t u, e,) ) = 0 ( ~ (t) + ,t u, g, e, (t) ) => R g 0 = 0 o R, 

dir. Şimdi '1' nin bir diffeomorfizm olduğunu gösterelim. Diagram 

4.1.3 yardımıyla '1' nin bir koordinat temsilcisi H olmak üzere; 

-ı "' 1t ( Uj)-------~ oc (Ij) x Dk (IR*) 

y 
X· 

ı 
id IRk 

H 
IRk+ ı -------~ IR x IRk 

Diagram 4.1.3 

H ( t, (u 1 , ... , uk) ) = ( t, (u 1 , ... , uk) ), dolayısıyla H bir 

diffeomorfizm olduğundan '1' bir diffeomorfizmdir. Yukarıdaki 

tartışmayı bir teorem olarak ifade edelim: 

Teorem 4.1.1: oc :I --7 En, bir Coo ehrri olmak üzere, 

P = { ~ (t) +it u, e, (t) 1 tE 1, u, E IR*} 

genelleştirilmiş regle yüzeyi, 



R : p X Dk (IR*) --7 p 

{ ~ (ı) + ,t, u; e;, [ g;])--> ~ (ı) + ,t, u; g, e, (ı) 
etkisi ve 'r:/ I i c I açık alt aralık olmak üzere, 

k 

oc (t)+ I, ui ei --7{ oc (t),[ui]) 
i= ı 
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lokal aşikarlığı gözönüne alındığında, oc (I) üzerinde Dk (IR*) etki 

grubuyla birlikte bir asli lif demetidir. Bu asli lif demetini kısaca 

P (M, Dk (IR*) ) ile göstereceğiz ve P üzerindeki bu asli lif demet 

yapısına da P regle yüzeyinin doğal asli lif demet yapısı diyeceğiz. 

Teorem 4.1.2: Teorem 4.1.1 deki notasyon ile P regle 

yüzeyinin doğal asli lif demet yapısı verilsin. c1 , ... , ek E IR* 

verilen sabitler ve, 

i= ı 

olmak üzere, Qci, P (M, Dk (IR*) ) üzerinde bir koneksiyondur. 

Ispat: P (M, Dk (IR*) ) asli lif demeti Tanım 2.1.1 anlamında 
n 

verilsin. O zaman, oc: I ~ E , oc (I)= M, P'nin yay parametreli 

striksiyon çizgisi ve, 

p ~ { ~ (ı)+ it, U; e; (ı) 1 ı E J, U; E IR*} 

* olmak üzere, P (M, Dk (IR*) ) üzerinde, herbir ci E IR içi n, 



u== (t) + ,t, u1 e1 (ı) - Q'' ( = (t) + ,t, u; e1 ) 

=Sp{ =' (t) + ,t, u1 e, + ,t, c1 u1 e, } 

c· 
= Q(~, Uj) 

dönüşümü bir koneksiyon tanımlar. Gerçekten de, 

Gu=Tu {Dk (IR*) )=Tuıt- 1 (oc (t)) 

Q,= Sp { =' (t) + ,t, U; e,+ ,t, U; e, } 
- ı 

Tu P = Tu 1t ( oc (t) ) EB Qu 

olmak üzere 

-1 f ~ o 

Tu 1t (oc (t)) =Sp {ei (t) } olup, \ oc' + i~ u i ei , ei, ... , 

bir bazı olduğundan, 

TuP = QuEB Gu 

dur. 

sağ etkisi altında, 

\ TP' . ek J; u nın 

1 R, ı. ( = • (ıl + ,t, u, e, (ıl ) = = • (ıl + ,t, u, g, e, (ı) 
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(Rg} (eı)=gıeı 
* 

( Rg} ( e2) = g2e2 
* 

olduğu kolayca görülebilir. Buna göre, 

Rg ( Q~~.ui))= Q~Luigi) 
dir. O halde; 

R9 altında sağ 

f k k 

oc ı (t) + ""' u. e. + ""' c. u. e. 

\ 

""" ı ı """ ı ı ı 
i= ı i= ı 

invaryanttı r. 

\ 
f 
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diferensiyellenebilir bir baz olduğundan Qci d i fe re n s iye ll e n e bi ı ir­

dir. Böylece Qci, P (M, Dk (IR*) ) da bir koneksiyon tanımlar. 
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4.2 Striksiyon Altmanifoldu 

k 

<p ( t, v ı ... , vk) = oc (t) + I vi ei (t) parametrizasyonu ile bir regle 
i= ı 

yüzey verilsin. 

Ek (t) = Sp { e 1 (t) , ... , ek (t) } 

1 oc (t) 

oc {t) den geçen doğrultman uzay olmak üzere Ek {t) ye komşu Ek {t+h) 
doğrultman uzayı ile Ek {t) nin ortak dikmesi olan hiperdüziemin 
Ek{t) ile P, Ek {t+h) ile P' ortak noktasına sahip olduğunu varsayalım. 
O zaman; 

Şekil 4.2.1 

k 

P = oc (t) + I u i (t) ei (t) 
i= ı 

k 

P' =oc (t +h)+ I u i (t +h) ei (t +h) 
i= ı 

yazılabilir. Buradan, 
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k k 

PP'= oc (t + h ) -oc (t) + L u i (t +h ) ei (t +h ) - L u i (t) ei (t) 
i=ı i=ı 

k 

Bu eşitlikte sağ tarafa I u i (t) ei (t +h) ekleyip çıkararak elde 
i= ı 

edilen ifadeden h~ o için limit alınırsa, 

k k 

lim k PP'= oc' (t) + I ıii ei + I ui ei (t) 
h~O i=ı i=ı 

-elde edilir. Doğrultman uzayına, PP' nün dik olması nedeniyle, 

k k 

<e· lim .!_ PP'>=O=< e· 
J' h J' oc'+Iui ei+Iui ei> 
h~O 

... ı$j$k 

ve lim < ej (t +h), k PP'>= O olup, 
h~O 

. 1 - . 
< ej, lim h PP'>= O ... 

h~O 

dir. Dolayısıyla, 

i= ı i= ı 
(i) (4.2.1) 

k k 
<ej, lim k PP'>=O=<ej, oc'+ L tii ei+ I ui ei> .... (ii) 

h~O i=ı i=ı 

dir. (i)-denklemlerinde T = oc' (t) yazılımı kullanılarak, 

(4.2.2) 

<e ı, T > + u ı< e ı , e ı > + . + u k < e ı , ek > + u 1 < e ı , e ı > +. + u k < e ı , ek > = O 

(4.2.3) 
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(ii) denklemlerinden de, 

< e ı , T > + u ı < e ı , e ı > + . + u k < e ı , ek > + Ü ı < e ı , e ı > + . + Ük < e ı , ek > = O 

<ek, T >+u ı< ek, e ı>+ . +u k< e ı , ek>+ Ü 1 <ek, e ı>+. +Ük< ek, ek>= O 

(4.2.4) elde edilir. Böylece 

4.2.3 matris formunda, 

< e 1 , T > 
< eı, eı > 

+ 

< e ı, T > 
<ek, eı > 

< eı' eı > < eı' ek> 

+ 

<ek, eı > <ek, ek> 

< eı' ek> U] 

+ 

<ek, ek> u k 

U] o 

= 
(4.2.5) 

u k o 



45 

ve 4.2.4 matris formunda, 

. 
< e1• T> < eı, eı> < eı, ek> U ı 

+ 

<ek, T> <ek, eı > <ek, ek> u k 

< eı' eı > < eı , ek> U ı o 

+ = 
(4.2.6) 

<ek, eı> <ek, ek> u k o 

şeklindedir. Burada, 

A'= 

< ek' e ı> 

A= 



E= 

< eı' eı> < eı ' ek> U ı 

A"= ' 
U= 

< ek' eı > < ek' ek> u k 

U ı < e1, T> 

U= 
' 
E' 

u k < ek, T> 

olmak üzere (4.2.5) ve (4.2.6) eşitlikleri, basitçe 

A.U+A'U+E=O , A=l f\ 
A". U +A'U +E'=O 

şeklini alır ve bu denklemlerden birincisinden 

U=-A'U-E 

değeri ikincisinde yerine konulursa, 
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(4.2.7) 



47 

(A" - A'2 
) U = A' E - E' (4.2.8) 

elde ederiz. Eğer (4.2.8) in çözümü var ise bu eşitliklerden elde 

edilen 

U = (u 1 , .. , uk) 

sıralı k-lısı 

k 

p = oc (t) + I u i ei (t) 
i == ı 

eşitliği ile bir nokta tayin eder. Bu nokta komşu doğrultman 

uzayların ortak dikme ayaklarındandır. Bu ortak dikme ayaklarının 

geometrik yerinin de verilen regle yüzeyin bir altmanifoldu 

olduğunu göstereceğiz. Bu altmanifoldu özel olarak, striksiyon 

altmanifoldu olarak adlandıracağız. 

Tanım 4.2.1: Bir regle yüzeyin komşu doğrultman uzaylarının 

ortak dikme ayaklarının geometrik yeri olan altmanifolda regle 

yüzeyin striksiyon altmanifoldu denir. 

Striksiyon altmanifoldunun varlık teoremi aşağıda 

verilmiştir. 
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Teorem 4.1.2: 4.2 parag raftak i gösterimler kullanılarak 

ep (t, u1 , ... ,uk) parametrizasyonu ile bir genelleştirilmiş p regle 

yüzeyi verilsin. O zaman, 

< eı, eı > < eı, ek> 

A"= 

<ek, eı > <ek, ek> 

< eı' ej> < eı' ek> 

A'= :;eO,A=I 

<ek, eı> <ek, ek> 

E= E'= 

olmak üzere bu regle yüzeyin striksiyon altmanifoldunun mevcut 

olması için gerek şart, 

ran k (A" - A' 2
, A' E - E') = ran k (A" - A' 2

) 

olmasıdır. (bundan sonra m ile rank (A" - A' 2
) yi göstereceğiz.), 



Ispat: (4.2.7) ile 

U+A 1 U+E=O 

(All-A 12
) U= A 1 E- E 1 
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sisteminin çözümleri aynıdır. Halbuki ikinci denklemin çözümünün 

mevcut olması için 

rank ( A " - A 12 
, A 1 E - E 1 

) = ran k ( A " - A 12 
) 

oması gerekir. 

KARŞIT ÖRNEK: Teorem 4.1.2 deki gerek şart aşağıdaki karşıt 

örnek nedeniyle yeter şart değildir. IR4 de bir oc : I --? IR4 eğrisi 

ı 
oc (t) = {2 ( ı + t, O, O, 1 + t); 

verilsin. 

e 1 (t) = (si nt, O, co st, 0); 
e2 (t) = (0, sint, O, cost); 

olmak üzere 

oc 
1 

(t) =h- (1, O, O, 1) 

e1 (t) = (cost, O,- sint, 0) 

eı (t) = (0, co st, o' - sint) 

dir. Böylece; 

A=[ <ei, ej> ]= 12 

A 
1 

= [ < ei , ei > J = [~~ı 
A"=[ <ei, ej> ]=[~~ı 

ı . 
f2 sınt 

E = [ < ei , T > ] = l 
f2 cost 

E 1 = [<e·' T >] = [ co.st ı 
ı - sınt 



olup 

AÜ +A'U +E= O 

A"U+A'Ü+E'=O 

ü +_ı_ [ sint] = 0 f2 cost 

U + _ı_ [ co.st ı = 0 f2 - sınt 

dir. O halde, 

U +_ı_ [c?st] = 0 f2 sınt 

Ü +_ı [ sint] = 0 f2 cost 

olmalıdır. Bu ise 

yani 

[
- sintl = [ sint] 
- cost cost 

sint = O 

cost = O 

so 

demek olacağından çelişmedir. Yani sistemin çözümü yoktur. 

Burada, 

rank (A"-A'
2
,A'E-E') ~rank[ ~ O - ~ostı 

ı sınt 

=rank (A"-A'
2

) 

olmasına rağmen 4.2.7 nin çözümü mevcut değildir. Lineer denklem 

sistemlerinin teorisinden çözüm uzayının boyutu ile ilgili olarak 

aşağıdaki sonucu verebiliriz. 

Sonuç 4.1.2.1 : Striksiyon altmanifoldu mevcut ise rank ( A"- A '
2 

}=m 

olmak üzere striksiyon alt manifoldunun boyutu, k - m + 1 dir. 



.. {1 ı 2 2 } ORNEK: 4.1.1: M= (x, y, z) x + y =ı , yüzeyi, 

oc: :IR~ E3 

t ~ oc: (t) = (Cost, Sint, t) 

dayanak eğrisi ve, 

e3 = (0,0,1) 

doğrultmanı ile silindirdir. (4.2.7) eşitliklerden, 

A 1 = < e3 , e3 > = O . . 
A 1 1 = < e3 ' e3 > = O 
A = < e3 , e3 > = ı 
E=< e3 , T> =ı 
E 1 = < e3 , T > = O 

olduğu gözönüne alınırsa, 

ıi+ı=o 
=:::}u=-1 

~ u = - t + c ' c E IR 

elde edilir. O halde 'V c E IR için 

P (t) = oc: (t) + ( - t + c ) e3 

= (cost, sint, c) 
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bir merkez noktasıdır. Bu ise M nin striksiyon altmanifoldunun yine 

M olduğunu gösterir. 

O halde M nin striksiyon altmanifoldu 2-boyutludur. Bu ise 

sonuç 4.1.2.1 de k = 1, m = O olması nedeniyle k - m + 1 = 2 

olduğunu doğrular. 

Şimdi striksiyon altmanifoldunun varlığı ile ilgili olarak 

bazı özel sonuçlar vereceğiz: 

Sonuç: 4.1.2.2: A"-A 12 =0,A 1 E-E 1 =0 ve A' regüler ise 

striksiyon altmanifoldu mevcut ve manifoldun tamamından 

ibarettir. 
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Ispat: 

Ü+A'U+E=O \ Ü=- A'U-E 
A"U+A'Ü+E'=O f A"U+A'Ü+E'=O 

dir. Böylece 

A'. Ü = A'
2

- A' E } 
2 :::::}A'E-E'=O , 

A"U-A' U-A'E+E'=O 

yani U = sabittir. Dolayısıyla manifoldun her noktası bir merkez 

noktasıdır. Yani striksiyon altmanifoldu manifoldun tamamından 

ibarettir 

Sonuç 4.1.2.3: A"-A' 2 =0 ve A'E-E':;tO ise striksiyon 

altmanifoldu mevcut değildir. 

Ispat: Teorem 4.1.2 den açıktır. 

Sonuç: 4.1.2.4: Regle yüzeyin striksiyon altmanifoldu mevcut 

ve boyutu k-m+1 ~ 2 ise striksiyon altmanifoldu da bir regle 

yüzeydir. 

Ispat: 4.2.7 nin bir çözümü 

u1 , ... , uk 

olsun. O zaman, 

(A" - A'2) U = A' E - E' 

lineer denklem sisteminin çözümleri arasında, 

Ü+A'U+E=O 

lineer denklem sistemine uyan (u 1 , •.. , uk) k-lıların tanımladığı 

k 

2, u i ei (t) 
i= ı 

noktalar cümlesi bir afin altuzay tanımlar. Böylece, 
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4.2.7 nin birçözümüdür.} 

cümlesi regle yüzeyidir. 

Tanım 4.2.2: E" de (k+ 1) - regle yüzey ep olsun. ep nin her Ek (t) 

doğrultman uzayının sabit bir Eq c E" , q ;;::: k, altuzayı mevcut ise 

ep ye q-konoidal regle yüzey, Eq altuzayına da ep nin doğrultu uzayı 

(Richtraum'u) denir (Frank, H. ve Gierig, 0., 1976). 

Teorem 4.2.2 : q-konoidal regle yüzeyin Richtraum'una 

paralel bir q-regle altmanifoldunun herbir noktası bir merkez 

noktasıdır. 

Ispat: Regle yüzeyin bir parametrizasyonu 

k -q k 
<ı>(t,u 1 , ... ,uq,•··•uk)=oc(t)+ I,uiei+ I, ujej 

i=l j=k-q+l 

olup, uk-q+ı , ... , uk nın herbir değeri için, 

( A" - A 
12 

) U = A 1 E- E' , U + A 1 U + E = O 

sağlanır. Buradan, 

rank (A" - A'2) = m ::; k - q 

dir. Böylece; 

= 

İlk k-q adres 

Son q adres 
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Son q adrestekilerle 

birer parametre olmak üzere u1 , ... ,u5
_1 ; bu parametreler· cinsinden 

ifade edilerek, 
m k 

cp(t,um•···•uk)=oc(t)+ ,Lui(uı, ... ,um-ı)ei+ L uiei 
i=l i=m+l 

parametrik yazılımıyla belli (k-m+1) - boyutlu regüler regle 

altmanifoldunu oluşturur. Burada * ile sıfır olmak zorunda olmayan 

bileşenler gösterilmiştir. Bu altmanifold açıkca q-regle yüzeyin 

Ricthranm'una paralel regle altmanifoldu da ihtiva eder. 

Burada şu açıklamayı yapmakta yarar umuyoruz. 'V t E ı için 
. 

boy T(t) = k +m olsun. Bu taktirde 0 nin Ç (t) dayanak eğrisinin Ç (t) 

hız vektörü A(t) asimptotik demetinde bulunur (Regle 

altmanifoldlar, Aslaner R. 1989), çalışmasında, 

• k k 

Ç (t) = L Ç i ei+ L Ç s ak+ s 

i= 1 s= ı 

ifadesini vermiş olup, bu halde asimptotik ve teğetsel demetler 

çakışmalıdır. Bu ise bizim ele aldığımız hal için her zaman 

olmayabilir. Ek olarak aynı çalışmada verilen, 

k 

ei= L oc ijej+Kiak+i 
j = 1 

k 

em.+s= .L oc ijej 
j = 1 

ifadelerini de bizim ele aldığımız haller için yazamayabiliriz. ,. 
Böylece bu çalişmayia birlikteliğimiz, sadece E3 de merkez nokta 

tanımıyla ilgilidir. E3 ün dışında verilen merkez nokta tanımı bizim 

ele aldığımız biçiminden farklıdır. 



55 

Teorem 4.1.3: P bir (k + 1) - boyutlu genelleştirilmiş regle 

yüzey ve P nin (k-m+ 1 )-boyutlu striksiyon altmanifoldu mevcut 

olsun. O zaman P, striksiyon manifoldu üzerinde (k-m) - boyutlu 

fibre'leriyle bir asli lif demeti yapısına sahiptir. Burada m ile, 

A"= 

A'= :;eO 

olmak üzere, A" - A'2 nin rankı gösterilmiştir. {e 1 (t), ... , ek (t)} de 

doğrultman uzayının bir ortonormal bazıdır. 

Ispat: 

P = { ~ (t) +i u; e, ı ı e I, u; e IR* } 

S=M={ ~ (t) +~~:u;( Um, •.. , uk )e;+ i~ u; e; ı te i, u; e JR} 
G =Dm-ı (IR*) 

diyelim. Burada Um, ... ,uk (4.2.7) nin çözümündeki serbest 

parametreler, u 1 , ... uk ise Um, ... uk cinsinden tayin edilen 
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değerlerdir. x ile S nin ve y ile de P nin· bir koordinatlamasını 

aşağıdaki şekilde tanımlayacağız: 

X: S ~ IRk-m+l 

k k 

oc (t)+ L ui(um, ... , uk)ei+ L ujej ~ (t, Um, ... , uk) 
i= 1 j =m 

y: p ~ IRk+l 

m -ı 

oc (t) + ""' U 1• e1• ~ (t ) .L..J ,uı, ... ,uk. 
i= ı 

R: PX Dm .ı (IR*)~ P 

m- ı k m -ı k 

(oc (t)+ L uiei+ L ujej, [gj]) ~ oc (t)+ L ui giei+ L ujej 
i=ı j=m i=ı j=m 

etkisini tanımlayalım. lik olarak R nin bir sağ serbest etki olduğunu 

göstermeliyiz. 

ALD1) i) R diferensiyellenebilirdir: 

Aşağıdaki diagram yardımıyla; 

p X 

X 

k 
Ix IR x 

Dm_1 (IR*) 
R 

X .. 
IJ 

m-1 
IR 

F 
-----~Ixl 

Diagram 4.1.1 

olduğundan dolayı R diferensiyellenebilirdir. 

p 

y 

k 



ii) R sağ etkidir: 

R : P x Dm_ 1 (IR*) ~ P, olup 

V g1 ; [ g,;], g2 ; [ g2;] E Dm- 1 (IR*), ·v (oc (t) +~u; e;+ i~ u;e;) E P 

için 

( 

k m-l ı k m-l 
Rgıgı oc (t)+j~ ujej+ i~ uiei =oc (t)+j~ ujej+ i~ uig 1 ig 2iei 

( 

· k m-1 ) 
= R g2 oc (t) + .L uj ej + .L u i g 1 i ei 

J=m ı=1 

;(R,,oR,,)( oc (ı)+ i~ u;e;+ ~u; e;) 

olup Rgıgı = Rg
2 

o Rg
1 

dir. Böylece R bir sağ etkidir. 

ise g = Im_ 1 dir. Gerçektende bu halde 
m-1 k m-1 k 

oc (t)+ L uigiei+ L ujej=oc (t)+ L ui ei+ L ujej 
i=1 j=m i=1 j=m 

olup; 

m·-1 
""lu·g·-u·)e·=O 
""" 1 ı ı ı ı ' 
i= ı 

=> Ujgi= Uj , ] ~i~m- 1 , 

=>g=Im-1 

U·:;CÜ 
ı 

U· :;CÜ 
ı 

dir. Dolay.ısıyla R etkisi serbesttir. 
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ALD2) P/Dm_ 1 (IR*)= S diffeomoıfızm üstelik, 

ıt:P~S 

m-1 k k m-1 
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oc (t) + I, u i ei+ L uj ej ~oc (t) + I, uj ej + I, u i( um, ... , u k) ei 
i=l j=m j=m i=1 

d i r. PID m _ 1 (IR* > ::: M ı: ı karşılık gelme olduğu n nin bu 

tanımlanmasından açıktır. Şimdi ıt'nin coo olduğunu gösterelim. 

p 1t 

y 

-k F 
IxiR ------------~~ 

X: S~ IRk-m+l 

olup, 
-1 -

1t=X ofoy 

Coo dur. 

M 

X 

ALD3) P lokal aşikardır. Gerçekten de, S striksiyon altmanifoldu 

için, 
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olup, 
- ı 

3 \jl : 1t (S) ~ S x Dm_ 1 (IR*) , dönüşümü, 

1t (oc (t) +~u i ei+ .± uj ej) = (oc (t) +~u i (um, ... , u k) ei+ .± uj ej) E S 
ı=l J=m ı=l J=m 

0(oc (t)+ ~İ1 
ui ei+.± ujej)= [uj] E Dm-I (IR*) 

ı=l J=m 

olacak şekildedir. 

- 1 
0:ıt (S)~Dm-ıOR*) 

m- 1 k 

oc (t)+ L, ui(um, ... , uk)ei+ L, ujej ~[uj] 
i= 1 j =m 

dir. Şimdi '1' nin diffeomorfizim olduğunu gösterelim. 

- 1 
n (S) ----"'--~ Sx D (IR*) 

m- 1 

X 

k- m+ 1 
Ix IR 

Diagram 4.1.3 

H 

x. 
1 

id m-1 
IR 

m -1 
1Rk-m+2 X IR 
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H (t, um, ... , u k)= [ ( xi x id1R m -1) o 'If o x -
1

] (t, um, ... , u k) 

=(xixid1Rm-1)('1' (oc (t)+ ~ ui (um, ... , uk)ei+ .± ujej).) 
ı=1 J=m 

=(ui(oc(t)+ ):
1

ui (um, ... ,uk)ei+.± ujej)• id( 1Rm-ı)[ui]) 
ı= ı J =m 

= (t, Um , .•• , u k) 

olur. H özdeşlik dönüşümüdür. Dolayısıyla, 

(

1 )- ı \jl = Xj X dıR m·! O H O X 

Coo dur. BöyleceP (M, Dm_ ı (IR*) sistemi bir asli lif demetidir. 

Teorem 4.1.4: P(M,Dm-ıOR*) asli lif demeti Teorem 4.1.3 deki 

gibi verilsin. Bu taktirde P üzerinde, 

U= ( oc (t) + .± Uj ei) E p 
ı= ı 

olmak üzere, 

u -7 r (u)= Sp { oc' (t) + .± Uj ei' em' ... ' ek } 
ı= ı 

bir koneksiyon tanımlar. 

Ispat: P (M, Dm- ı (IR*) verilsin. 

Q=Sp { ~'(t)+,~u,O,,em, ... ,e.} 

Gu=Sp{eı, ... ,em-ı} 

dir. Tanım 2.1.2 nin gerçeklendiğini göstermeliyiz. 



K2) 

olup, 

k 
oc'+~ U· e· L.ı ı ı 

i= ı 

Şekil 4.1.1 

Rg:P ~ P 

m-1 k m-1 k 

oc (t)+L uiei+ I, ujej ~oc (t)+ I, uigiei+ I, ujej 
i=l j=m i=l j=m 

R (oc'(t)+~u-e·)=oc'+~u-g·e· dır g* L.ı ı ı L.ı ı ı ı, . 
i=l i=l 

Buradan, R
9 

(Qu) = Qug olduğu görülür. 
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K3) Qu diferensiyellenebilir olduğundan f diferensiyellenebilirdir. O 

halde r p üzerinde bir koneksiyondur. 
' 
Tanım 4.1.1: Teorem 4.1.1 deki koneksiyana P'nin striksiyon 

koneksiyonu denir. 
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