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OZET

Bu calisma ii¢ b8llim olarak diizenlenmistir.

Birinci bdliimde; projektif uzaylar ve diizlemlerle

ilgili temel kavramlar verilmistir.

Ikinci bdliimde, sonlu hiperbolik uzaylarla ilgili
olarak klasik hiperbolik 3-uzayin sonlu bir modeli insa
edilerek, bazi kombinetdrsel Ozellikleri incelenmistir.

Bu model, mertebesi n olan S=(j’,)€, I ) projektif 3-uzayin-
dan S nin dlizlemlerinin bir climlesi olan<¥)nin atilmasiyla
elde edilmistir. Oyleki S nin her projektifdiizlemi, P nin
diizlemlerini noktadas olmayan en az U¢ dofru boyunca keser

ve |Pl=d olmak tizere 4¢d &n + %(1- 4n+5) , ny 5 dir.

Son bdlimde, Dezargsel ve Pappussel dlizlemlerde
bazi konum (konfiglirasyon) teoremleri verilmis, Pappus-
sel diizlemlerde gecerli olan teoremlerin Dezargsel dlizlem-
lerde de saglanip sajlanmadigi arastirilmistir. Bu b&liimde
son olarak "lclincl mertebeden Dezargsel projektif dlizlemin

Pappussel oldugu" gercedine iliskin sentetik bir ispat ve-
rilmistir.

Anahtar Kelimeler:

Lineer uzay, Projektif dlizlem, Dezargsel diizlem,
Pappussel dlizlem, BO1liimli halka, Kuaterniyonlar halkasi,
PoQ projektif dlizlemi, Projektif 3-uzay, Hiperbolik diiz-
lem, Sonlu hiperbolik uzzy, Konfiglirasyon teoremleri.



SUMMARY

This study has been‘arranged as three chapters.

In the first chapter, the fundamental concepts related

to the projective spaces and projective planes have been
given.

In the second chapter, a finite model of the classical
three-space has been constructed and some combinatorial pro-

perties of this space have been examined. This model is

attained from the projective three-space S=(§D,)f, I) of or-
der n, by removing a set ég of the planes of S, 'such that

each projektive plane of S meets the planes of ® in at least
three distinct nonconcurrent lines and if d is the cardinality
of P, then d satisfied 4¢<a $n+%(1-— 4n+5), n 5.

In the last chapter, some configuration theorems in
Desarguesian and Pappian projective planes have been given.
Then .it has been searched that if some of this theorems are
valid in a Pappian plane. Lastly, it has been tried to give
an axiomatic proof of the finite Desarguesian plane of order

3 is the Pappian plane.

Key Words:

Linear spaces; Projective plane, Desarguesian plane,
Pappian plane, Division ring, Ring of quaternions, P3Q
projective plane, Projective 3-space, Hyperbolic space,
Finite hyperbolic space, Configuration theorem.
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1. BOLUM
TEMEL KAVRAMLAR

TANIM 1.

Asagidaki iki aksiyomu saglayan bir (‘?n 23, I) geo-
metrik yapisina bir lineer uzay denir:
Ll : Farkli herhangi iki nokta bir tek dodru lizerindedir.

L2 : Herhangi bir dogru lizerinde en az iki nokta vardair.

S=(?, oﬁ ;, I ) bir lineer uzay olsun. ?IC.P ,,ﬁ,C ,f-
ve I'=Iﬂ(j>’x ,,2’) olmak lizere egjer S'=(~P', ,2_0.', I') bir 1i-
neer uzaysa S$' ye S nin bir altuzayi adi verilir. S' alt-
uzayinin herhangi bir doZrusu Uzerindeki S nin tlm nokta-
larl,jD'ye aitse S' ye S nin bir tam altuzayi denir. S nin
herhangi iki altuzayinin arakesiti Ll i sagjlar fakat L2 yi
saglamak zorunda degilair. Ancak iki tam altuzayin arakesi-
ti gene bir tam altuzaydir. S nin nokta ve dogrularinin bir
§ ={X,¥,...} climlesi verilsin. S nin § y1 kapsayan tim tam
altuzaylarinin arakesitine § nin Urettidi tam altuzay denir
ve < § > ile gééterilir. Sonlu bir A nokta cﬁmlesi.igin efer
(1) dP € A igin P e < A-{P}>
ise A ya bajimlidir denir. Herhangi bir nokta ciimlesinin
hi¢bir sonlu alt cimlesi bajimli dedilse climleye bagimsiz-
dir denir. S', S nin bir tam altuzayi oldujuna gdre, S' yi
lUreten bir badimsiz alt climleye S' niin bir bazi denir. Son-
lu olarak iiretilmis S nin her S' tam altuzayinin bir baza

sahip olacag:i asikardir.
TANIM 2.

S bir lineer uzay olsun. S nin sonlu olarak liretile-
bilen her tam altuzayinin herhangi iki bazinda esit sayida

eleman varsa S ye geometriktir denir.



Herhangi bazdaki bu eleman sayisina S' niin ranki de-
nir ve r(S') ile g8sterilir. S' nilin boyutu dim S' ile g&s-

terilir ve dim S'=r(S')-1 olarak tanimlanir.

Boyutu -1, 0 ve 1 olan tam altuzaylar sirasiyla bos
climle, bir tek nokta climlesi ve bir dojrudur. Bir S geo-
metrik lineer uzayinin t boyutlu bir tam altuzayina t-uzay
denir. 2-uzaylar diizlemlerdir. S, sonlu t boyutluysa

(t-1)-altuzaylara hiperdlizlemler denir.

TANIM 3.

Asagidaki aksiyomlari saflayan bir S=(,?{ JE, I) 1li-
neer uzayina projektif dliizlem denir:
Pl : Farkli herhangi iki dogru bir tek noktada kesisir.

P2 : Herhangi ig¢l dojrudas olmayan ddrt nokta vardir.

Bir dogrusu lzerinde n+1 nokta bulunan sonlu bir pro-
jektif dlizlemin mertebesi n dir denir. Mertebesi n olan
bir projektif diizlemin her dogrusu ilizerinde n+l nokta oldu-
gu, her nokta51ndah n+l dogru gegtiyi, toplam nokta ve dodru

sayilarinin n2+n+1 ‘eﬁzblduQu kolaylikla ispatlanabilir.

A,B,C,A',B',C' bir geometrik yapinin herhangi alti
noktasi olsun. EJer A,B,C dogrudas degilse {A,B,C} ciimle-
sine bir d¢gen denir. {A,B,C}ve {A',B',C'} iki lg¢gen ol-
sun. A ve A', B ve B', C ve C' ye lg¢genlerin karsilikla
kbgeleri denilsin. M,A,A'; M,B,B'; M,C,C' nokta liglileri
dogrudas olacak big¢imde bir M noktasi varsa bu licgenler M
den perspektiftir denir. Ayrica M noktasina perspektiflik
merkezi; AB ve A'B', AC ve A'C', BC ve B'C' dogru ikilile-
rine bu liggenlerin karsilikli kenarlari denir. Bu licgen-
lerin karsilikli kenarlarinin P=ABAA'B', Q=ACAA'C' ve
R=BCAB'C' arakesit noktalari dojrudassa, bunlarin lizerinde
bulunduju dojruya perspektiflik ekseni denir. Perspektif-
lik ekseni e dojrusu olan iki licgene de e ekseninden pers-

pektif licgenler denir.

P4 (Dezarg Aksiyomu): Iki liggenin karsilikli kOseleri-
ni birlestiren dogdrular noktadas ise, bunlarin karsilikli

kenarlarinin arakesit noktalari dogrudastir.



Dezarg aksiyomu, daha kisaca, "bir noktadan perspek-
tif iki lcgen bir dojrudan da perspektif olur" big¢iminde
ifade edilebilir (Sekil 1.1). .

Sekil 1.1

Dezarg aksiyomunu gergekleyen bir projektif diizleme
Dezarg dlizlemi ya da Dezargsel dilizlem, bu aksiyomu gergek-

lemiyen bir dlizleme de Dezargsel olmayan projektif dlizlem
denir.

F herhangi bir cisim olmak Uzere P,F projektif diz-

lemlerinin hepsinin Dezargsel olduiu bilinmektedir.

"Farkl: iki noktadan gecen en ¢ok bir dojru vardir"
dnermesini saglayan herhangi bir geometrik yapiya kismi dliz-
lem denir. EZer bir kismi diizlem sonluysa (yani Px.,2 clim-
lesi sonlu ise) ona konfiglirasyon denir. Her dogrusu lze-
rinde en az U¢ nokta bulunan ve her noktasindan en az g

dogru gegen konfiglirasyona kisitli konfiglirasyon denir.

Projektif dlizlemlere bir aksiyom daha eklemekle &zel

projektif dliizlemler tanimlanabilir.



P5(Pappus Aksiyomu): A,B,C ve A',B',C' bir projektif
dizlemde sirayla d ve d' gibi iki dojru iizerinde bulunan,
aAd' den ve birbirlerinden farkli herhangi alti nokta ise
L=AB'AA'B ; M=AC'AA'C ve N=BC'AB'C noktalari dogrudastir.

Pappus aksiyomuna iliskin bir konfiglirasyon (Pappus
konfiglirasyonu) dokuz nokta ve dokuz dojrudan olusur. BOy-
le bir konfigilirasyonda L,M,N noktalarini iizerinde bulundu-

ran dojruya Pappus dojrusu denir (Bkz. Sekil 1.2).

Sekil 1.2

P5 aksiyomunu gerc¢ekleyen bir projektif dlizleme Pap-
pus diizlemi veya Pappussel diizlem denir.

Pappus aksiyomunun dedisik bir ifadesi ic¢in sunlar
tanimlansin: Ny ,Ny,N3,N,,Ng,Ng noktalari bir altigenin si-
ra ile alinmis k&seleri olsun. i=1,2,3 olmak ilizere N; ve
ve Nj,.3 k&selerine yani arada iki k&se atlayarak bulunan
kOse ¢iftlerine altigenin karsilikli k&seleri; N;N;4q Ve
Nj+3Nj4+4 kenarlarina yani uglari karsilikli kOseler olan
kenarlarina altigenin karsilikli kenarlarai denir. Ayrica
N;,N3,Ng ve N, ,Ny4,Ng k&selerine altigenin alterne kOseleri

denir. Buna gbre Pappus aksiyomu s8yle ifade edilebilir:



P5: Alterne kbseleri iki dogru lizerinde bulunan altige-

nin karsilikli kenarlarinin ortak noktalari dojrudastar.

F herhangi bir cisim olmak lizere P,F projektif diiz-
lemi Pappus dliizlemidir. Bir projektif diizlemde P5=»P4 dir,
yani her Pappussel dlizlem ayni zamanda Dezargseldir (Kaya,1978)
Fakat bunun karsiti her zaman gecerli dedildir. Dezargsel
olan fakat Pappussel olmayan bir projektif dlizlem ailesi
olarak sonlu olmayan b8limlli halkalar yardimiyla tanimlanan
projektif dlizlemler g&sterilebilir. Ayrica bir bdliimld hal-

ka sinifi olarak kuaterniyonlar b&liimlii halkasi verilebilir.

B bir climle + ve » da BxB den B ye (yani B-lizerinde)
sirayla toplama ve ¢arpma denilen iki ikili islem olsun.
Ejer (B,+,:) sistemi asagidaki kosullari da gerceklerse ona
bd1ltimli halka denir:

Bl: (B,+) deJismeli bir gruptur.

B2: (B-{0},+) bir gruptur.

B3: - islemi, + islemi lzerine sagdan ve soldan dagilir.
Yani her x,y,zeB i¢in x-(ytz)=x-y+x-2z ve (y+2) - -x=y-x+z-X
dir.

B61llimld halkalarin toplamsal ve carpimsal birim ele-
manlari 0 ve 1 ile g8sterilebilir. x-y yerine de yalnizca

Xy yazilabilir.

B51imld halkalarla ilgili olarak sonsuz elemanli bir
bd1iimlli halka Srnedi kuaterniyonlar halkasidir. Bu O6rnek

asagida verilmistir.
ORNEK Kuaterniyonlar halkasi:

(R,+,°) reel sayilar cismi olmak lzere
Q={(a1,a2,a3,a4): a;eR; i=1,2,3,4} cimlesini g&z&niine ala-
lim. Bu ciimlenin elemanlarina kuaterniyonlar denir. a,beR
olmak lizere Q {izerinde ® toplama ikili islemi R nin + igle-
mi yardimiyla

(ajrap,a3,24)@(by,by,b3,by)=(aj+b;,ay+by,a3+by,aythy)

big¢iminde,® carpma ikili islemi de



(al,az,aB,a4)®(b1,b2,b3,b4)=(a1b1—a2b2-a3b3-a4b4,
a1b2+a2bl+a3b4—a4b3,
alb3—a2b4+a3b1+a4b2,
aybgtasby-asbytayby)

bi¢iminde tanimlansin. (Q,®,0) sistemi bir b6limlli halka-
dir, fakat cisim dedildir. Buna kuaterniyonlarin bdlimli
halkasi yada kisaca kuaterniyonlar halkasi denir. Burada
her x=(xl,x2,x3,x4)€Q icin x01=10x=x olacak bic¢imde bir

c¢arpimsal birim eleman vardir. Her x=(x1,X;,X3,%X4)eQ icin

L L : _ X1 "Xy X3 X4
XQy=1=y0x olacak bi¢imde bir tek y= Eallxl'lxl'lxl) garpim-

sal tersi vardir. Burada le=x%+x%+x2+x£ dir. Ayrica

3
(Ol1IOIO)@(0107110)=(0101011)

ve
(0,0,1,0)e(0,1,0,0)=(0,0,0,-1)
oldugundan O islemi defismeli degildir (Kaya, 1978),

Her B b8limld halkasina karsilik, nokta ve dojrulari
bu b&1limld halkanin elemanlariyla homojen olarak koordinat-
lanabilen bir projektif diizlem vardir. (Bu projektif diizlem

P,B ile g8sterilir).

P,B projektif dlizleminin Dezargsel oldugu ispatlana-
bilmektedir. P,B projektif dlizlemi P5 aksiyomunu gercekle-
mez, yani P,B Pappussel dedildir (Kaya, 1978).

Pappussel dlizlemlerde geg¢erli olan bir konfiglirasyon
(konum) teoreminin Dezargsel dlizlemlerde hatta Moufang pro-
jektif dizlemlerinde sadlanip sajlanmadigina bakmak ic¢in
konum teoremindeki noktalar yerine kuaterniyonlar bdliimli
halkasiyla tanimlanan projektif diizleme ait bazi ©zel nokta-

lar segilerek teoremin gegerliligi arastiralabilir. EZer bu
| 6zel hallerden biri ig¢in konum teoremi gecerli dedilse De-

zargsel dlizlemlerde de gerceklenmesi s&zkonusu olamaz.

Dezarg aksiyomunun, perspektiflik merkezinin perspek-
tiflik ekseni iizerinde olmasi &zel halini gercekleyen pro-

jektif diizlemlere de Moufang projektif dlizlemi denir.



Moufang projektif diizlemi ile ilgili diJer tanimlar
ve teoremler igin (Kaya, 1978) e bakilabilir.

" TANIM 4.

fki boyutlu her altuzayi bir projektif diizlem olan

bir lineer uzaya bir projektif uzay denir.

Herhangi bir projektif dlizleminin mertebesi n olan
bir projektif uzayin da mertebesi n olarak tanimlanir. Ug

boyutlu bir projektif uzaya kisaca projektif 3-uzay denir.

Bir projektif 3-uzayda asagidaki Onermeler gecgerlidir:
a) Farkli iki dlizlem bir tek dodru boyunca kesisir.
b) Bir dlizlemde bulunan farkli iki noktayi birlestiren
dogrunun her noktasi bu diizlemde bulunur.
c) Bir dizlem ve bu dliizlemde bulunmayan bir dojru bir
tek noktada kesisirler (Kaya, 1978).

Mertebesi n olan bir projektif 3-uzayda asagyidaki &-
nermeler gegerlidir:
(i) Toplam nokta sayisi n3+n+n+1 dir.
(ii) Bir do¥rudan gecgen toplam diizlem sayisi n+l dir.
(iii) Toplam dlizlem sayisi n3+n2+n+1 dir.
(iv) Toplam dogru sayisi (n2+1) (n2+n+l) dir.

(v) Bir noktadan gecgen diizlem sayilsi n+n+1 dir.

ispar
(1) Projektif 3-uzayin bir dlizlemi o olsun. a bir

projektif diizlem oldujundan toplam n2

+n+1 noktaya sahiptir.
Projektif 3-uzayda o dlizlemi disinda bir M noktasi vardir.
Ll geregi M noktasini o nin n2+n+l tane noktasina birlegti-
ren n2+n+l dogru vardir. Projektif 3-uzayin tiim noktalari
bu dogrular lzerindedir. Bu dogrular lizerinde bulunmayan

o dlizlemi disinda bir N noktasi olsa Ll geredi bir MN dog-
rusu vardir ve bu dogru projektif uzayin dlizlemlerini en az
bir noktada kesmesi gerektiginden o diizleminin n2+n+2 tane
farkli noktasi olurdu, celiski. O halde bu dojrular lizerin-
deki néktalarln saylsi kadar toplam nokta vardir. Dogrular

projektif dlizlemlere ait oldujundan herbiri lizerinde n+l



nokta vardir. Bbylece M den gegen dojrular demetindeki
herbir dojru ilizerinde M den baska n nokta bulunur. Bdyle-
ce M disinda (n2+n+1)n=n3+n2+n nokta vardir. M noktasinin
da katilmasiyla projektif 3-uzayin toplam nokta sayisi ola-
rak n3+n2+n+1 bulunur.

(1i) Bir d dogrusu ile d disinda bir a diizlemi g&z6-
niine alinsin. dAa=A olsun. Projektif 3-uzayda iki diizlem
bir tek dodru boyunca kesistiginden, d den gegen her diz-
lem, o diizlemini bir tek dogru boyunca keser. $Su halde
VBId icinB - aAB eslemesi bire-bir ve Orten olup 4 den gegen
diizlem sayisi, a da A dan gecen dojru sayisina esittir. o
bir projektif diizlem oldujundan her bir noktadan nt+l dogdru

geger. Dolayisiyla d den n+l diizlem gecer.

(iii) Bir o dizleminin biitlin dogrulari g&z&niine alin-

sin. Bunlarin sayilsi n2

+n+1 dir. Projektif 3-uzayda iki
diizlem bir dodru boyunca kesistiginden a yi1 kesen bilitln
dlizlemleri bulmak gerekir. Bunun i¢in o nin ig¢indeki her-

bir dogjrudan gecen dlizlem sayisi bulunmalidir. Projektif
3-uzayda o ya ait her d den, & disinda n tane diizlem geger.

B&ylece .daki dofrulardan, o disinda (n2+n+1)n tane diizlem
gecer. o dlizlemiyle birlikte projektif uzayin toplam dlizlemi

(n2+n+1)n+l=n3+n2+n+l dir.

(iv) Bir o dlizlemindeki noktalarin sayisi n2+n+1 dir.
Uzayda bir noktadan gecen dodru sayisi (i) sikkinda ispat-
landigi gibi n2+n+l dir. Buna gdre a dlizleminin herhangi
bir noktasindan geg¢en dogrular iki kisma ayrilabilir; «
dizlemine ait olanlar n+l tane, o diizleminin disindakiler
n- tanedir. o dlizleminin tim noktalarindan gecen, fakat bu
diizleme ait olmayan dojrularin toplam saylisl ise n2(n2+n+1)
dir. Dilizleme ait olanlar da n2+n+1 dir. O halde uzayin
toplam dodru sayisi n2(n2+n+1)+(n2+n+l)=(n2+l)(n2+n+l) dir.
Projektif 3-uzayda bunlar disinda baska dogru olamaz. EgJer

bdyle bir dojru olsa, bu dojru o diizlemini kesecefinden «o
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konursa sirasiyla standart olmayan yari afin uzay, afin u-

zay veya projektif uzay tanimlari elde edilir.

TANIM 6.

Her dojrusu lizerinde esit sayida nokta bulunan ve her
noktasindan esit sayida dodru gecen bir hiperbolik uzaya

reglilerdir denir.

Bir S=(JD, Jf, I) sonlu lineer uzayl ig¢in asagidaki
g6sterimleri kullanalim:

v=|P|, b=|2L| , (Burada "| |" kardinaliteyi gdster-
mektedir). S nin herhangi P noktasi ve £ do¥rusu icin
r(P)={{refl: PIR}| , k() =|{PecP: PIL}]|
v sonluysa S sonludur denir. Sonlu S lineer uzayi i¢in su
ilave gOsterimler de kullanilsin:

km=min{k(£):25dﬁ } kyemax{k(2):2¢ P}

rm=min{r(P):PejD} rM=max{r(P):P€jD}
km=kM=k y T SIM=T ise S, (k,r) mertebeden reglilerdir denir.

Bir geometrik yapinin sonlu bir hiperbolik dlizlem o-
lup olmadigini test etmek i¢in oldukg¢a kolaylik sajlayan

asagidaki teoremiispatsiz olarak ifade edelim:

TEOREM 1 (Bumcrot, 1971):

Asagidaki &zellikleri sajlayan herhangi sonlu lineer
uzay bir hiperbolik diizlemdir.
(1) rp 2 kM+ 2
(1i) kp-(kp~1) 2z ry
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2. BOLUM
SONLU HIPERBOLIK UZAYLAR

Calismamizin ikinci Eélﬁmﬁnﬁ teskil eden bu kisimda
klasik hiperbolik 3-uzayin sonlu bir modeli insa edilerek,

onun bazi kombinetSrsel 6zellikleri incelenecektir.

Projektif dlizlemlerle bazi hiperbolik diizlemler ara-
sinda, projektif dlizlemlerle afin diizlemler arasindaki gibi
ilgin¢ bir iliski kurulabilmektedir. Yani, bir projektif
dlizlemden bazi nokta ve dojrularin atilmasi suretiyle Gra-
ves'in birinci bSlimde zikrettigimiz aksiyom sistemini sag-
layan yapilar elde edilebilmektedir. Bu hususta zengin bir
literatiir mevcuttur (Ostrom, Sandler, Bumcrot, Kaya-Ozcan).
Projektif diizlemlerden bu yolla elde edilen en genel sonlu
hiperbolik diizlem modeli Bumcrot, (1971) a ait olup asagida
hatirlatilmaktadar:

ONERME 1 (Bumcrot, 1971):

s=(P, 2L, I) sonlu bir projektif diizlem, 4N de S nin
noktadas olmayan ii¢ dojru kapsayan herhangi dodrular climlesi
olsun. Q,Qﬂ,nin dodrulari lzerindeki tiim noktalarin climlesi
olmak lizere

S =(PNQ » N, 1N (P x( ENM))

geometrik yapisini g&zdniine alalim. |¥l=m oldujuna gdre

eger 3 £m £ n + —%—(l - ¥4n + 5), n»5 ise Squ sonlu bir
hiperbolik diizlemdir.

ispaT

Farkli iki noktanin birtek dodru belirtecegi asikar-
dir, yani L1 saglanir. m, en biylk dejeri olan

n + —%—(1 - V40 ¥3) e ulassa bile
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n+1—m=n+1—n-%(l— /An¥5) = —é— + —%-— VAn¥5 , n 2 5 oldu-

gundan k =n+l-m 2 2 dir. Dolayisiyla SWH de bir dojru lze-

rinde enaz iki nokta vardir, yani L2 sa¥lanir.
Ll,L2=> S bir lineer uzaydir.

Simdi teorem 1 in kalan hipotezlerinin sagjlanip sag-

lanmadigina bakalim.

S%¢ de rp=ry=n+l dir, m 2 3 oldujundan ky £ n-1 diye-
biliriz. Kabul edelim ki ky=n-1 dir.

n+1l=i(n-=-1)+2=r, 2 ky + 2
elde edilir. Diger taraftan kj(ky-1) 2

m<n + —%— (1 - vV 4n + 5) esitsizligi gbzdniine alinarak

kolayca gO8sterilebilir. O halde teorem 1 in tim hipotezle

ry oldugu da

rini saglayan Sq“_sonlu bir hiperbolik dizlemdir. m

Bumcrot, (1971); Onerme 1 ile ifade edilen yapiy:
verdikten sonra su sorunun cevabinin arastirilmaya deJer

oldugunu vurgulamistir:

“"QOyle bir S projektif diizlemi ve dyle bir N dogrular
cumlesi var midir ki, S bir regtiler hiperbolik duzlem ol-
sun?" i

Hemen belirtelim ki bu sorunun olumlu bir cevabi 0l-

gun, (yayinlanacak) da verilmektedir.

Bumcrot,(1971) ilgili surveyinde sonlu hiperbolik diz-
lemlere dair cevap bekleyen daha birg¢ok sorunun yaninda
sonlu hiperbolik 3-uzaya dair de bir soruyu sbyle ySnelt-

mektedir:
"Klasik hiperbolik 3-uzayin sonlu modelleri var midir?"

Iste calismamizin 2. bSlUmil bu soruya cevap bulma

gayretinden ibarettir.

Sunu ac¢ikga belirtmekte yarar vardir; boyutu 2 den

bliylik olan sonlu hiperbolik uzaylarin Varllgl‘meselesi agik



bir problemdir. Bununla beraber reglilerlik ve geometrik
olma kisitlamalari kabull altinda kuvvetli yokluk sonuglari
elde edilmis bulunmaktadir (Bumcrot,1971). Su halde, mese-
la, geometrik olan ve reglilerlik Ozeligini saglayan sonlu
hiperbolik 3-uzayin olmadidini sdyleyebiliriz. Dolayisiyla
1lgili soruya cevap olacadini iddia edecedimiz asagidaki
Onermeyle verilen insa Klasik hiperbolik 3-uzayin geometrik

olan ama regliler olmayan sonlu bir modeli olacaktir.

ONERME 2.

S=(jD,a£ , I) mertebesi n olan sonlu bir projektif
3-uzay, b de S nin asagidaki sartlari sajlayan projektif

diizlemlerinin bir cimlesi olsun.

C. S nin & ye ait olmayan her projektif dlizlemi P
nin diizlemlerini enaz noktadas olmayan lic doZru bo-
yunca keser. 5p1 ve Jel s1ra51yla.£fnin diizlemle-
rine ait tlm nokta ve dogrular climlesi olsunlar.

Bu durumda |& | =d olmak iizere efer
4 £ d < n+ —%—(1 - ¥Y4n + 5) ise

sg=( P P L, 1n (P PpxhLy))

geometrik yapisi sonlu bir hiperbolik 3-uzaydir.
ISPAT

C. sartinan JB nin hepsi noktadas olmayan ddrt dizlem

kapsamasinl gerektirdigi asikardir. bu nedenle 4 > 4 olma-

lidar.

S nin 2-boyutlu her altuzayi Snerme 1 in hipotez-
lerini sagladigindan sonlu bir hiperbolik dlizlemdir. BOy-
lece herbir hiperdiizlemi hiperbolik dlizlem olan Sgr lineer

uzayil sonlu bir hiperbolik 3-uzaydir.
Hatirlatma:

- Onerme 1 de m igin verilen {ist sinir gerekli olmayan
bir yeter sarttir. ¢inkii bu sinir, atilan dodrularin her-
hangi ii¢linlin noktadas olmamasi pozisyonunda, dlizlemin mer-

tebesinin tek olmasi halinde n+l e; mertebenin cift'olma51
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halinde de n+2 ye kadar c¢ikabilmektedir (Ostrom, 1962; Ol—‘v

gun, (yayinlanacak)).

Sg nin herbir noktasindan geg¢en toplam dojru sayisi
n2+n+1 olduju halde herbir dogrusu lizerinde esit sayida
nokta bulunmak zorunda olmadigindan SS? sonlu hiperbolik

3-uzayl regliler degildir.
ONERME 3.

Sgy nin toplam dilizlem sayisi n3+n+n+1-4 dir.

ispaT

S nin toplam dlizlem sayisi n3+n+n+1 olup, Sg , S
den d adet diizlem atilarak elde olundujundan ispat asikar-

dair.
ONERME 4.

S¢ hiperbolik 3—uzay1n1n‘toplam dogru sayisi b icin
| 2| = 2(n%+n+1) = (d-2) (n%4n-2) € b $ | £ |- d(n?+n+2-0)- ()

esitsizligi gegerlidir. (Burada |2, Sgr nin elde edildi-

i S projektif 3-uzayinin toplam dojru sayisidir).
ISpPAT

S¢r insa olunurken S den en az dodru, dizlemlerin
herhangi liclinlin dojrudas olmamasil halinde; en ¢ok dodru da
d6rt tanesi noktadas olmamak lizere d-2 tanesinin dogrudas
olmasi halinde atilacagd:i sOylenebilir. Simdi Once S den
atilan enaz dodru sayisinl bulalim: d adet dlizlemin ikiser
ikiser arakesitlerinin teskil ettigi toplam dodru sayisi
(g) dir. Atilan herbir dizlem d-1 adet arakesit dogrusu
kapsayacagindan bu dﬁzlemdeiarakesit olmayan toplam dodru
sayisl n2+n+1-(d—l)=n2+n+2—d olur. d adet diizlemin kapsa-
di1g1i arakesit dodrusu olmayan toplam dofru sayisi
d(n2+n+2-d), arakesit olan toplam dodru sayisi da (g) oldu-
undan s8zkonusu pozisyonda d adet dlizlemin atilmasiyla
gercekte d(n2+n+2-d)+(§) dogru atilmis olmaktadir. Sg nin
ise en gok dojruyu bu pozisyonda kapsayacaji asikardir. O
halde
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d

(1) b s |2] - d(n?+n+2-4) - (%)

elde edilir.

S den atilan maksimum dodru sayisina, dolayisiyla Sg
nin kapsayabilecegi minimum dojru sayisina gelincejaq,25, O3
dofrudas olmayan, atilan li¢ dlizlem, ay de aq, Gy, ag in or-
tak noktasindan gegmeyen, atilan bir diizlem olsun.
ai.Aaj=£ij , i#3 , 1,3=1,2,3,4 diyelim. Atilan diger d-4
dizlemin tamami Rij lerden birinden, diyelim ki,
a1 Aoay=L1, den ge¢sin. Buna gbre o3 Un atilan diger diizlem-
lerle ortak dogru sayisi d-1, a4 ln ortak dodru sayisi da
a-1, a1 ve a, ve atilan diger tim dlizlemlerin ortak dogdru
sayllari 3 er adettir. BOylece toplam ortak dodru sayisi
1+d-2+1+d-2=2d-2 olur. Atilan d adet diizlemin kapsadigi
ortak olmayan toplam dodru sayisinin da
(d-2)(n2+n—2)+2(n2+n+1) oldugu kolaylikla hesaplanabilir.
O halde :
(2) b 2 |2 |-(d-2) (n®4n-2)-2(n%+n+1)
elde edilir.

(1) ve (2) nin birlestirilmesiyle b ic¢in iddia edilen
esitsizlik bulunmus olur.

ONERME 5.

%9. hiperbolik 3-uzayinin toplam nokta sayisi v oldu-
Juna gbre
Pl -s,svs |P]-a
dir. (Buradd 81 ve 65, sirasiyla atilan yapinin kapsadigi
minimum ve maksimum nokta sayisi, ‘?‘ de S projektif-

3-uzayinin toplam nokta sayisidir).

ISPAT

Atilan yapinin en az noktayi diizlemlerin herhangi -
¢linlin dogrudas olmamasl ve herhangi ddrdinin noktadas bu-
lunmamasi halinde kapsadigini sOyleyebiliriz. O zaman Sg
en fazla noktayi bu halde kapsayacaktir. §imdi atilan ya-

pinin kapsadigl toplam nokta sayisinl hesaplayalim.
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Atilan herhangi li¢ dlizlemin ortak noktasina k&se nok-
tasi diyelim. Buna g&re (g) k&se noktasi mevcuttur. Diger
yandan (g) adet arakesit doZrusunun olduju ve k&se noktala-
rinin tlmiinlin de bu dojrular lzerinde bulunduju asikardir.
Herbir arakesit dogrusu ilizerinde d-2 adet k&se noktasi, do-
layisiyla n+1-(d-2)=n+3-d adet kOse noktasi olmayan nokta
mevcuttur. $Su halde (g) adet dogru tarafindan kapsanan top-
lam nokta sayisi (g)(n+3—d)+(§) olur. d adet ddzlemin her-

biri dzerindeki, ortak olmayan toplam nokta sayisi da
nZ+ntl - [(d-1) (n+1-(a-2)) + (dgl)J
olacagindan, atilan yapinin kapsadidi toplam nokta sayisi
§1=d{n?+n+1 - [(a-1) (n+3-Q) + (dgl)]} + (‘;) (n+3-d) + (g)

olarak elde olunur. %9 , en ¢ok noktayr bu pozisyonda
kapsayacagindan
(1) ve|Pl -8y
dir. ,
Atilan yapinlin en ¢ok nokta kapsadigi, dolayisiyla
S nin en az nokta kapsayacaji pozisyon, d adet diizlemin
dért tanesinin noktadas olmamasi ve d-2 tanesinin dogrudas
olmasi halidir. Bu pozisyonda, atilan yapinin kapsadidi top-
lam nokta sayisini bulalim. Once, atilan yapinin kapsadigi
arakesit doqrularl tarafindan kapsanan toplam nokta sayisinin
2(dn-n-d+3) olduju, sdzkonusu diizlemler tarafindan arakesit
noktasi olmayan toplam nokta sayisinin da
(d—2)(n-l)2+2((n+1)2—(dn+4)+d) oldugu gbriilebilir. Bbylece,
atilan yapinin kapsadidi toplam nokta sayis:z
§,=2 (dn-n-d+3) +(d-2) (n-1) >+ 2 ((n+1) 2~ (dn+4) +d)
olur. Su halde S nin kapsadigi toplam nokta sayisi en az
lial - 8, olup '
(2) [P -6, v
elde edilir. (1) ve (2) birlestirilirse
1P| -6, svs IPl- 6
esitsizligyine ulasilir. (Burada |P| nin SN nin elde edil-
digi S projektif 3-uzayinin toplam nokta sayisi oldudunu ha-

tirlatalim).
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Hatirlatma:

Onerme 4 ve 8nerme 5 de, Sg nin sirasiyla toplam
dogru sayisi b ve toplam nokta sayisi v icin verilen
benzer egitsizlikler Kn + ky + Ty Ve ry cinsinden de veri-

m
lebilir.
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3. BOLUM
BAZlI KONUM (KONFIGURASYON) TEOREMLERI

Birinci bdlimde konfiglirasyon tanimlanmisti. Argu-

nov-Skornyakov, (1964) bu konuda sbyle demektedir:

"Bir konum teoremi; sonlu sayida noktalar,
dojrular ve bunlar arasinda ortaya g¢ikan bajinti-
larla ilgili bir teoremdir. Bir konum teoremi,
¢ok defa bir takim noktalarin bir dogru lzerinde
bulunmalari veya bir takim doJrularin bir noktadan
ge¢melerinden Otlirli, diger bazi noktalarin bir dog-
ru lizerinde olmalari gerektigini veya diger bazi
dogrularin bir noktadan geg¢tiklerini ifade eder."

Konum teoremlerinin Snemi de yine ayni kaynakta sdyle
verilmektedir:

"Konum teoremleri, ¢okgenlere ait &zellikle-
rin incelenmesi ve bu &zelliklerle ilgili problem=-
lerin ¢Ozlilmesinde basariyla uygulanabilir. Bu
teoremler, Ozellikle, muhtelif sinirlayici sartlari
haiz ¢izim problemlerinin ¢&zlilmesinde faydali olur:
Yalniz cetvel kullanarak yapilan ¢izimler, diizlemin
sinirlayici bir kismi i¢inde yapilan ¢izimler, ya-
nina varililamayan noktalari bulunan ¢izimler, v.s...
de olduju gibi."

TEOREM 1.

Dezargsel bir diizlemde {A,B,C} licgeni ve ig¢inde bir
0O noktasi verilsin. OAABC=P, OBABC=Q ve OCAAB=R o¢lsun.
ABAPQ=U, ACAPR=V ve BCAQR=W ise U, V, W noktalarz
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dogrudastir (Argunov-Skornyakov, 1964}).
ISPAT

O noktasindan perspektif {A,B,C} ve {P,Q,R} {icgenle-
rine P4 Dezarg aksiyomunu uygulamakla ispat dojrudan elde
edilir (Bkz. Sekil 1 ve Sema 1).

O
RN
A B c
P 0 R
U v
. - |
gekil 3.1 Sema 3.1

TEOREM 2.

P Dezargsel bir diizlem ve P,Q,R,S bu dlizlemde herhan-
gi ¢l doJrudas olmayan ddrt nokta olsun. A=PQARS,
B=PRAQS, C=PSAQR, D=BCARS, E=ACAPR ve F=ABAPS olmak lizere
D, E, F noktalari dogrudastir (Kaya, 1978).

IspaT

Q dan perspektif {A,B,C} ve {P,S,R} licgenlerine P4
Dezarg aksiyomunu uygulamakla D, E, F noktalarinin dodrudas

olduklari goriiliir (Bkz. Sekil 3.2 ve Sema 3.2).
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Sekil 3.2 Sema 3.2

TEOREM 3.

P Dezargsel dlizleminde bir ABCD db6rtgeni verilsin.
ABACD=E , ACABD=F , ADAEF=M olsun. Bu halde ABACM=P,
BMACD=Q , ADABC=R noktalari dogrudastir (Argunov-Skornya-
kov, 1964).

ISPAT

F noktasindan perspektif {A,E,D} ve {B,M,C} li¢ggenle-
rine P4 Dezarg aksiyomu uygulanmakla sonu¢ dodrudan elde
edilir (Bkz. $ekil 3.3 ve Sema 3.3).
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F
A E D
B M C
— H L i
P Q
L 1
R
Sekil 3.3 Sema 3.3

- TEOREM 4.

P projektif dlizleminde herhangi bir besgen ABCDE ol-
sun. Besgenin bitisik olmayan AB ve CD kenarlarinin kesim
noktasi F ile, yine bitisik olmayan diger AE ve BC kenar-
larinin kesim noktasi N ile ve EF ile BH doJrularinin ke-
sim noktasi da K ile gOsterilsin. Bu halde DK dojrusu N

noktasindan geger (Argunov-Skornyakov, 1964).
ispaT

Dogrudas A,B,F ve E,H,C ¢iftlerinin olusturdugu
AEFCBH altigenine P5 Pappus aksiyomu uygulanarak hemen is-
pat tamamlanir (Sekil 3.4).
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Sekil 3.4

Bu teorem tlm Pappussel dlizlemlerde gegerlidir. Ancak
Dezargsel projektif dlizlemlerde de gegerli olup olmadigini
arastirmak ic¢in teoremdeki noktalar yerine kuaterniyonlar
bdlimlli halkasiyla tanimlanan projektif diizleme ait &zel ba-
z1 noktalar sec¢ilerek Pappussel olmayan dlizlemlerde gecerli-
1igi arastarilabilir. Bunun i¢in &zel noktalar, herhangi

lici dogrudas olmayan su noktalar olsun:

A=(1,i,3j), B=(j,i,k), Cc=(k,1,i), D=(k,i,j) ve E=(i,k,1)
olsun. Buna gbre dojrular ve kesim noktalari sunlardir:
AE=[i-j,-1,1], AB=[1-i-j+k,1+i+j-k,2], BC=[1,-k,0],
CD=[1+i-j+k,1-i+j-k,2], AD=[0,-k,1] ve
CE=[-1+i-j-k,-1-i+j+k,2] bulunur. F=ABACD=(1,1,-1),
N=AEABC=(k,1,1+i+j), H=CEAAD=(1l-i+k,1,k), BH=[-j,i+j,1] ,
FE=[-1+i+j-k,2,1+i+j-k], FE=[-1+i+j-k,2,1+i+j-k] bulunur.
DN=[i+k,-i,1] elde edilir. K=EFABH=(-3+2i-j,~k,-2+2i+k,3)
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dir. Son olarak K noktasinin DN lizerinde olup olmadiji a-
rastirildiginda K nin DN lizerinde olmadigi g&riillir. Sonug
olarak, Dezargsel diizlemlerde gecerli olmadiji, dolayisiy-

la Moufang projektif dlizleminde de safjlanamayacadi goriiliir.

TEOREM 5.

Bir altigenin kenarlari birer atlayarak verilen iki
noktadan gegerlerse, karsilikli k&seleri birlestiren ii¢ dog-

ru bir noktadan gegerler (Argunov-Skornyakov, 1964).

ISPAT

A,B,C,D,E,F noktalari, bir altigenin sirayla k&seleri
olsun. AB, CD, EF kenarlari P; noktasindan ve BC, DE, AF
kenarlari da P, noktasindan ge¢sinler (Sekil 5). AD ve CF
dogrularinin kesim noktasina O denilsin. BE dogrusunun O
noktasindan ge¢tigi veya baska bir deyisle O, B ve E nok-
talarinin dojrudas oldufu ispatlanmali. Burada ADP,CFP;
altigenine Pappus aksiyomunu uygulamakla teoremin ispata

tamamlanir.

Sekil 3.5
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Bbylece teorem Pappussel dlizlemlerde gecerlidir. De-
zarg dlizleminde de ge¢erliligini arastirmak i¢in &nce kua-
terniyonlar halkasi {izerinde tanimli projektif diizlemde se-
¢ilen Ozel bir besgen i¢in gecerli olup olmadigina bakilabi-
lir; secilen her 6zel besgen i¢in dojru olmasi mutlaka De-
zarg dlizleminde gerceklenmesi anlamina gelmez, fakat doJru
olma olasiliginin bliyllk oldugu hakkinda olumlu bir gdsterge-
dir. Aksine en az bir O6zel besgen ig¢in bu teorem gecerli

degilse, Dezarg diizleminde de gecersizdir.

Bunun ic¢cin &zel noktalardan {licli Pl=(1,—l,0), A=(1,-1,1)
ve B=(1,-1,j) olsun. P;,A,B noktalari [1,1,0] doyrusu
lizerindedir. P,=(0,1,1) olsun. AP2=[1+i,1,—1] bulunur.
F=(1,-i,1) olsun. PyF=[1,1,-1+i] izerinde liclincli bir nokta
E=(0,1-i,1) olsun. EP,=[1,0,0] ve BP,=[1+j,1,~1] bulunur.
C=(1,-j,1) olsun. B, C, P, noktalari [1+3,1,-1] dogrusu
izerindedir. P;C=[1,1,-1+j] olarak bulunur.
D=p,CAEP,=(0,1-j,1) bulunur. AD=[1+i+k,1,-1+3] ve
FC= |1,0,-1| bulunup, O=ADAFC=(1l,-i-j-k,1l) dir. Ote yan-
dan BE=[1+j-k,1,—l+i} bulunur. Kolayca g6riiliir ki O nokta-
s1 BE dogrusu lizerinde dedildir. Demekki teorem Dezarg diz-

leminde gecerli degildir.

Son bir konfiglirasyon teoremi olarak, liclincli mertebe-

den bir projektif diizlemin Pappussel oldudu &zel hali, sen-

tetik yoldan ispatlanmaya c¢alisilacaktir.

Pappussel diizlemler ayni zamanda Dezargseldir. Fakat
karsiti her zaman dogru degildir. Sonlu olmayan Dezargsel
diizlem Pappussel olmayabilir, fakat sonlu Dezargsel dlizlem-
ler Pappusseldir. Bu konuda Kaya, (1978) sdyle demektedir:

"Sonu¢ 5.2.25: Her sonlu Dezargsel dizlem ay-

n1 zamanda Pappusseldir. ‘ o
Belirtelim ki, bu sonucun sentetik bir ispati

heniiz verilebilmis degildir."

Burada, "mertebesi {i¢ olan Dezargsel projektif dliz-

lemin Pappussel oldugu" gercedine iliskin sentetik bir
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ispat veriyoruz:

P3; de on lic nokta, on ¢ dojru vardir. Her noktadan

dért dojru gecer, her dojru lizerinde d8rt nokta bulunur.

Pappus konfiglrasyonu ig¢in dq ve d, dogru c¢ifti gbz&-
niine alinsin. dq izerindeki A,B,C ve d, tizerindeki A',B"
ve C' noktalarinin secimi dlAd2=D noktas1 disinda, her dog-
ru lizerinde ancak ddrt nokta oldujundan bir tek tiirlidiir.
d;={a,B,C,D} , d,={a',B',C',D} olsun. A ile A', B ile B',
C ile C' karsilikli k&seler olsun (Mesela AB'CA'BC' altige-
ni igin). d3=AA' ve du=BB' dojrularinin kesim noktasi
d3Ad4 =E olsun. dg=CC' dojrusu da E den gec¢mek zorundadir.
(Aksi takdirde, dg=CC' dogrusu d3y U ddrdlincli noktasi X de,
dy U de ddrdincli noktasi Y de olmak lizere E den farkli nok-
talarda kestigi kabul edilirse; dg=AB' dojrusu, A=d1Ad3 ve
B'=d,Ad,; oldujundan dy, dp, d3, d4 dogrularinin lizerindeki
baska noktalardan gegemez. OYsa Pl geredince déAd5 noktasi
vardir ve bu nokta C,C',X,Y disinda bir besinci nokta olmak

zorundadir, celiski).

d5Ad3=d5Ad4=E dir. d6=AB' doJrusu; dl, d2, d3, d4
dogrularini A veya B' noktalarindan birinde kestiginden bu
ddrt dojruyu baska noktalarda kesemez. Dolayisiyla dg nin
dg ile kesim noktasi C,C',E disinda db6rdiincli noktasi olmak
zorundadir. Yani d6Ad5=F dir. d7=BA‘ dogrusu dy, dy, d3,
dy ile B veya A' noktalarindan birisinde kesistiginden bu
dofjrular Uzerindeki dijer noktalardan gegemez. Dolayisiyla
d7 doJrusu d5 dogrusunu C,C',E noktalarinda kesemez; d5 in
dbrdiincli noktasi F de kesmek zorundadir. Yani d5Adg=F dir.

Bu nokta ayni zamanda dg ile de kesim noktasidir.

dg=BC' dogrusu; d; ile d, dogrusunu B de, d, ile dg
dogrusunu C' de kestiginden bu dogrular lizerindeki difer
noktalardan gecemez. dg ile dj kesim noktasi A,A',E nokta-
lari disinda dj Un ddrdincli G noktasi olmak zorundadir.
Yani dgAd3=G dir. dg dogrusunun dg dodrusu ile kesim nok-
tasi A I d; oldujundan, A olamaz; B' I 4, oldugundan B' o-

lamaz; F I dg oldujundan, F de olamaz; O halde dg dogrusunun
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dg ile kesim noktasai, dg izerindeki do6rdiincli nokta H olmak
zorundadir. Yani d8Ad6=H dir.

dg =CB' dogrusu dy, dy, d4, dg dojrularini C veya B'
noktalarinin birinde kestiginden bu dojrular lizerindeki
baska noktalarindan gegemez. Bundan dolayi dg doJrusunun
d3 dojrusu ile kesim noktasi A,A' ve E olamaz. O halde
dgAd3=G olmak zorundadir. dg dogrusu d; dojrusunu B,A',F
disinda ddrdincl noktasi K da kesmek zorundadir. Yani
dgAd—]:K dir. d9Ad6=F ve d9Ad8=G dir.

d10=AC' dogrusu dq, d,, dj, dg, dg, dg dogrularini A
veya C' noktalarinin birinde kesmektedir. Bu doJrular ilize-
rindeki diger noktalardan gecemez. d, dogrusunu B,B',E di-
sinda d6rdiincli J noktasinda kesmek zorundadir. Yani
dighdy=J dir. djo dogrusu d5 dogjrusu ile B,A',F disinda
ancak I noktasinda kesisir, yani dy;gAd4=I dir. dy, dogru-

sunun dg dogrusu ile de kesim noktasi I dir.

dll=CA' dogrusu dy, dp, d3, dg, d7, dg dogrularini C
veya A' noktalarinin birinde kesmektedir. Dolayisiyla bu
dogrular lizerindeki dijer noktalardan gegemez. dj; dogrusu
d4 dogrusunu B,B',E noktalari disinda J noktasinda kesmek
zorundadir, yani djjAdy=J dir. dj; dogrusu dg dogrusunu
A,B',F noktalari disinda H noktasinda, d8 dogrusunu da yine

H noktasinda, le dogrusunu ise J de kesmek zorundadir.

Simdi karsilikli k&gelerin kesim noktalari olan
AB'ABA'=d6Ad7=F, BC'ABlc=d8Ad9=G ve AC'AC'A=d10Adll=J nok-
talarinin dogrudas oldujunu Dezargsel olan P diizleminde P4

aksiyomunu uygulamakla sdyle gbsterebiliriz:

E den perspektif {A,B,C'} ve {A',B',C} lggenlerine
P4 aksiyomu uygulanarak D, G, J noktalarinin dodrudag oldu-
u ve yine E den perspektif {A,B',C'} ve {A',B,C} lcgenle-
rine P4 aksiyomu uygulanarak F, D, J noktalarinin doJrudas
oldugu gdriilir. Bu iki sonuctan F, G, J noktalari dogrudas
. olur (Bkz. Sema 3.4).:



A B C! A B! ol
Al B! C A B C
1 1 L J
G F D
L A L |
J J
D, G, dogrudas F, D, J dojJrudas
1
s G, noktalari dodrudas (Pappus doJrusu)

Sema 3.4



28

KAYNAKLAR DiziNi

Argunov, B.I. ve Skornyakov, L.A., 1964, XKonum teoremleri,
(Cev.$.Yamantlrk), Tirk Matematik Dernedi Yayinlara,
Istanbul, No.23, 59 s.

Barnabei, M. and Bonetti, F., 1979, Two examples of finite
Bolyai-Lobachevsky planes, Rend. Math. (1), 12, 291-296

Bumcrot, R.J., 1971, Finite hyperbolic spaces, Atti Convegno
Geom. Comb. e sue Appl. Perugia, 113-130.

Dembowski, P., 1968, Finite geometries, Springer Verlag New
York Inc., 375 p.

Graves, L.M., 1962, A finite Bolyai-Lobachevsky plane, Amer.
Math. Monthly, (69), 130-132.

Kaya, R., 1978, Projektif geometri, Firat Universitesi Fen
Fak. Yay., Mat.I, Elazig, 371 s.

Kaya, R. ve Ozcan, E., 1984, On the construction of Bolyai-
Lobachevsky planes from projective planes, Rendiconti
Del Seminario Matematico Di Birescia, (7)), 427-434.

Olgun, $., (yayinlanacak), A note on some finite hyperbolic
planes, Journal of Sci. and Arts of Gazi Univ.

Ostrom, T.G., 1962, Ovals and finite Bolyai-Lobachevsky
planes, Amer. Math. Monthly, (69), 899-902.

Sandler, R., 1963, Finite homogenous Bolyai-Lobachevsky
planes, Amer. Math. Monthly, (70), 853-854.

Stevenson, F.W., 1972, Projective planes, W.H. Freeman and
Company San Francisco U.S.A., 402 p.





