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OZET

Bu gall§mada, bilinen en kiguk kartezyen grup Ulzerinde kurulan
projektif dl’.’lzliemin geometrik yapisi incelenerek, bu dizlemin
a) 2. mertebéden en az 1500 tane projektif altdiizlem kapsadigi,
b) 2. mertel:x%eden Fana dizlemi olmayan en az 522 konfigurasyon
kapsadlgn,i |

c) 3. merteb?eden bazi 6zel konumlarda projektif alt dizleminin var

olmadigi dbsterilmektedir.



SUMMARY

In this studjy, We investigate the geometrical structure of the projective
plane which is constructed on the known smallest cartesian group. For
this purpose lt is shown that the above mentioned plane
a) contains at?least 1500 subprojektive planes of order 2,

b) contains at? least 519 configarations of order 2, which are not Fano
planes, ancji

¢) has not squrojective planes of order 3 in some special cases.
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1.1. Baz Temel Kavramiar
Once @projektif geometrinin, bu calismada gegen, bazi temel

kavramlarlmi kisaca verelim.

Tanim  1.1.1: N elemanlar: noktalar, D elemanlart dogrular olan birer

kiime ve NdﬁD=® olsun. o, NxD kiimesinde {izerinde bulunma bagintist iken

P=N, D, o) geometrik yapisi asagidaki aksiyomlar: sagliyor ise, bu sisteme

bir projektif diizlem denir:

P1) Her§ A, BeN, A#B icin Aod ve Bod 6zelliginde bir tek deD vardur.

P2) Her§ c,deD icin Aoc ve Aod 6zelliginde en az bir Ae N vardir.

P3) Her hangi Gl dogrudas olmayan dért nokta vardir.

Projektijf dizlemlerde P2 aksiyomundan daha kuvvetli ve kesin bir

snerme gegerlidir.

Teoremi 1.1.1: Bir P= (N, D, o) projektif duzleminde farkh iki dogru

bir tek nokta{da kesisirler.

Tanim }1.1.2: A, B, C, D hepsi aym projektif dizlemde bulunan ve
herhangi ugu dogrudas olmayan dért nokta olsun. Bu noktalari ikiser ikiser
birlestiren idogrularln cizilmesi ve bulunan dogrularin ikiser ikiser
kesistirilmesﬁyle elde edilen alti dogru ve yedi noktadan olugsan bir
konfigurasyojna tamddrtgen denir. Ayrica A, B, C, D noktalarina
tamddrtgeniﬁ kégeleri, AB ve CD, AC ve BD, BC ve AD dogru ikililerine

tamddértgenin karsuikli kenarlari, karsgihikhi kenarlarin kesisme noktalarina

yani U=ABACD, V=ACABD, W=ADABC noktalarina tamdértgenin kdsegen

noktalari deriir.



Biz bu ¢alismanin bir kisminda 2. mertebeden Fano dizlemlerini

aragtlrlyoruz.ﬁ Simdi Fano ddzleminin tanimini verelim.

Tanim 1.1.3: Igindeki bitin tamddrtgenlerin kdgegen noktalar:

dogrudas olén bir projektif dizleme Fano dizlemi denir. E§er bir Fano
diuzlemi digek Fano dizlemlerinden en az bir farkli nokta kapsiyorsa bu Fano

dUzlemlerine§ Farkli Fano dtzlemleri denir.

Fano Aksiyomu: Kapsadigi her bir tamdoértgenin kdsegen noktalarn

dogrudas olhhayan noktalardir.

Tanim 1.1.4: P= (N, D, o) ve P'= (N', D', o') iki projektif duzlem
olsun. Eger %N'CN ise ve her d'eD'dogrusu igin d'=d~N'olacak bigimde
bir deD dogjrusu varsa P' ye P nin projektif altdizlemi denir. Eder

P'#P ise P ye P nin projektif 6z altdiizlemi denir.

Teoremj 1.1.2: P mertebesi n olan sonlu bir projektif duzlem ve

P' de P nin mertebesi m olan bir projektif 6z altdizlemi olsun. Eger P
. _ . . . 2 .
nin her dogrusu P' nin bir noktasinmi kapsarsa n=m , aksi halde
2 |
nzm +m dir.
1.2. Projektif Diizlemlerin Koordinatlanmasi

Her prbjektif dizlem uygun bir S kimesinin elemanlariyla

koordinatlanébilir.

Tanim 1.2.1: P mertebesi n olan bir projektif dizlem, S de 0 ve

1 ile gosterilen iki 6zel eleman: bulunan ve Kkardinalitesi n22 olan bir kime

olsun. P deﬁherhangi Ucl dogrudag olmayan O, E, U, V noktalarindan



olugan segimli

{0, E, U, V} koordinatlama dértgeni ve S kimesini kullanarak

P nin noktélarml, dogrularini ve Uzerinde bulunma bagintisini belirleyelim.

Noktalar

In koordinatlanmasi:

O=(0,0) 1

(1,0) (a,0) (b,0) (m,0)
Sekil 1.2.1.

OE derZusu tzerinde OEAUV den basgka her bir noktaya 82 nin (a,a)

bigimindeki bir tek elemanini esleyelim. Ozel ofarak, O=(0,0), E= (1,1) olsun.

uv dog”;rusu?

NUAOE=(b,b)

tzerinde bulunmayan secimli her bir N noktas: igin eder

ve NVAOE=(a,a) ise N=(a,b) diyelim. Ozel olarak OU dogrusu

Gzerindeki noktalar (a,0) ve OV dogrusu Uzerindeki noktalar (0,b) bigiminde

koordinatlara jsahip olur. UV nin [(0,0)v(1,m)]/\UV noktasina (m) koordinatini

verelim. Buna

OEAUV=[(0,0

goére U=[(0,0)v(1,0)]AUV oldugundan U=(0) dr.

v(1,1)JAUV olup OEAUV=(1) dir. oog S olmak tzere UV nin V

noktast icin V= (o) olsun. (Sekil 1.2.1)

Dogrularin koordinatlanmasi:

V=(c0) n
noktasina ve‘

koordinatini;

oktasindan gec¢meyen ve dolayisiyla UV ile bir (m) ortak
OV ile Dbir (0,k) ortak noktasina sahip olan dogruya [m,k]

V=(c0) dan gegen ve OU=[0,0] dogrusuyla bir (k,0) ortak

noktasina sahip olan dogruya [k] koordinatint ve UV dogrusuna da [o9]




koordinatini tayin edelim (bak sekil 1.2.2).
V=(o0)

0.0] ‘ U=(0)
' 0=(0,0) (1,0) (k,00\ N
[0] | Sekil 1.2.2. W ¥

Burada bikkat edilmesi gereken 6nemli bir husus, bu koordinatlamanin

segilen {O, E, U, V} dértgenine bag!i olmasidir.

Uzerinde bulunma bagintisi:

Her m, k, x, y, €S i¢in,

(59) o [o9] , () o [K] . (=9) ¢ [m,K]
(x)o[eq] . (x)¢[k]' ‘ , () o [m,k] <>x=m
(y) $1591 () o [Klesx=k . (x.y) o[mKl sy =T(m,x.k)

I " 3 ..'

Skimesive "T: 858 >3 T(m ,x,K)=ye (x,y)o[m,Kk]
olacak bigimde T 0¢lU igleminin birlikte ddsidnllmesiyle yeni bazi kavramlar
tanimlanabilir.

1.3.Projektif Diizlemlerin Cebirsel Yapilan

Tanim 1.3.1: S, 0 ve 1 ile gosterilen iki eleman! da igeren bir kiime

ve coZ S olsun. T, S Uzerinde asagidaki T1 - TS kosullarini gergekleyen bir

ugla islem isé, (S, T) ikilisine dg¢lti halka denir,

T1) Her a, b, c€S igin, T(0, b, c)= T (a, 0, c)=c



T2) Her ae$ igin, T(1, a,0)= T(a, 1, 0)=a
T3) Vérilen her a,b,ce$S icin T(a,b,x)=c olacak bigimde bir tek xS
vardir. |

T4) a#c olmak Uzere verilen a, b, ¢, d €S i¢gin
T(a, x, b)= T(c, x, d) olacak bigimde bir tek x€ S vardir.

T5) a#c olmak Uizere verilen a, b, ¢, de S igin

2
T(x, a, y)=b, T(x, ¢, y)=d olacak bigimde bir tek (X.Y)€S" vardir.

Ayrica eJer S bir P projektif dizlemin koordinatlama kumesi ve T de

bu koordinatl?rdaki Uclu islemse (S,T) Uglu halkasina P nin ddzlemsel dgli

halkasi ya dé kisaca dizlemsel Uglt halka denir.

Teorem; 1.3.1: Her (S,T) G¢lt halkas! bir duzlemsel Ggld halkadir, yani
verilen her (Si,T) Ggla halkas! igin 6yle bir PP projektif duzlemi vardir ki onun

dazlemsel Ugl(’x halkas! (S,T) dir. (Bu projektif diizlem P(S ) ile gd&sterilir.)

Teorem 1.3.2: P bir projektif dlziem, (S,T) bu duzlemin bir O,E, U, V

koordinatlafna? dortgenine goére diuzlemsel Gglu halkasi ve (S',T') de yine P
nin O, E!, U V' koordinatlama dértgenine godre diuzlemsel Ugla halkast

olsun. (S,T) ve (S',T') nin izomorf olmasi igin gerek ve yeter kosul f(0O)=0",
f(E)=E’, f(U)=U' ve f(V)=V' olacak bigimde bir fe G(PP) kolinasyonunun var

olmasidir.

Tanim j1.3.2: Her hangi bir L. kUimesi Uzerinde * ikili iglemi verilmig

olsun. (L,*) si$temi asagidaki L1-L3 o6zelliklerini sadlarsa bu sisteme yarigrup



veya loop (Zienir.

1) Vérilen her a, b,eL igin a*x=b denkleminin bir tek xel ¢bzimi
vardir.

L2) Ve%rilen her a,bel igin, x*a=b denkleminin bir tek xelL ¢&zimu
vardir. |

L3) He;r xeL igin u*x=x*u=x olacak bicimde bir ueL (birim eleman)

vardir.

Tammg 1.3.3: Herhangi bir (S,T) G¢li halkastnin T isleminin
| x+y=T(1,x,y) ve X.y=T(x,y,0)
biciminde témmlanan 6zel hallerine sirasiyla S Uzerinde foplama ve

gcarbma (ikili) islemleri denir.
Tanim 1.34: S, 0 ve 1 i de kapsayan bir kime olsun. + ve . bu

kime ijzerinbe iki ikili iglem iken (S,+) ve (S-{0},- ) birim elemanlari sirasiyla

0 ve 1 olan birer yarigrup ve her xS igin x.0=0.x=0 ise (S,+,- ) sistemine

gifte- yangru;i: denir.

Tanim  1.3.5: (S,+,- ) sistemi bir dlzlemsel halka olmak lzere T Gg¢la
islemi,
3
T :S8-»S
(a, b, c)—T(a, b, c)=ab+c

seklinde tanimlanirsa (S,T) ikili sistemine bir lineer g¢ld halka denir.

Tanim 1.3.6: (S,T) bir lineer Gglt halka olsun. (S,T) lineer Gglu

halkasinda + islemi asosyatif ise, (S,T) ye bir kartezyen grup denir.



Teoreni 1.3.3: Herhangi bir (S,+,- ) ¢ifte-yanigrubunun T(a,b,c)=ab+c
islemi ile birl}estirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin kartezyen grup olmasi
igcin gerek ve yeter kosullar sunlardir:

1) (S,+, ) bir duzlemsel halkadir.

2) + iglemi assosyatiftir.

Sonug¢ ‘ 1.3.4: Herhangi bir (S,+,- ) cebirsel yapisinin

- T(a, b, c)=ab+c
Uglu islemiyle birlegtiriimesinden elde edilen (S,T) ikilisinin kartezyen grup

olmasi igin,

1) (S,+) nin birim elemani 0 olan, bir grup olmasi,

2) (S5-{0},- ) nin birim eleman:! 1 olan, bir yarigrup olmasi,

3) Her xe S igin 0.x=x.0=0 olmasi,

4) Veriilen her a, b, ¢, de S, a%c igin

ax+b=cx+d

olacak bigimde bir tek xS ¢é6zUmunin bulunmasi,

5) \Verilen her a, b, ¢, de€ S, a#c igin

xa+y=b

Xc+y=d
1 2
sisteminin bir tek (X, Y)eS~ gézumuiintin bulunmasi, gerek ve yeterdir.
Kartezyen gruplar ((oo), [oo]) - Dezargsel olan projektif dizlemler

belirtirler. $imdi bir kartezyen grup 6rnegi verelim. Bundan 6nceki kullanilan

tanim ve kavramlar (Kaya, 1978) den alinmustir.




1.4. Bir Kartezyen Grup Ornegi

Ornek 1.4.1: (Spencer 1960; Kaya 1978; Ozcan 1988)

R gergel sayilar kiimesi ve +, R Uzerinde bilinen toplama iglemi olsun.

® iglemi iseiher X, YER igin

Xy , Xy20 iken

3axy2 , X<0vey>0 iken

%xzy , x>0vey<0 iken

biciminde tdnnmlans:n, (R, +, ®) sisteminin bir kartezyen grup oldugunu
fakat garpménm komutatifligi disinda birlesim veya toplama Uzerine dadilma

gibi standart%ézelliklerden hi¢ birini saglamadigini gésterelim.

1) (R,{+) nin, birim elemani O olan bir grup oldugu asikardir.

2) (R-{O}, ®) nin bir yarigrup oldugunu gésterelim:

L1)  a b,eR-{0} igin a®x=b (1.1)

denkleminin bir tek xe R ¢6zUmundn varhidini inceleyelim.
|

| . 2 -
a>0 ve {b>0 iken ax=b ise x=a1b>0 tek ¢dzUmdur. a x=b olsa idi

X= (az)-1b >q oldugundan x<0 ¢6zUmU mevcut olmazd.

a<0 ve %b>0 ise, ax=b ve buradan X= a'b <0 tek ¢bzimdar.



Oysa ax2=b i

. 4/ -1 -
ken x2=a1b ve Xx=xV a b olurdu. a1b<0 oldugundan boyle

bir ¢ézim varolamaz.

a>0 ve

x=(a)'b<0

. - 2 .
b<0 ise, ax=b den x=a1b<0 ¢b6zim olamaz. a"x=b ise,

tek ¢oézumdur.

l -1
a<0 ve b<0 ise, ax=b ve X=2a D>0 olur. Dolayisiyla x ¢6zim olamaz.

|
Fakat ax2=b

Boylece (1.1) i

Kartezye

komutatiftir. $

X,y 20 v

y<0 ise, x@y=

N N
ise, x=t¥a b oldugundan x=Ya b >0 tek g¢dzumdur.

n bir tek x ¢6zumdua vardir.

n grup kosullari arasinda olmamasina karsin bu islem

Syleki,

eya x,y < 0 iken, xy=0 oldugundan x@y=xy=yx=y®x dir. x>0 ve

x2y=yx2=y®x dir. Ve nihayet

X<0 ve y>10 iken, x®y=xy2=y2x=y®x oldugundan her x,yeR igin

XQy=y©x dir.

L2) O igl

var iken x®a=t

L3)

10 »

emi komitatif oldugundan a®x=b denkleminin bir tek ¢&zimu

D nin de bir tek xe R ¢6zUmua vardir.

x=0

x<0

1x
( =
\12x

oldugundan (l?-{O},@), birim elemant 1 olan, bir yarigruptur.

3) Her xeR i¢in 0Ox=0x=0=x0=x@0 dir.



4) Her

10

a, b, ¢, deR , a®cC icin,

aex+b=cOx+d (1.2)

esitliginin bir tek xe€ R ¢6zUmUnu arastiralim.

a®x+b =

cOx+d =

ifadeleri yard

ax+b , ax=0 iken

2 .

a x+b , a>0 ve x<0 iken
2 .

ax +b , a<0 ve x>0 iken

cx+d , cx20 iken
2 .
cx+d , ¢>0 ve x<0 iken

2 .
cx +d , c<0 ve x>0 iken

imiyla gesitli halleri inceleyelim.

a=0 iken, b=cOx+d => cOx=b-d ve c=0 iken,

aex+b=d ‘=>

6zelliklerinde

a®x=d-b esitliklerinin bir tek g¢dzUmlerinin varligini yarigrup

n séyleyebiliriz.

a>0 ve c¢>0 olsun.

ax+b=CX

Eder |

coézimu vard

a<0 ve

esitliklerinin

2 2
+d , (x20) veya ax+b=c"x+d , (x<0) esitlikleri vardir.

(d-b) (a-c) ' 20 ise, birinci esitligin bir tek x=(d-b) (a-c)”

2 2.-1
ir. Aksi takdirde X=(d-b) (a™-C”) = ikinci esitligin tek ¢&zUmudar.

c>0 olsun. ax+b=cx+d , (x<0) veya ax’+b = cx+d . (x>0)

¢bzimiine bakalim. d-b>0 ise birinci esgitligin ve d-b<0 ise

ikinci esitligin bir tek ¢6zumu vardir.
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a>0 vé c<0 iken, d-b<0 ise,
a’x+b = cx+d , (x<0) esitliginin birtek x ¢6zUma vardir.
Eger d-b>0 ise, ax+b=cx’+d , (x>0) 1n x ¢6zUmMQ tektir.
a<0 ve c<0 ise, (d-b) (a-c)'<0 iken ax+b=cx+d, (x<0) esitliginin bir

tek x ¢dzUmU vardir. Ayrica  (d-b) (a—c)'1> 0 iken ax’+b=cx’+d nin de bir

tek ¢dzimi var oldugundan (1.2) esitlifinin ¢6zOGmU daima tektir.

5) Her a, b, ¢, de R, axc igin,

x@a+y=b
- XOc+y=d (1.3)

T . 2 N
sisteminin bir tek (X,y)e R®™ ¢ézuma olmahidir.

xa+y=b , xa=0 iken

xOa+y=b < x2a+y=b , x>0 ve a<0 iken
xa2+y=b , x<0 ve a>0 iken
xc+y=d , xc=0 iken

XOc+y =d & x20+y=d , x>0 ve c¢<0 iken
: xc2+y=d , X<0 ve c>0 iken

dir.

a=0 veya c¢=0 iken, sirasiyla x@c=d-b ve x®a=b-d esitliklerinin,
yarigrup o&zellikleri nedeniyle, birer tek x c¢oézimleri oldudundan (1.3)

sisteminin de bir tek (x, y) ¢dzimi vardir.




a>0 ve c>0 olsun. (b-d) (a—c)-1<0 ise,
‘ xa2+y=b

2

XC +y=d, (x<0)

sisteminin bir tek (x, y) ¢6zumi vardir ve  (b-d) (a-c)'1> 0 ise,

Xa+y=b
xc+y=d, (x>0)
sisteminin bir tek ¢ézimi vardir.

a>0 ve c¢<0 iken, b-d<0 olmas: halinde
xa2+y=b

xc+y=d, (x<0)

sisteminin bir tek‘gézﬂmﬁ varken, b-d>0 ise,
xa+y=hb

x2c+y=d, (x>0)

sisteminin bir tek ¢6zGmd vardir.

a<0 e

v

c>0 ise, b-d>0 iken,

xa+y=b
xcz+y=d, (x<0)

sisteminin ve b-d<0 iken,

xza+y=b
xc+y=d, (x>0)

sisteminin bilrer tek ¢ézumleri vardir.

3 -1
a<0 ve c¢<0 olmasi halinde, (b-d)(a-c) <0 ise,
xa+y=b

i xc+y=d

sisteminin biir tek ¢éztma vardir. Eger  (b-d) (a-c)'1>0 ise,
|
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| xa+y=b

xzc+y=d

sisteminin bir tek (x, y) ¢6zimi oldugundan (1.3) sisteminin, her durumda
bir tek ¢bzUmu vardir. Dolayisiyla (R, +, ®) bir kartezyen gruptur. Bu
sistemde c¢arpimin, birlesme ve toplama Uzerine dagdilma o&zelliklerinin
saglanmadigini birer drnek ile gdsterelim.

(20(-3))©(-2)=(-12)©(-2)=24

ve
| 20((-3)8(-2)) = 206=12
dir. ‘
20(-5+3)=26(-2)=-8
ve
| 20(-5)+203=-20+6=-14
dir.
(-2+1)©3=(-1)©3=-9
ve

| (-2)83+163=-18+3=-15
dir. 3 . _
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2. EN KUGUK KARTEZYEN GRUP UZERINDE
PROJEKTIF DUZLEMLER

2.1. En Kﬁ§ﬁk Kartezyen Grup

Fg={0,1,2,3,4} , 5 in kalanlarindan olugsan kime olmak Uzere Fg
Gzerinde + ve - iglemleri sirasiyla 5 moduline gére toplama ve ¢arpma

islemleri iken (F5,+,7) bir cisimdir.

S=F5xF5={ (%, y) | x,ye Fg} Uzerinde @ ve © iglemleri asagidaki
bigimde tamnﬁlanlyor. (Panella 1965; Kaya 1978; Ozcan 1988)

(a,b) @ (c, d) = (a+c , b+d)

| (ab)*(cd) , b=0 veya (bc-ad)2-2d2=0,1,4iken
(ab) © (c.d) =
j -(a,b) * (c,d) , digerdurumlarda

Burada * islemi de

‘ (a.c , ad) , b=0 iken
(a,b) » (c,d) =
(a.c-b'1.d. (az- 2) , b.c-ad), bz0 iken

ile belirli olsun. Béyle belirlenen (S, ®, ©) sisteminin bir kartezyen grup

oldugunu gdsterelim.
1) (S, @) , birim elemani (0,0) olan bir degismeli gruptur.

i) V a, b,c, de Fgigin,

(a,b) @ (c,d) = (a+c, b+d) €S olup islem kapalidir.
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)V a,b,c, de Fs igin,

(a,b) @ (c.d) = (a,b)

=> (a+c, b+d) = (a,b)

a+C=a c=0
= b:d:b}=>d=0}=>(o'0) birim eleman

i) | V a, b, ¢, de Fg igin,

(a,b) ® (c,d) = (0,0)

—  (a+c, b+d) = (0,0)

s:gzg} = SZ?,} = (-a,-b) , (a,b) nin tersidir.

tv), V a, b, ¢, d,e, fe Fg igin,

(a,b) @ ((c,d)®(e,f))=(a,b)®(c+e, d+f) (@ nin tanimindan)

= (a+(c+e), b+(d+f))  (+ nin asos.)
= ((a+c)+e, (b+d)+f)
= (a+c, b+d) @ (ef)
= ((a,b) @ (c,d)) ® (e,f)
oldugundan GB islemi birlesmelidir. i), ii), iii), ve iv) den (S,@) bir gruptur.
Ayrica V a, b, ¢, de Fg igin,

(a,b) © i(c,d) = (a+c, b+d) (+ nin degisme 6z.)

= (c+a, d+b)

= (c,d) @ (a,b)

oldugundan @ igslemi dedismelidir. Dolayisiyla (S,®) degdismeli bir gruptur.
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(S.®) nin Szelliklerinin kolayca gérilebilmesi igin ® islemine iligkin gizelgeyi
verelim. Bu gizelgede kisalik saglamak igin her (x,y) €S elemani igin Xy
gosterimi k{ullanllacaktlr. Ornegin i. satirin basindaki (a,b) ve j. sttununun
basindaki (c,d) elemanlar: sirasiyla ab ve cd olarak yazilacak ve eger

(a,b)@(c,d)j = (u,v) ise bu eleman gizelgede i. satir ve j. sttunuda uv

biciminde éésterilecektir.

0t 02 03 04 10 11 12 13 14 20 21 22 23 24 30 31 32 33 34 40 41 42 43 44

8

i1 41 34

B RS8

00
30 10 40 20 01 21 14 44 31 02 33 42 12 23 03 32 43 13 22 04
40 30 20 10 02 43 22 32 13 04 14 31 21 44 01 11 34 24 41 03

01 31 44 14 21
40 41 42 43 44

20 40 10 30 04 34 41 11 24 03 22 13 43 32 02 23 12 42
01 02 03 04 10 11 12 13 14 20 21 22 23 24 30 31 32 33
14 23 32 41 11 30 21 43 03 22 31 10 O1 42 33 13 04 40 20
34 13 42 21 12 41 30 01 22 24 02 32 44 10 31 40 11 23 43 33 04 20 14
24 43 12 31 13 23 04 30 4 21 10 41 33 03 34 02 22 14 40 42 11 20 01 32
44 33 22 11 14 02 42 24 30 23 43 04 10 34 32 21 40 01 12 41 20 31 13 03
02 04 01 03 20 22 24 21 23. 40 42 44 41 43 10 12 14 11 13 30 32 34 31 33
22 44 11 33 21 04 32 40 12 42 30 03 24 14 13 41 31 02 20 34 43 10 23 01
24 31 43 22 40 03 14 34 44 23 30 13 01 11 04 42 20 32 33 21 41 02 10
42 34 21 13 23 31 11 02 40 41 04 12 30 22 14 33 20 43 01 32 10 03 44 24
32 14 41 23 24 13 40 33 01 43 11 21 02 30 12 20 03 34 4 31 04 22 10 42
03 01 04 02 30 33 31 34 32 10 13 11 14 12 40 43 41 44 42 20 23 21 24 22
23 41 14 132 31 42 10 22 04 12 44 34 03 20 43 30 02 21 11 24 01 33 40 13
13 21 34 ‘42 32 24 44 03 10 14 0! 43 20 33 41 22 30 12 04 23 40 02 11 31
43 31 24 112 33 10 02 41 21 11 32 20 42 04 44 01 13 30 23 22 34 14 03 40
33 11 44 ;22 34 01 23 10 43 13 20 02 31 41 42 14 24 03 30 21 12 40 32 04

SREYE
&
-9
S
-
)
L")
by

11 22 33 44 41 03 13 31 20 32 12 01 40 21 23 34 310 04 43 14 30 24 42 02
31 12 43 24 42 32 01 20 11 34 40 14 22 02 21 03 33 41 10 13 44 30 04 23
21 42 13 34 43 14 20 04 33 31 03 23 11 40 24 10 44 32 02 12 22 01 30 41
41 32 23 §14 44 20 34 12 02 33 24 .40 04 13 22 42 01 10 31 11 03 43 21 30

8888888888883833888888888
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2) (s- {(0,0)};, ®) sisteminin bir yarigrup oldugunu gdsterelim.
o, Be S-{(0,0} igin,
oaBx=f ‘
denkleminin bir tek xe€ S ¢6zUm{ vardir. Cunkd, i. satirin baginda bulunan bir
o elemani ve yine ayni satirda bir kez gértilen B elemani verildiinde eder

B, i. satir ve%j. sttunundaki bir eleman ise j. sOtunun basindaki eleman

a®@x=p denkleminin bir tek xe€S ¢6zumudar. Ornegdin, 23Ox=12
denkleminin bir tek x= 22=(2,2)e S ¢dzimu vardir.

o Be S- {(0,0)} igin, x®a=[ denkleminin bir tek x€ S ¢&zuminun
|

oldugunu, yukjarlda satir ve sltunlarin rollerini degistirerek séyleyebiliriz.

Her aeS igin, 100a=0@10=0a oldugu gizelgeden g&rilmektedir.

Dolayisiyla (S- {(0,0)}, ®) birim elemani (1,0) olan bir yarigruptur.

3) Her 0l S igin

008 0= a®0 0= 00 .
oldugu yine gjizelgeden goérlilmektedir.
a) o, B, v. 8¢S ve o=B igin,

00x®y= ﬁ@x@S

denkleminin é GOzerinde bir tek ¢6zUmuiniin oldugunu cizelgeden gérébiilmek

icin bu ifadeyi, (S,®) nin grup &zelliklerinden,

(a®x)- (B = pt

bigiminde yazalim. Cizelgede, o ve [ nin bulundudu satirlarda olup ayni

sttunda bulurflan eleman giftlerinin farki L olan situn bir tek tanedir. CUnkd

bu farklar her situn igin farkli elemanlar vermektedir. Bu sGtunun basginda
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bulunan elemanda
0.Ox® y= POxa@d
denkleminin aranan tek ¢ézimudar. Bir &rnek verelim:

120xD32 = 13OxD41
denkleminin bir tek x=33=(3,3)e S ¢b6zUmu vardir.
5) o, B, v Se S, o= igin,
xOady =y

xOR®y = &

sisteminin bir tek (x,y)eS2 ¢b6zUminun oldugunu gdrebilmek igin bu ifadeyi,

(S.®) nin grup olma &zelliginden,
(xOa) - (xOf) = v-6 = p

ve |
y =¥ (xOx)

bigiminde yazalim.

Ox® Y = POXDS

denkleminin |¢c6ziminde satir stitunlarin rollerini degistirerek

(xOa) - (xOB) = ¥-8 = 1.
denkleminiq ‘bir tek x€8 ¢dzimunlin oldugunu sdyleyebiliriz. xS
bulunduktan sonra, (S,9) nin grup olmasi nedeniyle

y=7v7- (xBa)
esitligi yardlhlyla bir tek ye S hemen bulunabilir. Dolayisiyla

x®o®y = vy




sisteminin bir tek (x,y)eS” ¢6zumi meveuttur.
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(S, GB ®) sistemi garpmanin komutatifligi, birlesimi yada toplama
|

tzerine daéllmaSI gibi standart &zelliklerden hig birini saglamaz. Bu

6zelliklerin saglanmadigini birer érnekle gdsterelim.

41024 =21 ve 24041 =04 (Degisme 6zelligi yok).

(12030)042 = 3142

birlegme 6zelligi yoktur.

210(03®41) = 21044 = 01 ve (21003) ® (21041) = 11043

oldugundan soldan dagiima &zelligi yoktur.

(31@0%)@11 = 30011 =33 ve (31011) @ (04011) = 42D34

oldugundan fsa@dan dagiima &zelligi yoktur.

2.2. P,S ﬁln Insaasi

(25.Mertebéden bir projektif dizlemin insaasi)
|

Diizlemin Nojktalar Kumesi N:

625 ‘afin'  nokta (xy), (xyeS)

25 'jideal' nokta (m), (meS)

1 ideal' nokta  (eo)
Duizlemin Dogrular Kimesi D:
625 ‘afin’ dogru y=mOxDKk, (m, ke S)

25 afin' dogru  x=A, (A e€S)

1 Cvideal’ dogru  [e]

Uzerinde Bulunma Bagintist o
1

33 ve 120(30042) =12021=02 oldugundan

04

21

(m) ideal noktasi y=m®x®k, (her ke$S igin) dogrusu ve [ec]dogrusu



20

uzerindedir. (oo) ideal noktas: x=A , (VA€ S igin) dogrulari ve [e<] dogrusu
Gzerindedir.

(x,y) afir; noktast y=m®x®k, (V m,keS) dogrusu Gzerindedir ve (x,y)
afin noktasi x=7» (Ae S) dogrusu Uzerindedir.

Yani; |

(x,y) o [ﬁw,k] & y=mOxDk
ve :

(x,y) o [Aj] <> x=A esitlikleri gegerlidir.

(x,y) afin noktasi [e=] dodrusu Uzerinde degildir.
N noktalar kiimesi, D dogrular kimesi ve o Uzerinde bulunma bagintisi

iken (N, D, oj) sisteminin bir projektif dizlem oldugunu gésterelim.

P1)

P,= (x1,§y1) ve P,=(X,Y,) ki farkli nokta olsun.

Eger x,=x, ise P, ve P, den gegen bir tek X=X; dogrusu
vardir. Xy = X2 iken Y1 ¥Y2 oldugundan P,ve P, deny = m®x®Pk seklinde bir

dogru gegemez. Eger P,ve P, den X, =X, iken y = mOx®k geklinde bir
dogru gegseydi  (Xy,Yq) V& (X1, Yo) noktalari bu denklemi saglarlardi.

Yani,

(x1.yqo[mkle ys=mex; @k

(xi,y )(‘)[mk]c)y mex. ® k =Yyy=y, olup Py;#P, ile gelisir.
1»Y2]% ’ 2= 1

Eger Xy # X, iise P,ve P, bir y = mB®x®@k dogrusu Uzerindedirler.
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Yani,

Yo = MOX,@&K
sisteminin bir tek [m,k] ¢ézumi vardir. Dolayisiyla (Xy,¥4) Ve (X5, ¥o)

noktalarindan bir tek dogru geger. Cunkl X #X, oldugundan x =A seklinde

bir dogru P, ve P, den gegcemez.

P2) |
y =m,0x®k, ve y=m,0x®&k,(m=m, iken)
(m,0x) - (M,0x) =K, - k, =k

denkleminin pir tek x ¢6zUmu oldugundan y de tek olarak bulunabilir.

Dolayisiyla,
y = m,Ox®K,
y = m,0x@k,

dogrularinin ibir tek (x,y) ortak noktalan vardir. x=A seklindeki dogrularda
sadece (oo)iideal ortak noktasina sahip olduklarindan bu sekildeki iki

dogrunun arékesiti bir tek (e} noktasidir.

P3) ‘
Her hangi Gg¢l dogrudas olmayan dért nokta ise daima bulunabilir.
Ornegdin O= ((0,0), (0,0)), I = ((1,0), (1,0)), X = ((0,0)), y = (e0) noktalarinin

herhangi ugu dogrudas degildir.

Dolaynsnjyla (N, D, o) sistemi bir projektif diizlemdir.
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2.3. P,S nin Dazgin Dértgenleri

Onerme  2.3.1.

651.650.625.576

7 dir.

P5S nid dizgin dértgenlerinin sayisi

ispat: Bu dizlemin bir ABCD ddrtgeninin kag¢ farkh sekilde
segilebileceginji gbstermek gerekir. Bu dérigenin ilk noktasi olan A noktasi
diziemin 651 %noktasmdan biri olarak segilebilir.
B noktas: A n%:kta31ndan farkll olacagindan
B ise kalan 650 nokta iginden segilebilir.
Doértgenin C n%aktas: AB dogrusu tzerinde
o!mayaca@mdeﬁm ve AB Uzerinde 26 nokta
bulundugundan C noktasi 651-26 = 625
farkh sekilde éegilebilir. Dd&rtgenin sonuncu
noktas: olan D noktasi, D SﬁAB, DgZAC ,

D¢BC 6zelliginde olmasi gerektiginden
ve bu G¢ dogrﬂmun yani, AB, BC, AC / AB \
dogrulari tzerinde toplam 26+25+24=75 farkli nokta mevcut oldugundan,

D noktasi 651-175 = 576 farkli gekilde segilebilir. Ancak her hangi bir A'B'C'D’

dortgeninin kendi Uzerine permutasyonlari sayist 4! kadar oldugundan dolay:

P»>S nin dUngn ddrtgenlerinin sayist

651.650.625.576
ar

dir.

2.4. P,S niri Kolinasyonlari

S Uzerin(iie tanimlanin @ islemi yardimiyla tanimlayabilecegimiz fa

dénlsumint gézdnine alalim.
i



23

f o (xy) ——j—)(x,ye)a), (ae S) fy [m k] —— [m, k@ a]
(m) —— (m) [A] ——> [A]
() —— (=) [=] —— [ =]

= f, 1-1 dir: cunkd f (Xy, yq) =1, (X5 ,Y,) = (X;, Y1 @)= (X,,Y,® a)

Xq4=Xop :
y{®a= yizG-) a, ((S, @) grup oldugundan)

=Yy, ®a-a=y,®a-a = y, =y, X{=Xp
‘ Yi=Y2

} = (Xy,yq=Kyg dr

Simdi (XQ ) Yo) noktasinin y=mO® x® Kk dogrusu Gzerinde oldugunu

kabul edelim. O zaman,
Yo=MOX, &K dir.
Esitligin her iki yanina a ilave edelim.

Yo ®ia = (m ® X, ® k) @® a (Toplama asosyatif oldugundan)
Yo@a=mOx, ®(k@a)
= (X, Y, @ a) noktasi y=m® x ® (k ® a) dogrusu Uizerindedir.

Eger (X,,Y,) xj=x dogrusu Uzerinde ise (X, ,Y, © a) noktasida x=A dogrusu

Uzerindedir. Dblayusxyla fa dénisimi

far(m) —— (M) ve  (w) —> () olur.
Kolinasyonlarla gegiskenlik arasindaki iliski gézénline alinarak asagidaki

sonu¢ verilebilir.
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Sonug: 2.4.1 P3S ((e0), [=]) - geciskendir.

2.5. P,S NIN ALT DUZLEMLERI

Bir Fano dUzlehi birgok projektif dizlemlerin alt projektif dizlemieri olarak da
ortaya c¢ikar. | Bir projektif dizlemdeki Fano altduzlemleri bu projektif
dizlemin georﬁetrik yapisinin da belirlenmesinde énemli rol oynar. (Giftgi-

Kaya 1990, Kirkpatrick, 1971).

2.5.1. P,S nin 2. Mertebeden Bazi Alt Duzlemleri

P5S nin 2 mertebeden altdtGzlemlerini arastirirken, ilgili tam dortgenler
asagidaki §arﬂ:;1r| saglayacak sekilde segilmigtir.

O=((0,0),€0,0)), I=((1,0),(1,0)), X=((0,0)) ve P=((0,0j,(a,b)) her hangi
U¢l dogrudas élmayan dért nokta olsun.

Bu durun1§da P=((0,0),(a,b)) de a=b=0 ise P=0O olup OIXP bir dizglin
dértgen olustuxlmaz. Eger P=((0,0),(a,b)) de a=1, b=0 ise P=((0,0),(1,0))
oldugundan IX ve P noktalari dogrudas olacag: igin yine OIXP bir dizgin
doértgen OIU§tu!rmaz. Diger bitin durumlarda OIXP bir dizgin dértgen

oldugundan bu doértgenlerin tamamlanmiglart olan konfigurasyonlarin

hangilerinin birer Fano dlizlemi oldugunu, hangilerinin birer Fano dizlemi

olmadigini P=((‘0,0),(a,b)) deki a ve b nin diger segiliglerine gére inceleyelim.

Onerme 2.5.1.1. P5S de P=((0,0),(a,b)) olmak Uzere as{2,3,4} ve

b=0 iken OIXP dértgenlerinin tamamlanmiglari birer Fano duziemi dedildir.

ispat: ispat boyunca noktalar ve dogrular Sekil 2.5.1.1 deki konumda

olsun.
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Sekil 2.5.1.1.

I.Hal: Eger a=2, b=0 ise P=((0,0),(2,0)) olup;
OP = [(0,0)], OX = [(0,0).(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)] , PX = [(0,0),(2,0)] dir.

OPAIX = [(0.07)]/\ [(0,0).(1,0)] = (x, y) < x=(0,0)
‘ y=(0,0) ©x & (1,0) = y =(1,0)
= OPA IX = ((0,0), (1,0)) = L dir.
OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(2,0) 1= (x,y) < y= (1,0) Ox = y=x
y=(0,0) OxD(2,0) = y=(2,0)=x
OIAPX = M = ((2,0),(2,0)) dur.

PI = ((0,0),(2,0))v((1,0),(1,0))=[m,k]<>(2,0) = m&(0,0)®k

(1,0) = m6(1,0)8(2,0) }I =k =(2,0), m=(4,0)

oldugundan PI = [(4,0),(2,0)] dir.

PINOX = [(4,6).(2,0)] ~ [(0,0),(0,0)] = (x,y) < y=(0,0)

y=(4,0)8X®(2,0) } = x=(2.0)

PIAOX ',=N=((32,0),(0,0)) dir.

OIXP nign tamamianmig! olan konfigurasyonda L, M ve N noktalari

dogrudas ise {buna bir Fano duzlemi denir.
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LN=((0,0),(1, 0)) v ((2,0),(0,0)) = [m,k]<> (1,0)= m©(0,0)&k }=> k=(1,0)
(0,0)= m®(2,0)@8k | m=(2,0)

dir.

= LN = [(2,0),(1,0)] dr.

Varsayéllm ki MoLN olsun.
MoLN 4:»((2,6),(2,0)) o [(2,0),(1,0)] < (2,0)= (2,0)0(2,0)D(1,0)

<> (2,0) = (0,0)

olup bu bir éeli§kidir. Dolayisiyla L, M ve N noktalarn dogrudas olmadigindan

OIXP dértgehinin tamamlanmigt olan konfigurasyon Fano dizlemi degildir.

I1.Hal: Egef a=23,b=0ise P = ((0,0),(3,0)) olup,

OP=[(0,0)] , OX=[(0,0).(0,0)] ., IX=[(0,0),(1,0)] ., PX=[(0,0).(3,0)],
OI=[(1,0),(0,0)] dur.

OPAIX = L =((o,0),(1 ,0)) dr.

OIAPX=[(1,0),(0,0)]A [(0,0),(3,0) = (x,y) &> ¥=(1.0)8x®(0,0){_ = . _
: y=(0,0)0x®(3,0) }’:’ y=x=(3,0)

OIAPX=M=v((£3 0).(3,0)) dir.

PI=((0,0),(3, o» v ((1,0),(1,0)) = [m,K] <{3.0=m® (0,0 ® k }=> k =(3,0)
(1,00=m@ (1,0) ®K) [~ m=(3,0)

oldugundan PI = [(3,0),(3,0)] dur.
PIAOX = [(3,0),(3,0)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0)

y = (3,0)0x®(3,0)= x=(4,0)

=> PIAOX = N = ((4,0),(0,0)) drr.

L, M ve N nin dogrudas olabilmeleri i¢cin NoLM olmahdir.

LM=((0,0),(1,0)) v ((3,0),(3,0)) = [m,k}<=>(1,0)=m® (0,0) ® k } k =(1,0)
, (3,0)=mO (3,00 ® k) m =(4,0)

oldugundan LM = [(4,0), (1,0)] dir.
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NoLM <> ((4},0),(0,0)) o [(4,0),(1,0)] <> (0,0) = (4,0)©(4,0) © (1,0)

< (0,0) = (2,0)
olup (0,0)¢j(2,0) oldugundan NqSLM dir. Dolayisiyla OIXP dértgeninin

tamamlanmigi bir Fano dizlemi degildir.

lll.LHal: Eger a =4, b = 0 ise P =((0,0), (4,0)) olup:

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1.,0)], PX = [(0,0).(4,0)],
OI = [(1,0),(0,0)] dr.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX = [(1 ,0),(0,0)] A [(0,0),(4,0)]<=y=(1,0) ©x ® (0,0) e
y=(0,0) ©x @ (4,0) }:y.—x_(4,0)

OIAPX = M = ((4,0),(4,0)) dur.

PI = ((0,0), (4 0)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k]<(4,0) = mO(0,0)Sk - k =(4,0)
(1,0) = mO(1,0)dk = (2,0)

oldugundan PI = [(2,0),(4,0)] dir.

PIAOX = N = ((3,0),(0,0)) bulunur.

L, Mve N nfoktalarmln dogru'das oiabilmeleri icin NolLM olmalidir.
.LM = [(2,0).(1,0)] bulunur.

NoLM <> ((3.0),(0,0)) o [(2,0),(1,0)] < (0,0) = (2,0) ® (3,0) ® (1,0)

< (0,0) = (2,0)

olup,. (0,0)#(2,0) oldujundan N¢LM dir.Yani OIXP dértgeninin tamamlanmigi

olan konfiguirasyon bir Fano duziemi degildir.

()nernﬁe 2.5.1.2: P,S de P=((0,0),(a,b)) olmak Uzere a=0 ve

be{1,2,3,4}f iken OIXP ddrtgenlerinin tamamlanmlslan birer Fano duizlemi

olustururlar.
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ispat: Ispat boyunca noktalar ve dogrular Sekil 2.5.1.2 deki konumda

olsun. ;
L

e) X
Sekil 2.5.1.2

I.Hal: Eger a=0, b=1 ise P = ((0,0),(0,1)) olup;

OP = [(0,0)], OX = [(0’0)’(0v0)]’ IX = [(010)’(1’0)]' PX = [(0,0),(0,1)],
Ol = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dr.

OLAPX =[(1,0),(0,0)]AL(0,0),(0,1)]= (x, y) ¥ = (1,0) ©x® (0.0) .
3 y=(0,0)®x®(o,1)}z’y—x—(oﬁ)

— OLAPX = M = ((0,1),(0,1)) dir.

PI=((0,0).(O,1 Nv((1,0),(1,0))= [m,k]<>(0,1) = mO(0,0)®k

(1.0) = mO(1 0)®k}=>k=(0,1)vem=(1,4)

oldugjundan PI = [(1, 4),{(0,1)] dir.

PIAOX = [(1»4),(0.1)] A [(0,0),(0,0)] = (x, y) <Yy = (0,0)
‘ x = (2,2)
PIAOX = ((2,2),(0,0)) = N dir.

L, Mve N ndktalarmm dogrudag olabilmeleri icin NoLM olmalidir.

LM = ((0,0),(1,0) v ((0,1),(0,1)) = [m, K] <=(1,0) = m®(0,0)®k k = (1,0)
(0,1) = m&(0,1)®k vem = (4,4)
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oldugundan LM = {(4, 4),(1,0)] dir.
NoltM & ((2,0),(0,0)) o [(4,4),(1,0)] < (0,0) = (4,4) ® (2,0) & (1,0)

< (0,0) = (0,0)

oldugundan' L, M, N noktalari dogrudastir. Yani OIXP dd&rtgeninin

tamamlanmisgt bir Fano dizlemidir, bu dizlem F1 ile gosterilir.

Il.Hal: Eger a=0, b=2 ise P = ((0,0),(0,2)) olup;

OP =[(0,0)], OX=[(0,0)], IX =[(0,0).(1,0)], PX=[(0,0),(0,2)},
OI = [(1,0),(0,0)] dir.
OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX= [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(0,2)]= (X, y) <>y = (1,0)0x®(0,0)

y = (0,0)0x8(0,2) } =x=y=(02)

=OIAPX = M = ((0,2),(0,2)) dir.

PI = ((0,0),(0,2)) v ((1,0),(1,0)) = < (0,2) = m©(0,0)k }=> k=(0,2)

(1,0) = mO(1,000k [ — m=(1,3)

oldugundan PI = [(1,3).(0,2)] dir. -
PIAOX = [(1{,3),(0,2)] A [(0,0),(0,0)] = (x, y) <y = (0,0), x = (2,4)

PIAOX= N = ((2,4),(0,0)) dir.

L, M ve N noktalarinin dodrudas olabilmeleri i¢in NolLM olmahdir. O
halde

LM =((0,0),(1,0)) v ((0,2), (0,2)) = [m.k] <(1,0) = m8(0,0)&k } _k=(1,0
| T (0,2) = me(0,2)@k [ = m= (4,3)

oldujundan = LM = [(4,3),(1,0)] dur.
NoLM < ((2,4),(0,0)) o [(4,3),(1,0)] < (0,0) = (4,3)®(2,4) &1,0)

&> (0,0) = (0,0)

olup késegen noktalari dogrudas oldujundan OIXP dd&rtgeninin
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tamamlanmigt bir Fano dluzlemidir, bu dizlem F2 ile gd&sterilir.

lHl.Hal: Eger a=0, b=3 ise P =((0,0),(0,3)) olup;

OP =[(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(0,3)],
OI = [(1,0),(0,0)] dur.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(0,3)] = (xy) <> x =y = (0,3)

=> OIAPX = M = ((0,3),(0,3)) diir.

PI= ((0,0),(0,3)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] < k = (0,3) ve m = (1,2)
oldugundan PI = [(1,2),(0,3)] dogrusudur.

PIAOX = [(1;2).(0,3)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) < Y‘= (0,0) ve x=(2,1)

dolayisiyla [PIAOX = N = ((2,1),(0,0)) dur.

OIXP dértgeninin tamamlanmisinin Fano dizlemi olabilmesi igin L, M, N

kdsegen nol{talan dogrudas olmasi gerektiginden MolLN olmalidir. O halde

LN = ((0,0),(1,0)) v ((2,1),(0,0)) = [m,k] < k = (1,0), m = (4,2)

oldugundan LN = [(4,2),(1,0)] dur.

MoLN <> ((0,3),(0.3)) 0 [(4:2).(1,0)] > (0.3) = (4.2)8(0,3) @ (1,0)
> (0,0) = (0,0)

olup késegen noktalar dodrudas oldugundan OIXP doértgeninin tamamlanmisgi

olan konfigur{asyon bir Fano dizlemidir, bu dizlem F3 ile go&sterilir.

IV. Hal: Eger a=0, b=4 ise P=((0,0),(0,4)) olup;

OP = [(0,0)]»;i OX = [(0,0),(0, 0)], IX ='[(0,0),(1,0)l, PX = [(0,0),(0,4)],

Ol = [(1,0),,(b,0)] dir.
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OPAIX = L = ((0,0).(1,0)) ilk kdgegen noktasidir.

OIAPX = [(1,0).(0,0)] A [(0,0),(0,4)] = (x,y) < ¥ = x = (0,4)

= OIAPX =1M,= ((0,4),(0,4)) ikinci kégegen noktasidir.

PIAOX = N%ﬂqﬂncﬂ kdgegen nokta olacagindan

PI = ((0,0),(0,4)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] < k = (0,4), m = (1,1)
oldugundan PI = [(1,1),(0,4)] dur.

PIAOX = [(i.1).(0.4)] ~ [(0,0),(0,0)] = (x,y) &>y = (0,0), x = (2,3)

dolayisiyla ' PIAnOX = N = ((2,3),(0,0)) uglnci késegen noktasidir.
L, M, N k&segen noktalari dogrudas ise NoLM olmalidir.
LM = ((0,0).(1,0)) v ((0,4),(0,4)) = [mk] < k = (1,0) ve m = (4,1)

oldugundanjLM = [(4,1),(1,0)] dir.

NolM <= ((2,3),(0,0)) o [(4,1),(1,0)] < (0,0) = (4,1)O (2,3) & (1,0)

& (0,0) = (0,0)
oldugundan k&segen noktalari doyrudas, dolayisiyla OIXP dértgeninin
tamamlanmasg: olan konfigurasyon bir Fano dizlemidir, bu dizlem F4 ile

gd&sterilir.

Onerme 2.5.1.3: P,S de P = ((0,0),(a,b)) olmak tizere
a, be{1,2,3,4} iken OIXP dértgenlerinin tamamlanmiglar: birer Fano duzlemi

olustururlar.

Ispat: Ispat boyunca noktalar ve dogrular Sekil 2.5.1.3 deki konumda.

olsun.
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'e) X
Sekil 2.5.1.3.

I.Hal: Eger a=b=1 ise P =((0,0),(1,1)) olup;

OP = [(0,0)]i OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(1,1)],
OI = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dr.

OIAPX = [(1?,0).(0.0)] A [(0,0),(1,1)] = (x, y) & x =y =(1,1)

= OIAPX =i((1,1),(1,1)) = M dir.

PI= ((0,0),(1,1)) v ((1,0),(1,0)) = [mK] & k = (1,1), m = (0,4)
oldugundanz PI = [(0,4),(1,‘1)] dir.

PIAOX = [(6.4).(1,1)] A [(0,0),(0,0)] = (x, y) <>y = (0,0), x = (4,2)

PIAOX = N = ((4,2),(0,0)) dir.
L, M vé N késegen noktalar dodrudas ise NoLM olmahdir.

LM = ((0,0),(1,0)) v ((1,1),(1,1)) = [m,k] &= k = (1,0), m = (3,4)

oldugundan LM = [(3,4),(1,0)] dir.

NoLM <> ((4,2),(0,0)) o [(3,4),(1,0)] <> (0,0) = (3,4)0(4,2) & (1,0)
< (0,0) = (0,0)

olup k6§egen noktalar dodrudas oldugundan OIXP dértgeninin tamamlanmigi

olan konfigurasyon bir Fano duUziemidir, bu dizlem F5 ile gosterilir.
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IlLHal: EJer a=b=2 ise P = ((0,0),(2,2)) olup;

OP = [(0,0)],, OX =[(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(2,2)],
Ol = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L =‘((o,0),(1,0)) dir.

OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(2,2)] = (x,y) <> x =Yy = (2,2)

= OIAPX = M = ((2,2),(2,2)) dir.

PI = ((0,0),(2,2)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] < k = (2,2) ve m = (4,3)
oldugundan  PI = [(4,3),(2,2)] dir.

PIAOX = [(4,3),(2,2)] ~ [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0), x = (1,4)

PIAOX = ((1,4),(0,0)) = N dir.
L, M, N kdsegen noktalari dodrudas ise NoLM olmalidir.

LM = ((0,0),(1,0)) v ((2,2),(2,2)) = [m,k] < k = (1,0), m = (2,3)

oldugundan LM = [(2,3),(1,0)] dir.

NoLM < ((1,4),(0,0)) o [(2,3),(1,0)] < (0,0) = (2,3) © (1,4) & (1,0)
< (0,0) = (0,0)

olup L, M, N késegen noktalari dogrudas oldugundan OIXP ddrtgeninin

tamamianmigi olan konfigurasyon bir Fano duzlemidir, bu dizlem Fs ile

gOsterilir.

lll.Hal: Eger a=b=3 ise P =((0,0),(3,3)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(3,3)],
ol = [(1,0),(6,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dr.

OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(3,3)] = (X.y) <> X =y = (3,3)
= OIAPX = M = ((3,3).(3,3)) dir.

PI = ((0,0),(3,3)) v ((1,0),(1,0)) = [mk] < k=(3,3) ve m= (3,2
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olduundan PI = [(3,2),(3,3)] dur.
PIAOX = [(3,2),(3,3)] A [(0,0).(0,0)] = (x,y) <=y = (0,0), x = (3,1)
PIAOX = N = ((3,1),(0,0)) dur.

L, M, N: késegen noktalarinin dogrudas olabilmesi igin MoLN olmalidir.
LN = ((0,0),(1,0)) v ((3,1),(0,0)) = [m,k] < k = (1,0) ve m = (1,2)
oldugundan LN = [(1,2),(1,0)] dir.

MoLN <> ((3.13),(3.3)) o [(1,2),(1,0)] < (3,3) = (1,2) ® (3,3) ® (1,0)

& (3,3) = (3,3)
olup kdégsegen noktalar dogdrudag oldugundan OIXP dd&értgeninin

tamamlanmast bir Fano dizlemidir, bu dizlem F-,- ile gosterilir.

IV.Hal: Ege}r a=b=4 ise P = ((0,0),(4,4)) olup;
OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(4,4)],
oI = [(1,0),(0,0)] dur.
OPAIX = L =((0,0),(1,0)) duir.
OIAPX = M = ((4,4),(4,4)) dur.,
PI = ((0,0),(4,4)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] < k = (4,4), m = (2,1)
oldugundan - PI=[(2,1),(4,4)] dar.
PIAOX = [(2,1),(4,4)] A~ [(0,0),(0,0)] = (x,y) < y = (0,0), x = (0,3)
PINOX = N = ((0,3),(0,0)) dir.
L, M, N kdsegen noktalari dogrudas ise NoLM olmaldr.
LM = ((0,0),(1,0)) v ((4,4),(4,4)) = [mK] < k = (1,0) ve m = (0,1)

oldugundan LM = [(0,1),(1,0)]  dir.

NoLM <> ((0,3),(0,0)) o [(0,1),(1,0)] <> (0.0) = (0,1) ® (0,3) ® (1,0)

< (0,0) = (0,0)



35
olup OIXP nin tamamlanmig! bir Fano dizlemidir, bu dizlem Fs ile g&sterilir.

V. Hal: Eger a=1 ve b=2 ise P =((0,0),(1,2)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX =[(0,0),(1,2)],
oI = [(1,0),(6,0)] dir.

OPAIX = ((0,0),(1,0)) = L dir.

OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(1,2)] = (x,y) &y = x = (1,2)
= OIAPX = M = ((1,2),(1,2)) dir.

PI = ((0,0),(1,2)) v ((1,0),(1,0)) = [mKk] <>k = (1,2), m = (0,3)
oldugundan  PI = [(0,3),(1,2)] dir.
- PIAOX = [(0;3),(1,2)] ~ [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0), x = (4,4)
PIAOX = ((4,4),(0,0)) = N dir.

L, M, N kdsegen noktalari dogrudag ise NolLM olmalidir.
LM = ((0,0),(1,0)) v ((1,2),(1,2)) = [m,k] < k = (1,0), m = (3,3)

olduundan LM = [(3,3),(1,0)] dur.
NoLM <= (0,0) = (3,3) © (4,4) ® (1.0)

< (0,0) = (0,0)
olup kdsegen noktalar doJrudas oldugundan OIXP dd&rtgenlerinin

tamamlanmigi bir Fano diizlemidir ve Fq ile gosterilir.

VI. Hal: Eger a=1 ve b=3 ise P =((0,0),(1,3)) olup;

OP =[(0,0)], ©OX =[(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX =[(0,0),(1,3)],
Ol = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX = M ((1,3),(1,3)) dur.

PI = ((0,0),(1,3)) v ({(1,0),(1,0)) = [m,k] & k = (1,3), m = (0,2)
oldugundan . PI = [(0,2),(1,3)] dur.
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PIAOX = [(0,2),(1,3)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0), x = (4,1)

=> PIAOX = ((4,1),(0,0)) = N dir.
L, M, N késegen noktalarinin dogrudas olmasi igcin NoLM olmalidir.

Buradan
LM = [(3,2),(1,0)] bulunur.

NoLM <> ((4,1),(0,0)) o {(3,2),(1,0)] < (0,0) = (3,2) © (4,1) © (1,0)

< (0,0) = (0,0)

olup OIXP d&rtgeninin tamamlanmigi bir Fano dizlemidir ve F10 ile gosterilir.

VIL. Hal: E§er a=1 ve b=4 ise P=((0,0),(1,4)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)]. IX =[(0,0),(1,0)l, PX =[(0,0),(1,4)],
OI = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dir.

OIAPX = M = ((1,4),(1,4)) dur.

PI = ((0,0),(1,4)) v ((1,0),(1,0)) = [mk] < k = (1,4) ve m = (0,1)
oldugundan =PI = [(0,1),(1,4)] dir.

PIAOX = [(0,1),(1.4)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0), x = (4,3)

= PIAOX = ((4,3),(0,0)) =N dur.

L, M, N kégsegen noktalarinin dogrudag olabilmesi igin NoLM olmalidir.

Buradan,
LM = ((;0,0),(1,0)) v ((1,4),(1,4)) = [m,k] & k = (1,0), m = (3,1)
oldugundan . LM = [(3,1),(1,0)] bulunur.
NoLM <> ((4,3),(0,0)) o [(3,1),(1,0)] <> (0,0) = (3,1)® (4,3) @ (1,0)
| <> (0,0) = (0,0)

olup OIXP dd&rtgeninin tanimlanmigi bir Fano dazlemidir ve Fﬁ ile g&sterilir.



37

Vill. Hal: Eer a=2 ve b=1 ise P =((0,0),(2,1)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX =[(0,0),(2,1)]
OI = [(1,0),(0,0)] dir.

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) ve OIAPX =M = ((2,1),(2,1)) dir.

PI = ((0,0),(2,1)) v ((1,0),(1,0)) = [Imk] & k = (2,1) ve m = (4,4)

oldugundan PI = [(4,4),(2,1)] dir.

PIAOX = [(4,4),(2,1)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) & Yy = (0,0), x = (1,2)

=» PIAOX = N = ((1,2),(0,0)) dir.

Elde edilen konfigurasyonun Fano dizlemi olabilmesi i¢in L, M ve N
noktalarinin dogrudas olmasi gerektiginden NolLM olmalidir. Buradan
LM = ((0,0),(1,0)) v ((1,2),(1,2)) = [m,K] < k = (1,0) m = (2,4)

oldujundan LM = [(2,4),(1,0)] olarak bulunur.

NoLM < ((1,2),(0,0)) o [(2,4),(1,0)] & (0,0) = (2,4)® (1,2) ©(1,0)

< (0,0) = (0,0)

olup OIXP nin tamamlanmig! bir Fano dizlemidir, bu dizlem F12 ile gdsterilir.

IX. Hal: Eger a=2 ve b=3 ise P =((0,0),(2,3)) olup;
OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(2,3)] ve
Ol = [(1,0),(0,0)] dogrulan elde edilir.

OPAIX = ((0,0),(1,0)) =L noktasi birinci késegen noktasidir.

OIAPX = ((2,8),(2,3)) = M noktasida ikinci kégegen nokta olarak bulunur.
PI = ((1,0),(1,0)) \% ((0,0),(2,3)) = [m,k] & k = (2,3) ve m = (4,2)
oldugundan PI = [(4,2),(2,3)] ddr.

PIAOX = (x,y) <>y = (0,0) ve x = (1,1) olacagindan

PIAOX = ((1,1),(0,0)) = N Ug¢lincl késegen noktadir.
L, M ve N noktalari efer dogrudas ise NoLM olmalidir. Buradan,
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LM = ((0,0),(1,0)) v ((2,3),(2,3)) = [m,k] < k = (1,0) m = (2,2)
= LM = [(2,2),(1,0)] dr.
NoLM <> ((1,1),(0,0)) o [(2,2),(1,0)] <> (0,0) = (2,2) ® (1,1) & (1,0)

oldugundan OIXP dértgeninin tamamlanmig: olan konfigurasyon bir Fano

duzlemidir ve F,5 ile gosterilir.

X.Hal: Eer a=2 ve b=4 ise P = ((0,0),(2,4)) olup;

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(2,4)] ve
OI = [(1,0),(0,0)] dogrulari noktalarin ikiser ikiger birlegtirilmesiyle hemen

elde edilebilir. Sonra

OPAIX = ((0,0),(1,0)) = L  arakesit noktasi ve

OIAPX = ((2,4),(2,4)) = M arakesit noktasi bulunur.
Pl = ((0,0),(2,{)) v ((1,0),(1,0)) = [mk] < k = (2,4) ve m = (4,1)
oldugundan PI = [(4,1),(2,4)] dogrusu bulunur.
PIAOX = [(4,1).(2,4)] A [(0.0),(6,0)] = (xy) €y = (0,0), x = (1,3)
=> PIAOX = ((1,3),(0,0)) = N  arakesit noktasida elde edilir.
Bu L, M ve N noktalari dogrudas ise NoLM olmahdir. Buradan,

LM = ((0,0),(1,0)) v ((2,4),(2,4)) = [m,k] < k = (1,0) ve m = (2,1)
oldugundan LM = [(2,1),(1,0)] olarak bulunur.

NoLM & ((1,3),(0,0)) o [(2,1),(1,0)] < (0,0) = (2,1) ® (1,3) & (1,0)

< (0,0) = (0,0)
oldugundan elde edilen konfigurasyon bir Fano duzlemidir ve Fy, ile

gosterilir.

Xl. Hal: Eer a=3 ve b=1 ise P =((0,0),(3,1)) olup;
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OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0).(1,0)], PX = [(0,0),(3,1)],
Ol = [(1,0),(0,0)] dogrulan elde edilir. Sonra

OPAIX = ((0,0),(1,0)) =L ve OIAPX = ((3,1),(3,1)) =M
arakesit noktalart bulunur.
PI = ((0,0),(3,1)) v ((1.0),(1,0)) = [mk] < k = (3,1) ve m = (3,4)

oldugundan  PI = [(3,4),(3,1)] dir.
PIAOX = [(3,4).(3,1)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0), x = (3,2)
=> PIAOX = ((3,2),(0,0)) = N arakesit noktasi elde edilir.

Bu L, M ve N noktalari dogrudas ise NoLM olmahdir. Buradan,
LM = ((0,0),(1,0)) v ((3,1),(8,1)) = [m,k] & k = (1,0) ve m = (1,4)
oldugundan LM = [(1,4),(1,0)] dogrusudur.

NoLM < ((3,2),(0,0)) o [(1,4),(1,0)] < (0,0) = (1,4) © (3,2) & (1,0)

< (0,0) = (0,0)
oldugundan olusturulan konfigurasyon bir Fano dlzlemidir, bu dlzlem F15 ile

gdsterilir.

Xil. Hal: EGer a=3 ve b=2 ise P =((0,0),(3,2)) olup;
OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)]. PX = [(0,0),(3,2)],
OI = [(1,0),(0,0)] dogrulari bulunur. Daha sonra

OPAIX = ((0,0),(1,0)) =L ve OIAPX = ((3,2),(3,2)) = M

arakesit noktalari elde edilir.

PI = ((0,0),(3,2)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] < k = (3,2) ve m = (3,3)
oldugundan PI = [(3,3),(3,2)] dogrusudur.

PIAOX = [(3,3),(3.2)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) < y = (0,0), x = (3,4)

= PIAOX = ((3,4),(0,0)) = N arakesit noktasi elde edilir.

Elde edilen L, M ve N noktalarinin dogrudas olabilmesi igin NolM
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olmalidir. Buradan,

LM = ((0,0),(1,0)) v ((3,2),(3,2)) = [m,k] < k = (1,0) ve m = (1,3)
= LM = [(1,3),(1,0)] dogrusudur.
NolLM < ((3,4),(0,0)) o [(1,3),(1,0)] <= (0,0) = (1,3) ©® (3,4) & (1,0)

< (0,0) = (0,0)
oldugundan k&segen noktalart dogrudas olan bu konfigurasyon bir Fano

duzlemidir ve Fyg ile gosterilir.

X1ll. Hal: Eger a=3 ve b=4 ise P =((0,0),(3,4)) olup;
OP = [(0,0)], OX = [(0,0).(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0).,(3,4)],
Ol = [(1,0), (0,0)] dogrulari bulunur. Sonrada

OPAIX = ((0,0),(1,0)) =L ve OIAPX = ((3,4),(3,4)) =M

arakesit noktalari bulunur.

PI = ((0,0),(3,4)) v ((1,0),(1,0)) = [mk] < k = (3,4) ve m = (3,1)

oldujundan PI = [(3,1),(3,4)] dogrusudur.
PIAOX = [(3,1),(3,4)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) & vy = (0,0), x = (3,3)

= PIAOX = ((3,3),(0,0)) = N arakesit noktasi elde edilir.

Elde edilen bu L, M, N noktalarinin doJrudas olabilmeleri igin NolLM

olmalidir.
LM = ((0,0),(1,0)) v ((3,4),(3,4)) = [m,k] & k = (1,0) ve m = (1,1)

=» LM = [(1,1),(1,0)] doJrusudur.

NoLM < ((3,3),(0,0)) o [(1,1),(1,0)] < (0,0) = (1,1) ® (3,3) © (1,0)

<> (0,0) = (0,0)
oldugundan elde edilen konfigurasyon yine bir Fano dizlemidir ve F17 ile

gbsterilir.
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XIV. Hal: Eger a=4 ve b=1 ise P =((0,0),(4,1)) olup;

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX =[(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(4,1)],
Ol = [(1,0),(0,0)] dogrulari bulunur. Sonra

OPAIX = ((0,0),(1,0)) =L ve OIAPX = ((4,1),(4,1)) = M

arakesit noktalari bulunur.

PI = ((0,0),(4,1)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] & k = (4,1) ve m = (2,4)

olduundan PI = [(2,4),(4,1)] dogrusudur.

PIAOX = [(2,4).(4,1)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <y = (0,0), x = (0,2)
= PIAOX = ((0,2),(0,0)) = N arakesit noktas! bulunur.

Bulunan bu L,' M ve N noktalari dodrudag ise NoLM olmahdir.

LM = ((0,0),(1,0)) v ((4,1),(4,1)) = [m,k] < k = (1,0) ve m = (0,4)
=> LM = [(0,4),(1,0)] do§rusudur.

NoLM <> ((0,2),(0,0)) o [(0,4),(1,0)] < (0.0) = (0,4) ® (0,2) ® (1,0)

< (0,0) = (0,0)

oldujundan elde edilen konfigurasyon bir Fano dizlemidir, bu dizlem Fyg ile

gdsterilir.

XV. Hal: Eer a=4 ve b=2 ise P =((0,0),(4,2)) olup;

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(4,2)],
OI = [(1,0),(0,0)] dogrulari bulunur. Sonra

OPAIX = ((0,0),(1,0)) = L ve OIAPX = ((4,2),(4,2)) =M

arakesit noktalari bulunur.

PI = ((0,0),(4,2)) v ((1,0),(1,0)) = [mk] & k = (4,2) ve m = (2,3)

olduéundan PI = [(2,3),(4,2)] dogrusudur.

PIAOX = [(2,3),(4.2)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) < y = (0,0), x = (0,4)

=> PIAOX = ((0,4),(0,0)) = N arakesit noktas! bulunur.
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Bulunan bu L, M ve N noktalari dogrudag ise NoLM olmalidir.

LM = ((0,0),(1,0)) v ((4,2),(4,2)) = [m,k] <> k = (1,0) ve m = (0,3)
= LM = [(0,3),(1,0)] dogrusudur.
NoLM < ((0,4),(0,0)) o [(0,3),(1,0)] < (0,0) = (0,3) ® (0,4) ® (1,0)

< (0,0) = (0,0)

oldugundan elde edilen konfigurasyon bir Fano dizlemidir, F19 ile gosterilir.

XVI. Hal: Eger a=4 ve b=3 ise P =((0,0),(4,3)) olup;

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1.0)], PX = [(0,0),(4,3)],
QI = [(1,0),(0,0)] dogrularn bulunur. Sonra da

OPAIX = ((0,0),(1,0)) =L ve OIAPX = ((4,3),(4,3)) =M

arakesit noktalar bulunur.

PI = ((0,0),(4,3)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] & k = (4,3) ve m = (2,2)
oldugundan : PI = [(2,2),(4,3)] dogrusudur.

PIAOX = [(2,2),(4,3)] ~ [(0,0),(0,0)] = (x,y) <>y = (0,0), x = (0,1)
= PIAOX = ((0,1),(0,0)) = N arakesit noktasi bulunur.

Bulunan bu L, M ve N noktalari dogrudas ise NoLM olmalidir. O halde
LM = ((0,0),(1,0)) v ((4,3),(4,3)) = [m,k] & k = (1,0) ve m = (0,2)
=> LM = [(0,2),(1,0)] dogrusudur.
NoLM <> ((0,1),(0,0)) o [(0,2),(1,0)] <> (0,0) = (0,2) ® (0,1) ® (1,0)

< (0,0) = (0,0)
oldugundan elde edilen konfigurasyon bir Fano dtzlemidir, bu dizlem F20 ile

gdsterilir.
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Sonug¢. 2.5.1.4: O= ((0,0),(0,0)), I=((1,0),(1,0)), X = ((0,0)) ve
P = ((0,0),(a,b)) olmak (zere

i) b#0 iken OIXP nin tamamlanmigsi olan konfigurasyonlar birer Fano
duzlemi olugtururlar. (Bunlarin sayisi 20 tanedir.)

ii) b=0 ve a#0,1 iken OIXP nin tamamlanmig: olan konfigurasyonlar

birer Fano diuzlemi degildir. (Bunlarin sayisi 3 tanedir.)

Onerme 2.5.1.5: 0=((0,0),(0,0)), I=((1,0),(1,0)), X=((0,0)) ve
P=((a,b) , (c,d) ) olsun. a, b ikisi birlikte sifir olmamak kosulu ile P o [(a.b)]
olmak Uzere a ve b nin degisik degerleri icin asagdidaki ifadeler gegerlidir:

1) b=d#0 olmak lzere c=a+1 veya c=a+3 iken OIXP nin tamamlanmisi
olan konfigurasyonlar birer Fano duziemidir. (Bunlarin sayisi 40 dir.)

I1) i) kosulunun saglanmadi§s durumlarda OIXP nin tamamlanmis! olan

konfigurasyonlar birer Fano dizlemi degildir. (Bunlarin sayist 519 dir.)

Ispat: i) ve ii) ifadelerinin gegerli olduklar: tek tek hesap yapilarak

gdsterilir. Buna bir 6rnek verelim.

Ornek 2.5.1.6: P;((o,1),(i.1)) ise a=0, b=1, c=1 ve d=1
olduundan b=d ve c=a+1 dir. Bbylece yukaridaki &nermenin (i) stkkinin
hipotezleri saglanir. OIXP nin tamamianmigt olan konfigurasyonunun
dogrulari:

OP = [(4,1),(0,0)], PX = [(0,0),(1,1)], OI = [(1,0),(0,0)], OX
IX = [(0,0),(1,0)], PI = [(2,1),(4,4)] ve LM = [(1,3),(4,3)] dir.
Noktalarda; O, I, X, P, L = ((3,2),(1,0)), M = ((1,1).(1,1)) ve N

[(0.0).(0,0)],

I

((0.,3).(0,0))
dir.

Diger taraftan NoLM <> (0,0) = (1,3) © (0,3) @ (4,3) oldugundan OIXP

nin tamamlanmis: bir Fano ddzlemidir.
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Sonu¢ 2.5.1.7: O, I, X i kapsayan Fano dlzlemlerinin sayisi
20+40=60 dir.

Onerme 2.5.1.8: P = ((0,0),(a,b)) iken b#0 olmak Uzere P,S de

OIXP nin tamamlanmiglarindan elde edilen Fano duzlemlerinin her birine

izomorf 24 farkli Fano dtzlemi vardir.

Ispat: PoS de Fy,F,,...,Fy Fano duziemlerinin her birine izomorf 24

farkh Fano duzlemi bulmak igin F (i=1,2,..,20) lerin

f, (ae S-{(0,0)}) kolinasyonlar altindaki géruntileri olan Fifa Fano

duzlemlerinin her birinin en az bir farkli nokta igerdigini gdstermek yeterli
olacaktir. Yani;
fa

F1 1 f01 ' F1 f02 v F1 f44

fa
F2 2191 F2 fop ' =t F2 fa4

fa
F20 4 20 f01 ’ F20 f02 LIRS F20 f44

olmak {izere her FifrvﬁF;fs ,r#£s(r,se S-{(0,0)}) oldugu gosteriimelidir.
Bunun igin her bir Fi dizleminde bulunan I = ((1,0),(1,0)) noktasinin fa

kolinasyonu altindaki g&rintisinin her bir Fi fa dazleminde farkli oldugunu
gosterelim. Her ae S -{(0,0)} igin f, kolinasyonu I noktasinin sadece ikinci

bilesenine etki edecegdinden, her bir ae€ S-{{0,0)} igin I noktasinin f,
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altindaki géruntiist olan noktalar farkli olacaktir. Dolayisiyla her bir F”a

duzieminde I noktasinin géruntislt farkh olacagindan, her bir Fi Fano

dizlemine izomorf 24 farkli Fi fa Fano duzliemi vardir.

Onerme 2.5.1.9: P = ((0,0),(a,b)) iken b=0 olmak lizere PoS de

OIXP dértgenlerinin tamamlanmigt olan konfigurasyonlardan Fano

Aksiyomunu sadlayanlarin her birine izomorf 24 farklh konfigurasyon vardir.

ispat: P,S projektif dizleminin P noktasi yukaridaki kosul altinda

verildiginde Fano aksiyomunu saglayan yanliz 3 konfigurasyon mevcuttur.

Onerme 2.5.1.8 in ispatindaki yolla bu konfigurasyonlarin fa kolinasyonu

altindaki gérintileri olan konfigurasyonlarin farkh oldugu gd&rdlar.

Onerme 2.5.1.10: b0 olmak lUzere P = ((0,0),(a,b)) olsun. P,S de

F, (i=1,2,..,20) Fano duzlemlerine izomorf olan f, (ae S-{(0,0)})

kolinasyonlari altindaki g6rinti dizlemleride birbirlerinden farkhidirlar. Yani;

Fip #Fjp. (#0.0,j=1,2,..,20;r,5€ S-{00)})  dir, (buniarin

sayisi 20.24 = 480 dir.)

Ispat: Fi lerin fr kolinasyonlar: altindaki gérunttleri ve Fj lerin de
fs kolinasyonlar! altindaki goruntlleri tek tek hesaplanarak F“r #Fifs

oldugu gdraldr,

Simdi bunu bir &rnekle agiklayaiim. Ornegin; Cizelge 2.5.1.1 ve

Cizelge 2.5.1.2 deki F; ve F, Fano duzlemleriigin F, i * F, s dir.
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IL F1 ((0,0)-(0-0)) ((1,0),(1,0)) ((0,0),(0,1)) ((0,0),(1,0)) ((0,1).(0,1)) ((2,2),(0,0))
F11e | ((0,0),(1,0) ((1,0),(1.1)) ((0,0),(0,2)) ((0,0),(1,1)) ((0,1).(0,2)) ((2,2),(0,1))
I Fiie | ((0,0),(0,2)) ((1,0),(1.2)) ((0,0),(0,3)) ((0,0),(1,2)) ((0,1),(0,3)) ((2,2),(0,2))
I Fitg | ((0,0),(0,3) ((1,0).(1,3)) ((0,0),(0.4)) ((0,0),(1.3)) ((0,1),(0,4)) ((2,2).(0,3))
I Fiie | ((0,0).(0.4) ((1,0),(1,4) ((0,0),(0,0)) ((0,0),(1,4)) ((0,1),(0,0)) ((2,2),(0,4))
| Fii, | ((0,0),(1,0) ((1,0.(2,0)) ((0,0),(1,1)) ((0,0).(2,0)) ((0,1),(1,1)) ((2,2),(1,0))
: Fiy | ((0,0),(1,1)) ((1,0),(2,1)) ((0,0),(1,2)) ((0,0),(2,1)) ((0,1),(1,2)) ((2,2),(1.,1))
Frie | 0on02) | @.0422) ((0,0,(1,3) | (0,0.22) | ((0,1,(1,3) | ((2,2.(1.2)
Fifg | (0.00(1,3) | ((1.0L23) | (0.0,1.4) | (0.0.23) | ((0.1.(1.4) | (22.01.3)
i F1iy ] ((0,0),(1,4) ((1,0).(2,4)) ((0,0),(1,0)) ((0,0),(2,4)) ((0,1),(1,0) ((2,2),(1.4))
Fiig | ((0,0),(2,0) ((1.0),(3,0)) ((0,0).(2,1)) ((0,0).(3,0)) ((0,1),(2,1)) ((2,2),(2,0))
: F1iy | ((0,0),(2,1) ((1,0),(3,1)) ((0,0).(2,2)) ((0,0),(3,1) ((0,1).(2,2)) ((2.2).(2,1))
Fitz | ((0,0)(2,2)) ((1,0),(3,2)) ((0,0,(23) | ((0.0.(32)) | ((0.1)(23)) ((2.2),(2,2))
Fiin | ((0,0).(23) ((1,0),(3.3)) ((0,0).(2,4)) ((0,0).(3,3)) ((0,1).(2,4)) ((2,2),(2,3))
IL Fity | ((0,0).(2:4) ((1,0,(3,4)) ((0,0).(2,0)) ((0,0).(3.4)) ((0,1),(2,0)) ((2,2),(2,4))
Fitg | ((0,0),(3,0)) ((1,0),(4,0)) ((0,0).(3,1)) ((0,0).(4,0)) ((0,1),(3,1)) ((2,2).(3,0))
Fiig | o | o | o2 | ©osn | enea | @aey
| Fifp | ((0,0),(3.2) ((1,0).(4,2)) ((0,0).(3,3)) ((0,0),(4,2)) ((0,1),(3,3)) ((2,2).(3,2))
Flig | ((0,0).(3.3)) ((1,0).(4,3)) ((0,0).(3.4)) ((0,0).(4,3)) ((0,1),(3,4)) ((2,2),(3,3))
| Flty | ((0,0).3.4) ((1,0),(4.,4)) ((0,0).(3,0)) ((0,0).(4,4)) ((0,1),(3,0)) ((2,2),(3.4))
L Fiig | ((0,0),(4,0) ((1,0),(0,0)) ((0,0).(4.1)) ((0,0),(0,0)) ((0,1),(4,1)) ((2,2),(4,0))
Fitg | ((0,0).(4,1) ((1,0),(0,1)) ((0,0),(4,2)) ((0,0),0,1)) ((0,1).(4,2)) ((2,2),(4,1))
.; Fiig | ((0,0).(4,2) ((1,0).(0,2)) ((0,0).(4,3)) ((0,0),(0,2)) ((0,1).(4,3)) ((2,2),(4,2))
Fiig | ((0,0),(4.3) ((1,0),(0,3)) ((0,0),(4,4)) ((0,0).(0,3)) ((0,1),(4,4)) ((2,2),(4.3)
I Fity | ((0,0),(4,4)) ((1,0).(0.4)) ((0,0).(4,0)) ((0,0).(0.4)) ((0,1),(4,0)) ((2,2),(4,4))
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Fa ((0,00,(0,0)) | ((1,0).,(1,0)) | ((0,0),(0,2)) | ((0.0).(1,0)) | ((0,2).(0.2)) | ((2,4),(0,0))
F2 4, ((0,0),(0,1)) | ((1,0).(1,1)) | ((0,0),(0,3)) | ((0,0),(1,1)) | ((0,2),(0,3)) | ((2,4),(0,1))
F21gp ((0,0,(0.2)) | ((1.0),(1.2)) | ((0,0),(0,4)) | ((0.01.(1.2)) | ((0,2),(0.4) | ((2,4).(0.2))
F2iq ((0,0,(0,3)) | ((1,0),(1,3)) | ((0,0),(0,0) | ((0.0),(1.3)) | ((0.2),(0,0)) | ((2,4),(0.3))
F2 1o ((0,0),(0,4)) | ((1,0),(1.4) | ((0,0),(0,1)) | ((0,0).(1.4)) | ((0,2),(0,1)) | ((2,4),(0,4))
Faty, ((0,0,(1,0)) | ((1.0),(2,0)) | ((0,0),(1,2)) | ((0,0),(2,0)) | ((0,2),(1.2)) | ((2,4),(1,0))
Fa1,, ((0,0,(1,1)) | ((1,0,(2,1)) | ((0,0),(1.3)) | ((0,0).(2,1)) | ((0,2),(1,3)) | ((2,4),(1,1))
Fot,, ((0,0),(1,2)) | ((1,0.(2.2)) | ((0,0),(1,4)) | (0.0).(2.2)) | ((0,2),(1.4) | ((2,4).(1.2))
F21y ((0,0,(1.3)) | ((1,0),(23)) | ((0,0),(1,0)) | ((0,0).(2,3)) } ((0,2).(1,0)) | ((2,4),(1.3))
Faty ((0,0),(1,4)) | ((1,0).(2.4)) | ((0,0),(1,1)) | ((0.01,(2:4) | ((0,2),(1,1) | ((2,4).,(1.4)
F2iy ((0,0,(2,0)) | ((1,0).(3,0) | ((0,0),(2,2)) | ((0,0).(3,0)) | ((0.2).(2,2)) | ((2,4).(2,0))
F2t,, ((0,00,(2,1)) { ((1,0).(3,1)) | ((0,0),(2,3)) | ((0,0),(3,1)) | ((0,2).(2,3)) | ((2.4).(2.1))
F21g ((0,01(2.2)) | ((1,01(32)) | ((0,0).(24)) | ((0.01.(3.2) | ((0,2),(2,4) | ((2,4),(2.,2))
Faiz ((0,0,(2.3) | ((1.0(3.3) | ((0,0),(20)) | (0.01,(3.3) | ((0:2),(2.0) | ((2:4).(23)
Foty | (0.024) | (10LBA) | (0.on@1) | (©0.84) | (0221 | (a2
F21g ((0,0,(3,0)) | ((1.0).(4,0)) | ((0,0),(3,2)) | ((0,0).,(4.0)) | ((0.2).(3,2)) | ((2,4).(3,0))
F21g ((0,0(3,1) | ((1.0L(4.1) | ((0.0,33) | (0.0.(4.1) [ ((0.2),(3.3) | ((2.4).(3,1)
F2tg ((0,0,(3,2)) | ((1,0,(4.2)) [ ((0,0).(34) | (0.0).(4.2)) | ((0,2).(3,4)) | ((2,4).(3,2)
F2im | ((00).33) | ((1.0.43) | (0.0,3.0) | (0.0.43) | (0.2.30) | (24.(3.3)
F21g ((0,0),(3,4)) | ((1,0),(4,4)) | ((0,0),(3,1)) | ((0.0).,(44)) | ((0,2).(3,1)) | ((2,4).(3.4))
3 P ((0,0),(4,0)) | ((1,0,(0,0)) | ((0,0),(4,2)) | ((0,0),(0,0)) | ((0,2).(4,2)) | ((2,4),(4,0))
F2 14 ((0,0),(4,1)) | ((1,0,(0,1)) | ((0,0),(4,3)) | ((0.00.(0,1)) | ((0,2),(4,3)) | ((2,4).(4.1)
Fetp ((0,0),(4,2)) | ((1,0),(0,2)) | ((0,0),(4,4)) | ((0,0).,(0.2)) | ((0,2).(4.4) | ((2,4).(4.2))
F214 ((0,0),(4,3)) | ((1,0),(0,3)) | ((0,0),(4,0)) | ((0,0),(0,3)) | ((0,2).(4,0)) | ((2.4).,(4.3))
F21y ((0,0),(4,4)) | ((1.0),(0.4)) | ((0,0),(4,1)) | ((0,0,(0.4)) | ((0,2),(4,1)) | ((2,4),(4,4))
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Sonu¢ 2.5.1.11:
Onerme 2.5.1.5 in (i) sikkinda elde edilen Fano dizlemlerinin herbirine

izomort 24 farkh Fano dizlemi vardir, (bunlarin sayis! 40.24=960 dir).

Sonug¢ 2.5.1.12:
Enaz 60+480+960=1500 tane 2. mertebeden altdizlem vardir.

2.5.2: P,S nin 3. Mertebeden Alt dazlemleri var mi?

P=((0,0),(a,b)) noktasinda a=b=0 ve a=1, b=0 olmas: hallerinde
OIXP nin bir dértgen olusturmadid: biliniyor. Buna gdre asagidaki Snerme

verilebilir.

Onerme: 2.5.2.1: P=((0,0),(a,b)) olmak (izere (a=b=0 ve a=1, b=0

durumilan harig)

PoS nin OIXP dd&rtgenlerinin tamamlanmiglarindan elde edilen

konfigurasyonlar 3. mertebeden birer altdlizlem olusturmaziar.

Ispat: P=((0,0),(a,b)) olmak Gzere b0 iken OIXP nin tamamlanmigi

olan konfigurasyonlar P5,S nin 2. mertebeden birer altdtzlemini (Fano

duzlemlerini) olusturuyordu. O halde ispati tamamlayabilmek igin b=0 ve
a # 0,1 iken OIXP nin tamamlanmigi olan konfigurasyonlarin (ki bunlann
sayist 3 dur.) 3. mertebeden birer altdizlem olusturmadigini gdstermek
yeterli olacaktir. Simdi bu 3 durumu inceleyelim. Bu incelemeleri yaparken

Sekil 2.5.2.1 deki nokta ve dogrular gézénline alinacaktir.
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1.Durum: Egder a=2, b=0 ise P=((0,0),(2,0)) olup; OIXP nin
tamamlanmiginin 3. mertebeden bir altdlizlem olamayacagdini gbsterelim.
O = ((0,0),(0,0)), I = ((1,0),(1,0)), X = ((0,0)) P = ((0,0),(2,0)) olup;
OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], OI = [(1,0),(0,0)], PX = [(0,0),(2,0)] ve
IX = [(0,0),(1,0)] oldugundan
OPAIX = ((0,0),(1,0)) = E, OIAPX = ((2,0),(2,0)) = F  elde edilir.
EF = [(3,0),(1,0)] dogrusudur.
EFAOX = ((3,0),(0,0)) = N noktasi ve PI = [(4,0),(2,0)] dogrusu sonrada
PIAOX = ((2,0),(0,0)) = G noktasi bulunur.
EFAPI = ((2,1),(2,3)) = N' noktast FG = [(2,0)] dogrusu
FGAIX = ((2,0),(1,0)) = L noktasi ve FGAOP = (o) = L' noktalari elde edilir.
EG = [(2,0),(1,0)], dogrusu ile OI dogrusunun arakesit noktasi
EGAOI = ((4,0),(4,0)) = M dir.
PXAEG = ((3,0),(2,0)) = M' dur.
Bu dértgenin tamamlanmigi olan konfigurasyonun 3. mertebeden bir

altdiizlem olmasi igin her noktadan 4 dogru gegmeli ve her dodru Uzerinde 4
nokta bulunmalidir. O halde PM = [(3,0),(2,0)] dogrusu lizerindeki diger 2



nokta belirlenebilmelidir.

LoPM olsun. LoPM & (1,

NoPM olsun. NoPM > (O
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0) = (3,0) ® (2,0) ® (2,0) dir.

0) = (3,0) ® (3,0) ® (2,0)

oldugundan PM dogrusu 4zerinde bu duizleme ait 2 nokta daha

bulunamadi@i i¢in bu konfigurasyon 3. mertebeden bir altdizlem olamaz.

2.Durum: Eger

a=3,

b=0 ise P=((0,0),(3,0)) olup OIXP nin

tamamlanmiginin 3. mertebeden bir altdlizlem olamayacagini gdsterelim.

Yine O, I, X ve E 1

nokta ve dogrularla aynig

PX = [(0,0),(3,0)] dogru
EF = [(4,0),(1,0)] dogru
EFAOX = ((1,0),(0,0)) = I

EFAPI = ((2,0),(4,0)) = N
PIAOX = ((4,0),(0,0)) = C
FGAOP = ((0,0),(2,0)) =
EG = [(1,0),(1,0)] dogrus
M = ((1,0)) ve M' = ((2,0)
PM = [(1,0),(3,0)] olup N
ait diger 2 nokta bulun
bir altddzlem olugturmaz.
3. Durum: Eger a=4,1!
OIXP nin tamamlanmig
gbsterelim.

O, I, X ve E noktalar ve

dogrulardir.

D=0

1woktalart ve OP, OX, OI, IX dogrutari 1. Durumdaki

itr.

su ve PXAOI = ((8,0),(3,0)) = F noktasi bulunur.
sudur.
N ve PI=[(3,0),(3,0)] dogrusunu vede

noktas! elde edilir.

~

2

noktasi ile FG = [(2,0),(2,0)] dogrusu ve

L', FGAIX = ((2,0),(1,0)) = L noktalan bulunur.

unun sirasiyla OI ve PX dogrular ile arakesiti

),(3,0)) noktalaridir.

o PM ve L o PM dir, yani PM lzerinde olan dizleme

amaz, dolayisiyla bu konfigurasyon 3. mertebeden

ise P=((0,0),(4,0)) olup;

intn 3. mertebeden bir altdizlem olamayacagini

> OP, OX, OI, IX dogrulart 1. Durumdaki nokta ve

PX = [(0,0),(4,0)] dogrus

uve PXAOI = ((4,0),(4,0)) = F noktas! bulunur.

EF=[(2,0),(1,0)] dogrusu ile OX dogrusunun arakesit noktasi
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N = ((2,0),(0,0)) dir. PI = [(2,0),(4,0)] dogrusunun EF dogrusu ile arakesit

noktasi N' = ((2,0)) dur.

PIAOX = ((3,0),(0,0)) dir. FG = [(4,0),(3,0)] dogrusunun sirastyla IX ve OP
ile arakesit noktalart L = ((2,0),(1,0)) ve L'=((0,0),(3,0)) noktalaridir.
EG = [(3,0),(1,0)] dogrusunun ise OI ile arakesit noktast M = ((2,0),(2,0)),
PX ile arakesit noktasi M' = ((1,0),(4,0)) dir.

N,L o PM = [(4,0),(4,0)] oldugundan, bu konfigurasyon 3. mertebeden bir

altdizlem olusturmaz.

2.5.3. P,S nin 5. Mertebeden Bazi Altdiziemler:

P,S nin 5. mertebeden altduzlemlerini her dodrusu 6 nokta kapsadigindan

ve her noktasindan da 6 dogru gegtigi gergedi gézénine alinarak O, Il, X
ve Y=(e) noktalarini iceren OIXY tamdértgeninin tamamlanigindan elde

edilen altduzlemin nokta ve dogrulari bilinen anlamda Gzerinde bulunma
bagintisi kullanilarak agagidaki gibi bulunur.

P,S nin 5. Mertebeden Bir Altdizleminin Insasi:

) Dazlemin Noktalar:

((0,0),(0,0)) ,

((1,0).(0,0))

((2,0),(0,0)) ,

((3,0).(0,0))

((4,0),(0,0)) ,

[(0,0),(0,0)] .
[(1,0).(0,0)] ,
[(2,0,(0,0)] ,
[(3,0),(0,0)] .

[(4,0),(0,0)]

((0,0),(1,0)) ((0,0),(2,0)) ., ((0,0),(3.0)) ((0,0),(4.0)) . ((0,0))
v ((1,0),(1,0)) . ((1,0),((2,0)) ((1,00.(3,0)) ., ((1,0),(4,0)) , ((1,00)
((2,0),(1,0)) ((2,0),(2,0)) . ((2,0),(3,0)) , ((2,0).(4,0)) . ((2,0))
» ((3,0),(1,09) ((3,0).(2,0)) , ((3,0),(3,0)) ., ((3,0),(4.0)) ., ((3,0))
((4.0.(1.0) ., ((4,0).(20)) , ((4,0.(3,0) . ((4,0).(4,0)) . ((4.00)
(=)
if) Duzlemin Dogrulari:
[(0,0,(1,0] . [(0,0),(2,0)] . [(0,0).(3.0)] . [(0,0),(4.0)] . [(0,0)]
[(1,0,1.,0] . [(1,0.(200 ., [(1,0).(3.0)] . [(1,0).(4.0)] . [(1,.0)]
[(2,0),(1,0)] [(2,0).(2,0)] . [(2,0).3.0)1 . [(2,0),(4.0)] . [(2,0)]
((3,0.,(1.0] . 1(3,0.(20)] . [(3,0.(3.0] ., [(3.0).(4,0] . [(3,0)]
»  [(4,0),(1,0)] [(4,0,(2,0)] ., ((4,0,(3.0)] , [(4,0),(4,0)] , [(4.0)]

[(=)]



lil) Hangl Dogrular Uzerinde Hangi Noktalar Var:
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[(0,0.(0,0)]

» ((0,0),(0,0) ,

((1,0,(0,0) ,

((2,0,(0,0)) ,

((3,0),(0,0) ,

((4,0),(0,0)) ,

((0,0))

1(0,0).(1,0)]

» ((0,0),(1,0)

((1,0),(1,0) ,

((2,0,(1,0) .

((3,0,(1,0)) ,

((4,0,(1,0) ,

((0,0)

1(0,0).(2,0)]

 ((0.0)01.0)

((1,0),(2,0)) ,

((2,0,(2,0)) ,

((3,0.(2,0)) ,

((4,0),(2,0)) ,

((0,0))

[(0,0),(3,0)]

» ((0,0),(3,0))

((1,0,(3,0) ,

((2,0),(3,0))

((3,0),3,0)

((4,0),(3,0)) ,

((0,0)

[(0.0),(4,0)]

; ((0,0),(4,0))

((1,0),(4.0))

((2,0,(4,0)) ,

((3,0),(4,0)) ,

((4,0),(4,0) ,

((0,0))

[(1,0),(0,0)]

» ((0,0),(0,0)

((1,0,(1,0) ,

((2,0.(2,0) ,

((3,0,(3,0) ,

{(4,0),(4,0)) ,

((1,0))

[(1,0),(1,0)]

» ((0,0),(1,0)

((1,0,.(2,0) ,

((2,0.(3,0) ,

((3,0),(4,0)) ,

((4,0),(0,0)) ,

((1,00)

1(1,0).(2,0)]

; ((0,0),(2,0))

((1,0,(3.0) .

((2,0),(4,0) .

((3,0,(0,0)) ,

((4,0),(1,0)) ,

((1,0))

[(1,0).(3,0)]

; ((0,0),(3,0)

((1,0,(4.0) ,

((2,0),(0,0)

((3,0),(1,0)) .

((4,0),(2,0)) ,

((1,0))

[(1,0).(4,0)]

» ((0,0),(4,0)) ,

((1,0),(0,0)) ,

((2,0).(1,0)) ,

(3,0,(2,0)) ,

((4,0),(3.0) ,

((1,0))

[(2,0),(0,0)]

» ((0,0),(0,0)

((1,0,(2,0)) ,

((3,0),(1,0) ,

((2,0),(4,0)) ,

((4,0),(3,0)) ,

((2,0))

[(2,0).(1,0)1

» ((0,00,(1,0))

((1,0.(3,0) .

((2,0,(0,0) ,

((3,0),(2,0)) ,

((4,0),(4,0)) ,

((2,0))

[(2,0).(2,0)]

» ((0,0),(2,0))

((1,0,(4.0)) ,

((2,0,(1,0)) ,

((3,0),3,0) ,

((4,0),(0,0) ,

((2.0))

[(2,0).(3,0)]

» ((0,0,(3,0))

((1,0),(0,0)) ,

((2,0).(2,0) ,

((3.4,(4.0))

((4,0,(1.0) ,

((2,0))

[(2,0),(4,0)]

» ((0,0),(4,0) ,

((1,0,(1.0) ,

((2,0,(3,0)) ,

((3,0),(0,0)) ,

((4,0),(2,0)) ,

((2,0))

1(3,0),(0,0)]

; ((0,0),(0,0)) ,

((3,0),(4.0)) ,

((2,0),(1,0)) ,

((4,0),(2,0))

((4,0),(3,0)) ,

(3,0))

[(3,0.(1,0)}

; ((0,0),(1,0)

((1,0.(4.0)) .

((2,0,(2,0)) ,

((3,0),(0,0)) ,

((4,0),(3,0)) ,

((3,0)

1(3,0),(2,0)]

; ((0,0),(2,0)) ,

((1,0),(0,0)) ,

((2,0,(3,0)) ,

((3,0,(1,0)) ,

((4,0),(4,0) .

((3,0))

[(3,0),(3,0)]

; (0,0,(3,0))

((1,0),(1.0))" .

((2,0).(4.0)

((3,0,(2,0))

((4,0),(0,0) ,

((3.0))

1(3,0),(4,0)]

» ((0,0),(4,0))

((1,0,(2,0)) ,

((2,0),(0,0)) ,

((3,0,(3.0))

((4,0),(1,0)) ,

((3,0)

[(4.0),(0,0)]

» ((0,0),(0.0))

((1,0).(4.0)

((2.0)(3.0)

((3,0.(2,0)) ,

((4,00,(1,0) |,

((4,0))

[(4.0),(1,0)]

» ((0,0),(1,00)

((1,0),(0,0)) ,

((2,0),(4,.0) .

((3,0,(3,0) .

((4,0,(2,0)) ,

((4.0))

[(4,0),(2,0)]

» {(0,0),(2,0) ,

((1,0,(1,0)) ,

((2,0,(0,0)) ,

((3,0),(4.0)) ,

{(4,0,(3,0)) ,

((4,0)

[(4.0),(3,0)]

; ((0,0),(3,0)) ,

((1,0,(2,0) ,

((2,0),(1,0))

((3,0),(0,0)) ,

((4,0),(4,0)) ,

((4.0))

[(4.0),(4.0)]

» (0,0),(0,4))

((1,0,(3.0)) ,

((2,0.,(2,0)

((3,0),(1,0)) ,

((4,0),(0,0)) ,

((4.0)

[(0,0)]

» (0,0),(0,0)) ,

((0,0),(1,0)) ,

((0,0).(2,0) ,

((0,0),(3,0)) ,

((0,0),(4.0)) ,

[(1.0)]

» ((1,0),00,0)

((1,0,(1,0) ,

(1.0.2.0) .

((1,0,(3,0)

((1,0,(4,0)) .

[(2,0)]

; ((2,0),(0,0))

((2,0),(1,0)

((2,0).(2,0) ,

((2,0,8,0) ,

((2,0),(4.0) .

[(3,0)]

: ((3,0,(0,0) ,

((3,0),(1,0)) ,

(3.0,(2,0)

((3,0),(3,0)) .

((3,0).(4,0)) .,

[(4,0)]

» ((4,0,(0,0))

((4.0,(1.0) .

((4,0,(2,0) ,

((4,0).(3.0) .

((4.0).(4.0) ,

[e]

; ((0,0))

((1,0))

((2,0))

((3,0))

((4,0))
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Onerme 2.5.3.1: Py,S nin, 0=((0,0),(0,0)) , X=((0,0)) ,

I=((1,0),(1,0)) ve Y=(eo) olmak {zere OIXY dizglin dé&rtgeninin
tamamlanmigi olan, 5. mertebeden altdiziemine izomorf 24 tane farkh

altdizlem vardir.

ispat: P5S nin 5. mertebeden altdizlemine izomorf 24 farkh

diuzlemin bulundugunu gdstermek igin her bir dizlemin en az bir farkl

nokta igerdigini gdstermek yeterli olacaktir. Halbuki PsS nin fa

kolinasyonu

f,:(x,y) - (x,y®a)

seklinde tanimh oldugu igin fa nin 1-1 liginden dolay:! her bir a igin OIXY

ye eslenen farkhi 24 tane dortgenin varhi§i bilinmektedir. Her bir ddrtgende
I noktasinin gdruntlsl, her bir dizlemde tek olarak igerilecedinden dolayi

her bir duzlem en az bir farkli nokta igerir.



a &~ 0 D

54

ACIK SORULAR

Genel olarak P,S nin herhangi bir tamdértgeninin tamamlanmigi ne
zaman bir Fano dlzlemidir, ne zaman degildir?

P,S nin 3. mertebedenalt duzlemleri var midir?

P,S nin 4. mertebeden alt dazlemleri var midir?

P,S nin 5. mertebeden altdtziemierinin sayisi kagtir?

Bilinen En Kuglk kartezyen grupdan daha kUgUk bir kartezyen grup

var midir?
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