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ÖZET 

Bu çatııımada, bilinen en küçük kartezyen grup üzerinde kurulan 

projektif düzl~min geometrik yapısı incelenerek, bu düzlernin 

a) 2. merteb~den en az 1500 tane projektif altdüzlam kapsadığı, 

b) 2. mertebeden Fano düzlemi olmayan en az 522 konfigurasyon 

kapsadığı,ı 

c) 3. mertebıeden bazı özel konumlarda projektif alt düzleminin var 

olmadığı gösterilmektedir. 
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SUMMARY 

' 

In this study, We investigate the geometrical structure of the projective 

plane which is constructed on the known smallest cartesian group. For 

this purpose it is shown that the above mentioned plane 

a) contains at ı least 1500 subprojektive planes of ord er 2, 

b) contains at least 519 configarations of order 2, which are not Fano 

planes, anq 

c) has not suqprojective planes of order 3 in some special cases. 
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1.1. Bazı Temel Kavramlar 

önce projektif geometrinin, bu çalışmada geçen, bazı temel 

kavramlarını' kısaca verelim. 
! 

Tanım , 1.1.1: N elemanları noktalar, n elemanları doğrular olan birer 

küme ve Nf1D=0 olsun. o, Nxn kümesinde üzerinde bulunma bağıntısı iken 

P=(N, n. o) geometrik yapısı aşağıdaki aksiyemları sağlıyor ise, bu sisteme 

bir projektif düz/em denir: 

P1) Her! A, BeN, A:ıCB için Aod ve Bod özelliğinde bir tek den vardır. 

P2) H eri c,dE n için Aoc ve Aod özelliğinde en az bir AE N vardır. 

P3) He~ hangi üçü doğrudaş olmayan dört nokta vardır. 

i 

Projektif düzlamlerde P2 aksiyemundan daha kuvvetli ve kesin bir 

önerme geçerlidir. 

Teoreni 1.1.1: Bir P= (N, n, o) projektif düzleminde farklı iki doğru 

bir tek noktada kesişirler. 

Tanım i 1.1.2: A, B, C, D hepsi aynı projektif düzlemde bulunan ve 

herhangi üçü doğrudaş olmayan dört nokta olsun. Bu noktaları ikişer ikişer 
ı 

birleştiren doğruların çizilmesi ve bulunan doğruların ikişer ikişer 

kesiştirilmesiiyle elde edilen altı doğru ve yedi noktadan oluşan bir 

konfigurasydna tamdörtgen denir. Ayrıca A, B, C, D noktalarına 

tamdörtgenin köşeleri, AB ve CD, AG ve BD, BC ve AD doğru ikililerine 

tamdörtgenin karş111kl1 kenar/an, karşılıklı kenarların kesişme noktalarına 

yani U=ABACD, V=ACABD, W=ADABC noktalarına tamdörtgenin köşegen 

noktalan denir. 
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Biz bu çalışmanın bir kısmında 2. mertebeden Fano düzlemlerini 

araştırıyoruz. Şimdi Fano düzleminin tanımını verelim. 

Tanım 1.1.3: Içindeki bütün tamdörtgenlerin köşegen noktaları 

doğrudaş olan bir projektif düzleme Fano düz/emi denir. Eğer bir Fano 

düzlemi diğer Fano düzlemlerinden en az bir farklı nokta kapsıyorsa bu Fano 
i 

düzlemlerine: Farkli Fano düz/emleri denir. 

Fano Aksiyomu: Kapsadığı her bir tamdörtgenin köşegen noktaları 
ı 

doğrudaş olmayan noktalardır. 

Tanım 1.1.4: P= (N, :0, o) ve P'= (N', :0', o') iki projektif düzlem 

olsun. Eğer N'cN ise ve her d'E:O'doğrusu için d'=dnN''olacak biçimde 

bir dE :0 doğirusu varsa :P' ye :P nin projektif altdüz/emi denir. Eğer 

:p·~:p ise P' ye :P nin projektif öz altdüz/emi denir. 

Teorem: 1.1.2: :P mertebesi n olan sonlu bir projektif düzlem ve 

:P' de :P nin mertebesi m olan bir projektif öz altdüzlemi olsun. Eğer :P 

2 
nin her doğırusu P' nin bir noktasını kapsarsa n=m , aksi halde 

2 ' 
n;?: m +m dir1 

1.2. Projek~if Düzlemlerin Koordinatlanması 

Her pr~jektif düzlem uygun bir S kümesinin elemanlarıyla 

koordinatlanc~bilir. 

Tanım 1.2.1: :P mertebesi n olan bir projektif düzlem, S de O ve 

1 ile gösteril~n iki özel elemanı bulunan ve kardinalitesi n;;:;::2 olan bir küme 

olsun. :P de: herhangi üçü doğrudaş olmayan O, E, U, V noktalarından 
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! 

oluşan seçinili {O, E, U, v} koordinatlama dörtgeni ve S kümesini kullanarak 

P nin nokt~larını, doğrularını ve üzerinde bulunma bağıntısını belirleyelim. 

Noktaların koordinatlanması: 
! 

Şekil 1.2.1. 

OE doğrı1usu üzerinde OEAUV den başka her bir noktaya S2 
nin (a,a) 

biçimindeki blr tek elemanını eşleyelim. özel olarak, 0=(0,0), E= (1, 1) olsun. 

UV doğrusu üzerinde bulunmayan seçimli her bir N noktası için eğer 

NUAOE=(b,b) ve NVAOE=(a,a) ise N=(a,b) diyelim. Özel olarak OU doğrusu 

üzerindeki noktalar (a,O) ve OV doğrusu üzerindeki noktalar (O,b) biçiminde 
i 

koordinatlara 
1

jsahip olur. UV nin [(O,O)v(1 ,m)]AUV noktasına (m) koordinatını 
! 

' 

ı 
verelim. Bunaı göre U=[(O,O)v(1 ,O)]AUV olduğundan U=(O) dır. 

! 
ı 
ı . 

0EAUV=[(O,O~v(1, 1 )]AUV olup 0EAUV=(1) dir. =e S olmak üzere UV nin V 
ı 

noktası için V :i:: (=) olsun. (Şekil 1.2.1) 

Doğruların koordinatıanması: 

V=(=) nicktasından geçmeyen ve dolayısıyla UV ile bir (m) ortak 

noktasına ve i OV ile bir (O,k) ortak noktasına sahip olan doğruya [m, k] 

koordinatını; Y=(=) dan geçen ve OU=[O,O] doğrusuyla bir (k,O) ortak 

noktasına sat:ıip olan doğruya [k] koordinatını ve UV dağrusuna da [=] 
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koordinatını tayin edelim (bak şekil 1.2.2). 

V=(oo) 

[0,0] --.~~;;=======]-----~~-===~~~ 
[O] 

Burada dikkat edilmesi gereken önemli bir husus, bu koordinatlamanın 
' 

seçilen {O, E, U, v} dörtgenine bağlı olmasıdır. 

üzerinde bulunma bağıntısı: 

Her m, k, x, y, E S için, 

, (oo) o [k] , (oo) ~ [m,k] 

(x)o[oo] • (x) ; [k], (x) o [m,k] {=>X=m 

' 

(x,y) ~[do] , (x,y) o [k]<==>x=k , (x,y) o [m,k] <=:>y = T(m,x,k) 

s kümesi ve "T : 8
3
-78 3 T ( m , x , k ) = y ~ ( x , y ) o [ m , k J" 

olacak biçimde T üçlü işleminin birlikte düşünülmesiyle yeni bazı kavramlar 

tanımlanabilir. 

1.3.Proj~ktlf Düzlemlerin Ceblrsel Yapıları 

Tanım :.1.3.1: S, O ve 1 ile gösterilen iki elemanı da içeren bir küme 
! 

ve ~S olsu!n. T, S üzerinde aşağıdaki T1 - TS koşullarını gerçekleyen bir 

üçlü işlem is~. (S,T) ikilisine üçlü halka denir. 

T1) Heır a, b, CE S için, T(O, b, C)= T (a, 0, C)=C 
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T2) H~r aE S için, T(1, a,O)= T(a, 1, O)=a 

T3) V~rilen her a,b,cE S için T(a,b,x)=C olacak biçimde bir tek xE S 
ı 

vardır. 

T4) a=;ı;:c olmak üzere verilen a, b, c, d E S için 

T(a, x, b)= TGc. x, d) olacak biçimde bir tek xE S vardır. 

TS) a~c olmak üzere verilen a, b, c, dE S için 

i 2 
T(x, a, y)=b, r(x, c, y)=d olacak biçimde bir tek (x,y)e S vardır. 

Ayrıca eğer S bir :P projektif düzlernin koordinatlama kümesi ve T de 

bu koordinatlfırdaki üçlü işlernsa (S,T) üçlü halkasına :P nin düzlemsel üçlü 

halkasi ya d~ kısaca düzlemsel üçlü halka denir. 

Teorem 1.3.1: Her (S,T) üçlü halkası bir düzlemsel üçlü halkadır, yani 

verilen her (~.T) üçlü halkası için öyle bir :P projektif düzlemi vardır ki onun 

düzlemsel üçiÇı halkası (S,T) dir. (Bu projektif düzlam :P (S,T) ile gösterilir.) 

Teorem 1.3.2: :P bir projektif düzlem, (S,T) bu düzlernin bir O,E, U, V 

koordinatlarnal dörtgenine göre düzlemsel üçlü halkası ve (S',T') de yine :P 

nin 0', E', U', V' koordinatlama dörtgenine göre düzlemsel üçlü halkası 

olsun. (S,T) v~ (S',T') nin izomorf olması için gerek ve yeter koşul f(O)=O', 

f(E)=E', f(U)=U' ve f(V)=V' olacak biçimde bir fE G(:P) kolinasyonunun var 

olmasıdır. 

Tanım 1.3.2: Her hangi bir L kümesi üzerinde * ikili işlemi verilmiş 

olsun. (L,*) siştemi aşağıdaki L 1-L3 özelliklerini sağlarsa bu sisteme yangrup 



6 

veya /oop ~enir. 

L 1) Verilen her a, b,e L için a*x=b denkleminin bir tek xe L çözümü 

vardır. 

L2) Verilen her a,be L için, x*a=b denkleminin bir tek xe L çözümü 

vardır. 

L3) Her xe L için u*x=x*u=x olacak biçimde bir ueL (birim eleman) 

vardır. 

Tanım 1.3.3: Herhangi bir {S,T) üçlü halkasının T işleminin 

X+Y= T(1 ,x,y) ve x. Y= T(x,y,O) 

biçiminde tCilnımlanan özel hallerine sırasıyla S üzerinde toplama ve 

çarpma (ikili) işlemleri denir. 

Tanım ı 1.3.4: S , O ve 1 i de kapsayan bir küme olsun. + ve • bu 

küme üzerinde iki ikili işlem iken (S,+) ve (S-{0},· ) birim elemanları sırasıyla 

O ve 1 olan: birer yarıgrup ve her xe S için x.O=O.x=O ise (S,+,· ) sistemine 
ı 

çifte-yarıgrup denir. 
ı 

Tanım , 1.3.5: (S,+,· ) sistemi bir düzlemsel halka olmak üzere T üçlü 

işlemi, 

T 
3 i, s ~s 

(a, p, c)-7T(a, b, c)=ab+c 

şeklinde tanımlanırsa (S,T) ikili sistemine bir lineer üçlü halka denir. 

Tanım :, 1.3.6: (S,T) bir lineer üçlü halka olsun. (S,T) lineer üçlü 

halkasında ı+ işlemi asosyatif ise, (S,T) ye bir kartezyen grup denir. 
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Teoren1 1.3.3: Herhangi bir (S,+,· ) çifte-yarıgrubunun T(a,b,c)=ab+c 

işlemi ile birlleştirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin kartezyen grup olması 

için gerek v~ yeter koşullar şunlardır: 
ı 

1) (S,t,· ) bir düzlemsel halkadır. 

2) + i~lemi assosyatiftir. 

Sonuç 'i 1.3.4: Herhangi bir (S,+,· ) cebirsel yapısının 

T(a, b, c)=ab+C 

üçlü işlemiyle birleştirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin kartezyen grup 

olması için, 
! 

1) (S,.f) nın birim elemanı O olan, bir grup olması, 

i 

2) (S-{p},· ) nın birim elemanı 1 olan, bir yarıgrup olması, 

3) Her XE S için O~X=X.0=0 olması, 

4) Ver en her a, b, c, dE S, a:t:c için 

ax+b=CX+d 

olacak biçimde bir tek XE S çözümünün bulunması, 
ı 

5) Veri,en her a, b, c, dE S, a:t:c için 

xa+y=b 

XC+y=d 

sisteminin bir 'tek (x, y)e 8
2 

çözümünün bulunması, gerek ve yeterdir. 

Kartezyen gruplar ( (oo), [oo]) - Dezargsel olan projektif düzlemler 

belirtirler. Şimdi bir kartezyen grup örneği verelim. Bundan önceki kullanılan 
! 
' . 

tanım ve kavrfımlar (Kaya, 1978) den alınmıştır. 
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1.4. Bir Kartezyen Grup örneği 

örnek 1.4.1: (Spencer 1960; Kaya 1978; Özcan 1988) 

R gerçel sayılar kümesi ve +, R üzerinde bilinen toplama işlemi olsun. 

E> işlemi ise. her x, yeR için 

x8y= 

xy 
2 

xy 
2 

X y 

, xy;;::o iken 

, x<O ve y>O iken 

, x>O ve y<O iken 

biçiminde tanımlansın, (R, +, e) sisteminin bir kartezyen grup olduğunu 
ı 

fakat çarpm~nın komutatifliği dışında birleşim veya toplama üzerine dağılma 

gibi standart özelliklerden hiç birini sağlamadığı nı gösterelim. 
' ' ' 

1) (R,.:r) nın, birim elemanı O olan bir grup olduğu aşikardır. 

2) (R-to}, e) nın bir yarıgrup olduğunu gösterelim: 

L1) a, b,e R-{0} için aex=b (1.1) 

denkleminin bir tek xe R çözümünün varlığını inceleyelim. 
ı 

a>O ve !.b>O iken ax=b ise x = a-1b >O tek çözümdür. a
2
x=b olsa idi 

2 -1 ı 
x = (a ) b> q olduğundan X<O çözümü mevcut olmazdı. 

a<O ve ı b>O ise, ax=b ve buradan x = a-1
b <O tek çözümdür. 
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Oysa al=b 'ken l=a-1b ve X=±hl olurdu. a·1b <O olduğundan böyle 

bir çözüm varolamaz. 

1 2 
a>O ve b<O ise, ax=b den x = a b< O çözüm olamaz. a X=b ise, 

2 -1 ' 
x = (a ) b < O: tek çözümdür. 

-1 
a<O ve bf=O ise, ax=b ve X= a b> O olur. Dolayısıyla x çözüm olamaz. 

i 

2 • _,---:r Al 1 
Fakat ax =b ı ise, X=±·v a b olduğundan x = ·v a- b >O tek çözümdür. 

Böylece (1.1) In bir tek x çözümü vardır. 
! 

Kartezyen grup koşulları arasında olmamasına karşın bu işlem 

komutatiftir. Şpyleki, 

x,y;:::: O veya x,y :s; O iken, xy;:::o olduğundan xE>y=xy=yx=yex dir. x>O ve 

X<O ve y:>O iken, xey=xy2=y2x=yex olduğundan her x,yE R için 
ı 

xey=yex dir. 

L2) e işl!emi komütatif olduğundan aex=b denkleminin bir tek çözümü 

var iken xea=b nin de bir tek xE R çözümü vardır. 

L3) 
' J 1x 

18*=\ 2 ' \1 X 

x;:::o 

X<O ={: x;:::o 

X<O 
=X 

olduğundan (Jfl-{O},e), birim elemanı 1 olan, bir yarıgruptur. 

3) Her XE R için oex=0X=0=x0=x00 dır. 



4) He~ a, b, c, deR , a:;ec için, 

aE>x+b=cE>x+d 

eşitliğinin bir tek xe R çözümünü araştıralı m. 

a8x+b d 
' 

ax+b , ax~O iken 
2 

iken a X+b , a>O ve X<O 
2 

iken ax +b , a<O ve X> O 

cx+d , cx~O iken 
2 

c X+d , C>O ve X<O iken 
2 

cx +d , C<O ve X>O iken 

ifadeleri yardımıyla çeşitli halleri inceleyelim. 

a=O ik~n. b=cE>x+d => cE>x=b-d ve c=O iken, 

10 

(1.2) 

aE>x+b=d 9 aE>x=d-b eşitliklerinin bir tek çözümlerinin varlığını yarıgrup 
ı 

özelliklerind~n söyleyebiliriz. 

a>O ve C>O olsun. 

ax+b::.::C)Hd , (x~O) veya ix+b=c
2
x+d , (x<O) eşitlikleri vardır. 

Eğer 
-1 

(d-b) (a-c) ~o 
-1 

ise, birinci eşitliğin bir tek X=(d-b) (a-c) 

. 2 2 -1 
çözümü vard.ır. Aksi takdirde X=(d-b) (a -c ) ikinci eşitliğin tek çözümüdür. 

a<O ve' C>O olsun. ax+b=c
2
x+d , (x<O) veya ai +b= CX+d , (x>O) 

eşitliklerinin ! çözümüne bakalım. d-b>O ise birinci eşitliğin ve d-b<O ise 

ikinci eşitliğim bir tek çözümü vardır. 
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a>O ve C<O iken, d-b<O ise, 

2 i 

a X+b = CX+d , (x<O) eşitliğinin birtek x çözümü vardır. 

Eğer d-b>O ise, ax+b=cl +d , (x>O) ın x çözümü tektir. 

a<O ve C<O ise, (d-b) (a-cr1 <O iken ax+b=cx+d, (x<O) eşitliğinin bir 

tek x çözümÜ vardır. Ayrıca -1 
(d-b) (a-c) >o iken al +b=cl +d nin de bir 

' 

tek çözümü var olduğundan (1.2) eşitliğinin çözümü daima tektir. 

dır. 

5) Her a, b, c, deR, a:;Cc için, 

xea+y=b 

x8c+y=d 

sistemiilin bir tek 
2 

(xıy)e R 

xa+y=b 

xea+y ~b<=> 
2 

x a+y=b ı 

2 
xa +y=b 

XC+Y=d ı 

xec+y ~d<=> 
2 

X C+y=d ı 

2 
XC +Y=d ı 

ı 

çözümü olmalıdır. 

xa~O iken 

X>O ve a<O iken 

X<O ve a>O iken 

xc~O iken 

X>0 ve C<0 iken 

X<0 ve C>0 iken 

(1.3) 

a=O \(eya C=O iken, sırasıyla xec=d-b ve xea=b-d eşitliklerinin, 

yarıgrup öz~llikleri nedeniyle, birer tek x çözümleri olduğundan (1.3} 

sisteminin d~ bir tek (x, y) çözümü vardır. 



v~ C>O olsun. 

2 
xa +Y=b 

-1 
(b-d) (a-c) < o 

2 
XC +y=d, (X<0) 

ise, 

ı -1 
sisteminin bir tek (x, y) çözümü vardır ve (b-d) (a-c) > O ise, 

xa+y=b 

XC+y=d, (X>0) 

sisteminin bilr tek çözümü vardır. 

a>O ve C<O iken, b-d<O olması halinde 

2 
xa +Y=b 

XC+Y=d, (X<O) 

sisteminin bır tek çözümü varken, b-d>O ise, 

xa+y=b 

x
2
c+y=d, (x>O) 

sisteminin b ır tek çözümü vardır. 

a<O ve C>O ise, b-d>O iken, 
! 

xa+y=b 

xc
2 
+y=d, (x<O) 

sisteminin ve b-d<O iken, 
ı 

2 
x a+y=b 

XC+y=d, (X>0) 

sisteminin bilrer tek çözümleri vardır. 
! 

a<O v~ C<O olması halinde, 
ı 

xa+y=b 

XC+y=d 

sisteminin biir tek çözümü vardır. Eğer 

-1 
(b-d) (a-c) <0 

-1 
(b-d) (a-c) >0 

ise, 

ise, 

12 
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2 , x a+y=b 

2 
X C+y=d 

sisteminin bir tek (x, y) çözümü olduğundan (1.3) sisteminin, her durumda 
ı 

bir tek çözüıjnü vardır. Dolayısıyla (R, +, 8) bir kartezyen gruptur. Bu 

sistemde ça~pımın, birleşme ve toplama üzerine dağılma özelliklerinin 

sağlanmadığı~ı birer örnek ile gösterelim. 

(29(-3)}9(-2)=(-12)8(-2)=24 

ve 

29((-3)9(-2)) = 296=12 

dir. 

29(-5+3)=29(-2)=-8 

ve 

29(-5)+293=-20+6=-14 

dır. 

(-2+1 )93=(-1 )83=-9 

ve 

(-2)93+1 93=-18+3=-15 

dır. 



2. EN KÜÇ~K KARTEZYEN GRUP ÜZERINDE 

PROJE~TIF DÜZLEMLER 

2.1. En Küçük Kartezyen Grup 

14 

5 in kalanlarından oluşan küme olmak üzere F5 

üzerinde +! ve işlemleri sırasıyla 5 modülüne göre toplama ve çarpma 

işlemleri iken; (Fs , +, ·) bir cisimdir. 

s= Fs X Fs= { (x, y) ı X, yE Fs} üzerinde EF> ve e işlemleri aşağıdaki 

biçimde tanımlanıyor. (Panella 1965; Kaya 1978; özcan 1988) 

! 

(a, b) Et> (c, d)= (a+c , b+d) 

(a,b)*(c,d) , b=O veya (bc-ad)2-2d
2

=0,1,4iken 

(a,b) e (c,d) = 
- (a,b) * (c,d) , diğer durumlarda 

Burada * işl~mi de 

(a.c , a.d) , b=O iken 

(a,b) * (q,d) = 
-1 2 

(a.c- b .d. (a - 2) , b. c- a.d) , b;ı:O iken 

ile belirli olsun. Böyle belirlenen (S, $, 8) sisteminin bir kartezyen grup 

olduğunu gösterelim. 

1) (S,$), birim elemanı (0,0) olan .bir değişmali gruptur. 

1) 'Va, b, c, de F5 için, 

(a,b) EB (c,d) = (a+c, b+d) E S olup işlem kapalıdır. 
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li) 'V a, b, c, de Fs için, 

(a,b) ~ (c,d) = (a,b) 

=> • (a+c, b+d) = (a,b) 

a+c = a \ c= O} (O O) 
b+d = b J => d = 0 => ı birim eleman 

lll) 'V a, b, c, de Fs için, 

(a,b) ~ (c,d) = (0,0) 

=> · (a+c, b+d) = (0,0) 

a+c = o \ c = -a \ 
b+d = 0 J => d= -b f => (-a,-b) ı (a,b) nin tersidir. 

lv)' 'V a, b, c, d,e, fe Fs için, 

(a,b) ~ ( (c,d)~(e,f))=(a,b)~(c+e, d+f) (~ nın tanımından) 

= (a+(C+e), b+(d+f)) (+ nın asos.) 

= ( (a+C)+e, (b+d)+f) 

= (a+c, b+d) ~ (e,f) 

= ((a,b) ~ (c,d)) ~ (e,f) 

olduğundan $ işlemi birleşmelidir. i), ii), iii), ve iv) den (S.~) bir gruptur. 

' 

Ayrıca 'V a, t>. c, de Fs için, 
ı 

(a,b) ~ :(c,d) = (a+c, b+d) 

= (c+a, d+b) 

= (c,d) ~ (a,b) 

(+ nın değişme öz.) 

olduğundan !~ işlemi değişmelidir. Dolayısıyla (S.~) değişmeli bir gruptur. 



16 

(S,8) nın özelliklerinin kolayca görülebilmesi için 8 işlemine ilişkin çizelgeyi 

verelim. Bu çizelgede kısalık sağlamak için her (x,y) e S elemanı için xy 

gösterimi k1UIIanılacaktır. örneğin i. satırın başındaki (a,b) ve j. sütununun 

başındaki (c,d) elemanları sırasıyla ab ve cd olarak yazılacak ve eğer 

(a,b)8(c,d}
1 = (u,v) ise bu eleman çizelgede i. satır ve j. sütunuda uv 

biçiminde gösterilecektir. 

e oo ot 02 o3 ,04 to tt t2 t3 t4 20 21 22 23 24 3o 3t 32 33 34 4o 41 42 43 44 
! 

0000000000~0000000000000000000000000000000000000000 

Ol 00 30 10 40 
1

20 Ol 21 14 44 31 02 33 42 12 23 03 32 43 13 22 04 24 ll 41 34 

02 oo 40 30 20 'to 02 43 22 32 t3 04 t4 3t 21 44 oı ll 34 24 4t o3 42 23 JJ t2 

03 oo 10 20 30 ~o o3 12 33 23 42 oı 4t 24 34 tl 04 44 21 3ı t4 02 n 32 22 43 

04 00 20 40 10 ı30 04 34 41 ll 24 03 22 13 43 32 02 23 12 42 33 Ol 31 44 14 21 

10 00 Ol 02 OJ 
1

04 10 ll 12 13 14 20 2t 22 23 24 30 Jt 32 33 34 40 41 42 43 44 

1 1 00 14 23 32 41 ll 30 21 43 03 22 31 10 Ol 42 33 13 04 40 24 44 02 12 34 20 

12 00 34 13 42 21 12 41 30 01 22 24 02 32 44 10 31 40 ll 23 03 43 33 04 20 14 

13 00 24 43 12 i31 13 23 04 30 44 21 10 41 33 03 34 02 22 14 40 42 ll 20 Ol 32 
! 

14 00 44 33 22 ll 14 02 42 24 30 23 43 04 !O 34 32 21 40 Ol 12 41 20 31 13 03 

20 00 02 04 Ol 03 20 22 24 21 23. 40 42 44 41 43 10 12 14 ll 13 30 32 34 31 33 

21 00 22 44 ll 133 21 04 32 40 12 42 30 03 24 14 13 41 31 02 20 34 43 10 23 Ol 

22 00 12 24 31 .43 22 40 03 14 34 44 23 30 13 Ol ll 04 42 20 32 33 21 41 02 10 
ı 

23 00 42 34 21 it3 23 31 ll 02 40 41 04 12 30 22 14 33 20 43 Ol 32 10 03 44 24 

24 00 32 t4 41 ~3 24 13 40 33 Ot 43 1 1 21 02 30 12 20 03 34 44 31 04 22 10 42 

30 00 03 Ol 04 62 30 33 31 34 32 10 t3 ll 14 12 40 43 41 44 42 20 23 21 24 22 

31 00 23 41 14 ~32 31 42 10 22 04 12 44 34 03 20 43 30 02 21 ll 24 Ol 33 40 13 

32 00 13 21 34 ~2 32 24 44 03 10 t4 Ol 43 20 33 41 22 30 12 04 23 40 02 ll 31 

33 00 43 31 24 it2 33 10 02 4t 21 ll 32 20 42 04 44 Ol 13 30 23 22 34 14 03 40 

34 00 33 11 44 j22 34 Ot 23 10 43 13 20 02 31 41 42 14 24 03 30 21 12 40 32 04 

40 00 04 03 02 !ol 40 44 43 42 41 30 34 33 32 31 20 24 23 22 21 10 14 13 12 ll 

41 00 ll 22 33 :44 4t 03 13 31 20 32 12 Ol 40 21 23 34 10 04 43 14 30 24 42 02 

42 00 31 12 43 24 42 32 Ol 20 ll 34 40. t4 22 02 21 03 33 41 10 13 44 30 04 23 

43 00 21 42 13 i34 43 14 20 04 33 31 03 23 ll 40 24 10 44 32 02 12 22 Ot 30 41 

44 00 41 32 23 ıt4 44 20 34 12 02 33 24 .40 04 13 22 42 Ol 10 31 ll 03 43 21 30 



2) (s- {(0,0)} e) sisteminin bir yarıgrup olduğunu gösterelim. 
1 

a, ~e S ~ {(0,0)} için, 

(l ex = ~. 

17 

denkleminin bıir tek xe S çözümü vardır. Çünkü, i. satırın başında bulunan bir 

' a elemanı ve yine aynı satırda bir kez görülen 13 elemanı verildiğinde eğer 

13. i. satır ve. j. sütunundaki bir eleman ise j. sütunun başındaki eleman 

(l 8X = ~ d~nkleminin bir tek XE S ÇÖZÜmüdür. Örneğin, 23ex=12 

denkleminin bir tek X= 22=(2,2)E S çözümü vardır. 

a, 13 e ~- {(0,0)} için, xea=l3 denkleminin bir tek xe S çözümünün 
ı 
! 

olduğunu, yukarıda satır ve sütunların rollerini değiştirerek söyleyebiliriz. 
ı 

! 

Her ae S için, 1 o e a.= ae1 0= a olduğu çizelgeden görülmektedir. 
! 

Dolayısıyla (~- {(0,0)}, e) birim elemanı (1 ,0) olan bir yarıgruptur. 

3) Her ae S ipin 

ooea= ~eO O= oo. 

olduğu yine çlzelgeden görülmektedir. 
. ' 

i 

4) a, 13. y, ÖEj: S ve a:;el3 için, 

ı 

denkleminin ~ üzerinde bir tek çözümünün olduğunu çizelgeden görebilmek 

için bu ifadeyi, (S,Ef>) nın grup özelliklerinden, 

(aex)- (~ = ıı 

biçiminde ya~alım. Çizelgede, a ve 13 nın bulunduğu satırlarda olup aynı 

! 

sütunda buluryan eleman çiftlerinin farkı J1. olan sütun bir tek tanedir. Çünkü 

bu farklar he~ sütun için farklı elemanlar vermektedir. Bu sütunun başında 
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bulunan elemanda 

' 

aex €9 yf: pexeo 

denkleminin ;aranan tek çözümüdür. Bir örnek verelim: 

1 2E>xEB32 = 13E>x$41 
ı 

' 

denkleminin ibir tek X=33=(3,3)e S çözümü vardır. 

5) a, f3, y, Ôe S, a:;ef3 için, 

xE>aEBY,= 'Y 

xE>f3.$yıb ö 

sisteminin bi!r tek {x,y)e s2 
çözümünüll n olduğunu görebilmek için bu ifadeyi, 

(S,$) nın gr;up olma özelliğinden, 

(xE>a) _! (xE>f3) = y-ö = J.L 

ve 

Y = 'Y- (~E>a) 

biçiminde ya:zalım. 
ı 

aE>x$·)1 = f3E>x$Ö 
ı 

denkleminin! çözümünde satır sütunların rollerini değiştirerek 

(xE>a) -
1 

(xE>f3) = y-ö = J.L. 

denklemini~ bir tek xe S çözümünün olduğunu söyleyebiliriz. xe S 

bulunduktani sonra, (S,$) nın grup olması nedeniyle 

i 

y = 'Y - , (xE>a) 

eşitliği yardımıyla bir tek ye S hemen bulunabilir. Dolayısıyla 

xE>aEE>~ = 'Y 



sisteminin bilr tek (x,y)e S2 
çözümü mevcuttur. 

! 
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(S, $, 
1 

E>) sistemi çarpmanın komutatifliği, birleşimi yada toplama 
! 

üzerine da~ılması gibi standart özelliklerden hiç birini sağlamaz. Bu 

özelliklerin ~ağlanmadığını birer örnekle gösterelim. 

i 

41 824 f= 21 ve 24841 = 04 (Değişme özelliği yok). 

(12E>30i)E>42 = 31842 = 33 ve 128(30842) =12821=02 olduğundan 
ı 

birleşme özelliği yoktur. 

218(03$41) = 21844 = 01 ve (21803) $ (21841) = 11843 = 04 

olduğundan ~soldan dağılma özelliği yoktur. 

(31 $04)811 = 30®11 = 33 ve (31 811) $ (04811) = 42$34 = 21 

olduğundan sağdan dağılma özelliği yoktur. 

2.2. P2s fiin Inşaası 

(25.Merteb~den bir projektif düzlernin inşaası) 
ı 

Düzlernin Noktalar Kümesi N: 
i 

625 'afin' nokta (x,y), (x,yE S) 

25 'ldeal' nokta (m), (mE S) 

1 ~ideal' nokta (oo) 

Düzlernin Doğrular Kümesi :0: 

625 , 'afin' doğru y=mE>xEf>k, (m, kES) 

25 'afin' doğru X=A ' (A E S) 

1 'ideal' doğru [ooJ 

Üzerinde Bu:lunma Bağıntısı o: 

(m) ideal ıiıoktası y=mE>xEf>k, (her kES için) doğrusu ve [oo]doğrusu 
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üzerindedir. (oo) ideal noktası X=A , ('\/A.e S için) doğruları ve [oo] do~rusu 

üzerindedir. 

(x,y) afin noktası y=mE>xEBık, (V m,ke S) doğrusu üzerindedir ve (x,y) 

afin noktası X=A, (A.e S) do~rusu üzerindedir. 

Yani; 

(x,y) o [ıiı,k] <=> y=m8xEJ3ık 

ve 

(x,y) o [li.] <=> x=A. eşitlikleri geçerlidir. 
! 

(x,y) afin noktası [oo] do~rusu üzerinde değildir. 

ı 

N noktalar kpmesi, D do~rular kümesi ve o üzerinde bulunma ba~ıntısı 

iken (N, D, q) sisteminin bir projektif düzlem olduğunu gösterelim. 

p 1) 

P1 = (x1, iy1) ve P2 = (x2, y2) iki farklı nokta olsun. 

E~er P1 ve , P2 den geçen bir tek x = x1 doğrusu 

ı 

vardır. x1 =X~ iken Y1 "* Y2 oldu~undan P1 ve P2 den y = mE>xEBık şeklinde bir 

doğru geçe1111ez. Eğer P 1 ve P 2 den x1 = x2 iken y = m8xEJ3ık şeklinde bir 

do~ru geçseydi (x1, y1) ve (x1, y2) noktaları bu denklemi sa~larlardı. 

Yani, 

olup P 1 "# P 2 ile çelişir. 

Eğer x1 "# x2 :ise P1 ve P2 bir y = mE>xEek doğrusu üzerindedirler. 
: 
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Yani, 

sisteminin bir tek [m,k] çözümü vardır. Dolayısıyla (x1, y1) ve (x2, y2) 

noktalarındar!l bir tek doğru geçer. Çünkü x1:f:x2 olduğundan x =A şeklinde 

bir doğru P 1 ~e P 2 den geçemez. 

P2) 

denkleminin bir tek x çözümü olduğundan y de tek olarak bulunabilir. 

Dolayısıyla, 

y = m1 8xE17k1 

doğrularının ,bir tek (x,y) ortak noktaları vardır. X=A şeklindeki doğrularda 
i 

i 

sadece (oo) ideal ortak noktasına sahip olduklarından bu şekildeki iki 

' 

doğrunun ar~kesiti bir tek (oo) noktasıdır. 

P3) 

Her hangi üçü doğrudaş olmayan dört nokta ise daima bulunabilir. 

örneğin 0= ((0,0), (0,0)), I= ((1,0), (1,0)), X = ((0,0)), y = (oo) noktalarının 

herhangi üçü doğrudaş değildir. 

Dolayısıyla (N, :0, o) sistemi bir projektif düzlemdir. 
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2.3. P2S nin Düzgün Dörtgenlerı 

önerme • 2.3.1. 

651.650.625.576 nin düzgün dörtgenlerinin sayısı 
4! 

dır. 

Ispat: eu düzlernin bir ABCD dörtgeninin kaç farklı şekilde 

seçilebileceğini göstermek gerekir. Bu dörtgenin ilk noktası olan A noktası 

düzlernin 651 noktasından biri olarak seçilebilir. 
! 

B noktası A n9ktası ndan farklı olacağı ndan 

B ise kalan 6~0 nokta içinden seçilebilir. 

Dörtgenin C npktası AB doğrusu üzerinde 

olmayacağındq.n ve AB üzerinde 26 nokta 

bulunduğundan C noktası 651-26 = 625 

farklı şekilde seçilebilir. Dörtgenin sonuncu 

noktası olan O noktası, D <f AB, D~ AC , 

D~ BC özelliğinde olması gerektiğinden 

ve bu üç doğrunun yani, AB, BC, AC 
AB 

doğruları üzerinde toplam 2B+25+24=75 farklı nokta mevcut olduğundan, 

D noktası 651-75 = 576 farklı şekilde seçilebilir. Ancak her hangi bir A'B'C'D' 

dörtgeninin kendi üzerine permütasyonları sayısı 4! kadar olduğundan dolayı 

P 2 S nin düzgün dörtgenlerinin sayısı 

dir. 

ı 

651.650.625.576 
4! 

2.4. P2S nın Kolinasyonları 

S üzerin~e tanımianın ED işlemi yardımıyla tanımlayabileceğimiz fa 

dönüşümünü , gözönüne alalım. 
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fa: (x, y) -~ (x, y E9 a) , (a e S) fa: [m, k] -~ [m, k EB a] 

(m) (m) [A.]-~[A.] 

(oo) -4 (oo) (oo]-~(oo] 

((S, E9) grup olduğundan) 

dir. 

Şimdi (x~ 'Yo) noktasının y =m e X EB k doğrusu üzerinde olduğunu 

kabul edelim. O zaman, 

y o = m e X o E9 k d ır. 

Eşitliğin her iki yanına a ilave edelim. 

y
0 

E9a =(m e x
0 

E9 k) E9 a (Toplama asosyatif olduğundan) 

y 0 E9 a = m e x0 E9 ( k E9 a ) 

=> (xo 'Yo E9 :a) noktası y = m e X EB (k EB a) doğrusu üzerindedir. 

Eğer (x
0

, y
0

) X=A doğrusu üzerinde ise (x
0 

, Yo EB a) noktasıda X=A doğrusu 

üzerindedir. Dolayısıyla fa dönüşümü 

fa: (m)~ (m) ve (oo) ~ (oo) olur. 

Kolinasyonlarla geçişkenlik arasındaki ilişki gözönüne alınarak aşağıdaki 

sonuç verilebilıir. 
' 
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Sonuç: 2.4.1 P2S ((oo), [oo]) - geçişkendir. 

2.5. P2S NiNj ALT DÜZLEMLERi 

Bir Fano düzletni birçok projektif düzlemlerin alt projektif düzlemleri olarak da 

ortaya çıkar. i Bir projektif düzlemdeki Fano altdüzlemleri bu projektif 

düzlernin geometrik yapısının da belirlenmesinde önemli rol oynar. (Çiftçi-
! 

Kaya 1990, Kirkpatrick, 1971 ). 

2.5.1. P2S nin 2. Mertebeden Bazı Alt Düzlemlerı 

P 2S nin 2. mertebeden altdüzlemlerini araştırırken, ilgili tam dörtgenler 

aşağıdaki şartları sağlayacak şekilde seçilmiştir. 

0=((0,0),(0,0)), 1=((1 ,0),(1 ,O)), X=((O,O)) ve P=((O,O),(a,b)) her hangi 

ÜÇÜ doğrudaş olmayan dört nokta olsun. 
ı 

Bu durumda P=((O,O),(a,b)) de a=b=O ise P=O olup OIXP bir düzgün 
ı 
ı 

dörtgen oluşturmaz. Eğer P=((O,O),(a,b)) de a=1, b=O ise P=((0,0),(1 ,O)) 

olduğundan I,X ve P noktaları doğrudaş olacağı için yine OIXP bir düzgün 
i 

dörtgen oluşturmaz. Diğer bütün durumlarda OIXP bir düzgün dörtgen 

olduğundan bu dörtgenlerin tamamlanmışları olan konfigurasyonların 

hangilerinin birer Fano düzlemi olduğunu, hangilerinin birer Fano düzlemi 

olmadığını P=((O,O),(a,b)) deki a ve b nin diğer seçilişlerine göre inceleyelim. 

önerme : 2.5.1.1. P2S de P=((O,O),(a,b)} olmak üzere ae {2,3,4} ve 

b=O iken OIXP dörtgenlerinin tamamlanmışları birer Fano düzlemi değildir. 

ispat: ispat boyunca noktalar ve doğrular Şekil 2.5.1.1 deki konumda 

olsun. 
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L 

Şekil 2.5.1.1. 

I.Hal: Eğer a=2, b=O ise P=((0,0),(2,0)) olup; 

QP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)] , PX = [(0,0),(2,0)] dır. 

OPAIX = [(O,QI)] 1\ [(0,0),(1,0)] = (X, y) ~ X=(O,O) 

y=(O,O) E>x $ (1,0) => y =(1,0) 

=> OPA IX = ((0,0), (1,0)) = l dir. 

OIAPX = [(1,0),(0,0)] 1\ [(0,0),(2,0) ]= (x,y) ~ Y= (1,0) E>x => y=x 

Y=(O,O) E>x$(2,0) => y=(2,0)=X 

OIAPX = M = ((2,0),(2,0)) dır. 

PI = ((0,0),(2,.0))v((1,0),(1,0))=[m,k]~(2,0) = mE>(O~O)$k ·ı k= (2 O) = (4 O) 
(1,0) = mE>(1,0)$(2,0) 1 => ' 1 m 1 

olduğundan PI = [(4,0),(2,0)] dır. 
ı 

PIAOX = [(4,0),(2,0)] 1\ [(0,0),(0,0)] = (x,y) ~ Y=(O,O) } => X=(2 O) 
Y=(4,0)E>X$(2,0) ' 

PIAOX .=N=((2,0),(0,0)) dır. 

OIXP ni!n tamamlanmışı olan konfigurasyonda L, M ve N noktaları 

doğrudaş ise ,buna bir Fano düzlemi denir. 
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LN=((0,0),(1 ,0)) v ((2,0),(0,0)) = [m,k]<=} (1,0)= me(O,O)Eflk }==> k=(1,0) 
(0,0)= me(2,0)Eflk m=(2,0) 

dır. 

=> LN = [(2,0),(1 ,0)] dır. 

Varsayalım ki MoLN olsun. 

IVbLN <:;:.}((2,0),(2,0)) o [(2,0),(1 ,0)] <:;:.} (2,0)= (2,0)8(2,0)<:9(1 ,0) 

<:;:.} (2,0) = (0,0) 

olup bu bir çelişkidir. Dolayısıyla L, M ve N noktaları doğrudaş olmadığından 
ı 

OIXP dörtgeninin tamamlanmışı olan konfigurasyon Fano düzlemi değildir. 

II.Hal: Eğer a = 3, b= o ise P = ((0,0),(3,0)) olup, 

OP=[(O,O)] , OX=[(O,O),(O,O)] , IX=[(0,0),(1 ,0)] PX=[(0,0),(3,0}], 

01=[(1 ,0),(0,0)] dır. 

OPAIX = L =((0,0),(1 ,0)) dır. 

01APX=((1 ,0 1),(0,0)]A ((0,0),(3,0) = (x,y) <:;:.} Y=(1 ,O)exEEı(O,O) }==> Y=X=(3,0) 
Y=(O,O)exEEı(3,0) 

01APX=M=((~,0),(3,0)) dır. 
ı 

PI=((0,0),(3,0)) v ({1 ,0},{1 ,O)) = [m,k] <:;:.}(3,0)= me (0,0) EEl k }==> k =(3,0) 
(1 ,0)= me (1,0) EEl k) m =(3,0) 

olduğundan PI = [(3,0},(3,0}] dır. 

PIAOX = ({3,0),(3,0)] A ((0,0},(0,0)] = (x,y) <:;:.} y = (0,0) 

y = (3,0)E>xE9(3,0)=> x=(4,0) 

=> PIAOX = N= ((4,0),(0,0}) dır. 

L, M ve N nin doğrudaş olabilmeleri için NoLM olmalıdır. 

LM=((0,0),(1 ,O)) v ((3,0),(3,0}) = [m,k]<=}(1 ,0)= me (0,0) EEl k }==> k =(1 ,O) 
. (3,0)= me (3,0) EEl k) m =(4,0) 

olduğundan LM = [(4,0), (1 ,O)] dır. 
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NoLM <=> {(4:,0),(0,0)} o [(4,0),(1 ,0)] <=> (0,0) = (4,0)8(4,0) 9 (1 ,0) 

<=> (0,0) = (2,0) 

olup (0,0):;t:(2,0) olduğundan N~LM 

tamamlanmışı bir Fano düzlemi değildir. 

dir. Dolayısıyla OIXP dörtgeninin 

III.Hal: Eğer a = 4, b = O ise P ={(0,0), (4,0)) olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1 ,0)], PX = [(0,0),(4,0)], 

Ol = [(1 ,0),(0,0)] dır. 

OPAIX = L =; {(0,0),(1 ,0)) dır. 

OIAPX = [(1 ,0),(0,0)] 1\ [(0,0),(4,0)]<=>Y= (1 ,0) e X E9 (0,0) } => y =X= (4,0) 
Y= (0,0) e X $ (4,0) 

OIAPX = M::;: {(4,0),(4,0)) dır. 

Pl = {(0,0),(4,0)} v {(1 ,0),(1 ,0)) = [m,k]<=>(4,0) = me(O,O)$k }ı=> k= (4,0) 
ı (1,0) = me(1,0)$k m= (2,0) 

olduğundan 1 Pl = [{2,0),(4,0)] dır. 

Pı,....ox = N =f ((3,0),(0,0)} bulunur. 
ı ' 

L, M ve N nbktalarının doğrudaş olabilmeleri için NoLM olmalıdır. 

LM = [(2,0),(1 ,O)] bulunur. 

NoLM <=> ((3,0),(0,0)} o [{2,0),(1,0)] <=> (0,0) = (2,0) E> (3,0) 9 (1,0) 

<=> (0,0) = (2,0) 

olup, (O,O):;t:(2,0) olduğundan N~LM dir.Yani OIXP dörtgeninin tamamlanmışı 

olan konfiguırasyon bir Fano düzlemi değildir. 

önerniıe 2.5.1.2: P2S de P=((O,O),(a,b)) olmak üzere a=O ve 

be {1,2,3,4}' iken OIXP dörtgenlerinin tamamlanmışları birer Fano düzlemi 

oluştururlar. 
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Ispat: Ispat boyunca noktalar ve doğrular Şekil 2.5.1.2 deki konumda 

olsun. 
L 

o 
Şekli 

I.Hal: Eğer a=O, b=1 ise P = ((0,0),(0,1 )) olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)]. IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(0,1 )], 

Ol = [(1,0),(0,0)] dır. 

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dır. 

OIAPX =((1,Q),(O,O)]A[(0,0),(0,·1)]= (~. y) ~Y=(1,0)9xE9(0,0) }=>Y=X=(0,1) 
y = (O,O) e x c:a (0,1) 

=> OIAPX =M= ((0,1 ),(0,1 )) dir. 

PI=((0,0),(0,1 ))v((1,0),(1,0))= [m,k]~(0,1) = mE>(O,O)E9k} k= (O 1) = (1 4) 
• (1,0) = m9(1 10)E9k => 1 ve m 1 

olduğundan PI = ((1, 4) 1 (0,1 )] dir. 

PIAOX = [(1,4) 1 (0 1 1)] "' [(0,0)~(0~0)] = (X1 y) ~ y = (O~ O) 

X = (2 1 2) 

PIAOX = ((2~2) 1 (0,0)) = N dir. 

L, M ve N noktalarının doğrudaş olabilmeleri için NoLM olmalıdır. 

LM = {(0,0),(1,0)} v {(0,1 ),(0,1 )} = [m, k] ~{1~0) = m9(0,0)®k} => k= (1,0} 
(0 11) = m9(0,1)E9k ve m= (4,4) 
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olduğundan LM = [(4, 4),(1 ,0)] dır. 

NoLM <=> ((2,0),(0,0)) o [(4,4),(1 ,0)] <=> (0,0) = (4,4) E> (2,0) EB (1 ,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 

olduğundan' L, M, N noktaları doğrudaştır. Yani OIXP dörtgeninin 

tamamlanmışı bir Fano düzlemidir, bu düzlam F1 ile gösterilir. 

II.Hal: Eğer a=O, b=2 ise P = ((0,0),(0,2)) olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0)], IX = [(0,0),(1 ,0)], PX=[(0,0),(0,2)], 
1 

Ol = [(1 ,0),(0,0)] dır. 

OPAIX = L =: ((0,0),(1 ,0)) dır. 

OIAPX= [(1 ,0),(0,0)] A [(0,0),(0,2)]= (X, Y) <=>~: ~~:~~:~:~~:~~ } ~ x = y = (0,2) 

~IAPX =M= ((0,2),(0,2)) dir. 

PI = ((0,0),(0,2)) v ((1 ,0),(1 ,0)) = <=> (0,2) = m9(0,0)$k} ~k= (0,2) ve 

1 

(1 ,O) = m9(1 ,O)Et>k m= (1 ,3) 

olduğundan PI = [(1 ,3),(0,2)]' dir. 

PIAOX = [(1 ~3),(0,2)] A [(0,0),(0,0)] = (x, y) <=> y = (0,0), X = (2,4) 

PIAOX= N= ((2,4),(0,0)) dır. 

L, M ve N noktalarının doğrudaş olabilmeleri için NoLM olmalıdır. O 

halde 

LM=((0,0),(1,0)) V ((0,2), (0,2)) = [m,k] <=>(1,0)=m9(0,0)$k}~k=(1,0) 
(0,2) = m9(0,2)$k m= (4,3) 

olduğundan LM = [(4,3),(1 ,0)] dır. 

NoLM <=> ((2,,4),(0,0)) o [(4,3),(1 ,0)] <=> (0,0) = (4,3)8(2,4) $1 ,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 

olup köşegen noktaları doğrudaş olduğundan OIXP dörtgeninin 



tamamlanmışı bir Fano düzlemidir, bu düzlem F2 ile gösterilir. 

lll.Hal: Eğer a=O, b=3 ise P = ((0,0),(0,3)} olup; 

OP = [(0,0)],' OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)], PX = [(0,0),(0,3)], 

Ol = [(1,0),(0,0)] dır. 

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dır. 

OIAPX = [(1,0),(0,0)] " [(0,0),(0,3)] = (x,y) <=!> x = y = (0,3) 

=> OIAPX = ~ = ((0,3),(0,3)) dür. 

PI = ((0,0),(0,3)) v ((1,0),(1,0}) = [m,k] <=!>k= (0,3) ve m= (1,2} 

olduğundan PI = [(1,2),(0,3)] doğrusudur. 

PIAOX = [(1 12),(0,3)] " [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=!> y = (0,0) ve x = (2,1) 

dolayısıyla IPIAOX =N= ((2,1 },(0,0)) dır. 
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OIXP dörtgeninin tamamlanmışının Fano düzlemi olabilmesi için L, M, N 

köşegen nok,taları doğrudaş olması gerektiğinden MoLN olmalıdır. O halde 

LN = ((0,0},(1,0)) v ((2,1 ),(0,0}) = [m,k] <=!>k= (1,0}, m = (4,2) 

olduğundan LN = [(4,2),(1,0)] dır. 

MoLN <=!> ((0,3),(0,3)) o [(4,2),(1,0)] <=!> (0,3) = (4,2)8(0,3) Et> (1,0) 

<=!> (0,0) = (0,0) 

olup köşegen noktalar doğrudaş olduğundan OIXP dörtgeninin tamamlanmışı 

olan konfiguırasyon bir Fano düzlemidir, bu düzlem F3 ile gösterilir. 

IV. Hal: Eğ1er a=O, b=4 ise P=((0,0),(0,4)) olup; 

OP = [(0,0)],' OX = [(0,0},(0, 0)], IX = [(0,0),(1,0}], 

Ol = [(1 ,0),(0,0)] dır. 

PX = [(0,0),(0,4)], 



OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) ilk köşegen noktasıdır. 

OIAPX = [(1,0),(0,0)] " [(0,0),(0,4)] = (x,y) <=> y = x = (0,4) 

~ OIAPX =M.= ((0,4),{0,4)) ikinci köşegen noktasıdır. 

PIAOX = N üçüncü köşegen nokta olacağından 

Pl = ((0,0),(0.4)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] <=>k= (0,4}, m = (1,1} 

olduğundan Pl = [(1,1 },(0,4)] dür. 

PIAOX = [(1,1 ),(0,4)] " [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=> y = {0,0), x = (2,3) 

dolayısıyla . PIAOX = N= ({2,3),(0,0)) üçüncü köşegen noktasıdır. 

L, M, N köşegen noktaları doğrudaş ise NoLM olmalıdır. 

LM = ((0,0),(1,0)) v ((0,4),(0.4)) = [m,k] <=>k= (1,0) ve m = (4,1) 

olduğundan LM = [(4,1 ),(1,0)] dır. 

NoLM <=> ((2,3),(0,0)) o [(4,1 ),(1,0)] <=> (0,0) = (4,1 )8 (2,3) $ (1,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 
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olduğundan köşegen noktaları doğrudaş, dolayısıyla OIXP dörtgeninin 

tamamlanmaşı olan konfigurasyon bir Fano düzlemidir, bu düzlem F4 ile 

gösterilir. 

önerme 2.5.1.3: P2S de P = ((O,O),(a,b)) olmak üzere 

a, bE {1,2,3.4} iken OIXP dörtgenlerinin tamamlanmışları birer Fano düzlemi 

oluştururlar. 

fs pat: Ispat boyunca noktalar ve doğrular Şekil 2.5.1.3 deki konumda. 

olsun. 



L 

X 
Şekli 2.5.1.3. 

I.Hal: Eğer a=b=1 ise P = ((0,0),(1, 1 )} olup; 

oP = [(o,om ox = [(O,o),(O,O)]. 

Ol = [(1 ,0),(0,0)] dır. 

OPAIX = L = ((0,0),(1 ,0)} dır. 

IX = [(0,0),(1 ,0)], PX = [(0,0),(1, 1 )], 

OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(1, 1)] = (x, y) ~ x = y = (1, 1) 

=> OIAPX = ((1, 1 ),(1, 1 )} = M dir. 

PI = ((0,0),('1, 1 )} V ((1 ,0),(1 ,0)} = [m,k] ~ k = (1, 1 ), m = (0,4) 

olduğundan PI = [(0,4),(1, 1 )] dir. 

PIAOX = [(0,4),(1, 1 )] A [(0,0),(0,0)] = (x, y) ~ y = (0,0), x = (4,2) 

PIAOX = N = ((4,2),(0,0)} dır. 

L, M ve N köşegen noktaları doğrudaş ise NoLM olmalıdır. 

LM = ((0,0),(1,0)} V ((1,1),(1,1)} == [m,k] <=>k= (1,0), m= (3,4) 

olduğundan LM = [(3,4),(1 ,0)] dır. 
i 

NoLM ~ ((4,2),(0,0)} o [(3,4),(1 ,0)] ~ (0,0) = (3,4)8(4,2) 9 (1 ,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 
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olup köşegen noktalar doğrudaş olduğundan OIXP dörtgeninin tamamlanmışı 

olan konfigurasyon bir Fano düzlemidir, bu düzlem F5 ile gösterilir. 
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a=b=2 ise P = ((0,0),(2,2)) olup; II.Hal: Eğer 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1 ,0)], PX = [(0,0),(2,2)], 

Ol = [(1 ,0),(0,0)] dır. 
ı 

OPAIX = L = ((0,0),(1 ,0)) dır. 

OIAPX = [(1 ,0),(0,0)] 1\ [(0,0),(2,2)] = (x,y) <==> x = y = (2,2) 

=> OIAPX = M= ((2,2),(2,2)) dir. 

PI = ((0,0),(2,2)) v ((1 ,0),(1 ,O)) = [m,k] <=:>k= (2,2) ve m = (4,3) 

olduğundan PI = [(4,3),(2,2)] dir. 

PIAOX = [(4,3),(2,2)] " [(0,0),(0,0)] = (x,y) <==> y = (0,0), X = (1 ,4) 

PIAOX = ((1 ,4),(0,0)) = N dir. 

L, M, N köşegen noktaları doğrudaş ise NoLM olmalıdır. 

LM = ((0,0),(1 ,0)) v ((2,2),(2,2)) = [m,k] <=:>k = (1 ,0), m = (2,3) 

olduğundan LM = [(2,3),(1,0)] dır. 

NoLM <=:> ((1,4),(0,0)) o [(2,3),(1,0)] <=:> (0,0) = (2,3) E> (1 ,4) E9 (1 ,0) 

<==> (0,0) = (0,0) 

olup L, M, N köşegen noktaları doğrudaş olduğundan OIXP dörtgeninin 

tamamlanmışı olan konfigurasyon bir Fano düzlemidir, bu düzlem F6 ile 

gösterilir. 

III.Hal: Eğer a=b=3 ise P = ((0,0),(3,3)) olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)]. IX = [(0,0),(1 ,0)], PX = [(0,0),(3,3)], 

Ol = [(1,0),(0,0)] dır. 

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dır. 

OIAPX = [(1,0),(0,0)] 1\ [(0,0),(3,3)] = (x,y) <=:>X = y = (3,3) 

=> OIAPX = M = ((3,3),(3,3)) dür. 

PI = ((0,0),(3,3)) v ((1 ,0),(1,0)) = [m,k] <=:>k= (3,3) ve m= (3,2) 



olduğundan PI = [(3,2),(3,3)] dür. 

PIAOX = [(3,2),(3,3)] " [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=> y = (0,0), x = (3, 1) 

PIAOX = N = {(3, 1 ),(0,0)} dır. 
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L, M, N köşegen noktalarının doğrudaş olabilmesi için MoLN olmalıdır. 

LN = {(0,0),(1 ,O)} v {(3, 1 ),(0,0)} = [m,k] <=>k= (1 ,0) ve m = (1 ,2) 

olduğundan LN = [(1 ,2),(1 ,0)] dır. 

M>LN <=> {(3,.3),(3,3)} o [(1,2),(1,0)] <=> (3,3) = (1,2) 8 (3,3) Ef> (1,0) 

<=> (3,3) = (3,3) 

olup köşegen noktalar doğrudaş olduğundan OIXP dörtgeninin 

tamamlanmaşı bir Fano düzlemidir, bu düzlem F7 ile gösterilir. 

IV.Hal: Eğer a=b=4 ise P = {(0,0),(4,4)} olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)]. PX = [(0,0),(4,4)], 

Ol = [(1,0),(0,0)] dır. 

OPAIX = L = ((0,0),(1 ,0)} dır. 

OIAPX = M = ((4,4),(4,4)) dür .. 

Pl = {(0,0),(4,4)} v ((1 ,0),(1,0)} = [m,k] <=>k= (4,4), m = (2, 1) 

olduğundan PI = [(2,1 ),(4,4)] dür. 

PIAOX = [(2,11 ),(4,4)] " [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=> y = (0,0), x = (0,3) 

PIAOX = N = ((0,3),(0,0)) dır. 

L, M, N köşegen noktaları doğrudaş ise NoLM olmalıdır. 

LM = {(0,0),(1,0)} v {(4.4).(4.4)} = [m,k] <=>k= (1 ,0) ve m = (O, 1) 

olduğundan LM = [(0,1 ),(1,0)] dır. 

NoLM <=> ((0,3),(0,0)) o [(0,1 ),(1,0)] <=> (0,0) = (0, 1) 8 (0,3) Ef> (1,0) 

Ç:> (0,0) = (0,0) 
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olup OIXP nin tamamlanmışı bir Fano düzlemidir, bu düzlem F8 ile gösterilir. 

V. Hal: Eğer a=1 ve b=2 ise P = ({0,0),{1,2)) olup; 

OP = [{0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0},(1,0)], PX = [(0,0},(1,2)], 

Ol = [(1,0),(0,0)] dır. 

OPAIX = ((o;o),(1,0)) = L dir. 

OIAPX = [(1,0),(0,0)] A [(0,0),(1,2)] = (x,y) <=> y = X = (1,2) 

=> OIAPX = M = ((1,2),(1,2)) dir. 

Pl = ((0,0),(1,2)) v ((1,0),(1,0)) = [m,k] <=>k = (1,2}, m = (0,3) 

olduğundan PI = [(0,3),(1,2)] dir. 

PIAOX = [(0,3},{1,2)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=> y = (0,0), x = (4,4) 

PIAOX = ((4,4),(0,0)) = N dir. 

L, M, N köşegen noktaları doğrudaş ise NoLM olmalıdır. 

LM = ((0,0),(1,0)) V ((1,2),(1,2)) = [m,k] <=>k= (1,0), m = (3,3) 

olduğundan LM = [(3,3),(1,0)] dır. 

NoLM <=> (0,0) = (3,3) E> (4,4) EE> (1,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 

olup köşegen noktalar doğrudaş olduğundan OIXP dörtgenlerinin 

tamamlanmıŞı bir Fano düzlemidir ve F9 ile gösterilir. 

VI. Hal: Eğer a=1 ve b=3 ise P = ((0,0),(1,3)) 

OP = [(0,0)], OX =[(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)]. 

Ol = [(1,0),(0,0)] dir. 

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)) dır. 

OIAPX = M ((1,3),(1,3)) dür. 

olup; 

PX = [(0,0},(1,3)], 

Pl = ((0,0),(1,3)) V ((1,0),(1,0)) = [m,k] <=>k = (1,3), m = (0,2) 

olduğundan PI = [(0,2),(1,3)] dür. 



PIAOX = [(0,2),(1 ,3)] "' [(0,0),(0,0)] = (x,y) <::=!> y = (0,0), x = (4, 1) 

:::) PIAOX = ,((4, 1 ),(0,0)} = N dir. 

L, M, N köşegen noktalarının doğrudaş olması için NoLM olmalıdır. 

Buradan 

LM = [(3,2),(1 ,O)] bulunur. 

NoLM <::=!> ((4, 1 ),(0,0)} o [(3,2),(1 ,0)] <::=!> (0,0) = (3,2) E> (4, 1) EB (1 ,0) 

<::=!> (0,0) = (0,0) 
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olup OIXP dörtgeninin tamamlanmışı bir Fano düzlemidir ve F10 ile gösterilir. 

VII. Hal: Eğer a=1 ve b=4 ise P=((0,0),(1,4)) olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1 ,0)], PX = [(0,0),(1 ,4)], 

Ol = [(1,0),(0,0)] dır. 

OPAIX = L = ((0,0),(1,0)} dır. 

OIAPX =M= ((1 ,4),(1 ,4)} dür. 

PI = ((0,0),(1 ,4)} v ((1,0),(1 ,0)} = [m, k] <::=!>k= (1,4) ve m = (0,1) 

olduğundan PI = [(0,1 ),(1 A}] dir. 

PIAOX = [(0,1 ),(1 ,4)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <::=!> y = (0,0), x = (4,3) 

:::) PIAOX = ((4,3),(0,0)} = N dır. 

L, M, N köşegen noktal~rının doğrudaş olabilmesi için NoLM olmalıdır. 

Buradan, 

LM = ((0,0),(1,0)} v ((1,4),(1,4)} = [m,k] <::=!>k= (1,0), m= (3,1) 

olduğundan LM = [(3,1 ),(1 ,O)] bulunur. 

NoLM <::=!> ((4,3),(0,0)} o [(3,1 ),(1,0)] <::=!> (0,0) = (3,1 )E> (4,3) EB (1,0) 

<::=!> (0,0) = (0,0) 

olup OIXP dörtgeninin tanımlanmışı bir Fano düzlemidir ve F11 ile gösterilir. 



VIII. Hal: Eğer a=2 ve b=1 ise P = ((0,0),(2, 1)} olup; 

OP = [{0,0)], OX = [(0,0),{0,0)], IX = [(0,0),(1 ,0)], PX = [{0,0),{2, 1)] 

Ol = [(1 ,0),{0,0)] dır. 

OPAIX = L = ((0,0),(1 ,0)) ve OIAPX = M= ((2, 1 ),(2, 1 )) dir. 

PI = ((0,0),{2, 1 )) v ((1 ,0),(1 ,0)) = [m,k] <=>k= (2, 1) ve m= (4,4) 

olduğundan PI = [(4,4),(2, 1 )] dir. 

PIAOX = [(4,4),(2, 1)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=> y = (0,0), X = (1 ,2) 

=> PIAOX = N = ((1 ,2),(0,0)) dır. 
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Elde edilen konfigurasyonun Fano düzlemi olabilmesi için L, M ve N 

noktalarının doğrudaş olması gerektiğinden NoLM olmalıdır. Buradan 

LM = ((0,0),(1 ,0)) v ((1 ,2),(1 ,2)) = [m,k] <=>k = (1 ,0) m = (2,4) 

olduğundan LM = [(2,4),(1 ,O)] olarak bulunur. 

NoLM <=> ({1 ,2),(0,0)) o [(2,4),(1 ,0)] <=> (0,0) = (2,4)8 (1 ,2) $(1 ,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 

olup OIXP nin tamamlanmışı bir Fano düzlemidir, bu düzlem F12 ile gösterilir. 

IX. Hal: Eğer a=2 ve b=3 ise P = ((0,0),(2,3)) olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1 ,0)], PX = [(0,0),(2,3)] ve 

Ol = [(1 ,0),(0,0)] doğruları elde edilir. 

OPAIX = ((0,0),(1 ,O)) =L noktası birinci köşegen noktasıdır. 

OIAPX = ((2,3),(2,3)) = M noktasıda ikinci köşegen nokta olarak bulunur. 

PI = ((1 ,0),(1 ,O)) v ((0,0),(2,3)) = [m,k] <=>k = (2,3) ve m = (4,2) 

olduğundan PI = [(4,2),(2,3)] dür. 

PIAOX = (x,y) <=> y = (0,0) ve x = (1, 1) olacağından 

PIAOX = ((1, 1 ),(0,0)) = N üçüncü köşegen noktadır. 

L, M ve N noktaları eğer doğrudaş ise NoLM olmalıdır. Buradan, 
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LM = ((0,0),(1,0)} V ((2,3),(2,3)} = [m,k] <=>k= (1,0) m= (2,2) 

~ LM = [(2,2M1 ,O)] dır. 

NoLM <=> ((1,1 ),(0,0)} o [(2,2),(1,0)] <=> (0,0) = (2,2) e (1,1) EEl (1,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 

olduğundan OIXP dörtgeninin tamamlanmışı olan konfigurasyon bir Fano 

düzlemidir ve F13 ile gösterilir. 

X.Hal: Eğer a=2 ve b=4 ise P = ((0,0),(2,4)) olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1,0)]. PX = [(0,0),(2,4)] ve 

Ol = [(1,0),(0,0)] doğruları noktaların ikişer ikişer birleştirilmesiyle hemen 

elde edilebilir. Sonra 

OPAIX = ((0,0),(1,0)} = L arakesit noktası ve 

OIAPX = ((2,4),(2.4)) = M arakesit noktası bulunur. 

PI = ((0,0),(2.4)) v ( (1,0),(1 ,O)) = [m,k] <=> k = (2,4) ve m = (4,1) 

olduğundan PI = [(4,1 ),(2,4)] doğrusu bulunur. 

. ' 

PIAOX = [(4,1 ),(2,4)] " [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=> y = (0,0), x = (1,3) 

~ PIAOX = ((1,3),(0,0)) = N arakesit noktasıda elde edilir. 

Bu L, M ve N noktaları doğrudaş ise NoLM olmalıdır. Buradan, 

LM = ((0,0),(1,0)) v ((2,4),(2,4)) = [m,k] <=>k= (1,0) ve m = (2,1) 

olduğundan LM = [(2,1 ),(1,0)] olarak bulunur. 

NoLM <=> ((1,3),(0,0}) o [(2,1),(1,0)] <=> (0,0) = (2,1) e (1,3) EEl (1,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 

olduğundan elde edilen konfigurasyon bir Fano düzlemidir ve F14 ile 

gösterilir. 

Xl. Hal: Eğer a=3 ve b=1 ise P = ((0,0),(3,1 )) olup; 



OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1 ,0)], PX = [(0,0),(3, 1 )], 

Ol= [(1 ,0),(0,0)] doğruları elde edilir. Sonra 

OPAIX = ((0,0),(1 ,0)) = L ve OIAPX = ((3, 1 ).(3, 1 )) =M 

arakesit noktaları bulunur. 

PI = ( (0,0),(3, 1)) v ( (1 ,0),(1 ,o)) = [m,k] <=> k = (3, 1) ve m = (3,4) 

olduğundan PI = [(3,4),(3, 1 )] dir. 

PIAOX = [(3,4),(3, 1)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=> y = (0,0), X = (3,2) 

=> PIAOX = ((3,2),(0,0)) = N arakesit noktası elde edilir. 

Bu L, M ve N noktaları doğrudaş ise NoLM olmalıdır. Buradan, 

LM = ((0,0),(1 ,O)) v ((3, 1 ),(3, 1 )) = [m,k] <=>k= (1 ,O) ve m= (1 ,4) 

olduğundan LM = [(1 ,4),(1 ,O)] doğrusudur. 

NoLM <=> ((3,2),(0,0)) o [(1 ,4),(1 ,0)] <=> (0,0) = (1 ,4) 8 (3,2) E9 (1 ,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 
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olduğundan oluşturulan konfigurasyon bir Fano düzlemidir, bu düzlem F15 ile 

gösterilir. 

XII. Hal: Eğer a=3 ve b=2 ise P = ((0,0),(3,2)) olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1 ,0)]. PX = [(0,0),(3,2)], 

Ol = [(1 ,0),(0,0)] doğruları bulunur. Daha sonra 

OPAIX = ((0,0),(1 ,0)) = L ve OIAPX = ((3,2),(3,2)) = M 

arakesit noktaları elde edilir. 

PI = ((0,0),(3,2)) v ((1 ,0),(1 ,0)) = [m,k] <=>k= (3,2) ve m = (3,3) 

olduğundan PI = [(3,3),(3,2)] doğrusudur. 

PIAOX = [(3,3),(3,2)] A [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=> y = (0,0), X = (3,4) 

~ PIAOX = ((3,4),(0,0)) = N arakesit noktası elde edilir. 

Elde edilen L, M ve N noktalarının doğrudaş olabilmesi için NoLM 



olmalıdır. Buradan, 

LM = ((0,0),(1 ,o)) v ((3,2),(3,2)} = [m, k] <=>k= (1 ,O) ve m = (1 ,3) 

=> LM = [(1 ,3),(1 ,O)] doğrusudur. 

NoLM <=> ((3,4),(0,0)} o [(1 ,3),(1 ,0)] <=> (0,0) = (1 ,3) e (3,4) e (1 ,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 
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olduğundan köşegen noktaları doğrudaş olan bu konfigurasyon bir Fano 

düzlemidir ve F16 ile gösterilir. 

XIII. Hal: Eğer a=3 ve b=4 ise P = {(0,0),(3,4)} olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1 ,0)], PX = [(0,0),(3,4)], 

Ol = [(1 ,O), (0,0)] doğruları bulunur. Sonrada 

OPAIX = ((0,0),(1 ,0)) = L ve OIAPX = {(3,4),(3,4)) =M 

arakesit noktaları bulunur. 

PI = ((0,0),(3,4)) v ((1 ,0),(1 ,0)} = [m,k] <=>k = (3,4) ve m = (3, 1) 

olduğundan PI = [(3, 1 ),(3,4)] doğrusudur. 

PIAOX = [(3, 1 ),(3,4)] 1\ [(0,0),(,0,0)] ;, (x,y) <=> y = (0,0), X = (3,3) 

=> PIAOX = ((3,3),(0,0)) = N arakesit noktası elde edilir. 

Elde edilen bu L, M, N noktalarının doğrudaş olabilmeleri için NoLM 

olmalıdır. 

LM = ((0,0),(1,0)} v ((3,4),(3,4)) = [m,k] <=>k= (1,0) ve m= (1,1) 

=> LM = [(1, 1 ),(1 ,0)] doğrusudur. 

NoLM <=> ((3,3),(0,0)) o [(1,1),(1,0)] <=> (O,O) = (1,1) e (3,3) e (1,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 

olduğundan elde edilen konfigurasyon yine bir Fano dOzismidir ve F17 ile 

gösterilir. 



XIV. Hal: Eğer a=4 ve b=1 ise P = ((0,0),(4, 1 )) olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1 ,0)], PX = [(0,0),(4, 1 )], 

Ol = [(1 ,0),(0,0)] doğruları bulunur. Sonra 

OPAIX = ((0,0),(1 ,0)) = L ve OIAPX = ((4, 1 ),(4, 1)) = M 

arakesit noktaları bulunur. 

PI = ((0,0),(4, 1 )) v ((1 ,0),(1 ,O)) = [m,k] <=>k = (4, 1) ve m = (2,4) 

olduğundan PI = [(2,4),(4, 1 )] doğrusudur. 

PIAOX = [(2,4),(4, 1 )] " [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=> y = (0,0), x = (0,2) 

=> PIAOX = ((0,2),(0,0)) = N arakesit noktası bulunur. 

Bulunan bu L, M ve N noktaları doğrudaş ise NoLM olmalıdır. 

LM = ((0,0),(1 ,O)) v ((4, 1 ),(4, 1 )) = [m,k] <=>k= (1 ,O) ve m = (0,4) 

=> LM = [(0,4),(1 ,O)] doğrusudur. 

NoLM <=> ((0,2),(0,0)) o [(0,4),(1 ,0)] <=> (0,0) = (0,4) E> (0,2) $ (1 ,0) 

<=> (0,0) = (0,0) 
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olduğundan elde edilen konfi.gurasyon bir Fano düzlemidir, bu düzlam F18 ile 

gösterilir. 

XV. Hal: Eğer a=4 ve b=2 ise P = ((0,0),(4,2)) olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], IX = [(0,0),(1 ,0)], PX = [(0,0),(4,2)], 

Ol = [(1 ,0),(0,0)] doğruları bulunur. Sonra 

OPAIX = ((0,0),(1 ,0)) = L ve OIAPX = ((4,2),(4,2)) =M 

arakesit noktaları bulunur. 

PI = ((0,0),(4,2)) v ((1 ,0),(1 ,0)) = [m,k] <=>k= (4,2) ve m = (2,3) 

olduğundan PI = [(2,3),(4,2)] doğrusudur. 

PIAOX = [(2,3),(4,2)] " [(0,0),(0,0)] = (x,y) <=> y = (0,0), x = (0,4) 

=> PIAOX = ((0,4),(0,0)) = N arakesit noktası bulunur. 



Bulunan bu L, M ve N noktaları doğrudaş ise NoLM olmalıdır. 

LM = {(0,0),(1,0)) v {(4,2),(4,2)) = [m,k] ~k= (1,0) ve m = (0,3) 

:::) LM = [(0,3),(1,0)] doğrusudur. 

NoLM ~ {(0,4),(0,0)) o [(0,3},(1,0)] ~ (0,0) = (0,3) e (0,4) Ef> (1,0) 

~ (0,0) = (0,0) 
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olduğundan elde edilen konfigurasyon bir Fano düzlemidir, F19 ile gösterilir. 

XVI. Hal: Eğer a=4 ve b=3 ise P = {(0,0),(4,3)) olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0},(0,0)], IX = [(0,0),(1,0}], PX = [(0,0),(4,3)], 

Ol = [(1 ,0),(0,0)] doğruları bulunur. Sonra da 

OPAIX = {(0,0},(1,0}) = L ve OIAPX = {(4,3),(4,3)) =M 

arakesit noktaları bulunur. 

PI = {(0,0),(4,3)) v ((1 ,0},(1 ,O}) = [m,k] ~k= (4,3) ve m = (2,2} 

olduğundan PI = [(2,2},(4,3}] doğrusudur. 

PIAOX = [(2,2},(4,3)] 1\ [(0,0),(0,0}] = (x,y) ~ y = (0,0), x = (0, 1} 

:::) PIAOX = {(0,1 },(0,0)) = N arakesit noktası bulunur. 

Bulunan bu L, M ve N noktaları doğrudaş ise NoLM olmalıdır. O halde 

LM = {(0,0},(1,0)) v {(4,3),(4,3)) = [m,k] ~k= (1 ,O) ve m= (0,2) 

:::) LM = [(0,2},(1,0)] doğrusudur. 

NoLM ~ {(0, 1 ),(0,0)) o [(0,2),(1,0)] ~ (0,0} = (0,2} e (0, 1} Ef> (1 ,0) 

~ (0,0) = (0,0} 

olduğundan elde edilen konfigurasyon bir Fano düzlemidir, bu düzlam F20 ile 

gösterilir. 
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Sonuç. 2.5.1.4: 0= {(0,0),(0,0)), I= {(1,0),(1,0)), X = ((0,0)) ve 

P = {(O,O),{a,b)) olmak üzere 

1) bp;ı!:O Iken OIXP nin tamamlanmışı olan konfigurasyonlar birer Fano 

düzleml oluştururlar. (Bunların sayısı 20 tanedir.) 

ii) b=O ve a:;ı!:0,1 iken OIXP nin tamamlanmışı olan konfigurasyonlar 

birer Fano düzlemi değildir. (Bunların sayısı 3 tanedir.) 

Önerme 2.5.1.5: 0={(0,0),(0,0)), 1={(1,0),(1,0)), X=((O,O)) ve 

P={(a,b) , (c,d) ) olsun. a, b ikisi birlikte sıfır olmamak koşulu ile P o [(a,b)] 

olmak üzere a ve b nin değişik değerleri için aşağıdaki ifadeler geçerlidir: 

1) b=d:;ı!:O olmak üzere c=a+1 veya C=a+3 iken OIXP nin tamamlanmış ı 

olan konfigurasyonlar birer Fano düzlemidir. (Bunların sayısı 40 dır.) 

ll) i) koşulunun sağlanmadığı durumlarda OIXP nin tamamlanmışı olan 

konfigurasyonlar birer Fano düzlemi değildir. (Bunların sayısı 519 dır.) 

Ispat: i) ve ii) ifadelerinin geçerli oldukları tek tek hesap yapılarak 

gösterilir. Buna bir örnek verelim. 

Örnek 2.5.1.6: ·P=((0,1),(1,1)) ise a=O, b=1, C=1 ve d=1 

olduğundan b=d ve c=a+1 dir. Böylece yukarıdaki önermenin (i) şıkkının 

hipotezleri sağlanır. OIXP nin tamamlanmışı olan konfigurasyonunun 

doğruları: 

OP = [(4,1 ),(0,0)], PX = [(0,0),(1,1 )], Ol = [(1,0),(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], 

IX = [(0,0),(1,0)], PI = [(2,1 ),(4,4)] ve LM = [(1,3),(4,3)] dir. 

Noktalarda; O, I, X, P, L = {(3,2),(1 ,O)), M= ((1 ,1 ), (1, 1 )) ve N = ((0,3),(0,0)) 

dir. 

Diğer taraftan NoLM <=> {0,0) = (1 ,3) 8 (0,3) EB (4,3) olduğundan OIXP 

nin tamamlanmışı bir Fano düzlemidir. 



Sonuç 2.5.1. 7: O, I, X 

20+40=60 dır. 
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kapsayan Fano düzlemlerinin sayısı 

önerme 2.5.1.8: P = ((O,O),(a,b)) iken b:;t:O olmak üzere P 2S de 

OIXP nin tamamlanmışlarından elde edilen Fano düzlemlerinin her birine 

izomorf 24 farklı Fano düzlemi vardır. 

Ispat: P 2S de F1 1 F2 1 ••• IF20 Fano düzlemlerinin her birine izomorf 24 

farklı Fano düzlemi bulmak için (i = 1 ' 2 1 • • • 1 20) leri n 

(a E S - {(0,0)}) kolinasyonları altındaki görüntüleri olan Fi f Fano 
a 

düzlemlerinin her birinin en az bir farklı nokta içerdiğini göstermek yeterli 

olacaktır. Yani; 

fa 

F2o >F2ofo1 1 F2ofo2 1 ... 1 F2of44 

olmak üzere her Fi 1 ~ Fif 1 r *s (r 1 s E S- {(0~0)}) olduğu gösterilmelidir. 
r s 

Bunun için her bir Fi düzleminde bulunan I = ((1 ,0),(1 ,0)} noktasının fa 

kolinasyonu altındaki görüntüsünün her bir Fi f düzleminde farklı olduğunu 
a 

gösterelim. Her a E S- {(0,0)} için f kolinasyonu I noktasının sadece ikinci 
a 

bileşenine etki edeceğinden, her bir a E S- {(0,0)} için I noktasının f a 
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altındaki görüntüsü olan noktalar farklı olacaktır. Dolayısıyla her bir Fi f 
a 

düzleminde I noktasının görüntüsü farklı olacağından, her bir Fi Fano 

düzlemine izomorf 24 farklı Fi f Fano düzlemi vardır. 
a 

Öne rm e 2.5.1.9: P = ((O,O),(a,b)) iken b=O olmak üzere P 2S de 

OIXP dörtgenlerinin tamamlanınışı olan konfigurasyonlardan Fano 

Aksiyemunu sağlayanların her birine izomorf 24 farklı konfigurasyon vardır. 

Ispat: P 2S projektif düzleminin P noktası yukarıdaki koşul altında 

verildiğinde Fano aksiyemunu sağlayan yanlız 3 konfigurasyon mevcuttur. 

Önerme 2.5.1.8 in ispatındaki yolla bu konfigurasyonların f kolinasyonu 
a 

altındaki görüntüleri olan konfigurasyonların farklı olduğu görülür. 

Önerme 2.5.1.1 O: b:;t:O olmak üzere P = ((O,O),(a,b)) olsun. P 2S de 

(i= 1 , 2, ... , 20) Fano düzlemlerine izomorf olan f (ae S-{(0,0)}) 
a 

kolinasyonları altındaki görüntü düzlemleride birbirlerinden farklıdırlar. Yani; 

F.f :t:F.f ı r J s 
(i :;e j, i , j = 1 , 2 , ... , 20; r, s e S- {(0,0)}) 

sayısı 20.24 = 480 dir.) 

Ispat: F. lerin f kolinasyonları altındaki görüntüleri ve 
ı r 

dir, (bunların 

F. terin de 
J 

kolinasyonları altındaki görüntüleri tek tek hesaplanarak Fi f :;e F1. f r s 

olduğu görülür. 

Şimdi bunu bir örnekle açıklayalım. Örneğin; Çizelge 2.5.1.1 ve 

Çizelge 2.5.1 .2 deki Fano düzlemleri için dir. 
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Çlzelge 2.5.1.1. 

F1 ((0,0),(0,0)) ((1 ,0),(1 ,0)) ((0,0),(0, 1)) ((0,0),(1 ,0)) ((0,1),(0,1)) ((2,2),(0,0)) 

F1 f 01 
((0,0),(1 ,0)) ((1,0),(1,1)) ((0,0),(0,2)) ((0,0) ,(1 '1)) ((0,1),(0,2)) ((2,2),(0,1 )) 

F1 tm ((0,0),(0,2)) ((1 ,0),(1 ,2)) ((0,0),(0,3)) ((0,0),(1 ,2)) ((0, 1 ),(0,3)) ((2,2),(0,2)) 

F1 f m ((0,0),(0,3)) ((1,0),(1 ,3)) ((0,0),(0,4)) ((0,0),(1 ,3)) ((0,1),(0,4)) ((2,2),(0,3)) 

F1 f~ ((0,0),(0,4)) ((1 ,0),(1 ,4)) ((0,0),(0,0)) ((0,0),(1 ,4)) ((0, 1 ),(0,0)) ((2,2),(0,4)) 

F1 f 10 ((0,0),(1 ,0)) ((1 ,0),(2,0)) ((0,0),(1 '1 )) ((0,0),(2,0)) ((0,1),(1 ,1)) ((2,2),(1 ,0)) 

F1 f 11 ((0,0),(1, 1)) ((1,0),(2, 1)) ((0,0),(1,2)) ((0,0),(2, 1 )) ((0, 1 ),(1 ,2)) ((2,2),(1 '1)) 

F1 f 12 ((0,0),(1 ,2)) ((1 ,0),(2,2)) ((0,0),(1 ,3)) ((0,0),(2,2)) ((0, 1 ),(1 ,3)) ((2,2),(1 ,2)) 

F1 f 13 ((0,0),(1 ,3)) ((1 ,0),(2,3)) ((0,0),(1 ,4)) ((0,0),(2,3)) ((0,1),(1,4)) ((2,2),(1 ,3)) 

F1 f 14 ((0,0),(1 ,4)) ((1,0),(2,4)) ((0,0),(1 ,0)) ((0,0),(2,4)) ((0,1 ),(1,0)) ((2,2),(1 ,4)) 

F1 fa> ((0,0),(2,0)) ((1,0),(3,0)) ((0,0),(2, 1)) ((0,0),(3,0)) ((0,1),(2,1)) ((2,2),(2,0)) 

F1 t 21 ((0,0),(2, 1)) ((1 ,0),(3, 1 )) ((0,0),(2,2)) ((0,0),(3,1)) ((0,1),(2,2)) ((2,2),(2, 1 )) 

F1 t 22 ((0,0),(2,2)) ((1 ,0),(3,2)) ((0,0),(2,3)) ((0,0),(3,2)) ((0,1 ),(2,3)) ((2,2),(2,2)) 

F1 f Z3 ((0,0),(2,3)) ((1 ,0),(3,3)) ((0,0),(2,4)) ((0,0),(3,3)) ((0, 1 ),(2,4)) ((2,2),(2,3)) 

F1 f 34 ((0,0),(2,4)) ((1,0),(3,4)) ((0,0),(2,0)) ((0,0),(3,4)) ((0,1),(2,0)) ((2,2),(2,4)) 

F1 f3) ((0,0),(3,0)) ((1,0),(4,0)) ((0,0),(3,1)) ((0,0),(4,0)) ((0,1),(3,1)) ((2,2),(3,0)) 

F1 f 31 ((0,0),(3,1)) ((1,0),(4,1)) ((0,0),(3,2)) ((0,0),(4, 1)) ((0,1 ),(3,2)) ((2,2),(3, 1)) 

F1 faı ((0,0),(3,2)) ((1,0),(4,2)) ((0,0),(3,3)) ((0,0),(4,2)) ((0, 1 ),(3,3)) ((2,2),(3,2)) 

F1 f 33 ((0,0),(3,3)) ((1 ,0),(4,3)) ((0,0),(3,4)) ((0,0),(4,3)) ((0, 1 ),(3,4)) ((2,2),(3,3)) 

F1 t 34 ((0,0),(3,4)) ((1 ,0),(4,4)) ((0,0),(3,0)) ((0,0),(4,4)) ((0,1 ),(3,0)) ((2,2),(3,4)) 

F1 t «> ((0,0),(4,0)) ((1 ,0),(0,0)) ((0,0),(4,1 )) ((0,0),(0,0)) ((0, 1 ),(4, 1)) ((2,2),(4,0)) 

F1 141 ((0,0),(4, 1)) ((1,0),(0,1)) ((0,0),(4,2)) ((0,0),(0, 1 )) ((0, 1 ),(4,2)) ((2,2),(4, 1)) 

F1 t42 ((0,0),(4,2)) ((1 ,0),(0,2)) ((0,0),(4,3)) ((0,0),(0,2)) ((0,1 ),(4,3)) ((2,2),(4,2)) 

F1 f 43 ((0,0),(4,3)) ((1,0),(0,3)) ((0,0),(4,4)) ((0,0),(0,3)) ((0,1),(4,4)) ((2,2),(4,3)) 

F1 t 44 ((0,0),(4,4)) ((1 ,0),(0,4)) ((0,0),(4,0)) ((0,0),(0,4)) ((0, 1 ),(4,0)) ((2,2),(4,4)) 
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Çlzelge 2.5.1.2 

F2 {{0,0),{0,0)) {{1,0),{1,0)) {{0,0),{0,2)) {{0,0),{1,0)) {{0,2),{0,2)) {{2,4),(0,0)) 

F2 t01 
({0,0),(0,1)) {{1,0),{1,1)) {{0,0),{0,3)) {(0,0),{1,1)) {{0,2),{0,3)) ((2,4),{0,1)) 

F2 tce {{0,0),{0,2)) ((1,0),(1,2)) ((0,0),(0,4)) ((0,0),(1,2)) ((0,2),(0,4)) ((2,4),(0,2)) 

F2 fca ((0,0),(0,3)) ((1,0),(1,3)) ((0,0),(0,0)) ((0,0),(1,3)) ((0,2),{0,0)) ((2,4),(0,3)) 

F2 toı ((0,0),(0,4)) ((1,0),{1,4)) ((0,0),(0,1)) ((0,0),(1 ,4)) ((0,2),(0,1 )) ((2,4),(0,4)) 

F2 t 10 ((0,0),(1,0)) {{1,0),(2,0)) ((0,0),(1,2)) ((0,0),(2,0)) ((0,2),(1,2)) ({2,4),(1,0)) 

F2 f 11 ((0,0),(1,1)) ((1,0),(2,1)) ((0,0),(1,3)) ((0,0),{2,1 )) ((0,2),{1,3)) {(2,4),(1,1 )) 

F2 f 12 ((0,0),{1,2)) ((1,0),(2,2)) ((0,0),(1 ,4)) ((0,0),(2,2)) ((0,2),(1,4)) ((2,4),(1,2)) 

F2 f 13 ((0,0),(1,3)) ((1,0),(2,3)) ((0,0),(1,0)) {(0,0),(2,3)) ((0,2),(1,0)) ((2,4),(1,3)) 

F2 f14 ((0,0),(1 ,4)) ((1,0),(2,4)) ((0,0),(1,1 )) ((0,0),(2,4)) ((0,2),{1,1)) ((2,4),(1 ,4)) 

F2 f:n ((0,0),(2,0)) ((1,0),(3,0)) ((0,0),(2,2)) ((0,0),(3,0)) ((0,2),(2,2)) ((2,4),(2,0)) 

F2 t 21 ((0,0),(2,1)) ({1,0),(3,1 )) ((0,0),(2,3)) {(0,0),(3,1)) ((0,2),(2,3)) ((2,4) ,(2,1)) 

F2 t 22 ((0,0),(2,2)) ({1,0),(3,2)) ((0,0),(2,4)) ((0,0),(3,2)) ((0,2),(2,4)) ((2,4),(2,2)) 

F2 t 23 ((0,0),{2,3)) {(1,0),(3,3)) ((0,0),(2,0)) ((0,0),(3,3)) ((0,2),(2,0)) ((2,4),(2,3)) 

F2 t 24 ((0,0),(2,4)) ((1,0),(3,4)) ((0,0),(2,1 )) ((0,0},(3,4)) ((0,2),(2,1)) ((2,4),(2,4)) 

F2 f3) ((0,0),(3,0)) ((1,0),(4,0)) ((0,0),(3,2}) ((0,0),(4,0)) ((0,2),(3,2)) ((2,4),(3,0)) 

F2 f31 ((0,0),(3,1)) ((1,0),(4,1 )) ({0,0),{3,3)} ((0,0),(4,1 )) ((0,2),(3,3)) ((2,4),(3,1)) 

F2 t32 ((0,0),(3,2)) ((1,0),(4,2)) ((0,0),(3,4)) ((0,0),(4,2)) ((0,2),(3,4)) ((2,4),(3,2)) 

F2 f 33 {(0,0).(3,3)) ((1,0),(4,3)) ((0,0).(3,0)) ((0,0).(4,3)) ((0,2),(3,0)) ({2,4),(3,3)) 

F2 t34 {{0,0),(3,4)) ((1,0),(4,4)) {{0,0),(3,1 )) ((0,0),(4,4)) ((0,2),(3,1 )) ((2,4),(3,4)) 

F2 t-«> ((0,0),(4,0)) ((1,0),(0,0)) ((0,0),(4,2)) ((0,0),(0,0)) ((0,2),(4,2)) ((2,4),(4,0)) 

F2 f41 ((0,0),(4,1 )) ((1,0},(0,1 )) ((0,0),(4,3)) ((0,0),(0,1 )) ((0,2),(4,3)) ((2,4),(4,1)) 

F2 t 42 ((0,0),(4,2)) ((1,0),(0,2)) ((0,0),(4,4)) ((0,0),(0,2)) {(0,2),(4,4)) ((2,4),(4,2)) 

F2 t43 ((0,0),(4,3)) ((1,0),(0,3)) ((0,0),(4,0)) ((0,0),(0,3)) ((0,2),(4,0)) ((2,4),(4,3)) 

F2 t 44 ((0,0),(4,4)) ((1,0),(0,4)) ((0,0),(4,1)) ((0,0),(0,4)) ((0,2),(4,1)) ((2,4),(4,4)) 
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Sonuç 2.5.1.11: 

önerme 2.5.1.5 in (i) şıkkında elde edilen Fano düzlemlerinin herbirine 

izomorf 24 farklı Fano düzlemi vardır, (bunların sayısı 40.24=960 dır}. 

Sonuç 2.5.1.12: 

Enaz 60+480+960=1500 tane 2. mertebeden altdüzlem vardır. 

2.5.2: P2S nın 3. Mertebeden Alt düzlemıerı var mı? 

P=((O,O),(a,b)) noktasında a;;;b;;;O ve a;;;1, b;;;O olması hallerinde 

OIXP nin bir dörtgen oluşturmadığı biliniyor. Buna göre aşağıdaki önerme 

verilebilir. 

Önerme: 2.5.2.1: P=((O,O),(a,b}) olmak üzere (a=b=O ve a=1, b=O 

durumları hariç} 

P 2 S nin OIXP dörtgenlerinin tamamlanmışlarından elde edilen 

konfigurasyonlar 3. mertebeden birer altdüzlem oluşturmazlar. 

Ispat: P=((O,O),(a,b)) olmak üzere b:;eO iken OIXP nin tamamlanmışı 

olan konfigurasyonlar P 2S nin 2. mertebeden birer altdüzlemini (Fano 

düzlemlerini) oluşturuyordu. O halde ispatı tamamiayabilmek için b=O ve 

a :;ı!: 0,1 iken OIXP nin tamamlanmışı olan konfigurasyonların (ki bunların 

sayısı 3 dür.) 3. mertebeden birer altdüzlem oluşturmadığını göstermek 

yeterli olacaktır. Şimdi bu 3 durumu inceleyelim. Bu incelemeleri yaparken 

Şekil 2.5.2.1 deki nokta ve doğrular gözönüne alınacaktır. 
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E 

1.Durum: Eğer a=2, b=O ise P=((0,0),(2,0)} olup; OIXP nin 

tamamlanmışının 3. mertebeden bir altdüzlam olamayacağını gösterelim. 

O= ((0,0),(0,0)), I= ((1 ,0),(1 ,O)), X = ((0,0)) P = ((0,0),(2,0)} olup; 

OP = [(0,0)], OX = [(0,0),(0,0)], Ol = [(1 ,0},(0,0}], PX = [(0,0},(2,0}] ve 

IX = [(0,0),(1 ,O)] olduğundan 

OPAIX = ((0,0},(1 ,0)) = E, OIAPX = ((2,0),(2,0)) = F elde edilir. 

EF = [(3,0),(1 ,O)] doğrusudur. 

EFAOX = ((3,0},(0,0)) = N noktası ve PI = [(4,0),(2,0)] doğrusu sonrada 

PIAOX = ((2,0),(0,0)) = G noktası bulunur. 

EFAPI = ((2, 1 ),(2,3)) = N' noktası FG = [(2,0)] doğrusu 

FGAIX = ((2,0),(1,0)) = L noktası ve FGAOP = (oo) = L' noktaları elde edilir. 

EG = [(2,0),(1,0)], doğrusu ile Ol doğrusunun arakesit noktası 

EGAOI = ((4,0),(4,0)) = M dir. 

PXAEG = ((3,0),(2,0)) = M' dür. 

Bu dörtgenin tamamlanmışı olan konfigurasyonun 3. mertebeden bir 

altdOzlam olması için her noktadan 4 doğru geçmali ve her doğru azerinde 4 

nokta bulunmalıdır. O halde PM = [(3,0),(2,0)] doğrusu üzerindeki diğer 2 
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nokta belirlenebilmelidir. 

LoPM olsun. LoPM Ç::> (1,0) '# (3,0) e (2,0) $ (2,0) dir. 

NoPM olsun. NoPM Ç::> (O O) '# (3,0) e (3,0) Ef> (2,0) 

olduğundan PM doğr su üzerinde bu düzleme ait 2 nokta daha 

bulunamadığı için bu ko figurasyon 3. mertebeden bir altdüzlam olamaz. 

2.Durum: Eğer =3, b=O ise P=((o',0),(3,0)) olup OIXP nin 

tamamlanmışının 3. mert beden bir altdüzlam olamayacağını gösterelim. 

Yine O, I, X ve E oktaları ve OP, OX, Ol, IX doğruları 1. Durumdaki 

nokta ve doğrularla aynı 

PXAOI = ((3,0),(3,0)} = F noktası bulunur. PX = [(0,0),(3,0)] doğruju ve 

EF = [(4,0),(1,0)] doğruj~udur. 

EFAOX = ((1,0),(0,0)) = N ve PI = [(3,0),(3,0)] doğrusunu vede 

EFAPI = ((2,0),(4,0)) = ' noktası elde edilir. 

PIAOX = ((4,0),(0,0)) = noktası ile FG = [(2,0),(2,0)] doğrusu ve 

FGAOP = ((0,0),(2,0)} = L' , FGAIX = ((2,0),(1,0)) = L noktaları bulunur. 

EG = [(1,0),(1,0)] değrus nun sırasıyla Ol ve PX doğruları ile arakesiti 

M= ((1,0)) ve M'= ((2,0 ),(3,0)) noktalarıdır. 

PM = [(1,0),(3,0)] olup N o PM ve Lo PM dir, yani PM üzerinde olan düzleme 

ait diğer 2 nokta bulu amaz, dolayısıyla bu konfigurasyon 3. mertebeden 

bir altdüzlam oluşturmaz. 

3. Durum: Eğer a=4, =0 ise P=((0,0),(4,0)) olup; 

OIXP nin tamamlanmılının 

göstereli m. 

O, I, X ve E noktalar v OP, 

doğrulardır. J 
PX = [(0,0),(4,0)] doğru u ve 

3. mertebeden bir altdüzlam olamayacağını 

OX, Ol, IX doğruları 1. Durumdaki nokta ve 

PXAOI = ((4,0),(4,0)) = F noktası bulunur. 

EF=[(2,0),(1,0)] doğrusu lle OX doğrusunun arakesit noktası 
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N = ((2,0),(0,0)) dır. PI = [(2,0),(4,0)] doğrusunun EF doğrusu ile arakesit 

noktası N' = ((2,0)} dır. 

PIAOX = ((3,0),(0,0)) dır. FG = [(4,0),(3,0)] doğrusunun sırasıyla IX ve OP 

ile arakesit noktaları L = ((2,0),(1,0)} ve L' = ((0,0),(3,0)) noktalarıdır. 

EG = [(3,0),(1,0)] doğrusunun ise Ol ile arakesit noktası M = ((2,0),(2,0)), 

PX ile arakesit noktası M' = ((1,0),(4,0)} dır. 

N,L o PM = [(4,0),(4,0)] olduğundan, bu konfigurasyon 3. mertabaden bir 

altdüzlam oluşturmaz. 

2.5.3. P2S nın 5. Mertebeden Bazı Altdüzlemler: 

P 2S nin 5. mertebeden altdüzlemlerini her doğrusu 6 nokta kapsadığından 

ve her noktasından da 6 doğru geçtiği gerçeği gözönüne alınarak O, Il, X 

ve Y=(oo) noktalarını içeren OIXY tamdörtgeninin tamamlanışından elde 

edilen altdüzlemin nokta ve doğruları bilinen anlamda üzerinde bulunma 

bağıntısı kullanılarak aşağıdaki gibi bulunur. 

P 2S nin 5. Mertebeden Bir Altdüzleminin Inşası: 

1) DOzlemln Noktaları: 

((0,0),(0,0)) 1 ((0,0),(1,0)) 1 ((0,0),(2,0)) 1 ((0,0),(3,0)) 1 ((0,0),(4,0)) 1 ((0,0)) 

((1,0),(0,0)) 1 ((1 ,0),(1,0)) 1 ((1,0),((2,0)) 1 ((1,0),(3,0)) 1 ((1,0),(4,0)) 1 ((1,0)) 

((2,0),(0,0)) 1 ((2,0),(1,0)) 1 ((2,0),(2,0)) 1 ((2,0),(3,0)) . ((2,0),(4,0)) . ((2,0)) 

((3,0),(0,0)) 1 ((3,0),(1,0)) 1 ((3,0),(2,0)) • ((3,0),(3,0)) . ((3,0),(4,0)) . ((3,0)) 

((4,0),(0,0)) . ((4,0),(1,0)) . ((4,0),(2,0)) . ((4,0),(3,0)) . ((4,0),(4,0)) . ((4,0)) 

(oo) 

ll) DOzlemın Doğruları: 

[(0,0),(0,0)] . [(0,0),(1,0)] . [(0,0),(2,0)] • [(0,0),(3,0)] . [(0,0),(4,0)] 1 [(0,0)] 

[(1,0),(0,0)) 1 [(1,0),(1,0)] . [(1,0),(2,0)] • [(1,0),(3,0)] . [(1,0),(4,0)] • [(1,0)] 

[(2,0),(0,0)] 
' 

[(2,0).(1,0)] 
' 

[(2,0),(2,0)] . [(2,0),(3,0)] . [(2,0),(4,0)] 
' 

[(2,0)] 

[(3,0),(0,0)] 
' 

[(3,0),(1,0)] 
' 

[(3,0) ,(2,0)] ' [(3,0),(3,0)] 
' 

[(3,0),(4,0)] • [(3,0)] 

[(4,0),(0,0)] 1 [(4,0),(1,0)] 1 [(4,0),(2,0)] 1 [(4,0),(3,0)] 1 [(4,0),(4,0)] 1 [(4,0)) 

[(oo)] 
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lll) Hangi Doğrular Üzerinde Hangi ~oktalar Var: 

[(0,0),(0,0)] ; ((0,0),(0,0)) 
' 

((1 ,0),(0,0)) 
' 

((2,0),(0,0)) 
' 

((3,0),(0,0)) 
' ((4,0),(0,0)) 

' 
((0,0)) 

[(0,0),(1 ,0)] ; ((0,0),(1 ,0)) 
' 

((1 ,0),(1 ,0)) 
' 

((2,0),(1 ,0)) 
' 

((3,0),(1 ,0)) 
' ((4,0),(1 ,0)) 

' 
((0,0)) 

[(0,0),(2,0)] ; ((0,0),(1 ,0)) . ((1 ,0),(2,0)) 
' 

((2,0),(2,0)) 
' 

((3,0),(2,0)) 
' ((4,0},(2,0)) 

' 
((0,0)) 

[(0,0),(3,0)] ; ((0,0),(3,0)) • ((1 ,0),(3,0)) • ((2,0),(3,0)) • ((3,0),(3,0)) 
' ((4,0),(3,0)) 

' 
((0,0)) 

[(0,0),(4,0)] ; ((0,0),(4,0)) 
' 

((1,0),(4,0)) • ((2,0),(4,0)) 
' 

((3,0},(4,0)) 
' ((4,0),(4,0)) 

' 
((0,0)) 

[(1 ,0),(0,0)] ; ((0,0),(0,0)) • ((1 ,0),(1,0)) 
' 

((2,0),(2,0}) 
' 

((3,0),(3,0)) • ((4,0),(4,0)) 
' 

((1 ,0)) 

[(1 ,0),(1,0)] ; ((0,0),(1,0)) • ((1 ,0),(2,0)) • ((2,0),(3,0)) 
' 

((3,0),(4,0)) • ((4,0),(0,0)) 
' 

((1,0)) 

[(1 ,0),(2,0)] ; ((0,0),(2,0)) 
' 

((1 ,0},(3,0)) 
' 

((2,0),(4,0)) 
' 

((3,0),(0,0)) 
' ((4,0},(1 ,0)) 

' 
((1 ,0)) 

[(1 ,0),(3,0)] ; ((0,0),(3,0)) • ((1 ,0),(4,0)) 
' 

((2,0),(0,0)) 
' 

((3,0),(1 ,0)) 
' ((4,0),(2,0)) 

' 
((1 ,0)) 

[(1 ,0),(4,0)] ; ((0,0),(4,0)) 
' 

((1 ,0),(0,0)) 
' 

((2,0),(1 ,0)) 
' 

((3,0),(2,0)) 
' ((4,0),(3,0)) 

' 
((1 ,0)) 

[(2,0},(0,0)] ; ((0,0),(0,0)) • ((1,0),(2,0)) 
' 

((3,0},(1,0)) , ((2,0),(4,0)) , ((4,0},(3,0)) , ((2,0)) 

[(2,0),(1 ,0)] ; ((0,0),(1 ,0)) • ((1 ,0),(3,0)) . ((2,0),(0,0)) , ((3,0),(2,0)) • ((4,0),(4,0)) 
' 

((2,0)) 

[(2,0),(2,0)] ; ((0,0),(2,0)) , ((1 ,0),(4,0)) • ((2,0),(1,0)) . ((3,0},(3,0)) • ((4,0) ,(0,0)) , ((2,0)) 

[(2,0),(3,0)] ; ((0,0),(3,0)) , ((1 ,0},(0,0)) , ((2,0),(2,0)) , ((3,4),(4,0)) • ((4,0),(1 ,0)) , ((2,0)) 

[(2,0),(4,0)] ; ((0,0),(4,0)) , ((1 ,0},(1 10)) • ((210)1(310)) 1 ((310)1(0,0)) ' (( 4,0) ,(210)) 
' 

((2,0)) 

[(3,0),(0,0)] ; ((010)1(0,0)) 1 ((310)1(410)) • ((210)1(1 ,0)) 1 ((410),(2,0)) • ((410),(310)) 1 ((3,0)) 

[(3,0),(1 ,0)] ; ((010)1(1 10)) . ((1 10)1(4,0)) 1 ((210),(2,0)) 1 ((3,0)1(010)) 1 ((4,0)1(310)) , ((3,0)) 

[(310),(2,0)] ; ((0,0},(210)) 1 ((1 10),(010}) 
' 

((210),(3,0}) 1 ((310),(1 ,0)) , ( ( 4,0) 1(4,0)} 1 ((310)) 

[(3,0),(310)] ; ((0,0),(3,0)) 1 ((1 10)1(1 10))' 1 ((2,0)1(4,0)) 
' 

((3,0)1(210)) 1 ((4,0),(0,0)) 1 ((310)) 

[(3,0)1(410}] ; ((010},(4,0)) . ((1 10},(210)) • ((2,0)1(0,0)) 1 ((310},(310)) . ((410)1(1 ,0)) , ((310)) 

[( 4,0) ,(0,0)] ; ((010),(010)) • ((1,0),(410)) • ((210),(310)) , ((310),(2,0)) 1 ((4,0)1(1,0)) • ((4,0)) 

[(410)1(1 10)] ; ((010)1(1 10)) , ((1,0)1(0,0)) • ((2,0)1(410)) • ((310)1(3,0)) • ((410),(2,0)) 1 ((410)) 

[(4,0)1(2,0)] ; ((010),(210)) , ((1 ,0),(1 10}) 1 ((210)1(010)) 1 ((3,0)1(410)) • ((410),(3,0)) • ((4,0)) 

[(4,0},(3,0)] ; ((0,0),(3,0)) • ((1 ,0),(2,0}) ' ((2,0),(1 ,0)) 
' 

((3,0),(0,0)) ' ((4,0),(4,0)) 
' 

((4,0)) 

[(410),(410)] ; ((010),(0,4}) 1 ((1,0),(310}) ' 
((2,0),(2,0)) . ((310),(1 10}) ' ((4,0),(0,0)) 1 ((4,0)) 

[(0,0)] ; ((0,0),(0,0)) • ((010),(1 10}) ' ((010)1(2,0)) 1 ((0,0),(3,0)) ' ((0,0)1(4,0)) . (oo) 

[(1,0)1 ; ((1,0)1(0,0)) • ((1 ,0)1(1 10)) ' ((1 10)1(2,0)) ' ((1 ,0)1(3,0)) ' ((1 ,0)1(4,0)) . (oo) 

[(210)] ; ((2,0),(0,0)) 
' 

({2,0),(1 ,0)) 
' ((2,0)1(2,0)) ' 

((2,0)1(3,0)) ' ((2,0),(4,0)) 
' 

(oo) 

[(3,0)] ; ((310)1(0,0)) 1 ((310),(1 ,0)) 
' 

((3,0),(2,0)) 
' 

((310),(3,0)) . ((310)1(4,0)) ' 
(oo) 

[(4,0)) ; ((4,0),(0,0)) ' ((4,0},(1 ,0}} , ((4,0},(2,0}} , ((4,0},(3,0}} , ((4,0),(4,0)) 
' 

(oo) 

[oo] ; ((0,0)) . ((1,0)) ((210)) ((3,0)) 
' ((4,0)) 1 (oo) 



53 

Önerme 2.5.3.1: P2S nin, 0=((0,0),(0,0)) X=((O,O)) 

1=((1,0),(1,0}) ve Y=(oo) olmak üzere OIXY düzgün dörtgeninin 

tamamlanmışı olan, 5. mertebeden altdüzlemine izomorf 24 tane farklı 

altdüzlem vardır. 

ispat: P 2S nin 5. mertebeden altdüzlemine izomorf 24 farklı 

düzlernin bulunduğunu göstermek için her bir düzlernin en az bir farklı 

nokta içerdiğini göstermek yeterli olacaktır. Halbuki P 2S nin f 
a 

kolinasyonu 

fa : (x , y) -7 (x , y EF> a) 

(ll) -7 ().!) 

(oo} -7 (oo} 

şeklinde tanımlı olduğu için fa nın 1-1 liğinden dolayı her bir a için OIXY 

ye eşlenen farklı 24 tane dörtgenin varlığı bilinmektedir. Her bir dörtgende 

I noktasının görüntüsü, her bir düzlemde tek olarak içerileceğinden dolayı 

her bir düzlem en az bir farklı nokta içerir. 
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AÇIK SORULAR 

1. Genel olarak P 2 S nin herhangi bir tamdörtgeninin tamamlanmışı ne 

zaman bir Fano düzlemidir, ne zaman değildir? 

2. P 2 S nin 3. mertebedenalt düzlemleri var mıdır? 

3. P2 S nin 4. mertebeden alt düzlemleri var mıdır? 

4. P 2S nin 5. mertebeden altdüzlemlerinin sayısı kaçtır? 

5. Bilinen En Küçük kartezyen grupdan daha küçük bir kartezyen grup 

var mıdır? 
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