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ÖZET 

Her bir alt aralıkda farklı yaklaşım polinarnuna sahip ve 
son noktalar dışında eğimi ve eğriliği sürekli, en iyi interpolasyon 
fonksiyonu olan spline fonksiyonun, polinarn yaklaşımı 

uygulamalarında kullanıldığı bilinir. 

ll 

C.E.S Üretim fonksiyonu logaritma gibi bir teknikle 
fonksiyonun parametreleri cinsinden doğrusullaştırılamaz. 

Bu çalışmada C.E.S Üretim fonksiyonunun [a,b] aralığının 
her bir [xi,xi+1) alt aralığındaki ara noktalarda S6 (x) = pi parçalı 

kübik spline polinarn yaklaşımı ile nümerik çözümü yapılmıştır. 
Sonuçta yaklaşık çözüm elde edilmiştir. 



lll 

ABSTRACT 

The spline function which has the best interpolation 
function that cover different approximation polynomial on each 
subinterval and it is slope and curvature are continuous without 
end points is known that it is used polynomial approximation in 
application. 

CES production function cannot be linearized by the types 
of paramaters of function like a logaritm technique. 

In this study the nurnerical solution of CES production 
function S~ (x)=Pi was done with the piecewise cubic spline 

polynomial approximation on inner point of each subintervals 
[xi,xi+1) of interval [a,b]. Asa result , an approximate solution had 

been obtained. 



IV 

GIRiŞ 

Veriler belirlenen bir aralıkta doğru veya eğri şeklinde bir 
fonksiyonel ilişki gösteriyorsa verilere eğri uydurma en küçük kareler yöntemi 
ile yapılabilir.Bu yöntem ile verilerin gerçek değerleri ile uydurulan eğrilerin 
üzerindeki teorik değerler arasındaki farkı minumum yapmak amaçlanmıştır. 
Veriler belirlenen bir aralıkta bir fonksiyonel ilişki göstermiyorsa bu verileri en 
iyi temsil edebilecek eğri tipini bulmak zor olacaktır. 

Bu çalışmada verilen bir aralığı alt aralıkiara bölüp, her bir alt aralık 
için bir parçalı polinarn uydurarak, belirlenen aralıkta verileri en iyi temsil 
edebilecek eğri denklemini bulma yöntemi araştırılmıştır. 

Parametreleri en küçük kareler yöntemi ile belirlenerneyen CES 
Üretim fonksiyonunun, parçalı kübik spline polinarn yaklaşımı ile nümerik 
çözümünde sonuçların karşılaştırılması ve tahmini yapılabilir. Bu analitik 
eşdeğerlik yaklaşımının diğertemel bir kullanımıdır. 

Uygulamada önemi gün geçtikçe artan üretim ve maliyet ile ilgili 
problemierin çözümünde nümerik metodlar kullanılmaktadır. 

Bu çalışmanın birinci bölümünde spline fonksiyonu yaklaşımı , 
spline fonksiyonun tanımı ve tarihçesi, spline fonksiyonun özellikleri 
incelenmiş , parçalı doğrularla spline yaklaşımı, k-dereceli spline fonksiyonu, 
parçalı polinomlar, B-spline fonksiyonu, üste! spline fonksiyonu ile ilgili temel 
bilgiler verilmiştir. 

Ikinci bölümde parçalı polinarnlar ve spline nin ilişkisi, parametrik 
spline fonksiyonu, parçalı kübik spline polinarn yaklaşımı ayrıntılarıyla 
anlatılmıştır. 

Üçüncü bölümde üretim fonksiyonunun tanımı ve önemi 
açıklanmıştır. Cobb-Douglas ve sabit ikame esnekli (CES) Üretim fonksiyonu 
incelenerek, CES Üretim fonksiyonunun [a,b] aralığında her bir [xi,xi+1) alt 
aralıktaki ara noktalarda parçalı kübik spline polinarn yaklaşımı ile nümerik 
çözümü verilmiştiL 

Dördüncü bölümde CES Üretim fonksiyonun parçalı kübik spline 
polinarn yaklaşımı ile nümerik çözümünün uygulaması Afyon Çimento 
Fabrikasından alınan gerçek veliler ile yapılmıştır. 

Bu araştırmarnın bütünü için açıklamalar ve uygulama için öneriler 
sonuçta verilmiştir. 
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BIRINCI BÖLÜM 

SPLiNE FONKSIYONU YAKLAŞlMI 

Verilere eğri uydurmada , koordinat sistemlerinde verileri gösteren 

noktalara en yakın geçecek bir doğru veya eğri denklemini bulmak söz 

konusudur. Verilerin gösterdiği noktalara en yakın geçen doğru veya 

eğrinin üzerindeki teorik değerler ile gerçek değerler arasında bir fark 

olacaktır. Verileri koordinat sisteminde temsil eden noktalara en yakın 

geçecek eğrinin denklemi yüksek dereceden bir polinom olduğunda gerçek 

değerler ile eğri üzerindeki teorik değerler arasındaki fark büyük olacaktır. 

Spline fonksiyonu yaklaşımıyla bir veri kümesinde verilerin gösterdiği 

noktalar , alt aralıkiara bölünerek , bu her bir alt aralıktan geçen en yakın 

parçalı polinomu bulup , bu parçalı polinemiarın birleştirilmesiyle teorik 

değerler ile gerçek değerler arasındaki fark en küçüklenebilir. Verilere eğri 

uydurmada spline fonksiyonu yaklaşımı , verilerin gösterdiği noktaları en iyi 

temsil edebilecek gerçek bir eğri tipidir. Bu bölümde spline fonksiyonun 

tanımı ve tarihçesi verilecek, spline fonksiyonun özellikleri ve farklı şekilleri 

açıklanacaktır. 

1.1. Spline Fonksiyonun Tanımı ve Tarihçesi : 

Çeşitli kaynaklarda spline fonksiyonun değişik tanımları verilmiştir. 

Söz konusu tanımların ortak özelliklerinden yararlanarak spline 

fonksiyonun tanımı aşağıdaki şekilde verilebilir. 

Tanım 1.1.1 

[a, b] kapalı aralığının a= x0< x1< x2 < ... <xk_1< xk=b olacak şekilde 

[x
0

,x1), [x1'x2), ... ,[xk_1,xk] alt aralıkiarına bölündüğünü varsayalım. Bu alt 

aralıklardaki (x0 ,v0 ) , (x1'v1) , (x2,v2), ... ,(xk,vk) uç noktalarında Yi= f(xi), 

i= o,1,2,. .. ,k özelliğini de sağlayan [a,b] aralığında Y=f(x), fonksiyonu tanımlı 



olsun. (Y=f(x) genel olarak verilere karşılık gelen fonksiyondur.) Her bir 

[xi,xi+1) alt aralığında tanımlı birer si (x) polinarn fonksiyonu alalım ; öyleki bu 

alt aralıkların uç noktalarında si (xi)=f(xi) olsun. Böylece spline fonksiyonu 

denilen S(x) fonksiyonu , alt aralıklarda tanımlı s0(x),s1 (x), ... ,sk_1 (x) polin om 

fonksiyonlarının lineer birleşimi olarak belirlenmiş olur. Buna göre S(x) 

spline parçalı polinarn fonksiyonu 

S(x) = 

s0(x) x0:;:;;x<x 1 

s1(x) x1:;:;;x<x2 
• . 
• 

. • 

(1.1.1) 

şeklinde tanımlı olup grafiği de şekil1.1 deki gibi olur. 

S(x) S1 

X o x
2 

... Xi ... X. 1 1+ 

Şekil 1.1 Spline fonksiyonu 

s. 2 1+ 

x. 2 1+ 

Y=S(x) Spline fonksiyonu için - ara fonksiyonlarının - tanımları biraz 

genişletilerek aşağıdaki eşitlikler de verilebilir : 

s i ( xi+1 ) =s ;+1 (xi+1) = f ( xi+1) , i=0,1,2, ... ,k için 

yani x0 nokWsında s0 ( x0 ) = f ( x0 ) ve özel olarak 

i = o ıçın s0 ( x1 ) = s1 ( x1 ) = f ( xd 

i = 1 içi n s1 ( x2 ) = s2 ( x2 ) = f ( x2 ) 

i = k-2 için sk_2 ( xk_1 ) = sk_1 ( xk_1 ) = f ( xk_1 ) 

i= k-1 için sk_1 ( xk) =s ( xk) = f ( xk) olur. 

(1.2.1) 

2 

Spline fonksiyona ilişkin bilgiler için (Philips and Taylor, 1973) 

(Pennington, 1969) (Bever,et al., 1982) (Burden and Faires, 1985) kaynakla­

rına bakılabilir. 



Parçalı polinom yaklaşımının teorisi , nümerik analizde Weierstrass 

teoremi (1885) üzerine kurulmuştur ( Shea, 1984). 

C. Runge (1901) , A. Eagle (1928) , Quade ve L. Collatz (1938) , 

J. Favard (1940) yıllarında yayınladıkları makalelerinde spline fonksiyondan 

söz ederek bu fonksiyonu kullanmışlardır (Schumaker, 1981 ). 

3 

Durand.D (1900-1942) tarafından verilere eğri uydurma , sadece 

birkaç şekli ile bilinen eğrilerle yapılmıştır ( Shea, 1984). ilk kez spline 

fonksiyon (1946) yılında 1. J. Shoenberg in yazdığı makalede tanıtılmıştır 

(Shoenberg,1946). Shoenberg ve Whitney ( 1949-1953 ) Shoenberg ve 

Maciaren (1958) tarafından spline ile ilgili makaleler yayınlanmıştır. 

J. C. Halladay ( 1957 ) , C. de Boor ( 1962-1963 ) , Ahlberg ve 

Nilson ( 1963 ) , Ahlberg , Nilson ve Walsh ( 1964 ) , Shoenberg (1964 ) 

tarafından spline fonksiyonun çeşitli optimal özellikleri incelenmiş ve en iyi 

interpolasyon yöntemleri geliştirilmiştir . Laurent tarafından ( 1972 ) de 

spline fonksiyon ile ilgili kitap yazılmıştır. Tekniğin ilerlemesi ile Sard ve 

Weintraub ( 1971 ), Shoenberg (1973 ), Schultz ( 1973), Böhmer (1974 ), 

Prenter (1975), Fisher ve Jerome (1975 ), C de Boor ( 1978 ), Stechin ve 

Subbotin (1978) de spline fonksiyonun teori ve uygulumaları ile ilgili çeşitli 

çalışmalar yapmışlardır (Schumaker, 1981) (Shea, 1985). 

Daniel B.Suits , Andrew Mason , Louis Chan ın (1978) de yazdıkları 

makalede standart regresyon yöntemleriyle spline fonksiyonu bulma 

uygulaması yapılmıştır (Suit,et a1.,1978). 

1.2 Spline Fonksiyonun Özellikleri 

Önceki kısımda tanımı ve tarihçesi verilen spline fonksiyonun 

özelliklerinin bilinmesi , bu yaklaşımın uygulaması için önemlidir. 

Y=S(x) spline fonksiyonunun bu çalışmada kullanılacak olan çok 

önemli özellikleri şöyledir : 

a) [a,b] aralığnın herbir [xi,xi+1) a~ aralığında tanıml.ı Y=S(x), spline 

fonksiyonun bütün uç noktalarında S(xi) = f(xi) eşitliği vardır. 

b) [a,b] aralığında tanımlı , Y=S(x) spline fonksiyonu ve S'(x), 

S"(x), ... ,Sk-
1 

(x) mertebeden bütün türevleri var ve süreklidir. 



k k 
c) f , f ninkıncı türevi ve si de si parçalı polinomunun k ı ncı türevi 

olmak üzere a ) ve b ) deki koşullar altında 

integralinin toplamı minimumdur. 

d) Yi=S(xi), i=o,1, ... ,k, spline fonksiyonu [x0,xd ve [xk_1,xk] alt 

aralıklarında k-1 dereceli polinomdur. 

e) Yi =S(xi), i=o,1, ... ,k, spline fonksiyonu ve f(xi) fonksiyonunun, 

[x0h] ve [xk_1 ,xkl a~ aralıklarının uç noktalarında 

S' (x0 ) = f ' (x0 ) 

S' (xk) = f ' (xk) ve 

ikinci türevleri için 

S" (x0 ) = f " (x
0

) = O 

S" (xk) = f" (xk) = O dır. 

4 

f) Y=S(x) , sp line fonksiyonu [a,b] aralığının her bir [xi,xi+ 1] alt 

aralığında 2k-1 dereceli polinarndur (Schumaker, 1981) (Burden and 

Faires, 1985) (Eckmann, 1972) (Handscomb, 1965). 

1.3 Spline Fonksiyununun Çeşitleri 

Bu kesimde spline fonksiyonunun çeşitleri olan parçalı doğru -

larla spline yaklaşımı , k· dereceli spline fonksiyonu , parçalı polinarnlar, 

B- spline fonksiyonu ve üstel spline fonksiyonundan söz edilecektir. 

1.3.1 Parçalı Doğrularla Spline Yaklaşımı 

[a,b] aralığını a=x0 <X1<x2< ... <Xk_1< xk=b olacak şekilde [x0 ,x1], 

[x1 ,x2], ... ,[xk_1 ,xk] alt aralıkiarına böleli m. XE [a,b] için her Pi (x) her bir [xi,xi+1] 

a~ aralığında tanımlı polinarn olmak üzere , f(x) parçalı polinarnları 



Po (x) x0 ::;; x::;; x 1 

p 1 (x) x 1::;;x::;;x2 

f(x) = 
Pi (x) Xj::;; X::;; Xj+1 

( 1 .3.1) 

Pk-1 (x) xk-1::;;x::;;xk 

şeklinde tanımlı olsun. 

Her bir alt aralıktaki uç noktalardan oluşan küme {(x0 ,f(x0 )),(x1 ,f(x1)), 

(x2,f(x2)), ... ,(xk,f(xk))} dır. Parçalı doğrularla spline yaklaşımda 

[a,b] aralığındaki her bir [xi,xi+1) alt aralıkta xe [xi,xi+1] için pi(x) bir doğrusal 

(birinci dereceden) pollinom olarak alınır.Böylece bir parçalı doğrusal 

polinom yaklaşımının grafigi şekil1.2 de gösterildigi gibi olur. 

p2 ~~1 . 
. ·· ~ k-1 p 

k 

X 
2 

X •.. 
ı 

X 
i+1 

X 
k 

Şekil 1.2 Parçalı Doğrularla Spline Yaklaşımı 

Her bir xe[a,b] için ardaşık [xi_1,xi), [xi,xi+1) a~ aralıkları yardımıyla 

'I' i (x) ~ 

O , x e [xj.1, xi-1l 

(x-x i-1) 
( ) , X E (X i-1 , X~ 
Xj -Xi-1 

(xi+1-x) 
( ) , XE (Xj, Xi+1) 
xi+rxi 

{'l'i(x) , i= o,1, ... ,k} fonksiyonu tanımlı olsun. Burada 

(1 .3.2) 

5 



{'Vi(x) , i= o, 1, ... ,k} fonksiyonu tanımlı olsun. Burada 

{

o j;e:i 

'I' i (X i) = Ö ii = ~ ( 1 . 3. 3) 

ı j =i 

olduğu hemen görülebilir. Böylece herxE[xi_1,xi+1) için Yi=Pi(x),i= o,1, ... ,k 

parçalı doğrularla spline yaklaşımı 
k 

S{X)=2: Yi\f'i(X):=Y 1 \f' 1 (X)+Y2 \f' 2 (X)+ ... +Yk \f'k(x) (1.3.4) 

i=1 

olarak tanımlanır (Eckmann, 1972) (Dahlquıst and Björck, 1974). 
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Her bir alt aralıkta x E [xi,xi+1) için {(xi, f(xi)) :i= o,1, ... ,k} kümesindeki 

ardaşık iki uç noktadan bir pi(x) , o:::; i:::;k doğrusu geçecektir. Parçalı doğrularla 

spline yaklaşımda { f(x)=Pi(x) :i= o,1, ... ,k} şeklinde tasarlanan küme spline 

parçalı doğruları üzerindedir (Johnson and Rıess, 1982). 

1.3.2 k-Dereceli Spline Fonksiyonu 

Spline fonksiyonun diğer bir şeklide aşağıda tanımı verilece.k olan 

k-dereceli spline fonksiyonudur. 

Tanım 1.3.2.1 

[a, b] aralığını a=x0<x 1 <X 2< ... <Xk=b olacak şekilde [x0 ,x 1), 

[x1 ,x2), ... ,[xk_1 ,xk] alt aralıkiarına böleli m. Aşağıda belirlenen A nın kuvvet 

fonksiyonu [a,b] aralığının her bir [xi,xi+1) alt aralığında tanımlı 
i 

{

(x-x·) x~xiiçin 

(X-Xj )i+=[max (X-Xj ,O)]j = O 

1 

(1.3.2.1) 

X<Xj için 

j dereceli parçalı polinomu olsun. Bu 

ro j;e:i 

'Pi(xi)=Öii=l1 
j =i 

olduğunda (X-X· )j 
\Tl 1 + . 
T ii=--.-,-' ı=1,2, ... ,L 

J • 
(1.3.2.3) 



olmaktadır. BuradaAya k-dereceli spline fonksiyonudur denir (Shea, 1984). 

k- dereceli spline fonksiyonunun iki önemli özelliği şöyledir : 

a-) [a,b] aralığının her bir [x;,X;+1) , i=o,1, ... ,k-1 alt aralığında, 

Y; = S(x;) spline fonksiyonu k- dereceli parçalı polinomdur. 

b-) [a,b] aralığında Yi =S(x;) , i=o, 1 , ... ,k sp line fonksiyonun birinci 

mertebeden (k-1) mertebeye kadar bütün türevleri alınabilir ve süreklidir 

(Dahlquıst and Björck,1974). 

Tanım 1.3.2.2 

[a,b] kapalı aralığının ~: a=x0<x1<x2< ... <Xk=b olacak şekilde 

10=[x0,x1), I1=[x1 ,x2),12=[x2,x3), ... ,Ik=[xk_1 ,xk] bir parçalanması olsun. 

xe Ii , f(xi) = P; (x) , i= o, 1 , ... ,k içi n 
m 

i 
f(x)=!:c;x ; c; katsayılar olmak üzere, xe 9\ (1.3.2.5) 

i=O 

olarak tanımlansın.Bu takdirde p1(x),p2(x),p3(x), ... ,pk(x) e parçalı polinarnlar 

denir. Bunların kümesi de Pm ile gösterilir, yani 

pm= { Po (x),p1 (x),p2 (x), ... ,pdx) } 

dır (Schumaker, 1981 ). 

Y=S(x) splinu fonksiyonunun sürekli ve türevianebilir genel özelliği 

her bir [x;.xi+1) alt aralıktaki dereceleri farklı spline parçalı polinarnları 

üzerinde vardır (Shea, 1984). 

Küçük dereceli parçalı polinarnların yaklaşım terimlerini içeren S(x) 

spline fonksiyonu ile f(x) e yaklaşım yapılabilir.Bu yaklaşım S(x) için yüksek 

dereceli bir polinarndan daha elverişli sonuç verecektir (Blum, 1972). 
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f(x) fonksiyonunun yaklaşımında , f(x)=P;(x),i=o,1, ... ,k için f(x) 

fonksiyonunda her bir [xi,xi+1) alt aralığının uzunluğu çok küçük şeçilerek , 

çok sayıda değerlerinin bulunması gereklidir. Jxi+1- xij uzunluğu oldukça 

yaklaşık seçilmiş ise f(x) ve P;(x) arasında olan fark ı f (x) - p i (x) ı , xe [xi,xi+ 1) 

için çok küçük olacak ve Pi(x) parçalı polinarnları her bir alt aralıkta f(x) e 

yaklaşık değerler verecektir (Stanton, 1981 ). 
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Tanım 1.3.2.3 

[a,b] kapalı aralığının 8. ile gösterilen bir parçalanması 

a=X0<x1<x2< ... <Xk=b olacak şekilde 10=[x0,x1), 11=[x1,x2), 12=[x2,x3), ••• , 

Ik=[xk_1 ,xk] ile verilmiş olsun. Y =S(x) sp li ne fonksiyonunu·n (k-1) inci 

mertebeden türevleri sırayla M 1 , M2 , ... ,Mk_1 ve bunların kümesi 

M,;, {Mi =S 
1 
(x): i =1, ... ,k-1 } olsun.Bu 10,11 , ... ,Ik alt aralıklarının her birinde 

se S(P m, M, 8.) spline polinomlarının gösterimi sırayla s0,s1,s2, ... ,sk olsun. 

Bu açılım S(x) in 

m ~1 
i-1 o_ s(x 1) . 

So (x) = _L c W0 j (x-x 1) , c W oj= . , ı= 1 ,2, ... ,m 
(ı -1) ı 

(1.3.2.6) 

m i -1 
J'-1 D+ S(X 1·) ı·-1 2 m s1 (x) = _L c w ii (x-x1) c w ii= . - · , ... , 

(ı-1)! ' i::1,2, ... ,k (1.3.2.7) 

spline parçalı polinomlannın tanımıdır. 
k m 

Burada CW=(CWii )i=O i=1 matris gösterimi spline fonksiyonunun 

B-Sp line açılımını verir (Schumaker, 1981) (Çağal, 1989). 

1.3.3 B-Spline Fonksiyonu 

Spline fonksiyonunun diğer bir şekli olan 8-Spline aşağıdaki 

şekilde tanımlanır. 

Tanım 1.3.3.1 

[a,b) aralığını 8.: a=x0<x1<x2< ... <Xk=b olacak şekilde 10=[x0 ,x1), 

I
1
=[x1,x2),I2=[x2,x3), ... ,1k=[xk_1,xk] alt aralıkiarına bölelim.xe[x1,x1+1) için M1(x) 

parçalı polinomu 

M1(x) ~ { 
1 - 1/2 ~X~ 1/2 için 

(1.3.3.1) 
o diğer durumlarda 

tanımlı olsun. 

Parçalı polinom yaklaşımında M1 (x) periyodik dalgalı bükülmeleri 

gösteriyorsa , Mk(x)=M1 (x)•M1 (x)• ... •M1 (x) , k tane faktörleri aynı olan M1 (x) 
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1.3.4 Üstel Spline Fonksiyonu 

Spline fonksiyonunun bir şekli B-Spline ile yakın ilişkisi olan üstel 

spline nin tanımı ve özellikleri şu şekildedir. 

Tanım 1.3.4.1 

[a,b] aralığını~: a=x0<x1<x2< ... <Xk=b olacak şekilde I0=[x0 ,x1), 

11 =[x1 ,x2),12=[x2,x3), ... ,lk=[xk_1 ,xk] alt aralıkiarına bölelim her bir [xi,xi+ 1) alt 

aralığında Y=S(x) spline fonksiyonu S(x)e cn-1 (-oo, oo) tanımlı , t ~O 

tamsayılar olduğunda f(x) = tx ınterpolasyon değerleri V x için 

S(x+1)=t. S(x) özelligini sağlasın.Burada 
00 

S(x)= c 0 . 1: ti Q(x-j), c 0 sabit olmak üzere (1.3.4.1) şeklindeki, 

<P(x , t)=L tj Qn+l (x-j) (1.3.4.2) 

gösterimine üst el spline denir. an+ 1 (x) ' sabit bir faktöre kadar 

Yi=S(xi),i=o,1, ... ,k bir elemanı ve x+ = max{x,o} için 

1 n n+ 1 n n+ 1 n, 
O(x)=On+1(x)= nT {x+-( 1 )(x-1 )++ ... +(-1) (x-n-1 )-+-~ (1.3.4.3) 

B-Spline fonksiyonudur. Eğer O<X<n+1 ise Q(x)>o , diğer değerler için Q(x)=o 

dır. Burada X= {n;1) noktasındaki simetriklik ve Q(x) = Q(n+1-x) şeklindeki 
eşdeğerlik en önemli özelliğidir (Shoenberg, 1971 ). 



i i 

IKINCI BÖLÜM 

PARÇALI KÜBIK SPLINE POLiNOM YAKLAŞlMI 

Spline fonksiyonundan sözedildiğinde parçalı polinomlar 
anlaşılmaktadır. Bu bölümde parçalı polinarnlar ile splinenin ilişki ve farklı 
yönleri incelenerek parametrik spline fonksiyonu , parçalı kübik spline 
polinarn yaklaşımı verilecektir. 

2.1 Parçalı Polinomlar lle Spline Arasındaki Ilişki 

[a, b] aralığını tl: a=x0<x1<x2< ... <Xk=b olacak şekilde I0=[x0,x1), 

11=[x1 ,x2).I2=[x2,x3), ... ,1k=[xk_1 ,xk] alt aralıkiarına bölünsün. 

Parçalı polinomda f(x) = Pi(x),i=o,1, ... ,k ve 

tie [xi , xi+ 1) ve T = { ti 1 os i s k } (2.1.1) 
ara noktaları nümerik hesaplamalarda oldukça birbirine yakın alınır. Burada 
polinom katsayıları ai0,ai1 , ... ,ain olan n-dereceli pi(x) parçalı polinomunun 
gösterimi 

Pi(x)=ai0+ai1 (x-ti)+ai2(x-ti)2+ ... +ain(x-ti)n (2.1.2) 
şeklindedir . 

cn(x)-deki parçalı polinarnların her birinin , n=O noktası dışındaki 
noktalarda n-inci mertebeden türevleri var ve süreklidir. 

Spline fonksiyonlarda cn-1 (x) de (n-1 )-inci mertebeden türevleri 
sürekli olan ve ara noktalarda (n-1) inci türevi ile çakışmış n dereceli parçalı 
polinomlardır. 

Eğer n=2,3 ve daha yüksek dereceli parçalı polinomu ise , spline 

türevleri ile birlikte ara noktalarda çakışır. c(n-1 )'2 (x) dereceli parçalı 

polinomun tie [xi_1 ,xi) ve tie [xi,xi+1) ara noktaları arasındaki uzaklık pozitif 
tamsayı değerleri alınırsa hesaplanması kolaydır. Her bir alt aralıkta iki. ara 
nokta arasındaki uzak.ık yakın değerler alınınca parçalı polinarn türevleri ile 
ara noktalarda çakışır. 

cr (x) deki parçalı polinarnların gösterimi, 
n n- r -1 k 

i n- L 
pp(x}= L ai(x-td + L L biL(x-tj)+ (2.1.3} 

i=O 

şeklindedir. 

[a,b] aralığının her bir alt [xi,xi+ 1 )aralığındaki (x-ti)+i, i= o.1 .... ,k 
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dereceleri farklı parçalı polinarn türevleri tiE [xi_1 ,xi) ve tiE [xi,xi+ 1) ara 

noktalarındaki şıçramaları (atlamaları) gösterir. 
Spline fonksiyonu parçalı polinamlarla gösterilmek istendiğinde, 

parçalı polinomun sıçrama(atlama) durumundaki ara noktalarında 

katsayılardan birisi yok edilir. Burada parçalı polinarn kümesinde bir parçalı 
polinomun sahip olduğu sadece bir değer gereklidir. Bu kırık çizgide olduğu 
gibi kolayca görülür. Bir defada i inci aralığı bulmada kullanacağımız formül 

a;o+ [ a o ·,~:-~,a oı ] (x-ı~ (2.1.4) 

pp(x) = pi(x) parçalı polinomunun değeridir. Böylece değerin bulunmasında 

(x-ti) nin katsayısı hesaplanabilir. 

Benzer gösterim yüksek dereceli spline içinde yapılabilir.En soldan 
başlayarak ilk [x0 ,x1) alt aralığında her bir parçalı polinarn spline ile 

gösterilebilir. Burada bir p1 polinomunun a10,a11 , ... , a1 n po li nam katsayıları 

gereklidir. Ikinci [x1 ,x2 ) alt aralığında p2 (x) in (n-1 )-inci türevi x1 de 

çözülmüştür.Bu değer x1 de p1 (x) in eşitidir. Böylece parçalı palinarnun 

katsayıları ayrı ayrı aii, j=1, ... ,n için hesaplanabilir. p2(x) in n-inci türevi de bir 
x1 olmalıdır. p1 (x) den p2(x) e n-inci türevin ara noktalardaki at laması 

(sıçraması) ni b2 dir. Bu nedenle n-dereceli parçalı polinarnlar pi(x)=pp(x) 

dir. Bu pi(x) in n-inci türevide tam bir basamak [(step), sıfır dereceli spline] 

fonksiyonu ve ni b2 ilk basamağının atlama büyüklüğüdür.Bu işlemi üçüncü, 

dördüncü , ... ,n inci için tekrarlanabilir. 
Böylece pi(x) parçalı polinarn gösterilmesini aii ,j=1, ... ,n katsayıları ile 

bi,i=1, ... ,k atlamaların (step) toplamı olarak alınabilir. Parçalı polinarnların 

gösterilmesinde pi(x),i= o,1, ... ,k parçalı polinarnları ve n de bir Pi(x) in 

derecesi olduğunda k( n+ 1) ve (n+k) katsayıları karşılaştırılabilir. 

Buradan ti E [xi,xi+ 1) ara noktalardaki 

x~tiiçin 

(2.1.5) 

parçalı polinomunun türevleri ve integralleri kolayca hesaplanabilir.Burada 

(x-ti)+i nin türevlerini rı benzer başka bir gösterilmesini · 
i i 

d (x-tj) + · · 
----c::.: i (i-1 ) ... (i-j+ 1) (x-ti (J , j ~i içi n (2.1.6) 

d X j + 

şeklinde verebiliriz. 



Böylece (x~ti)+i de i= n~inci türevi alınabilir basamak (step) fonksiyonudur. 

Bu t i nin solunda sıfır,sağında n! dir. p1(x) den p2(x) e geçişi sağlayan tam 

bir fonksiyon gereklidir. Bu [x1 ,x2) alt aralığında x2 nin n~inci türevi n! b2 
atlaması ile p1 (x) + b2 (x ~ t2)+n dir. 
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Böylece cn-1 (x)-deki spline parçalı polinomları teorik ve analitik 
çalışmalar için 

n . k 

pp(x)=:L aj (x~t 1 )1+ L bi (x~ti ): (2.1.7) 
j=O i=2 

şeklinde verilebilir (Schumaker, 1981 )(Rıce, 1983)(Burden and Faires, 1985). 
Yüksek dereceli spline {Y=Y0,v1 , ... ,vk} ordinatları ve 

~: a=x0<x1<x2<X3< ... <Xk=b parçalanmasıyla V XE9\ için 

S(x)E ck-1 (9\) spline fonksiyonu her bir [xi,xi+1) 'i=0,1, ... ,k alt aralığı dışında 

x_1 = ~ oo, Xk+1 = oo olarak tanımlı parçalı polinomdur. A tek dereceli spline 

fonksiyonu m= 2k-1 ve k-1 için eğer her bir [xi,xi+1) , i=o. 1 , ... ,k alt aralığında 
tanımlı ise doğal spline adını alır. 

A,nın m-dereceli spline fonksiyonu ile gösterimi V XE 9\ için 

p(x)=aio+ai1 (x-ti)+ai2(x-ti)2+ ... +aim-1 (x-ti)m-1 
k-1 

polinom olmak üzere S(x) = p(x) + L aj{x-tj}: 
i=O 

olarak verilebilir. 

(2.1.8) 

(2.1.9) 

Burada x+ m parçalı polinomları [(x+ m=xm) , x>O için ve (x+m=o , x::; O 

için)] şeklinde tanımlıdır (Blum, 1972) (Çağ al, 1989). 
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Örnek 2.1.1 

J (x2
+1) d[x]= integralinde [x], x den küçük ve x e eşitolan en büyük tam SEo/1 ve 

f: 9\ ~ 9\, f(x)= [x] fonksiyonu basamak( step) fonksiyonudur. a(x) fonksiyonu 

{a=Xo<X 1<x2- .. <Xk=b} parçalanması üzerinde atlama yapan bir fonksiyon ise 

b k f f(x) d a(x) =I: hif(xi) dır. Burada xi, i= o,1,2, ... ,k ara noktalarındaki 
a i=1 

+ -
atlama h i= a(xi )-a(xi) olarak tanımlıdır. Sıfır noktasındaki atlama 

lim lim + + 
ho= + a(x)-a(O)=O ve h5 = a(x )=a(5 )-a(5)=5-4=1 olur. 

x~o x~5 

h5 --

h4 

h3 

h2 

h1 

o 1 2 3 4 5 

Şekil 2.1 

Burada 

15 
(l+ 1) d[x] = 1.0+2.1 +5.1 + 10.1 + 17.1 +26.1 =60 

o 
O~x<1 için [x]=O 3~x<4 için [x]=3 
1 ~ x < 2 içi n [x] = 1 4 ~ x < 5 içi n [x] =4 
2~x<3 için [x]=2 X=5 için [x]=5dir. 



/ 
Basamak fo nk si yon 

Şekil 2.2 besemek fonksi yon ve K1 rı k çizgi O ve 1 derece spl i ne 
ile iki eğriye yekleş1lm1şt1r. 

h 
2 

h 
1 

t 
1 

t 
2 

t t 
3 4 

Ş eki 1 2.3 Perabol i k Spl i ne 

t t 
n 

15 

n+1 
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2.2 Parametrik Spline Fonksiyonu 

Genel olarak tanımı verilen parametrik spline fonksiyonunun özel bir 
şekli parçalı kübik spline fonksiyonudur. Bu bölümde önce parametrik 
spline fonksiyonu daha sonraki bölümde parçalı kübik spline polinom 
fonksiyonu verilecektir. 

Tanım 2.2.1 

[a, b] kapalı aralığını a=x0<X1<x2< ... <Xk=b olacak şekilde , [x0 ,x1 ), 

[x1 ,x2 ), ... ,[xk_1 ,xk] alt aralıkiara bölelim.Y=S(x) sp line fonksiyonu C2[a,b] 
tanımlı ve h=x(xi_1 olmak üzere bu fonksiyanda {xi} değerleri için Y(xi) 
yaklaşım değerleri olduğunda , spline fonksiyonu p>O parametresi üzerinde 
bağımlıdır.Trigonometrik spline fonksiyonunda polinom birinci 
derecede ndir. Bu fonksiyon [xi_1 ,xi) alt aralığında p=O için kübik sp line 
fonksiyonuna dönüşür. 

Eğer genel olarak S(x) parametrik spline fonksiyonu ise , bu 

X·-X X-X·1 
S"(x) + pS(x) = (S"(xi_1) + pS(xi_1 )) (T )+(S"(xi )+pS(xi )) +(-tf-") (2.2.1) 

şekilde gösterilir. 
[a,b] aralığının her bir [xi,xi+1) alt aralığında tanımlı , Y=S(x), spline 

fonksiyonu bütün uç noktalarında f(xi)= S(xi) eşittir. Her bir [xi_1 ,xi) alt 
aralığında p pararretre ve W = h.Vp olmak üzere (2.2.1) diferansiyel 
denkleminin çözümünden, 

-h
2 

[ X-X·1 X·-X] h
2 

S(x) = S"(xi). sinW ( h ı- )+ S"(xi_1). sinW (~h ) +-. 
w2 sinw w2 

[t~i-1 
).(S"(x;) <: S(x;))+(~x) (S"(x;.j} + ~: S(x;.j})] (2.2.2) 

elde edilir. Bulunan bu denkleme parametrik spline fonksiyonu 
denir.Burada S(x) fonksiyonu [xi_1 ,xi) alt aralığında integrasya n sabitlerinin 

çözümü yapılarak birlikte verilmiştir. 
S(x) fonksiyonunun [xi,xi+1) alt aralığındaki (2.2.2) denkleminde i ve 

(i-1) yerine (i+ 1) değerini koyalım.S(x) fonksiyonunun ilk türevinin süreklilik 
özelligini de kullananık işlemleri tamamladıktan sonra 

2 
Yi+1 - 2Yi+Yi-'i =h (aMi+1 +2~ Mi+ a Mi_1 ) (2.2.3) 

şeklinde yazılabilir. 
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Buradan, 
S(xi) = Y(xi) =Yi ve S"(xi)= Mi (2.2.4) 

u= _1 (~ -1) ~= -1 (1-~Co s W) (2.2.5) 
w2 s ın w ' w2 . sı n w 

S'(xi) = mi olmak üzere spline ile ilgili bu formülleri 

y. 1-Y· 
mi+1 =h (a:Mi+~Mi+1 ) + ı\ ı, (2.2.7) 

mi+1- mi= (~+a)h (Mi+rMi) , (2.2.8) 

2(Y· rY·) 
mi+1- mi= (~-u) h (Mi+1-Mj} + ı~ ı , (2.2.9) 

şeklinde verebiliriz. Parametrik spline fonksiyonu (2.2.2) nin [xi_1 ,xi) alt 

aralığındap ~O için taylor serisine açılımından, 

3 2 
(Xj-X) (X-Xi-1) h2 Xı·-X h2 XX 

S() M M ( M)( ) ( M·'( -~- 1 ) (2.2.11) X 6h i-1 + 6h i+ Yi-1+6 i-1 -h- + Yi- 6 il 

kübik spline fonksiyonu elde edilir. Buradan (2.2.3) (2.2.8) ve (2.2.9) da 
verilen formüllerden spline ile ilgili 

y. 1- y. 1 
ı+ ı ( .\ 

h =2 mi+1+mv (2.2.12) 

(2.2.13) 

2 

Yi+r2Yi + Yi-1 =: (Mi+1 + 2Mi +Mi-1) (2.2.14) formülleri bulunur (Jaın 
and Az ız, 1981 ). 



2.3 Parçalı Kübik Spline Polinom Yaklaşımı 

Spline fonksiyonun uygulamalarında en çok kullanılan şekli parçalı 
kübik spline polinomudur. Bu bölümde parçalı kübik spline polinom 
yaklaşımı ayrıntıları ile verilecektir. 

Tanım2.3.1 

[ a, b] kapalı aralığının 11 : a=x0 <X1 <X2< ... <Xn=b olacak şekilde 

[xo.x1), [x1,X2), ... ,[xn-1.xn] alt aralıkiarına bölündüğünü varsayalım. 
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Bu alt aralıklardaki (x0 ,Y0 ), (x1 ,Y1), (x2,Y2), ... ,(xn,Yn) uç noktalarında Yj=f(xj) , 
i= o,1,2, ... ,n özelliğini de sağlayan [a,b] aralığında Y=f(x), fonksiyonu tanımlı 
olsun.(Y=f(x) genel olarak verilere karşılık gelen fonksiyondur.) Her bir 

[xj,Xj+1) alt aralıklığında tanımlı birer Sj(X)EC2 [a,b] polinom fonksiyonu alalım; 
öyleki bu alt aralıkların uç noktalarında Sj(Xj)=f(xj) olsun. her bir [xi,xi+1) alt 
aralıklarının her birinde , birbirinden farklı kübik polinomların lineer birleşimi 
olan Y=S(x) kübik spline fonksiyonunun bu yaklaşımına parçalı KÜBIK 
SPLINE polinom yaklaşımıdır denir. 

Her bir [xi,xi+1) altaralığındaki parçalı kübik spline polinom 

yaklaşımında S(x) , polinom derecesi en çok 3 olan spline fonksiyonudur 
(Blum, 1972) (Çağa!, 1989). 

Y=S(x) spline fonksiyonu 11 üzerinde kübik spline yaklaşımı 

olduğunda , S6 (x) spline fonksiyonu kümesi i E 8 6 (x) E SP(xn) şu üç 
özelliği gerçekleştirir. 

a-) S6 (x)E C2[a,b] aralığında tanımlı ve S6 (x) , 86 ' (x) , S6 "(x) türevleri 

süreklidir. 

b-) S6 (xi) = f(xi) = Yi, o<j<n olmak üzere [a,b] aralığında f(x) in 
interpolasyonu S6 (x) dir. 

c-) S6(x) spline fonksiyonu , her bir [xi,xi+1) alt aralığında O<j<n-1 için kübik 

polinomdur (Johnson and Rıess, 1982). 
Parçalı kübik spline polinomu ara noktalarda kübik polinom ile 

çakışır (Shea, 1984). 
Kübik spline polinom yaklaşımı daima sayılabilir (sonsuz) çözüme 

sahiptir (Dahlquıst and Björck, 1974). 
Birinci ve ikinci türevlerin süreklilikleri ile spline kümesi süreklidir. 

Ikinci veya daha yüksek türevlerin sürekli olmadığı durumda atlama 
olur. · 

Kabul edelimki Mi= S 6 "(xi) ve mi= S'(xi), i=O, 1 , ... ,n için (2.3.1) 
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h· 1 
h·=x·-x· 1veA.·= J+ , Pj=(1-A.

1
.) (2.3.2) 

J J J· J h . + h . 1 
J J+ 

olsun (Mizumura, 1985). 
Bu takdirdeY=S(x) sp line fonksiyonunun her bir [xi,xi+1) aralığında 

ikinci türevin doğrusal olmasından 

X· 1 -X X-X· 
S"(x)= Mi ~. +Mi+1 ~ 

]+1 ]+1 
(2.3.3) 

yazılır.BuradaS"(x) in ardarda integrasyonu ile 

(2.3.4) 

(x· 1 -x)3 (x-x)3 
S(x)= Mi ~+h +Mi+1 + C 1 x+ C 2 (2.3.5) 

i+1 6hj+1 

fonksiyonu elde edilir.Burada C1 ve C2 integrasyon sabitidir. 
(Xj,Yi) ve (Xj+1•Yi+1)noktalarından geçen eğrinin 

(2.3.6) 

şartını sağlaması varsayımıyla (2.3.5) de (2.3.6) ayrı ayrı yerine konulursa 
c1 ve c2 nin çözümü bulunur. 

2 2 
Buradan S' (x)- -M· (xi+1 -x) +M· (x-x) + yi+1 -Yi Mi+1- Mi h. (2 3 7) 

ll - J 2 h J+ 1 2 h . h . 6 J+ 1 . . 
i+ 1 J+ 1 J+ 1 

iki denklem elde edFir (Pennington, 1969) (Blum, 1972) (Çağal, 1989). 
Mj leri n bulunması içirı [xi_1 , xi) ve [xi, xi+1) ardaşık aralıklarında ortak düğüm 

noktalarındaki türevleri 
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, - h· M·h· 
S~::ı(xi_ 1 ) = 6

1 (Mj-1) + --}-1 + (2.3.9) 

(2.3.1 O) 

Bu eşitlik yeniden düzenlenirse 

bulunur.Burada N+1 tane bilinmeyen olan Mi, i=D,1, ... ,N ye karşılık N-1 
denklem sistemine vardır. Bu denklem sisteminin N+1 noktadaki 
bilinmeyenin N-1 i için çözümü yapılabilir. 
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Kabul edelim ki matrisler 

2 o • • • • o 

1-/..,1 2 o • • • o 

o ·1-/.., 2 /..,2 
2 

o • • o 

o o 1-A, 2 ~ o • o 3 

_/\_= (2.3J3) • • • • • • • • 

• • • • • • • • 

• • • • • 

o • • • • 2 
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o • • • • o • • 

6 - 6 6 
• • • • o 

h1 (hthi \h2 h (h +h ) 
2 1 2 

• • • • • o • • 

• • o • • • • • (23.1 
8:: 

• • • • • • • • 6 - 6 6 

• • • h ~h +h ) h rh 
h 

n-1 (hn-thn) • • n- n-1 n n- n 

-6 6 • • • • • h fh h (h +h • n- n N N -1 N 

• • • • • • • o 

tv\, Ya 

M1 y1 

~ y2 

M= • (2.3.15·) Y:: • (2.3.16) 

• • 

MN-1 YN-1 

MN 
YN 

olsun. 
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Burada [a,b] aralığının son uç noktalarında /...0 ve "-N tanımlı ve 

A.o A.N 
M0 +2 M 1 =0 , MN+ 2 MN_1 =0 (2.3.17) olur. 

Eğer A.0=A.N= O ise bu doğal kübik spline olarak bilinir (Bever,et al., 1982). 

Bununla birlikte , 2M0+A.0M1 =Yo ve A.N MN_1 + 2MN =Y N (2.3.18) 

ve IPji+IA.il=1 <2, 1<kk-1 için l/...0 1 <2 ve IA.NI <2 olarak belirli ise , tekil olmayan 

1\-1 var olması için 1\ matrisinin kare olması yeterlidir. 1\ Matrisi üçlü 

köşegen matristir ve köşegen bölgesinde tekil değildir (Jonhson and 
Rıess, 1982). 

Bu son uç noktalarda (2.3.17) deki iki denklemi ve (N-1) bilinmeyeni 
olan denklem sistemini 

AM=Sy 

M= A-1 ev 
(2.3.19) 

(2.3.20) 

matrisleri ile göstereli m. Matrisin 1\-1 tersinin olmasından v :;tO için yeniden 

düzenlenirse, Y 0:;tO ve Y N:;tO için 1\ nin çözümü daima Gauss eliminasyon 

yada iterasyon metodu ile yapılabilir. Kübik spline interpolasyon 
yaklaşımını (2.3.11) nin çözümü ile hesaplayabi li riz. Bununla birlikte 
kübik spline interpolasyon (2.3.17) deki son uç noktalar ve Y ordinatları 
kümesiyle tek çözüm değildir. Başka kısıtlarla son uç noktalarda çözümü 
yapılabilir. Doğal spline olduğunda , spline interpolasyonda ısrar ederseniz 
Y nin tek çözümü olduğundan S"(x0 ) = M0 =0 ve S"(xn)= MN= O dır. 

Kalan bilinmeyenler için M11 •.. ,MN_1 (2.3.12) üçlü köşegen lineer 

denklem sistemi ile çözülür (Blum, 1972). Bu denklem sistemi parçalı 

denklemler şeklinde ve her denklemde sadece üç bilinmeyen vardır 

(Pennington, 1969). 
Parçalı kübik spline polinom yaklaşımın uygulamasında 

(xi,Yi) = Y(xi), i = 1.2 .... ,N interpolasyon noktalarıdır. Bir veya iki son uç nokta 

seçimi ile S(x) spline fonksiyonunun türev değerleri bulunabilir. 
Sp line fonksiyonu, her bir [xi'xi+1) alt aralıkta üçüncü derece polinom 

katsayılarıyla birlikte şu şekilde verilebilir. Burada, 

S(x)= Y1+b 1(x-x1) + C1(x-x1)2 , X<X1 için 

S(x) = Yi+bi(x-xi) + Ci(x-xl + dj(x-xi)3, xi ~ x < xi+1 için (2.3.21) 

S(x) = Y N+bN(x-xN)+ CN(X-XN)2 X~ XN için 

türev değerleri belirlenmemiş ise C1 =0, CN = 0 dır. 
Lineer denklem sisteminin çözümünden spline fonksiyonun ci katsayıları 

bulunur. Lineer denklem sisteminin katsayı matrisi simetrik ve köşegendir. 



Bununla birlikte 

2(x2- x 1) C 1 + (x 2- x 1) C 2 = 3 ( y 2- y 1 - yı 1) x2- x1 

veya Yı (x1) =Yı 1 türevi belirli değil ise C1=0 dır. 

Burada 

(xi- xi_1)Ci_1+2(xi+1-xi_1)Ci+(Xi+1-xi) Ci+1 

- 3(Yj+1 -yi- Yj -Yj-1 ) . - 2 3 N_ .... - ,J-, , ... , ı ıçın 
X· .. -X· X· -X· 1 J+ ı J J ı-

(2.3.22) 

ı y N- y N-1 
(xwxN_1)CN_1+2(xwxN_1)CN=3 (Y N- X X ) (2.3.23) veya 

N- N-1 
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Y'N (xN)=Y'N belirlenmemiş ise CN=O dır. Kalan bi ve di bilinmeyen 
katsayılan 

j=1 ,2, ... ,(N -1) içi n (2.3.24) 

Yw YN-1 2 CN+ CN-1 
ve bN= +(XwXN_1) 3 

,dN=Ü 
XN- XN-1 

olarak elde edilir (Grevi lle, 1967). 
Parçalı kübik spline polinarn yaklaşımı bir bütündür. Spline 

fonksiyonu her bir interpolasyon noktasında ve onun her değeri üzerinde 
her yerde bağımlıdır. 

Lineer spline ve kübik spline parçalı polinarnların ilgi çeken sıralı 

ikilisidir. C1-deki parçalı kübik spline polinom yaklaşımı uygulamada en 
çok kullanılan bir eğridir (Rice, 1983). 

Şekil 2.4 Lineer Spline Şekil 2.5 kübik Spline 
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lnterpolasyon değerleri f(xi) = Pi(xi) = fi için 

N-1 " 

J xN[f" (x)]
2 

dx = L f ~i+1 [P
1
. (x)]

2 
dx= minimumdur (2.3.25). 

Xo . Xl 
J=Ü 

ikinci türevin karesinin integrali her hangi bir yaklaşımda eğriliğin esas ıdır. 
Bu özellik minimum norm özelliğidir. Her bir [xi,xi+1) alt aralığın uç 
noktalarında tanımlı f(x) in minimum norm özelliği parçalı polinarnların bir uç 
noktadan diğer bir uç noktaya düzgün geçtiği, ya da spline fonksiyonunun 
düzgünleştiği noktalardır (Bever,et al., 1982) (Eckmann,1972) (Rıce, 1983). 

Pi(xi,yi) , Yj = f (xi) j= o,1, ... ,n için şekil 2.6 da P0 ,n(x) polinomunun 
grafiği üzerinde q0 (x), ... ,qn_1(x) kübikleri varsa [x0 ,xn] aralığında YtS(xi) 

parçalı kübik spline polinomudur. Spline fonksiyonu 
Yi= S(xi) j=o, ... ,n-1 için sürekli dönen tangenta sahiptir. 

p "(x X ) 
" n n 

Şekil 2.6 p
0 

,p
1 

, ...... ,pn Perçalı kubik spline polinom yekleşımı 

Her bir S(x)= qi(x) j=o, 1 , ... ,n-1 için 

qi(xi) = Yj ve qi (xi+1) = Yj+1 j=0,1, ... ,n-1 ıçın 

q 'i(xi)= Yj ve q 'i(xi) [=S (xi)] j=1,2, ... ,n-1 için (2.3.26) 

q"i-1 (xi)= Yj ve q"i(xi) [=S"(xj)] j=1,2, ... ,n-1 için 
bu özellikleri sağlıyorsa p0,p1 , ... ,pn noktalarında parçalı kübik spline 

polinom yaklaşımıdır (Mara n, 1982). 
Her bir [xi,xi+1) alt aralığında q0(x), q1(x) , ... , qn(x) kübiklerinin 

J b [q • (x)] 
2 

dx = O eğriliği sıfırdır (Jonhson and Riess, 1982). 

a 
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ÜÇÜNCÜ BÖLÜM 

ÜRETIM FONKSIYONU 

Bu bölümde üretim fonksiyonunun tanımı ve önemi verilecek, Cobb­
Douglas ve sabit ikame esnekli CES üretim fonksiyonu incelenerek, CES 
üretim fonksiyonunun parçalı kübik spline polinarn yaklaşımı ile nümerik 
çözümü verilecektir. 

3.1 Üretim Fonksiyonunun Tanımı ve Önemi 

Üretim fonksiyonu , üretim faktörlerinden üretime katılan miktarlar 
ile, bu üretim faktörleri yardımıyla elde edilen üretim miktarları arasındaki 
fonksiyonel ilişkinin matematiksel ifadesidir. Bir firmanın üretim miktarını O, 
üretim faktörlerini K sermaye, L emek, N tabii kaynaklar olarak ifade edilerse 

O=f (K,L,N) (3.1.1) şeklindeki gösteri m üretim fonksiyonunun 
genel gösterimidir. Bu şekilde gösterilen üretim fonksiyonu, üretim 
faktörlerinden üretime katılan miktarlar ile üretim miktarlarının maliyet ve 
fiatı arasındaki ilişkiyi fiziki yönü ile açıklar. Bununla birlikte toplam maliyet 
fonksiyonu ile üretim fonksiyonunun yakın ilişkisi vardır. 

Üretim fonksiyonunda üretilen mal veya hizmet miktarını O, bu mal 
veya hizmeti elde etmek için üretim faktörlerinin herbirinin üretime katılan 
(fiziki girdileri) miktarları a1 ,a2, ... ,an ile gösterirssk bir fonksiyon olarak 
üretim fonksiyonunu, 

O=fi (a1 ,a2, ... ,an) (3.1.2) şeklinde ifade edebiliriz. Burada 
fi, i=1,2,. .. ,m üretim faktörlerinden üretime katılan miktarlar ile üretilen rnal ve 
hizmet miktarı arasındaki fonksiyonel ilişkiyi ifade eder (Üstünel, 1975) 
(Uiuatam, 1980) (Kılıçbay, 1975). 

Kantitatif bir model kurmak için iktisat teorisini matematik formlara 
sokarak , matematik denklemleri bulmak, bu denklemleri sistemli ve tutarlı 
olarak bir araya getirmek gerekir. Bu denklemlerden üretim fonksiyonu, 
üretim sürecini ve değişkenler arasındaki bağiantıyı teknik yönü ile 
inceleyen bir denklemdir. Kantitatif iktisat teorisinde üretim fonksiyonu 
kavramı önemli bir yer tutar. Öte yandan tekniksel denklemler kısa dönem 
içinde değiştirilemeyecek nitelik taşırlar.Üretim faktörlerinin üretime katılma 
payları olan üretim tekniği sabittir. Bunlara teknik katsayılar da denir. Bu 
fonksiyanda üretim,genellikle sermaye ve işgücüne bağlan ır (Kılıçbay, 1970) 
(Bulutay,1972). 
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3.2 COBB-DOUGLAS Üretim Fonksiyonu 

Genel olarak (3.1.2) deki üretim fonksiyonu daha özel bir şekli ile 
gösterilmek istenirse bu , 

Y=f (K,L,E,N) (3.2.1) şeklini alır. 

Bu denklem genel üretim fonksiyonunun özel bir şeklidir. 
Denklemde Y üretim miktarı, K sermaye, L emek, E enerji, N tabii kaynakları 
gösterir. Bu denklem belli bir üretimi gerçekleştiren firma hakkında bilgi 
verir (Kılıçbay,1968). 

Üretim faktörü olarak K,L,E,N Cobb-Douglas üretim fonksiyonu 
çerçevesi içerigine dahil edildiğinde Cobb-Douglas üretim fonksiyonunu 

Y=A . Koc
1 

.L oc2 .Eoc
3 

.Noc
4 

(3.2.2) bu şekilde ifade edebiliriz. 
A: Sabit bir terim , eş ürün eğrisinin yerini belirler. 

oc 1: Üretimin sermayeye göre esnekliği 

oc2: Üretimin emeğe göre esnekliği 

oc3 : Üretimin enerjiye göre esnekliği 

oc 4 Üretimin tabii kaynaklara göre esnekliğidir (Kılıçbay, 1965) 
(Jones,et al., 1986). 

oc 1 oc2 
Genel olarak Y= A.K .L şeklinde yazılabilen ve üretim 

fonksiyonu çerçevesi içinde , üretim faktörlerinin miktar ve birleşimi ile 
üretim hacmi arasındaki bağiantıyı ilk araştıran matematikçi C.W.Cobb ve 
Ekonomist P.H.Douglas tarafından (1928) de önerilmiştir. Parametre tahmini 
yapılabilmesi için hata terimini içeren biçimiyle Cobb-Douglas üretim 
fonksiyonu 

e: Tabii logaritmanın tabanı olan sabit 
u: Hata terimi 
i: i Işletmeyi gösteren indisolmak üzere 

oc1 oc2 Uj 

Yi=A.Ki .Li ·e (3.2.3) şeklindedir. 

Cobb-Douglas üretim fonksiyonu aşağıdaki varsayımları kabul etmektedir. 
a-) Üretim faktörleri sonsuz bölünebilir varsayıldığı nda üretim faktör 

değişkenleri süreklidir. Üretim fonksiyonunun üretim faktörlerine göre kısmi 
türevi alınabilir. 

b-) Üretim süreci değişimi ve eş ürün eğrisi sürekli ve türevi alınabilir 
özelliktedir. 

c-) Emek, sermaye arasında ikame esnekliği sabit ve 0=1 dir. 

d-) Ölçek esnekliği, oc1+oc2=1 ve fonksiyonun homogenlik derecesidir. 
e-) Faktör piyasasında tam rekabet koşulları geçerlidir. 
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Bu varsayımın tümünün veya en azından büyük bir kısmının 
geçerli olduğu bir sektör ve ekonomi düşünülemez. Bu yüzden fonksiyon 
sonuçları değerlendirilirken ekonominin diğer kuralları ve teorileri ile 
karşılaştırmak gereklidir. Bu yapılmadığında veya eksik yapıldığında gerçek 
dışı sonuçlara ulaşılması mümkündür (Atalay,1983). 

3.3 Sabit Ikame Esnekli (CES) Üretim Fonksiyonu 

CES Üretim fonksiyonu, büyümesi sabit oranlı olup, belirli bir 
fonksiyonel ilişki göstermeyen endüstri verilerinin sayısal 

hesaplamalarındaki hesaplanamayan hatalarda, Cobb-Douglas üretim 
fonksiyonundan daha iyi sonuç verir (Kontorovich, 1986). 

Neoklasik iktisat üretim faktörleri arasındaki ikameye ağırlık 

verir.Üretim faktörleri arasındaki ikame esneklik parametresi olan (a) ile 

kolayca ölçülebilir. Cobb-Douglas üretim fonksiyonunda (a) nın 1 e eşit 
olması kısıtlayıcısını getirir. Sabit ikame esnekli CES üretim fonksiyonunda 

a nın değerinin sabit olması kısıtlayıcısını getirmektedir. Söz konusu üretim 
fonksiyonunda a=1 olması zorunluluğu yoktur. Ikame esnekliğinin değeri 
üretim tekniği ile belirlenir ve dolayısı ile üretim tekniğindeki değişme ile 
birlikte değişebilir (W allis, 1984). 

Sabit ikame esnekliği CES üretim fonksiyonunun uygulamadaki 
genel olarak tahminini gösteren formül 

(3.3.1) 

şeklindedir. 

Burada A: Etkinlik Parametresi 
xi: i inci girdinin (i=1,2, ... ,n) , değeri 
p: Ikame esnekliği parametresi 

A.: Homojenlik derecesi 

a: (1 +pf1 ikame esnekliğidir (Disney and Elbashir, 1984). 
K j .Arrow, H.B.Chenery, B.S.Minhas, R.M.Solow tarafından 1961 li 

yıllarda verilerin bu modele uyduğu ilişkisi olan 
V/L=a .wb (3.3.2) formülünden 

hareket ederek CLS üretim fonksiyonu geliştirilmiştir. ACMS, ikame 
esnekliğine ulaşmak için bu fonksiyonun logaritmik ifadesi kullanılır (Demirci 
ve Saray, 1973). 



29 

Bu denklemde a ve b parametre, e: tabii logaritmanın tabanı olan sabittir. 

V=F(K,L) üretim fonksiyonunun bağımsız değişkenleri 'A gibi bir sayı 

ile çarpıldığında bağımlı değişken 'A" ile çarpılmış gibi değişiyorsayani 

V=f('A K,'AL)= 'A" f(K,l) (3.3.4) 
bu fonksiyona n inci dereceden homojendir denir.CES üretim fonksiyonu 
birinci dereceden homojen bir fonksiyondur (Türkay, 1986). Burada 

V/L=F(K/L, 1) (3.3.5) şeklinde yazalım 

ox K X 
V=V/L, X= KIL , - =- -· =-- (3.3.6) 

ol l2 L 

av av av ax 
w =-=V+l-, w= V+-.- (3.3.7) 

al al ax aL 

w= V- X ~~ (3.3.8) değeri (3.3.3) de yerine konunca 

log V = log a + b log [y-x ~~] (3.3.9) 

b 
V= ak- x ~~ı (3.3.1 O) da dy/dx çözeli m. 

1 1 1 
dy = -y b. a-b . .:!...+ r' a =a-b 'p = 1-b (3.3.11) yazılırrn 
dx X X b 

d p+1 _.!._ 

d
y = Y - a _y- (3.3.12) elde edilen bu diferensiyel denklem y = z p 
X X X 

dönüşümü ile bir lineer diferensiyel denklem haline getirilebilir. 

dy dy dz dy 1 -1
+P dz 

Buradan -d =-d .-d , -d = --z P .-d (3.3.13) 
X Z X X p X 

(3.3.12) ve (3.3.13) denklemlerinden sağ taraflar birbirine eşit yazılır 
1 1+p 

1 1 - 1+P dz z P z-P 
ve V=Z-P konursa --z p. -=--a-- (3.3.14) 

p dx X X 

lineer diferensiyel denklemi elde edilir. 
Bu lineer diferensiyel denklemin çözümü için, 

dz = -Pz+O , p =E. ,Q = a 1 p (3.3.16) değerleri alınırsa, 
dx X X 

-J P (x)dx f J P (x)dx Q( )d -J P (x)dx z=e . e . x x+a2 e (3.3.17) 

J P (x)dx= J ~ dx = plogx (3.3.18) in değeri (3.3.17)de yerine konunca 



z=e- plogxf eP log x u~p dx + u
2

e- P log x (3.3.19) den 

Z= (u1+u2x-P) (3.3.20.) elde edilen denklemde z= y-P konulursa(3.3.21) 
1 

-p --
Y=[Uı +u2 x ] P (3.3.22) bulunur. 

Burada Y= V/L , X= K/L değişkenleri konulursa, 

ı ı 

V- -p -p- - -p -p -p-
L -[u 1 +Uz (KIL) ] (3.3.23) ve V -[u 1 . L +Uz K ] (3.3.24) 
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U1 P -1 v •• 

elde edilir. Bu denklemde, Uz=-, A = (u 1 +Uz) degeriarını yerine 
AP 

koyalım. Buradan 

-1 -p -p _!_ 
V=-[_u_1(_u_1_+u __ ~ __ L ___ +_u_1_K __ ] __ P (3.3.26) 

_1 -1 .!_ 
Bu denklemde A=(u1+u2) p den A = (u1+u2)P değeri (3.3.26) yerine konulursa 

değerleri yerine konulursa , işlemleri tamamladıktan sonra, 
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V=A[a 1 K-p+(l+a 1)C~ P (3.3.28) 
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CES üretim fonksiyonunun birinci şekli bulunur (Demirci ve Saray, 1973). 

Buradan (3.3.27) deki denklemde 

-p a1 
a 1 =A -a2 vea 2=-

AP 

değerleri konulursa, işlemleri tamamladıktan sonra 

1 

V= A [ a 1K- P + (1-a1) L- P] - P (3.3.29) 

CES üretim fonksiyonunun ikinci şekli bulunur ([Avralıoğlu, 1973). 

Önceki kesimde verdiğimiz (3.2.3) deki Cobb-Douglas üretim fonksi­
yonunun CES üretim fonksiyonu, 

şeklindedir (The il, 1978). 

3.4 CES Üretim Fonksiyonunun Parçalı Kübik Spline Polinom 
Yaklaşımılle Nümerik Çözümü 

Bazı üretim fonksiyonları logaritma almak suretiyle doğrusallaş­
tırılamaz. Bu tip üretim fonksiyonlarından biriside CES üretim fonksiyonudur. 
CES üretim fonksiyonunun logaritma yardımı ile bu fonksiyonun 
parametreleri cinsinden doğrusallaştırılması yapılamadığından fonksiyonun 
parametreleri kolaylıkla tahmin edilemez. 

Burada CES üretim fonksiyonunun, 



1 

V=A[a.K-p+(l-a)CP] P (3.4.1) 
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istatistik olmayan yaklaşımla, ikame esnekliğini hesaplamaksızın, parçalı 
kübik spline polinomu ile nümerik çözümünü vereceğiz. CES Üretim 
fonksiyonunun parçalı kübik spline polinom yaklaşımıyla nümerik çözümü, 
bu fonksiyonun değerine en yakın geçen eğriyi gösterir. 

[a,b] aralığının xe[xi,xi+1] her bir alt aralığında j = 1.2, ... ,N için parçalı 

kübik spline polinomunu pi, parçalı polinomları ile S~(x)= Pj şeklinde 

gösterelim. Parçalı kübik spline polinomun açılımı ve x+ gösterimi, 

{
X X>O 

X+= O diğerleri { 

r 
r X X>0 

; X+= 
O diğerleri 

N -1 
3 2 3 

Sldx)= I: ~j(x-xi)++~t-ıf-~N+1 x+~N+2 x +~N+3 x (3.4.2) 
j =1 

şeklinde tanımlanır.Bu denklem [a,b] aralığının son uç noktalarındaki 
(2.3.17) kısıtlayıcıları ile (N+3) bilinmeyen parametreye sahiptir. Burada 
(2.3.12) deki( N+ 1) tane bilinmeyeni olan lineer denklem sisteminin (N+ 1) 
tanesinin ortak çözümü yapılabilir (Bever,et al.,1982). 

Belli bir üretim düzeyinde, kullanılan üretim faktörlerinden birinin 
miktarı, bir birim artınidığında ürün miktarının aynı kalabilmesi için, diğer 
üretim faktöründen yapılması gereken azalma miktarına marjinal teknik 
ikame oranı denir. Marjinal teknik ikame oranında girdilerden biri artarken 
diğeri azalacağından 

1-cr 
P=--- işareti eksidir. 

cr 

Marjinal teknik ikame oranı ikame esnekliğinin hesaplanmasına 
olanak sağlar. Ikame esnekliği, 

dk ds dk s . K 
G= k 1 s= ds . k (3.4.3) dır. Burada k= L ve 

s = Marjinal teknik ikame oranıdır. 

Buradan marjinal teknik ikame oranı ile ikame esnekliği arasındaki ilişkiyi , 
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lka kl
·v·- Girdilerin miktarları arasındaki nisbi değişme 

me esne ıgı- M .. 1 t k 'k 'k d k' d v. (3.4.4) 
aqına e nı ı ame oranın a ı egışme 

formülü ile verebiliriz. Bu (3.4.1) deki CES üretim fonksiyonunda 

A = ~, a 1 =a ,K= p 1 ; bir birim ürün elde etmek için kullanılan enerji maliyeti (TUKG) 

L=p2 ; Bir birim ürün elde etmek için kullanılan (1TL) birim sermaye olmak 

üzere, 

t:. (~) 
P2 

(~) p 2 t:. (~) 
P2 P1 P2 

----- = (3.4.5) 
t:. (MTIO p

1 
p

2
) !!:. MTIO p 1 p 2 

MTIO P1 P2 MTIO P1 P2 

ikame esnekliği bu değişimierin birbirine oranıdır (Uiuatam, 1980) 
(Türkay, 1986). 

CES üretim fonksiyonunda a ve (1-a) nın üssü, 

1 d' a=-- ır. 
1+p 

Girdilerin üretime katılan miktarları arasındaki nisbi değişme,ikame esnekliği 
ile marjinal teknik ikame oranındaki değişmenin çarpımı şeklindedir. 

Buradan girdilerin üretime katılan miktarları arasındaki 

• b' d v• 1 n ıs ı egışme = -- . p olur. 
1 +P 

Bu değişmelerden sonra, -p = -
1 

P de-.:!_= 
1 

+P olacaktır. 
+P p p 

Bu açıklamalardan sonra CES üretim fonksiyonu 

C (p\ ,p2)=~i [a 1:P(p\)1~P+(1-a)1:pp~~p] ';P (3.4.6) 

O<kk 

şeklinde gösterilir . 

CES üretim fonksiyonunun C(p1i,p2), [a,b] aralığının her bir [xi,xi+1) 

O<i<k 
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o 1 2 3 k an aralığındaki .1: P 1 , P 1 , P 1 , P 1 , ... , P 1 ara noktalarda nümerik 

çözümü elde edilir. Parçalı kübik spline polinomu , (3.4.2) deki formülünde 

(xi)=(p1i) ara noktalarının değeri yerine konulursa, 
O<kk 

N -1 
3 2 3 s 6 (p 1) = L ~ j (p 1 - p j) + + ~N+ ~N+ 1 p 1+~ N+2 p 1+ ~ N+3 p 1 (3.4. 7) 

i= 1 

şeklinde olur (Bever,et al., 1982). 

CES üretim fonksiyonunun homojenlik özelliği, parçalı kübik spline 

polinom yaklaşımı nda, [a,b] aralığının her bir [xi,xi+1) an aralığındaki (p1i) ara 
O<kk 

noktalarında her yerde sağlanabilir. Bu nedenle CES üretim fonksiyonunun 

(3.4.6) ile Stı(P 1 i) parçalı kübik sp line polinomunun (3.4. 7) nin nümerik 
Od<k 

çözümü [a,b] aralığının her bir [xi,xi+1) aH aralığındaki (p1i) ara noktalarında 
Od<k 

yapılabilir (Pennington, 1969) (Bever,et al , 1982). 

Bu çözümde, CES üretim fonksiyonu C(p1i,p2) ile Stı(P 1 i) parçalı 
O<kk O<kk 

kübik spline polinomunun [a,b] aralığının her bir [xi'xi+1) alt aralığındaki 

(P 1 i) ara noktalarında sonuç değerlerinin eşit olduğu nümerik çözüm 
O<kk 

bulunur (Shea, 1985). 
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DÖRDÜNCÜ BÖLÜM 

CES ÜRETIM FONKSIYONUNUN PARÇALI KÜBiK SPLINE POLINOM 
YAKLAŞlMilLE NÜMERIK ÇÖZÜMÜNÜN BIR ÇIMENTO FABRIKASlNDA 

UYGULAMASI 

Afyon Çimento fabrikası, Çimento üretimi ve satışı amacıyla 7 Ekim 
1957 tarihinde işletmeye açılmıştır. Fives-Lille Firmasının yaş sistem 
teknolojisi ile kurulan fabrika 1965 yılında Polysius firmasının lepolızgaralı 
kuru sistemine dönüştürülmüştür. Üretilen mal ve hizmetin piyasaya 
sürülmasinde hiç bir güçlük çekilmemektedir. Fabrikada 1988 yıl sonu itibarı 
ile 304 vasıflı işçi çalışmaktadır. 

Talep durumu ve girdi maliyetlerinin artışı nedeni ile maliyet fiatının 
oluşumunda, Üretim maliyetinin hesaplanması önemli bir yer tutar. Bu 
bölümde modelin tamamen gerçek verilerle çözümü için Afyon Çimento 
Fabrikasından alınan veriler ile bir örnek olayda uygulama yapılmıştır. 

4.1 CES Üretim Fonksiyonunda En küçük kareler Yöntemi ile 
Ikame Esnekliği Parametresinin Bulunması. 

CES Üretim fonksiyonu ile üretim maliyetinin hesaplanmasında, firma 
için belirli bir ürünün üretim maliyeti, üretiminde kullanılan bütün girdilerin 
para olarak değeridir. Firma belirli bir üretim maliyeti ile en yüksek ürün 
miktarına ulaştığında, yada mümkün olan üretim maliyet değeri ile belirli bir 
ürün miktarını elde ettiğinde, firma karının ne olduğunu hesaplayacaktır. 

·· Y P1 CES U retimfonksiyonu, Y = F(p 1 , p2) , -= F(- , 1 ) 

şeklinde gösterilir. Burada, 
p1: Enerjinin birim maliyeti (TUKG) 

p2 : Birim sermaye (1 TL)olmak üzere 

P2 P2 

Y=Apcr
1 

(4.1.1) fonksiyonel ilişkisinde logaritma almak suretiyle 

logY=IogA+crlog p1 (4.1.2) şeklinde olur. Bu formülden en küçük kareler 

yöntemi ile cr ikame esnekliği parametresini bulabilmek için normal 
denklemler 



L logY=n logA+ cr log p1 

L log p1.1og Y=log A.L log p1 +cr L (log p1)2 (4.1.3) 
şeklindedir. 
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Bu normal denklemlerden A ve cr parametrelerinin hesaplanması için 
Afyon Çimento Fabrikasından alınan veriler. TABL0-1 de gösterilmiştir. 

TABLO-t 

Afyon Çimento Fabrikasında Çimento Üretimi Için 1 Kg başına 
harcanan yıllara göre üretim ve enerji maliyeti(TL) 

ÇIMENTO ÜRETIM ENERJI MALIYETI 
YILLAR MALIYETI(TUKG) (TUKG) 

1980 3,6961 o 0,33073 

1981 4,54111 0,45040 

1982 6,12119 0,76336 

1983 7,21695 1,33979 

1984 11 '12077 1,64570 

1985 12,53313 3,69790 

1986 15,19960 4,78040 

1987 18,62220 5,67433 

Normal denklemlerden parametrelerin hesaplanması için gerekli 
işlemler TABLO-ll de verilmiştir. 



TABLO-ll 

(pl )Alt aral1 k lan m n 

O<i <k uç 
V. 

1 
log V. 

1 

noktalan 

TOPLAM 

log p 1 

. k1 O<l < 

-0,480526 
-0,346401 

logp.logV 
1 

-0,272815 
-0,227641 

2 (1 og p ) 
1 

w 
....ı 
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Normal denklemler için TABLO-ll de hesaplanan değerleri (4.1.3) de yerine 
koyalım 

7,466147= 8 log A + 1 ,400522 cr 

2,12777 = log A .1 ,400522 + 1 ,780224 cr 

Buradan log A = 0,8397376 , A = 6,91 ve cr= 0,53 bulunur 

Marjinal teknik ikame oranından, 

1-cr 1-0,53 0,47 4 1 p 1+p 1 V 

p=-- = =--,p=--,--=5ve--=-4 ,-=--budegerlerbulunur. 
O" 0,53 0,53 5 1+p 1+p p 4 

4.2 Parçalı Kübik Spline Polinom Yaklaşımı ile Nümerik Çözümü 

Parçalı kübik spline polinomunun nümerik çözümünde 

h .• 
h A. J+• · · i=xrxi_1 ve i= h h· , i= o,1,2,3,4,s,e ıçın r- J+1 

değerlerinin hesaplanması ve sonuçları TABLO-lll de verilmiştir. 
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TABLO-lll 

YILLAR h 'A = 
hj+1 

hi A. =X -X h +h j j -1 j j j+ 1 J 

1980 ho='b -x-1 'A -
h1 0,20369 0,370082 o- ho +h 1 

"-1= 
h2 

0,11967 1981 h1 =X1 -X O h 1 +h2 
o ,723389 

1982 h2 =~ -x1 ~= 
h3 0,31296 0,648118 
h2+h3 

~= 
h4 

1983 h3 =~ -~ h3 +h4 0,57643 0,346703 

"-4 = 
h s 

1984 h4 =~ -X h4 +h s 0,30591 0,870273 
3 

h s 

1985 hs =Xs -x4 'As= 
hs+hs 

2,0522 0,345328 

1986 hs =Xs -xs "-s= 
h? 

1 ,0825 
h6 +h? 

0,452295 

1987 h =X, -X 0,89393 
7 6 



Lı O 

-
2 An o 

1 -A-1 2 A-1 o 

o 1~ 2 A-2 o 

o 1 -A, 
3 2 A,3 o ( 4.2.1) 

o 1 -)~,4 2 A,4 o 

o 1 -A. 5 2 AS 

ı 
A-6 2 

-
_/\__ Matrisi ve enerji maliyetleri için _/\_ matrisinin değerleri 

2 0,370082 o 

0,27 6611 2 0,723389 

o 0,351882 2 0,648118 o 

_fl= 
(4.2.2) 

o 0,653297 2 0,346703 

o 0,129727 2 0,870273 

o 0,654675 2 0,34 5328 -
0,452295 2 
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-
o 

6 y 1 -6Y 6Y 
1 2 

h 1(h1+h 2) h1.h2 h2 (h1 +'h ) 

6Y2 -6Y
2 

6Y3 

Y= 

h2 (h2+h3) h2.h3 '3 (~ +IJ ) 

6Y -6Y
3 

6Y 4 3 

(4.2.3) 

h3 (~ +tı.ı) 
h .h 
3 4 h4 (h3 +h4 ) 

6Y4 
-6 y 

4 
sY5 

h4 (h3 +h4) ~ .h5 '5 (h4 +ts) 

6Y5 -6Y 
5 

6 

h s (Js +hs) h5.h6 h6 (h5 +h6) 

ı.-.. 
o -

r--

o 

526,273 -727,510 271 ,257 

131,948 -203,587 84,462 

Y= 85,137 -245,563 247,204 

(4.2.4) 

92,497 -106,285 15,539 

11,689 -33,850 26,875 

o 

......__. 

ev ve ey matrisinin değerleri bu şekildedir. 
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Üçlü köşegen matris şeklindeki (2.3.14) ve (2.3.15) lineer denklem 
sisteminin Gauss eliminasyon metodu ile çözümünden, 

M0= -7,82 
M1= 42,28 
M2= -17,12 
M3= 49,67 
M4= -4,008 
M5= 3,818 
M6= -0,863 değerleri bulunur. 

(4.2.5) 

Mi= S~"(xi) , i= O, 1 ,2,3,4,5,6 için bulunan bu değerler parçalı kübik sp line 
polinomunun katsayılarıdır. Parçalı kübik spline polinomunun [a,b] 
aralığındaki 

M 6 +~6 
M5=0 , -0,863+ 0 •45~295 3,818=0 

son uç noktalarda S"(x0)= S"(xn) = O değerleri sıfırdır. 

4.3 CES Üretim Fonksiyonu ile Parçal.ı Kübik Spline Polin om 
Yaklaşımnın Karşılaşbnlrres~ 

CES Üretim fonksiyonunun [a,b] aralığının [xi,xi+1) alt aralığındaki uç 
nokta değerleri (3.4.6) da yerine konursa 

ô; 0,45 0,763 1,339 1,645 3,697 için 

CES Üretim fonksiyonunun C(pi1 , 1 ) her bir alt aralıktaki uç nokta 

değerleri 

C(pi1, 1 ); 26,68 
O<kk 

43,40 

O<kk 

61,45 64,55 68,08 bulunur. 

Parçalı kübik spline polinarnunu [a,b] aralığının her bir alt aralığındaki 
uç noktalarda yedi lineer denklem sistemi , yedi bilinmeyen ve modelin 
kısıtlayıcılan ile birlikte düşündüğümüzde (3.4.7) den 
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3 
3 2 3 

SldP1)= L ~j(P1 -pi)++~4+~sP1+~sP1+~7P1 (4.3.1) 
j = 1 

şeklinde elde edilir. Bulunan (4.2.5) deki parçalı kübik spline polinarn 
katsayıları (4.3.1) de yerine koyu lunca, 

stı (p1 )= -7,82 (p1-0,763)3 + +42,28 (p1-1 ,339)3 +-17, 12 (p1-1 ,645)3 + +49,67 

CES Üretim fonksiyonu [a,b] aralığının her bir alt aralığındaki [xi, xi+1) 

ara noktalarda (p1 °,p2), (p1
1 ,p2), (P?.p2), ... ,(p/,p2) bir 

C (p 1 i ,p2 )= C(0.88, 1) ara nokta ve Yi=184,9 noktasındaki değeri için 
O<kk 

(3.4.6) dan, 

1 
4 

C(p:, p2 ) = 16~:;9 [ (0,53) 
5 

(0,88)-
4 

+(0,47)-
5 

(1 f 4
] = 48,498 (TUKG) 

değeri bulunur. 
Aynı şekilde [a,b] aralığının her bir alt aralığındaki ara noktalarda bir 

Stı (p1i) ara noktası için (4.3.2) den parçalı kübik spline polinomunun 

3 3 3 SA (0,88)=-7,82 (0,88-0,763) +42,28 (0,88-1 ,339) -17,12 (0,88-1 ,645) 
u + + + 

+49,67-4,008 (0,88)+3,818 (0,88)2 -0,863 (0,88)3 değeri 

Stı(p 1 i) = Stı(0,88)= 48,498 (TUKG) bulunur. Bulunan bu değer 1 Kg 
O<kk 

çimento üretimi için üretim maliyetidir. 
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EK-1 

[xj,xj+~ alt aralığının (p! )=0,1 ara noktalarindaki 
O<i<k 

184,1<Yi <190,6, C(p~ ), Sfl(p~) değerleridir. 
O<i<k O<i<k O<i<k 

'ıj p1 
C(p~) s~ (p i1) 

O<i<k O<i<k 

1 8 4' 1 2 '5 5 67,743 6 7' 7 3 
1 8 4 '2 2' 5 5 67,780 6 7' 7 3 
1 8 4' 3 2' 5 5 67,817 6 7' 7 3 
1 8 4 '4 2 '5 5 67,854 6 7 '7 3 
1 8 4 '5 2' 5 5 ' 67,890 6 7' 7 3 
1 8 4 '6 2' 5 5 67,927 6 7' 7 3 
1 8 4' 7 2' 5 5 67,964 6 7' 7 3 
1 8 9 '9 o' 8 5 o 48,505 4 8 '4 8 
1 9 o' o o' 8 5 o 48,530 4 8 '4 8 
1 9 o' 1 o' 8 5 o 48,556 4 8 '4 8 
1 9 o' 2 o' 8 5 o 48,581 4 8 '4 8 

1 9 o' 3 o' 8 5 o 48,607 4 8 '4 8 

1 9 o' 4 o' 8 5 o 48,632 4 8 '4 8 

1 9 o' 5 o' 8 5 o 48,658 4 8 '4 8 

1 9 o' 6 o' 8 5 o 48,683 4 8 '4 8 
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EK-2 

[x ,x ) alt aralığının (P\ }=0,01 ara noktalarındaki 
j j + 1 

O<i<k 

184,85<Y i<185,05, C(p ~ ), S~ (p; ) değerleridir 
O<i<k O<i<k 

yi p1 
C(p 1i) s~ (p ;) 

O<i<k O<i<k 

184,85 o' 8 8 48,485 48,498 
184,86 o' 8 8 48,487 48,498 
184,87 o' 8 8 48,490 48,498 
184,88 o' 8 8 48,492 48,498 
184,89 o' 8 8 48,495 48,498 
184,90 o' 8 8 48,498 48,498 
184,91 o' 8 8 48,500 48,498 
184,92 o' 8 8 48,503 48,498 
184,93 o' 8 8 48,506 48,498 
184,94 o' 8 8 48,508 48,498 
184,95 o' 8 8 48,511 48,498 
184,96 o' 8 8 48,513 48,498 
184,97 o' 8 8 48,516 48,498 
184,98 o' 8 8 48,519 48,498 
184,99 o' 8 8 48,521 48,498 
185,00 o' 8 8 48,524 48,498 
185,01 o' 8 8 48,527 48,498 
185,02 o' 8 8 48,529 48,498 
185,03 o' 8 8 48,532 48,498 
185,04 o' 8 8 48,534 48,498 



48,508 

48,506 

48,503 

48,5 

48,498 

48,495 

48,492 

48,490 

48,487 

48,485 
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k( 
/ 

~· 

/ 
V Stl(p~ 

V 
/ 

V 
/ 
ı.n (.0 ,..._ co O') O') C\J C') ~ 
co co co co co O') O') O') O') - ~ ~ -
~ ~ ~ ~ co co ~ ~ ~ ~ 
co co co co co co co co ..... ..... ..... 

ŞEKIL 4.1 
i 184,85<Yi<184,94 ara noktaları ve p1 =0,88 için 

O<i<k 

C(~ )ve 8.1 (p;) 
O<i<k O<kk 

değerlerinin grafiğidir. 
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SONUÇ 

Bu çalışmada logaritma almak suretiyle parametreleri cinsinden doğru­
sallaştırılamayan CES Üretim fonksiyonu, parçalı polinarn şeklinde ifade 
edilerek yeni bir yaklaşım getirilmeye çalışılmıştır. Araştırmada varılan 
sonuçları ve ileriye dönük çalışmalar için önerileri şu şekilde verebiliriz. 

Üretim süreci ile ilgili problemierin çözümünde istatistik olmayan yakla­
şımla, üretim fonksiyonları gibi sonuç fonksiyonlarının parçalı kübik spline 
polinarn yaklaşımı ile tahmini yapılabilir. 

CES Üretim fonksiyonunu [a,b] aralığının her bir [xi,xi+1) alt aralığındaki 
i . 

(p 1) ara noktalarda ikame elastikiyetini heseplamaksızın, parçalı kübik 
O<i<k 

spline polinarn yaklaşımı ile nümerik çözümü yapılabilir. 
Bu nümerik çözümde homojenlik özelliği [a,b] aralığının her bir [xi,xi+1) 

i 
alt aralığındaki (p 

1
) ara noktalarında her yerde sağlanabilir. 

O<kk 

Parçalı kübik spline polinarn yaklaşımı, CES Üretim fonksiyonunun 
değerine en yakın geçen gerçek homojen fonksiyondur. 

Parçalı kübik spline polinarn yaklaşımı [a,b] aralığının her bir [xi,xi+1) alt 
aralığında dereceleri farklı ve en çok üçüncü dereceden parçalı 

polinarnların birleşimidir. 

Parçalı kübik spline polinarn yaklaşımı uygulamalı matematikte 
kullanılan bir nümerik analiz tekniğidir. 
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