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OZET

Her bir alt aralikda farkl yaklagim polinomuna sahip ve
son noktalar diginda egimi ve egriligi stirekli, en iyi interpolasyon
fonksiyonu olan spline fonksiyonun, polinom yaklagimi
uygulamalarinda kullanildigr bilinir.

C.E.S Uretim fonksiyonu logaritma gibi bir teknikle
fonksiyonun parametreleri cinsinden dogrusullagtirlamaz.

Bu galismada C.E.S Uretim fonksiyonunun [a,b] arali§inin
her bir [x;,x;, ) alt aralijindaki ara noktalarda S, (x) = p; pargal
klibik spline polinom yaklagimi ile nimerik ¢6zim{ yapilmigtir.
Sonugta yaklasik ¢éziim elde edilmistir.



ABSTRACT

The spline function which has the best interpolation
function that cover different approximation polynomial on each
subinterval and it is slope and curvature are continuous without
end points is known that it is used polynomial approximation in
application.

CES production function cannot be linearized by the types
of parameters of function like a logaritm technique.

In this study the numerical solution of CES production
function S, (x)=p; was done with the piecewise cubic spline
polynomial approximation on inner point of each subintervals
[x;,x;,1) of interval [a,b]. As aresult , an approximate solution had
been obtained.



GiRiS

Veriler belirlenen bir aralikta dodru veya egri seklinde bir
fonksiyonel iligki gdsteriyorsa verilere e@ri uydurma en kiiglk kareler yontemi
ile yapilabilir.Bu yéntem ile verilerin gergek de§erleri ile uydurulan egrilerin
Uzerindeki teorik degerler arasindaki farki minumum yapmak amaglanmistir.
Veriler belirlenen bir aralikta bir fonksiyonel iligki g&stermiyorsa bu verileri en
iyi temsil edebilecek egri tipini bulmak zor olacaktir.

Bu galismada verilen bir araligi alt arahklara béllp, her bir alt arahk
igin bir pargall polinom uydurarak, belirlenen arahkta verileri en iyi temsil
edebilecek egri denklemini bulma yoéntemi aragtiriimistir.

Parametreleri en kigilk kareler ydntemi ile belirlenemeyen CES
Uretim fonksiyonunun, pargali kiibik spline polinom yaklagimi ile nimerik
¢6zuminde sonuglarin karsilastirimasi ve tahmini yapilabilir. Bu analitik
esdegerlik yaklagiminin diger temel bir kullanimudir.

Uygulamada 6nemi gilin gegtikge artan Uretim ve maliyet ile ilgili
problemlerin ¢6zUmilinde nimerik metodlar kullaniimaktadir.

Bu galismanin birinci béliminde spline fonksiyonu yaklagimi |
spline fonksiyonun tanimi ve tarihgesi, spline fonksiyonun 0&zellikleri
incelenmis , pargali dogrularla spline yaklagimi, k-dereceli spline fonksiyonu,
pargali polinomlar, B-spline fonksiyonu, Ustel spline fonksiyonu ile ilgili temel
~ bilgiler verilmistir. :

Ikinci bollimde pargall polinomlar ve spline nin iligkisi, parametrik
spline fonksiyonu, pargali kiibik spline polinom yaklagimi ayrintilanyla
aniatiirigtr.

Ugiincli béliimde dretim fonksiyonunun tanimi ve &énemi
aciklanmigtir. Cobb-Douglas ve sabit ikame esnekli (CES) Uretim fonksiyonu
incelenerek, CES Uretim fonksiyonunun [a,b] araliginda her bir [x,,x;,,) alt
araliktaki ara noktalarda pargal kibik spline polinom yaklagimi ile niimerik
¢O0zUmu verilmigtir:

Dérdiincl bolimde CES Uretim fonksiyonun pargall kiibik spline
polinom yaklagimi ile nimerik ¢6ziimiintin uygulamasi Afyon Gimento
Fabrikasindan alinan gergek veriler ile yapiimigtir.

Bu aragtirmanin bUtinG igin agiklamalar ve uygulama igin 6neriler
sonugta verilmigtir.



BIRINCI BOLUM
SPLINE FONKSIYONU YAKLASIMI

Verilere egri uydurmada , koordinat sistemlerinde verileri gosteren
noktalara en yakin gegecek bir dogru veya egri denklemini bulmak s6z
konusudur. Verilerin gOsterdi§i noktalara en yakin gegen dogdru veya
egrinin Uzerindeki teorik degerler ile gergek degerler arasinda bir fark
olacaktir. Verileri keordinat sisteminde temsil eden noktalara en yakin
gegecek egrinin denklemi yliiksek dereceden bir polinom oldugunda gergek
degerler ile edri Gzerindeki teorik degerler arasindaki fark biiylk olacaktir.
Spline fonksiyonu yaklasimiyla bir veri kiimesinde verilerin g&sterdigi
noktalar , alt araliklara bélinerek , bu her bir alt araliktan gegen en yakin
pargali polinomu bulup , bu pargah polinomlarin birlestiriimesiyle teorik
degerler ile gergek degerler arasindaki fark en kigUlklenebilir. Verilere edri
uydurmada spline fonksiyonu yaklagimi , verilerin gdsterdigi noktalar en iyi
temsil edebilecek gergek bir egri tipidir. Bu bélimde spline fonksiyonun
tanimi ve tarihgesi verilecek , spline fonksiyonun 6zellikleri ve farkl gekilleri
aglklanacaktir. ‘

1.1. Spline Fonksiyonun Tanimi ve Tarihgesi :

Cesitli kaynaklarda spline fonksiyonun degisik tanimlari verilmigtir.
S6z konusu tanimlarin ortak &6zelliklerinden yararlanarak spline
fonksiyonun tanimi asagidaki sekilde verilebilir.

Tanim1.1.1

[a, b] kapali araliginin a= x,< X,< X, < ...<X,_4< X,=b olacak sekilde
[Xg:X4), [Xy:X5),.[Xp.4,%,] @lt araliklarina bolindugini varsayalim. Bu alt
araliklardaki (Xg Yg) » (X;,Y,) s (XY,),-0(Xps¥y) UG NOktalarinda Y= f(x;),
i = 0,1,2,...k 6zelligini de saglayan [a,b] aralifinda Y=f(x), fonksiyonu tanimli



olsun. (Y=f(x) genel olarak verilere karsilik gelen fonksiyondur.) Her bir
[x;.X;, 1) alt araliginda tanimli birer s; (x) polinom fonksiyonu alalim ; Syleki bu

alt araliklarin ug noktalarinda s; (x;)=f(x;) olsun. Boylece spline fonksiyonu
denilen S(x) fonksiyonu , alt araliklarda tanimli sy(x),s1(x),...,Sk.1(x) polinom
fonksiyonlarinin lineer birlesimi olarak belirlenmis olur. Buna gdre S(x)
spline pargal polinom fonksiyonu

So(X) Xo<X <Xy
81(X) X4SX<Xo

S(x) = : (1.1.1)
Si(X) X< X< Xijyq

Sk-1(X) X,y <X <X

seklinde tanimli olup grafigi de sekil 1.1 deki gibi olur.

Sk
S(x) s1 s, Sk1 4
Si+1 Si+2 '

Sekil | 1.1 Spline fonksiyonu

Y=S(x) Spline fonksiyonu igin - ara fonksiyonlarinin - tanimlar biraz

- genigletilerek asagidaki esitlikler de verilebilir :

S (X,q) =81 (Xipq) =T(X,q) » 1=01,2.KkigIN

yani x, noktesinda s, (X, ) =1(X,) ve 6zel olarak

i=o0igin sy (x4) =84 (x4)=1(xy)

i=1igin s;(X,) =8, (%) =1(x,)

. . (1.2.1)
i=k1igins,  (Xx)=s5(x)=1(x) olur

Spline fonksiyona iligkin bilgiler igin (Philips and Taylor,1973)

(Pennington,1969) (Bever,et al.,1982) (Burden and Faires,1985) kaynakla-

rina bakilabilir.



'Pargall polinom yaklagiminin teorisi , nimerik analizde Weierstrass
teoremi (1885) Uzerine kurulmustur ( Shea,1984).

C. Runge (1901) , A. Eagle (1928) , Quade ve L. Collatz (1938),

J. Favard (1940) yillarinda yayinladikiari makalelerinde spline fonksiyondan
s0z ederek bu fonksiyonu kullanmislardir (Schumaker,1981).

Durand.D (1900-1942) tarafindan verilere egri uydurma , sadece
birkag sekli ile bilinen egrilerle yapilmistir ( Shea,1984). lik kez spline
fonksiyon (1946) yilinda I. J. Shoenberg in yazdi§i makalede tanitilmigtir
(Shoenberg,1946). Shoenberg ve Whitney ( 1949-1953 ) Shoenberg ve
Maclaren (1958 ) tarafindan spline ile ilgili makaleler yayinlanmistir.

J. C. Holladay ( 1957 ) , C. de Boor ( 1962-1963 ) , Ahlberg ve
Nilson ( 1963 ) , Ahilberg , Nilson ve Walsh ( 1964 ) , Shoenberg (1964 )
tarafindan spline fonksiyonun gesitli optimal dzellikleri incelenmis ve en iyi
interpolasyon ydntemleri gelistirilmigtir . Laurent tarafindan ( 1972 ) de
spline fonksiyon ile ilgili kitap yazilmigtir. Teknigin ilerlemesi ile Sard ve
Weintraub ( 1971 ), Shoenberg (1973 ), Schultz ( 1973), B6hmer (1974 ),
Prenter (1975), Fisher ve Jerome (1975 ), C de Boor ( 1978 ), Stechin ve
Subbotin (1978) de spline fonksiyonun teori ve uygulumalari ile ilgili gesitli
cgahsmalar yapmiglardir (Schumaker,1981) (Shea,1985). }

Daniel B.Suits , Andrew Mason , Louis Chan in (1278) de yazdiklari
makalede standart regresyon yodntemleriyle spline fonksiyonu buima
uygulamasi yapilmigtir (Suit,et al.,1978).

1.2 Spline Fonksiyonun Ozellikleri

Onceki kisimda tamimi ve tarihgesi verilen spline fonksiyonun
Ozelliklerinin bilinmesi , bu yaklagimin uygulamasi igin dnemlidir.

Y=S(x) spline fonksiyonunun bu ¢aligmada kullanilacak olan gok
onemli dzellikleri goyledir :

a) [a,b] araligi~in herbir [x,x;, ;) alt araiginda tanimli Y=5(x), spline
fonksiyonun bitiin ug noktalarinda S(x;) = f(x;) esitligi vardr.

b) [a,b] araliginda tanimh , Y=S(x) spline fonksiyonu ve S'(x),

S"(x),...S*" (x) mertebeden bitn tirevieri var ve sireklidir.



k : . k . L
c)f ,fninkincitirevive  s; de s; pargali polinomunun K inci trevi
olmak Uzere a ) ve b ) deki kosullar altinda

fb[f dx = Z xm[s:((x)]2 dx

i=0/ X;

integralinin toplami minimumdur.

d) Y;=S(x;) , i=0.1,...k , spline fonksiyonu [xg X4] ve [xy.1,x] alt

aralklannda k-1 dereceli polinomdur.

) Y;=S(x;), i=0,1.... k , spline fonksiyonu ve f(x;) fonksiyonunun,
[Xo0,X4] ve [%.1,%d alt araliklarinin ug noktalarinda

S' (%) = (x,)

S'(x)=1"(x) ve
ikinci tdrevleri igin

S"(x,) =1"(x,)=0

S" (%) =1"(x)=0d.

f) Y=S(x) , spline fonksiyonu [a,b] aralifinin her bir [x;x;, ] alt
araliginda 2k-1 dereceli polinomdur (Schumaker,1981) (Burden and
Faires,1985) (Eckmann,1972) (Handscomb,1965).

1.3 Spline Fonksiyonunun Cesitleri
Bu kesimde spline fonksiyonunun gegitleri olan pargah dogru -
larla spline yaklagimi , k- dereceli spline fonksiyonu , pargah polinomlar ,
B- spline fonksiyonu ve Gstel spline fonksiyonundan s6z edilecektir.
1.3.1 Pargali Dogrularla Spline Yaklagimi
[a,b] araligini a=x,<x,<x,<...<X, < X, =b olacak gekilde [x,,x,],

[X4,Xo] - 1[Xp.1.%,] @lt araliklarina bélelim. xe [a,b] igin her p; (x) her bir [x;,;, 4]
alt araliginda taniml polinom olmak tizere , f(x) pargali polinomlan



f(x) = p;(x) XS XS Ko (1.3.1)

Pk-1(X) X SX <X

seklinde tammii olsun.
Her bir alt araliktaki ug noktalardan olugan kiime {(xq.f(xg)),(x1,f(x{)),
(X, f(Xo))s- s (X (%))} dir. Pargah dogrularla spline yaklagimda
[a,b] araligindaki her bir [x;,x;,,) alt aralikta xe[x;,x;,,] igin p;(x) bir dogrusal
(birinci dereceden) pollinom olarak alinir.Bdylece bir pargali dogrusal
polinom yaklasiminin grafigi sekil 1.2 de gosterildigi gibi olur.
Yi P P

i+1
0 Pi p2/\

\%‘p
k

X X X
0 X 2 xl i+1 )&-1 K

Sekil 1.2 Pargali Dogrularla Spline Yaklagsimi

Her bir xe[a,b] igin ardagik [x;.4,%) , [X;,X;, 1) alt araliklan yardimiyla

0, x¢& [Xiq,Xi4]

(X-Xi.1)

Yi(x) = KX Xe [Xi., x]  (1.3.2)
(Xi+1-X)
(Xi+1' |) ’ XG[Xi,Xi+1]

{y;i(x) , i= 0,1....k} fonksiyonu tanimli olsun. Burada



{y;(x) , i= 01,...k} fonksiyonu tanimli olsun. Burada

0 j=i
\Pi(xi)=8ij={ (1.3.3)

1 j=i
oldugu hemen gorilebilir. Béylece her xe[x;.4,X;,4) igin Yi=P;(X),i= 0.1,k

pargall dogrularla spline yaklagimi
k

S(X)=Y Y Wi(x):=Y; ¥, (X)+Y2 ¥, (X)+..4Y ¥\ (X) (1.3.4)
i=1
olarak tanimlanir (Eckmann,1972) (Dahlquist and Bjorck,1974).

Her bir alt aralikta x e [x,,x;, ) igin {(x;, f(x;)) :i=0,1,...k} kimesindeki
ardagik iki ug noktadan bir p,(x) , o<isk dogrusu gegecektir. Pargall dogrularla
spline yaklagimda { f(x)=p;(x) : i= 0,1,...k} seklinde tasarlanan kiime spline
pargall dogrulan tUzerindedir (Johnson and Riess,1982). |

1.3.2 k-Dereceli Spline Fonksiyonu

Spline fonksiyonun diger bir seklide asagida tanimi verilecek olan
k-dereceli spline fonksiyonudur.

Tanim 1.3.2.1

[a, b] aralifint  a=x,<x;<x,<...<x, =b olacak gekilde [x,,x,),
[X{,X2),..[Xi.1,X,] @lt araliklarina bolelim. Agagida belirlenen A nin kuvvet
fonksiyonu [a,b] araliimn her bir [x,x;, () alt araliginda tanimii

(x-xi)J X2 x; igin
(x-x; ), =[max (x-x;,0)] = (1.3.2.1)
0 X <X;igin
j dereceli pargali polinomu olsun. Bu
0 j=i
Fi(xj)=8;= l
1 j=i

oldugunda

L i=1,2,L (1.3.2.3)



(x-x2) (x-x)"

Lok
(x-x1) . +a
ALK K

A=Y ay¥y=air—y— +az
=1 =t

(1.3.2.4)

olmaktadir. Burada A ya k-dereceli spline fonksiyonudur denir (Shea,1984).
k- dereceli spline fonksiyonunun iki énemli 6zelligi séyledir :

a-) [a,b] araliginin her bir [x;,x;,{) , i=0,1,..k-1 alt arali§inda,
Y; = S(x,) spline fonksiyonu k- dereceli pargal polinomdur.

b-) [a,b] araliginda Y, =S(x;) , i=0,1,...k spline fonksiyonun birinci
mertebeden (k-1) mertebeye kadar bitln tlrevieri alinabilir ve sireklidir
(Dahlquist and Bjérck,1974).

Tanim 1.3.2.2

[a,b] kapall araliginin A: a=x,<x,<X,<...<x,=b olacak gekilde
Ip=[Xg:X4), Li=[X4,X5),1o=[X5,Xg),....L,=[X, 1,X,] bir pargalanmasi olsun.
xeTI;, f(x;) = p; (x) , i= 0,1,...kigGin

m .
f(x)=Zc;x'; c; katsayllar olmak Gzere, xe:R (1.3.2.5)
i=0
olarak tanimlansin.Bu takdirde p,(x),p,(x),p5(X).....p,(X) e pargali polinomlar
denir.Bunlarin kimesi de P, ile g&sterilir, yani

Pm={ Po(X):p1 (X).P2 (X),-Px () |
dir (Schumaker,1981).

Y=S(x) spline fonksiyonunun sirekli ve tlrevlenebilir genel 6zelligi
her bir [x;,x;, ) alt araliktaki dereceleri farkli spline pargali polinomlari
Uzerinde vardir (Shea,1984).

Kiguk dereceli pargal polinomlarin yaklasim terimlerini igeren S(x)
spline fonksiyonu ile f(x) e yaklagim yapilabilir.Bu yaklagim S(x) igin ylksek
dereceli bir polinomdan daha elverigli sonug verecektir (Blum,1972).

f(x) fonksiyonunun yaklagiminda , f(x)=p;(x),i=0.1,..k igin f(x)
fonksiyonunda her bir [x,x,,4) alt arahiginin uzunlugu gok kiguk gegilerek
ok sayida degerlerinin bulunmasi gereklidir. |xi,1- xj| uzunlugu oldukga
yaklagik segilmis ise f(x) ve p;(x) arasinda olan fark |f (x) - pi(x)l » X€ [X,X;,4)
igin gok kiiglik olacak ve p;(x) pargali polinomlar her bir alt aralikta {(x) e
yaklasik degerler verecektir (Stanton,1981).



Tanim 1.3.2.3

[a,b] kapali arahdinin A ile gGsterilen bir pargalanmasi
a=Xp<X <Xp<...<X,=b olacak gekilde Iy=[x4,X,), L;=[X{,X5) , [;=[X5,X3),.,
L=[xy.{,X] ile verilmis olsun.Y=8(x) spline fonksiyonunun (k-1) inci
mertebeden tlirevieri sirayla M, M5,...,M_; ve bunlarin kiimesi
M={M, =S'(x):i=t,.k1} olsun.Bu Io1y,...J alt araliklannin her birinde
se S(Pm » M, A) spline polinomlarinin gdsterimi sirayla s,,4,85,...S, olsun.
Bu agihm S(x) in

m R
i1 D. S{(x
S0(x) = 3, © Woj (x-x) ,CWoi=__(T.—1§!_1)_’.=1'2""’m (1.3.26)
j=1

m i-1
i1 D, S(xj) j=12..,
Si(x) = 2, G Wijj (x-x;)" CWii=———+(j _1),' R

i=1

(1.3.2.7)

spline pargall polinomlarinin tanimidrr.

k m
Burada CW=(CWij)i.o j-1 matris g&sterimi spline fonksiyonunun

B-Spline agiimini verir (Schumaker,1981) (Gagal,1989).
1.3.3 B-Spline Fonksiyonu

Spline fonksiyonunun diger bir gekli olan B-Spline agagidaki
sekilde tamimlanir.

Tanm 1331

[a,b] araliini A: a=xy<xy<X,<...<X =b olacak gekilde I,=[xg,X;),
L, =[Xy,X0),Ip=[X5,X3) .. =X 1,%] alt araliklarina bolelim.xe[x;,X;, 1) igin My (x)
parcal polinomu

(1.3.3.1)

1 -1/2<x<1/2  igin
M1(X)={

0 diger durumlarda

tanimh olsun.
Pargali polinom yaklagiminda M, (x) periyodik daigah bikutlmeleri
gdsteriyorsa , M, (X)=M, (x)*M, (x)*...\M,(x) , k tane faktdrleri ayni olan M, (x)
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1.3.4 Ustel Spline Fonksiyonu

Spline fonksiyonunun bir sekli B-Spline ile yakin iligkisi olan ustel
spline nin tanimi ve 6zellikleri su sekildedir.

Tanim 1.3.4.1

[a,b] araligini A: a=x,<x;<xX,<...<x=b olacak gekilde I =[x,,X,),
Li=[X4,X,),1p=[X5,X3),--- k=[x 1,X,] @lt araliklarina bdlelim her bir [x;,x;, ;) alt
araliinda Y=S(x) spline fonksiyonu S(x)e C”'1(-oo , o) tanimh , t= 0

tamsayilar oldugunda f(x) = tX Interpolasyon degerleri V X igin
S(x+1)=t. S(x) 6zelligini saglasin.Burada

S(x)=cqg. Y tiQ(x-j), Co sabit olmak tzere (1.3.4.1) seklindeki,

-0

D(x, 1)=X £ Quey (x)  (1.3.4.2)

gosterimine Ustel spline denir. Q,, 4(x) , sabit bir faktére kadar
Y=S(x;),i=0,1,...k bir elemani ve x, = max{x, o} igin

Q(X)=Qn+1(x)= l

1 1
. (1) e 1) (xon-1)3) (1.3.4.3)
B-Spline fonksiyonudur. Eger o<x<n+1 ise Q(x)>o , diger degerler igin Q(x)=0

1) noktasindaki simetrikiik ve Q(x) = Q(ns+1-x) geklindeki

esdegerlik en 6nemli Ozelligidir (Shoenberg,1971).

dir. Burada x=
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IKINCI BOLUM

PARGALI KUBIK SPLINE POLINOM YAKLASIMI

Spline fonksiyonundan sdézedildiginde pargali polinomlar
anlagiimaktadir. Bu bélimde pargali polinomlar ile splinenin iligki ve farklh
yOnleri incelenerek parametrik spline fonksiyonu , pargali kibik spline
polinom yaklagimi verilecektir.

2.1 Pargali Polinomiar ile Spline Arasindaki ligki

[a, b] araligini A : a=x,<x,<xX,<...<x, =b olacak gekilde I,=[x,,x,),
L =[Xq,%0) Io=[X5,Xg) - =Xy 1, %] alt araliklarina balinstn.

Pargall polinomda f(x) = p;(x),i=01,...k ve

te [x, X, ve T ={tlocisk } (2.1.1)
ara noktalan niimerik hesaplamalarda oldukga birbirine yakin alinir.Burada
polinom katsayilari ag,a;,,...,8;, olan n-dereceli p/(x) pargal polinomunun
g0Gsterimi

P(X)=a,p+a, (X-t)+8i(X-4)2+... 48, (X-t)" (2.1.2)
seklindedir .

C"(x)-deki pargall polinomlarin her birinin , n=0 noktasi digindaki
noktalarda n-inci mertebeden turevleri var ve sureklidir.

Spline fonksiyonlarda C™1(x) de (n-1)-inci mertebeden tirevleri
stirekli olan ve ara noktalarda (n-1) inci tlirevi ile gakismis n dereceli pargali
polinomiardir.

Eger n=2,3 ve daha ylksek dereceli pargalt polinomu ise , spline
turevieri ile birlikte ara noktalarda gakigir. C™12(x) dereceli parcali
polinomun te [x,4.X;) ve te[x;Xx,, ) ara noktalar arasindaki uzaklik pozitif
tamsayi degerleri alinirsa hesaplanmasi kolaydir. Her bir alt aralikta iki ara
nokta arasindaki uzak'ik yakin degerler alininca pargal polinom turevleri ile
ara noktalarda gakisir.

C'(x) deki pargali polinomlarin gésterimi,

n oon-r-1 Kk L
pp)= T ajlxt))+ T X byt (2.1.3)
j=0 =0 i=2
seklindedir.
[a,b] araliginin her bir alt [x;,x;, {)araligindaki (x-ti)+i, = 0,1,..k
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dereceleri farkli pargali polinom tirevleri te [x;_,X;) ve te [x,x;, ) ara
noktalarindaki sigramalan (atlamalari) gosterir.

Spline fonksiyonu pargali polinomlarla gsterilmek istendiginde,
pargali polinomun sigrama(atlama) durumundaki ara noktalarinda
katsaytlardan birisi yok edilir. Burada pargal polinom kiimesinde bir pargali
polinomun sahip oldugu sadece bir deder gereklidir. Bu kirik ¢izgide oldugu
gibi kolayca goriliir. Bir defada i inci araligi bulmada kullanacagimiz forml

aig+| 1R 0L |y (2.1.4)
tint-t;

pp(x) = p;(x) pargall polinomunun degeridir. Béylece dederin bulunmasinda
(x-t) nin katsayisi hesaplanabilir.

Benzer gdsterim ylksek dereceli spline iginde yapilabilir.En soldan
baglayarak ilk [xq,x¢) alt aralifinda her bir pargali polinom spline ile
gOsterilebilir. Burada bir p, polinomunun a,,,a,4,..., a;, polinom katsayilari
gereklidir. Ikinci [x,,x,) alt aralifinda p, (x) in (n-1)-inci tirevi x, de
¢Ozulmistlr.Bu deder x4 de p4(x) in esitidir. Boylece pargall polinomun
katsayilarn ayn ayri aij,j=1 ..... n igin hesaplanabilir. p,(x) in n-inci threvi de bir
x, olmahdir. p;(x) den p,(x) e n-inci tiirevin ara noktalardaki atlamasi
(sigramasi) nl b, dir. Bu nedenle n-dereceli pargali polinomlar p;(x)=pp(x)
dir.Bu py(x) in n-inci tlrevide tam bir basamak [(step), sifir dereceli spline]
fonksiyonu ve nl b, ik basamaginin atlama biyGkIigadar.Bu iglemi Gglincd,
dérdiincl ,...,n inciigin tekrarlanabilir.

b;i=1,...k atlamalarin (step) toplami olarak alinabilir. Pargali polinomlarin
gGsterilmesinde p;(x),i= o,1,..k pargah polinomlari ve n de bir p(x) in
derecesi oldugunda k(n+1) ve (n+k) katsay!lari kargilagtiniabilir.

Buradan t; e [x;,x;,4) ara noktalardaki

(x-xi)i X2t igin
xx) =€ (2.1.5)

0 X <tjigin

pargali polinomunun tlrevleri ve integralleri kolayca hesaplanabilir.Burada
(x-ti)+i nin tdrevlerinin benzer bagka bir gdsterilmesini -
d’ pet;) : - I T
— =i (i-1)... (iFj#1) (xt;) T, j<ioigin (2.1.6)
} +
d x _
seklinde verebiliriz.
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Boylece (x-ti)+i de i = n-inci tlrevi alinabilir basamak (step) fonksiyonudur.
Bu t;nin solunda sifir,saginda n! dir. p,(x) den p,(x) e gegisi saglayan tam
bir fonksiyon gereklidir.Bu [x,,x,) alt aralifinda x, nin n-inci tirevi n! b,
atlamast ile p, (x) + b, (x - t,)," dir.

Boylece C"'(x)-deki spline pargali polinomlari teorik ve analitik
galismalar igin ‘

n .k
PP(X)=X aj (xt; + T by (x;)} (2.1.7)
j:o i=2

seklinde verilebilir (Schumaker,1981)(Rice,1983)(Burden and Faires,1985).
Yiksek dereceli spline {v=v,,Y,,...,Y,} ordinatlari ve

Al a=Xy<X <Xy<Xa<...<X, =b pargalanmasiyla V xe R igin
S(x)e C*1(R) spline fonksiyonu her bir [X;X;,4) + i=0,1,...k alt aralidi diginda

X_1= - 09, Xke1 = 00 oOlarak tammlh pargali polinomdur. A tek dereceli spline

fonksiyonu m = 2k-1 ve k-1 igin eger her bir [X;,X;,4) , i=0,1,...k alt araliginda
tanimli ise dogal spline adini alrr. '
A,nin m-dereceli spline fonksiyonu ile gsterimi V xe R igin

P(X)=ay+ay, (X-t)+ap(x-t)2+..+a, 4 (x-t)™] (2.1.8)
k-1
polinom olmak tizere S(x)=p(x) + Y, a; (x—'[i):1 (2.1.9)
i=0

olarak verilebilir.

Burada x, ™ pargall polinomlart [(x,™=x™) , x>0 igin ve (x,"=0,x <0
icin)] seklinde tanimhdir (Blum,1972) (Cagal,1989).
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Ornek 2.1.1

f (x2+1) d[x]=integralinde [x], x den kiiglk ve x e egitolan en blylk tamsay ve

f: R - R, f(x)=[x] fonksiyonu basamak(step) fonksiyonudur. a(x) fonksiyonu

{a=Xxg<Xy<Xa..<X=b} pargalanmasi Uzerinde atlamayapan bir fonksiyonise

b K
f f(x) d a(x) = 3 hif(X;)  dir. Burada X, i= 0,12,..k ara noktalarindaki
a =1

atlama h;= a(xr)-oc(x{) olarak tanimhidir. Sifir noktasindaki atlama

ho= + o(x)-(0)=0 ve hg= oX )=a(5) - o (5) =5-4=1 olur.
Xx—0 X—5
h5 - e
h4i —_—
h3 ] ——
h2 . —_—
h1 - e
¥ 1] : T ! l
0 1 2 3 4 5
Sekil 2.1
Burada

5
f (x%+1) d[xX] = 1.042.145.1+10.1+17.1426.1=60
0

0<x<1 igin [x]=0 3<x<4 igin [x]=3
1<x<2 igin [x]=1 4<x< 5 igin [x]=4
2<x<3igin [x]=2 x=5 igin [x]= & dir.
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f ~ "
B7nak fonksiyon

Sekil 2.2 basamak fonksiyon ve Kirik ¢izgi O ve 1 derece spline
ile iki egriye yaklasiimistir.

h

2
h 3 \
h / \\

1 ~

e
~
t t t t t 1
1 2 3 4 n n+1i

Sekil 2.3 Parabolik Spline
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2.2 Parametrik Spline Fonksiyonu

Genel olarak tanimi verilen parametrik spline fonksiyonunun &zel bir
sekli pargah kibik spline fonksiyonudur. Bu bdlimde &nce parametrik
spline fonksiyonu daha sonraki bdlimde pargali kiibik spline polinom
fonksiyonu verilecektir.

Tanim 2.2.1

[a, b] kapali araligini a=x,<x;<x,<...<x,=b olacak gekilde , [x,,X,),
[Xq,%5),..0[%.1,X,] alt araliklara boélelim.Y=S(x) spline fonksiyonu C?[a,b]
tanimh ve h=x;-x;; olmak Uzere bu fonksiyonda {x;} degerleri igin Y(x;)
yaklasim degerleri oldugunda , spline fonksiyonu p>0 parametresi (izerinde
bagimlidir.Trigonometrik spline fonksiyonunda polinom birinci
derecedendir. Bu fonksiyon [x, {,x;) alt araliginda p=0 igin kibik spline
fonksiyonuna dénisur.

Eger genel olarak S(x) parametrik spline fonksiyonu ise , bu

$"(x) + PS(X) = (8"(Xi1) + PS (X1 )) (o J+(S"(x()+pS(x))) +(— 1) (@2:2.1)

sekilde gdsterilir.

[a,b] araliginin her bir [x;,x;, 1) alt araliginda tanimli , Y=S(x), spline
fonksiyonu bitlin ug noktalarinda f(x;)= S(x;) esittir. Her bir [x; 4,x;) alt
aralijinda p parametre ve W = hVp olmak tizere (2.2.1) diferansiyel
denkleminin ¢ézUminden,

2 2
-h . XXy . XX h
S(x)=WzsinW S"(x;) . sinW ( P )+ S"(xi.1) . sinW (T) +;v?
-X 2 - 2
EE870x0) +12 S0+ ) (87(Xiy) + 3= Si(x) 22.2)
h 2

elde edilir. Bulunan bu denkleme parametrik spline fonksiyonu
denir.Burada S(x) fonksiyonu [x, 4,X;) alt arahiginda integrasyon sabitierinin

¢6zimi yapilarak birlikte verilmigtir.
S(x) fonksiyonunun [x;,x;,,) alt araligindaki (2.2.2) denkleminde i ve

(i-1) yerine (i+1) degerini koyalim.S(x) fonksiyonunun ilk tirevinin sireklilik
6zelligini de kullanarak iglemleri tamamladiktan sonra

Yier- 2Y Y= h7 (@M, +2B M+ o Miy) (2.2.3)

seklinde yazilabilir.
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Buradan,
S(x) =Y(x) =Y, ve S"(x)=M, (2.2.4)

1T, w 1 w
= — - = — - w
a=— (w1 P=—50-g7CosW (225

S'(x;) = m; olmak {zere spline ile ilgili bu formilleri

Yi1-Yi
my= -h (aMM +BM|) + h ’ (226)
M;,q = h (aM;+BM,, 1) +Y‘+;]'Yi , (2.2.7)
My ¢- my=(B+a)h (M, +M;) ,  (2.2.8)
Mi1-Mi= (B-o) h (M, M) 4200 (a5
am,,, +2BmFom, = (a+B) iY'LhY'ﬁ , (2.2.10)

seklinde verebiliriz. Parametrik spline fonksiyonu (2.2.2) nin  [x;_4,x;) alt
araligindap — 0 igin taylor serisine agihmindan,

‘ 2
(X-X;.1) h? X~ X h? X-Xj 1

Mi+ (Yiey+ M) (G + (i = M) (0 22.11)

kibik spline fonksiyonu elde edilir. Buradan (2.2.3) (2.2.8) ve (2.2.9) da
verilen formdillerden spline ile ilgili

Y. .-Y.: 1
'*‘h =5 (Mg + M) (2.2.12)
Mt "M 1, M) (22.13)
h 2
h2
Yi-2Yi+ Yiq=— (M1 + 2M; +M; ) (2.2.14) formilleri bulunur (Jain

|

and Az1z,1981).
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2.3 Parcal Kliibik Spline Polinom Yaklagimi

Spline fonksiyonun uygulamalarinda en gok kullanilan sekli pargali
kibik spline polinomudur. Bu bélimde pargal kiibik spline polinom
yaklagimi ayrintilan ile verilecektir.

Tanim 2.3.1

[ a, b] kapal araliginin A : a=x, <x;<x,<...<x,=b olacak sekilde
[X0sX1)s [X1,X2),-.-,[%n-1,Xn] &lt araliklarina bollindigini varsayahm.

Bu alt araliklardaki (xo,Yo), (X1,Y1), (X2,Y2),...,(Xn,Yn) UG noktalarinda Y;=f(x;) ,
j=01.2,.,n 6zelligini de saglayan [a,b] araliginda Y=f(x), fonksiyonu tanimli
olsun.{Y=f(x) genel olarak verilere kargilik gelen fonksiyondur.) Her bir
[XjXj+1) alt aralikhiginda tanimli birer si(x)e C? [a,b] polinom fonksiyonu alalim;
Gyleki bu alt araliklarin ug noktalarinda sj(xj)=f(x;) olsun. her bir [Xj:X;,4) alt
arahklarinin her birinde , birbirinden farkli kiibik polinomlarin lineer birlegimi
olan Y=S(x) kiibik spline fonksiyonunun bu yaklagimina pargali KUBIK
SPLINE polinom yaklagimidir denir .

Her bir [xj,xm) altarahgindaki pargah kibik spline polinom
yaklagiminda S(x) , polinom derecesi en gok 3 olan spline fonksiyonudur
(Blum,1972) (Cagal,1989).

Y=S(x) spline fonksiyonu A (izerinde kibik spline yaklasimi
oldugunda , S,(x) spline fonksiyonu kimesi ie S,(x) e Sp(x,) su Ug
bzelligi gergeklestirir.

a-) S,(x)e C?a,b] arah§inda tanimh ve S,(x), S, (x),S,"(x) tirevleri
sureklidir.

b-) SA(Xj) = f(Xj) = Yj ,
interpolasyonu S ,(x). dir.
c-) SA(x) spline fonksiyonu , her bir[xj,xi+1) alt araliginda 0<j<n-1 igin kiibik
polinomdur (Johnson and Riess,1982).

Pargall kubik spline polinomu ara noktalarda kibik polinom ile
gakisir (Shea,1984).

Klibik spline polinom yaklagimi daima sayilabilir (sonsuz) ¢6zime
sahiptir (Dahlquist and Bjérck,1974).

Birinci ve ikinci tlrevlerin sireklilikleri ile spline kiimesi sUreklidir.
Ikinci veya daha ylksek tlrevlerin sirekli olmadigi durumda atlama
olur.

o<j<n olmak Uzere [a,b] araliinda f(x) in

Kabul edelimki Mj=SA"(xj) ve m= S'(xj), j=0,1,..,n igin (2.3.1)
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h, '
j+1
= 5o (1) (2.3.2)
J hj+hj+1, , ]

hj:Xj-Xj_1 ve A
olsun (Mizumura,1985).

Bu takdirdeY=S(x) spline fonksiyonunun her bir [x;%,4) araliginda
ikinci tlrevin dogrusal olmasindan

(2.3.3)

yazilir.BuradaS"(x) in ardarda integrasyonu ile

(X'+1 -X)2 (X'xj)2
S'(x)= -M,—} +M; +C 2.3.4
(Xjsq-x)3 (x-x)3
S(x)=M "L yM. ,—1 +C C 2.3.5
(x)=M; e +Mj, 4 6, +Cyx+Cp ( )

fonksiyonu elde edilir.Burada C4ve C3 integrasyon sabitidir.
(Xj,¥)) ve (xj+1,Yj:1)noktalarindan gegen egrinin

Yi=S(xj )ve Yj1=5(Xjs1) (2.3.6)

sartini saglamasi varsayimiyla (2.3.5) de (2.3.6) ayri ayri yerine konulursa
Cq ve Cy nin ¢6zUmi bulunur.

« 2 2
! (Xj+1 'X) (X'Xi) Yj+1 'Y] Mi+1' M]
=M, T . - ; 3.7
Buradan S, (x)=-M; 2, + M, 21, + o 5 hjq (2.3.7)
3 3 2 2
(X}t -X) (x-x))  (YiMjhy) (Kq-x) o0 My gy X-xy
So(x) =ML M ) R LA Y, LA 2.3.8
A (X) i hins + M 6 hyq + 6 her + ]+1( 6 ) Pivy ) )

iki denklem elde edi’ir (Pennington,1969) (Blum,1972) (Cagal,1989).

M; lerin bulunmasi igir [xj_1 , xj) ve [xi , xj+1) ardagik araliklarinda ortak digam

noktalarindaki tlrevleri
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v, < h Mh y"y'-
Salxiq)=g (Mpy) + =L + L2 (23.9)
"ot ity Dt Yie1 Y]
SA() = - 5= Mj- 2= My + ﬁ?l (2.3.10)

Sy’ (Xjq) = Sy (x¥4) esittir.

Bu esitlik yeniden dizenlenirse

h; h+ h; h; Yie1 - Yi YrVi

M. A AN VRS A RS WA IR

5 (Mj.q) + 3 M+ 5 M, hi h (2.3.11)
6Yi 8Y¥i ,_BYivt 5349

M.y 2M+AM. = i
PiM = T hh ) hjhpy hja(hrhgg)

bulunur.Burada N+1 tane bilinmeyen olan Mj , i=0.1, ... N ye kargihk N-1
denklem sistemine vardir. Bu denklem sisteminin N+1 noktadaki
bilinmeyenin N-1 i igin ¢6zUmU yapilabilir.



Kabul edelim ki matrisler

T-Ay 2 M 0

0 1 A, 2 A,

0 0 1-13 2
_/\_z—
| ] [ ] ® [ ]
. ] ° .
4 ° ° )
0 o . .

T-An.q

21

. 0
o 0
o 0
° 0
. (2.313) -
2 KN_1
lN 2




n

=
i

(2.3.15)

22

° ° i
-6 6
R
-shn-’;hn) n-1h n-1 (hn )
-6 6
®
hn-Thn '(\:1_1+E )
[ ] [ ] ®
Yo
Yy
Yo
Y = o (2.3.16)
[ ]
YN-1
YN
olsun.

(231
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Burada [a,b] araligiin son ug noktalarindaA, ve Ay tanimii ve

2
Eger Ay=Ay= 0 ise bu dogal kilbik spline olarak bilinir (Bever,et al.,1982).
Bununla birlikte , 2My+A M, =Y, ve Ay My, + 2My =Y} (2.3.18)
ve |Pj|+|xj|=1<2, 1<i<k-1 igin |A,| <2 ve [Ay| <2 olarak belirli ise , tekil olmayan

x0 XN
M0+—M1=0 , MN+-—2—-MN_1=O (23.17) olur.

A1 var olmasi igin A matrisinin kare olmas! yeterlidir. A Matrisi gl
kdsegen matristir ve kosegen bolgesinde tekil degildir (Jonhson and
Riess,1982).

Bu son ug noktalarda (2.3.17) deki iki denklemi ve (N-1) bilinmeyeni
olan denklem sistemini

AM =0y (2.3.19)
M=A"10Y (2.3.20)
matrisleri ile gésterelim. Matrisin A-1 tersinin olmasindan v =0 igin yeniden

dldzenlenirse, Y20 ve Yn20 igin A nin ¢6zimi daima Gauss eliminasyon
yada iterasyon metodu ile yapilabilir. Kibik spline interpolasyon
yaklagimim (2.3.11) nin ¢6zUmd ile hesaplayabiliriz. Bununla birlikte
kiibik spline interpolasyon (2.3.17) deki son ug¢ noktalar ve Y ordinatlari
kimesiyle tek ¢b6zim degildir. Bagka kisitlarla son ug noktalarda ¢6zimu
yapilabilir. Dogal spline oldugunda , spline interpolasyonda israr ederseniz
Y nin tek ¢d6zimU oldugundan S"(xg) = Mgy=0 ve S"(xp)= My=0 dir.
Kalan bilinmeyenler igin M,,...,My_; (2.3.12) UglU kGsegen lineer
denklem sistemi ile ¢6zulir (Blum,1972). Bu denklem sistemi pargali
denklemler seklinde ve her denklemde sadece g¢ bilinmeyen vardir
(Pennington,1969).
Pargal kibik spline polinom yaklagimin uygulamasinda
(X],Yi) = Y(x]), j =1,2,..,N interpolasyon noktalaridir. Bir veya iki son ug nokta
segimi ile S(x) spline fonksiyonunun tlrev degerleri bulunabilir.
Spline fonksiyonu, her bir [xj,xj+1) alt aralikta Ggtncl derece polinom
katsayilanyla birlikte su sekilde verilebilir. Burada,
' S(X)= Y +by(x-%;) + C4(x-x4)2 , x<x; igin
S(x) = Yj+by(x-x;) + Cj(x-x))? + di(x-x)3, ;< x < x4 igin - (2.3.21)
S(x) = Yoy (x-xp)+ Cpy{x-xp)2 X2 Xy iGin
tirev degerleri belirlenmemig ise C, =0, Cy = 0 dir.
Lineer denklem sisteminin g¢dziminden spline fonksiyonun C, katsayilari
bulunur. Lineer denklem sisteminin katsayi matrisi simetrik ve kbgegendir.
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Bununla birlikte
Y2-¥i1

2(X2-%1) G+ (Xa-%4) Cp=3 ()(2_)(1

y'sy)

veyaY'(xy) =Yy tlrevi belirli degil ise C;=0dur.
Burada

(X - x]'1)C]'1 +2(XH_1'X]_1)C’+(Xl+1'xl) C

) j+1

Yipr ¥i YiYij

Xj+1 'Xi Xj"XH

= 3( ),j=23..N-1 igin (2.3.22)

o YN YN
(XN"XN_1 )CN_1+2(XN'XN_1)CN=3 (Y N~ m) (2323) veya

Y'y (xy)=Y'y Dbelirlenmemis ise Cy=0 dir. Kalan bi ve dj bilinmeyen
katsayilan

bi= yl+1 y]- (xj+1-xj)&_._lﬂ
Xj+1'Xj 3 , ..
j=1,2,...,(N-1) igin (2.3.24)
d.=M
P83k )
Yn- Y 2 C
ve bN= N N1+( N-XN1) CN+ N1,dN=0

XN~ XN-1 3

olarak elde edilir (Greville,1967).

Pargall kibik spline polinom yaklasimi bir biitinddr. Spline
fonksiyonu her bir interpolasyon noktasinda ve onun her degeri lizerinde
her yerde bagimlidir.

Lineer spline ve kibik spline pargah polinomlarn ilgi geken siral
ikilisidir. C! - deki pargali kiibik spline polinom yaklagimi uygulamada en
¢ok kullanilan bir egridir (Rice,1983).

Sekil 2.4 Lineer Spline $ekil 2.5 kibik Spline
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Interpolasyon degerleri tx) = Pi(x) = 1 igin

N-1 "
fx’;“[f ") dx =Y fx?j” [P, (x)]° dx= minimumdur (2.3.25).
j=0
ikinci turevin karesinin integrali her hangi bir yaklagimda egriligin esasidir.
Bu 6zellik minimum norm 6zelligidir. Her bir [xj,xj+1) alt araligin ug
noktalarinda tanimh f(x) in minimum norm 6zelligi pargall polinomiarin bir ug
noktadan diger bir ug noktaya diizgiin gegtigi, ya da spline fonksiyonunun
dizgiinlestigi noktalardir (Bever,et al.,1982) (Eckmann,1972) '(Rice,1983).
Pj(xi,yj) ;Y= f(xi) j=01...nigin gekil 2.6 da P, ,(x) polinomunun
grafigi Gzerinde q(x),...,.q,.¢(x) kibikleri varsa [xq,x ] aralifinda Yj=S(xj)
parcall kibik spline polinomudur. Spline fonksiyonu
Y,-= S(xj) j=0...,n-1igin surekli dénen tangenta sahiptir.

3
POt Yier) PO Y-t
Po®o,Y o) . |
Pk(xk,Yk)
Y=q.(x)
0 P1 (X 1 .Y 1) PZ(XZ 'YZ)
o ¥ X2 X Rt Xn-1 Xn

Sekil 2.6 Py Py s e P Parcall kubik spline polinom yaklasimi
2]

Her bir S(x)= qj(X) j=0.1,...n-1 igin
qj(xj)=yi ve g (xm):yj+1 j=0,1,..n-1 igin
q‘j(xj)= y, ve q'j(xj) [=S (xj)] j=1,2,..,n-1 igin (2.3.26)
Q"4 (x;)= y; ve q'(x) [=5"(x)] [=1.2,...,n-1 igin
bu ozellikleri saglyorsa p,,py,...,p, noktalarinda pargal kibik spline
polinom yaklagimidir (Maron,1982).
Her bir [xj,xj+1) alt araliginda qy(x) , 9(x) ,..., q,(x) kibiklerinin

b .
f [q ()°dx =0 egriligi sifirdir (Jonhson and Riess,1982).
a
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UCUNCU BOLUM

URETIM FONKSIYONU

Bu bdliimde Uretim fonksiyonunun tanimi ve 6nemi verilecek, Cobb-
Douglas ve sabit ikame esnekli CES (retim fonksiyonu incelenerek, CES
tretim fonksiyonunun pargah kibik spline polinom yaklagimi ile nimerik
¢Ozumi verilecektir.

3.1 Uretim Fonksiyonunun Tanimi ve Onemi

Uretim fonksiyonu , tretim faktorlerinden Uretime katilan miktarlar
ile, bu uretim faktdrleri yardimiyla elde edilen (retim miktarlar arasindaki
fonksiyonel iligkinin matematiksel ifadesidir. Bir firmanin Gretim miktarini Q,
dretim fakt6rlerini K sermaye, L emek, N tabii kaynaklar olarak ifade edilerse

Q=f (K,LLN)  (3.1.1) seklindeki gosterim Uretim fonksiyonunun
genel g6sterimidir. Bu sekilde gosterilen {retim fonksiyonu, Uretim
faktdrlerinden tretime katilan miktarlar ile Gretim miktarlarinin maliyet ve
fonksiyonu ile Uretim fonksiyonunun yakin iligkisi vardir.

Uretim fonksiyonunda {retilen mal veya hizmet miktarint Q, bu mal
veya hizmeti elde etmek igin Uretim faktorlerinin herbirinin Uretime katian
(fiziki girdileri) miktarlan ay,a,,...,a, ile gdsterirsek bir fonksiyon olarak
tretim fonksiyonunu,

Q=fj (@4,85,...,a,) (3.1.2) seklinde ifade edebiliriz. Burada
fi , i=1,2,...,m Uretim faktorlerinden Uretime katilan miktarlar ile Uffetilen mal ve
hizmet miktari arasindaki fonksiyonel iligkiyi ifade eder (Ustinel,1975)
(Uluatam,1980) (Kiligbay,1975).

Kantifatif bir model kurmak igin iktisat teorisini matematik formlara
sokarak , matematik denklemleri bulmak, bu denklemleri sistemli ve tutarl
olarak bir araya getirmek gerekir. Bu denklemlerden Uretim fonksiyonu,
Gretim sirecini ve degiskenler arasindaki baglantiyr teknik y6nu ile
inceleyen bir denklemdir. Kantitatif iktisat teorisinde uretim fonksiyonu
kavrami 6nemli bir yer tutar. Ote yandan tekniksel denklemler kisa dénem
icinde degistirilemeyecek nitelik tagiriar.Uretim faktérierinin Uretime katiima
paylar olan Gretim teknigi sabittir.Bunlara teknik katsayilar da denir.Bu
fonksiyonda Uretim,genellikle sermaye ve isglcine baglanir (Kiligbay,1970)
(Bulutay,1972).
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3.2 COBB-DOUGLAS Uretim Fonksiyonu

Genel olarak (3.1.2) deki Uretim fonksiyonu daha 6zel bir sekli ile
gosterilmek istenirse bu ,

Y=f (K.LLE,N) (3.2.1)  sekKlini alir.
Bu denklem genel Gretim fonksiyonunun &6zel bir seklidir.
Denklemde Y dretim miktan, K sermaye, L emek, E enerji, N tabii kaynaklari
gOsterir. Bu denklem belli bir Gretimi gergeklestiren firma hakkinda bilgi
verir (Kiligbay,1968).

Uretim faktori olarak K,L,E,N Cobb-Douglas utretim fonksiyonu
gergevesi igerigine dabhil edildiginde Cobb-Douglas retim fonksiyonunu

Y=A. K" L™ E™ N™ (3.2.2) bu sekilde ifade edebiliriz.

A: Sabit bir terim, es Urlin egrisinin yerini belirler.

o,: Uretimin sermayeye gére esnekligi

e<,: Uretimin emege gbre esnekligi

o<q: Uretimin enerjiye gbre esnekligi

o<, Uretimin tabii kaynaklara gb&re esnekligidir (Kiligbay,1965)
(Jones,et al.,1986). :

Genel olarak Y= AK™ L*? seklinde yazilabilen ve Uretim

fonksiyonu gergevesi iginde , Uretim faktdrlerinin miktar ve birlesimi ile
Uretim hacmi arasindaki baglantiyi ilk arastiran matematikgi C.W.Cobb ve
Ekonomist P.H.Douglas tarafindan (1928) de 6nerilmistir. Parametre tahmini
yapilabilmesi igin hata terimini igeren bigimiyle Cobb-Douglas Uretim
fonksiyonu

e: Tabii logaritmanin tabani olan sabit

u: Hata terimi

i: i Isletmeyi gdsteren indis olmak lizere

YVi=AK L e (323) gopindedir
Cobb-Douglas Uretim fonksiyonu asadidaki varsayimlar kabul etmektedir.

a-) Uretim faktérleri sonsuz bélinebilir varsayildiginda tretim faktor
degiskenleri siireklidir. Uretim fonksiyonunun iretim faktdrierine gére kismi
tlrevi alinabilir.

b-) Uretim siireci degisimi ve es (irlin egrisi strekli ve tirevi alinabilir
Ozelliktedir.

c-) Emek , sermaye arasinda ikame esnekligi sabit ve O=1 dir.
d-) Olgek esneklidi, o<, +e<,=1 ve fonksiyonun homogenlik derecesidir.
e-) Faktor piyasasinda tam rekabet kogullar gegerlidir.
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Bu varsayimin timintn veya en azindan biyik bir kisminin
gegerli oldugu bir sektdr ve ekonomi distnilemez. Bu ylzden fonksiyon
sonuglari degerlendirilirken ekonominin diger kurallari ve teorileri ile
karsilastirmak gereklidir. Bu yapiimadiginda veya eksik yapildiginda gergek
digt sonuglara ulagiimasi mimkind(ir (Atalay,1983) .

3.3 Sabit [kame Esnekli (CES) Uretim Fonksiyonu

CES Uretim fonksiyonu, biiylimesi sabit oranh olup, belirli bir
fonksiyonel iligki gOstermeyen endUstri verilerinin sayisal
hesaplamalarindaki hesaplanamayan hatalarda, Cobb-Douglas Uretim
fonksiyonundan daha iyi sonug verir (Kontorovich,1986).

Neoklasik iktisat Gretim faktorleri arasindaki ikameye agirhk
verir.Uretim faktdrleri arasindaki ikame esneklik parametresi olan (o) ile

kolayca Olgllebilir. Cobb-Douglas Uretim fonksiyonunda (o) nin 1 e esit
olmasi kisitlayicisini getirir. Sabit ikame esnekli CES Uretim fonksiyonunda
¢ nin de@erinin sabit olmasi kisitlayicisini getirmektedir. S6z konusu Uretim
fonksiyonunda o=1 olmasi zorunlulugu yoktur. lkame esnekliginin degeri
dretim teknigi ile belirlenir ve dolayist ile Uretim teknigindeki degisme ile
birlikte degisebilir (Wallis,1984).

Sabit ikame esnekligi CES uretim fonksiyonunun uygulamadaki
genel olarak tahminini gésteren forml

A
n - =
Y=A. [z aiyi”] P (3.3.1)
i=1
seklindedir.

Burada A: Etkinlik Parametresi

X, iinci girdinin (i=1,2,..,n) , degeri

p: lkame esnekligi parametresi

A: Homojenlik derecesi

o: (1+p)! ikame esnekligidir (Disney and Elbashir,1984).

K j .Arrow, H.B.Chenery, B.S.Minhas, R.M.Solow tarafindan 1961 i
yillarda verilerin bu modele uydugu iligkisi olan

V/L=a .wP (3.3.2) formiiliinden
hareket ederek CE:S Uretim fonksiyonu gelistiriimistir. ACMS, ikame
esnekligine ulagmak igin bu fonksiyonun logaritmik ifadesi kullantlir (Demirci
ve Baray,1973).
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Bu denklemde a ve b parametre, e:tabii logaritmanin tabani olan sabittir.
Y=F(K,L) dretim fonksiyonunun bagimsiz degiskenleri A gibi bir say
ile garpildiginda bagimli degigken A" ile garpilmis gibi degisiyorsa yani
‘ Y=f(A KAL)= A" f(K,L) (3.3.4)
bu fonksiyona n inci dereceden homojendir denir.CES (retim fonksiyonu
birinci dereceden homojen bir fonksiyondur (Tirkay,1986). Burada
V/L=F(K/L,1) (3.3.5) geklinde yazalim

V=V =KL , X K_.X (330
oL L2 L
we oyl & Wy Y X 337
aL aL x oL

w=Y-X g% (3.3.8) degeri (3.3.3) de yerine konunca

logY =loga+blog

<A
yxdx] (3.3.9)

b
Y=aly - xgl] (3.3.10) da dy/dx ¢bzelim.
Y _ybab.leY aeab,p=0 (3311) yazinca
dx X x’ ’ b
d p+1 1
%:yi-oc y 2 (3.3.12) elde edilen bu diferensiyel denklem y=2z p
dénlgtmu ile bir lineer diferensiyel denklem haline getirilebilir.
dy dy dz dy_ 1P dz
Buradan ax=dz dx  dx= az P X (3.3.13)
(3.3.12) ve (3.3.13) denklemlerinden sag taraflar birbirine esit yazilir
1 1+p
1 14p iy T
ve Y=z p konursa -1—2 P . 95 ZP_oZ2 P (3.3.14)
p dx  x X

lineer diferensiyel denklemi elde edilir.
Bu lineer diferensiyel denklemin ¢6zimu igin,

dz _ P o %P serleri
= Pz+Q , P_x Q= » (3.3.16) degerleri ainirsa,

zZ= efp X)dx ] fP dx+oczefp(x)dx (3.3.17)

f P (x)dx=f —E—dx = plogx (3.3.18) indegeri (3.3.17)de yerine konunca
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- o
7=6 p'°g"f oP 109 X ;p dx + a,e” P 1°9%(3.3.19) den

z= (oy+0,xP) (3.3.20.) elde edilen denklemde z=y ~P konulursa(3.3.21)
A
y=[o; +a,x "]P  (3.3.22) bulunur.

Burada Y= V/L , x= K/L degiskenleri konulursa,

1
Yelo + oy (KL P P 3323)ve V=[o). L "+ kP

'U]’—'

(3.3.24)

elde edilir. Bu denklemde, 062-— AP = (o +o )1degerlerini yerine
AP

koyalim. Buradan

-1 - -
ooy +0y) Lp+a1Kp -

-1
(o g+oy)

V=

.
P. (3.3.25)

1

1 - L

[ao+a,) L p+(1,1K p] p
1

(O!.1+(12)P

V=

(3.3.26)

1 1
Bu denklemde A=(a.;+a.,) p den A= (a+o,)p degeri (3.3.26) yerine konulursa

1
V=Alo K P+o (o ra) . L PP (3.3.27) bulunur,

-p P -1 ©
Buradan a=A "+o,ve A'=(a+ oy Ve 0=

Ap

degerleri yerine konulursa , islemleri tamamladiktan sonra,



31

1
V=Alo, K P+ (1+a )L P (3.3.28)

CES uretim fonksiyonunun birinci sekli bulunur (Demirci ve Baray,1973).

Buradan (3.3.27) deki denklemde

CAP gve gl

AP
degerleri konulursa, islemleri tamamladiktan sonra

1
V=AloK P+ (1-a)L'P] P (3.3.29)

CES dretim fonksiyonunun ikinci sekli bulunur ([Avrahioglu,1973).

Onceki kesimde verdigimiz (3.2.3) deki Cobb-Douglas Gretim fonksi-
yonunun CES Uretim fonksiyonu,

Uj

:
=

V=A[a K+ (1-a)LiP1P .e" (3.3.30)

seklindedir (Theil,1978).

3.4 CES Uretim Fonksiyonunun Pargal Kiibik Spline Polinom
Yaklagimi lle Niimerik Coziimii

Bazi Uretim fonksiyonlar logaritma almak suretiyle dogrusallas-
tinlamaz. Bu tip Gretim fonksiyonlarindan biriside CES Uretim fonksiyonudur.
CES (retim fonksiyonunun logaritma yardimi ile bu fonksiyonun
parametreleri cinsinden dogrusallagtinimasi yapilamadigindan fonksiyonun
parametreleri kolayhkla tahmin edilemez.

Burada CES (retim fonksiyonunun,
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1
V=A[o K P+(1-0) L'P] P 3.4.1)

istatistik olmayan yaklasimla, ikame esnekligini hesaplamaksizin, pargall
kibik spline polinomu ile nimerik ¢&zUmini verecegiz. CES Uretim
fonksiyonunun pargali kiibik spline polinom yaklagimiyla nimerik ¢dzimd,
bu fonksiyonun deg@erine en yakin gegen egriyi gbsterir.

[a,b] araliginin xa[xj,xj+1] her bir alt araliginda j = 1,2,..Nigin pargali
Kibik spline polinomunu P pargal polinomlari ile SA(X)= P; seklinde
gbsterelim. Pargali klibik spline polinomun agiimi ve x, g&sterimi,

. X x>0 'xr— x x>0
*) 0 digerleri * "* 0 digerleri

N-1

Sa()= T By (X)) h+ BytBuys X +BpsaX +BigX” (3.4.2)
j=1

seklinde tanimlanir.Bu denklem [a,b] araliginin son ug noktalarindaki
(2.3.17) kisitlayicilari ile (N+3) bilinmeyen parametreye sahiptir. Burada
(2.3.12) deki(N+1) tane bilinmeyeni olan lineer denklem sisteminin (N+1)
tanesinin ortak ¢dzimu yapilabilir (Bever,et al.,1982).

Belli bir Uretim dlizeyinde, kullanilan Uretim faktorlerinden birinin
miktari, bir birim artinldiginda Griin miktannin ayni kalabilmesi igin, diger
Uretim faktérinden yapilmasi gereken azalma miktarina marjinal teknik
ikame orani denir. Marjinal teknik ikame oraninda girdilerden biri artarken
digeri azalacagindan ‘

1—o
p=- isareti eksidir.
o

Marjinal teknik ikame orani ikame esnekliginin hesaplanmasina
olanak saglar. lkame esnekligi,

G=9K ; 95 _dK 'S (343)dir. Burada k=X

k ' s Tds 'k Lve

s = Marjinal teknik ikame oranidir.
Buradan marjinal teknik ikame orani ile ikame esnekligi arasindaki iligkiyi ,
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Girdilerin miktarlan arasindaki nisbi degisme
Marjinal teknik ikame oranindaki degisme

formUlu ile verebiliriz. Bu (3.4.1) deki CES uretim fonksiyonunda

lkame esnekligi=

(3.4.4)

A= {— , o0y =0 ,K=py;birbirim irin elde etmek igin kullanilan enerji maliyeti (TL/KG)

L=p, ; Bir birim Griin elde etmek igin kullanilan (1TL) birim sermaye olmak
Uzere,

P1
A -
(pz)
p p
e 22a(h
2 = M‘T 2 __ (3.4.5)
AMTIOp,p,) AMTIO b, p,
MTI0 . p, MTIO 5. b,

ikame esnekligi bu degisimlerin birbirine oranidir (Uluatam,1980)
(Turkay,1986).

CES Uretim fonksiyonunda o ve (1-o0) nin Ussg,

o= dir.

1+p

Girdilerin Gretime katilan miktarlar arasindaki nisbi dedisme,ikame esnekligi
ile marjinal teknik ikame oranindaki degismenin ¢arpimi seklindedir.

Buradan girdilerin Uretime katilan miktarlarn arasindaki
C - 1
nisbi degisme=— | .

gis Tep p olur

Bu degismelerden sonra, -p =P _de _1____1%p olacaktir.

1+4p p
Bu agiklamalardan sonra CES Uretim fonksiyonu
1+p
1 . p 1 P

. ' 1 P | P
C (p1 pa) =3 [T (p;)Tep + (1-a)ﬂ‘6p;+p] (3.4.6)
o<i<k

seklinde gdsterilir .
CES uretim fonksiyonunun C(p1‘,p2) , [a,b] araliginin her bir [xj,xj+1)
O<i<k
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o 1 2 3 k
alttaraligindaki A: P4y P11, P1,P1,-+P1 aranoktalarda nimerik

¢6zUmU elde edilir. Pargali kiibik spline polinomu , (3.4.2) deki formulinde

(x)=(p4)) aranoktalarninin degeri yerine konulursa,
O<i<k

N-1

3 2 3
Salpi) =X Bi(py- pj)++ B+ BnetPr+BrsaP 1+ BryaPy (3.4.7)
j=1 '

seklinde olur (Bever,et al.,1982).

CES uretim fonksiyonunun homojenlik 6zelligi, pargal kibik spline

polinom yaklagiminda, [a,b] araliginin her bir [ ,1) alt araligindaki (py) ara
O<i<k

noktalarinda her yerde saglanabilir. Bu nedenle CES Uretim fonksiyonunun

(3.4.6) ile SA(p1‘) parcali kiibik spline polinomunun (3.4.7) nin nimerik
O<i<k

¢6z0md [a,b] araliginin her bir [X;:%;,) alt araligindaki (p4) ara noktalarinda
O<i<k

yaptlabilir (Pennington,1969) (Bever,et al ,1982).

Bu ¢6zimde, CES Uretim fonksiyonu C(p1i,p2) ile SA(p1i) pargah
O<i<k O<i<k

kiibik spline polinomunun [a,b] araliginin her bir [xj,xm) alt arahgindaki

(P1i) ara noktalarinda sonug degerlerinin esit oldugu niimerik ¢dzim
O<i<k

bulunur (Shea,1985).



35

DORDUNCU BOLUM

CES URETIM FONKSIYONUNUN PARCALI KUBIK SPLINE POLINOM
YAKLASIMI ILE NUMERIK ¢OZUMUNUN BIR GIMENTO FABRIKASINDA
UYGULAMASI

Afyon Cimento fabrikasi, Cimento Uretimi ve satigi amaciyla 7 Ekim
1957 tarihinde isletmeye agiimistir. Fives-Lille Firmasinin yas sistem
teknolojisi ile kurulan fabrika 1965 yilinda Polysius firmasinin lepol 1zgarali
kuru sistemine doénlstiriimustir. Uretilen mal ve hizmetin piyasaya
surdlmesinde hig bir giglik gekiimemektedir. Fabrikada 1988 yil sonu itibari
ile 304 vasifli isgi galismaktadir.

Talep durumu ve girdi maliyetlerinin artisi nedeni ile maliyet fiatinin
olusumunda, Uretim maliyetinin hesaplanmasi dnemli bir yer tutar. Bu
bélimde modelin tamamen gergek verilerle ¢ézimi igin Afyon Gimento
Fabrikasindan alinan veriler ile bir 6rnek olayda uygulama yapilmigtir.

4.1 CES Uretim Fonksiyonunda En kii¢iik kareler Yontemi ile
ikame Esnekligi Parametresinin Bulunmasi.

CES Uretim fonksiyonu ile tretim maliyetinin hesaplanmasinda, firma
igin belirli bir Grinlin Uretim maliyeti, Uretiminde kullanilan bitin girdilerin
para olarak degeridir. Firma belirli bir {retim maliyeti ile en yUksek Grun
miktarina ulastiginda, yada mimkin olan Gretim maliyet degeri ile belirli bir
Urin miktarini elde ettiginde, firma karinin ne oldugunu hesaplayacaktir.

CES Uretimfonksiyonu,Y =F(py,p2) , A F(-pJ—

2 1)
P2 P2

seklinde g0sterilir. Burada,
p,: Enerjinin birim maliyeti (TL/KG)
p,: Birim sermaye (1TL)olmak Uzere
Y=Apc’1 (4.1.1) fonksiyonel iligkisinde logaritma almak suretiyle

logY=logA+clog p; (4.1.2) seklinde olur. Bu formiilden en kiglk kareler

yontemi ile o ikame esnekligi parametresini bulabilmek igin normal
denklemler
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Z logY=n logA+ o log p,

X log p,.log Y=log A.Z log p; + 6 Z (log p,)?> (4.1.3)
seklindedir.

Bu normal denklemlerden A ve ¢ parametrelerinin hesaplanmas: igin
Afyon Cimento Fabrikasindan alinan veriler. TABLO-1 de gosterilmigtir.

TABLO-|

Afyon GCimento Fabrikasinda Gimento Uretimi Igin 1 Kg basina
harcanan yillara gre Uretim ve enerji maliyeti(TL)

CIMENTO URETIM ENERJI MALIYETI

YILLAR MALIYETI(TL/KG) (TL/KG)

1980 3,69610 0,33073

1981 4,54111 0,45040

1982 6,12119 0,76336

1983 7,21695 1,33979

1984 11,12077 1,64570

1985 12,53313 3,69790

1986 15,19960 4,78040

1987 18,62220 5,67433

Normal denklemlerden parametrelerin hesaplanmas: igin gerekli
islemler TABLO-II de verilmigtir.



TABLO-II

(p}' JAlt araliklarinin

log p’

v, ocick U log ¥, ocick! log p1-1og Y | (log P, )2
noktalan

3.69610 0.33073 0,56743 -0,480526| -0,272815]| 0230905
454111 0,45040 0,657162 -0,346401| -0,227641] 0.119993
6,12119 0,76336 0,786835 -0,117270} -0,092193]| 0013752
7.21695 1.33979 0,85835 Q. 127036 0,109041 | 0.016138
11.12077° 1.64570 1,046 135 0.216350 0.226331 | 0.046807
12.53313 3.69790 1,098059 0.567955 0.623648 | 0.32257
15.19960 4,78040 1.181832 0.679464 | 0.803012 | 0.461671
18.62220 5.67433 1,27003 1 0.753914 0.957494 | 0568386
TOPLAM 7,466147 1.400522 | 2.127177 | 1.780224

LE
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Normal denklemler igin TABLO-Il de hesaplanan degerleri (4.1.3) de yerine
koyalim

7,466147=8 log A + 1,400522 ¢
2,12777 =log A .1,400522 + 1,780224 ¢

Buradan log A = 0,8397376 , A = 6,91 ve ¢ = 0,53 bulunur

Marjinal teknik ikame oranindan,

-6 1-0,53 _ 0,47
s _ 053 053

p= p=-% — =5ve-P =4 ,1+p=-—j—1—bude§;erlerbulunur.

1
"14p 14p P
4.2 Parcal Kiibik Spline Polinom Yaklagimi ile Nimerik C6ziimi

Pargali kiibik spline polinomunun niimerik ¢éziiminde

Pt
h=x-x. , ve A= —L"— = 0123456 icin
=N j hl+hi+1 ¢

degerlerinin hesaplanmasi ve sonuglari TABLO-III de veriimistir.
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YILLAR  h =x -

T
1980 ho =X -X_4
1981 hy =X, Xg
1982 h, =X, X,
1983 hy =% %
1984 hy =% %
1985 hg =x5 -,
1986 h6 =Xg “Xg
1987 h, =% -Xg

TABLO-III
hj+1
MeRAR d N
] j+1
h
A= ! 0,20369 0,370082
0 h0 +h1 '
A i
= 0,11967
= T ih 0,723389
A - N 0,31296  (,648118
h2+h3
ha
~ hy+hy 0,57643 0,346703
hs
Ay =
4= R 0,30591 0,870273
hG
As= ho+he 2,0522 0,345328
h
Ag= et 1,0825 0,452295
h6 +h7 '
0,89393



A

/\_ Matrisi ve enerji maliyetleri igin AW
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2 A0 0
1A, 2 M 0
0 T4, 2 A2 0
0o | 1, 2 A3 0
0| 1, 2 | o
0 T kg o | A5
A6 2

matrisinin  degerleri

0,370082 0
0,276611 2 10,723389
0,351882 2 0,648118 0
0 |0,653297 2 10,346703
0 |0,129727 2 [0,870273
0,654675 2 10,345328
0,452295| 2

(4.2.7)

(4.2.2)



4]

0
BY ]
; 6Y 6Y
hihphg) | hyh, | hythy+h)
6Y, -6Y, 6Y,
h,y+ha)l Fyhy iy (g +3 )
6Y, -8Y, 6Y 4
h_(h +h ) h -h h (hy+h )
3'3" 4 3 4 4V'3%y
6Y, BY, g
hy (hg+hy) | 1ty -hg hy (h, +h)
6Y5 -6Y5 6
hg(hg +hg) | hg.h h (hy +hg)
0
0
526,273 |-727,510 | 271,257
131,948 |-203,587 84,462
85,137 -245,563 247,204
92,497 |-106,285 |15,539
11,689 -33,850 26,875
0

oY ve 0Y matrisinin degerleri bu sekildedir.

(4.2.3)

(4.2.4)
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Ugli kbésegen matris geklindeki (2.3.14) ve (2.3.15) lineer denklem
sisteminin Gauss eliminasyon metodu ile ¢bziminden,

My= -7,82

M,= 42,28

My=-17,12

M,= 49,67 (4.2.5)
M4= -4,008

Ms= 3,818

Mg=-0,863 degerleri bulunur.

M= S5"(x;) ,i=0,1.2,3,45,6 igin bulunan bu degerler pargall kibik spline
polinomunun katsayilaridir. Pargali kibik spline polinomunun [a,b]
araligindaki

A

Mo+_2_0 M;=0, -7,824.%_7_3% 42 28=0
A

Mo +% Ms=0 , 0,863+ 2492299 3180

son ug noktalarda S"(xy)= S"(x,,) = 0 degerleri sifirdir.

4.3 CES Uretim Fonksiyonu ile Pargal Kiibik Spline Polinom
Yakdasimmnn Karsiagtnimas:

CES Uretim fonksiyonunun [a,b] araliginin [xj,xj+1) alt araligindaki ug
nokta degerleri (3.4.6) da yerine konursa

A, 0,45 0,763 1,339 1,645 3,697 igin
CES Uretim fonksiyonunun C(pi1 ,1) her bir alt araliktaki ug nokta

O<ick

degerleri
C(p'y,1); 26,68 43,40 61,45 64,55 68,08 bulunur.
O<i<k

Pargali kiibik spline polinomunu [a,b] araliginin her bir alt arahgindaki
u¢ noktalarda yedi lineer denklem sistemi , yedi bilinmeyen ve modelin
kisitlayicilari ile birikte diglindigiimizde (3.4.7) den
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3
A(PY) =z Bi(p1-P))s+Bs+BsPi+Beps +B,P] (4.3.1)

seklinde elde edilir. Bulunan (4.2.5) deki pargall kibik spline polinom
katsayilan (4.3.1) de yerine koyulunca,

Sa(py)= -7,82 (p,-0,763)3, +42,28 (p,-1,339)% -17,12 (p,-1,645), +49,67
-4,008 p,+3,818 p,2-0,863 p,® (4.3.2) bulunur.

CES Uretim fonksiyonu [a,b] arali§inin her bir alt araligindaki [x
ara noktalarda (p,%p,), (P4'Pa) (P42.Pp)r--(P1%.Py) bir

j Xjet)

C(p1i,p2)= C(0.88,1) ara nokta ve Y =184,9 noktasindaki degeri igin
O<i<k
(3.4.6) dan,
1

D

184,9

i
C(P1,P2)—W

(0,53)° (0,88)” 4+(0,47) (1) 4] - 48,498 (TL/KG)

degeri bulunur.
Ayni sekilde [a,b] aralidinin her bir alt arali§gindaki ara noktalarda bir

S, (p1i) ara noktasi igin (4.3.2) den pargali kiibik spline polinomunun
O<i<k

$,(0,88)=-7,82 (0,88-0,763)+3+42,28 (0,88-1 ,339)+3-1 7,12 (0,88-1,645) °
+49,67-4,008 (0,88)+3,818 (0,88)2 -0,863 (0,88)° degeri
Sa(p4') = S,(0,88)= 48,498 (TL/KG) bulunur. Bulunan bu deger 1 Kg

O<i<k

cimento Uretimi igin Gretim maliyetidir.



[X;,xj, 4 alt arahgmin (p; )=0,1 ara noktalarindaki

184 ,1

184,2
184,3
184 ,4
184,5
184,6
184,7
189,9
190,0
190, 1
190,2
190,3
190,4
190,5
190,6

184,1<Y;<190,6, C(p; ), SA(p} ) degerleridir.

o<i<k

o<i<k

Py

EK-1

o<i<k

o<i<k

2,55

2,55
2,55
2,55
2,55
2,55
2,55
0,850
0,850
0,850
0,850
0,850
0,850
0,850
0,850

C(p})

o<i<k

67,743

67,780
67,817
67,854
67,890
67,927
67,964
48,505
48,530
48,556
48,581
48,607
48,632
48,658
48,683

44

SA(p i1)

o<i<k

67,73

67,73
67,73
67,73
67,73
67,73
67,73
48,48
48,48
48,48
48,48
48,48
48,48
48,48
48,48



[x x ) altarah@min (

J

184,85<Yi<185,05, C(p |), Sa (p; ) degerleridir

184,85
184,86
184,87
184,88
184,89
184,90
184,91
184,92
184,93
184,94
184,956
184,96
184,97
184,98
184,99
185,00
185,01
185,02
185,03
185,04

j+1

P4

0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88
0,88

EK-2

pi1 }=0,01 ara noktalarindaki

O<i<k

O<i<k

O<i<k

Cp,)
o<i<k
48,485
48,487
48,490
48,492
48,495
48,498
48,500
48,503
48,506
48,508
48,511
48,513
48,516
48,519
48,521
48,524
48,527
48,529
48,532
48,534

45

S,(p})

o<i<k

48,498

48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498
48,498



48,508

48,5086

48,503

48,5

48,498

48,495

48,492

48,490

48,487

48,485

46

SA(p; )
w w M~ (o] (o)) [»)] - [qV] [ap] <t
T T S T R )
¥ ¥ ¥ 0¥ 3 © % < ¥ ¥
5 @ 3 3 2 % % 2 2 3
SEKIL 4.1
184,85<Yi<184,94 ara noktalarn ve p;=0,88 igin

o<i<k

CH Jve S, (1)

o<i<k o<i<k
degerlerinin grafigidir.
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SONUG

Bu galismada logaritma almak suretiyle parametreleri cinsinden dogru-
sallagtirilamayan CES Uretim fonksiyonu, pargali polinom seklinde ifade
edilerek yeni bir yaklagim getiriimeye galisiimistir. Aragtirmada varilan
sonuglari ve ileriye ddnuk galismalar igin dnerileri su sekilde verebiliriz.

Uretim siireci ile ilgili problemlerin ¢dziimiinde istatistik olmayan yakla-
simia, tretim fonksiyonlari gibi sonug fonksiyonlarinin pargali kibik spline
polinom yaklasimi ile tahmini yapilabilir.

CES Uretim fonksiyonunu [a,b] arali§inin her bir [xj,xj”) alt araligindaki

i .
(p,) ara noktalarda ikame elastikiyetini heseplamaksizin, pargali kiibik
O<i<k

spline polinom yaklagimi ile nimerik ¢6zimU yapilabilir.
Bu niimerik ¢bziimde homojenlik 6zellidi [a,b] arahiginin her bir (X Xj,.1)

alt araligindaki (pI 1) ara noktalarinda her yerde saglanabilir.

O<i<k

Pargali kiibik spline polinom yaklasimi, CES Uretim fonksiyonunun
degerine en yakin gegen gergek homojen fonksiyondur.

Pargall kiibik spline polinom yaklagimi [a,b] araliginin her bir [%;:%; q) ait
araliginda dereceleri farkli ve en gok Uglincli dereceden pargal
polinomiarin birlesimidir.

Pargah klbik spline polinom yaklagimi uygulamali matematikte

kullanilan bir niimerik analiz teknigidir.
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