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ÖZET 

Bu çalışmada, Lotka-Volterra dinamik sistemi ya da 
av-avcı modeli olarak bilinen ve 

x' =ax-bxy 

y' ;:::CXy-dy a,b, c,d > O 

diferansiyel denklem sistemi ile verilen matematiksel mo­

del tanıtıldıktan sonra, katsayıların pozitif olması ko­

şulundan vazgeçilmesi durumunda ortaya çıkan bütün ikili 

etkileşimler incelenmiş ve sınıflandırılmıştır. Bu etki­

leşimler sembolik olarak "bencil", "fedak§.r", "iyimser" 

ve "karamsar" adını verdiğimiz dört davranış tipinin et­

kileşimleri olarak karşımıza çıkmaktadırlar. Son bölümde 

denge noktalarının kararlılığıkavra~ından farklı bir kav­

ram olan "yapısal kararlılık'1 kavramı üzerinde durulmuş ve 

Lotka-Volterra dinamik sisteminin yapısal kararlıolmadığı 

ayrıntılı bir örnekle gösterilmiştir. 



1. GtRtŞ 

Uygulamalı matematiğin genel amacının, fiziksel sis­

temlerin davranışının modellenınesi olduğu söylenebilir. 

(Kimyasal, biyolojik ve hatta sosyal ve iktisadi sistemle­

rin dahi,. "gerçek sistemler" anlamında "fiziksel sistemler" 

olarak nitelendirilmesinin kanımızca bir sakıncası yoktur.) 

Böyle bir modelleme "mekanistik" (ya da "mekanizmaya yöne­

lik") olabildiği gibi, "fenomenolojik" (ya da "davranışa 

yönelik") de olabilir. Aslında arzu edilen, sistemin ger­

çek yapısının ve çalışma mekanizmasının çözümlenmesi olmak­

la birlikte, karmaşık sistemler için bu yaklaşım fevkalade 

zor (ya da bilimin ulaştığı seviye için henüz erken) olabi­

lir ve böyle durumlarda (sibernetiğin "kara kutu" [black 

box] yaklaşımına benzer şekilde) gerçek mekanizma gözardı 

edilerek sadece gözlenen davranış modellenmeğe çalışılır. 

Ancak bu davranışsal yaklaşımın c.iddi bir sakıncası, ince­

lenen sisteme model olarak kurulan teorik sistemin, benzer 

bir davranış göstermekle birlikte, tamamen farklı ve asıl 

sistemle ilgisiz bir rnekanizmaya sahip olabilmesidir. Ana­

lojiler ne kadar faydalı olurlarsa olsunlar, asıl amaç in­

celenen sistemin deşifre edilmesi olmalıdır ve bu nedenle 

karmaşık sistemlerde yarı-mekanistik, yarı-fenomenolojik 

modeller gittikçe daha geniş kabul görmektedirler. Çalış-_ 

mamızın konusu olan Volterra-sistemlerinin popülerliği, bu 

türün prototipi olan Lotka-Volterra av-avcı modelinin, dav­

ranışsal başarısı kadar, mekanizmayı da gözardı etmemesinde 

yatar. 

Volterra sistemlerini tanımlamadan önce, genel sistem 

teorisinin yaklaşımını özetleyelim (Bertalanffy, 1969). Bir 

sistemin belli bir andaki durumunun, x 1 ,x2 , ••• ,xn gibi n ta­

ne gerçel sayı ile belirlenebildiğini kabul edelim. Değişme 
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olan kapalı yörüngelerin ve limit siklüslerinin varlığı 

hakkinda nümerik çözümlerle sonuç ç.ıkarmak çok yanıltıcı 

olabilir.) Bu konuyu relative eden (ve açık ya da nüme~ 

rik çözümlere itibar kaybettiren) bir başka önemli husus 

daha vardır: Komplike sistemlerde tek bir yörüngeyi çok 

iyi olarak belirlemekten .çok, mümkün bütün yörüngelerin 

durumu ve aralarındaki ilişkiler hakkında bilgi sahibi 

olmak daha önemlidir. Klasik diferansiyel denklemler te­

orisinde ihmal edilen, fakat 1940'lı yıllardan itibaren 

ön plana çıkmaya başlayan ve bugün temel bir yaklaşım ha­

line geldiği için konuya bile isim değiştirten .( "diferan­

siyel denklemler" yerine "dinamik sistemler") bu husus, 

kantite yerine kalitenin önem kazanmasına yol açmıştır ve 

tek tek trajektörlerin bulunmasından çok, faz portresinin 

(bütün trajektörlerin genel görüntüsünün) incelenmesi a­

sıl problem haline gelmiştir. özellikle, sistem paramet­

relerinin değişmes·i durumunda faz portresinin nasıl deği- · 

şeceği, trajektörler arasındaki kalitatif ilişkinin koru­

nup korunmayacağı, yani incelenen modelin "yapısal stabil" 

olup olmadığı, bir model için bir fizibilite testi olma 

yolundadır. 4. Bölümde teknik tanımını vereceğimiz bu 
yapısal stabillik kavramı şu temel düşünceyi yansıtmakta­

dır: Gerçek sistemler sürekli olarak birçok küçük etki­

lere maruz kaldıkları halde, genel davranışlarında dik­

kat çekici bir kararlılık göstermektedirler. (Ancak bu 

kararlılığı "statik" olma şeklinde değil, sürekli regülas­

yonla sağlanan ve belli bir zaman ve mekan içinde geçerli 

olan dinamik davranış kararlığı olarak anlamak gerekir.) 

Bu nedenle, böyle sistemlerin matematiksel modellerinin 

de, benzer bir kararlılığa sahip olmaları gerekir. Bu ko­

şulun sağlanması durumunda ise, söz konusu dinamik siste­

min trajektörlerinin kesin çözümlerinin bulunması zaten 

fazla anlam _tcışımaz (bu bir ~.ı::ıJ3~nın l?_?yunu belir~irk~~ ____ _ 
rretre cinsinden virgülden sonra yüz tane rakam ve:ı:mek kadar anlam­

sız olabilir} ve trajektörlerin tiplerinin,konumlarının 
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ve aralarındaki ilişkilerin belirlenmesi daha önemli olur. 

Bu durumda nümerik çözümlere karşı başka bir tavır takını­

labilir ve bunlar faz portresinin illüstrasyonu için çok 

faydalı bir araç haline gelirler. 

Şimdi Lotka-Volterra sistemine dönelim. Bu sistem 

1920'li yıllarda Adriyatik denizinde gözlenen balık popü­

lasyonu asilasyonlarını açıklamak için ortaya atılmıştır. 

Avlanan balık sayılarına bakılarak, bir büyük balık türü 

ile, bu türün beslendiği bir küçük balık türünün sayıla­

rında, aralarında bir faz kaymasıyla, çok ilginç bir sa-
-· -- -

lınım tesbit edilmiş ve bu gözlem Lotka ve Volterra 'yı şöy-

le bir modele sevketmiştir: 

Küçük balıkların sayı.sını x ve büyük balıkların sa­

yısını y ile gösterelim. x ve y, x(t) ve y(t) şeklinde 

zamanın fonksiyonları o.larak düşünülebilir. Küçük ve bü­

yük balıklardan oluşan sistemdeki ilişkiler şöyle şema­

tize edilebilir: 

Küçük Balık 

x(t) 
< 

+ 
> 

n-
Büyük Balık 

y (t) 

Küçük balıklar büyük balıkların etkisi dışında kal­

dığında artmakta, büyük balıklar da küçük balıklardan 
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aynı zamanda davranışsal başarısından dolayıdır. Çünkü 

katsayıların uygun şekilde ayarlanmasıyla, sadece gözle­

nen balık popülasyonu salınımları elde edilmekle kalma­

mış, bu model "av-avcı" modeli adı altında başka bir çok 

durumlarda da başarıyla kullanılmıştır. Kanada'daki va­

şak-tavşan sayıları salınım;ı.nda (Ebenhöh, 1975), beyinde­

ki bazı sinirsel çekirdiklerin etkileşimi yardımıyla be­

yin dalgalarının v.e uyku ritminin açıklanmasına kadar 

(Hobson, et all., 1975) geniş bir uygulama bulan bu mo-

delin, gene de hassas bir tamire muhtaç olduğuna, yapısal 

stabillik bölümünde değineceğiz. 

İkiden fazla sayıdaki türlerin etkileşimi için de yukarıda­
ki temel varsayım:ı.ar altında diferansiyel denklem takım­

ları yazilabilir·: 

x 1 , x 2 , ••• , x
0 

n türün sayılarını göstermek üzere, 

x':;: 
ı all xl + a12xlx2 + a13xlx3 + + alnxlxn 

x'= 2 a22x2 + a21x2xl + a23x2x3 + + a2nx2xn 

şeklindeki bir denklem takım;ı., katsay;ı.lar-ın pozitif veya 

negatif olarak seçilişine göre, zengin bir ilişkiler ağı­

nı modelleyebilir. Volterra sistemleri olarak bilinen bu 

sistemler (bazan bu sistemlerde türlerin kendileriyle 

etkileşimleri için karesel · xi terimleri de eklenir) 

nümüzde etraflı bir incelemeye tabi tutulmaktadırlar 

and Solimano, 1987). Ancak,bu sistemlerin davranışı 

kında net bir tablo henüz ortaya çıkmış değildir. 

olan 

gü­

(Roy 

hak-

Biz ikinci bölümde Lotka-Volterra sistemi hakkında­

ki klasik ayr;ı.ntıları verdikten sonra, ·. üçüncü . bölümde 
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mümkün bütün ikili Volterra-etkileşimlerini gözönüne alıp 

sınıflandıracağız. Son bölümde de Lotka-Volterra sistemi-

nin yapısal kararlıolmadığını bir örnekle göstereceğiz. 



2. KLASiK LOTKA-VOLTERRA DENKLEMI 

x' = (a-by) x 

y' = (cx-d) y , a,b,c,d >O 

Lotka-Volterra denklemini gözönüne alalım. 

f' : ~2 + ~2 

f (x,y) = (ax-bxy, cxy-dy) 

( 2. 1) 

fonksiyonu c1 sınıfından bir fonksiyondur. (x,y) ::;: z 

gösterimi ile, yukarıda verilen denklem 

z'=f(z) 

şeklinde de ifade edilebilir. Tanımlanan f fonksiyonu 

altında, görüntüsü sıfır olan noktalar, sistemin denge 

noktalarıdır ve Df(z) ile göstereceğimiz türev matrisi 

ile bazı durumlarda bu denge noktalarının stabilliği 
\ 

hakkında karar verilebilir. (2.1) denkleminin denge 

noktaları yukarıda belirttiğimiz gibi, 

f ( z) = o 
eşitliğini sağlayan z1= (0,0) ve z 2 = (d/c,a/b) noktala­

rıdır. Şimdi D.f(z) matrisini bularak denge noktalarının 

durumunu inceleyelim: 

Df(z) = [a-by 

ey 

-b xl 
c x-d 

dir. z 1= (0,0) ve z 2= (d/c,a/b) denge noktalarına kar­

şılık gelen matrisler sırasıyla, 

Df(z 1) = [a 

0

] 
. o -d 

ve 
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ac 
b 
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bd 
-c 

o 

matrisleridir. Df(z 1) matrisinin özdeğerlerinin reel kı­

sımları ters işaretli olduklarından, z 1=(0,0) denge nokta­

sı bir "eyer" noktasıdır. Bu nedenle de z 1 stabil bir 

nokta değildir. Buna karşın Df(z 2 ) matrisinin özdeğerleri­

nin reel kısımları sıfır olduğundan, z 2 = (d/c,a/b) denge 

noktasının stabilliği için türev matrisi testi yeterli de~ 

ğildir. Bu noktanın stabilliğini (2.1) denkleminin faz 

portresini pozitif bölgede inceledikten sonra göstereceğiz. 

(Bu sistem için Hirsch and Sna.le,l974 ve Bral.ID,l978 bkz.) 

(2.1) .denkleminin faz profilini incelemek için önce, 

d a 
x =c ve· y =b doğrularını çizelim. Bu doğrular xy-

düzleminin pozitif bölgesini dört kadrana ayırır (Şekil 2.1). 

Herbir kadranda x' ve y' nün işaretleri sabittir. 

Şimdi başlangıç noktası 

d 
x(O) = u >- > O 

c 

y(O) 
a 

=v>->O 
b 

' 

olan (x(t),y(t)) yörüngesini, alalım. Açıkça görüldüğü 

gibi (x(O) ,y(O)) I. kadrandadır. 

O~ t < t ıçın, (x(t),y(t)) I. kadranda olacak şekilde 

bir j = [O,t) maksirnal aralığı (burada t = ~ olabilir) 

vardır. 



y 

x' <O 

ı y'= o 
ı 

ı 

ı 

ll 

x'< O 

y' <o ı 

~ y'>O 

(x(O),y(O))- (u,v) 

x'> O 

y'< o 

(0,0) 

Şekil 2.1 

d/c 

x'> O 

y'> o 

I. Kadranda a-by < O ve cx-d > O olduğundan, 

a-by(O) = a-bv = -r < O 

cx{O)-d = cu-d = s > O 

(r > 0) 

olur. Yine I.Kadranda x' (t) < O ve y' (t) > O olduğundan 

bu bölgede x(t) azalan, y(t) artan bir fonksiyondur. Bu 

nedenle, x(t) ~ u ve y{t) ~ v eşitsizliklerinden, 

d x' 

dt logx(t) =-= {a-by) ~ -r 1 
X 

d logy(t) 
y' 

{cx-d) =-= ~s 

dt y 

bulunur. Yukarıdaki eşitsizliklerde her iki tarafın da in­

tegrali alınırsa, O ~ t < r için, 

d 
c~ x(t) 

a 
- ~ y (t) 
b 

-rt 
~ ue 

st 
~ ve 

(2.2) 

(2.3) 
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eşitsizlikleri elde edilir. (2.2} nedeniyle 1 sonsuz ola­

maz. Dolayısıyla T sonlu bir sayıdır. Diğer taraftan (2.2} 

ve (2. 3} eşitsizliklerinden, tE j için (x(t) ,y(t)) trajek­

törünün 

d 
-:ı;;;;x(t) :ı;;;;u c 

a 
b :ı;;;; Y ( t) :ı;;;; ve s -r 

kompakt bölgesinde sınırlanmış olduğu görülür. x(t) bu 

bölgede azalan bir fonksiyon olduğundan ve [ O,ı;) aralığı 

(u,v) noktasından başlayan trajektörün I.kadranda kalabi­

leceği maksimum aralık olduğundan bu trajektör t=T anın­

da x = d/c doğrusunu keser ve II.kadrana geçmek zorunda­

dır. Benzer şekilde aynı trajektörün II.kadrandan III. 

kadrana, III. kadrandan N. kadrana ve IV. kadrandan I.-kadrana 

geçtiği gösterilir. Fakat buraya kadar yapılan işlemlerle 

pozitif bölgedeki bir trajektörün z2= (d/c,a/b) denge nok­

tasına spiral şeklinde mi yaklaştığı, bir limit siklüsü 

etrafında mı hareket ettiği veya spiral şeklinde sonsuza 

doğru mu gittiği hakkında bir şey söylenemez. Bu nedenle 

bir "Liapunov fonksiyonu" bulmamız gerekir. Fakat bundan 
önce, Liapunov fonksiyonu nedir ve bize ne gibi kolaylık 

sağlayacaktır, bunu açıklamaya çalışalım: 

W, ıR n nin açık bir alt kümesi ve f: W -r ıRn , c1 sı­
nıfından bir fonksiyon olmak üzere, x E W noktası 

x' =f(x) 

dinamik sisteminin bir denge noktası olsun. ucw kümesi 

x E W -noktasının bir komşuluğu olmak üzere, U üzerinde sü­

rekli ve U-{x} üzerinde türevlenebilen bir V : U -r ıR 

fonksiyonu aşağıdaki koşulları sağlıyorsa, bu fonksiyona 
ı 

bir "Liapunov fonksiyonu" denir. 

i. V(x) = o ve X =1= X için V(x) >o, 

ii. V(x) = DV(x} (f(x}} olmak üzere, u.:..{x} üzerinde, V :ı;;;; o' 
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x'= f(x) dinamik sistemi için böyle bir Liapunov fonksiyo­

nu bulunabilirse, x denge noktası stabil bir denge noktası­
dır. 

Şimdi bizim problemimize gerekli olan Liapunov fonk­

siyonunu bulmalıyız. Bunun için önce 

H(x,y) = cx-dlogx + by-alogy ; x >O,y >O 

şeklinde bir fonksiyon tanımlayalım • 

. 
önce H ~ O olduğunu göstermeliyiz. 

lİ (x,y) = cx' -d~·+ by 1 -aL' 
X y 

dir. Diğer taraftan, 

x'= (a-by}x 

ve 

y'= (cx-d)y 

olduğundan, 

H(x,y) = c(ax-bxy}- d(ax-bxy) + b(cxy-dy)- a(cxy-dy) 
X y 

=O 

bulunur. Yani lİ = O olur. Tanımladığımız H fonksiyonu, 

aynı zamanda t ye bağlı tek değişkenli bir fonksiyon ola­

rak düşünül.ebileceğinden ve (2.1) denkleminin çözüm ~ğrile­

ri üzerinde H = O olduğundan, bu çözüm eğrileri üzerinde H 

sabittir. 

Şimdi 1 z 2= (d/c,a/b) noktasının H fonksiyonu için 

bir yerel minimum nokta olduğunu gösterelim: 
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d a 
=c =b 

ax X ay y 

ve 
d için aH 

X -- o c ax 

a 
için aH o y =- - = 

b ay 

olduğundan, z 2 noktası H fonksiyonunun bir kritik nokta­

sıdır. 

ôP a 2H a 2H ( a 2H > 2 
ax2 

-
ay2 axay 

d a 
- o 

x2 y2 

olduğundan z 2= (d/c,a/b) noktası bir ekstremuro noktasıdır. 

a2H 
-.- (d/c,a/b) 
ax2 

2 c 

d 

>o 

eşitsizliği de z 2 noktasının bir yerel minimum noktası ol­

duğunu gösterir. Bizim amacımız z 2 noktasının kesin mut­

lak minimum noktası olduğunu göstermektir. z 2= (d/c,a/b) 

noktası H fonksiyonunun tek ekstremuro noktası olduğundan 

ve Hx , HY kısmi türevlerinin işaretlerinden dolayı, bu 

noktanın H fonksiyonu için kesin mutlak minimum bir nokta 



olduğu görülür (Şekil 2.2). 

y 

a/ 

H< O 
X 

H > O y 

IH = O 
1 X 

ı 
ı 

ı 

~i? 
ı 

H > O 
X 

H > O y 

-------------t?- -----------o /iz\ HY~ 
H 

X 
<o 

H <O y 

(0,0) d/c 

Şekil 2.2 

H > O 
X 

H< O y 

X 
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z 2 = (d/c,a/b) , H nın kesin mutlak minimum noktası oldu­

ğundan, her (x,y) =f=. (d/c,a/b) için H(x,y) >O olur. (Me­

rak edenler için, H fonksiyonuna nasıl ulaşılabileceğini 

şu şekilde verebiliriz: 

H(x,y) = F(x) + G(y) 

olsun. Amacımız istediğimiz şartları sağlayacak şekilde 

H fonksiyonunu (F ve G fonksiyonlarını) belirlemektir. 

Burada x ve y değişkenleri t nin birer fonksiyonu olarak 

düşünülürse, aradığımız H fonksiyonu aynı zamanda t nin 

bir fonksiyonu olur. Bu durumda, H nın t ye göre türevi 

alınırsa, 

H (x,y) 
d H(x(t) ,y(t)) =-
dt 
dF dG 

= dx·x' +-dy 
.y• 

bulunur. ( 2. 1) denkleminden, 



lİ (x,y) = x dF (a-by} + y 
dx 

. 
olur. H - O olması için 

dG (cx-d) 
dy 

X dF /(cx-d) = y dG /(by-a) 
dx dy 
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olmalıdır. x ve y bağımsız değişkenler olduklarından, 

X dF 1 (cx-d) = y dG 1 (by-a) = sbt. 
dx dy 

olmalıdır. Bu sabit sayı 1 olsun. Bu durumda 

dF d = c-
dx x 

ve dG =b-~ 
dy y 

olur. Her iki eşitliğin integrali alındığı takdirde, 

F(x) = cx-dlogx ve G(y) = by-alogy 

olur. Böylece, 

H(x,y) = cx-dlogx + by-alogy ; x > O, y > O 

bulunur). 

Görüldüğü .. gibi tanımladığımız H fonksiyonu, H(z 2 )=0 

olma şartı dışında Liapunov fonksiyonunun diğer-şartlarını 

sağlamaktadır. Bunun için H,fonksiyonu yardımıyla H(z 2 )=a. 

olmak üzere tanım bölgesi H ile aynı olan 

H~(x,y) = H(x,y)- a. 

şeklindeki H~ fonksiyonunu tanımlayalım. H~ fonksiyonu a­

radığımız "Liapunov fonksiyonu" dur. Dolayısıyla 

z
2
= (d/c,a/b) denge noktası stabil bir denge noktasıdır ve 

aynı zamanda H,ı fonksiyonu hiçbir açık küme üzerinde sabit 

olmadığından (2.1) dinamik sisteminin düzlernin pozitif böl-

_g:esinde limit siklüsleri yoktur. 

Buraya kadar, z 2 denge noktasının stabil olduğu ve 

Lotka-Volterra dinamik sisteminin hiçbir limit siklüsünün 
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olmadığı gösterildi. Aşağıda verilecek teoremle de bu di­

namik sistemin trajektörlerinin, bizi ilgilendiren pozitif 

bö~gede birer kapalı orbit olduğu gösterilecektir. 

Teorem 2.1: Lotka-Volterra denkleminin düzlernin po­

zitif bölgesinde, den_ge noktası hariç her çözümü bir kapa­

lı yörünge'dir. 

İspat: u> O,v >O ve w ::P z2= (d/c,a/b) olmak üzere w= (u,v) 

noktası (2.1) denkleminin w(t) çözüm eğrisi üzerinde olsun. 

Bu durumda, <~>tn(w) noktaları x = ~ doğrusu üzerinde ola-

cak şekilde bir 

. . . < t_l < to < tl < ... < tn < ... 

dizisi vardır. 

w(t) kapalı. bir orbit değilse, <l>t (w) noktalarının 
d n 

oluşturduğu dizi, x =c doğrusu boyunca monotondur ve ay-

nı. zamanda bu dinamik sistemde limit siklüsleri olmadığın­
dan 

n -+ + oo için 

veya 

n -+ - oo için 

dir (Şekil 2.3 ve Şekil 2.4). Diğer taraftan H fonksiyonu 

w(t) trajektörü üzerinde sabit olduğundan H(w) = H(z
2

) dir. 

Fakat bu son bulunan eşitlik H(z 2 ) nin kesin mutlak mini­

mum olması ile çelişir. O halde w(t) trajektörü bir kapa­

lı. orbittir. 
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Bu teoremin sonucu olarak, x(O) *O, y(O) *O (bu­

nun anlamı x ve y türlerinin başlangıçta belli bir ço­

ğunlukta olması) ve (x(O),y(O)) t z2 olmak üzerex ve y 

türlerinin dairesel bir şekilde hareket ettiklerini, bir 

başka deyişle, x türü (av) kendini ve y türünü (avcı) ar­

tırmaya çalışırken, y türünün hem kendini hem de x türünü 

azaltmaya çalıştığı halde, bu etkileşim sonucunda her iki 

türünde yokolmadan varlıklarını sürdürdüklerini söyleyebi­

liriz; 

Lotka-Volterra dinamik sisteminin vektör alanı hak­

kında aşağıdaki şekil yardımıyla bir fikir edinilebilir: 

Bu şekli belirlerken aşağıdaki yol izlenir. 

.. O d O a once x = , x = c , y = ve y =b doğrularının 

ayırdığı dokuz bölgede x• ve y• nün işaretleri bulunur. 

Daha sonra, 

ve 

ac a 
y = b X + b ( 1-d) 

c 
bd 

y = -- x + (a + 1) 
b 

(d1 doğrusu) 

(d2 doğrusu) 

doğruları çizilir. Bunlar yardımıyla da vektörlerin yön­

leri ve uzunlukları belirlenir (Şekil 2.5). 



x•> O 

y'< o 

x•< O 

y•> o 

o 

Şekil 2.5 

1 1 

x'< O 

y'> o 

x'> O. 
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---
y'< o---

Bu bölümde son olarak, Lotka-Volterra dinamik siste­

mine bir örnek verilecektir. Bu örnekte, aşağıda başlan­

gıç değerleri ve Çizelge 2.1 de sayısal bilgileri verilen 

bazı trajektörler, nümerik metodlarla bilgisayara çizdiril­

miştir. (Bu çizlin ve bundan sonraki faz portresi çizimleri 

için Koçak, 1986 da verilen "Phaser" programını kullandık.) 

Başlangıç değerleri: 

r.Bqlge: (5,5), cs,4), (5,3), (5,2.2)', co.4,10>, cı.5,lo> 
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II. Bölge: (-10,10), (-8 110) 1 (-6 110), (-4 110), (-10 18) 1 {-0.6,10) 

III.Bölge: {-0.2,-10), {-0.2,-6) 1 (-0.2,-2) 1 (-0.5,-10)1(-0.8 1-10) 

IV. Bölge: {0.2 1-10) 1 {0.2,-8), {0.2,-4) 1 (0.2,-2), (0.5,-10), (1.2,-10) 

Çizelge 2.1: 

Paranetre Zaman İncelenen Düzlem Parçası Adım Uzlli1luğu 

{Pararreter) {Time) (W :in deM S ize) (Stepsize) 
a,b,c,d 

5,1,1,5 o-+ 1.4 x:-10 -+ lO 
0.05 

y:-10 -)- lO 

Şekil 2.6 



3. tKtLt VOLTERRA ETKtLEStMLERtNtN SINIFLANDIRILMASI 

x'= (a-by)x 

Y'= (cx-d)y 

Lotka-Volterra denkleminde, türlerin kendilerine ve bir 

birlerine olan etkilerinin mahiyeti nedeniyle a,b,c,d kat­

sayıları pozitiftir. Bu katsayıların pozitif olma koşulu­

nun kaldırılması iki tür arasındaki başka tipten etkile­

şimierin modellenmesine de imkan verir. Katsayıların bü­

tün işaret olasılıkları gözönüne alınırsa, aşağıdaki on­

altı durum ortaya çıkar: 

l.DURUM: a > O , b > O , c > O ve d > O olduğunda ortaya 

çıkan etkileşimdir (Lotka-Volterra dinamik sistemi). Bu 

durumda x türü hem kendini hem de y türünü artırmaktadır. 

y türü ise hem kendini, hem de x türünü azaltmaktadır. 

2.DURUM: a <O, b <O, c <O ve d< O olduğunda ortaya çı­

kan etkileşimdir. Bu durumda x türü hem kendini hem de y 

türünü azaltmaktadır. y türü ise hem kendini hem de x tü­

rünü artırmaktadır. 

3.DURUM: a >O, b >O, c> O ve d <O olduğunda ortaya çı­

kan etkileşimdir. Bu durumda x türü hem kendini hem de y 

türünü artırmaktadır. y türü ise kendini artırırken x tü­

rünü azaltmaktadır. 

4.DURUM: a < O, b < O, c < O ve d> O olduğunda ortaya çı­

kan etkileşimdir. Bu durumda x türü hem kendini hem de y 

türünü azaltmaktadır. y türü ise kendini azaltırken x tü­

rünü artırmaktadır. 

S.DURUM: a >O, b> O, c< O ve d< O olduğunda ortaya çı­

kan etkileşimdir. Bu durumda x ve y türleri kendilerini 
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artırırken birbirlerini azaltmaktadırlar. 

6.DURUM: a <O, b <O, c >O ve d > O olduğunda ortaya çı­

kan etkileşimdir. Bu durumda x ve y türleri kendilerini a­

zaltırken birbirlerini artırmaktadırlar. 

7.DURuM: a > O,b <O, c< O ve d< O olduğunda ortaya çı­

kan etkileşimdir. Bu durumda x türü kendini artırırken y 

türünü azaltmaktadır. y türü ise hem kendini hem de x tü­

rünü artır.ıraktadır. 

8 .DURUi-1: a < O, b > O, c > O ve d > O olduğunda ortaya çı­

kan etkileşimdir. Bu durumda x türü kendini azaltırken, y 

türünü artırmaktadır. y türü ise hem kendini hem de x tü­

rünü azaltmaktadır. 

9.DURUM: a > O, b <O, c > O ve d > O olduğunda ortaya çı­

kan etkileşimdir. Bu durumda x türü hem kendini hem de y 

türünü artırmaktadır. y türü ise kendini artırırken x tü­

rünü azaltmaktadır. 

IO.DURUM: a <O, b> O, c <O ve d< O olduğunda ortaya çı­

kan etkileşimdir. Bu durumda x türü hem'kendini hem de y 

türünü azaltmaktadır. y türü ise, kendini artırırken X tü­

rÜnÜ azaltmaktadır. 

ll.DURUM: ~ > O, b < O, c < O ve d > O olduğunda ortaya çı­

kan etkileşimdir. Bu durumda x ve y türleri kendilerini 

artırırken, birbirlerini azaltmaktadırlar. 

12.DURUM: a <O, b >O, c >O ve d< O olduğunda ortaya çı­

kan etkileşimdir. Bu durumda, x türü kendini artırırken y 

türünü azalttığı halde y türü kendini azaltırken, x türünü 

artırmaktadır. 

13.DURın~: a > O, b > O, c < O ve d > O olduğunda ortaya 
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çıkan etkileşimdir. Bu durumda x türü kendini artırırken 

Y tu"ru·· ı'se hem kendini hem de x y tUrünü azaltmaktadır. 

türünü azaltmaktadır. 

14. DURUM: a < O, b < O, c > O ve d < O olduğunda ortaya 

çıkan etkileşimdir. Bu durumda x türü kendini azaltırken 

y türünü artırmaktadır. y hem kendini hem de x türünü ar-

tırmaktadır. 

ıs .DURUM: a > O, b < O, c > O ve d < O olduğunda ortaya 

Bu durumda X Ve Y t ürleri hem kendi­çıkan etkileşimdir. 

lerini hem de birbirlerini artırmaktadırlar. 

16 .DURUM: a < O, b > O, c < O ve d > O olduğunda ortaya 

çıkan etkileşimdir. Bu durumda x ve y türleri hem kendi-

!§r_iı:ıi ht;ı:rı_de pi~birlerini _(iza_l.,:t;!!l_a_lc!:adırlar. ___ ----- --------

Yukarıda verilen etkileşimler sonucunda, aşağıda be-
-···· ~---- . -

lirtilen dört tip (kişilik,davranış biçimi) ortaya çıkmış-

tır. 

ı. "Bencil" Ti~: Kendini artırırken diğer türü azaltına 

yönünde etkisi olan tür. 
2. "Fedaka.r" Tip: Kendini azaltırken diğer türü artırma 

yönünde ~tkisi olan tür. 
3. "iyimser" Tip: Hem kendini hem de diğer türü artırma 

yönünde etkisi olan tür. 
4. "Karamsar" Tip: Hem kendini hem de diğer türü azaltına 

yönünde etkisi olan tür. 

Görüldüğü gibi onaltı durumdaki etkileşimierin ço­

ğu birbirinin ya simetriği veya tam tersidir. (Yani, biri 

diğerinden ya x ve y nin rollerinin değiştirilmesi ya da 

katsayıların hepsinin işaretlerinin değiştirilmesi sure­

tiyle elde edilir.) Olaya bu açıdan bakacak olursak aşa­

ğıdaki şema yardımıyla etkileşim tiplerinin incelenmesi 

__ (!aha._~~_!ay _ _9_~cı.cakt~_r. x _y~ y nin rollerinin değiştirilmesi 
ne matematiksel açıdan ne de uygulama açısından-Önem taşı­

dığından yukarıdaki onaltı etkileşimi önce aşağıda görülen 

on duruma indirgeyebiliriz (Çizelge 3.1). 



Çizelge 3.1 

ı-~ENCİL ı ı FEDAKAR ı 

l BENCİL . ı ı FEDAKAR ı 

ı !YİMSER l 

"~ 
r İYİMSER ı 

ı ~SAR ı 

l KARAMSAR ı tv 
uı 
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Bu on durumdan dört tanesi diğer dört tanesinden katsayıla­

rın tamamının işaretleri değiştirilerek elde edilebilir. 

(bu durumlara birbirlerinin tersi durumlar diyeceğiz.) Bu 

durum çiftleri aşağıdaki çizelgede görüldüğü gibidir. 

Çizelge 3.2: !şaret Değişikliği !le Birbirine Dönüşen 

Etkileşimler 

(Bencil ~ Bencil) ~ (Fedakar ~ Fedakar) 

(iyimser ~ Iyimser) ~ (Karamsar ~ Karamsar) 

(iyimser ~ Fedakar) ~ (Karamsar ~ Bencil) 

(iyimser ~ Bencil) ~ (Karamsar ~ Fedakar) 

Biri diğerinden işaret değişikliği ile elde edilen iki du­

rum uygulama açısından tamamen farklı iki durum olmakla bir­

likte, bunlara matematiksel açıdan esas itibariyle aynı du­

rumlar gözüyle bakılabilir. Çünkü bunlardan birinin faz 

portresi elde edildiğinde diğerinin faz portresi, bu faz 

portresinde trajektörlerin yönlerini değiştirmek suretiyle 

elde edilebilir. Bu nedenle matematiksel açıdan yukarıdaki 

on durumdan sadece aşağıdaki altı durumu incelemek yeterli 

olacaktır. Bunları Çizelge 3.3 de veriyoruz: 

Çizelge 3.3: 

l.DURUM: Bencil ~ Bencil 

2.DURUM: Bencil ~ Fedakar 

3.DURUM: iyimser ~ Bencil 

4 .DURUW: iyimser ~ Fedakar. 

5.DURUM: iyimser ~ iyimser 

6.DURUM: iyimser ~ Karamsar. 

Şimdi bu durumları inceleyelim: 



x'= (a-by)x 

y' = (cx-d) y 
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sisteminin denge noktaları ~ı= (0,0) ve ~ 2 = (d/c,a/b) ve 

bu noktalara karşılık gelen türev matrisleri de sırasıyla, 

[: _:] 
o bd 

-
c 

A = ve B = 
ac o 
b 

matrisleridir. 

l.DURUM: Bu durumda iki bencil tipin etkileşimi sö~konu­

sudur. Bu etkileşirnde a >O, b >O, c <O ve d <O ol­

duğundan zı = (d/c,a/b) denge noktası I.bölgededir. 

~ 1 = (0,0) denge noktasında ö~değerler, 

a = a ve 
ı 

olduğundan özdeğerlerin reel kısımları po~itj_ftir ve bu 

nokta bir "kaynak" noktasıdır. ~ı= (d/c,a/b) denge nokta­

sında ise ö~değerler, 

ve s=-v'ad 
ı 

olduğundan özdeqerler ters işaretlidir ve bu nokta bir 

"eyer" noktasıdır. Bu sistemde ~ 1 ve ~ı noktaları stabil 

değildir. (Bu etkileşimin tersi olan Fedakar ~ F~dakar 

etkileşiminde ~ 1= (0,0) denge noktası, ö~değerlerin reel 

kısımları negatif olduğundan bir "kuyu" noktasıdır. 

~ı= (d/c,a/b) noktasında ise yine ö~değerlerin reel kısLm­

ıarı ters işaretli olduğundan, bu nokta bir "eyer" nokta­

sıdır. Dolayısıyla ~ 1 noktası stabil, ~ı noktası ise sta­

bil değildir.) 

Şekil 3.1 bi~e bu sistemin vektör alanı hakkında 

bilgi verebilir. Bu şekil belirlenirken, x' ve y' nün 

işaretleri, x = O, x = ~ , y = O ve y = ~ doğrularının 
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Bu etkileşirnde bizi ilgilendiren pozitif bölgenin ba­

zı kısımlarında başlayan yörüngelerin akıbetierini hemen 

belirlemek mümkündür. 

(x(O) ,y(O) )' = (x
0

,y
0

) E I. Bölge olsun ve bu noktadan başla­

yan trajektörün maksirnal tanım aralığını [O,T) ile göstere­

lim (burada O< T ~ oo dur). Eğer (x
0

,y
0

) başlangıç nokta­

sı II. kadranda ise, y
0 

> ~ ve y bu kadranda artan olduğun­
dan a-by ~ -k < O olacak şekilde bir k sayısı vardır ve 

x'= (a-by)x eşitliğinden x' ~ (-k)x olur. Dolayısıyla 

t + T için x + O dır. Diğer taraftan yine II.kadranda 

x <~ ve x azalan olduğundan cx-d ~ 2 >O olacak şekil­
o c 

de sayısı vardır ve y'~ (cx-d)y eşitliğinden y'~ 2y 

olur. Bu nedenle t + T için y + oo dur. Eğe.r (x ,y ) o o 
başlangıç anında IV.kadranda ise, y

0 
< ~ ve y bu bölgede 

azalan olduğundan a-by ~ k > O olacak Şekilde bir k sayısı 

vardır. Benzer şekilde x
0 

> ~ ve x artan olduğundan 

cx-d ~ -t < O olacak şekilde bir sayısı vardır. Bu ne~ 

denle x'~ kx ve y'~ (-2)y dir. Buradan t + T için x + oo 

ve y + O olur. (x
0

,y
0

) noktası I. veya III. kadranda oldu­

ğu takdirde, bu kadranlardaki ayırıcı trajektörlerin (eyer 

noktasına yakınsayan trajektörlerin) varlığından dol.ayı, 

benzer sınırlamaları yapmak mümkün olmamıştır. Ayrıca 

trajektörlerin analitik ifadelerinin bulunması ilginç ola-

caktır. 
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Bu sisteme, aşağıda başlangıç değerleri ve dtğer sayısal 

bilgileri verilen tÇizelge 3.4) bir örnek verilmiştir 

(Şekil 3.2). 

Baş laJ?.gıç 

r. Bölge: 

Değerleri: 

(5,3),(0.2,0.2),(1,0.2),(0.5,0.2),(0.6,0.2),(0.8,0.2), 

(0.8,0.228), (4.9,3.1), (5.1,2.9), (10,10} (10,5) '(10,6.6)' 

(10,7.6),(10,8.5),(10,7.14). 
II.Bölge: (-0.2,0.2),(-1,0.2},(-2,0.2),(-3,0.2} ,(-4,0.2),(-5,0.2), 

(-6,0.2}. 
III.Bölge: (-0.5,-0.2), (-0.5,-0.5), (-0.2,-0.5}, (-1,-0.2), (-2,-0.2), 

(-4,-0.2} ,(':"'6,-0.2.) '(-0.2,-2), (-0.2,-4). 

w. Bölge: (0.21-o.2> 1 (0.2,-2.2) 1 cı,-o.2>, co.4,-o.2>, co.2,-ı.2>, 

(0.2,-0.6). 

Çizelge 3.4: 
-. 

Parameter Time Windowsize Stepsize 
a,b,c,d 

3,1,-1,5 o + 1.5 x:-10 + lO 0.05 
y:-10 + 10 

Şekil 3.2 
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Uygulamada pozitif bölgedeki davranış la::_ al1._!~~~:ı- olduğun­

dan Şekil 3.3 de, pozitif bölgedeki yörüngelerin . davra­

nışını şöyle yorumlayabiliriz: 

Bu sistemin pozitif bölgedeki faz portresinde, y 1 , 

y 2 , y 3 ve y 4 diyeceğimiz dört tane kritik trajektör var-
. V 

dır. Bu trajektörlerin au.J..rdl..ğı dört bölgeye D1 , D2 , D3 
ve D4 dersek (Şekil 3.3), bu bölgelere göre iki bencil 

tipin galibiyeti değişebilir. Başlangıç-durumu D1 veya 

D2 bölgesinde ise, !.Bencil tür galip gelir, D3 veya D4 
bölgesinde ise II.Bencil tür galip gelir. Aynı şekilde 

iki türün başlangl.ç noktalarl.. Y2 trajektörü üzerinde ise 

II.Bencil tür yok olur Y4 trajektörü üzerinde I.Bencil 

tür yok olur. Diğer taraftan iki türün başlangıç noktcı.­

ları Yı veya Y3 üzerinde ise z 2 denge noktasına doğru 

hareket ederler. 

II.Bencil 

Şekil 3.3 

----r-----
z2 

1 

l 

' Dl 
ı 

!.Bencil 

Fakat Yı ve Y3 trajektörleri üzerinde ilerlerlerken,dışa­

rıdan gelecek ufak bir etki ile türlerin akıbeti tamamen 
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değişir. Ya I.bencil tür varlığını sürdüriir diğer tür 

yokolmaya mahkum olur, ya da tam tersi olur. Gördüğü­

nüz gibi iki bencil türün birarada yaşamaya hiç niyetle-

·ri yok (!) 

2. DURUM: Bu durumda Bencil ile Fedakar tiplerin etki­

leşimi söz konusudur. Bu etkileşinde a > O, b < O, 

c <O ve d > O olduğundan z2= (d/c,a/b) denge noktası 

III.Bölg~dedir. z 1 = (0,0) denge noktasında özdeğerler 

a. = a 
ı 

ve 

olduğundan bu denge noktası bir "eyer" noktasıdır. 

z 2= (d/c,a/b) denge noktasında ise özdeğerler 

olduğundan, özdeğerlerin reel kısımları sıfırdır. Bu ne­

dP-nle bu noktanın stabilliği hakkında türev matrisi yar­

dımıyla birşey söyleyemeyiz. Fakat burada da Lotka­

Volterra sist~mini incelerken izlediğimiz yol uygulanır­

sa, bu noktanın stabil bir nokta olduğu ve bu etkileşim 

min III.Bölgedeki trajektörlerinin birer kapalı orbit ol­

duğu görülür. Bu sistemin vektör alanı hakkında bilgi 

edinmek için de aşağıdaki şekli veriyoruz (Şekil 3.4). 

Bu şekil belirlenirken, x' ve y' nün işaretleri dokuz 

bölgede incelenerek, 

ac a 
y = b X + b ( 1-d) (d

1 
doğrusu) 

ve 

y = _ ..=__ x + (a+ı) 
bd b 

(d2 doğrusu) 

doğrularından faydalanılmıştır. 

(Bu durumda ı:ıoziti;E bölgedeki bir (x
0

,y
0

) başlangıç 

noktasından başlayan trajektör için x' ~ ax ve y' ~ (-d)y 

olur. Bundan dolayı t + T için x + = ve y + O olur.} 



x'< O 

--..::~,..------4-- y '> o 

x'> O 

y'< o 
ı ı 

Şekil 3.4 

x'< O 

y'> o 

x•> O 

y'< o 

33 

y'> o 

Aşağıda bu sisteme bir örnek verilmiştir (Şekil 3.5). 

örnekle ilgili sayısal bilgiler Çizelge 3.5 de verilmiştir. 

Başlangıç Değerleri 

I. Bölge . 

II. Bölge 

(O. 1, 10) , (0 .4 ,lO), (1,10) , (1. 7 ,lO), (2.5, 10), (0. 1,2) 

(-0.2,10),(-0.4,10),(-0.7,10),(-0.2,8),(-0.2,6), 
(-0.2,4),(-0.2,2) 
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III. Bölge : (-2.5,-5), (-2.5,-4), (-2.5,-3), (-2.5,-2.1), (-0.2,-10) 

rv. Bölge (l,-10),(2.5,-10),(4,-10),(5.5,-10),(7,-10),(8.5,-10) 

Çizelge 3.5 

Paraıreter Tine Windowsize Stepsize 
a,b,c,d 

5,-1,-2,5 o + 1.3 x:-10 + 10 0.05 y:-10 + ı o 

Şekil 3.5 

Şekil 3.5 deki faz portresinden de görüldüğü gibi, 

pozitif bölgedeki fedakar tiple bencil tipin etkileşi­

minde bu iki tipin başlangıç noktaları nerede olursa ol­

sunlar sonuçta bencil tür fedakar türü yoketmektedir. 

3.DURUM: Bu durumda iyimser ile bencil türlerin etkileşi­

mi söz konusudur. Bu etkileşirnde a > O, b > O,c > O ve 

d< O olduğundan z
2
= {d/c,a/b) denge noktc>.sı !!.bölgede­

dir. z 1 = .. (O, O) noktasında özdeğerler, 
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a = a 
ı 

ve ct2 = -d 

olduğundan, bu sistemde özdeğerlerin reel kısımları pozi­

tiftir (a > O ve d < O ise -d > 0) ve bu nokta bir "kaynak" 

noktasıdır. z 2= (d/c,a/b) noktasında ise özdeğerler, 

ve s = - vaa: 2 

olduğundan özdeğerlerin reel kısımları ters işaretlidir ve 

bu nokta bir "eyer" noktasıdır. Bu sistemde z 1 ve z 2 den­

ge noktaları stabil değildir. (Bu etkileşimin tersi olan 

karamsar~ fedakar etkileşiminde z 1 = (0,0) denge noktası, 

özdeğerlerin reel kısımları. negatif olduğundan bir 11 kuyu 11 

noktasıdır. z 2= (d/c,a/b) denge noktasında ise yine özde­

ğerlerin reel kısımları ters işaretli olduğundan, bu nok­

ta bir "eyer" noktasıdır. Dolayısıyla z
1 
noktası stabil 

z2 noktası ise stabil değildir.) 

Şekil 3.6 bize bu sistemin vektör alanı hakkında 

bilgi verir. Bu şekil belirlenirken de x• ve y• nün işa­

retleri tesbit edilip, 

ac a 
y = b X +b ( 1-d) (dı doğrusu) 

ve 
y = _ _9_ x + (a+l) 

bd b (d2 doğrusu) 

doğrularından yararlanılmıştır. 

(Bu durumda pozitif bölgedeki bir (x
0

,y
0

) başlangıç 

noktasında başlayan bir trajektör için, (a.:..by) ~ -k < O o­

lacak şekilde bir k sayısı bulunabilir ve x• = (a-by)x ol­

duğundan x ~ (-k)x bulunur. Buradan da t + T için x + O 

olur. Diğer taraftan y 1 ~ (-d)y olduğundan t + • 

y + oo olur.) 

için 



Şekil 3.6 

x•> O 

y'< o 

y•> o 

x'< O 

y•> o 
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x'> O 

y'< o-

Yukarıda incelediğimiz sisteme aşağıda başlangıç değerleri 

ve Çizelge 3.6 da diğer sayısal bilgileri verilen bir ör­

nek verilmiştir (Şekil 3.7). 

Başlangıç Değerleri: 

I. Bölge : (0.1,0.4), (0.2,0.2), (0.5,0.2), (0.8,0.2), (1.2,0.2), 

(1.9,0.2), (2.5,0.2) '(3.2,0.2) ,.(3.8,0.2) 
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II. Bölge (-514)1{-0.210.2) 1(-1,0.2)1{-0.510.2),(-0.310.2)1{-10110), 

(-1019), (-4.9 ,4.1) 1 (-10,8), (-5.1,3.9), (-10,8.59) 1 

(-1.49,1) 1 (-1.3,1) 1 (-1.6,1), (-10,6). 

III.Bölge· (-0.2,-0.2),(-1.2 1-0.l),{-0.4,-0.2),(-0.2,-2.2) 1{-0.2,-0.5), 

(-0.2,-1). 

N. Bölge· (0.5,-0.2), (0.5,-0.5) !0.2,-0.5) 1 (1,-0.1) 1 (0.1,-1), (0.1,.-3) 1 

(31-0.1). 

Çizelge 3.6: 

Parameter 
a,b,c,d 

4,111,-5 

Go 
Clıear-
DiMıen:s:iouıı 

Jtlgo:ri thM 
Step :s:ize 
TiMe 
Xtıeuııd 

Eqq_ıı.ati on 
P.a.lf."aMe te lf." 
InitCond:s: 
~ 
JUMp:s:/Plt 
ÜT 'fi:Tl'l E: :s 
Ul:SIIJALAID 
Qui.t 

Şekil 3.7 

Time Windowsize Stepsize 

-
o + 1.1 x: -10 + 10 0.05 

y: -10 + 10 

Bu etkileşimin pozitif bölgedeki faz portresine baktığı­

mızda, iyimser tür ile bencil türün belli bir zamana ka­

dar nüfuslarını artırarak yaşadıklarını fakat daha sonra 

bencil türün iyimser türü yokettiğini söyleyebiliriz. 
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4.DURUM: Bu durumda iyimser ile fedakar tiplerin etkile­

şimi söz konusudur. Bu etkileşirnde a >O, b <O, c >O 
ve d >O olduğundan z 2= (d/c,a/b) denge noktası IV. Böl­

gededir. z1 = (0,0) denge noktasında özdeğerler, 

a = a 
ı 

olduğundan bu denge noktası bir "eyer" noktasıdır. 

z 2 = (d/c,a/b) denge noktasında ise özdeğerler 

s1 = i Vad ve s2 = -i yfad 
/ 

olduğundan, özdeğerlerin reel kısımları sıfırdır. Bu ne-

denle bu noktanın stabilliği hakkında türev matrisi yardı­

mıyla birşey söyleyemeyiz. Yine burada da Lotka-Volterra 

sistemini incelerken izlediğimiz yol uygulanırsa, bu nok­

tan~~_stabil olduğu ve bu etkileşimin IV. bölgedeki trajek­

törlerinin birer kapalı orbi t olduğu görülür. (Bu durumun 

tersi olan karamsar ile bencil etkileşiminde de z 1= (0,.0} 

denge noktası bir 11 eyer" noktasıdır ve stabil değildir. 

z2 ~ (d/c,a/b) noktası ise stabil bir noktadır.) 

Aşağıdaki şekil yardımıyla bu sistemin vektör alanı 

hakkında bir fikir edinebiliriz (Şekil 3.8). Bu şekli be­

lirlerken x• ve y' nün işaretleri incelenmiş ve 

ac a 
y =b X +b (1-d) (d1 doğrusu) 

ve 

Y 
= c x + (a+l) 

- bd b (d2 doğrusu) 

doğrularından yararlanılmıştır. 

(Bu durumda pozitif bölgedeki bir (x0 ,y0 ) noktasından 

başlayan bir trajektör ıçin x'~ ax ve dolayısıyla t +1· için 

x + oo olur. Diğer yandan y'= (cx-d)y dir ve (cx-d) ~k> O 

olacak şekilde bir k sayısı bulunabilir. Bu nedenle Y'~ ky_ 



olur ve t + 1: iç.ln y + 00 olur.) 

x'< O 

y'< o 

x•> O 

y'> o 

ı ı ı 
Şekil 3.8 
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Yukarıda incelediğimiz sisteme, aşağıdaki başlangıç 

değerleri ve Çizelge 3.7 de diğer sayısal bilgileri veri­

len bir örnek verilmiştir. (Şekil 3.9). 

Başlangıç Değerleri: 

I. Bölge (0.1,10), (0.25,10), (2,10), (0.5,10), (1,10), (0.05, 7) 

II.Bölge (-0.1,10),(-0.35,10),(-0.7,10),(-1.2,10),(-l.7,10),(-0.1,5). 
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III. Bölge : (-10,-10), (-8,-10) 1 (-6,-10), (-4~-10) 1 (-2~-10) 1 (-0.3,-10) 

IV. Bölge (5,-4)
1

(5 1-3.2),(5 1-2.4) 1 (5 1-1.6),(0.5,-10) 1 (2,-10) 

Çizelge 3.7: 

Paramater 
a 1b,c,d 

-· -· ·-
4,-1,1,5 

Cle.a:ıı. .. 
'pj_ Men"s'"f"o n 
A 1 gor•i tlııM 
Ste:ıı.::ıo size 
TiMe 
Xtend. 
Eqıı..ıı.ation 

Pa:raMete:r 
Ini t.:Conoı..-ts 
Wi ırH:ı!.oS ize 
JUM:Jı?S/Plt 
u'T"i I.. fT rEs 
VISUALAlD 
'Q'ü.TI.-

Şekil 3. 9 

. - ·-. 

T.iıte Windowsize Stepsize 

0+ 1.4 x:-lo + 10 0.05 
y:-10 + 10 

Bu sis~ pozitif bölgedeki faz portresine göre, bel­

li bir yere kadar fedakar tür azalmakta, iyimser tür artmak­

tadır. Fakat daha sonra iyimser türün gayretleriyle (!) 

fedakar tür yokolmaktan kurtulup her iki tür de varlıkları­

nı sürdürmektedirler. 
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5. DURUM: Bu durumda iki iyimser tipin etkileşimi sözko­

nusudur. ~u etkileşirnde a > O, b < O, c > O ve d< O ol­

duğundan z = (d/c,a/b) denge noktası III. Bölgededir. 
2 

z1= (0,0) denge noktasında özdeğerler, 

a. = a 
ı 

ve a. = -d 2. 

olduğundan, özdeğerler in reel kısı.mları pozitiftir (a > O 

ve d < O ise -d > O) ve bu nokta bir "kaynak" noktasıdır. 

z2= (d/c,a/b) denge noktasında ise özdeğerler, 

S1 = yaa ve s2= - vfad 

olduğundan özneğerlerin reel kısımları ters işaretlidir 

ve bu nokta bir "eyer" noktasıdı.r. Bu sistemde z1 ve z2 

noktaları stabil değildir. (Bu etkileşimin tersi olan 

iki karamsar tipin etkileşiminde z 1= (0,0) denge noktası 

özdeğerlerin reel kısımları negat.if olduğundan bir "kuyu" 

noktasıdır. z 2= (d/c,a./b) noktasında ise, yine özdeğer-

lerio reel kJ.sımları ters işaretli olduğundan, bu nokta 

bir. "eyer" noktasıdır. Dolayısıyla z 1 noktası.. stabil, z 2 

noktası ise stabil değildir.) 

Şekil 3.10 bize bu sistemin vektör alanı hakkında 

bilgi verecektir. Bu şekil belirlenirken, diğer durum­

larda olduğu gibi x' ve y' nün dokuz bölgedeki işaretle­

rinden ve 

ve 

y = ac x +~ (1-d) 
b b 

= c + (a+l) 
Y -bdx ~ 

do~rularından yararlanılmıştır. 

doğrusu) 

doğrusu) 

(Bu durumda pozitif bölgedeki bir (x
0

,y
0

) noktasından 
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başlayan bir trajektör için x'~ ax ve y'~ (-d)y olduğundan 
t + L için X + ~ 

x'< 
y'> 

x•> O 
y•> o 

ı ı ı 
Şekil 3.10 

ve y + ~ olur. 

x'< O 
y'< o 

ı ı 1 

x•> O 

x'< O-. 

y'< o 

Bu sisteme de, aşağıdaki başlangıç değerlere ve di­

ğer sayısal bilgileri (Çizelge 3.8) verilen bir örnek ve­
rilmiştir (Şekil 3.11). 

Başlangıç Değerleri: 

I. Bölge: (0.2,0.5),(0.5,0.5),(0.5,0.2),(1,0.2),(2,0.2),(3,0.2), 

(4,0.2), (0.2,2). 
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II. Bölge (-0.2,0.2),(-0.2,2.5),(-0.2,0.5),(-0.2,1),(-0.2,1.6), 

(-0.5 ,O. 2). 
III.Bölge . (-3.5,-5), (-3.6,-4.9), (-3.4,-5.1), (-0.2,-0.2), (-0.5,-0.2), 

(-0.4,-0.2),(-0.2775,-0.2),(-1.2,-l),(-0.8,-l),(-10,-10), 

(-9,-10), 1 (-8,-10),(-7,-l0),(-5.9,-10),(-5.5,-lO), 

(-5,-10),(-6.352,-10). 
IV. BÖlge · (0.2,-0.2), (1,-0.2), (2,-0.2), (31 -0.2) 1 (4,-0.2) 1 (5,-0.2), 

(6,-0.2). 

Çizel ge 3. 8: 

-··· 

Parameter Time 
a,b 1 c,d 

Windowsize Stepsize 

-
5,-1,2,-7 o + 1.1 x:-10-+ 10 0.05 

y:-10+ 10 

------ --······· . ·-------· ···- .. ····-···· ... ---·--· --- ... ----·····--·------ ····----··-------

Go 

F.~~! =:;...;:;;,;;,. ;;.;:-:s:-ı~--o-n-1 ~---·---~ ... -------------~~ ~~~~::::::·····,,, 
A 1 go Jı!'k i t h M ....... -------------------- \,_'ı 
's teı:ı- :s: ize 
TiMe 
'')ft ıe;..;..;;;n;,..d~--...ı 

Şekil 3.11 

Bu etkileşirnde pozitif bölgedeki faz portresini yo­

rurnlayacak olursak, iki iyimser tip sürekli birbirlerini 

art~rarak, yokolmadan yaşarnlarını sürdürrnektedirler. 
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6. DURUM: Bu durumda ıyımser ile karamsar tiplerin etki­

leş imi sözkonusudur. Yani a > O, b > O, c > O ve d > O 

dır. Bu etkileşim 2.Bölümde ayrıntılı olarak incelenen 

Lotka-Volterra etkileşimidir. 

incelediğimiz etkileşimlerde dikkati çeken bir hu­

sus, bencil türün bulunduğu her etkileşirnde diğer türle­

rin varlıklarını sürdürememeleridir. Yani bencil bir tür 

ile etkileşime maruz kalan diğer bir tür savaşı baştan 

kaybetmiş demektir. 



4. YAPISAL KARARLILIK (STAB1LL1K) 

Bu bölümde yapısal stabillik kavramının tanımı verilecek, 

daha sonra Lotka-Volterra dinamik sisteminin ve diğer 

Volterra etkileşimlerinin yapısal stabilliği incelenec~k­

tir. Fakat önce yapısal stabillik tanımında kullnndığı­

mız "pertürbasyon" ve "iki sistemin denkliği" kavramıarına 

değineceğiz. 

Tanım 4.1: wc!R? açık bir küme ve f : w+ tlln , c1 

sınıfından bir vektör alanı olsun. e: > O olmak üzere, her 

x E W için, 

11/(x)-g(x)ll< e: ve ll D/ (X} -Dg ( x) ll < e: 

eşitsizliklerini sağlayan, W üzerinde tanımlı c1 sınıfın­
dan bir g vektör alanına f vektör alanının bir e:-pertür­

basyonu denir. 

Tanım 4.2: Wctlln açık bir küme olsun. f: W+ tlln 

ve g: W + tlln , c1 sınıfından iki vektör alanı ve bu vek­

tör alanlarının belirlediği dinamik sistemler, 

x'::;: f (x) ve 

olsun. Eğer bU: iki sistemin trajektörlerini (yönlerini 

koruyarak) birbirlerine taşıyan bir 

ıp·: w+ w 

homeomorfizmi. (bire-bir, örten, sürekli ve tersi sürekli 

fonksiyon) varsa bu iki sisteme denk denir. 

Bu tanımlardan sonra,artı.k "yapısal stabillik" kav­

ramını verebiliriz. 

Tanım 4.3: w ctlln açık bir küme, f: w + tRn ye 



sınıfından bir vektör alanı ve 

x'= f (x) 

bu vektör alanının belirlediği dinamik sistem olsun. 

Eğer uygun bir e: > O i çin f vektör alanının her e: -per­

türbasyonu f nin belirlediği dinamik sisteme denk bir 

dinamik sistem verirse, f vektör alanına ya da f nin 

belirlediği dinamik sisteme yapısal stabildir denir. 

!ki dinamik sistem arasındaki bir denklik homeo­

morfizminin, denge noktalarını denge noktalarına ve 

kapalı orbitleri kapalı orbitlere göndereceği açıktır. 

Bu özellikten birçok durumlarda iki dinamik sistemin 

denk olmadığını görmek mümkün olur. Ancak iki 
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. -- .. - --- -- --. 

dinamik sistemin denkliğinin gösterilmesi ve bununla il~ 

gili olarak bir dinamik sistemin yapısal stabilliğinin 

gösterilmesi çok zor bir problemdir ve bu konuda başvuru­

labilecek çok az sayıda teorem vardır. 

Şimdi, klasik Lotka-Volterra sisteminin yapısal sta­

bil olmadığını tanımdan hareketle gösterelim: Hatırlana­

cağı gibi, 

olmak üzere, 

f (x,y) = (ax-bxy,cxy-dy) 

şeklinde tanımladığımız f vektör alanı Lotka-Volterra di­

namik sistemini belirleyen vektör alanıdır. Şimdi, ~· pa­

rametresine bağlı, 

g :tR2+tR2 

g (x,y) 

d 2 ~---
d _ ( ;x:- - ) _(y-a) 2 

= ( (ax-bxy)+ ll (x- -c> e c , (cxy-dy)+ ll (y-~)e b ) 

fonksiyonunu tanımlayalım. g fonksiyonu c1 sınıfından 
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bir forıksiyondur. önce keyfi ı: > O için ı ı.ı ı sıfıra yeterince 

yakın alındı~ında, 

ll f (X, Y) - !]( X, Y) ll < c ve ll DJ (x,y)-Dg(x,y)ll < c 

eşitsizliklerinin sağlandığını (yani g vektör alanının l 

vektör alanına "çok yakın1' oldu~unu) gösterelim. 

{i) ll f (x,y)-g{x,y)ll 
( d)2 a 2 

=ll c- 11 (x- ~}e- x-e ( a) - (y-5) 
c ,-ıı y-b e )ll 

( d 2 a 2 
d - x--) - (v- -·) 

=lı.ılll( (x- c)e c , (y- ~) e ' lı )ll 

j 
--···--·-·--····--·------------ ... , 

d 2 a 2 -2(x- -) _ , -2(y-·-·) 

ı ı d)2 c cı 2 L = 11 x- c 'e + (y- r;> e 

< ı ı.ı 1 3 

olur. Burada 1 ı.ı 1 
3 

seçersek, 

bulunur. 

(ii) 

ve 

Dg (x,y} -

ll f (X' Y) - 9 (X,. Y) ll < E ( 4. 2) 

D/(x,y)= 

1 

a-by 

ey 

d 2 
(a-by)+ıı(.l-2(x-t1)2) e -(x-e) 

c -bx 

· a 2 
. - (y---) 

(cx-d)f-IJ(l-2(y-~)2)e · L 
b 
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olduğuna göre, 

d 2 
d 2 ..,. (x-;:.) 2 ( a) 2 

ll D/ (x,y)-Dg (x,y)ll = ll (-ll(l-2(~ci )e c ,-ll(l-2(y1) )e-y-b ) ll 

d 2 a 2 
d 2 -(x- c) a 2 -(y-:5) 

=ıllı ll((l-2(x-c) ) e ,(l-2(y-5) )e ) ll 

. d 
2 -2(x--)2 

d 2 c (1-2 (x--) ).e + 
c =ıllı 

< ıllı· 3 

e:: 
olur. ı ll ı = 3 seçersek, 

ll D/ (x,y)-Dg (x,y)ll <e:: 

·---- a 2 
-2(y--) 

(l-2(y-:fi-)2)2e , b 

( 4. 3) 

bulunur. (4.2) ve (4.3) eşitsizliklerinden istenilen gös­

terilmiş olur. Bilindiği gibi Lotka-Volterra dinamik sis­

teminin denge noktaları z1 = (0,0) ve z 2= (d/c,a/b) nokta­

larıdır. İkinci bölümde z 2 denge noktasının stabil oldu­

ğu ve bu denge noktasının bulunduğu bölgede trajektörlerin 
her birinin birer kapalı yörünge olduğu gösterilmiştir. 

Yukarıda tanımladığımız g fonksiyonu tarafından belirlenen 

dinamik sistem ise, 

x'= (a-by)x + !l(x- ~) 

v' = (cx-d)v + ll (v- ~ ) ... .. .. b 

d 2 
- (x--) 

e c 

e 
- (v-~) 2 

.4 b 
(4.4) 

sistemidir ve z 2= (d/c,a/b) noktası bu sistemin de bir 
denge noktasıdır. Şimdi bu denge noktasının durumunu in­

celeyeliin: 

z2 denge noktasına karşılık gelen türev matrisi, 



bd ..... _ 
c 

Dg(d/c,a/b.). = 
ac 
b. ll 

dir. Bu matrisin özdeğerleri, 

"ı= 1.1 +i Vad 
'-2= ·1.1-i VaCf 
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olur. ll < O olması.. durumunda z 2 denge noktası bir "kuyu" 

noktası.dı..r ve tıu bölgedeki trajektörler z2= (d/c,a/b) nok­

tası..na bir spiral şeklinde yaklaşı..rlar. ·Yani bu nokta. a­

s.imtotik stabil bir noktadı..r. ll > O olması durumunda z2 
denge noktası bir · "Kaynakj' noktasıdı:r ve bu bölgedeki tra­

jekt.örler z 2= (d/c,a/b) noktasından spiral şeklinde uzak­
laşJ.rlar. DolayısJ.yla bu denge noktası stabil.dP.ğildir • 

.. 
yukar.ı.da gösterildiği gibi, ll parametresi sıfıra ne 

kadar yakın tutul.ursa tutulsun buna karşı..ll.k gelen her bir . . . 
~ertürbasyonun faz portresi hala orijinal sistemimizin faz· 

-~ portresinden farklı kalmaktadı..r. Görülüyor ki, f vektör 

alanı..nda çok küçük değişiklikler yapıldığı takdirde. siste­
min durumu tamamen değişiyor. Bu da bize. ÇJösteriyo;r ki bU: 

·---· .. .----··------ ·----
iki dinamik sistem· arasında bir ··-ı:ıomeÖmorf iz m kurulamaz. 

Bu nedenle Lotka.:.volterra dinamik sistemi yapısal stabil 
değildir. 

Aş.a<)'J.da, ll < O, ll = O ve ll> O. olduıJu durwnlardaf 

trajektörlerin davran:ı...şları..nda nasJ.l b.ir değişiklik oldu-. 
ğunu gözleyebileceğimiz bir ö;ı:;-nek ve;rilmişti;r -

(Şekil 4.l.a ~· 4.l.i) •· Bu şekillere ait sayısal bilgi­

ler Çizelge 4.1,4.2 1 4.3 de gösterilmiştir. 
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Çizelge 4.1 

Şekil l.a :Şekil l.b Şekil ı. c 

Parameter 1,1,1,1,-0.2 1,1,1,1,-0.15 1,1,1,1,-0.1 
a,b,c,d,f-t 

Init C on ds (1,1); (1,0. 7) (1,1); (1,0. 7) (1,1); (1,0. 7) 

Time o + 12 o + 14.5 o + 20 

Windowsize x: o + 2 x:O + 2 x: o + 2 

y: o + 2 y:O + 2 y: o + 2 

Stepsize 0.05 0.05 0.05 

Çizelge 4.2 

ı 

Şekil l.d Şekil l.e Şekil l.f 

Parameter 1,1,1,1,-o.o5 1,1,1,1,0 1,1,1,1,0.05 
a,b,c,d,J-L 

Init Conds (1,1); (1,0. 7) (1,1); (1,0. 7) (1,1); (1,0. 7) 

Time o + 33 o + 6.35 o + 14.5 
ı 

Windavsize x: o + 2 x: o + 2 x: o + 2 

y: o + 2 y: o + 2 y: o + 2 

Stepsize 0.05 0.05 0.05 



Çizelge 4. 3 

Parameter 
a,b,c,d, ..... 

Init Conds 

Time 

WindCMSize 

Stepsize 

!Go --ı 
ı 

~.l_ıı;:ar.:_, 
DiMen:s:ion 
A 1 go:ıı: .. i tlııM 
~--·"" t Steı::ıo size 
TiMe 
''Xten~t 
Eqıua'ii::ion 

~;:"ıDPUj.qUWiıııtauı&AUA~~uu 

Pa:h:ıo.aMıe tıF.;!'r 

Ini ·tCoaııds 
"WT:ın .CU. o S i z e 
JuMps:/Pl"t 
~uuımıwu~-ı=ı:sı" 

UTILITIES 
VISUALAlD 
"ii'iti t 

Şekil 4.l.a 

l .. ~.ı ~.~.~·-·· .......... J ı 
DiMension 
Algo:rıoithM 
Step -ı::;: ize 
TiMe 
§=•=.:.===· ===-=! 
Xtend 
Equation 
ı.:=n •ı=-=;• nm-·r.:=n ···--··-.... ,;;~ 

ParaMeter 
I n i tCond:ı:• 
w:rın&ö's {i-e. 
Jıı..tMJı?:S:/Plt ;=: =· ..... -···- ................ . 
UTILITIES 

Şekil l.g 

1,1,1,1,0.1 

(1,1); (1,0. 7) 

o + 8 

x: o + 2 

y: o + 2 

0.05 

sı 

Şekil l.h Şekil l.i 

1,1,1,1,0.15 1,1,1,1,0.2 

(1,1); (1,0. 7) (1,1); (1_.0. 7) 

o + 7 o + 5 

x: o + 2 x: o + 2 

y: o + 2 y: o + 2 

o.os 0.05 

r·r_.----... -.. 
( (:-") .. !) 
·-· ,ı 

.. -·····'' .----·-

)1.=--o.ı· 
.. 

.. -------·-·-~··r: 
( (_:.1-, ·· ...•. , 

···----=-~~--.---········· 

ı~:l ~·~~~~,!.~iL __ . __________________ .,N:::._, O. lS 

Şekil 4. l.b 



52 

Go 
Cleaı:ıo 
DiMen:sion 
Aıgoı:ıoithM 
St:ep size 
TiMe -----... •. Xtend 

®yı Equat:ion 
Pa~aMet:e~ 

InitCond.s ....---/ 
WindoS:ize 
J_~lMPS /P lt 
UTILITIES 
UISUALAID 
Quit JJ.:-Oi 

Şekil 4.l.c 

Go 
cı e al. ... 
DiMıension 
Aıgoı:ıoit:hM 

S te ı.> size 
TiMe ,,...----·-..... .. 
Xten.a. t' ,.,.------............. ,. _,. .. ---.... 
J.:~.~t.a;t!~ \ (~~~~·-') ~ 
Pa~aMtet:e~ ··.......:------ ___ ,} ..--") . 

lnitCond.s ----"- _.. ... .----
WindoSize 
JuMps/Plt 

,UTILITIES 
UISUALAID 
Quit JL-:.-O.DS 

Şekil 4.l.d 

[fo 
.. 
' 

.<;ı ea.ı:ıo 
DiMen:sion 
A ı gox-•i tl~M 
Step size 

0 
TiMe 
Xtend 
Equa.tion 
Pa~a.Mete-r 

InitConds "-------WindoSize 
JuMps/Pl·t 
UTILITIES 
UISUALAil) 
Quit 

. 
. .ft:::-.0 

Şekil 4.l.e 



Go 
Clea.l!"" 
DiMension 
Algol!""ithM 
Step size 
TiMe 
Xt:end. 
Equat:ion 
Pa:r.aMetelf.l' 
Ini t:Conoı:ls 
~~--.--~~ W i ın ~:ıı.o S i ~~~ •F.~ 
Jıı..tM:M?s,...•'Pl t 
'üfi'Lı '1' 1 ES 
UISUALAID 
Quit 

Şekil 4.l.f 

Go 
Clıeal!"" 

Ditıtension 
A 1 go ri -t:lııM 
St:eı, size 
TiMe 
Xt:end. 
Equation 
P.a.:raMıe te :r 
Init:Cond.s 
Windo:Size 
JUMPS ....... Plt 
UTILITIES 
VISUALAlD 
Quit: 

Ş~kil 4.1.g 

Go 

DiMerıısiorıı 
Algo:rithM 
St:e:ıı:-.,. size 
TiMe 
Xt: e nı<.\ 
Eqıı..tat: i on 
Pa:raMıete:r 
lnitConds 
WiındoSize 

JuM:PS ....... Plt: 
'üfft..ıı IT I ES 
UISUf-iLA I D 
Quit 

Şekil 4.1.h 

_.......-------....__ 
,.r ........ /.... -........ 

•' "1\ 
{ . ) 
' l l ___.--·-
·~ _____ .. ---
"~ ..... 

~~.... _........------------______.--

..,.-----_._.__ 
/- -.. 

/ 
.... - ~ ..... 

...... 

/ '·'r.:\ 
/ 

1 J • ı 
ı ) i _,---· 

ı ---------·---
\ 
\ 

............... 
........ -..._ 
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}{-:::.o. ı. 

Şekil 4. ı. i 

İkili Volterra etkileşimlerinden hareketle elde etti­

ğimiz altı durumdan ikinci, dördüncü ve altıncı (Lotka­

Volterra etkileşimi) durumların yapısal stabil olmadığını 

Lotka-Volterra dinamik sistemine benzer şekilde gösterebi­

liriz. Diğer üç durumun yapısal stabilliği hakkında şim­

dilik birşey söyleyemiyoruz. Genel olarak bir dinamik sis­

temin yapısal stabilliğinin gösterilmesi son derece zor bir 

_problemdir ve bu konuda başvurulabilecek çok az sayıdaki 

teorem de dinamik sistemin tanım bölgesinin kompakt olduğu 

durumlarda ifade edilmişlerdir. örneğin, bunların en meş­
hur olanı 'Pontryagin-Andronow .teoremi (Andronow,et,all.,l969) 

bir disk üzerinde tanımlı sistemler için formüle edi~miştir. 

Bizim gözönüne aldığımız sistemler düzlem üzerinde ya da düz­

lemin kompakt olmayan pozitif bölgesinde tanımlıdırlar ve 

literatürde henüz böyle bölgeler için ifade edilmiş yapısal 

stabillik teoremleri mevcut değildir. Ancak tahminimiz in­

celediğimiz durumlardan birinci, üÇüncü ve beşinci durumların 

yapısal stabil olduğu şeklindedir. Nümerik pertürbasyon de­

nemelerimiz buna işaret etmekle birlikte şimdilik bir ispat 

veremiyoruz. 

Yapısal stabillik doğal sistemlerin matematiksel 
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modelleri için ileri sürülmesi çok anlamlı bir koşul oldu­

ğundan klasik Lotk~~Volterra sistemi kanaatimizce kendisi~ 

ne atfedilen önemitaşımamaktadırve bu sistemin literatürde 

verilen bir çok modifikasyonu, yapısal stabilliği sağlamak 

amacıyla yapılmamış da olsa bunun gereğinin hissedildiğini 

göstermektedir. Bu örnekte de görüldüğü gibi yapısal sta­

billik kavramı matematiksel·model arayışında yol gösterici 

olabilecek bir kavramdır. 
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