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ÖZET 

Projektif düzlemlerin koordinatlanması sonucu olarak, 

her projektif düzleme aynı zamanda bir cebirsel yapı da kar

şı getirildiği çok iyi bilinmektedir. Karşıt olarak bazı 

cebirsel yapılar da projektif düzlem tanımlamakta (inşa et

mekte) kullanılabilmektedir. Bu tez çalışmasında, bugüne 

kadar bu konuda yapılan bütün çalışmaları gözden geçirerek 

derli toplu bir hale getirmek amaçlanmıştır. Çalışmada 

(Kaya, l978,296-326s) esas alınmakla birlikte, orada ayrın

tıya girilmeden zikredilen bir çok cebirsel yapı yeniden 

ele alınarak, bunlarla ilgili (cebirsel) aksiyemların sağ

lanması yapılmıştır. 
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SUMMARY 

It is well known that every projective plane has 

also an algebraic structure obtained by coordinisation. 

conversely,certain algebraic structures can be used to 

construct projective planes. In this thesis, we try to 

prepare a survey on the subject by examining all works 

published so far. We, basicly, have followed (Kaya,l978, 

pp. 29 6-326) but we have included a lot of details of the 

verifications of axioms of the corresponding algebraic 

structures. 
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1. GiR!$ 

1.1. Çalışmanın Amacı 

Her projektif düzlemin, bir kümenin elemanlarıyla homogen olma

yan biçimde koordinatlanabilecegi (yani düzleme ait nokta, dogru ve 

üzerinde bulunma bagıntısının bir kümenin elemanlarıyla temsil edile

bilecegi) bazı temel kavramlar kısmında anlatılacaktır. Bu koordi

natlama yöntemiyle elde edilen projektif düzlernin geometrik yapısının 

yanında birde, düzlernin özelliklerini de yansıtan, cebirsel yapısının 

var oldugu bilinmektedir (Kaya, 1978). 

Bu çalışmada ise kar§ıt problem ele alınarak, cebirsel yapılar 

yardımıyla projektif düzlemlerin inşası üzerinde durulacak, yani pro

jektif düzlemlerin cebirsel olarak karakterizasyonu anlatılacaktır. 

Fakat çalışmamız süresince görülecegi üzere bu cebirsel yapılar 

soyut cebir derslerinde en çok sözü edilen grup, halka, cisim, ••• v.b. 

olmakla kalmayacak, tanımları ilgili bölümlerde verilecek olan, yarı

grup, çifte yarıgrup, kartezyen grup, yarı cisim, yaklaşık cisim, çif

te grup, karşıt kartezyen grup, karşıt yarıcisim gibi cebirsel yapı

lar da olabilecektir. 

Her bir bölümde, ilgili cebirsel yapının tanımı verilecek, yine 

bunlarla ilgili bilgi ve teoremler sunulduktan sonra örnekler üzerin

de durulacaktır. Örneklerin olabildigince ayrıntılı çözümleri verile

cektir. Böylece literatürde bilinen fakat ayrıntısı verilmeyen (aynı 

zamanda cebirsel yoldan tanımlanan) bütün projektif düzlemlerin cebir

sel yapılarının yeterince tanıtılması amaçlanmaktadır. 

Burada verilen, projektif düzlemleri belirtmeye yarayan bu yön

tem, bütün projektif düzlemler için uygulanabilir, ancak konunun ge

regi olarak daha çok Dezargsel olmayan projektif düzlemlerin cebirsel 

yapıları üzerinde durulacaktır. 



1.2. Bazı Temel Kavramlar 

Şimdi projektif geometrinin, bu çalışmada geçen, bazı temel 

kavramlarını kısaca verelim. 
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Tanım 1.2.1: N elemanları noktalar, D elemanları doğrular 

olan iki küme ve N ~ D = ~ olsun. o, NxD kümesinde bir üzerinde bu

lunma bağıntısı iken P = (N,D.o) geometrik yapısı aşağıdaki a.ksiyom

ları sağlıyor ise, bu sisteme bir projektif düzlem denir: 

Pl) Her A,B E. N , A =i= B için Aod ve Bod özelliğinde bir 

tek d e D vardır. 

P2) Her c,d E'. D, için Aoc ve Aod özelliğinde en az bir At.N 

·vardır • 

. P3) Herhangi üçü doğrudaş olmayan dört nokta vardır. 

Projektif düzleınlerde P2 aksiyomundan daha kuvvetli ve kesin 

bir önerme geçerlidir. 

Teorem. 1.2.1: Bir P = (N,D,o) projektif düzleminde farklı iki 

doğru bir tek noktada kesişirler. 

Tanım 1.2.2: ((M.e)-Dezarg Aksiyomu) 

M ve e, P proJektif düzleminde belli bir nokta ve belli bir 

doğru olsunlar. Eğer herhangi A,B,C ve A' ,B',C' doğrudaş olmayan nok

ta üçlüleri için M,A,A' , M,B,B' , M,C,C' doğrudaş iken ABf\A'B'oe ve 

AC/\A1 C'oe ise BC"B'C'oe dir. 

Tanım 1.2.3: Bir P = (N,D, o) projektif düzleminde her XG. N ve 

x e D ikilisi için (X,x)-Dezarg aksiyomu geçerli ise, P düzlemine 

Dezargsel düzlerndir denir. 

Tanım 1.2.4: ((e,e)-Dezarg Aksiyomu) 

P bir projektif düzlem e de bu düzlernin belli bir doğrusu olsun. 

Her Moe noktası için düzlem (M,e)-Dezargsel ise, P düzlemine 
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(e,e)-Dezargsel düzlem denir. 

Tanım 1.2.5: P bir projektif düzlem, M ve e düzleme ait belli 

bir nukt~ ve belli bir doğru olsun. X *Y , X,Y *M, X,Y6e ve M ile 

doğrudaş olan X,Y nokta çiftleri için f(X) =Y olacak biçimde bir f 

merkezsel kolinasyonu var ise, P düzlemine (M,e)-geçişkendir denir. 

Teor€m 1.2.2: M ve e, P projektif düzleminde belli bir nokta 

ve doğru olsun. P nin (M,e)-Dezargsel olması için g~rek ve yeterli 

koşul (M,e)-geçişken olmasıdır (Kaya, 1978). 

1.3. Projektif Düzlemlerin Koordinatlanması ve Düzlemsel üçlü 
Halkalar 

Her projektif düzlem uygun bir S kümesinin elemanlarıyla koor

dinatlanabilir. 

Tanım 1.3.1: P, mertebesi n olan bir projektif düzlem, S de O 

ve 1 ile gösterilen iki özel elemanı bulunan ve kardinalitesi n ~ 2 

olan bir küme olsun. P de herhangi üçü doğrudaş olmayan O,E,U,V nokta

larından oluşan seçimli {O,E,U,V} koordinatlama dörtgeni ve S kümesi 

yardımıyla P nin noktalarını, doğrularını ve üzerinde bulunma bağın

tısını belirleyelim. 

Noktaların belirlenmesi: 

0=(0,0) (a,O) 

Şekil 1. ı. Projektif düzl~min noktalarının belirlenmesi 
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AoOE ve A =/= OE" UV şeklindeki her bir A noktasına s2 nın (a,a) 

biçimindeki bir tek elemanını eşleyelim. Özel olarak, O =(0,0), 

Her bir N6UV noktası için NV A OE = (a, a) ve E = (1, 1) olsun. 

NU" OE =(b ,b) ise N = (a,b) diyelim. Özel olarakı NoOU ise N=(a,O) 

ve NoOV ise N = (O,b) olur. MoUV ve M = [ (O,O)v(l,m)] "UV ise 

M =(m) diyelim. Buna göre U = [ (O,O)v(l,O)]" UV olduğundan U =(O) 

dır. OEl'UV =[(O,O)v(l,l)]AUV olup OEAUV =(1) dir. =ef S olmak 

üzere UV nin V noktası için V = ( 00) dur (Şekil 1. 1). 

Doğruların koordinatlanması: 

Şekil 1.2. Projektif düzlernin doğrularının belirlenmesi 

diN doğrusu için, d" UV = (m) ve dt\ OV = (O,k) ise 

d = r m,k] dır. Bu nedenle OU6V ıçın OUA UV = (O) ve OUA OV = (0,0) 

olduğundan OU =[0,0] dır. doV ve dAOU = (k,O) ise d =[k] 

dır· UV doğrusu, özel olarak UV:::1 oci] biçiminde koordinat lanır (Şekil 1. 2). 

Burada dikkat edilmesi gereken önemli bir husus, bu koordinatla

manın seçilen {O,E,U,V} dörtgenine bağlı olmasıdır. 



Üzerinde bulunma bağıntısı: 

Her m,k,x,y E S için, 

( 00) o [k] 

(x) 6 [k] 
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, ( 00) 6[m, k) 

, (x)o[m,k] ~ x =m 

(=) o [ oo] 

( x) o[ oo] 

( x,y) ~[ oo] (x,y)o[k]~ x =k , (x,y)o[m,k]~ y= T(m,x,k) 

dır. 

Tanım 1.3.2: S,O ve l ile gösterilen iki elemanı da içeren bir 

küme ve oo~S olsun. T, S üzerinde aşağıdaki Tl-TS koşullarını gerçek

leyen bir üçlü işlem ise, (S,T) ikilisine üçlü halka denir. 

Tl) Her a,b,c E. S ıçın, T(O,b,c) = T(a,O,c) =c 

T2) Her a E:. S için, T(l,a,O) = T(a,l,O) = a 

T3) Verilen her a,b,c ~ S için T(a,b,x) =c olacak biçimde 

bir tek x ~ S vardır. 

T4) a =1= c olmak üzere verilen a, b, c,d E S için 

T(a,x,b) = T(c,x,d) olacak biçimde bir tek x E S vardır. 

TS) a =1= c olmak üzere verilen a,b,c,d E S ıçın 

T(x,a,y) =b, T(x,c,y) =d olacak biçimde bir tek (x,y) ~ s2 vardır. 

Eğer P projektif düzlemi, S kümesi ve T üçlü işlemi yardımıyla 

koordinatlanabilen bir projektif düzlem ıse (S,T) üçlü halkasına P 
nin düzlemsel üçlü halkası denir. 

Her projektif düzlemin, uygun bir S kümesinin elemanlarıyla ko

ordinatlanmasından bir (S,T) üçlü halkası elde edilebilir (Kaya,l978). 



2. ÇiFTE YARIGRUPLAR üZERİNDE PROJEKTiF DüZLEMLER 

2.1. Çifte Yarıgrup ile Düzlemsel üçlü Halka Arasındaki iliski 

Tanım 2.1.1: Herhangi bir L kümesi üzerinde~ ikili işlemi ve

rilmiş olsun. (L,~) sistemi aşağıdaki Ll-L3 özelliklerini sağlarsa 

bu sisteme yarıgrup veya loop denir. 

Ll) Verilen her a, b E. L ıçın, a ~ x=b denkleminin bir tek 
XEL çözümü vardır. 

L2) Verilen her a,bE:-L için. X* a =b denkleminin bir tek 
X EL çözümü vardır. 

13) Her x EL için u " x = x ~ u = x ol;ıcak biçimde bir uEL 
(birim eleman) vardır. 

Teorem 2.1.1: (S,T) bir üçlü halka ve 

+ x + y = T(l,x,y) 

x.y = T(x,y,O) 

olmak üzere (S,+) ve (S-{0},.) sistemleri birim elemanları sırasıyla 

O ve 1 olan birer yarıgruptur. Üstelik her x € S için x.O = O.x =O 

dır. 

Burada, (S,T) üçlü halkasından elde edilen (S,+) ve (S-{0},.) 

cebirsel yapılarının yarıgrup özelliklerini sağladıkları Tl, ... ,TS 

kullanılarak kolaylıkla gösterilebilir. 

Tanım 2.1.2: S, O ve 1 i de kapsayan bir küme olsun.+ ve . 

bu küme üzerinde iki ikili işlem iken (S,+) ve (S-{0},.) birim ele

manları sırasıyla O ve 1 olan birer yarıgrup ve her x E. S için 

x.O = O.x =O ise (S,+,.) sistemine çifte-yarıgrup denir. 

Bu tanım ile daha önce verilen bilgileri birleştirirsek, 

(S,+,.) sisteminin çifte yarıgrup özelliklerini sağladığını söyleye

biliriz. Eğer bir (S,+,.) sistemi bir (S,T) üçlü halkasından elde 

edilmişse, buna karşılık bir P (S,T) projektif düzlemi vardır. 

O halde, "Bir çifte yarıgrup hangi ek koşullar altında bir pro

jektif düzlernin lineer üçlü halkasından elde edilebilir?" sorusunun 



cevabını verelim. 

Tanım 2.1.3: (S,T) üçlü halkasından, 

T(l,a,b) = a +b ve T(a,b,O) =ab 

ile elde edilen (S,+,.) cebirsel yapısına düzlemsel halka denir. 

Aşağıdaki yardımcı teorem, her bir düzlemsel halkanın bir tek 

lineer üçlü halkadan elde edilebileceğini göstermektedir. 
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Yardımcı Teorem 2.1.2: (S,+,.) sistemi bir düzlemsel halka ol

mak üzere T üçlü işlemi, 

T + s 

(a,b,c) + T(a,b,c) = ab + c, 

şeklinde tanımlanırsa (S,T) ikili sistemi bir lineer üçlü halkadır. 

Üstelik (S,T) lineer üçlü halkasından elde edilen cebirsel yapı 

(S,+,.) dır. 

İspat: Varsayalım ki (S,+,.) düzlemsel halkası (S,T') lineer 

üçlü halkasından elde edilmiş olsun. Her a,b,c <;. S ıçın 

T'(a,b,c) =ab+ c olmalıdır. T de aynı şekilde tanımlandığından 

T = T' olmalıdır. Dolayısıyla (S,T) ikili sistemi de bir lineer üçlü 

halkadır ve (S,~,.), (S,T) lineer üçlü halkasından elde edilen cebir

sel yapıdır 8 

Bir çifte yarıgrup ile düzlemsel halka arasındaki ilişkiyi be

lirleyen teoremi artık verebiliriz. 

Teorem 2.1.3: Herhangi bir (S,+,.) çifte yarıgrubunun (üçlü iş

lemi T(a,b,c) =ab +c biçiminde tanımlı bir üçlü halkadan elde edil

miş) düzlemsel halka olması için gerek ve yeter koşullar şunlardır: 

1) Verilen her a,b,c,d GS , a *c için, 

ax +b = cx +d 

olacak biçimde bir tek x E S vardır. 

2) Verilen her a,b,c,d tS a =!= c için, 



xa + y =b 

XC + y =d 

sisteminin bir tek (x,y) E. s2 çözümü vardır. 
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ispat: (S,+,.) çifte yarıgrubu düzlemsel halka olsun. (S,T) 

üçlü halkasını düşünelim. T4 gereğince her a,b,c,d E S (a *c) için 

T(a,x,b) = T(c,x,d) olacak şekilde bir tek x E S vardır. Burada T 

nın tanımını kullanırsak ax + b = cx + d dir ve bu eşitliğin bir tek 

x E S çözümü vardır dolayısıyla l) sağlanır. TS gereğince her 

a,b,c,d E S (a *c) için T(x,a,y) =b ve T(x,c,y) =d olacak biçim

de bir tek (x,y) E. s2 vardır. Yine T nin tanımından xa + y = b ve 

xc + y =d sisteminin bir tek (x,y) E s2 çözümü vardır, böylece 2) 

koşulu sağlanır. 

Karşıt olarak, (S,+,.) sistemi l) ve 2) koşullarını sağlasın. 

Bu sistem her a,b,c E S için T'(a,b,c) =ab+ c ile birleştirilir

se S nin, (x,y) biçiminde gösterilen ikilileri bir projektif düzlernin 

ideal olmayan noktalarını ve [ a,b] biçiminde gösterilen ikilileri bu 

projektif düzlernin (=) ideal noktasından geçmeyen doğrularını göster

mekte kullanılabilir, (x,y)o[a,h]~Y=ax+b şeklinde tanımlanırsa 1) 
koşulu, ideal noktalardan birinde kesişmeyen iki doğrunun bir tek or
tak noktasının varlığını gösterir. 

[ a,b]A [ c',d] = (x,y) olsun. 

(x,y)o[ a,b] ~ y ax + b 

ve 

(x,y) o[ c,d] <~ y = cx + d 

olduğundan 

ax +b = cx +d (2 ol) 

dir. l) den (2.1) denkleminin bir tek x~ S çözümünün varlığı bilin

diğine göre T' tanımından T'(a,x,b) = T'(c,x,d) nin bir tek xE S çö

zümü vardır ve T4 özelliği sağlanır. 

2) koşulu, ideal olmayan farklı iki noktayı birleştiren bir tek 

doğrunun varlığını gösterir. 

(x,y) v (x' ,y') = [ a,b] olsun. 
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( x , y) o[ a , b ] <€:=9 y = a x + b 

(x',y')o[a,b] ~y'= ax'+b (2.2) 

olur. 2) den (2.2) sisteminin bir tek (a,b) e s2 çözümü ol

duğuna göre yine T' nün tanımınd;:ın T' (a,x,b) = y ve T' (a,x' ,b) = y' 

olacak şekilde bir tek (a,b) ~ s2 vardır ve TS özelliği sağlanır. 
(S,+,.) nın yarıgrup özelliğinden a + x = S ifadesinin bir tek x E. S 

çözümü olduğundan ab + x =c nin dolayısıyla T' (a,b,x) =c nin de 

bir tek x e S çözümü vardır. Bu ise T3 özelliğidir. (S,+,.) çifte 

yarıgrup olduğundan (S,+) birim elemanı O ve (S-{0},.) birim elemanı 

1 olan birer yarıgruptur. Dolayısıyla her x E S için x = x.l = l.x 

ve l.x +O = x. 1 +O = x ve buradan T' (l,x,O) = T' (x, 1,0) = x dir 

bu da T2 özelliğidir. Son olarak a,b,c ~S için O.b +c =c ve 

a.O +c= c olduğu düşünülürse, T'(O,b,c) =c =T'(a,O,c) olup Tl 

özelliği sağlanır. Tl, •.. ,T5 özellikleri sağlandığından (S,+,.) 

çifte yarıgrubu bir düzlemsel halkadır • 

Eğer (S,+,.) düzlemse 1 halkasının cebirse 1 yapısı çifte yarı

grup özelliklerinden başka standart özelliklere sahip değilse, bu 

düzlemsel halkaya karşılık gelen projektif düzlem hiç bir (M,e) iki

lisi için (M,e)-geçişken olmaz. 

Lineer olmayan herhangi (S,T) üçlü halkasından da Tanım 2.1.3 

de belirtilen şekilde bir (S,+,.) cebirsel yapısı elde edilebilir. 

Fakat bu çalışmada, sadece çifte yarıgrup örneği verilirken lineer 

olmayan bir üçlü halka ile çalışılacak, bunun dışında böyle yapılar 

incelenmeyecektir. Çünkü bu özel hal dışında lineer olmayan cebir

sel yapıları projektif düzlemlerle birleştirmek anlamlı olmaya

bilmektedir (Yaqub,l968) 

Çifte-yarıgrup üzerinde bir projektif düzlem örneği 6.3 nolu 

kesimde verilecektir. 



3. KARTEZYEN GRUPLAR OZER iNDE PROJEKTiF DOZLE!4LER 

3. 1. Kartezyen Gruplar 

Tanım 3.1.1: (S,T) bir lineer üçlü halka olsı.m. (S,T) lineer 

üçlü halkasında + işlemi asosyatif ise, (S, T) ye bir kartezyen grup 

denir. 

Aşağıdaki teorem kartezyen grupların, çifte yarıgruplardan da

ha çok cebirsel özelliğe sahip düzlemsel halkalardan ilki olduğunu 

ifade etmektedir. 

Teoerm 3.1.1: Herhangi bir (S,+,.) çifte yarıgrubunun 

T(a,b,c) = ab + c üçlü işlemi ile birleştirilmesinden elde edilen 

(S,T) ikilisinin kartezyen grup olması için gerek ve yeter koşullar 

şunlardır: 

l) (S,+,.) bir düzlemsel halkadır (Teorem 2.1.3 deki 1) ve 2) 

koşulları sağlanır). 

2) + işlemi asssosyatiftir. 

İspat: (S,T) ikilisi bir kartezyen grup olsun. T(a,b,c)=ab+c 
• 

olmak üzere (S,T) bir lineer üçlü halkadır. T4 ve lineerlikten her 

a,b,c,d E. S, (a =F c) için ax +b= cx +d olacak biçimde bir tek xE.S 

vardır. Benzer şekilde, TS ve lineerlikten her a,b,c,d E S, (a =F c) 

için xa + y = b, xc + y =d sisteminin bir tek (x,y) (. s2 çözümü var

dır. Teorem 2.1.3 den, (S,+,.) bir düzlemsel halkadır. Kartezyen 

grup tanımından ise + işlemi assosyatiftir. 

Karşıt olarak (S,+,.) bir çifte-yarıgrup iken 1) ve 2) koşulları 

sağlansın. (S,+,.) bir düzlemsel halka iken T(a,b,c) =ab+ c işle

miyle elde edilen (S, T) ikilisinin bir lineer üçlü halka olduğu Teorem 

2.1.2 den bilinmektedir. + işlemi de assosyatif olduğundan (S,T) bir 

kartezyen gruptur • 

Dolayısıyla "+ işlemi assosyatif olan bir düzlemsel halkaya 
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kartezyen grup denir" ifadesini de rahatlıkla kullanabiliriz. 

Kartezyen grup ile ilgili buraya kadar verilen bilgileri bir

leştirirsek şu sonucu yazabiliriz: 

Sonuç 3.1.2: Herhangi bir (S,+,.) cebirsel yapısının 

T(a,b,c) =ab + c 

üçlü işlemiyle birleştirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin kar

tezyen grup olması için, 

1) (S,+) nın, birim elemanı O olan, bir grup olması, 

2) (S-{0},.) nın, birim elemanı 1 olan, bir yarıgrup olması, 

3) Her x e S için O.x = x.O =O olması, 

4) Verilen her a,b,c,d E S, a *c için 

ax +b = cx + d 

olacak biçimde bir tek X e S ÇÖZÜmÜnÜn bulunması, 

5) Verilen her a,b,c,d € S, a *c ıçın 

xa + y =b 

XC + y =d 

sisteminin bir tek (x,y) G. s2 çözümünün bulunması' gerek ve yeterdir. 

Kartezyen gruplar ((oo) ,[ oc:iJ) -Dezargsel olan projektif düzlemler 

belirtirler. 

3.2. Kartezyen Grup örnekleri 

Şimdi iki tane kartezyen grup örneği verelim. 

Örnek 3.2.1 (Spencer, 1960): IR gerçel sayılar kümesi ve+, ıR 

üzerinde bilinen toplama işlemi olsun. Q işlemi ise her x,y€111 

için 

{~ 
xy ;;;,: O iken 

xl!y = ~2 x<O ve y>O iken 

x>O y<O iken X y ve 

biçiminde tanımlansın. (IR,+,e) sisteminin bir kartezyen grup 
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olduğunu fakat çarpmanın komutatifliği dışında birleşimi veya topla

ma üzerine dağılması gibi standart özelliklerden hiç birini sağlama

dığını gösterelim. 

(~,+) nın, birim elemanı O olan bir grup olduğu aşikardır. 

(~-{0},8) nın bir yarıgrup olduğunu gösterelim. 

(i) a,b €0i-{O} için aQx =b (3. 1) 

denkleminin bir tek x E ıH çözümünün varlığını inceleyelim. 

-ı 
a > O ve b >O iken ax =b ise x = a b >O tek çözümdür. 

2 2 -ı 
a x =b olsa idi x = (a ) b >O olduğundan x <O çözümü mevcut olmazdı. 

-ı 
a < O ve b > O ise, ax =b ve buradan x = a b <O tek çözümdür. 

2 2 -ı 
Oysa ax =b iken x = a b ve x =±~ olurdu. a -lb <O oldu-

ğundan böyle bir çözüm varolamaz. 

a>O ve 

2 
ax=b ise, x 

b< o ıs e, -ı 
ax = b den x = a b < O çözüm 

2 -ı 
= (a ) b <O tek çözümdür. 

olamaz. 

a <O ve b <O ıse, ax =b ve x = a-1b >O olur. Dolayısıyla 

.... 1 Fk 2 b x çozum o amaz. a at ax = ise, x=±~ olduğundan 

;-
• 1 -ıb > o k .. .. d"" x =va •te çozum ur. Böylece (3.1) in bir tek x çözümü vardır. 

Kartezyen grup koşulları arasında olmamasına karşın bu işlem 

komutatiftir. Şöyleki, 

x,y ;;;:;. O veya x,y :;;;;; O iken, xy ~O olduğundan x0y = xy=yx=y6x 

dir. x >O ve y <O 
2 2 

ise, x0y- x y =yx = yQx dir. Ve nihayet 

2 2 
x <O ve y >O iken, x8y = xy = y x = yQx olduğundan her x,yE. 61 

için xQy = yQx dir. 

(ii) 0 işlemi komutatif olduğundan a0x =b denkleminin bir 

tek çözümü var iken x0a =b nin de bir tek x E 61. çözümü vardır. 
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(iii) X ;)> 0 X ;)> 0 

= X 

X< 0 x <o 

olduğundan (~-{0},8), birim elemanı 1 olan, bir yarıgruptur. Ayrıca 

her x E. ~ ıçın O®x = Ox = O = xO = xQO dır 

Her a,b,c,df..~ a =1= c için, 

aGx + b = cQx + d 

eşitliğinin bir tek x E.~ çözümünü araştıralım. 

{ 
ax +b ax ;;;. O iken 

a9x +b 2 
+b a>O X< 0 = a x ve 

2 ax +b a <O ve x>O 

~1 
CX + d cx ~O iken 

cBx + d 
2 

+d C>0 X< 0 C X ve 

2 
+d c< o x>O cx ve 

iken 

iken 

iken 

iken 

ifadeleri yardımıyla çeşitli halleri inceleyelim. 

a = O iken, b = cBx + d => cElx = b -d ve c = O iken, . 

(3. 2) 

a0x +b =d => a0x =d-b eşitliklerinin bir tek çözünılerinin varlığı

nı yarıgrup özelliklerinden söyleyebiliriz. 

a > O ve c > O olsun. 

2 2 
ax + b = cx + d , (x ~ O) veya a x + b = c x + d , (x <O) 

eşitlikleri vardır. 
-ı 

Eğer (d-b)@-c) ~O ise, birinci eşitliğin bir tek 

x = (d-b) (a-c) -ı çözümü vardır. Aksi takdirde x = (d-b) (a2-c2) -ı 
ikinci eşitliğin tek çözümüdür. 

a <O ve c >O olsun. 
2 

ax +b = c x + d , (x <O) veya 

2 ax + b = cx + d , (x > O) eşitliklerinin çözümüne bakalım. d-b > O 

ise birinci eşitliğin ve d-b <O ise ikinci eşitliğin bir tek çözümü 



14 

vardır. 

a >O ve 2 
c <O iken, d-b <O ise, a x +b = cx + d , (x <O) 

eşitliğinin bir tek x çözümü vardır. Eğer d-b >O ıse, 

2 ax + b = cx + d, (x >O) ın x çözümü tektir. 

a <O ve c< O ise, (d-b)(a-c)-l <O iken ax +b = cx+d, (x <O) 

eşitliğinin bir tek x çözümü vardır. Ayrıca (d-b)(a-c)-l >O iken 

2 2 
ax +b = cx + d nin de bir tek çözümü var olduğundan (3.2) eşitliği-

nin çözümü daima tektir. 

Her a,b,c,dE. (\1, a -=i= c ıçın, 

x0a +y =b 

x0c +y =d (3. 3) 

sisteminin bir tek (x,y) €. ö-l çözümü olmalıdır. 

i 
xa+y=b xa ~O iken 

x0a + y =b <=> 2 
=b x>O a <O iken x a +Y ve 

2 
=b X< 0 a>O iken xa +Y ve 

1 
XC + y =d XC ;;;ı. 0 iken 

x9c + y = d <=> 2 =d x>O c<O iken X C +Y ve 

l 2 
=d x<O c> o iken XC +y ve 

dır. a =O veya c =O iken, sırasıyla x0c =d-b ve x@a =b-d eşit

liklerinin, yarıgrup özellikleri nedeniyle, birer tek x çözümleri 

olduğundan (3.3) sisteminin de bir tek (x,y) çözümü vardır. 

a >O ve c> O olsun. (b-d)(a-c)-l <O 

2 
xa + y =b 

2 
xc + y = d , (x < O) 

ıs e, 

sisteminin bir tek (x,y) çözümü vardır ve (b-d)(a-c)-l >O ise, 



xa + y =b 

xc + y = d , (x > O) 

sisteminin bir tek çözümü vardır. 

a >O ve c <O iken, b-d <O olması halinde 

2 
xa + y =b 

xc + y = d ' ("K < o) 

sisteminin bir tek çözümü varken, b-d> O ise, 

xa + y =b 

2 
x c + y = d , (x > O) 

sisteminin bir tek çözümü vardır. 

a <O ve c > O ise, b-d > O iken 

xa + y =b 

2 
XC + y = d , (X < 0) 

sisteminin ve b-d <O iken, 

2 
xa+y=b 

xc + y = d , (x > O) 

sisteminin birer tek çözümleri vardır. 

-ı a <O ve, c <O olması halinde, (b-d)~-c) <O ise, 

xa + y =b 

XC + y = d 

sisteminin bir tek çözümü vardır. 

2 
xa+y=b 

-ı 
Eğer (b-d)(a-c) >O ise, 

2 
xc+y=d 

15 

sisteminin bir tek (x,y) çözümü olduğundan (3.3) sisteminin, her du

rumda bir tek çözümü vardır. Dolayısıyla (d't,+,0) bir kartezyen grup

tur. Bu sistemde çarpımın, birleşme ve toplama üzerine dağılma özel

liklerinin sağlanmadığını birer örnek ile gösterelim. 

(28(-3))8(-2) = (-12)0(-2) = 24 

ve 

2@((-3)8(-2)) 296 12 

dir. 
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28(-5 + 3) 2El(-2) = -8 

ve 

28(-5) + 203 = -20 + 6 = -14 

dır. 

(-2 + 1)83 = (-1)83 = -9 

ve 

(-2)83 + 103 = -18 + 3 = -15 

dır. 

Örnek 3,2.2: En küçük kartezyen grup(Panella, 1965) 

F5= {0,1,2,3,4}, 5 in kalanlarından oluşan küme olmak üzere Fş üzerin

de +ve • işlemle:r:-i sırasıyla S modülüne göre toplama ve çarpma iş

lemleri iken (Fs,+,.) bir cisimdir. S= FsxFs= { (x,y) : x,y E Fs} 

üzerinde qj ve e iş lemlerin i aşağıdaki b içimde tanımlaya1ım: 

(a,b) @ (c,d) (a + c,b + d) 
2 2 , b= O veya (be-ad) -2d = 0,1,4 iken 

{ 

(a,bht:(c,d) 

(a,b)8(c,d) = 

-(a,b)*(c,d) , diğer durumlarda 

B ur ada ;ı~; işlemi de 

= J (a.c,a.d) b =O iken 

(a,bh•(c,d) 

l -ı 2 , (a.c-b .d,(a -2),b,c-a.d) , b =1= O iken 

ile belirli olsun. Böyle belirlenen (S, @ ,0) sisteminin bir kartez

yen grup olduğunu gösterelim. 

(S, @) , birim elemanı (0,0) olan, bir değişıneli gruptur. 

(S,8) nın özelliklerinin kolayca görülebilmesi için 8 işlemine iliş

kin çizelgeyi verelim, Bu çizelgede kısalık sağlamak için her_ (x,y)E S 

elemanı için xy gösterimi kullanılacaktır. örneğin i. satırın ba

şındaki (a,b) ve j,sütunun başındaki (c,d) elemanları sırasıyla ab ve 

cd olarak yazılacak ve eğer (a,b)8(c,d) = (u,v) ise bu eleman çizel

gede i.satır ve j. sütunda uv biçiminde gösterilecektir. 



Çizelge 3.1 17 

9 00 Ol 02 03 04 10 ll 12 13 14 20 21 22 23 24 30 31 32 33 34 40 41 42 43 44 

00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 00 

Ol 00 30 10 40 20 Ol 21 14 44 31 02 33 42 12 23 03 32 43 13 22 04 24 ll 41 34 

02 oo 40 30 20 10 02 43 22 32 13 04 14 31 21 44 01 11 34 24 41 03 42 23 33 12 

03 00 10 20 30 40 03 12 33 23 42 Ol 41 24 34 ll 04 44 21 31 14 02 13 32 22 43 

04 00 20 40 10 30 04 34 41 ll 24 03 22 13 43 32 02 23 12 42 33 Ol 31 44 14 21 

10 00 Ol 02 03 04 10 ll 12 13 14 20 21 22 23 24 30 31 32 33 34 40 41 42 43 44 

ll 00 14 23 32 41 ll 30 21 43 03 22 31 10 Ol 42 33 13 04 40 24 44 02 12 34 20 

12· 00 34 13 42 21 12 41 30 Ol 22 24 02 32 44 10 31 40 ll 23 03 43 33 04 20 14 

13 00 24 43 12 31 13 23 04 30 44 21 10 41 33 03 34 02 22 14 40 42 ll 20 Ol 32 

14 00 44 33 22 ll 14 02 42 24 30 23 43 04 10 34 32 21 40 Ol 12 41 20 31 13 03 

20 00 02 04 Ol 03 20 22 24 21 23 40 42 44 41 43 10 12 14 ll 13 30 32 34 31 33 

21 00 22 44 ll 33 21 04 32 40 12 42 30 03 24 14 13 41 31 02 20 34 43 10 23 Ol 

22 00 12 24 31 43 22 40 03 14 34 44 23 30 13 Ol ll 04 42 20 32 33 21 41 02 10 

23 00 42 34 21 13 23 31 ll 02 40 41 04 12 30 22 14 33 20 43 Ol 32 10 03 44 24 

24 00 32 14 41 23 24 13 40 33 Ol 43 ll 21 02 30 12 20 03 34 44 31 04 22 10 42 

30 00 03 Ol 04 02 30 33 31 34 32 10 13 ll 14 12 40 43 41 44 42 20 23 21 24 22 

31 00 23 41 14 32 31 42 10 22 04 12 44 34 03 20 43 30 02 21 ll 24 Ol 33 40 13 

32 00 13 21 34 42 32 24 44 03 10 14 Ol 43 20 33 41 22 30 12 04 23 40 02 ll 31 

33 00 43 31 24 12 33 10 02 41 21 ll 32 20 42 04 44 Ol 13 30 23 22 34 14 03 40 

34 00 33 ll 44 22 34 Ol 23 10 43 13 20 02 31 41 42 14 24 03 30 21 12 40 32 04 

40 00 04 03 02 Ol 40 44 43 42 41 30 34 33 32 31 20 24 23 22 21 10 14 13 12 ll . 
41 00 ll 22 33 44 41 03 13 31 20 32 12 Ol 40 21 23 34 10 04 43 14 30 24 42 02 

42 00 31 12 43 24 42 32 Ol 20 ll 34 40 14 22 02 21 03 33 41 10 13 44 30 04 23 

43 00 21 42 13 34 43 14 20 04 33 31 03 23 ll 40 24 10 44 32 02 12 22 Ol 30 41 

44 00 41 32 23 14 44 20 34 12 02 33 24 40 04 13 22 42 Ol 10 31 ll 03 43 21 30 

(S-{(0,0)},0) sisteminin bir yarıgrup olduğunu gösterelim. 

a,S E S-{(0,0)} için, 

a@x = 8 (3.4) 

denkleminin bir tek xES çözümü vardır. Çünkü, i.satırın başında bulunan 

bir a elemanı ve yine aynı satırda bir kez görülen 8 elemanı verildiğinde 

eğer 8, i.satır ve j.sütundaki bir eleman ise j.sütunun başındaki eleman 
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(3. 4) denkleminin bir tek x€ S çözümüdür. örneğin, 238x = 12 denkle

minin bir tek x = 22 = (2,2)E S çözümü vardır. 

a ,S E S-{ (O ,O)} için, x9a = S denkleminin bir tek x ES çözümü

nün olduğunu, yukarıda satır ve sutünların rollerini değiştirerek söy

leyebiliriz. 

Her a ES ıçın, 

108a = aGlO = a 

olduğu çizelgeden görülmektedir. Dolayısıyla (S-{(0,0)},8) bir yarı

gruptur. 

Her o. E S için, 

OOSa = aSOO = 00 

olduğu yine çizelgeden görülmektedir. 

a, S, y, o E S ve a =1= S için, 

o.9x $ y = sex E9 o (3.5) 

denkleminin S üzerinde bir tek çözümünün olduğunu çizelgeden görebil

mek için bu ifadeyi, (S, E9) nın grup özelliklerinden, 

( a9x) -( (39x) = 11 

biçiminde yazalım. Çizelgede, a ve S nın bulunduğu satırlarda olup 

aynı sütunda bulunan eleman çiftlerinin farkı 11 olan sütun bir tek 

tanedir. Çünkü bu farklar her sütun için farklı elemanlar vermekte

dir. Bu sütunun başında bulunan elemanda (3.5) denkleminin aranan 

tek çözümüdür. Bir örnek verelim: 

128x E9 32 = 13Qx $ 41 

denkleminin bir tek x = 33 = (3,3) ES çözümü vardır. 

o.,S,y,o E s , a =1= S için, 

xfla E9 y = y 

x8S E9 y = o (3.6) 

sisteminin bir tek (x,y)E s2 çözümünün olduğunu görebilmek için bu 
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ifadeyi, (S, Q:ı) nın grup olma özelliğinden, 

(x9a)-(x9S) = y-o = ~ (3. 7) 

ve 

y = y-(xQa) (3.8) 

biçiminde yazalım, (3.5) denkleminin çözümünde satır ve sütunların 

rollerini değiştirerek (3. 7) denkleminin bir tek x E S çözümünün oldu

ğunu söyleyebiliriz. x E S bulunduktan sonra, (S, @) nın grup olması 

nedeniyle, (3. 8) eşitliği yardımıyla bir tek y ~S hemen bulunabilir. 

Dolayısıyla (3,6) sisteminin bir tek (x,y)E s2 çözümü mevcuttur. ör

neğin, 

x824 @ y = 43 

x830 ® y =ll 
2 sisteminin bir tek (x,y) = (31,23) = ((3,1),(2,3)) ~S çözümü var-

dır. 

Yukarıda verdiğimiz kartezyen grup örneğinde, Q işleminin de

ğişme ve birleşme özelliklerini sağlamadığı gibi her iki dağılma ö

zelliğinin de gerçeklenmediğini birer örnek ile gösterelim. 

dür. 

dür. 

dir. 

41924 = 21 

24841 = 04 

'129(30842) 

(12830)842 

12821 = 02 

31842 = 33 

(31 ® 04)811 = 30811 = 33 

(31911) ® (04911) = 4~34 = 21 

218(03 ® 41) = 21844 = Ol 

(21803) ® (21941) = ll @ 43 = 04 

dür. Bu örnekle tanıtılan kartezyen grup bilinen en az elemanlı 

kartezyen gruptur. 



4. YARICİSİMLER üZERiNDE PROJEKTiF DüZLEMLER 

4.1. Sol Yarıcisimler üzerinde Projektif Düzlemler 

Tanım 4.1.1: Soldan dağılma özelliği bulunan herhangi bir kar

tezyen gruba sol yarıcisim denir. 

Teorem 4.1.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = ab+c 

üçlü işlemiyle birleştirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin sol 

yarıcisim olması için gerek ve yeter koşullar, 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

(S,+) nın, birim elemanı O olan, bir grup olması, 

(S-{0},.) nın, birim elemanı 1 olan, bir yarıgrup olması, 

Her x E S için O.x =O olması, 

Her x,y,z E S için, x.(y + z) = x.y + x.z olması 

a *b olmak üzere verilen her a,b,c E S için, 

-a.x + b.x =c denkleminin bir tek x E S çözümünün bulunmasıdır. 

ispat: (S,T) ikilisi bir sol yarıcisim olsun. Tl-TS özellik

leri sağlanır. Üstelik bir sol yarıcisim aynı zamanda soldan dağıl

ma özelliği bulunan bir kartezyen grup olduğundan, (i),(ii),(iii) ve 

(iv) özellikleri sağlanır. T4 düşünülerek T nin tanımı uygulanırsa, 

ax + b = cx + d, dolayısıyla -ax + cx = b-d = e denkleminin bir tek 

x E S çözümü vardır ve (v) sağlanır. 

Karşıt olarak (S,T) sistemi (i)-(v) özelliklerini sağlasın. 

Her x E.. S için 1 + O = 1 olduğu ve (iv) dikkate alınırsa, 

x = x.l = x.(l +O)= x.l + x.O = x + x.O ve buradan x.O =O dır. O 

halde x.O = O.x =O olur. Tl-TS özelliklerinin sağlandığını göste

rirken T nin tanımı sürekli kullanılacaktır. 

Her a,b,c E S için O.b + c = a.O + c = c olduğundan, 

T(O,b,c) = T(a,O,c) =c dir ve Tl sağlanır. Ayrıca l.a = a.l = a ol

duğundan l.a +O= a.l +O= a olur ve T(l,a,O) = T(a,l,O) = a olup 

T2 geçerlidir. (S,+) grup olduğundan a.b + x =c => x =c-ab dir ve 
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T(a,b,x) =c olacak biçimde bir tek x E S vardır, dolayısıyla T3 

sağlanır. Üstelik+ işlemi birleşimlidir. T(a,x,b) = T(c,x,d) => 

ax +b = cx +d dir. Grup özelliklerinden -cx + ax =d-b elde edilir 

ve (v) gereğince böyle bir tek x ç S vardır. Böylece T4 sağlanır. 

TS özelliğini göstermeden önce (S,+,.) nın bir başka basit özelliğini 

belirleyelim. 

O = x.O = :x:(y + (-y)) = x.y + x. (-y) olduğundan her x,y E. S 

için -(xy) = x(-y) dir ve genelde -(xy) yerine -xy yazılır. 

TS özelliği a *c, a,b,c,d E S olmak üzere T(x,a,y) =b ve 

T(x,c,y) =d olacak biçimde bir tek (x,y) c s2 nin bulunması idi. Bu

radan xa + y =b ve xc + y =d dir. Sistemin çözümünden xc-xa =d-b 

bulunur. Soldan dağılma özelliğinden ve az önce gösterilen özellik

ten dolayı x(c-a) = d-b d ir. c-a = r ve d-b = s alınırsa, xr = s dir. 

Yarıgrup özelliklerinden bir tek x c S ve böylece y E S var olduğun

dan (x,y) G. s2 tektir. O halde (S,T) ikilisi sol yarıcisimdir. 

Sol yarıcisimlerin bazı özellikleri de şu şekilde sıralanabilir: 

(a) Verilen herhangi a,b E. S, a * 1 için ax +b = x ve xa+b = x 

denklemlerinin birer tek x E. S çözümleri vardır. 

(b) Her x,y E. S için, x + y = y + x dir. 

Hall sist~mleri diye bilinen bir sol yarıcisimler ailesi aşağıda 

verilmektedir. 

Örnek 4.1.1 Hall Sistemleri (Hall, 19S9): F herhangi bir cisim, 

2 f(t) = t -rt-s de bu cisim üzerinde ikinci dereceden indirgenemez bir 

polinarn olsun. (Yani,her a EFiçin f(a) *O dır). 

S {a + Ab : a,b E. F , Afj.. F} , olmak üzere, 

(a + Ab) EB (c+ Ad) 

{ 

ac + A(ad) 
(a +Ab) 9 (c +:>..d) = 

ac-b -ldf(a)+ 

= (a + c) + A(b + d) 

, b = O iken 

~.(be-ad + rd) , b *O iken 

(4.1) 

(4.2) 

şeklinde tanımlansın. (S,@,@) sisteminin bir sol yarıcisim olduğunu 
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göstermek istiyoruz. Fakat önce şu özel haller üzerinde duralım. 

Her k E F , z E. S için, 

k9z=z9k ( 4. 3) 

olduğunu gösterelim. 

k = O ve z = a + A.b ise, O El z = O ~ (a + A.b) = Oa+A.(Ob) = O 

ve zf30 = (a + A.b)80 =O olduğundan, 08z = z90 dır. 

k E. F, k =F O ve z = a + Ab ise, k9z = k8 ( a + A.b) = ka + A.(kb) 

dır ve z8k = (a + A.b)Sk = ak + A.(bk) olması nedeniyle z9k = k9z dir. 

Fakat örneğimizin son kısımlarında gösterileceği gibi, genelde 

x,y E S için, x8y =F y8x dir. 

k E F ve z,w E S için, 

(z9w)8k = z8(w8k) = z8(kElw) 

olduğunu gösterelim. (4.3) den zEl(w8k) = z8(k8w) dır. O halde 

(z8w)Elk = z9(k0w) eşitliğini göstermeliyiz. 

z = a + A.b , w = c + A.d o ls un . 

{

ac + A.(ad) 

(z0w)0k = k0(z8w) =kB 

, b = O iken 

ac-b-ldf(a) + A. (be-ad + rd) , b -=/=O iken 

= { kac + A.(kad) 

kac-kb -ldf(a) 

z0(k0w) = (a + A.b)8(kEl(c + A.d)) 

(a + A.b)B(kc + A.(kd)) 

, b=O iken 

(4.4) 

+ A.(kbc-kad + krd) , b:ffl iken 

Jakc+ A.(akd) , b =O iken 

(4.5) 

l akc-b -l~df(a) + A.(bkc-akd + rkd) , b =FO iken 

dır. (4.4) ve (4.5) den, b =O iken 

kac + A.(kad) = akc + A.(akd) 

ve b =FO iken, 

kac.-kb-ldf(a) + A.(kbc-kad + krd) = akc-b-1kdf(a)+A.(bkc-akd+rkd) 

dir. Şimdi z2 = z@z olmak üzere, her z f: S, z ~ F için z
2
-rz-s =O 



olduğunu gösterelim. (4.2) uygulanırsa, 

z
2 

= z9z = (a + Ab)Q(a + Ab) 

= a
2
-f(a) + A(rb) 

2 2 
= a -(a -ra-s) + A(rb) 

= ra + A(rb) + s 

= r(a + Ab) + s 

= rz +s 

elde edilir. Buradan, 
2 

z = rz + s 
2 ve z -rz-s = O 

bulunur. 

Artık sol yarıcisim aksiyomlarına geçebiliriz. 
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(S,~ birim elemanı O =O + AO olan, bir değişıneli gruptur. 

l + OA = 1 olmak üzere, (4.2) den her a + Ab~ S için, 

(a + Ab)Q(l + AO) = a + Ab = (l + A0)8(a + Ab) 

dir ve l + AO = l çarpımsal birim elemandır. 

a + Ab =1= O olmak üzere, 

(a + Ab)S(x + Ay) = (c + Ad) 

denkleminin bir tek x + Ay E S çözümünün varlığını gösterelim. 

b = O ve a =1= O iken, 

~a + A0)9(x + Ay) = (ax + A(ay)) = (c + Ad) 

eşitliklerinden, ax =c ve ay =d elde edilir. Dolayısıyla, 

-1 -ı 
x + Ay = a c + A(a d) (4.6) nın tek çözümüdür. 

b =i= O iken, 

(a + Ab)S(x +Ay) = ax-b-1yf(a) + A(bx-ay+ry) 

= (c + Ad) 

d ir . B ur ad an , 
-ı 

ax-b yf(a) = c 

bx-ay + ry = d 

(4.6) 

(4. 7) 

denklem sistemi elde edilir. (4. 7) sisteminin bir çözümünün olabil

mesi için, 

a -b -lf(a) 
=1=0 

b -a + r 



olması gerek ve yeterdir. 

a 
-ı -b f(a) 

b -a + r 

-ı a(-a + r) +bb f(a) 

2 2 
= -a + ar + a -ra-s 

= -s 

24 

olduğundan -s *O olmalı. 2 Oysa s = O olsa idi, f(t) = t -rt indirge-

nebilir olurdu ki bu hipotezle çelişir. Bu nedenle (4.7) sisteminin 

ve dolayısıyla (4.6) nın bir tek x + AY çözümü vardır. 

Şimdi a + Ah *O için, 

(x + Ay)8(a + Ab) = (c + Ad) 

denkleminin bir tek çözümüne bakalım. 

(4.8) 

b =O iken, a *O ve (x + Ay)S(a + AO) = c + Ad dir. Bu denk

lemi y = O ve y * O için ayrı ayrı incelemeliyiz. 

y = O ise, 

( x + AO)S(a + AO) 

=> xa = c ve O = d 

c+ Ad 

=> 
-ı -ı 

x = ca ve x + AY = ca + AO tek çözümdür. 

Eğer b = O, d = O iken y * O ise, 

(x + Ay)9a = c => xa-A(ya) = c 

olur. Buradan xa = c ve ya =O elde edilir. Bu ise y ~O ve a *O 
ile çeliştiğinden çözüm yoktur. 

a = O iken b =/= O ve (x + Ay)9Ab 

eğer y =O ise, 

c + A.d dir. Bu halde, 

x9 Ah = c + Ad ='> A. ( xb) = c + \d 

olduğundan, c =O ve xb =d olur. Böylece y =O iken, c =O olup 

-ı 
x + AY =db tek çözümdür. 

Eğer y =/= O, a = O ve c = O ise, 



c x + A.y) e A.b = A.d 

=> -y-lbf(x) + A.( -xb + rb) = A.d 

=> -y-lbf(x) =O ve -xb + rb =d 

olur. Oysa y =1= O, b =1= O ve f(x) =1= O oldugundan. bu durumda çözüm. 

yoktur. 

a=I=O b =1= o iken y =0 ise, 

x9(a + A.b) =c + A.d 

=> xa + A.(xb) =C + Ad 

=> -ı -ı x = ca =db 

olur. Demek ki bu durumda bir tek çözümün olabilmesi için gerek ve 

-ı -ı yeter koşul ca =db olmasıdır. 

-ı -ı y =1= O ve ca = db ise, 

(x + A.y)B(a + A.b) = c + A.d 

=> xa-y-1bf(x)+ A.(ya-xb + rb) =c+ A.d 

olup, 
-ı xa-y bf(x) = c 

25 

ya-xb + rb = d (4.9) 

dir. (4.9) si~temindeki birinci denklem y ile, ikinci denklem x ile 

çarpılıp taraf tarafa çıkarılırsa, 

2 2 
-b(x -xr-s) + x b-xrb =bs 

= cy-dx (4.10) 

bulunur. ( 4. 10) ile ( 4. 9) daki ikinci denklem birleştirilirse, 

cy-dx =bs 

ay-bx = d-rb (4. ll) 

olur. -ı b =1= O oldugundan ikinci denklemi db ile çarpıp birinci denk-

lernden çıkaralım, 

y(c-db-1a) = bs-d2b-ı +dr 

=> y(bc-da) = b2s-d2 + bdr = -b2(d2b - 2-b -ldr-s) 

=> y(bc-da) = -b 2f(db -ı) (4.12) 

olur. b =1= O ve f(t), F üzerinde indirgenemez polinom oldugundan, 
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sağ taraf daima sıfırdan farklıdır. -ı -ı ı Eğer ca =db ise, c= db- a 

ve cb =da dır. Bu durumda y(bc-da) =O olur. Dolayısıyla çözüm 

yoktur. 

Bir tek çözümün varhğı ile ilgili, incelenmesi gereken diğer 

halleri şu şekilde özetleyebiliriz. 

{4.11) sistemini gözönüne alalım: Eğer b =O ise ey = dx ve 

ay = d elde edilir. -ı -ı -ı -ı -ı Bu nedenle y = da ve x = cyd =Cda d =ea 

dir. Dolayısıyla bir tek x + A.y = ca -ı + A.(da -ı) çözümü mevcuttur. 

y =O olması ıçın gerek ve yeter koşul d =O olmasıdır. Çünkü ancak 

bu durumda y = O, x = r tek çozumü bulunabilir. Eğer y *O iken, 
-ı -ı 2 -ı a,b *O ve ca 1 db ise, (4.11) den y(bc-da) =-b f(db ) elde 

edilir. Burada be-da *O, -b2 *O ve f(db-l) *O olduğundan bir tek 

y = -b2f(db-1)(bc-da)-l çözümü bulunabilir. 

Ayrıntılı olarak yapılan bu incelemeye göre (4.8) denkleminin 

bir tek x + A.y E S çözümü vardır. Dolayısıyla (S-{0},0),birim ele

manı 1 + A.O = 1 olan, bir yarı gruptur. 

Her a + )..b E S için, O =O + A.O olmak üzere, 

(O + A. O) 9 ( a + A.b) = O a + A. (O b) = O + A. O = O 

dır. 

Her x,y,z e S ve y = a + A.b , z = c + A.d olmak üzere,x9(y® z) 

ifadesini gözönüne alalım. x ~ F ise x = x + A.O olmak üzere, 

dir. 

x9(y~z) = x0( (a + c) + A.(b + d)) 

= x(a + c) + A.x(b + d) 

= xa + xc + A.(xb) + A.(xd) 

= xa + A.(xb) EB xc + A.(xd) 

= x9(a + A.b) EB x0(c + A.d) 

= (x9y) EB (x8z) 



Eğer x 4 F ıse, q =1= O olmak üzere x = p + A.q dur. Buradan, 

x9(y (9 z) = (p + A.q)S((a + A.b) (f) (c + A.d)) 

(p +A.q)S((a+c) +A.(b +d)) 
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= p(a + c)-q -l(b + d)f(p) + A.(q(a + c)-p(b +d) + r(b +d)) 

= (pa-q -lbf(p) + A.(qa-pb + rb)) (f) (pc-q -ldf(p)+A.(qc-pd+rd)) 

= ((p + A.q)B(a + A.b)) (f) ((.p + A.q)8(c + A.d)) 

= ( x9y) (f) ( xQ z) 

olur. O halde soldan dağılma özelliği sağlanır. 

Son olarak, a =1= S iken, 

-a@z(f) S 8 z = y (4.13) 

denkleminin bir tek z E S çözümünün olduğunu gösterirsek (S, (f) ,8) 

sisteminin bir sol yarıcisim olduğuna ilişkin ispatı tamamlamış olu

ruz. Bu denklemin çözülebilir olduğunu göstermek yeterlidir. Çünkü 

z ve w gibi farklı iki çözüm olsaydı, 

-aBz (f) S8z = -aSw (f) S8w 

se(z-w) = a9(z-w) 

olurdu, oysa (S-{0},8) yarıgrup olduğundan bu mümkün değildir. 

a,SE:F ise, (4.3) den -aQz @S8z =y denklemi, 

-zSa ®z9S = y biçiminde yazılabilir. Soldan dağılma özelliğinden 

zQ(-a EB S)= y dır. 

(x + A.y)8(-a + S) =c + A.d 

=> x(-a + S) + A.(y(-a + S)) =c + A.d 

olduğundan tek çözüm, 
-ı ı x + Ay = c(-a + S) + A.(d(-a + S)- ) 

dir. 

S~ f olduğunu varsayalım. Bu takdirde a ve y, S cinsinden ifa

de edilebilir. a =k E F olması halinde y1,y2 ~ F olmak üzere, 

Y = Y1 + SY2 ve z = x + Sy alınabilir. 



-a9z @ S8z = y => -ke(x + Sy) @ S9(x + Sy) = Yı + Sy2 

=> (-kx-S(ky)) @ (-yf(O) + S(x + ry)) =Yı + SY
2 

=> (-kx-y(-s)) + S(-ky + x + ry) =Yı + Sy
2 

olur, Buradan (4.13) e eşdeğer olan, 

-kx + sy =Yı 
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x + ( r-k) y = y 
2 

(4.14) 

sistemi bulunur. 

!::,= 
-k s 2 

=k -kr-s = f(k) 
1 (r-k) 

dır. f(t), F üzerinde indirgenemez polinarn olduğu için,!:,= f(k) *O 
olur ve dolayısıyla (4.14) sisteminin çözümü vardır. 

a fj; F iken b * O , a = a + Sb, Y= y 1 + Sy 2 ve z = x + Sy 

alınırsa, 

-a8z @ S9z = y => -(a + Sb)Q(x + Sy) @ S0(x + Sy) =Yı + SY
2 

=> -ı (-ax +b yf(a) -S(bx-ay + ry)) @ (-yf(O) + S(x + ry))=y
1

+By
2 

-ı 2 => (-ax +b y(a -ra-s) + ys) + !3(-bx + ay-ry + x+ry)=y
1
+By

2 

olur ve buradan, . 
-ı 2 -ı -ı • -ax + (b a -b ra-b s + s)y = Y 

1 

(1-b)x + ay = y
2 

(4.15) 

denklem sistemi elde edilir. (4.15) sisteminin çözülebilirliğini 

katsayılar determinantının sıfırdan farklı olduğunu göstererek belir

leyebiliriz. 

-a -ı 2 -ı -ı b a -b ra-b s + s 

!::,= -ı 2 2 
=-b [a -ra(l-b)-s(l-b)] 

(1-b) a 

olur. Eğer a =O ve b* 1 ise !::, = -s(l-b)(l-b-1) =1= O ve eğer a =I=O 

ve b = 1 ise 
2 

!::, = -a =F O dır. 

a =O ve b= 1 ıse,a = a +Sb=> a =O+ sı=> a= !3 olur bu ise 
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çelişkidir. Çünkü a. =i= 13 iken -cflz @ ~z = y denkleminin çözümü 

araştırılıyor. a =O ve b = 1 durumu ortaya çıkmaz. 

Buna göre her durumda 6 =i= O olduğundan (4.13) ün bir tek çözü

mü mevcuttur. Böylece (S, @ ,9) sistemi bir sol yarıcisimdir. 

Bu örnekte,sonlu veya sonsuz elemanlı bazı sol yarı cisimlerin 

nasıl elde edilebileceğine ilişkin bir yöntem verildi. Bu sol yarı

cisimler genelde, sağdan dağılma, çarpmanın değişme ve birleşme ku

rallarından hiçbirini sağlamaz. Bunları birer örnek ile gösterelim. 

Örneklerin tamamında F = GF(3) = {0, 1,2} olsun. 

z = 1 + A. , w = A. , u = A. şeklinde seçilsin. 

(z @w)Elu = ((1 + A.) {f) A.)8A. = (1 + 2A.)9/, 

= -2 + 2r + 2s + A.(r-1) 

(zElu) <B (w9u) =((ı + A.)El.A) <B (ABA.) 

= ( -f(l) + A.( -1 + r)) (f) ( -f(O) + .Ar) 

= (-1 + r + 2s) + A.(2r-l) 

(4.ı6) ve (4.17) den, 

, {-2+2r+2s = -ı+r+2s 
(zQu) EB (wQu) <=> 

r-1 = 2r-l 

(z <B w)Qu 

elde edilir. (4.18) deki birinci eşitlikten, 

-2+2r+2s = -l+r+2s => r-1 =O => r = ı 

bulunur. Bu değer ikinci eşitlikte yerine yazılarsa, 

r-1 = 2r-1 => O = 1 

olur. Dolayısıyla (4.18) eşitliği gerçeklenmez. Yani 

(z {f) w)9u =i= (z8u) {f) (w8u) 

dur ve sağdan dağılma özelliği sağlanmaz. 

z = 1 + A. , w = 2 + A. olmak üzere, 

z9w = (l+A.)Q(2+A.) = 2-f(l) + A.(2-l+r) 

= l+r+s + A.(l+r) 

(4.16) 

(4.17) 

(4.18) 

(4.19) 



w9z = (2+>..)9(1+>.) = 2-f(2) + >..(l-2+r) 

= 1 + 2r + s + A.(2+r) 

( 4 . 1 9) ve ( 4. 20) den, 

z Elw = wQz => ı+r+s+>..(l+r) = ı+2r+s+>..(2+r) 

=>-r-A. =O 

=> -r = >. 

elde edilir. Oysa rE: F, A.-f.F olduğundan, 

zElw =/= w9z 

dir. 
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(4.20) 

Çarpıma göre birleşme özelliğinin sağlanmadığını yine bir örnek 

üzerinde görelim. 

z = 2>.. , w = 2,\ ve u = >.. alalım. 

(z8w)9u = (2>..82>..)8>.. = (-(-s) + A.(2r))0A. 

= -(2r)-1f(s) + A.(r-s) 

z0(w9u) = 2>..0(2>..9>..) = 2A.El(2s + A.r) 

(4.21) ve (4.22) den, 

= -2r(-s) + >..(s + r 2) 

= 2rs + >..(s + 1) 

(z9w)0u = z9(w9u) <=> 
r -(2r)-1f(s) = 2rs 

1 r-s = s + 1 

elde edilir. (4,23) eşitliklerini ayrı ayrı inceleyelim. 

-(2r)-1f(s) = 2rs => f(s) = -(2r)2rs 

2 
= -r s 

( 4. 2 1) 

(4.22) 

(4.23) 

elde edilir. Eğer r =O ise, f(s) =O dır. r =/=O ise, f(s) =-s 

olur. Oysa her iki durum da,f nin indirgenemez polinarn olması ile 

çelişir. Benzer şekilde, 

s+ 1 = r-s => 1-r + 2s =O => 1-r-s =O => f(l) =O 

sonucuna ulaşılır ki, bu yine f nin indirgenemez polinarn olması ile 

çelişir. O halde, 
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( z9w) !!u =1= zQ ( w9u) 

dur. 

Yukarıda verdiğimiz sol yarıcisim örneğinde, sağdan dağılma, 

çarpmanın değişme ve birleşme kuralları geçerli olmadığından böyle 

bir sistem genel olarak cisim değildir. Eğer cisim olsaydı S de olup, 

F altcisiminde olmayan en çok iki eleman bulunabilirdi. Çünkü F de 

bulunmayan tüm elemanlar (yani a + Ab, b =1= O tipindeki elemanlar) 

f(t) = t 2-rt-s denklemini sağlarlar ve bu denklemin herhangi bir ci-

sım içinde en fazla iki çözümü vardır. Dolayısıyla F = GF(2) ve 

S = {0,1,\,\ + 1} dir. Karşıt olarak F = GF(2) ise, S nin eleman 

sayısı 4 dür. Böylece S den elde edilen P2S projektif düzleminin 

mertebesi de 4 dür ve bu düzlem tektir. Bu nedenle, mertebesi 4 

olan düzlemsel halka cisim olacağından (S, ® ,0) sistemi de cisim 

olmalıdır. F cisminin eleman sayısı n> 3 olduğundan bu cisimden 

elde edilen Hall sisteminin çarpımsal birleşme özelliğini sağlamadı

ğı Teorem 6.1.2 de gösterilecektir. 

Sol yarıcisimler ([oc! ,[ 00] )-Dezargsel düzlemleri belirtirler. 

4.2. Sağ Yar1cisimler üzerinde Projektif Düzlemler 

Tanım 4.2.1: Sağdan dağılma özelliği bulunan herhangi bir kar-
• 

tezyen gruba sağ yarıcisim denir. 

Teorem 4.2.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = ab+c 

üçlü işlemiyle birleştirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin bir 

sağ yancisim olması için gerek ve yeter ko.şullar, 

(i) (S,+) nın, birim elemanı O olan, bir grup olması, 

(ii) (S-{0},.) nın, birim elemanı 1 olan, bir yarıgrup olması, 

(iii) 

(iv) 

(v) 

Her x E S için, x.O =O olması, 

Her x,y,z ~S için, (x + y).z = x.z + y.z olması, 

a =/=b olmak üzere, verilen her a,b,c,d ~S için, xa-xb 

denkleminin bir tek x ~S çözümünün bulunmasıdır. 

ispat: (S,T) bir sağ yarıcisim olsun. Böylece Tl-TS 

c 
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özellikleri sağlanır. Bir sağ yarıcisim, sağdan dağılma özelliği bu

lunan bir kartezyen grup olduğundan (i),(ii),(iii) ve (iv) özellikleri 

sağlanır. 

TS gereğince a =1= b olmak üzere verilen a, b, c, d E_ S için, 

T(x,a,y) =c , T(x,b,y) =d olacak şekilde bir tek (x,y) E s2 vardır. 
T nin tanımından, 

xa + y = c , xb + y = d 

dir. Birinci denklem (-1) ile çarpılıp ikinci denklem ile toplanırsa, 

-xa + xb = -c + d 

olur. -c+ d =e denilirse, -xa + xb =e denkleminin bir tek x E S 

çözümü vardır ve (v) özelliği saglanır. 

Karşıt olarak, (S,T) sistemi (i)-(v) özelliklerinin hepsini sağ-

lasın. 1 + O 1 ve (iv) gözönüne alınırsa, her x ~ S için, 

X = 1. X = ( 1 +0) . X = 1. X + 0 . X = X + 0 • X => 0 . X = 0 

dır. Dolayısıyla her x ~ S için, 

x.O = O.x =O 

dır. 

Her a,b,c E S için, O.b +c = a.O +c =c dir. T nın tanımın

dan, T(O,b,c) = T(a,O,c) =c dir ve Tl sağlanır. 

Her a E S için, l.a = a.l = a olduğundan, l.a+O = a.l+O = a 

dır. Buradan T(l,a,O) = T(a,l,O) = a ve dolayısıyla T2 sağlanır. 

Her a,b,c E S için, (S,+) grup olduğundan, ab + x c ve bura-

dan x = -ab + c biçiminde bir tek x E: S vardır. Bu ne-

denle T(a,b,x) =c olacak biçimde bir tek x E: S vardır ve T3 sağla-

nır. 

(iv) gereğince sağdan dağılma özelliği sağlandığına göre (S,T) 

nin sağ yarıcisim olduğunu göstermek için T4 ve TS özelliklerinin sağ

landığı gösterilmelidir. 

a =1= c olmak üzere a,b,c,d E S ıçın, 

ax + b = cx + d => -cx + ax = d-b => (-c + a) x = d-b 

dir. 
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-ı c =1= a olduğundan, -c + a =1= O dır ve x = (-c + a) (d-b) E S tektir 

ve T4 sağlanır. 

TS özelliği, a,b,c,d ~ S 

xa + y c 

xb + y d 

• a =1= b için, 

sisteminin bir tek (x,y) € s2 çözümünün bulunmasıydı. Burada 

y = -xa + c ve y = -xb + d olup -xa + c = -xb + d ve xa-xb = c-d 

olur. (v) gereğince bu denklemin bir tek x e S çözümü vardır. Dola

yısıyla TS sağlanır. O halde (S,T) ikilisi bir sağ yarıcisimdir• 

Aslında sağ yarıcisimler, sol yarıcisimlerden duallik ilkesi 

yardımıyla elde edilebilir. Daha genel bir durum, aşağıdaki tanım 

ve teoremle açıklanmaktadır. 

Tanım 4.2.2: (S,+,.) düzlemsel halkası üzerinde* işlemi her 

x,y E S için, XKy = y.x şeklinde tanımlansın. Bu şekilde elde edilen 

(S,+,H) sistemine (S,+,.) nın dual sistemi denir. 

Teorem 4.2.2: Eğer (S,+,.) sistemi bir sol (sağ) yarıcisim 

belirterse (S,+,*) sistemi de bir sağ (sol) yarıcisim belirtir. üs

telik (S,+,*), sisteminin duali yine (S,+,.) sistemidir. 

!spat: (S,+,.) bir sol yarıcısım olsun. Her sol yarıcisim, 

düzlemsel halka olduğundan, Teorem 4.2.1 deki (i),(ii),(iii) ve (iv) 

koşullarının sağlandığı gösterilmelidir. (i),(ii) ve (iii) koşulla

rının geçerliliği Teorem 4.1.1 in ispatında görülmüştü, Sağdan dağıl

ma özelliğinin sağlandığını gösterelim. 

(x + y)iiz = z.(x + y) 

= z.x + z.y 

= X*Z +yHZ 

olduğundan (iv) sağlanır. 

Son olarak a =l=b olmak üzere, xHa-xHb =c denkleminin bir tek 

x ~ S çözümünün varlığını araştıralım. 
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H işleminin tanımından, XiKa-xHb = c ıse, a. x-b. x = c dir. (S,+,.) 

sol yarıcisim oldugundan Teorem 4.1.1 in (v) koşulu geregince bu 

denklemin bir tek x E S çözümü vardır. Dolayısıyla (S,+,H) bir sag 

yarı ci simdir. 

(S,+,.) bir sol yarıcisim iken S üzerinde K işlemi, her x,y ~S 

için X*Y =y.x şeklinde tanımlanarak (S,+,*) sağ yarıcismi elde edi

lir. S üzerinde *' işlemi, her x,y E. S için xH'y = Y*X = x.y şeklin.-! 

de tanımlanırsa, (S,+,K) sag yarıcisminin duali olan (s,+,*') sol ya

rıcismi elde edilir. *' ve . çarpma işlemlerine dikkat edilirse, 

(S,+,H') =(S,+,.) 

dır. 

Sağ yarıcisimler ((=),(=))-geçişken düzlemleri belirtirler. 

Sag yarıcısım örnekleri aşagıda verilmektedir. Bu sistemler 

A,B,C,D ile gösterilmekte ve bu sistemlerin genel özellikleri örnek

lerin sonunda belirtilmektedir. Burada sadece, A sisteminin bir sag 

yarıcisim olduğunu göstermekle yetinecegiz. Diger sistemler benzer 

biçimde gösterilebilir. 

Örnek 4.~.1 (Hall,l943): 

S {0,1,2,A,A+l,A+2,2A,2A+l,2A+2} 

olsun. S üzerinde @ ise F = GF(9) cisminin toplama işlemi olsun. 

(Yani aA + b $ cA + d = (a + c) A + (b + d) olsun. Buna göre, 

A + A= 2A, 1 EB2 = A@2A =0, ••. v.s. olur) 

S üzerinde@ işlemi çizelge 4.1 ile verilmektedir. 
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Çizelge 4. ı. S üzerinde @ işlemi. 

@ o ı 2 A.+ ı A.+2 2A. 2t..+ı 2).+2 

o o ı 2 A. A.+ ı A.+2 2A. 2A.+l 21..+2 

ı ı 2 o t..+ı A.+ 2 A. 2t..+ı 21..+2 2A. 

2 2 o ı A.+2 A. t..+ı 21..+2 2A. 2A.+l 

A. A. t..+ı A.+2 2A. 2t..+ı 21..+2 o ı 2 

;ı.+ ı t..+ı A.+2 A. 2t..+ı 21..+2 2A. ı 2 o 

A.+ 2 t..+2 A. t..+ı 21..+2 2A. 2t..+ı 2 o ı 

2A. 2A. 2t..+ı 2A.+ 2 o ı 2 A. t..+ı A. +2 

n+ ı 2t..+ı 21..+2 2A. ı 2 o A.+ ı A + 2 A. 

2A.+ 2 21..+2 2A. ı 2 o ı A.+ 2 A. A.+ ı 

s üzerinde ® işlemi ıs e aşagıdaki, Çizelge 4.2 ile tanımlanmış 

olsun, 

Çizelge 4.2. indirgenemez polinomu f(t) = 2 
t -t-1 olan A-sistemi: 

® o ı 2 A.+l ).+2 2A. 2t..+ı 21..+2 
------------·1 

o o o o o o o o o o 

ı o ı 2 A. A.+l A.+2 2A. 21..+1 21..+2 

2 o 2 ı 2A. 21..+2 21..+1 A. A.+2 A. +ı 

A. o 'A. 2/.. A.+l ı 2A.+ 2 t..+2 2 2A.+ ı 

t..+ı o t..+ı 21..+2 2A.+l A.+2 ı 2 2A. A. 

A.+2 o A.+2 2>..+1 ı 2A. A. 2>..+2 A.+l 2 

n o 2A. A. 2>..+2 2 >..+ı 2>..+1 ı >..+2 

n+ı o 2A.+l . >..+2 2 A. 2A. A.+l 2>..+2 ı 

2>..+2 o 2>..+2 A.+l >..+2 2>..+1 2 ı A. 2A. 
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(S, @, ®) sisteminin bir sağ yarıcisim olduğunu göstermeye 

çalışalım. 

(1) (S, @) nın, birim elemanı O olan, bir değişıneli grup ol-

duğu aşikardır. 

(2) (S-{0}, ®) nın, birim elemanı 1 olan, bir yarıgrup oldu-

ğunu gösterelim. 

Çizelge 4. 2 incelendiğinde her bir satırda ve her bir sütunda 

S nın elemanlarının sadece bir kez bulunduğu görülecektir. Dolayı-

sıyla, 

(i) Her m,nE:S-{0} için,m®x=n olacakbiçimde birtek 

x E. s- {O} vardır, 

(ii) Her m,n 0 S-{0} için x®m=n olacak biçimde bir tek 

x E S-{0} vardır, 

özelliklerinin sağlandığını hemen söyleyebiliriz. Yine aynı çizelge-

den 

(iii) Her x ~ S için x ® 1 1 ®X= X 

olduğu görülmektedir. 

Bu özellikleri birer örnek ile gösterelim. 

A. + 1,2A. E. S-{0} için, x ® A.+l = 2A. oJ.acak biçimde bir tek 

H2 c S-{0} vardır. Benzer şekilde 1,+1 ® x = 2A. denkleminin bir 

tek 2A.+l E S-{0} çözümü vardır. 

(i),(ii) ve (iii) den (S-{0}, ®),birim elemanı 1 olan, bir 

ya.rıgruptur. 

(3) Yine çizelge 4.2 ye göre her x E S ıçın, 
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x®Ü=Ü®x=O 

dır. 

(4) Her x,y,z E S için, 

(x EB y) ® z = (x ® z) Q1 (y ® z) 

özelliğinin sağlandığını göstermek için, x,y,z nin S de alabileceği 

değerler düşünülürse,9.9.9 =729 hali ayrı ayrı hesaplayıp kontrol 

etmek gerekir. Ancak EBişleminin komutatif olması nedeniyle x EB y 

45 farklı şekilde, z ise 9 farklı şekilde seçilebileceğinden, 

45. 9= 405 hal i incelemek yeterli olacaktır. Hesaplamalar yapılarak 

bunlar gösterilebilir: 

Örneğin, 

(A. (f) ~t+l) ® 2A = 2:\ + ı ® 2:\ = A.+ ı 

ve 

(:\ ® 2:\) EB(:\ + 1 ® 2:\) = :\ + 2 EB 2 = :\ + 1 

olduğundan, 

dır. 

ve 

(A ® ~t+l) ® 2A = (:\ ® 2:\) EB (A + 1 ® 2A) 

Benzer şekilde, 

(A + 2 EB 2A)® :\ +ı = 2® A.+l 

= 2:\ + 2 

(lt + 2 ®lt + 1) EB (2:\ ® lt+ 1) = 2:\ EB 2 

= 2:\ + 2 

olduğundan, 

(:\+2 EB 2:\)® lt+ 1 = (A+2 ® A.+ı) €1:3 (2:\ ® A-1-1) 

dir. 

(5) a *b olmak üzere verilen a,b,c E S için, 

(X (8) a) - (X \2) b) = C 

denklemini gözönüne alalım. (S, EB) değişme li grup olduğundan, 

(x ®a)-(x ®b)= c =>x ®a = (x ®b) $C 

dir. 

(4.24) 
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Çizelge 4.2 de dikkate alınan her bir sütun ikilisi için aynı 

satırda bulunan eleman ikililerine bakılacak olursa, biri digerinin mut

laka t E S fazlası kadardır. Üstelik bu deger her bir satır için degiş

mektedir. Dolayısıyla verilen her a,b,c E. S , a =1= b için, 

x ® a = x ®b (B c özelliginde bir tek x E. S vardır. Böylece (4. 24) 

eşitliginin bir tek x E S çözümü vardır. 

Bu özelligide bir örnek ile gösterelim: 

;>.., ZA,A. +lE S için, 

x ® ).. -x ® 2).. = A. + 1 

eşitligini sağlayan x E S degerini bulalım. 

X ® A = X ® 2;>.. (B A + ı 

oldugundan çizelge 4.2 den görüldügü gibi, x = 2;>.. + 2 bulunur. 

(S, (B, ®) sag yarıcismi standart özelliklerinden daha fazlasını 

saglamaz. Soldan dagılma özelliginin ,çarpmanın degişme ve birleşme ö

zelliklerinin sağlanmadıgını birer örnekle gösterelim. 

A. + ı ® (2 (B ;>..) = ;..+ı ® ;..+2 = ı 

oldugu halde 

( >..+1 ® 2) E9 (A+l ® ;>..) = 2;..+2 (B 2>..+1 ;>.. 

dır. 

2>..+1 ® ;..+2 = 2A. ve ;..+2 ® 2>..+1 = ;>..+1 

olduğuna dikkat edilirse, çarpmanın degişme özelliği yoktur. 

(A. ®U) ®\+2 = ;..+2 ®;>..+2 = A. 

ve 

;>.. ® (2A ® \+2) = \® \ +1 = 1 

olduğundan ® işlemi birleşme özelligini sağlamaz. 

Aynı S kümesi üzerinde ®işlemi yine çizelge 4.1 deki gibi tanım

lansın. Çarpma işlemleri aşagıdaki çizelgelerde verilmiş olan her bir 

(S, @, ®) sistemi de bir sağ yarıcisimdir. 
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Çizelge 4.3.1ndirgenemez polinomu f(t) 
2 

= t - 2 olan B-sistemi. 

® o ı 2 A :\+1 :\+2 2 )c 2:\+1 n+2 

o o o o o o o o o o 

ı o ı 2 A :\+1 A +2 2:\ 2:\+1 2:\+2 

2 o 2 ı 2:\ 2A+2 2:\+1 A A +2 :\+1 

A O A 2:\ 2 2:\+1 :\+1 ı 2:\+2 :\+2 

:\+ı o :\+1 2:\+2 :\+2 2 2A 2:\+1 A ı 

:\-l-2 o :\+2 2:\+1 2:\+2 A 2 :\+1 ı n 

2:\ o 2:\ A ı :\+2 2:\+2 2 :\+ı 2:\+1 

n+ı o 2:\+1 :\+2 A +ı 2A ı 2A+2 2 A. 

2:\-l-2 o 2:\+2 :\+1 2:\+1 ı A :\+2 2:\ 2 

Çizelge 4.4. 1ndirgenemez polinomu f(t) = t 2
-t-2 olan C-sistemi. 

® o ı 2 A :\+1 :\+2 2:\ n+ı 2A+2 

o o o o o o o o o o 

ı o ı 2 A :\+1 :\+2 2A n+ı 2A+2 . 
2 o 2 ı 2:\ 2A+2 2:\+1 A :\+ 2 :\+1 

A o A n+ı :\+2 ı 2A :\+1 2A+2 2 

:\+1 o :\+1 2:\ 2:\+2 :\+2 2 ı \ n +ı 

;\+2 o :\+2 2:\+2 2 2;\ ;A_+l 2:\+1 ı A 

2A o 2:\ :\+2 2:\+1 2 A n+2 ;A_+ ı ı 

2:\+ı o n+ı :\+1 ı A 2:\+2 :\+2 2 2A 

n+2 o 2:\+2 A :\+ı n+ı ı 2 2:\ :\+2 
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Çizelge 4.5. indirgenemez poJinomu f(t) = t 2
-2t-1 olan D-sist<>ır.i. 

® o ı 2 A. A.+l A.+2 n 2A.+l 2A.+2 

o o o o o o o o o o 

ı o ı 2 A. A.+l A.+2 2A. n+ı 21..+2 

2 o 2 ı 2A 2A.+2 n+ı A. t..+2 t..+ı 

A. o A. 2A 2A.+l A.+2 ı 2A.+2 t..+ı 2 

A.+l o t..+ı n+2 ı 2A. A. A.+2 2 n+ı 

A.+2 o A.+2 2A.+l t..+ı ı 21..+2 2 n A. 

2A. o 2A. A. A.+2 2A.+l 2 A.+ı 2A.+2 ı 

n+ı o 2A.+ı A.+2 n+2 2 t..+ı ı A 2A 

2A.+2 o 2A.+2 t..+ı 2 A. 2A 2A.+ı ı A.+ 2 

Bu sistemlere Veblen-Wedderburn (VW)sistemleri de denilmektedir.Do

kuz elemanlı VW sistemlerinden sonlu cisim yanında, çizelge 4.2,4.3,4.4 

ve 4.5 ile verilenve izomorf olmayan dört tanesi mevcuttur. Her bir 

• sistemde toplamsal grup, mertebesi 9 olan elemanter abelyen gruptur. 

(x ® y) ® z = x ® (y ® z) genelde dogru olmamakla birlikte özel olarak 

x = 2 için geçerli olduğundan bu eleman soldan birleşme özelliğini sağ

lar fakat C-sisteminde merkezin elemanı değildir. 

A,B ve D-sistemlerinde 0,1,2 merkezin elemanlarıdır fakat C-siste

mının merkezi sadece 0,1 elemanlarından ibarettir. A,B,C,D sistemleri 

cebirsel olarak izomorf olmadıkları halde aynı (izomorf) düzlemleri ko

ordinatlamada kullanılabilmektedir (Hall, 1943). 
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Örnek 4.2.2: Örnek 4.1.1 deki sol yarıcisün elde etme yöntemi 

ile oluşturulan (s,+,0) sistemi, Teorem 4.2.2 uygulanarak dualleşti

rilir ve F = GF(S) olmak üzere, 

2 f(t) =t -2 

alınırsa elde edilen. (S, +,x) sistemi bir sağ Hall sistemi olur. 

Şöyleki, 

x +Ay, u + AV E S 

olmak üzere, 

(x + AY)*(u +Av)= (u+ Av)S(x +Ay) 

= Jux + A(uy) 

l -ı 2 ux-v y(u -2) 

, v =O iken 

+ A(xv-yu) , v *O iken 

biçiminde tanımlanan (S,+,*) sistemi bir sağ yarıcisimdir. 

4.3. Yarıcisimler üzerinde Projektif Düzlemler 

Tanım 4.3.1: Hem sağdan ve hemde soldan dağılma özelliği bu

lunan herhangi bir kartezyen gruba yarıcisim (quasifield, bazen de 

semifield) denir. 

Teorem 4.3.1: ReDhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = a.b+c 

üçlü işlemiyle birleştirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin bir 

yarı cisim olması için gerek ve yeter koşullar, 
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i) (S,+) nın, birim elemanı O olan, bir grup olması, 

ii) (S-{0},.) nın, birim elemanı 1 olan, bir yarıgrup olması, 

iii) Her xE S ıçın x.O =O (veya O.x =O) olması, 

iv) Her x,y,z E. S ıçın, 

x.(y + z) = x.y + x.z ve (x + y).z = x.z + y.z 

olmasıdır. 

İspat: Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.2.1 in birleştirilmesiyle he

men görülür. Şöyleki: (S,T) ikilisi bir yarıcisim ise, aynı zamanda 

sağdan ve soldan dağılma özelliği bulunan bir kartezyen gruptur. Do

layısıyla (i),(ii),(iii) ve (iv) özellikleri sağlanır. 

Karşıt olarak (i),(ii),(iii) ve (iv) özellikleri sağlanıyor ise, 

bu koşullar yardımıyla Tl-TS in gerçeklendiği daha önce gösterilmişti 

(Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.2.1). (iv) den sağdan ve soldan dağılma ö

zelliği sağlandığına göre (S,T) ikilisi bir yarıcisimdir• 

Bir P(S,T) projektif düzleminin, (S,T) üçlü halkasının (S,+,.) 

cebirsel yapısının yarıcisim olması ile bu projektif düzlernin 

([ oq , [ oo] )-geçişken ve ((oo), (00)) -geçişken olması eşdeğerdir. 

Biri sonlu, diğeri sonlu olmayan iki tane yarıcisim örneği aşa

ğıda verilmektedir. Bu örneklerde kullanılacak olan bazı tanım , te

orem ve özellikler, örneklerden önce verilmektedir. 

Cardan Formülleri: 

3 . 
x + px + q = O şeklindeki bir denklemin kökleri aşağıdaki bi-

çimde bulunabilir. 

fT3 
M=-i+vt+-!r 

olmak üzere, 6 = 4~ 3 + 27q2 iken, x1,x2,x3 kökleri aşağıdaki çizelge

de verilmektedir (Süray, 1962). 
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Çizelge 4.6. 3 
x +px+ q O tipindeki denklemin kökleri. 

6>0 veya 6 <o 6 =o 

xl ~M + l·; 2 30 
2 

3/M +3/N" 3(M_3/"N [3 3/q 
x2 - + ı V-

2 2 2 

3j; +31; 3/M:-3~ 3 /q 
x3 - -i . - /:3 1 2 = x2 2 2 

Örnek 4.3.1: Q, rasyonel sayılar cısmı olmak üzere, (S, @ ,8) 

sistemi aşagıdaki şekilde tanımlansın. 

S = {(x,y,z) : x,y,z E Q } 

(x,y,z) @ (u,v,w) = (x+u,y+v,z+w) 

(x,y,z)9(u,v,w) = (xu+2yw+2zv,xv-yu-16zw,xw+zu+yv) 

(S, E9 ,El) sisteminin bir yarıcisim oldugunu gösterelim. 

(1) (S, E9) nın, birim elemanı (0,0,0) olan, bir degişmeli 

grup oldugu açıktır. 

(2) (S-{(0,0,0)18) nın bir yarıgrup oldugunu gösterelim. 

(i) Her (a,b,c) =/= (0,0,0) için, 

(a,b,c)8(x,y,z) = (p,q,r) 

denkleminin bir tek (x,y,z) E S çözümünün olduğunu gösterelim. 

(4.25) denkleminden, 

(ax + 2bz + 2cy,ayfbx-16cz,az+cx+by) = (p,q,r) 

yazılabilir. Bu denklemin bir tek çözümünün bulunması, 

(4.25) 

ax+2cy+2bz = p 

bx~y-16cz = q 

cx-j-by + az = r (4.26) 

sisteminin Q da bir çözüm takımının bulunması demektir. 



a 2c 

b a 

c b 

2b 

-16c 

a 

(4.27) 

katsayılar matrisinin determinantında, (a,b,c) * (0,0,0) olduğundan, 

değişik durumlar incelenerek~* O olduğu aşağıda gösterilmektedir. 

a,b,c den herhangi ikisi O olsun; 

a,b =o, c*O 
3 => ~ =-36c =1= O 

=o, b* o 
3 

*o a,c => ~ = 2b 

b,c = o, a*O =>~ = 
3 

*o a 

olduğundan, bu durumda (4. 26) sisteminin çözümü vardır. 

a,b,c lerden yalnızca biri O iken, 
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a =O 

b =o 

3 3 => 2b -32c =O => b3 = 16c
3 

=>b = 3v1.6c = 2 Vi.c ~ Q. 

=> a 3 = 32c3 => a = 2 V4" c 4- Q 

olur. Böylece (4.26) sisteminin bir çözüm takımı ve dolayısıyla (4.25) 
• 

denkleminin bir tek çözümü vardır. 

a,b,c lerden herbirinin O dan farklı olması halinde bunlardan 

herhangi ikisinin rasyonel sayı olduğu kabul edilirse, üçüneünün ras

yonel olamayacağı ~ = O denkleminin kökleri yardımıyla gösterilmek

tedir. 

~ =- a3 + 2b 3 -32c3 + 12abc 

denkleminde b = 2, c = 1 olsun. Bu takdirde, 

a3 + 24a-16 = O 

elde edilir. Bu denkleme Cardan Formüllerini uygulayarak, çizelge 

4.6 yardımıyla a
1
,a

2
,a3 köklerini bulalım. 

p = 24 , q = -16 olduğundan, 



dır. 

3 2 o=4p +27q =4.13824+27.256=62208>0 

M =-::+fl:? => 
2 4 27 

16 j 256 13824 
M=-+ --+ ---

2 4 27 

= 8 + v's76 
= 32 

N=- ::_M=> N= ~-J56+ 13824 
2 4 27 2 4 27 

8- vfs76 
-16 

olup, hesaplanan bu değerler yardımıyla, 

a = \132 + v-=-uı = 2Vt;- 2Vz 
ı 

3 r:::: 3 --v 32 +V-ı6 

2 
-+ 

a3 = -( 3\1;-4- 3y'2)-i( 3y4 +3y2).y'3 

= ( 3y2-3y'4) -i( 3y-4- + 3y'2).y3 
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elde edilir. a1,a2,a3 ı Q olduğundan, Q da~= O olamaz. Dolayısıyla 

b ve c rasyonel sayılar iken, a rasyonel sayı olmadığından ~ *O dır 

ve (4.25) denkleminin bir tek (x,y,z) E S çözümü vardır. 

(ii) Her (a,b,c) * (0,0,0) için, 

(a,b,c)8(x,y,z) = (ax + 2bz+2cy, ay+bx-16cz,az+cx+by) 

ile 

(x,y,z)9(a,b,c) = (xa+2yc+2zb,xb+ya-16zc,xc+za+yb) 

eşitlikleri karşılaştırılırsa, e işleminin komutatif olduğu kolayca 
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görülür. Bu nedenle (4,25) denkleminin bir tek (x,y,z) E: S çözümü 

varken (x,y ,z)8(a,b,c) = (p,q,r) denkleminin de bir tek çözümü 

vardır. 

(iii) (S-{(0,0,0)},8) sisteminin birim elemanını araştıralım, 

Her (a,b,c) E S için, 

(a,b, c)S(x,y,z) (x,y,z)9(a,b,c) = (a,b,c) 

olmalıdır. 

(a,b,c)B(x,y,z) = (a,b,c) 

den, 

(axt2bz+2cy,ay-tbx-16cz,azf-cxt-by) = (a,b,c) 

ve buradan da, 

ax + 2 ey + 2b z = a 

bx + ay -16cz = b 

cx + by + az = c 

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemini çözerek, (x,y,z) 

yi bulalım. Bunun için sırasıyla ~. ~x, ~y ve ~z değerlerini he

saplayalım. 

a 2c 

b a 

c b 

a 2c 

& = b a 

c b 

a a 

~y b b 

c c 

a 2c 

~z = b a 

c b 

bulunur. Buradan, 

2b 

-16c 

a 

2b 

-16c 

a 

2b 

-16c 

a 

a 

b 

c 

3 2 3 
a + 2b -32c + 12abc * O 

3 2 3 
a + 2b -32c + 12abc * O 

o 

= o 
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6.x 6.y !:::.z 
X = -z::;. = 1 , y = ~ = 0 z =- = o 

!:::, 

olduğundan çarpımsal birim eleman (x,y,z) = (1,0,0) dır. 

Böylece (S-{(0,0,0)},8) sisteminin, birim elemanı (1,0,0) olan, 

bir yarıgrup olduğu gösterilmiş olur. 

(3) Her (x,y,z) E S ıçın, 

(x,y,z)8(0,0,0) = (0,0,0)8(x,y,z) = (0,0,0) 

dır. 

(4) (x,y,z), (u,v,w), (p,q,r) E. S için, 

(x,y,z)B((u,v,w) @ (p,q,r)) = (x,y,z)0(u+p,v+q,w+r) 

(x(u+p)+2y(w+r)+2z(v+q), 

x(v+q)+y(u tp) -16z (w+r) , 

x(w+r) + z(u+p) + y(v+q)) 

= (xu+xp+2yw+2yr+2zv+2zq, 

xv+xq+yu+yp-16zw-16zr, 

xw+xr+zu+zp+yv+yq) 

(xu+2yw+2zv,xv+yu-16zw,xw+zu+yv) 

@ (xp+2yr+2zq,xq+yp-16zr,xr+zp+yq) 

= ((x,y,z)8(u,v,w)) @ ((x,y,z)B(p,q,r)) 

olduğundan, soldan dağılma özelliği sağlanır. Benzer şekilde, 

((x,y,z) @ (u,v,w))8(p,q,r) = (x+u,y+v,z+w)8(p,q,r) 

bulunur. Buradan, 

= ((x+u)p+2(y+v)r+2(z+w)q, 

(x+u)q+(y+v)p-16(z+w)r, 

(x+u)r+(z+w)p+(y+v)q) 

(xp+up+2yr+2vr+2zq+2wq, 

xq+uq+yp+vp-16zr-16wr, 

xr+ur+zp+wp+yq+vq) 
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((x,y,z) @ (u,v,w))O(p,q,r) = (xp+2yr+2zq,xq+yp-16zr,xr+zp+yq) 

@ ( up+2vr+2wq, uq-+vp-16wr, ur+wp+vq) 

((x,y,z)8(p,q,r)) @ ((u,v,w)Q(p,q,r)) 

olduğundan, sağdan dağılma özelliği sağlanır. (1), (2), (3) ve (4) özel

liklerine göre (S, @ ,0) sistemi bir yarıcisimdir. 

Verilen bu yarıcisim örneğinde de 0 işleminin birleşme özelliği 

yoktur. Bunu yine basit bir örnekle hemen görebiliriz, Şöyleki; 

(0,0,1)0((1,0,1)0(0,1,0)) = (2,0,2) 

iken, 

((0,0,1)0(1,0,1))0(0,1,0) = (2,0,-16) 

dır. 

Tanım 4.3.2: F bir cisim olsun. Bu cisim üzerinde, 

ep F -+ F 

bire-bir ve örten fonksiyonu her x,y G F için, 

ep(x + y) = ep(x) + '(y) 

ep(xy) = ep(x)ep(y) 

koşullarını da sağlıyorsa, ep ye F nin bir otomorfizmi denir. 

Teorem 4, 3. 2: S son lu bir küme olmak üzere, (S,+,.) siste

mının bir yarıcisim olması için, gerek ve yeter koşullar; 

(a) (S,+ ) nın, birim elemanı O olan, bir grup olması, 

(b) Her x E S için, l.x = x. 1 = x olacak şekilde 1 E S nın mev

cut olması, 

(c) x.y = O ise, x = O veya y = O olması, 

(d) Her x,y, z E. S için, 

x.(y + z) = x.y + x.z 

(x + y).z = x.z + y.z 

bağıntılarının gerçeklenmesidir. 

Bu teoremin (a),(b),(c) ve (d) koşullarının,Teorem 4.3.1 in 
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(i),(ii),(iii) ve (iv) koşullarını gerktirdigi ve tersine Teorem 4.3.1 

deki (i),(ii),(iii) ve (iv) özelliklerinin Teorem 4.3.2 deki (a),(b), 

(c) ve (d) yi gerektirdigi gösterilebilirse, teoremin isbatı verilmiş 

olacaktır. Çünkü bu durumda, Teorem 4.3.1 ve Teoerm 4,3,2 nin eşde

ger olduğu gözönüne alınırsa, bir sistemin yarıcisim oldugunu göster

mek için bu iki teoremden herhangi biri kullanılabilir. Bu açıklama

lardan sonra teoremin isbatını verebiliriz. 

İspat:. Teorem 4.3.1 deki (i),(ii),(iii) ve (iv) koşulları sag

lansın. 

(i), (iv) <=> (a), (d) ve (ii) => (b) 

dir. 

x.y =O ve x *O olsun. (iii) den x.y = x.O olur ve 

-ı -ı x ·XY = x .~o oldugundan y =O dır. 

y *O olsun. Yine (iii) den x.y = O.y 

sıyla x =O dır. Böylece x.y =O ise, 

zelliği saglanır. 

Benzer şekilde, 
-ı -ı ve x.y.y = O.y.y 

x =O veya y =O 

x.y = O ve 

olur, dolayı

dır ve (c) ö-

Karşıt olarak, Teorem 4.3.2 deki (a),(b),(c) ve (d) koşulları

nın saglandığını kabul edelim. 

(a), (d) <=> (i), (ii) 

dir. Eğer x.y =O ise, (c) den x =O veya y =O oldugundan, her 

x E S için, x.O = O.x = O dır. Bu ise (iii) nın saglanması demek

tir. 

x.a =b , (b *O) olsun. (c) den x *O ve a *O olur ve 

x = b-a -ı f. S tektir. Aynı nedenle ax = b denkleminin de bir tek 

-ı x = a ·h f. S çözümü vardır. listelik (b) geregi çarpımsal birimin 

varlığı bilindigine göre, (ii) sağlanıra 

Şimdi ver.eceğimiz sonlu yarıcisim örneği, "birleşimli olmayan 

bölümlü cebir" adıyla, Albert tarafından verilmiştir. 

Örnek 4.3.2 (Albert, 1952): p * 2, herhangi bir asal sayı 



so 

ve r de r > 1 özelliğinde bir tek tamsayı olmak üzere, GF(pr) cısını

nı düşünelim. GF(pr) üzerinde, + işlemini aynen tutup yeni bir e 

işlemini, 

biçiminde tanımlayalım. 

eşiernesinin GF(pr) üzerinde bir otomorfizm olduğu kolaylıkla görülebi

lir (Kaya, 1978). Bu nedenle soldan ve sağdan dağılma özellikleri 

sağlanır. Çünkü, 

ve 

dir. 

ı 

xEl(y + z) = 2 (x(y+z) p + xp (y+z)) 

(x + y)Qz 

= xey + x8z 

ı 

=-- ((x + y)zp + (x + y)pz) 
2 

ı 
- (xzp + yzP + (xp + yp) z) 

2 

ı 
ı 

2 
(xzP + xpz) + 2 (yzp + ypz) 

= x9z + yez 

r 
(GF(p ) ,+,e) sisteminin sıfır böleni yoktur. Çünkü sıfır bölen 



olsa idi x * O , y *O iken, x@y = O olurdu. Buradan 

yanı 

xyp + xpy =O 

olur. Buradan, 

P -ı p -ı 
y y = -x x 

elde edilir. 
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(pr-1)/(p-1) =m yazılırsa, p ve r tek olduğundan, pr tek sayı-

dır ve 

dır. 

r (p -1) 1 (p-1) 

r 

r . 
r-ı Zp 

bl 

m = ~ pr-ı ı d ( k) · d 1 ~ top amın a r te adet terım var ır ve p asa 
j=l ·r-i 

sayı olduğundan, her bir p değeri tektir. İki tek sayının toplamı 

çift, ve bir tek sayı ile bir çift sayının toplanu da tek olduğundan, 

m tek sayıdır. Dolayısıyla, 

p-1 = p-1 y -x 

=> 

dir. 

GF(pr), pr elemandan oluşan sorrlu bir cısım ve karakteristiği 

p olduğundan, GF(pr) nin çarpımsal grubu pr-ı elemandan oluşur. Bu 

nedenle GF(pr) nin sıfırdan farklı her elemanı için, 



r 1 
xP - = 1 

eşitligi geçerlidir (Cohn, 1974). Buradan, 

1 = ( -l)m 

elde edilir. Oysa m tek sayı oldugundan bu mümkün degildir ve 
r (GF(p ),+,9) nın sıfır böleni mevcut olmaz. Dolayısıyla da her 

X E:F, X =/= 0 için, 

x = u81 = f (u + up) 

olacak biçimde bir tek u =1=0 vardır. 
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GF(pr) üzerinde, x = u91 = ~ (u + up) olmak üzere, a(x) =u 

bire-bir eşlemesini ve bunun yardımıyla; 

x * y = a(x)Bu(y) 

bagıntısıyla verilen D= (GF(pr),+,H) sistemini oluşturalım. Bu şe

kildi oluşturdugumuz D-sisteminin bir yarıcisim oldugunu Teorem 4.3.2 

yardımıyla gösterelim. 

(GF(pr),+), birim elemanı O olan, bir degişmeli gruptur. 

x EGF(pr) için, x = u81 =}(u+ up) ve 1 = 181 =f (1 + 1) 

oldugundan, 

xHl = a(x)9a(l) = u91 ı (u + up) =ı 

dir. Benzer şekilde, 

lHx = a(1)8a(x) = ıeu ı (up+ u) • =ı 

oldugundan, çarpımsal birim eleman 1 dir. 

D sisteminin sıfır böleni yoktur. Şöyleki, 

x =1= O ve y =1= O iken x~ =·o oldugunu varsayalım. 

=X 

=X 

x = u91 =İ (u+ up) => a.(x) =u ve y = veı = ~(v+vp)=> ct.(y)= v 

dir. 

x~ =O =:>a(x)Sa(y) =O => u9v =O =>u =O veya v =O dır. 

Eger u =O ise, x = u91 = 081 =O olur. Eger v=O ise, y=v91=09l=Ü 



olur. Bu ise hipotezle çeli~ir. Dolayısıyla, x *O ve y *O iken 

X*Y *o dır. 

Dağılma özelliklerinin sağlandığını gösterelim. 

·r 
x,y,z E. Gf(p ) ; X ;:=: u(H ' y = v81 ' z = weı ıçın, 

x + y = u0 ı + v~n = (u + v) s ı 
dir. Ayrıca, a(x + y) =u+ v = a(x) + a(y) oluduğundan, 

(x + y)*z = a(x + y)0a(z) 

= (a(x) + a(y))Ga(z) 

= (a(x)Ga(z)) + (a(y)Ga(z)) 

= XiKZ + y:KZ 

dir. Benzer şekilde 

xx(y + z) = XHy+ X:KZ 

olduğu hemen görülebilir. 
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5. ALTERNE YARIC1S1MLER üZERiNDE PROJEKTiF DüZLEMLER 

5.1. Alterne Yarıcisimler 

Tanım 5.1.1: Sağ ve sol alterne kurallarını gerçekleyen, yanı 

her x,y ~ S için, 

(xy)y = x(yy) ve (xx)y = x(xy) 

özelliklerine sahip, herhangi (S,+,.) yarıcismine alterne yarıcısım 

denir. (Literatürde bunun için alterne bölümlü halka, alterne halka, 

alterne cisim, .•• v.b. isimler de kullanılmaktadır.) 

Tanım 5.1.2: Herhangi bir (S,T) yarıcisminin (S-{0},.) çar

pımsal yarıgrubu sağ ters birleşimli ise (yani her x,ye S-{0} için 

(y:x).x-l =Y olacak şekilde bir x- 1€. S-{0} varsa) (S,T) ye sağ ters 

birleşimli yarıcisim, çarpımsal yarıgrubu sol ters birleşimli ise 

(yani xer x,y~ S-{0} için x-:(x.y) = yolacak şekilde bir x-l~ S-{0} 

varsa) (S,T) ye sol ters birleşimli yarıcisim denir. Hem sağ, hem de 

sol ters birleşimli yarıcisme yalnızca ters birleşimli yarıcisim 

denir. 

Şimdi vereceğimiz teoremlerde (Kaya, 1978) esas alınmıştır. 

Teorem 5.1.1: Herhangi bir (S,T) yarıcisminin sağ ters birle

şimli olması için gerek ve yeter koşul P(S,T) nin (=)ox özelliğinde

ki her x doğrusu için (x,x)-geçişken olmasıdır. 

Teorem 5.1.2: Herhangi bir P projektif düzleminin Moufang 

(Küçük Dezargsel) olması için gerek ve yeter koşul d ve e gibi farklı 

iki doğru için (d,d)-geçişken ve (e,e)-geçişken olmasıdır. 

Bu iki teoremden, herhangi bir (S,T) yarıcismi sağ ters birleşim

li ise P(S,T) projektif düzleminin Moufang düzlemi olduğunu söyleyebi

liriz. 

Teorem 5.1.3 (Skornyakov-San Soucie Teoremi): Her sağ ters 



birle13inıli yarıcisim aynı zamanda alterne yarıcisimdir. 

Teorern 5. 1. 4: Her alterne yarı c is im sa~ ve sol ters birleşme 

özelliklerini de sa~lar. 
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Teorem 5. 1. 5 (Artin-Zoru Teoremi): Her sorilu alterne yarıcisim 

aynı zamanda cisimdir. 

Dikkat edilirse, alterne yarıcisimler ile sağ ters birleşinıli 

yarıcisimlerin aynı cebirsel yapılar olduğu söylenebilir. Dolayısıy

la bir alterne yarıcisim tarafından belirlenen (üçlü halkaları alter

ne yan.cisim olan) projektif düzlemler Houfang düzlemleridir. Teorem 

5.1.5den,sonlu Houfang düzlemlerinin hepsicisim düzlemleri olmak

tadır. 

5.2. Alterne Yarıcisim örneği 

Örneği vermeden önce,. kuaterniyonlar halkasını hatırlatarak 

kuaterniyon çarpımının bazı özelliklerini verelim. 

Tanım 5.2.1 (Kuaterniyonlar Halkası): (6~,+,.) gerçel sayılar 

cismi olmak üzere, 

Q = {(a0,al,a2,a3) a. E 11l , i = O, 1, 2, 3} 
.ı 

kümesi verilsin. Bu kümenin elemanları kuaterniyonlar olarak isimlen

dirilir. 

a.,b.Etfl 
ı ı 

yardımıyla, 

olmak üzere Q üzerinde <D ikili işlemi, d~ nin + işlemi 

(a
0

,a
1
,a

2
,a

3
) <D (b

0
,b

1
,b 2 ,b

3
) = (a

0 
+ b

0
,a

1 
+ b

1
,a

2 
+ b

2
,a3+ b 3) 

şeklinde tanırnlansın. 0 ikili işlemi de 

.(a
0
,a

1
,a

2
,a

3
)0(b

0
,b

1
,b

2
,b

3
) = (a0b 0-a1b

1
-a2b2-a3b 3, 

aobı + aıbo + a2b3-a3b2' 

a0b2-alb 3 + a2b0 + a3bl, 

a0b3 + alb2-a2bl + a3b0) 
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şeklinde tanımlanan (Q,@,S) sistemine kuaterniyonların bölümlü halka

sı veya kısa:c.a kuaterniyonlar halkası denir. 

Kuaterniyonların çarpımıarının bazı özelliklerini şöyle verebi

liriz. 

dır. 

dir. 

dır. 

dır. 

(1) x ~ Q, x = (x0,x1 ,x2,x3) ve x = (x0,-x1,-x2,-x3) ıse, 

x = (x0 ,x
1

,x2 ,x3) 

(2)xE>y = (xoyo + xlyl + x2y2 + x3y3,-xoyı + xly0-x2y3 + x3y2, 

-x0y2 + xly3 + x2y0-x3yl,-x0y3-xly2 + x2yl + x3y0) 

( 3) xey = (xoyo+ xıyı+ x2y2+ x3y3,x0yl-xly0- x2y3 + x3y2, 

x0y2+xly3-x2y0 + x3yl, x0y3-xly2 + x2yl + x3y0) 

(2) ve (3) den, 

xey =1= xey 

(4) xey = (x0y0-xlyl-x2y2-x3y3,-xoyı-xıyo + x2y3-x3y2' 

-x0y2-xly3-x2y0 + x3yl'-x0y3 + xly2-x2yl-x3y0) 

( 5) xE>y = (x0y0-xlyl-x2y2-x3y3,-x0yl-xly0-x2y3 + x3y2' 

-x0y2 + xly3-x2y0-x3yl,-x0y3-xly2+x2yl - x3y0) 

(4) ve (5) den, 

(6) a E: di , x ~ Q olsun. Bu takdirde, 

aGx = (a,0,0,0)0(x0 ,x
1
,x2,x3) 

= (ax0 ,ax
1

,ax2,ax3) 

= (x0a,x
1
a,x2a,x3a) 

= (x0 ,x
1

,x2,x
3

)e(a,O,O,O) 

= x8a 



dir. 

dir. 

dir. 

(7) xex = (x0x0-xlxl-x2x2-x3x3,-x0xl-xlx0-x2x3 + x3x2, 

-x0x2 + xlx3-x2x0-x3xl,-x0x3-xlx2 + x2xl-x3x0) 

(8) xex = (x0x0-xlxl-x2x2-x3x3,-x0xl-xlx0 + x2x3-x3x2' 

-xüx2-xlx3-x2x0 + x3xl,-x0x3 + xlx2-x2xl-x3x0) 

2 2 2 2 = (x0 - x
1 

- x2 - x3, -2x0x
1 

, -2x0x2 , -2x0x3) 

(7) ve (8) den, 

x9x = x9x 
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(9) xSy = (xoyo + xlyl + x2y2 + x3y3,-x0yl+X1Yo+x2y3-x3y2, 

-x0y2-xly3 + x2y0 + x3yl,-x0y3+xly2-x2yl+x3y0) 

(lO) ySx = (yoxo + ylxl + y2x2 + y3x3,y0xl-ylx0-y2x3+y3x2' 

Yox2 +Ylx3-y2x0-y3xl, Yox3-ylx2 + y2xl-y0x3) 

(9) ve ( 10) dan, 

x8y = y9x 

(ll) xgy = (xoyo + xlyl + x2y2 + x3y3,xOyl-xlyO+x2y3-x3y2, 

x0y2-xly3-x2y0 + x3yl,x0y3 + xly2-x2yl-x3y0) 

(l2) ySx = (yoxo + ylxl + Y2x2 + y3x3'-yOxl+ylxO-y2x3+y3x2' 

-y0x2 + ylx3 + y2x0-y3xl,-y0x3-ylx2+Y2Xl+Y3XO) 

(ll) ve (12) den, 

x8y = y8x 

(13) 
2 2 2 2 

x8x = (x0 + x1 + x2 + x3,x0x1-x1x0-x2x3 + x3x2 , 

x0x2 + xlx3-x2x0-x3xl,x0x3-xlx2 + x2xl-x3x0) 

2 2 2 
= (xo + xl + x2 

= x9x 
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(6) ve (13) den, 

x0xGy = x0x0y = y8x8x = y8x8x 

dir. 

Örnek 5. 2.1 (Cayley Dickson Cebiri): Q kuaterniyonlar halkası 

ve 

S = {x + "Ay : x,y E Q , "A ~ Q} 

olsun. S üzerinde @işlemi, Q nun toplama işlemi cinsinden, 

(x + "Ay) @ (u + "Av) = (x + u) + "A(y + v) 

şeklinde tanımlansın. S üzerinde ~ işlemi de, 

x E. Q , x = (x0 ,x
1
,x2 ,x

3
) için, 

ıjJ : Q + Q 

ıjJ(x) = (x0 ,-x
1
,-x2,-x

3
) = x 

dönüşümü yardımıyla ve Q daki çarpma işlemi cinsinden, 

(x + "Ay)~(u + /ı.v) = (xu-vıjJ(y))+ "A(uy + ıjJ(x)v) 

şeklinde tanı.mlansın. Böyle elde edilen (S, a::> ,~) sistemi bir alter

ne yarı.cisimdir. Fakat çarpı.mı.n birleşme özelliğini sağlamaz. 

(S, @ ) , birim elemanı, O = O + "AO olan, bir değişme li grup-

tur. 

(S,;..{O},*) sisteminin, birim elemanını belirleyerek, yarıgrup 

aksiyomları.nı. sağladığını gösterelim. Bunlar gösterilirken, yeri 

geldiğince kuaterniyonların (1),(2), ••• ,(13) özellikleri kullanıla

caktır. 

(i) a + (-.b =f:. O + "AO için, 

(a + tı.b)H(x + lı.y) = c + (-.d 

nin bir tek x + lı.y çözümünü araştıralım. 

a =f:. O , b = O ise, 

(5. 1) 

(a + AO)H(X + lı.y) = c + lı.d => ax + lı.(ay) = c + lı.d 

=> ax = C ve ay = d => X = a-l C Ve y = a-l d 

-ı ~ı => x + lı.y = a c +t-.(a d) E. S tektir. 
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a =O , b *O ise, 

AbH(x +AY) =c+ Ad=> (~yb) + A(xb) =c+ Ad=> -yb =c ve 

xb =d => y =-co-ı ve x = db~ı => x+w =db -ı+ A(-co-1) G. s 
tektir. 

a * O , b * O ise, 

c + Ad => (ax-yb) + A(Xb + ay) = c + Ad 

=> ax-yb = c ve xb + ay =d elde edilir. Buradan, 

ax-yb = c 
- -ı -

=> ax = c + yb => x = a (c + yb) ve 

- -ı - - -ı -ı - -
xb + ay = d =>a (c + yb)b + ay = d => a cb + a ybb+ ay = d 

=> -ı - - -ı -ı- - -ı 
a ybb + ay = d~a cb => a bby + ay = d-a cb 

=> 
-ı- - -ı -1- - -ı -ı 

(a bb + a)y = d-a cb => y (a bb + a) (d-a cb) 

ve dolayısıyla, 

dir. Yani 

X+ AY= a~ 1[ c +(a-1bb + a)-1 (d-a-ıcb)b]+A~a- 1bb+a)- 1 (d-a- 1cb)]~ s 

tektir. 

(ii) a ~ Ab *O + AO için, 

(x + Ay)H(a + Ab) = c + Ad (5.2) 

olacak biçimde bir tek x + AY e S nin varolduğunu gösterelim. 

a *O , b = O ise, 

(x + AY)*(a + AO) = c + Ad => xa + A(ay) = c + Ad 

=> x = ca -ı ve y = a-ld => x + AY = ca -ı+ A(a -ıd) E. S tektir. 

a = O , b * O ise, 

(x + Ayh;;(Ab) = c + Ad => -by +A.(~b)= c + Ad 

- -ı - -ı -ı -ı 
=> y = -b c ve x = db => y = -b c ve x = db 

=> x + AY =db -ı + A(-b -le) E. S tektir. 
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a -=1= O , b -=1= O ise, 

(x + Ay)H(a + Ab) = c + Ad => (xa-by) + A(ay + ~b) = c + Ad 

=> xa-by = c ve ay + ib = d dir. Buradan, 

xa-by = c =>by = xa-c => y ==b -l(xa-c) => y = b -l(xa-c) 

elde edilir. y nın değeri diğer denklemde yerine yazılırsa, ay+ib= d 

-ı - -ı - -=> ab (xa-c) + xb = d => ab (xa-c) + xb = d 

=> ab -ı(xa-c) + xb =d =>b -l(xa-c)a + bx =d 

elde edilir. Dolayısıyla, 

x +AY= (b-1aa+b)-1(<i+b-1ca) + Ab-1[ (b-1aatb)-1Cd+b-1ca)a-c] ~s 
tektir. 

(iii) Her (x + Ay) E S için, 

(x + Ay)H(l + AO) = (x + Oy) + A(ly + iO) = x + AY 

(1 + AO)x(x + Ay) = (lx + yÖ) + A(xO + ly) = x + AY (S. 3) 

olduğundan, 1 = 1 + AO S nin çarpımsal birimidir. Böylece (5.1),(5.2) 
• 

ve (5.3) den (S-{O},H), birim elemanı 1 = 1 + AO olan, bir yarı gruptur. 

Her x + AY E S için, 

(x + Ay)H(O + AO) = (O + AO) ~ (x + Ay) = (O + AO) 

dır. 

Dağılma kurallarının her ikisi de sağlanır. Şöyleki, 

(x+Ay);x;[ (u+:Av) ® (m+An)] = (x+Ay)~ (u + m) + >.(v + n)] 

= (x(u + m)-(v+n)y) +>.((u+ m)y + i(v +n)) 

= (xu + xm-v:Y-ny) + >.(uy + my + iv + Xn) 

= ((xu-v:Y) + J.(uy +iv))® ((xm-ny) +>.(my +in)) 

= ((x + >.y)H(u + J.v)) ® ((x +J.y)x(m + >.n)) 



[ (x+zy) E9 (u+ty)]~(m+/1.~) = [ (x+u) + /l.(y-tv)JH(m +{tn) 

= ((x+u)m-n(y-tv)) + /l.(m(y-+v) + (x-+u)n) 

= (xm+um-ny-nv) + lt(mytmv+Xn +Ün) 

= (( xm-ny) + lt ( my+;m) ) E9 (( um-nv) +lt ( mv~n)) 

= ((x+lty)H(m+ltn)) E9 ((u+ltv)H(m+ltn)) 
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dır. Böylece (S, E9 ,ii) bir yarıcisimdir. Bu yarıcismin alterne ku

rallarını da gerçekledigini gösterelim, 

((x + lty)H(u + /l.v))*(u + /l.v) = (x + /l.y)*((u + /l.v)*(u + /l.v)) (5.4) 

oldugu gösterilmeli. 

((x+~ty)H(u+/l.v))H(u+ltv) = ((xu-vy) + /l.(uy + iv))H(u + /l.v) 

= (xu-vY)u-v(uy + Xv) + ~t(u(uy+iv)+(xu-vy)v) 

= xuu-vyu-v(uy +xv) + lt(uuy+uiv+(xu-vj)v) 

= xuu-ryu-v.(uy+Vx) + ~t(uuy+uiv + (xu-yv)v) 

= xuu-vyu-vuy-vvx + lt(uuy + uiv + xuv-yvv) (5.?) 

Diger taraftan, 

(x+(l.y)H((u+~tv)H(u+ltv)) = (x + /l.y)H((uu-w) + /l.(uv + Üv)) 

= x(uu-vv)-(uv+Üv)y + /l.((uu-vv)y + x(uv + Üv)) 

(5.6) 

dir. (5.5) ve (5.6) nın eşitliginden, 

xuu-vyu-vuy - vvx = xuu-xvv-uvy-uvy (5. 7) 

ve 

uuy + uxv + xuv -yvv = uuy-vvy + xuv + xÜv (5. 8) 

elde edilir. (5. 7) den, 

xuu-vyu- vuy -vvx-xuu + xw + ury + ÜvY = O 

olmalıdır. 

(u+~)vy-v<Yu + uy)=( ( u0 , u1, u2, u3)+(u0,-u1, -u2, -u)) (v0,v1, v2, v3) 

(yo,-yl'-y2'-y3)-(vo,vı,v2,v3)((yo,~Yı.'-y2,-y3) 

(u0,ul,u2,u3) + (uO,ul,u2,u3)(yO,yl,y2,y3)) 
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(u + ~)vy-v(yu + uy) (2u
0

,o,O,O)(v0y0 + v
1
y

1 
+ v2y2+ v3y3, 

-vOyl + vly0-v2y3 + v3y2,-v0y2+ vly3+ v2y0-v3yl' 

-v0y3-vly2 + v2yl + v3y0)- (vO,vl,v2,v3) 

(2voyo,-2uoyı,-2u0y2,-2u0y3) 

= (2uo,O,O,O)(voyo + vlyl + v2y2 + v3y3, 

-vOyl + vly0-v2y3 + v3y2,-v0y2+ vly3+ v2y0-v3yl, 

-v0y3-vly2 + v2yl + v3y0)-(luo,O,O,O) 

(voyo + vlyl + v2y2 + v3y3,-vOyl+ vly0-v2y3+v3y2, 

-v0y2+ vly3+ v2y0-v3yl,-v0y3-vly2+ v2yl+ v3y0) 

=o 
dır. Benzer şekilde (5.8) den, 

uuy + uxv + xu v-yvv-uuy + vvy-xuv-xuv = O 

olmalıdır. 

(u~ + xu)v-~(u + ~)v 

(2u0x0 ,-2u0x1,-2u0x2 ,-2u0x3)(v0 ,v1,v2 ,v3) 

-(x0 ,-x1,-x2 ,-x3)(2u0v0 ,2u0v
1

,2u0v2,2u0v
3

) 

(2u0 ,o,O,O)(x0 ,-x
1
,-x2,-x

3
)(v0 ,v

1
,v2,v

3
) 

-(x0 ,-x1,-x2,-x3)(2u0 ,o,O,O)(v0 ,v1,v2 ,v3) 

= o 

• 

dır. Dolayısıyla (5.4) eşitliği (sağ alterne kuralı) geçerlidir. 

Benzer işlemler ile sol alterne kuralının geçerliliği yani, 

(x + Ay)H((x + Ay)H(u + Av)) = ((x + Ay)*(x + Ay))H(u +Av) 

olduğu gösterilebilir. Dolayısıyla (S, @ •*) sistemi bir alterne 

yarıcisimdir. Bu alterne yarıcismin birleşme kuralını sağlamadığını 
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bir örnek ile gösterelim. 

[ ((l,O,O,O)+A(O,l,O,O))~((O,l>O,O)+~(l,O,O,O))]~((O,O,l,O)+A(O,O,O,l)) 

=[ (l,O,O,O)(O,l,O,O)-(l,O,O,O)(O,-l,O,O)+A((O,l,O,O)(O,l,O,O) 

+(l,O,O,O)(l,O,O,O))] H((O,O,l,O) + >.(0,0,0,1)) 

= ((0,2,0,0) + A(O,O,O,O))H((O,O,l,O) + A(O,O,O,l)) 

= (0,2,0,0)(0,0,1,0) +A((0,-2,0,0)(0,0,0,1)) 

= (0,0,0,2) + >.(0,0,2,0) (5.9) 

( ( 1 , O , O , O) + A (O , 1 , O , O) ) :ı:;;[ ( (O , 1 , O , O) + >. ( 1 , O , O , O) ) * ((O , O , 1 , O) + A (O , O , O , 1) ) ] 

= ((l,O,O,O)+A(O,l,O,O))*[(O,l,O,O)(O,O,l,O)-(O,O,O,l)(l,O,O,O) 

+ >.((O,O,l,O)(l,O,O,O) + (0,-l,O,O)(O,O,O,l))] 

= ((1,0,0,0) + A(O,l,O,O))H((O,O,O,O) + A(0,0,2,0)) 

= -(0,0,2,0)(0,-l,O,O) + A((l,0,0,0)(0,0,2,0)) 

= -(0,0,0,2) + >.(0,0,2,0) 

= (0,0,0,-2) + A(0,0,2,0) 

(5.9) ve (5.10) dan, 

[ (a + Ab)~(c + >.d)] H(e + Af) =/= (a + >.b) H[ (c + Ad)*(e + Af) l 

dir. 

(5. 10) 

Yukarıda ele alınan Cayley-Dickson Cebri örneği (Uçan, 1987) de 

daha geni§ kapsamlı olarak incelenmi§ ve bazı özelliklerin sağlandığı 

ayrıntılara değinilerek gösterilmi§tir, 



6. YAKLASIK CİSİMLER üZERiNDE PROJEKTIF DüZLEMLER 

6. 1. Sol Yaklaşık Cisimler üzerinde Projektif Düzlemler 

Tanım 6.1.1: Çarpma işlemi birleşmeli olan, sol yarıcisme sol 

yaklaşık cisim denir. 

Teorem 6.1.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) =ab+ c 

üçlü işlemiyle birlikte bir sol yaklaşık cisinı olması için gerek ve 

yeter koşul (S,+,.) sisteminin aşağıdaki özellikleri sağlamasıdır. 

(i) (S,+) bir değişıneli gruptur. 

(ii) (S-{0},.) bir gruptur. 

(iii) Her x E S için, O.x =O dır. 

(iv) Her x,y,z ~ S için x.(y + z) = x.y + x.z dir. 

(v) a *b olmak üzere verilen her a,b,c E S ıçın, 

-ax ~- bx = c denkleminin bir tek x E S çözümü vardır. 

!spat: Teorem 4.1.1 ın ispatına benzetilerek kolaylıkla göste

rilebilir • 

Genel olarak bu teoremdeki (v) koşulu diğerlerinin bir sonucu 

değildir. Yani (i),(ii).(iii) ve (iv) koşullarını sağlayan herhangi 

bir (S,+,.) cebirsel yapısı bir projektif düzlem belirtmeyebilir. Sol 

yaklaşık cisimlerin belirttiği düzlemler ([cx:i, [oc] )-,((oo),(O))- ve 

((O),(oo))-Dezargseldir. Sonlu bir sol yaklaşık cisim örneği çözümsüz 

olarak aşağıda verilmektedir. 

Örnek 6.1.1 (Zassenhaus, 1936): p bir asal sayı, h bir pozitif 
h 

tamsayı ve q = p olsun. n de bütün asal çarpanları q-1 sayısını bö-

len bir pozitif tamsayı olsun. Üstelik q = 3mod 4 olduğu zaman 

n :fo: O ınod 4 koşulunun sağlandığını kabul edelim. Bu durumdar =ho 

olmak üzere GF(~r) sonlıı cisminden bir sol yaklaşık cisim şöyle el

de edilir: S nin elemanları GF(pr) nin elemanlarıyla aynı olsun. 

Ayrıca S deki + işlemi GF(pr) deki + işlemi olsun. c, GF(pr) nin 
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· · · · · f k k"" ( · qr-ı 1 h k r ı · · k 1) bellı bır prımıtı ö u yanı c = , ve er < q - ıçın c =1= 

olsun. kn+J" Eger y =c ise, qi ~ 1 + j(q-1)[ mod n(q-1)] olacak bi-

çimde bir tek i(mod n) sayısı vardır. Buna göre S deki 8 çarpımı 

qı 
x!3y = X•Y 

biçiminde tanımlansın. Böyle elde edilen (S,+s8) sistemi bir sol 

yakla~ık cisimdir. 

örnek 6.1.2 (Pickert, 1975): S, Z tamsayılar halkasından sı

ralı bir F cismine aşagıdaki biçimde tanımlanan o dönüşümlerinin kü

mesı olsun. 

Her bir o dönüşümü için öyle bir n tamsayısı vardır ki 
o 

o(n
0

) =1= O dır ve i < n0 tamsayıları için o(i) =O dır. Ayrıca her 

i ~ Z için o(i) =O ~ F biçiminde tanımlanan o dönüşümü de S ye ait

tir. Böylece; 

S ={o: o: Z-+ F}U{o} 

olmaktadır. S deki + işlemi, a, (3 E. S ve ı E. Z için, 

Ca + s)(i) = a(i) + sCi) 

şeklinde tanımlanmaktadır ve (S,+) nın birim elemanı o olan bir grup 

olduğu hemen gösterilebilir. Şöyleki; . 
Her i E Z için o( i) = O olduğundan, her a ~ S için 

(a +o) (i) = a(i) +o (i) = a(i) => a + o= a => o G S toplamsal 

birim elemandır. 

aE.S ıçın a + (3 =o=> i E.. Z için, (a + S)(i) = o(i) =O 

=> a(i) + s(i) = o(i) =o => (3(i) = -a(i) => (3 = -a=> a+(-a) =o 

dır. 

a,(3,yE. S ve i EZ için, ((a +S)+ y)(i) = (a + S)(i) + y(i) 

(a(i) + (3(i)) + y(i) = a(i) + (S(i) + y(i» = a(i) +(S+ y)(i) 

= (a + ((3 + y))(i) => (a +S) + y = a +(S+ y) dır. 

O işlemi ıse, aoo = ooa =o olmak üzere, a, (3 E. S ve ı E. Z 

ıçın, 



( a. 013) (i) = l: o.( j) (3(k) ıp(n a.• k) 
j+k= i 

ile tanımlanmaktadır. Buradaki ıp, 

, (o., S =/=-o) 

ıp : Z X 2 --r {a: aE.F ,a>O} 

özelliğinde bir dönüşümdür. Ayrıca ıp dönüşümü, 
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ıp(x,y). ıp(x + x' ,y') = ıp(x,y + y'). ıp(x' ,y') ve ıp(O,O) = 1 

koşullarını sağlar ve ıp(p,r) =1=-ıp(q,r) olacak şekilde p,q,r tamsayı

ları vardır. ıp dönüşümü yerine, c >O ve. c E F-{1} olmak üzere 

(x,y) --r cxy dönüşümü de alınabilir. Çünkü, c~ F-{1}, c >O ve 

x, y C:: Z olmak üzere cxy > O dır. Bunun yanında, 

dür ve 

ıp(x,y).ıp(x + x' ,y') 
xy (x+x' )y' 

=c .c 

xy + xy' + x'y' 
=C 

= cx(y + y') + x'y' 

= cx(y + y') .cx'y' 

=ıp(x,y +y').ıp(x',y') 

ıp(p,r) = cpr =1=- cqr = ıjl(q,r) . 
olacak biçimde p,q,r E. Z vardır. 

Şimdi, i <na + n s ıse' 

(o. os)( i) = o 
olduğunu gösterelim. 

a. E. S => a(na) =/=-O ve J <na için a(j) = O özelliğinde na € Z 

vardır. 

S E. s => S(n
13
) ::f-O ve k < nS ıçın S(k) = O özelliğinde n 8 E Z 

vardır. Buradan, 

ı = j + k < na + n s=> (a.0(3)( i) 

dır. Oysa sıfırdan farklı elemanlar j ~na , k ~ ns dolayısıyla 

i = j + k ~ na + n S olması durumunda ortaya çıkmaktadır. J nın 
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alabileceği düğerler n~, n~+ l,n~ + 2, ••• ,i-n 13 dır. Yani j nin 

alabileceği en büyük değer i-n
13 

dır. Çünkü j, i-n 13 + 1 değerini a

labilseydi, k nın alabileceği en küçük degcr n 6 olduğundan, 

j + k = i-ns + ı + ns = i + ı olurdu bu ise j +k = i olması ile çe

li§ ir. O halde j nin alabileceği değerlerin sayısı ve dolayısıyla 

toplam işareti altında sıfırdan farklı terinılerio sayısı., 

((i-n
15
)-n<) + 1 = i-(nct + nf) + 1 dir. Bu nedenle bahsi geçen top

lam sadece görünüş te bir sonsuz toplamdır. 

Şimdi) 

n + nı:ı= n a ı-ı aoj3 

olduğunu gösterelim. 

~os E. S => naoB .s Z vardır, (a0(3)(naDi3) i= O ve ı <naoS için 

(a0{3)(i) =O dır. Oysa i <na + n
13 

için (a0(3)(i) =O olduğu yuka

rıda açıl;: lan dı. Ayrı ca, 

dır. 

L a(j) f3(k)ı/ı(na,k) 
j+k =Uatfis 

= a(na) S(n 13)ıJ!(na,nf3) i= O 

Çünkü j ::::::na , k =n s olmak zorundadır. Eğer J = n + 1 ise, a 

J. +k =n +n olduğundan k =n + nQ-(n + 1) =n -1 olur ve 
a f3 . a ı-ı a i3 

f3(n 13-ı) =O dır. Bunu toplamı açık yazarak tekrar görelim. 

L a(j)S(k)ıjl(n ,k)= •.• a(n,..-2)8(nrı+2)ıjl(n,..,,nı:ı+2) 
·~- L a u ı-ı u ı-ı J, K. = na-rn

13 

+ a(na-1) (3(n
13 
+1) tjJ(n a, n 

13 
+ı) -1-ct(n a) S(nB) ıjJ(na, n

13
) 

+ a(na+l)s(n 13-ı)~(na,n 13-ı) 

+ a(na + 2)j3(n 13-2)ıjJ(na,nf$-2) + ••• 

= a(na)S(nB)ıjJ(na,ni3) 

* o 
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olabilir. Oysa no.OS <na+ n
13 

=> (uüf\)(no.OS) =o ve benzer şekil~ 

de na + n
13 

< na OS => (o: OS)(no. + n S) = O olmalıdır. Dolayısıyla 

dır. 

W için koyulan şartlardan dolayı w(x,O) = 1 = ~(O,y) dir. Bu 

nedenle O tamsayısınıF nın 1 elemanına (çarpımsal birim eleman), di-

ğer bütün tamsayıları F nın O elemanına dönüştüren dönüşüm 

birim elemanıdır. 

-- { ol \) (i) 
i =O iken 

ı -=1=- O iken 

olmak üzere (u.ov)(i) = o.(i) olduğunu göstermeliyiz. 

çarpımın 

(o.Ov) (i) =. ı:; .o.(j)v(k)~(no.,k) 
J+k= ı 

olduğundan k = O ve k -=1=- O 

durumlarını inceleyelim. 

k = O ise, 

k -=1=- O ıs e, 

(aov) (i) 2: o.(j)v(O)~(na,,O) 
j = ı 

1: o:(j).l.l 
j i 

o. (i) 

(o.ov) (i)= ı:; o.(j )v(k)ıj;(na,,k) 
j+k=i 

= o 
olduğundan, k * O iken o. (i) = O olmalıdır. 

(6. 1) 

o. E:. s => o. (n ) -=1=- O ve ı < n o. o. için o:(i) =O özelliğinde 

vardır. 
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v e S => v(n ) =1= O ve k =1= n (n =O) için v(k) =O özelliğin-v V V 

de n = O E. Z vardır. 
\) 

(aov) E. S => (aov) (naov) =1= O ve ı < naov için (o. av) (i) =O 

özelliğinde n E. Z vardır. 
O.QV 

( aov) (i) =O => ı <n =n +n =n +0 =n aov o. \) o. o. 

=> ı <n a ıçın a( i) =0 

dır. Böylece 

(aov)(i) =O = a(i) (6.2) 
bulunur. 

(6.1) ve (6.2) den v birim elemandır. 

v(i) ~ t ı =O iken 

i =1= O iken 

olmak üzere a,vES verildiğinde, aoS =v olacak biçimde S€S nın 

varlığını gösterelim 

v E S => v(n ) =1= O ve ı =1= n = O iç in v( i) = O özelliğinde 
\) \) 

n =O E Z dir. 
\) 

o. 0!3 E S 

özelliğinde na + nsf. z vardır. O=n=n +n 
v a 13 

dır, yani 13 G: S bellidir. 

B(i) yi belirleyen eşitlikler, 

o. (n ) B (-n ) ıjJ (n , -n ) = 1 
a a a. o. 

ı 

a(n )B(-n +i)ıjı(n ,-n+ i)+ ~ a(n + j)B(-n + i-j)ıjJ(n ,-n +i-j) 
o. o. o. o. j=l a a o. o. 

= O (i > n için) o. 
biçiminde elde edilir. a(n )ıjJ(n ,-n +i) =1=0 

o. o. o. 
(i ~O) ve 
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-n + i-j <-n +i olduğundan, bu denklem sisteminden B(-n +i) 
a a a 

(i ~O) değerleri aşağıdaki bi~itnde hesaplanabilir. 

ı =O için (a Q3) (O) = v(O) = 1 dir. Buradan, 

a (n ) S (-n ) ı{! (n , -n ) = 1 => S (-n ) = ( a (n ) ) - 1 ( ıj; (n , -n ) ) - 1 
a a a a a a a a 

elde edilir. 

ı = 1 için (a OS) (l) = v(l) =O dır. Buradan, 

a (n ) S (-n +ı) ıjJ (n , -n + 1) + ~ a (n + j ) B (-n + 1- j ) ı)! (n , -n + 1- j ) = O 
a a aa .

1 
a a aa 

J= 

=> a (n ) ı3 (-n + 1) ı)! (n , -n + 1) + a (n + 1) S ( -n )ıjJ (n -n ) = O 
a a a a a a a' a 

=> a(n )B(-n + l)ıj;(n ,-n+ l)+a(n +l)(a(n ))- 1 (ıp(n ,-n ))-lıj!(n ,-n ):.::0 
a a a a a a a a a a 

=> S(-n + 1) =-a(n + l)(a(n ))-2 (ı)!(n ,-n+ ı))-l 
a a a a a 

olur. 

ı = 2 için (a0S)(2) = v(2) =O dır. Buradan, 

2 
a(n ) sC-n .!t- 2)ı{J(n ,-n + 2)+ ~ aCn + j) sC-n +2-j)ıJ!(n ,-n +2-j) =o 

a a a a ._
1 

a a a a 
J-

=> a(n )S(-n + 2)ıj;(n ,-n+ 2) + a(n + l)s(-n + l)ıj!(n ,-n+ 1) 
a a a a a a a a 

+ a (n + 2) S (-n ) ı{! (n , -n ) = O 
a a a a 

=> a(n )B(-n + 2)ıj;(n ,-n+ 2)-(a(n + 1))
2
(a(n ))-2+a(n +2)(a(n ))-ı= O 

a a a a a a a a 

=> S(-n +2) 
a 

2 -2 -ı -ı = [(a(n +1)) (a(n )) +a(n +2)(a(n )) ] (a(n )) 
a a a u a 

-ı 
• ( ıjJ (n , -n + 2) ) 

a a 

=> S(-n + 2) = [(a(n + 1)) 2 (a(n ))-1+ a(n + 2)] (a(n ))-2 (ı)!(n ,-n +2))-l 
a a u a a a a 

elde edilir. 



7l 

i = 3 için (a OS) (3) = v (3) = O dır. Böylece, 

3 
a(ıı:x)S(-n + 3)ıjı(n,., ,-n,.,+3)+ L a(n + j)S(-n + 3-j)ıjJ(n ,-n+ 3-j)= O a ~ ~ a a a a 

j=l 

=> a(n )S(-n + 3)ıJ;(n ,-n+ 3) + a(n + l)S(-n + 2)ıjJ(n ,-n+ 2) 
a a a a a a a a 

+ a(n + 2)[3(-n + l)ıjJ(n ,-n+ 1) + a(n + 3)[3(-n )ıJ;(n ,-n ) =O a a a a a a a a 

"- a(n )S(-n + 3)'1J(n ,-n+ 3) + [ (a(n + 1)) 2(a(n ))-
1
-a(n + 2)] =.....-- a a ~ a a. a a a 

.a(n + l)(a(n ))-2 - a(n + 2)a(n + l)(a(n ))-2 
a a a a a 

-ı + a(n + 3)(a(n )) =O 
a a 

3 -3 => a(n )!3(-n + 3)ıJ;(n ,-n+ 3) + (a(n + 1)) (a(n )) a a a a a a 

-a(n + 2)a(n + l)(a(n ))-2-a(n + 2)a(n + l)(a(n ))-2 
a a a a a a 

+ a(n + 3)(a(n ))-l =O 
a a 

=> ~(-n+ 3) = [ -(a(n + 1)) 3(a(n ))-2 + 2a(n + 2)a(n + l)(a(n ))-l 
a a a a a a 

- a (n + 3)] Ca (n ) ) - 2 ( ıjJ (n , -n + 3) ) - 1 
a a a a 

olur. 

=> 

i= 4 ıçın (aoS) (4) = v(4) =O dır. Buradan, 
4 

a(n )!3(-n + 4)1/J(n ,-n+ 4)+.L a(n + j)S(-n + 4-j)ı/J(n ,-n +4-j)= O 
a a a a J=l a a a a 

a.Cn )S(-n + 4)ıJ;(n ,-n+ 4) + a(n + 1)!3(-n + 3)1/J(n ,-n+ 3) 
a a a a a a a a 

+ a(na+ 2)(3(-na+ 2)ıjJ(na,-na+ 2) + a(na+ 3)(3(-na+ 1)1/J(na,-na+ 1) 

'+ a(na+ 4)(3(-na)ı/J(na,-na) =O 

::.:)- a.Cna)s(-na+ 4)ıjJ(na,-na+ 4) = [ (a(na+ 1))4(a(na))-2-2a(na+ 2)a(na+ 1) 2 

·(a(na))-
1
+ a(na+ 3)a(na+ l)](a(na))-2+ [-L:ı(na+ 2)(a(na+ 1)) 2 

• ( a(na))-
1 + ( a(na+ 2)) 2] ( a(na)) -i a(na +3) a(na+ 1)( a(na)) - 2 

- a(n + 4)( a(n ))-1 a a 
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olur. Buradan, 
4 --3 

a(n ) S( -n + 4) ı/J(n ,-n + 4) = [ (a(n + 1)) ( a(n )) -3a(n + 2) a a a a a a a 

.(a(n + 1))
2 (a(n ))-2 + 2a(n + 3)a(n + l)(a(n ))-l 

a a a a a 

+ (a(n + 2)) 2 (a(n ))-1- a(n + 4)](a(n ))-l 
a a a a 

=> S(-n + 4) = [(a(n + 1))
4(a(n ))-3-3a(n + 2)(a(n + 1))

2 
a a a a a 

+ 2a(n + 3)a(n + l)(a(n ))-l + (a(n + 2)) 2 (a(n ))-l+ a(n + 4)] 
a a a a a a 

-2 -ı .(a(n )) (ıp(n ,-n+ 4)) 
a a a 

elde edilir. Böylece, verilen her i E Z+U{O} ıçın s(-n +i) belir-
a 

lenebildiğinden, SE:S de bellidir. Dolayısıyla aES nin O işlemine 

göre tersi a-l ile gösterilirse, aos =V olacak biçimde s ·.;: a- 1E s 
vardır. 

a,S,ot. s için, 

( a oB) oo= ao( Soo) 

olduğunu gösterelim. 

a(n ) =FO ve j <n ıçın a(j) =O özelliğinde n E: a a a 
a E S => 

vardır. 

s E. s => S(ns) *O ve k <ns 
vardır. 

için S(k) =o özelliğinde ns E. 

o E: s => o( no) =f= O ve ı< no ıçın o( ı) =O özelliğinde no E: 

vardır. 

z 

z 

z 

(aüS) E. S => (aOS) (n a) *O ve m <n için (aOS) (m) =O özel-
aa~-' aos 

liğinde n aE: Z vardır. 
aDı-> 

J <na ve k < ni3 => m = j +k <na +n s = naos 
dır. 

(Soo) E. S=> (Soo)(n 1300 ) =FO ve p <nsoo için (Soo)(p) =O özel

liğinde n
1300 

E. Z vardır. 

dır. 

k < ns ve ı <na => p =k+ ı < ns +no= nsoo 

(aü(BOö))(i) . . 
J+P= ı 

a(j)(SOo)(p)ıJ!(n ,p) 
a 



dır. 

(ao (so o))( i) =. 1:. a(j) 1: S(k)o(ı)ıp(n 0 ,2)ıJ!(n ,p) 
J -ı-p= ı k+R,= P jJ a 

ıp nin, 

= 1: a(j)S(k)o(ı)ıp(n 0 ,Q.)ıJ!(n ,k+Q,) 
j+k+ı= i jJ a 

ıJ!(ns, ı) ıp(na,k+ı) = ıJ!(na,k)ıJ!(na +n s, ı) 

= ıJ!(na,k)ıp(naoS'Q,) 

bu özelliğinden, 

(aa( Soo)) (i) = . 1: .a(j)B(k)o(ı)ıp(n ,k)ıJ!(n 0 ,Q.) 
J+k+ı = ı a aojJ 

= 1: 1: a(j)B(k)o(Q.)ıJ!(n ,k)ıJ!(n 6 ,ı) m+ı=ij+k= m a ao 

= 1: .. 1: a(j)S(k)ıJ!(n ,k)o(ı)ıp(n 00 ,ı) m+ı=ıJ+k= m a a jJ 

= 1: . ( a o B) (m) o ( ı) ıJ! (n 
0 

, Q,) 
mtı = ı aojJ 

= ((aoB) oo) (i) 

elde edilir. Böylece, 

ao (Soo) = (aoS) oo 

bulunur ve (S-{0},0) birim elemanı v olan bir gruptur. 
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Aşağıda görüldüğü gibi, bu sistemde soldan dağılma özelliği sağ

lanır, fakat sağdan dağılma özelliği sağlanmaz. 

a, B, y E. S iç in 

a o (B + y) = (aoS)+(aoy) <=>her i E Z ıçın 

(ao(S+y))(i) = ((aoB)+(aoy))(i) 

dir. 



• 

dir. 

(aO(f3 + y))(i) = }; a(i)(S +y)(k)ıjJ(na,k) 

j+k = i 

= }; a(j)(S(k) + y(k))ıjJ(n ,k) 
a 

j+k= i 

= }; a(j)f3(k)ıj;(n ,k)+ a(j)y(k)ıj;(n ,k) 
j+k= i a a 

= }; u(j)S(k)ıjJ(n ,k)+ }; a(j)y(k)ıjJ(na,k) 
j+k= i a j+k= i 

=(aOS) (i) + (aoy)(i) 

= (( aoS) + ( ao·y)) (i) 
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Sağdan dağılma özelliğini incelemeye başlamadan önce kısa bir 

açıklama yapalım. 

dır. 

olur. 

dır. 

ıj;(na+ ns,k) = c<na+ ns)k = cnak + nsk = cnak cnsk 

= ıjJ(na,k) .~(n 8 ,k) 

= . }; . (a(j) + B(j))y(k)ıj;(na,k)ıj;(n8 ,k) 

J-tk= ı 

=. k .a(j)y(k)ıj;(na,k)ıjJ(n8 ,k)+B(j)y(k)ıjJ(na,k). J-tk= ı 
ıJ!(n8 ,k) (6.3) 

((aoY) + (i3oy))(i) = (aüy)(i) + (8oY)(i) 

= ka(j)Y(k)ıJ!(Da,k)+ k i3(j)y(k)ıjJ(n13 ,k) 
j+k=i j+k= i 

= k a(j)y(k)ıjJ(Da,k) + s(j)-y(k)ıjJ(ns,k) >(6.4) 
j+k=i 
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(6.3) ve (6.4) den, 

( a + S) oy =1= ( aoy) + (Soy) 

elde edilir. 

a =1= S olmak üzere a, S, yı:: S verildiginde, 

-aox + Sox = y 

nın bir tek xt:S çozumunun oldugunu gösterelim. Çarpımın grup özelli

ginden a =1= O oldugundan a-1.:::. S vardır. Ayrıca + işleminin degişme ö

zelligini de kullanarak, -aox + Sox = y eşitligini a-l ile soldan 

çarpalım. Bu takdirde, 

olup, buradan 

elde edilir. 

olur ve 

A( i) 

a- 1o(-aox) +a-\csox) = a- 1oy 

(a-1 oS)Ox-x =a-10y 

-ı . -ı 
a oS yı ~ ve a oy yı A ile gösterirsek, 

~ox-x = A 

ı-nx 

( ~ =1= v , n ~O) 
~ 

~ ~(j)x(i-j)~(n ,i-j)-x(i) 
j =O ~ 

eşitligi elde edilir. Buradan, 
• 

(6.5) 

i <n => A(i) =O , yanı (6.5) toplamı sıfır olur ve 
X 

böylece A(n;ı) =1= O olduğundan, 

nx.:;;;; nA 

olur. Şimdi xE. S nın varlığını değişik durumlarda inceleyelim. 

l.Durum: ~(O) =1= 1 olsun. 

Bu durumda nx =nA olmak zorundadır. Çünkü nx <nA olsa 

idi, (6.5) eşitliğinden, i =n ıçın, 
X 

(ll(O)ıjı(n ,n )-l)x(n ) =O 
ll X X 

olurdu. Oysa ~(O) =1=0 ve dolayısıyla nll= O olduğundan, 

Hn ,n ) = lj!(O,n ) = 1 
ll X X 

ve 



Jl( O) ıji( n , n ) -1 =FO 
Jl X 

olur. Ayrıca x(nx) =FO dır. Bu nedenlerden dolayı nx < nA 

olamaz. 

i ;;;;:: nA ıse (6. S) eşitliğinden, 
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(i =nA için) 

ı-nx 

A(i) =(Jl(Ü)ıJ!(n ,i)-l)x(i)+ 1: ]l(j)x(i-j)ıJ!(n ,i-j) 
]1 j=l ]1 

(i >nA için) 

denklem sistemi elde edilir. ]1(0) =FO ve ıJ!(n , i) = 1 olması nedeniy
Jl 

]J(Ü)ı/J(n ,i)-1 =FO 
]1 

olur ve bu denklem sisteminden, i ;;;:,nA için x(i) ler belirlenebilir. 

Şöyleki; 

olup, 

i =n ıçın, 
A 

A(nA) = ( ]1(0) ıJ!(n]l ,nA)-l)x(nA) 

-ı 
x(nA) = A(nA) (ıı(O) ıJ!(n 11 ,nA)-1) 

elde edilir. 

i =nA+ 1 ıçın, 

A(nA+ 1) = (]1(0)ıJ!(n ,nA+ 1)-l)x(n,+ 1)+ 1: Jl(j)x(nA+ 1-j)ıJ!(n ,nA+ 1-j) 
Jl A ·-ı Jl J-

= (]J(O)ıjJ(nJl,nA+ 1)-l)x(nA+ 1) + ]J(l)x(nA)ıJ!(n]l,nA) 

= (]J(O)ıJ!(n]l,nA+ 1)-l)x(nA+ 1) 

-ı + ıı(l)A(n,)(Jl(O)ıJ!(n ,n )-1) ıjl(n ,n,) 
A Jl /ı ]1 A 

olur. Buradan, 
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elde edilir. Böylece verilen her i ;;;.nA tamsayısı için x(i) belirle

nebildiğinden, bu durumda x E S bellidir. 

2 .Durum: Jl(O) = 1 olsun. 

Bu durumda n =O olduğundan ıJ!(n ,k) = 1 dir. Jl =f-. v olduğundan, 
Jl Jl 

1 ~i ~k-1 için ıı(i) =f-.0 ve Jl(k) =FO özelliğinde k > 1 vardır. 

Böylece (6.5) eşitliği, 

i-n 
X 

A.(i) = L ıı(j)x(i-j) 
j=k 

biçimini alır. Buradan, 

(6.6) 

i <n +k => A.(i) =O , yani (6.6) toplamı sıfırdır ve böyle
x 

ce, A.(nA.) =FO olduğundan, 

elde edilir. 

ı =n +k 
X 

n +k ~n 
X A 

olması halinde (6.6) eşitliği, 

A.(n +k) = Jl(k)x(n ) =FO 
X X 

olur. Buradan x(n) belirlenir ve üstelik n +k =n, dır. 
X X A 

olması halinde ise (6.6) eşitliği, 

i-n 
X 

A.(i) = Jl(k)x(i-k) + L ıı(j)x(i-j) 
j=k+l 

biçimini alır. Buradan i-k >nx-k = nx olmak üzere x(i-k) değerleri 



belirlenir. Birkaç k degeri ıçın, x(i-k) değerlerini belirleyelim. 

k =· 2 için i = ı, n = 
X 

i-k =-ı ve nA= nx + k = ı dir. Bu-

radan, 

A(ı) = ı.ı(2)x(-ı) => x(-ı) = A(ı)(ı.ı(2))-l 

dir ve i >nA olamaz. 

=> 

ve ı 

k = 3 iç in i = 1, 2 

A(l) = ı.ı(3)x(-2) 

x(-2) = A(l)(ı.ı(3))-ı 

=2 ıçın, 

• n = 
' X 

-2 ve nA= 1 d ir . 

A(2) = ı.ı(3)x(-l) +k ı.ı(j)x(2-j) 
j=4 

= ı.ı(3)x(-l) + ı.ı(4)x(-2) 

=> x(-1) = [A(2)-ı.ı(4)ACl)(ı.ı(3))-l](ı.ı(3))-l 

elde edilir. 

Böylece, 

k = 4 için i = 1,2,3 ; nx = -3 ve nA= 1 dir. Buradan, 

A(l) = ı.ı(4)x(-3) 

=> x (-3) = A (1 )(ll ( 4) ) - l 

ve i >n + k = 1 için ı = 2 ve i = 3 oldugundan, 
X 

=> 

ve 

A(2) = ı.ı(4)x(-2) +k ı.t(j)x(2-j) 
j=S 

= ı.ı(4)x(-2) + ı.t(S)x(-3) 

x(-2) = [ A(2)-ı.ı(S)A(l)(ı.ı(4))- 1] (ı.ı(4))-l 

6 
A(3) = ı.t(4)x(-l) + j~5ı.ı(j)x(3-j) 

= ı.ı(4)x(-l) + ı.ı(S)x(-2) + ı.ı(6)x(-3) 
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olur. Buradan, 

elde edilir. Bu nedenle, verilen her k~Z , k> 1 için x(i-k) de

ğerleri belirlenebildiğinden xt:S bellidir. Böylece (S,+,o) sis

temi bir sol yaklaşık cisimdir. 
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Sol yaklaşık cisimler içinde, daha çok geçişkenliklere sahip 

olan bir tanesi bilinmektedir. Aşağıdaki teorem bu projektif düzle

mi ortaya koyacaktır. Ayrıca bu teorem, hem Hall sistemi olarak elde 

edilen sol yarıcisimler içinde bir tek tane sol yaklaşık cisim olduğu

nu göstermekte hem de bu sol yaklaşık cismi belirtmektedir. 

Teorem 6.1.2: Herhangi bir F cisminden elde edilen sol Hall 

sisteminin, çarpma işleminin birleşimli olması (yani yaklaşık cisim 

olması) için gerek ve yeter koşul ya F = GF(2) ya da F = GF(3) ve 

f(t) = t 2 + 1 olmasıdır. 

1spat: (S,+,.) sistemi, bir f(t) ikinci derece indirgenemez 

polinomuyla belirtilen bir sol Hall sistemi olsun. Herhangi bir 

x ~ F , x *O için, Hall sistemindeki çarpma kuralı uygulanırsa, 

;ı...(x.;\) = A..(A.x) = -xf(O) + A.xr = -x(-s) + A.xr = sx + A.xr 

ve 

(A..x).A. = (A.x) .A. = -x-1f(O) + A.r= -x-1 (-s) + A.r = sx-l + A.r 

bulunur. 

Eğer • işlemi birleşimli ise, özel olarak her x ~ F ıçın 

;ı...(x.A.) = (A..x).A. olacağından x *O iken sx-l + A.r = sx + A.xr 

-ı yani xr = r ve sx = sx olur. Eğer x * 1 ise, xr = r den r ::;;:; O 

olacağından s* O dır. Çünkü s =O olsa f(t) indirgenebilir olur. 
-ı 2 

Dolayısıyla sx = sx gereğince her x ~ F , x * O için x = 1 olması 
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gerekir. GF(2) cismi için O ve 1 den farklı hiçbir x bulunmadığı 
-ı için xr = x ve sx = sx den bir sonuç elde edilemez. Ama F nin 

GF(2) ye eşit olabileceği bellidir. Buna karşın O* x * 1 olacak bi

çimde bir x ~ F elemanı varsa, r = O ve x2+ 1 = O olmalıdır. Bu ko

şullara sahip bir tek GF(3) cismi vardır. GF(3) cismi üzerinde r= O 

özelliğinde ikinci dereceden indirgenemez tek polinarn f(t) = t 2+1 dir. 

Karşıt olarak, eğer F = GF(2) ıse, 

S = { a + Ah : a, b E F , A rf:- F } 

={O,l,A,l+A} 

kümesinin eleman sayısı ve dolayısıyla P 2S projektif düzleminin 

mertebesi 4 olmalıdır. Oysa mertebesi 4 olan bir tek projektif düz

lem vardır. Mertebesi 4 olan bütün düzlemsel halkalar cisim oldukları 

için (S,@,.) sistemi de cisim olmalıdır. Dolayısıyla birleşme özel

liği sağlanır. 

Eğer F = GF(3) ve f(t) = t 2 +ı ı. se, 

işlemi, 

(a +Ah).(c +Ad) 

= J ca+ A (da) 

l ca-db(i+ 1) + A (cb-da) 

biçimindedir. Çünkü, 

a~F, a *O için, 

ve 

dir. 

Şimdi, 

-ı a - a 

2 
f(a) =a + 1 

b= o 

b* o 

s = {O, ı' 2' A., ı + A. , 2 + A. , 2 A.' ı + 2 A. ' 2 + 2 A.} 

iken 

iken 
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kümesinin ikinci işleme göre çizelgesini verelim. 

Çbclge 6.1: indirgenemez polinomu f(t) 2 = t +ı olan (S,+,.) sistemi-

nin • işlemi. 

~~ 
ı 2 A. l+A. 2+A. 2A. 1+2A. 2 + 2A. 

o o o o o o o o 
ı 

ı+A. ı+;, ı+ıA. ı 1 o ı 2 A. 2"- 2 + 2"-

2 o 2 ı 2A. 2+2A ı +2A. ;>, ı+A. ı+A. 

A. ! o A. 2A. 2 2+A. 
1 

2 +n ı ı+A. ı +2A. 

ı+A. o ı+A. ı+u ı +2A. 2 ;>, ı+A. 2A. ı 

2+!. o 2+A. ı+2A. ı +A. 2A. 2 2 +n ı ;>, 

2A. o 2A. A. ı ı+2A. ı +A. 2 2 +2A. 2+A. 

1+2A o ı+2A. 2+A. 2+2A A. ı ı+A. 2 2A 

2+2A. o 2+2A. l+A. 2 +A. ı 2A. 1+2A. A. 2 

Birleşme kuralının sağlandığı çize lge 6.1 yardımıyla kolaylıkla 

görülebilir. 

ve 

dır8 

Örneğin, 

(2 + A.).((l + 2;>,),(1 + A.)) = (2 + A.). (A.) 

= 1 + A. 

((2 + A.).(l + 2!.)).(1 + A.) = 1.(1 + A.) 

= 1 + A. 

örnek 6,1.3 (Andre, 1955) Seçkin sol yakla§ık cisim: F = GF(3) 

ve f(t) = t 2 +1 olmak üzere, elde edilen Hall sisteminin aynı 
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zamanda bir sol yaklaşık cisim olduğu Teorem 6.1.2 de gösterildi. 

Bu sol yaklaşık cisim diğer bütün sol yaklaşık cisimlerden farklıdır. 

Bu farklılığın en ilginci (S-{0},.) çarpım grubunun ıç yapısında orta

ya çıkmaktadır. Şöyleki, her x E S, x4:0,1,-l için i =-1 dir, yani 

2 2 2 2 
-1 =2 olduğundan A. =2, (1 + A.) =2, (2 + A.) =2, (2A.) =2, 

(1 + 2A.)
2

= 2 , (2 + 2A.)
2

= 2 dir. Bu sol yaklaşık cisimden başka hiç 

bir sol yaklaşık cisim, x-l= -X biçiminde de ifade edilebilen, bu özel_ 

liği sağlamaz. Bu özellik bazı geometrik sonuçlar doğurmakt.adır. Bu 

yaklaşık cismin belirttiği düzlemde, e:(x,y) = (y,x) , x,y E. S biçi-
-l -ı 

minde tanımlı dönüşüm,düzlemin y = ax +b do~rusunu y = a x-a b 

dağrusuna ve x =O (veya y =O ) doğrusunu y =O (veya x =O) dağru

suna dönüştürür. y = x dojSrusu üzerindeki her (x,x) noktası için 

e:(x,x) = (x,x) olduğundan y = x perspektiflik eksenidir. Bundan başka 

e: dönüşümü [ oo] ve y = -x doğrularını değişmez bırakır, 

fakat bu doğruların , y = x doğrusu ile arakesit noktaları hariç, hiç 

bir noktasını değişmez bırakmaz. Oysa bu doğruların her ikisi de 

y = -x doğrusu üzerindeki P ideal noktasından geçerler, bu nedenle P 

noktası perspektiflik merkezidir-Buradan e: nun, merkezi P ve ekseni 

y = x doğrusu olan bir perspektiflik olduğu söylenebilir .Üstelik,her 

(x,y) için e:2 (x,y) = e:(e:(x,y)) = e:(y,x) = (x,y) olduğundan e: bir 

involusyondur. 

6.2. Sağ Yaklaşık Cisimler üzerinde Projektif Düzlemler 

Sağ yaklaşık cısım tanımı, sol yaklaşık cısım tanımına oldukça 

benzerdir. Şöyleki, çarpma işlemi birleşimli olan bir sağ yarıcisme 

sağ yaklaşık cisim denir. Dikkat edilirse, hem sağ ve hem de sol yak

laşık cisim olan bir sistem, bir bölümlü halkadır. 

Teorem 6.2.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) =ab+ c 

üçlü işlemiyle birleştirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin bir 

sağ yaklaşık cisim olması için gerek ve yeter koşullar, 
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(i) (S,+) nın, birim elemanı O olan, bir grup olması, 

(ii) (S-{0},.) nın, birim elemanı 1 olan, bir grup olması, 

(iii) Her x E S için, x.O =O olması, 

(iv) Her x,y,z ~S için (x + y).z = x.z + y.z olması, 

(v) a ~b olmak üzere, verilen her a,b,c ~S için, 

xa-xb =c denkleminin bir tek x ~ S çözümünün bulunmasıdır. 

!spat: (S,T) ikilisi bir sag yaklaşık cisim olsun. Bu takdir

de (S,T), çarpma işlemi birleşimli olan bir sag yarıcisimdir. Bir sag 

yarıcisim (i),(iii),(iv) ve (v) koşullarını saglar ve (S-{0},.) bir 

yarıgruptur. Oysa çarpma işlemi birleşimli oldugundan (S-{0},.) bir 

gruptur dolayısıyla (ii) koşulu da sağlanır. 

Karşıt olarak (S,T) sistemi (i)-(v) özelliklerini sağlasın. 

(S-{0},.) nın yarıgrup olması halinde (S,T) bir yarıcisimdir. (ii) 

den (S-{ O},.) grup oldugundan (S, T), işlemi birleşimli olan 

bir sağ yarıcisim, dolayısıyla bir sag yaklaşık cisimdir • 

• Bir sol yarıcisimden sağ yarıcisim elde etme yöntemine benzer 

olarak yaklaşık cisimler için de aşağıdaki teorem verilebilir. 

Teorem 6.2.2: (S,+,.) bir sol yaklaşık cisim olmak üzere, 

X*Y = y.x biçiminde tanımlanan (S,+,*) dual sistemi bir sağ yaklaşık 

cisimdir. Üstelik (S,+,H) sisteminin duali (S,+,.) olur. 

!spat: (S,+,.) bir sol yaklaşık cisim, yani . işlemi birleşim

li olan bir sol yarıcisim olsun.Teorem 4.2.2 gereğince (S,+,H) bir sağ 

yarıcisimdir. O halde * işleminin birleşimli olduğunu göstermek ye

terlidir. 

(xHy)HZ (y.X)HZ = z.(y.x) = (z.y).x = XH(z.y) = XH(Y*Z) 
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olduğundan, (S,+,~) bir sağ. yaklaşık cisimdir • 

örnek 6.2.1: Örnek 6.1.1 de belirlenen (S,+,8) sol yak

laşık cisimlerin duaıleri alınarak, sağ yaklaşık cisimler bulunabilir. 
ı 

Orada x0y = xyq biçiminde tanımlandığı için (S,+,~) sağ yaklaşık 

cisminde, ~ işlemi, 

şeklindedir. 

ı 

x;ıı;y = yxq 

6.3. Sağ Yaklaşık Cisimler Yardımıyla Tanımlanan Bir Çifte 
Yarıgrup örneği 

Çifte yarıgruplar üzerinde projektif düzlemler konusunun so

nunda sözü edilen örnek, bir yaklaşık cisim üzerinde tanımlı olması 

nedeniyle burada verilmektedir. 

örnek 6.3.1 (Dembowski, 1968): S mertebesi q2 olan bir (sağ) 
yaklaşık cisim olsun. 

K= {k E. S: k(x + y) = kx +ky , her x,yE s için} 

kümesi S nın merkezi ile çakışan ve mertebesi q olan çekirdeğidir. 

s+ ile (S,+) toplamsal grubu gösterilmek üzere, V= S+@ S+@ S+ 

toplamsal grubunu gözönüne alalım. V üzerinde sağdan skalerle 

çarpım, 

x = (xl'x2,x3) E.. V ve a E. S iÇin, 

xa = (xl'x2 ,x3)a 

= (xl a, xza, x3a) ( 6. 7) 

şeklinde tanımlansın. 

x E V , x * (0,0,0) olmak üzere, 

xS = { xa a E: S } 

altgrupları noktalar olarak tanımlanmaktadır. 



A tekil olmayan bir matris ve a .. ıc K, i,j 1,2,3 olmak 
ıJ 

re , 

[ •ıı a12 

•nı A= a21 a22 a23 

a31 a32 a33 

matrislerinin kümesi G olsun ve her A E. G için, 

(xl,x2,x3) -+ xA r·ıı 
a12 al3 

(xl,x2,x3) a21 a22 a23 

a31 a32 a33 

3 3 3 
=( k x.a.

1 
, k x.a. 2 , k x.a.) 

ı = ı ı ı i=l ı ı i=l ı ı 
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üze-

(6.8) 

dönüşümü V nin, noktaları 

midir. t E. S için, 

yine noktalara dönüştüren bir otomorfiz-

( 6. 9) 

denklemini sağlayan (xl'x2,x3) E V elemanların tümünden oluşan nok

ta kümesi L(t) ile gösterilmek üzere doğruların, noktalar kümesi cın

sinden ifadesi', t = 1 veya t rf_ K ve A E:. G olmak üzere, 

L(t)A = {(xA)S : xSC L(t)} ( 6. lO) 

biçimindedir. Üzerinde bulunma bağıntısı ise kümeler teorisi kapsa

mında bilinen üzerinde bulunma bağıntısıdır. S üzerinde, bu şekilde 

oluşturulan düzlem Hughes düzlemi olarak bilinmekte olup H = H(S) 

ile gösterilir. H nın {O,E,U,V} koordinatlama dörtgenine göre üçlü 

halkası (S,T) olsun. (6.9) ve (6.10) dan H nın herhangi bir doğrusu, 

a. ,b. E. K hepsi birlikte sıfır olmayan elemanlar ve s d. K olmak üze-
ı ı 'F 

re 

3 
k a.x. + s 

i = ı ı ı 

3 
k b.x. =O 

i=l ı ı 

denklemi ile verilebilir. 

(6.11) 
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S üzerinde bir üçlü işlem, 

I sx + t ' s f. K 

x.set 

L s(x+k)+k' ' SE S-K ve t = ks-tk' ; k,k'e. K 

olarak veriliyor. Burada her x,y E S için x.ley = x + y ve x.yeO =YX 

dir fakat genel olarak x. set =1= sx + t veya xs + t dir. Bu nedenle 

(S,T) üçlü halkası lineer değildir. Dolayısıyla bu üçlü halkadan yu

karıdaki yolla elde edilen (S,~,.) çifte yarıgrubu da lineer değildir. 

Literatürde lineer olan bir çifte yarıgrup örneğine (dolayısıyla ce

birsel yapısı lineer çifte yarıgrup olan bir projektif düzlemine) 

ras tlanmamıştır. 



7. Ç1FTE GRUPLAR OZER1NDE PROJEKTiF DüZLEMLER 

Tanım 7.1: (S,+,.) sistemi verilsin, (S,+) ikilisi, birim 

elemanı O olan bir grup iken eğer (S-{0},.) ikilisi de bir grup ise, 

(S,+,.) sistemine bir çifte grup denir. Bu cebirsel yapı dağılma 

kurallarından hiçbirini sağlamaz. 

Teorem 7.1: (S,+,.) çifte g-ı::ubunun, her a,b, c E. S için, 

T(a,b,c) = a.b + c biç.iminde tanımlı üçlü işlemiyle birlikte bir 

düzlemsel halka olması için gerek ve yeter koşullar, 

(i) Her x E. S ıçın x.O = O.x =O olması, 

(ii) a =/=b olmak üzere, -a·x + b·x = c denkleminin bir tek 

x E. S çözümünün bulunması, 

(iii) a =/=b olmak üzere, x.a-x.b =c denkleminin bir tek 

x E. S çözümünün bulunmasıdır. 

İspat: Teorem 2.1.3 deki (1) ve (2) koşulları gözönüne alınır

sa, a,b,c,d E S , a =1= c için ax +b = cx + d olacak şekilde bir tek 

x E. S vardır. B.uradan -ax + cx =b-d olacak şekilde bir tek x E S 

vardır. Yine a =/=c için xa + y =b , xc + y =d sisteminin bir tek 

(x,y) E. s2 çözümü var olduğundan taraf tarafa çıkarma işlemiyle, 
xa-xc =b-d elde edilir ve bu denklemin bir tek x E. S çözümü vardır. 

O halde (ii) ve (iii) Teorem 2.1.3 deki (1) ve (2) koşullarının da

ha sadeleştirilmişleridir. Bu nedenle oradaki ispat aynen tekrarla

nabilir tıJ 

Herhangi bir (S,T) üçlü halkası lineer ve + işlemi birleşimli 

(dolayısıyla (S,+) grup) ise, P = P (S, T) projektif düzlemi 

((oo) ,['4) geçişkendir. Ayrıca (S,T) üçlü halkası lineer ve • işlemi 

birleşimli (dolayısıyla (S-{0},.) grup) ise P(S,T) projektif düzlemi 

((O),[ O] )-geçişkendir. Bu nedenle cebirsel yapısı çifte grup olan 

ve Teorem 7.1 deki (i),(ii),(iii) koşullarını gerçekleyl~ll bir 

(S,+,.) sistemine kaqılık gelen P(S,T) projektif düzlemi hem 

((oo) ,[ oo] )-geçişken hem de ((O),[ O] )-geçişkendir. Böyle bir düzlem 



başka bir (M,e) ikilisi için (M,e)-geçişken olabilir veya olmayabi

lir. 

Örnek 7.1 (Stevenson, 1972): ıR gerçel sayılar kümesi olmak ü

zere M =(ıR,+, ®) sistemini tanımlayalım. Burada + gerçel sayıla

rın bilinen toplama işlemi ve ®ise, 

, x ;;ı: O veya y ;;ı: O iken 

, x < O ve y < O iken 

biçiminde tanımlıdır. M sisteminin ®işlemi birleşimli olan bir 

kartezyen grup olduğunu ve dağılma kuralının sağlanmadığını dolayı

sıyla M nin bir çifte grup olduğunu gösterelim. 

(ıR,+) nın birim elemanı O olan bir grup olduğu aşikardır. 

(IR-{0}, ®) nın birleşimli bir yarıgrup olduğunu gösterelim. 

, a ;;ı: O veya x ;;ı: O iken 

a ® x =b 

, a < O ve x < O iken 

eşitliğinin a ve b nın dört farklı hali için bir tek x E ıR çözümü

nün olduğunu gösterelim. 

(i) a >O b >O ıse ax =b =::> x =E_> O tek çözümdür. 
a 

(i i) a > O , b < O ı se ax = b => x = E_ < O tek çözümdür. 
a 

b 
(iii) a <O , b< O ıse ax =b=> x =--->O tek çözünıdür. 

a 

(iv) 

ı b 2b o .. .. d ğ . ld . 
ıax = => X = a > ÇOZUID e ı ır, 

a < O , b > O ise ax = b => x = E_ < O çözüm değildir. 
a 

ı 2b 
2ax =b => x =a <O tek çözümdür, 

x ;;ı: O veya y ;;ı: O iken x ® y = xy = yx = y ® x 

88 
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ve 

x < O ve y < O iken 
ı ı 

x ® y = 2 xy = T yx = y ® x 

olduğundan ®işlemi komutatiftir. Böylece x ® a =b denkleminin bir 

tek x E ~-{0} çözümünün olduğu hemen söylenebilir. 

Her x E. ~ için x ® 1 = x. 1 = x = 1. x = 1 ® x dir ve 1 çarpımsal 
ı 

birim elemandır. 1 >O olduğundan x ® 1 = 2 x durumu sözkonusu ola-

maz. 

xyz ' 
x ;;;;. O ve yz ~O iken 

xyz ' 
y,z ;;;;. O iken 

(x ® y) ® z ı x <O ve yz ~O iken 2xyz 

ı 
y,z <O iken -yxyz ' 

(7.1) 

xyz ' 
x;;;;. O ve yz ~O iken 

xyz ' 
y,z ;;;;. O iken 

x ® (y ® z) ı 
x <O ve yz ~ o iken yxyz 

ı 
y,z <O iken yxyz ( 7. 2) 

(7.1) ve (7.2) den her x,y,z ı=~ için, 

(x ® y) ® z = x ® (y ® z) 

dir. Üstelik her x E. ~ için, x ®O = x.O =O = O.x =O ® x dir, 

Her a,b,c,dE. ~ , a =1= c için, 

(7. 3) 

eşitliğini; 

a ;;;;. O veya x ? O 

a <O ve x<O 

c ;;;;. O veya x ;;;;. O iken iken, ax+b ı = { cx+d , 

iken, ~ax-tb J icx+d , c <O ve x < O iken 

(7. 4) 

biçiminde ifade edebiliriz. (7.3) denkleminin a ve c nin değişik du

rumlarına göre bir tek x ~ ~ çözümünün olduğunu gösterelim. 
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(i) a >O ve c >O olsun. 

(7.4) den ax +b =cx +d elde edilir. Buradan (a-c)x =d-b 

olur ve x = (d-b)(a-c)-l (7.3) denkleminin tek çözümüdür. Bu durum

da (7.4) deki diğer eşitlikler söz konusu olamaz. 

(ii) a >O ve c <O olsun. 

ax +b = cx +d eşitliğini çözersek -ı x = (d-b) (a-c) buluruz ve 

x >O olmalıdır. ax +b =-} cx +d eşitliğinden ise x =(d-b) (a-~c)-l 
çözümünü elde edebiliriz ve x <0 olmalıdır. Dolayısıyla d >b ise, 

(7.3) ün tek çözümü x = (d-b)(a-c)-l dir. Eğer d <b ise, 

ı -ı 
x = (d-b) (a- 2 c) tek çözümdür. 

(iii) a <O ve c >O olsun. 

ax +b = cx + d ve ~ ax +b = cx + d denklemlerini göz önüne 

alalım. Buradan eğer d ~b ise, x = (d-b)(a-c)-l in (7.3) denkleminin 

tek çözümü olduğunu a~si takdirde yani d >b ise tek çözümün 
ı -ı x = (d-b) ( 2 a-c) olduğunu söyleyebiliriz. 

(iv) a,c <O ve a < c olsun. 

Bu durumda d ~b ise, x = (d-b) (a-c) -ı tek çözümdür. Eğer d >b 

ise, bu takdirde x = 2(d-b)(a-c)-l çözümü tektir, 

(v) a,c <O ve a >c olsun. 

-ı 
Eğer d >b ise, x = (d-b)(a-c) tek çözüm iken, d <b ıse 

-ı x = 2(d-b)(a-c) çözümü tektir. 

Her a,b,c,d E.ıR , a =1= c için 

(7 .5) 

denklem sistemini, 



x®a+y=b 

x®c+y=d 

{ 

xa + y =b 

<~> ı 
xa+y=b 2 

ı 
XC + y =d 

<'==> ı 
-XC+ y =d 
2 

, x ;;;;. O veya a ;;;;. O iken 

, x <O ve a <O iken 

, x ~ O veya c ;;;;. O iken 

, x < O ve c < O iken 

biçiminde ifade edebiliriz. (7.5) sisteminin bir tek (x,y) E ~ 
çözümünün varlığı da (7.3) denkleminde olduğu gibi a ve c nin beş 

değişik durumu için gösterilebilir. 

(i) a ;;;;. O ve c ~O olsun. 

xa + y =b 

XC + y =d 
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-ı -ı sisteminin çözümünden, (x,y) = ((b-d)(a-c) ,b-(b-d)(a-c) a) (7.5) 

ın tek çözümüdür. 

(ii) a ;;;;. O ve c <O olsun. 

xa + y =b 

XC + y =d 

sisteminin çözümünden x = (b-d)(a-c)-l , y = b-(b-d)(a-c)-la elde 

edilir. 

xa + y =b 

ı 
2 XC + y =d 

sisteminin çözümü ı -ı de x = (b-d) (a- 2 c) ı -ı ve y = b-(b-d) (a- 2 c) a 

dır. 

(x,y) 

(x,y) 

Dolayısıyla b;;;;. d iken (7.5) sisteminin tek çözümü, 

= ((b-d)(a-c)-1,b-(b-d)(a-c)-1a) dır. Eğer b< d ise, 

ı -ı ı -ı = ((b-d)(a- 2 c) , b-(b-d) ( a- T c) a) tek çözümdür. 

Benzer düşünce ile diğer durumlarda sadece (x,y) çözümlerini 



yazalım. 

(iii) a < O ve c ;;ı. .Q olsun. 

Eger b ~ d ise sistemin tek çözümü, 

(x,y) = ((b-d) (a-c) -ı ,d-(b-d) (a-c) -le) 

dir ve b >d ise, 
ı -ı ı -ı (x,y) = ((b-d) ( 2 a-c) ,d-(b-d) ( 2 a-c) c) 

tek çözümdür. 

(iv) a,c <0 ve a <c olsun. 

Eger b~ d ise, (x,y) = ((b-d)(a-c)-1,b-(b-d)(a-c)-1a) siste-

min tek çözümüdür, b >d olması halinde ise, tek çözüm 

(x,y) = (2(b-d)(a-c)-1,b-(b-d)(a-c)-1a) dır. 

(v) a,c <O ve a >c olsun. 

b ~ d olması halinde sistemin tek çözümü, 

(x,y) = ((b-d)(a-c)-1,b-(b-d)(a-c)-1a) 

dır ve b < d ise, 

(x,y) = (2(b-d)(a-c)-1 ,b-(b-d)(a-c)-1a) 

tek çözümdür. 

Böylece (ıR,+, ®) sistemi bir çifte gruptur. Üstelik bu sis

tem dağılma kurallarını sağlamaz. Çünkü, 

ve 

dir. 

( -5) ® ( -2 + 4) = ( -5) ® 2 = -10 

(-5) ® (-2) + (-5) ® 4 =ı~ -20 = 5-20 = -15 

(-1 + 3) ® (-2) = 2 ® (-2) = -4 

2 
(-1) ® (-2) + 3 ® (-2) =ı -6 = -5 
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Örnek 7.2 (Pickert, 1975): (S,+,.) herhangi bir sıralı bölü~ 

lü halka olsun. k * 1 de S nin pozitif bir elemanı olsun. S üzerin

de + işlemini aynen tutarak, yeni bir çarpa işlemini her x,y E S 



93 

için, 

x < O ve y < O iken 

diğer dururolarda 

biçiminde tanırolayalım ve (S,+,o) sistemini düşünelim. Hipotezden 

(S,+) grup yapısına sahiptir. Tanım gereğince xoO = Oox =O dır. 

Teorero 7.1 deki (ii) ve (iii) koşullarının gerçeklendiğini göstere

liro. 

a -=/=b olmak üzere, 

-aox +box =c (7 .6) 

denkleminin bir tek x E: S çözümünün var olduğunu göstereliro. 

~1 
akx a <O ve x <O iken 

aox 

ax diğer dururolarda 

r bkx b< o ve x <O iken 

box 
=1 

bx diğer dururolarda 

eşitlikleri yardımıyla (7.6) denkleminin tek çözüroünün olduğunu de

ğişik hallerde inceleyelim. 

(i) a,b,x <O olsun. 

-aox +box = c => -akx + bkx = c => (-ak + bk)x = c 

=> x =(-ak+ bk)-lc => x E. S tektir. 

(ii) a <O , b~ O , x <O olsun. 

-aox + box = c => -akx + bx = c => (-ak + b) x = c 

-ı => x = (-ak + b ) c => x E. S tektir. 

(iii) a ~ O , b < O , x < O olsun. 

-aox + box = c => -ax + bkx = c => (-a + bk)x = c 

=> x=(-a+bk)-1c=> xE..S tektir. 



(iv) x ;;:;;:. O olsun. 

-aox+box=c=> -ax+bx=c=> (-a+b)x=c 

=> x =(-a +b)-1c => xE.S tektir. Yani, 

(b-a)kx 
' a <0 • b <O ' X <O 

(b-ak)x a <O ' b ;;;;:.o 
' x <o 

-aox +box = 
(bk-a)x 

' 
a;;:;;:. O ' b <o , x <o 

(b-a)x , X;;;;:, 0 iken 

iken 

iken 

iken 

olup, -aox +box = c denkleminin bir tek x E. S çözümü vardır. 
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a =1= b olmak üzere xoa-xob = c denkleminin bir tek x E. S çözü

mü olduğunu gösterelim. 

xka x < O ve a < O iken 

xa diğer durumlarda 

xob = J xkb 

l xb 

x < O ve b < O iken 

, diğer durumlarda 

eşitlikleri yazılabilir. Bir tek çözümün varlığını yıne değişik du

rumlarda inceleyelim. 

(i) a <O , b <O , x <O olsun. 

xoa-xob = c => xka-xkb = c => x(ka-kb) = c 

x = c(ka-kb)-l => x E. S tektir. 

(ii) a <O , b ;;:;;:. O , x <O olsun. 

xoa-xob = c => xka-xb = c => x(ka-b) = c 

x = c(ka-b)-l => x E. S tektir. 

(iii) a ;;:;;:. O, b <O , x <O olsun. 



=> 

xoa-xob =c => xa-xkb =c => x(a-kb) =c 

x = c(a-kb)-l => x E. S tektir. 

(iv) x ;;ı: O olsun. 

xoa-xob =c => xa-xb =c => x(a-b) =c 

x = c(a-b) -ı => x E:. S tektir, 

Buradan, 

· { xk(a-b) 

x ka-b xoa-xob = ( ) 
x(a-kb) 

x(a-b) 

' a <O ' b <o ' X <O 

a <O ' 
b ;;ı: o 

' X <O 
a ;;ı: O ' b <0 ' X <0 

' X ;;ı: o iken 
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iken 

iken 
iken 

olup xoa-xob =c olacak şekilde bir tek x E: S vardır. Dolayısıyla 

(S,+,o) sistemi bir kartezyen gruptur. Bu sistemin çarpımının bir

leşme kuralını gerçeklernesi için gerek ve yeter koşulun, k nın S nin 

merkezinde bulunması olduğunu gösterelim. 

x,y, z E. S için, 

x(ykz) , y,z <O iken 

xo(yoz) 
{ 

~kz , y, z < O iken 

= xo 

yz , diğer durumlarda 

= xk(yz) , x < O, yz < O iken 

x(yz) , diğer durumlarda 

f x(ykz) , x,y,z <O iken 

x(ykz) ,x;;;ı:O , y,z <O iken 

x,y <O z ;;ı: o iken l xk(yz) 
xk(yz) , X< 0 ' y ;;ı: o ' z <0 iken 

x(yz) , diğer durumlarda 

. ve 

(xoy)oz = 

x,y <O iken 

ı 
durumlarda j i 

(xky)z 

oz = (xy)kz 

(xy)z 
, diğer 

, x,y <O iken 

xy < O,z<O iken 

, diğer durumlar
da 
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(xky)z x, y, z < O iken 

(xky)z x,y< O , z ;:ı: O iken 

(xoy)oz = (xy)kz x<O,y;;;:ı:O,z<O iken 

(xy)kz x ;:ı: O , y, z < O iken 

(xy)z diğer duruınlarda 

elde edilir .Buradan, birleşıne kuralının geçerli olduğu kabul edilirse, 

x(ykz)= (xky)z , x,y,z <O iken 

x(ykz) = (xy)kz x ;:ı: O , y,z <O iken 

xo(yoz) = (xoy)oz <=> xk(yz) = (xky)z , x,y <O, z ;:ı: O iken 

xk(yz) = (xy)kz , x <O , y ;:ı: O, z <O iken 

x(yz) = (xy) z , diğer durumlarda 

olur. (S,+,.) bölümlü halkasının çarpımsal grubunun birleşme özelli

ğinden , x(ykz) = (xy)kz, xk(yz) = (xky) z ve x(yz) = (xy) z dir. Yine 

birleşme özelliği ile birlikte dÜ§Ünecek olursak, x(ykz) = (xky)z ve 

xk(yz) = (xy)kz olabilmesi için gerek ve yeter koşul ky =yk yani k 

nın S nin merkezinde olınasıdır. Üstelik dağılma kurallarından hiçbi

rinin sağlanmadığını iki örnek üzerinde görelim. 

ve 

(-1) o ( 1-1) = (-1) oO = -1. O = O 

(-l)ol-(-i)o(-1) = -1.1-(-l)k(-1) = -1-k 

(1-l)o(-1) = Oo(-1) = 0(-1) =O 

lo(-1)-(-l)o(-1) = 1.(-1)-(-l)k(-1) = -1-k 

dır. Dolayısıyla k, bir ınerkez eleınanı olmak koşuluyla (S,+,o) bir 

çifte grup belirtir. 



8. BöLOMLO HALKALAR VE C1S1MLER OZER!NDE PROJEKT!F DüZLEMLER 

Tanım 8.1: B bir küme, +ve • B üzerinde iki ikili işlem olsun. 

Aşa~ıdaki koşulları gerçekleyen (B,+,.) sistemine bölümlü halka denir. 

Bl. (B,+) de~işmeli bir gruptur. 

B2. (B.;..{-0},.) bir gruptur. 

B3. Sa~dan ve soldan da~ılma özellikleri sa~lanır. 

Tanim 8.2: .• ikili işlemi de~işmeli olan (B,+,.) bölümlü hal

kasına cisim denir. 

Dolayıs~yla bölümlü halkaya de~işmeli-olmayan cisin (non-commu

tative field) veya aykırı cisim (skew field) de denilmektedir. Tanım 

5.2.1 ile verilen Kuaterniyonlar Halkası bir bölümlü halka örne~idir. 

(S, ~ ,e) sisteminin bölümlü halka veya cisim olması durumunda 

homogen koordinatlar yardımıyla projektif düzlemler elde edilebilir. 

Bunları kısaca açıklayalım: B bir bölümlü halka iken, 

(x1,x2 ,x3) * (0,0,0), (x1,x2,x3) = (x1,x2,x3)A 

X·,AE. B' A*O} 
ı . 

D = { [ a1,a2,a3 ] : [ a1,a2,a3] * [ 0,0,0] , [ a1,a2,a3] =ll[ a1,a2,a3]; 

a. , ll~ B , ll *o } 
ı 

o: (x1,x2,x3)o[a1,a2,a3] <=> a1x1 + a2x2 + a3x3 =O 

biçiminde tanımlanan P2B = (N,D,o) bir projektif düzlemdir. 

Benzer olarak F bir cisim iken, 

N ~{ (xl'x2,x3) : (x1,x2,x3) * (0,0,0), (xl'x2,x3)- A(x1,x2,x3)j 

x., A E. F , A *O} 
ı 

[a1,a2,a3]offO,O,O] ,[a1,a2,a3] _ll [a1,a2,a3]; 

a., ll E. F , 1.1 *O} 
ı 
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olmak üzere P
2
F = (N,D,o) bir projektif düzlemdir. Bu projektif düz

leme cisim düzlemi denir. 

Homogen olmayan koordinatlarla da projektif düzlemler elde edi

lebilmektedir. 

Teorem 8.1< Herhangi bir (S,T) lineer üçlü halkasından elde 

edilen (s,+,.) sistemi bir bölümlü halka ise P(S,T) projektif düzle

mi her X noktası ve her x doğrusu için (X,x)-geçişkendir, yani 

Dezargseldir. 

ispat: (S,T) lineer üçlü halkasından elde edilen (S,+,.) sıs

temi bölümlü halka olsun. . işlemi birleşimli olduğundan P(S,T) 

((O),[O])-geçişken bir düzlerndir ve (S,T) üçlü halkası bir sağ ters 

birleşimli yarıcisimdir. Teorem 5.1.1 ve Teorem 5.1.2 den P(S,T) 

bir Moufang düzlemidir. Oysa bu Moufang düzlemi, (0)6[0] iken 

((O) ,[O])-geçişken olduğundan Dezargsel bir düzlerndir iA 

Teorem 8.2: Herhangi bir (S,T) üçlü halkasından E!lde edilen 

(s,+,.) sistemi bir cisim ise, P(S,T) projektif düzlemi Pappusseldir. 

P(S,T) projektif düzlemi ile P2F cisim düzlemi arasında; 

f p(S,T) ->- P:_l 

f (x,y) 

(m) 

(=) 

-'r 

-+ 

->-

(x,y,l) 

(1 ,m, O) 

(0,1,0) 

biçiminde tanımlanan f eşlemesi 

ve 

bir 

f [m, k] -+ [m,-l,k] 

[k] -+ [ ı. o, -k] 

foo] -'r [0,0,1] 

izomorfizmdir. Dolayısıyla p(S,T) 

ile P
2

F düzlemleri izomorftur. Ayrıca bu izomorfizm ile homogen olma

yan koordinatlada homogen koordinatlar arasındaki geçiş belirlenmek

tedir. 

Not: Cebirsel yapısı bölümlü halka (veya cisim) olan projek

tif düzlemler literatiirde oldukça iyi incelenmiş olduğundan bunlar

la ilgili olarak daha fazla ayrıntıya girilmemiştir. 



9. ÇARPIMSAL YAPISI GRUP OLAN DüZLEMSEL HALKALARlN 

BEL1RTT161 PROJEKTIF DüZLEMLER 

Bu bölümde vereceğimiz düzlemsel halka örneklerinde toplama iş

lemi birleşimli değil fakat çarpma işlemi birleşimlidir. Bu nedenle, 

elde edilen projektif düzlemlerin lineer üçlü halkasının cebirsel ya

pısında (S-{0},.) sistemi bir gruptur. Burada önce, başka hiç bir 

standart özellik sağlamayan böyle bir düzlemsel halka üzerinde durula
caktır. Bu tür sistemlere, benzetme yoluyla, karşıt kartezyen grup 

demek yerinde olacaktır. İkinci ve üçüncü örneklerde ise dağılma 

özelliklerinin her ikisi de sağlandığından bu sistemler karşıt yarı

cisim olarak bilinmektedir. Son olarak çarpımsal yapısı grup olan 

ve dağılma kurallarından yalnızca bir tanesi (soldan) gerçekleyen 

bir düzlemsel halka sunulacaktır. Bu cebirsel yapıda karşıt sol ya

rıcisim olarak isimlendirilı:ıektedir. 

Örnek 9.1 (Spencer, 1960): ~ gerçel sayılar cismi, . da bilinen 

çarpma işlemi olsun, ~ üzerinde ~işlemi, 

r+b ab ~o iken 

a ~b = a + (Signb)b 
2 

ab< O ve lal > b2 iken 

SignaM +b ab< O ve !al ~ b2 iken 

biçiminde tanımlansın. (~, ~ ,.) sisteminin bir karşıt kartezyen 

grup olduğunu gösterelim. 

Her af~ için a.O = O.a =O olduğundan, a ıBO =O ~ a = a dır. 

Her a,bE.öl için a ~ x =b eşitliğinin bir tek xE~ çözümünün 

var olduğunu yine değişik durumları inceleyerek göstermeliyiz. 

· a :::: O ise ax :::: O dır, dolayısıyla a ~ x ::::b ::::> O $ x :::: b ::::> 
O+ x:::: b olup, x =b tek çözümdür. 

b =O ve a > O ise, 



a @x =0 Ja + x =O 

<=> a-x2 =O 

lv'laı +X 

~ o 
x <o 

=0 X <O 
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iken 

a>x 
2 

iken ve 

a <x 
2 

iken (9. 1) ve 

elde edilir. a + x =O => x = -a <O ve a-x2 = O => x2= a olup, 
2 a > x olması gerektiginden, her iki durumda da x çözümü yoktur. 

y'a +X = 0 => X =-va Ve X < 0 => x
2

= a ve a < a oldugundan 

(9.1) eşitliginin tek çözümü x =-Va dır. 

b = O ve a < O ise, r +x =O 
X <O iken 

a EB x =O <=> a + x
2

= O X> 0 !al >x 
2 iken (9. 2) ve 

- Yfal +x =O x>O la 1 
2 iken ve <x 

incelenmeli. a + x =O => x = -a >O ve a + x2= O => x
2

= -a elde 

edilir. Halbuki la!> x
2 olmalıydı. Bu durumlarda x çözümü yoktur. 

- v'laT + x =o => x =vıaı ve x>O dır. 
2 

Buradan x = !al olur ve 

böylece x = vıaı· (9 .2) eşitliginin tek çözümüdür. 

a > O ve b > O ise, 

l
a+x=b 

a EB x = b <=> a-i = b 

ya+x=b 

olur. 

x ;;;. O iken 

2 
x < O ve a > x iken 

2 
x < O ve a < x iken 

(9.3) 

a >b olsun, a + x =b => x = b-a < O dır ve x çözümü yoktur. 

Va + x = b => x = b- Va dır. Eğer b ;;;. Va ise x ;;;. O dır ve çözüm 

değildir. O halde x <O yani b <Va olmalı. Fakat bu durumda da 

2 2 2 
x = b- Va => x = b -2b Va+ ·a => a < b -2b y'a + a => 

. 2 2 2 2 
O <b -2b ya< b -2b => O < -b çelişkisi oldugundan çözüm yoktur. 

a-x
2 

= b => x
2 

= a-b ve a > a..:.b olduğundan x = - yfci=b (9. 3) denkleminin 
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tek çözümüdür. 

< 
2 b . 2 <O d . . . a b olsun, a-x = ıse x =a-b ol u~undan bır çelışkı söz 

konusudur, Va +X =b iken X =b- Va> 0 oldu~undan X ÇÖZümÜ yoktur, 

a +x =b ise x =b-a >o olur ve (9.3) ün tek çözümü x =h-a dır. 

a =b olsun, a-x
2

= b iken x2= a-b =O dır oysa x <O olmalıydı. 
Va+ x =b ise, x =b- Vci = bvfb >O olması x <O ile çelişir ve x 

çözümü yoktur. a + x =b iken x =h-a dır ve x =b-b =O (9. 3) eşit

li~inin tek çözümüdür. 

a < O ve b < O ise 

r 
+X =b X~ 0 iken 

a $ x =b - 2 X> 0 la 1 >x 
2 

iken (9. 4) <--=> a+x =b ve 

- Vj8l+ X =b X> 0 !al ~X 
2 iken ve 

dir. 

a >b olsun, a + x
2

= b iken x2= h-a< O dır ve - y"jaj + x =b 

iken X =b + vTaı <o dır bu nedenle her iki durumda X çözümü yoktur. 

a + x =b ise x =h-a <O oldu~undan (9. 4) eşitli~inin tek çözümüdür. 

a <b olspn, a + x =b ise x =h-a > O dır ve x çozum olamaz. 

- .JTiT + x =b ise x =b + v'fal dır. E~er .Jjal~ Ib 1 ise x ~ O ola

ca~ından çözüm yoktur. x >O olabilmesi için Vfal> Ib 1 olmalı. Oysa 

bu durumda x = b + Vlal 

1 a 1 ~ b 2 + 2b #i + 1 a 1 

2 2 
=> X =b + 2byplf +!al ise, 

- r.;:;-.· 2 + 2b y 1 a ı ~b + 2b Ib 1 dir ve 

O ~b 2-2b 2 = -b
2 çelişkisi elde edilir. a + x

2
= b iken x

2
=b-a ve 

!al> x
2 oldu~undan x =~ (9.4) ün tek çözümüdür. 

a =b ise bir tek x = O çözümünün oldu~u aşikardır. 

a <O ve b> O iken a $ x =b aynen (9.4) deki gib.i tanımh.dır. 

Benzer işlemler yapılarak bir tek x =b + -yliai. çözümü bulunur. 
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a >O ve b <O iken a $ x =b denklemi (9. 3) deki gibidir ve 

X =b- Va tek çözümdür. 

Her a,bE: ıR için y $ a =b e§itliğinin bir tek YE. ıR çözümünün 

olduğunu göstermek için benzer işlemler yapılabilir. Deği§ik durumr 

larda bir tek y f. ıR çözümleri a§ağıdaki şekildedir. 

a =O ise y =b ve a =b ise y =O dır. a >b ;;;;:. O iken 

y = -(a-b) 2 ve b > a >O iken y = b-a dır. a <b ~O ise y = (b-a)
2 

2 
ve b < a < O ise y = b-a dır. a < O ve b > O iken y = b + a dir ve 

- 2 eğer a > O, b < O ise y - b-a dir. 

a,b ,c,df. IR , a =1= c için ax $b = cx $d denkleminin bir tek çözü

münün varlığını yine değişik durumlar için inceleyelim. 

a, b , c, d > O is e, 

x;;;;:. O iken 

b2 
x< -- iken 

a 

b2 
~ x <O ikpn 

a 

eşitliği elde edilir. 

ax +b 

2 
ax +b = 

-~+b 

a <c ve d< b, 

cx +d x;;;;:. O iken 

d2 
(9.5) 

2 
cx + d x <--iken 

c 

-~+d, d2 
--~x<O c iken 

c < a ve b <d iken tek çözüm 

d-b 
dir. a <c ve b< d, c< a ve d< b olması hallerinde, eğer X ---

a-c 

ad< be 
d2-b2 

ve eğer be < ad ise 
. b-d )2 (9.5) ıs e X=-- X = -<ra vı-a-c a- c 

eşitliğinin tek çözümüdür. 

a,c >O ve b,d <O ise, 

x~O iken ' ax +b cx + d x < O iken 

b2 2 2 d2 
x>- iken ax-b = c x-d x>- iken 

a c (9.6) 
b2 

iken '~+b ~ + d, o d2 
iken o <x<- <x~-

a c 
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denkleminin, a <c ve b <d, c < a ve d <b iken tek çözümü x 
d-b =--a-c 

dir. a <c ve 

b2-d2 

d <b, c < a ve b <d ise ad <be iken, 

x =-- , be a-c 
müdür. 

~ ad iken X = ( d-b ) 2 
la-y€ 

a, c < O ve b, d > O ıs e, 

X~ 0 iken ax +b 

b2 
iken + b2 x>- ax = 

!al 
b2 

o <x ~-- iken , -/ıaxi+ b 
la 1 

(9.6) eşitliğinin tek çözü-

cx +d x ~O iken 
(9. 7) 

+ d2 
d2 

iken cx x>-
Ic 1 

d2 
-lıcx 1 +d ,o <x~- iken 

Ic 1 

olur. a < c ve b < d, c < a ve d < b iken 
d-b 
a-c tek çözümdür. X=--

d2-b2 2 2 . 
a < c ve d < b, c < a ve b < d hallerinde b c < ad ıken x = a-c 

ai~ b 2
c iken 

dür. 

ise x= d-b )2 
( lfCi. -lfiı 

a,b,c,d <O ıse, denklem 

x~O iken ax +b 

r b2 2 x<- iken ax-b 
a 

(9. 7) denkleminin tek çözümü-

cx +d x ~O iken 

2 d2 
c x-d x<- iken (9 .8) 

c =1 b2 
iken, ~T+b licxl +d 

d2 
-~x <o 

' 
-~x <o iken a ' c 

biçimindedir. --d-b a < c ve d <b, c < a ve b < d ise tek çözüm x 
a-c 

dir. a <c ve b< d, c< a ve d <b ise (9.8) eşitliğinin tek çözümü, 

2 2 b 2-d2 . 2 2 
b c < ad iken x - -- olup, ad ~ b c 

a-c 
h ı· d - ( d-b ) 

a ın e ıse x --~ıaı-lıcı 

dir. 

Diğer halleri kısaca özetleyelim. a,b >O ve c,d <O, a,d >O 

ve b, c <O olması durumlarında ax ®b = cx ®d eşitliği sırasıyla, 

2 
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x;;;ı:o iken ax +b cx + d , x ;;;ı: O iken 

b2 
iken 

2 2 d2 
iken X<-- ax + b c x-d x<-

a ' c 

b2 
iken , -lj axı + b lı~ ı +d 

d2 
--~X< 0 ,-~x<O iken a c 

x~O iken ax + b cx + d x~O iken 

x> 
b2 

iken 2 cx + d2 d2 
iken ax-b = x> --a c 

O<x 
b2 

iken llaXı +b -~ i iken ~- +d 
' 

o <x~ --a c 

biçimlerini alır ve her bir durumda x çözümünün tekliği benzer işlem

lerle gösterilebilir. 

a, b , c , d f. 61 , a -=1= c iken, 

xa EB y =b 

XC EB y = d (9. 9) 

sisteminin bir tek (x,y)~~2 çözümünün varolduğu yine değişik hallerde 

incelenerek uzun işlemler sonucu bulunabilir. Burada sadece bir durum 

için çözüm verilmektedir. 

xa + y =b xay ;;;ı: O iken 

xa EB y =b <=> xa + (Signy)y2= b 
2 

xay <O ve !xl >..L iken 
la! 

2 
(Signxa) ll xaT + y = b xay <O ve !xl 

y 
~- iken 

ıaı 
XC + y =d xcy ;;;ı: O iken 

2 
xcy <O ve !xl >...L. iken 

1 cl 
xc EB y = d <=> xc + (Signy)y2 = d 

2 
xcy <O ve !xl ~L iken (Signxc) ~+ y = d 

Ic 1 

a,b,c,d>O ıse, 
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xy;;;:. o iken 
2 

X< 0 ve y >O ve !xl >l i. k en 
a 

xa EB y =b <=> 2 =b xa-y x>O ve y <O ve 
2 

x >...L iken 
a 

2 
-lıxaı + y =b X< 0 ve y >o ve !xl ~.L iken 

a 
2 

lfXa'ı + y =b x>O ve y <o ve y iken X~-
a 

r 
XC + y =d 

2 
=d 

~d<~J 
XC +Y 

XC EB y 
2 

=d xc-y 

xy;;;:. o iken 

2 
x <O ve y>O ve !xl >L iken 

c 

2 
x >O ve y <O ve x>L iken 

c 

2 

l 
-/ixc ı·· + y =d 

ljXCj' + y =d 

x<O ve y>O ve !xl ~ı iken 
c 

2 
x>O ve y <o ve x~L iken 

c 

eşitlikleri elde edilir. a >c ve b> d iken bir tek (x,y)~~ çö

zümünün olduğunu gösterelim. 

xa + y =b ve lee + y = d => x(a-c) =b-d => x =b-d > O dır 
a-c ve 

y 
ad-be 
a-c dir. Dolayısıyla ad-be;;;:. O iken (9.9) sisteminin tek çö-

zümü 
b-d ad-be 

(x,y) = ( a-c ' a-c ) dir. 

2 xa + y =b ve 

2 
xa-y =b ve 

2 b-d 
xc + y =d => x =·->O olduğundan a-c çözüm yoktur. 

2 b-d ~c-da xc-y =d => x =-->O ve y =- olduğundan a-c a-c 

2 2 
ve aynı zamanda x >.X ve a 

x >.X koşulları sağlandığından ad-be <O 
c 

iken tek çözüm (x,y) = ( b-d _ jbc-da ) 
a-c ' a-c 

dir. 
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-J\xa \ + y =b ve -llxc 1 + y = d => lTI ( /jCi -/jap =b-d 

=> li;T= b-d > lfCi - lja 1 = 
Sign b-d 

/TCı- vTal ~ ( -) olduğundan çözüm 

yoktur. 

~- + y = b . ve /fXCi + y = d => ad-be. < O 
. b-d 2 

iken (x,y) = ((li ,;- ) , 
a- c 

2 2 
d ra -b vf" ) 

ra-rc 
olmakla birlikte x ~L ve 

a 
x ~L koşulları sağlanc 

madığından çözüm yoktur. xa + y 2 =b ve 2 - /i xc i + y = d , xa-y = b 

ve rı-ı r,--; 2 ~-· 
v lxc 1 + y = d , - v lxa 1 + y = b ve xc + y = d , v lxa 1 + y = b ve 

2 xc-y = d sistemlerinin (x,y) çözümlerinin bulunmadığı gösterilebi-

lir. a,b ,c,df: tR sayılarının diğer durumları için (9. 9) sisteminin 

yine bir tek (x,y) E.. J çözümü vardır. 

® işleminin birleşimli olmadığını ve dağılma kurallarını ger

çeklemediğini birer örnek ile gösterelim. 

(5 @ 4) @ (-3) = 9 @ (-3) = 19-3 = 3-3 =o 

}
=> 

=4 
o =/= 4 dür. 

5 ® <4 ® <-3)) = 5 ® < A-3) = 5 ® <-1) = 5-1 

4.(4@ (-1)) = 4( 14-1) = 4.1 = 4 • ı 
J 

=> 

=o 

0=/=4 dür. 

4.4@ 4(-1) = 16 @ (-4) = /16-4 = 4-4 

(-4@ 1).4 = (-4 + 1).4 = -3.4 = -12 } 
=> O =/= -12 dir. 

-4.4 ®ı. 4 = -16 @ 4 = - /ı-16 i + 4 = -4 + 4 = o 

Tanım 9.1: S, O ve 1 gibi en az iki elemanı kapsayan ve üze

rinde ~ ve ®gibi ikili işlemler tanımlı olan bir küme olmak üzere 

aşağıdaki koşulları sağlayan (S, ® ,0) sistemine bir (DNR) division 

neo-ring denir. 

(i) (S, ®), birim elemanı O olan, bir yarıgruptur. 

(ii) (S-{0},~), birim elemanı 1 olan, bir yarıgruptur. 



ve 

dir. 

(iii) Her x E. S için xElO = OElx = O dır, 

(iv) Her a,b,cE.,S için, 

aS(b ®c) = (a6lb) ® (aElc) 

(a @b)8c = (aElc) @ (b®c) 
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Paige, birleşimli division neo-ring'ler üzerinde neo-fields adı 

altında çalıştı ve genelde bir DNR nin düzlemsel üçlü halka olmadıgı

nı gösterdi (Paige, 1949). T(a,b,c) = aQb @c üçlü işlemi ile birleş

tirilen bir DNR (S, @ ,9) sisteminin bir lineer düzlemsel halka olma

sı için gerek ve yeter koşullar şunlardır: 

(v) Her a,b,c,d€S , a =1= c için, 

a'-lx @ b = cElx ® d 

eşitliginin bir tek x çözümü vardır. 

(vi) Her a,b,c,dE'.S, a=l=c için, 

xQa @y =b 

xQc a;ı y =d 

sisteminin bir tek (x,y) E'. s2 çözümü vardır, 

(v) ve (vi) koşullarını saglayan bir DNR ye (PDNR) planar 

division neo-ring denir. Çarpma işlemi birleşimli olan bir PDNR ye 

karşıt yarıcisim demek uygun olmaktadır. Karşıt yarıcisimler üze

rine kurulan düzlemler ((0),[0]), ((=),[0,0]) ve ((0,0) 7 [~ )-geçiş

kendir, Şimdi bazı karşıt yarıcisimleri ve bunlara baglı olarak elde 

edilebilen bazı karşıt kartezyen grup örnekleri verelim. 

Örnek 9.2 (Kaya, 1974): dt gerçel sayılar c ismi olmak üzere dt 

de bilinen . işlemi aynen alınıp yenı bir @ işlemi, 

~{ csignV)m u E:.< 0,-v> 

u a;>v 

u+v u 4- < 0,-v> 

biçiminde tanımlansın. (dt,@,.) sisteminin bir karşıt yarıcisim ol

dugunu gösterelim. 

Her x e dt için O @ x = x@ O = x olup O , (dt, @) sisteminin 
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birim elemanıdır. 

a E:. < 0,-x> 

a EBx =b 
{ 

(Signx) §J. =b 

<=> (9. 10) 

a + x;::: b a ~ < 0,-x> 

eşitliğinin bir tek xE. dt çözümünün olduğunu göstermeden önce< 0,-x > 

in anlamını belirleyelim. Eğer x <O ise <O,-x > ={YCdt: O <Y <-x} 

ve x >o ise <O,-x > = {yı:::ıf{: -x <Y <O} dır. 

a =o olsun, O ®x =b=> O +x =b=> x =b tek çözümdür. 

b =O iken a <O olması halinde a E. < 0,-x > ise -a < x ve 

~ =O => x = a olduğundan çözüm yoktur. a >O iken aE.< 0,-x> 

ise x < -a dır ve - }x2-a2 =O => x = -a elde edildiğinden çözüm 

yoktur. af- <O,-x > iken iseanın işaretine göre x ~-a veya 

x ;;;;:. -a olacağından a + x =O => x = -a (9. 10) eşitliğinin tek çözü

müdür. 

a >O ve b >O olsun, a E:< 0,-x > iken O< a < -x dir. -m =b ve b >o olduğundan bu mümkün değildir. a fl < 0,-x > 
iken-a ~ x dir. -a = x iken b= O olduğu gösterildi. -a <x iken 

ise a + x =b => x = b-a => -a < b-a => b >O dır ve x = b-a (9. 10) 
• 

un tek çözümüdür. Benzer işlemler yapılarak a <O ve b <O olması ha

linde x = b-a, a >O ve b <O iken x =- j a2 + b 2 
, a <O ve b >O 

ise x = J i + b2 değerlerinin (9. 10) denkleminin tek x çözümü oldu

ğu görülür. 

{

(Signa) ~=b 
x E9 a =b <=> 

x+a;:::b 

X f. < 0,-a > 
(9. ll) 

xf(. < 0,-a > 

eşitliğinin bir tek x çözümünün var olduğu yine değişik durumlar 

için belirlenmelidir. 

a = O ise < O, O > = 0 olduğunda x E9 O = b <=> x + O = b olur 
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ve bu tek çözümdür. b =O iken x = -a tek çözümdür. a <O , b> O 

veya a>O, b <O hallerindex =b-a çözümü tektir. Eğer a>.O ve 

b > O ise a > b iken x = -~ ve a < b iken x = b-a (9. ll) ın 
tek çözümüdür. Son olarak a <O, b <O ve üstelik a >b ise,x = b-a 

< b . j 2 b 2 k .. .. d .. ve a ıse x = a - te çozum ur. 

Netice olarak (~1, ~ ) bir yarıgruptur. Ayrıca a ~ x = O ve 

x ~ a = O eşitliklerinin çözümünün tekliği araştırılırken görüldüğü 

gibi (ıR, ~) ya ait her bir x elemanının toplamsal tersi (ıR,+) daki 

toplamsal tersi ile aynıdır. Çarpma işlemi ıR de bilinen çarpma işle

mi olduğundan (ıll-{0}, .) birim elemanı 1 olan bir gruptur. Her xE.<R 

için x.O = O.x =O dır. Sağdan ve soldan dağılma özelliklerinin sağ

landığını gösterelim. 

--i u(Signw) j w
2 
-v

2 

u(v ~w) 

u(v + w) 

uv ~ uw 
~ J (Signuw) j}..l-u2i 

1 uv + uw 

vE.<O,-w> 

(9.12) 

v 4- < 0,-w > 

uv E.. < 0,-uw > 

(9. 13) 

uv 4- < 0,-uw > 

vE:< 0,-w > <=> uvE. < 0,-uw > olduğundan (9.12) ve (9.13) eşit-

liklerinden __ 

u(v ~w) = u(Signw) )w
2
-v2 = (Signuw) j}(w2-v

2
) = uv ~ uw 

elde edilir. v ~<O ,-w> <=> uv Ji_ < 0,-uw > dır ,bu nedenle 

u(v ~w) = u(v +w) = uv + uw = uv ~ uw 

(9. 14) 

(9.15) 

olur. (9.14) ve (9.15) den soldan dağılma özelliği sağlanır. Sağdan 

dağılma özelliğinin de sağlandığı kolaylıkla gösterilebilir. Böylece 

(<R, ~ ,.) çarpma işlemi birleşimli olan bir DNR dir. (<R, ~ ,.) nın 

bir karşıt yarıcisim olduğunu göstermek için Tanım 9.1 deki (v) ve 

(vi) koşullarının geometrik anlamından faydalanacağız (Kaya, 1972). 

Her a,b,c,dE M , a =1= c için, 

ax ~b = cx ~d (9. 16) 
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eşitliginin bir tek xE.ıR çö;;ı;ümünün oldugunu göstermek istiyoruz. Bu 

[a,b] , [c,d] gibi farklı iki dogrunun bir tek (x,y) noktasında ke

sişmesi demektir. 

a, b , c, d > O ve a > c , b < d 

x E. < O , -b/ a > ve x E.. < O, -d/ c > 

olsun. 

ise, 
w 

x = -'J-=-o- ve 
a -c 

b2-d2 

ız<O 
a -c 

olması nedeniyle x\tiR dir. x fL < 0,-b/a > ve x ~ < 0,-d/c > ise, 

x =·-d-_b_ >O ve y =ad-be >O olup x tek çözümdür (Şekil 9. 1). 
a-c a-c 

Şekil 9. ı 

a, b , c, d > O ve a < c , b < d o ls un. 

d b 'k d . ı ı· - > - ı en urumu ınce eye ım. c a x f: < O, -b 1 a > ve x E. < O, -d/ c > 
. j2 22 j2 22 
ıse b -a x = d -c x = y olacaktır. Oysa Şekil 9.2 ye ha-

• 
kıldıgında y <O oldugu görülmekte. Dolayısıyla çözüm yoktur. 

xi- <0,-b/a > ve x}i. <O,-d/c > ise ax +b= cx +d => 

x =~-b< O ve y =ad-be <O oldugundan x tek çözümdür (Şekil 9.2). 
a-c a-c 

Sekil 9.2 

Eger i <2. ise x f. < 0,-b/a > ve x E:.< 0,-d/c > ise, 
c a 



x=-&.vey= 
a -c 

lll 

olup x tek çöıümdür. xf. <O,-b/a> 

ve x f!.. < 0,-d/c > olması ha linde d-b ad-be 
x =--<O ve y = -a-c bulunur. a-c 

Eğer ad-be <O ıse ortak nokta II. bölgede ve ad-be >O ise III.bölgede 

olacağından bu mümkün değildir (Şekil 9.3). 

1 
Seki! 9.3 

a,b,c,df:6{ lerindiğer hallerinde de xE:..ôt çözümü tektir. Bu

rada sadece x çöıümleri ve geometrik anlamlarını gösteren grafikleri 

verilmektedir. 

a,b,c,d <O olsoo. a >c , b >d ve 
d -c 

tek çözümdür (Şekil 9.4). Eğer~ < .E_ 
c a 

ıs e 

> 
b . d-b 
-- ıse x --a a-c 

x=-v~ 2 2 
a -c 

tek 

çözümdür (Şekil 9.5). a<c,b>d 
d-b 

olması halinde ise x =--- çö
a-c 

zümü tektir (Şekil 9.6). 

Seki1"9.4 Şekil 9.~ Seki! 9.6 

a,c > O b,d <o olsun. 
d b 

ise ve a<c b> d ve-<- tek çö-
c a 

züm 
d-b 

dir (Şekil 9. 7). Aynı koşullarda A>E.. ise X=--
a-c c a 
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-~ 0 x- \1~ çözümü tektir (Şekil 9.8). 
d-b 

a > c ve b > d ıse x = -a-c 
a -c 

tek çözümdür (Şekil 9.9). 

Sekil 9. 7 Sek11 9.8 Sek11 9.9 

a,c <O ve b,d >O olsun. a > c, b < d ve ~ < ·~ iken 
c a 

d~ d b x = tek çözümdür (Şekil 9. 10). > - ise tek 
a-c c a 

=~ ~ x V~ dir (Şekil9.11). Eğer a <c ve b <d 
a -c 

çözümü tektir (Şekil 9.12). 

Sekil 9.10 Seki! 9. ll 

a > O , c < O ve b , d > O ve b < d o ls un. 

çözüm 

d-b ise x =-a-c 

Sekil 9.12 

j 2d2 2d2 2b2 
x =-ab +a 

2
+ c 

2 
-c · tek çözümdür (Şekil 9.13). a>O, 

a +c . 
-cd- j a2b2+c2b2-a

2i 
c <O ve b,d >O ve b> d olsun,tek çözüm x = 2 2 

a + c 

dir (Şekil 9.14). a,b <O ve c,d >O ve d> Ibi iken bir tek 
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çözümü vardır (Şekil 9.15). 

Şekil 9.13 Sekil 9.14 Şekil 9.15 

a,b <O ve c,d >O ve d< Ibi iken tek çözüm 

X 
=-cd- J a2

b
2 + c

2
b

2
-a

2
d

2 
dir (Şekil 9.16), a, b, d < O ve c > O 

ve b <d olduğunda tek çözümdür 

(Şekil 9.17). a,b,d <O ve c> O ve b> d iken bir tek 

vfa2d2 + c2d2-c2b2 
x = ------~------~2----nz-----

a +c 

-ab+ çözümü vardır (Şekil 9.18). 

Sekil 9.16 Sekil 9.17 Seki19.18 

a,d <O ve b,c >O ve b< ldl olması halinde bir tek 

+ j a
2i + c2d2-c

2
b

2 

a2 + c2 
-ab 

X- çözümü vardır (Şekil 9.19). 
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iken -cd + a , d < O ve b , c > O ve b > ı d ı X = . r 2b2 . 2b2 2d2 Va +c -a ··-·-·· ···-------z·----ı--
a +c 

çözümü tektir (Şekil 9.20). a,b,c >O ve d <O ve a <c ıse tek çözüm 

x =~ dir (Şekil 9.21). a-c 

Şekil 9.19 Sekil 9.20 

d-b 
=--a, b, c > O ve d < O ve a > c iken b ir tek x a-c 

a,c,d <0 ve b >O ve a >c ıse bir tek (Şekil 9.22). 

Sekil 9.21 

çözümü vardır 
d-b .... 

x = a-c çozu-

mü vardır (Şekil 9.23). a,c,d <O ve b> O ve a <c olması durumunda 

x =d-b çözümü tektir (Şekil 9.24). 
a-c 

Seki ı 9.22 Şekıl 9.23 Sekil 9.24 

Böylece (9. 16) eşitliğinin her durumda bir tek x t: (H çözümünün 

var olduğu gösterildi. 

Her a, b, c, d E. ôt , a =1= c iç in, 

xa EB b = y 

XC EB d= y (9.17) 

sisteminin bir tek (x,y)~~2 çözümünün bulunması demek, geometrik 
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olarak (a,b) * (c,d) noktalarının bir tek [ x,y] doğrusu belirtınesi 

anlamındadır. Burada (9.17) sisteminin bir tek (x,y) çözümünü araş

tırırken yine geometrik yorumundan faydalanacağız. 

a , c < O ve b , d > O ve a < c , b < d o 1 s un. a ı::_ < O , -y /X> ve 

j -2-22 j_2_2_2 d olur. 
c c< 0,-y/x > olduğundan y -x a =b ve y -x c = 

2 2 2 2 2 2 2 2 _- ~-:r 
Buradan y -x a =b ve y -x c =d olduğundan x -'\/~ 2 ve 

c -a 

bulunur (Şekil 9.25). a,b,c <O ve d> O ve a <c 

j 2 2 2 iken y -x c = d ve xa + y =b den bir tek (x,y) çözümü olarak 

bulunur (Şekil 9.26). a <O ve b,c,d >O ve b< d olması halinde tek 

çözüm 

(x,y) =( 

dir (Şekil 9.27). 

(c ,d) 

Sekil 9.25 Sekil 9.26 Sek il 9.27 

a,b,c,d <O ve a <c, b> d olması halinde tek çözüm, 

dir (Şekil 9.28). a,b,c <O ve 

d >O ve c < a iken, 



d j 2d2 b2 2 2b2 =( c- a + c -a 
(x,y) 2--z---- ' 

2 
-a d + 

c -a 

tek çözümdür (Şekil 9.29). a >O ve b,c,d <O ve b< d iken, 

j 22 22 22 
( ) _ ( ab + a d + b c -c d x,y -

a2-c2 

çözümü tektir (Şekil 9.30). 

(c,d) 

2 j22 2222 -be -a a d + b c -c d 
' ---·--·---·-··------- ) 

a2-c2 

{a ,b) 

Seki ı il.2~ Sek il 9.29 Seki] 9.30 

a,c >O ve b,d <O ve a <c, b <d ise bir tek 

~-ı r 2 2 2.-2 
(x'y) --( , /_b -d , _\/-b c

2
-a ~-) \1 çözümü vardır (Şekil 9.31). 

c2-a2 c -a2 

a,b,d <O ve c> O ve b <d olması halinde tek çözüm 

(x,y) =( 
2 j22 2222. 

-be + a a d + b c -c d ) ···--------·- ·----~2=~-z- -·--- --··-

dir (Şekil 9.32). a,c,d >O ve b< O ve a <c iken tek çözüm 

dir (Şekil 9.33). 

Sekil 9.31 Şekil 9.32 Sekil 9.33 
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a,b,c,d >O ve a < c , b> d ıse 

. ;'bı--d2 ;-;;-b 2 2 2 
(. - /ı.. L. c -a d ) 

(x,y) = - / 2 2 ' V 2 2 
c -a c -a 

tek çözümdür (Şekil 9.34). 

a,c,d > O ve b <O ve c< a iken 

çözümü tektir (Şekil 9.35). a,b,d >O ve c< O ve d> b ıse 

j 22 22 22 
( ) _ ( . cd + a d + b c -a b x,y -

c2-a2 

çözümü tektir (Şekil 9.36). 

Şekil ~.34 Sekil 9.35 Sekil 9.36 
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Şimdi inceleyeceğimiz durumların her birinde (9.17) sisteminin 

b-d ad-be_) bir tek (x,y) = ( -··· , ---a-c a-c çözümü vardır. Fakat ad-be nin işa-

retine göre, noktaların belirledikleri doğru farklı bir konumda

dır. 

a,b,c,d <O ve a > c , b > d olması halinde ad-be >O iken 

Şekil 9.37 deki doğru elde edilir. a,b,c,d >O ve a >c, b> d iken 

ad-be< O ise doğru Şekil 9.38 deki gibidir. a,d <O ve b,c >O 

iken ad-be> O ise Şekil 9.39 daki doğru elde edilir. a,c >O ve 

b,d <O iken a < c , b > d olması halinde ad-be <O ise doğru 

Şekil 9.40 daki gibidir. a,b,c,d nin diğer bütün durumlarında 
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ad-be nin işaretine bağlı olarak yine bu doğrulara benzer birer tek 

doğru vardır. 

(c,d) (c,d) 

Şekil 9.37 Şekil 9.38 Şek il 9. 39 Sekil 9.40 

Böylece, bu örnekte elde edilen cebirsel yapının bir karşıt ya

rıcisim olduğu gösterildi. Gerçekten, 

-1 EB (-2 EB 3) = -1 EBvf9-4 = -1 E8 js- =J-s=-l = 2 

iken 

(-1 EB (-2)) EB 3 = -3 EB 3 = -3 + 3 =O 

ve 

-ı EB 2 =V 4- ı = ...;--3 
iken 

2 E8 (-1) = 2-1 = ı 
olduğundan® işlemi birleşme ve değişme özelliklerini sağlamaz. 

NOT: Yukarıda ele alınan karşıt yarıcismin toplama işleminde bazı 

değişiklikler yaparak başka karşıt yarıcisimler ve karşıt kartezyen grup

lar (dolayısıyla farklı projektif düzlemler) e lde edi lebilir. Ş imdi buna 

ilişkin dört ayrı durum üzerinde kısaca duralım: 

(i) u,vE.(\1 için (9 işlemini, 

u EB v = {v~2-u2 
u+ v 

-v< u< O iken 

diğer durumlarda 

biçiminde değiştirelim. Bu takdirde, 

1 ~~2-m2} , -b < mx < O iken 

(x,y)o[m,b] <=>Y =T(m,x,b)= mx® b= .J 

l mx+ b , diğer durumlarda 

almak kaydıyla, (~, (9 ,.) sisteminin bir karşıt kartezyen grup olduğu 

(Örnek 9.2 deki kısıtlamalar gözönüne alınarak) kolaylıkla gösterilebilir. 
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Bu cebirsel yapıya karşılık gelen projektif düzlem,gerçel analitik pro

jektif düzlernin üst yarı kısmında Örnek 9.2 deki deformasyonların yapıl

ması ile elde edilen projektif düzlemdir. Gerçel analitik projektif düz

lemin ardışık herhangi iki karlranında söz konusu deformasyonun yapılması 

ile elde edilen ve bu düzleme izomorf olan üç adet projektif düzlem var

dır. (Bu düzlemler,(Kaya,l974) de rr
2 

ile gösterilmektedir,) 

ve 

(ii) u,vı:::. ıR için E9 işlemi, 

r .f22 
y' v -u -v < u < O iken 

uEBv=~ 
L u + v diğer durumlarda 

(x,y)o[m,b] <=> T(m,x,b) = mx E9b =ı-~ 
mx +b 

, m > O ve -b < mx < O 
iken 

, diğer durumlarda 

almak kaydıyla (ıR, E9 ,.) sisteminin de bir karşıt kartezyen grup olduğu 

kolaylıkla gösterilebilir. Bu karşıt kartezyen gruba karşılık gelen 

projektif düzlem, gerçel analitik projektif düzlernin yalnızca II.kadra

nında Örnek 9.2 deki deformasyonların yapılması ile elde edilen projek

tif düzlerndir. (Bu düzlem, (Kaya, 1974) de IT l ile gösterilmektedir.) 

Gerçel analitik projektif düzlernin herhangi bir karlranında söz konusu 

deformasyonun yapılması ile de bu düzleme izomorf üç adet projektif 

düzlem daha elde edilebilir. 

(iii) u,vE.ıR için E9 işlemini, 

j:cJ 
uEBv = 122 - v'v -u 

U+ V 

biçiminde değiştirelim. Bu takdirde, 

-v <u< O iken 

O <u< -v iken 

diğer durumlarda 

/b2 2 2 
y -m X , m > O ve -b < mx < O 

iken 
(x,y)o[m,b] <=> T(m,x,b) = mx E9 b 

Iz 2 2 = - yb -m X ın>O ·Je O < mx <-b 
iken 

durumlarda mx +b , diğer 

almak kaydıyla ((H, E9 ,.) sisteminin bir karşıt yarıcisim 

olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Bu karşıt yarıcisme kar

şılık gelen projektif düzlem, gerçel analitik projektif 
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düzlernin II. ve IV. kadranlarında deformasyon yapılması ile elde edile

bilir. (Bu düzlem (Kaya,l974) de n3 ile gösterilmektedir,) Gerçel a

nalitik projektif düzlernin I. ve III. kadranlarında deformasyon yapmak 

suretiyle bu düzleme izomorf olan bir düzlem daha elde edilebilir. 

(iv) u,vE 6\ ıçın, 

;--;;---; 
yi v~·-u-

-~ 
U+ V 

ve 

(x,y)o[m,b] <=> T(m,x,b) = mx @b 

-v <u< O iken 

O <u< -v iken 

diğer durumlarda 

j 2 2 2 b-mx ,m>O ve -b< mx <O 
iken 

j~222. 
- b -m x O < mx < -b iken 

mx +b , diğer durumlarda 

almak kaydıyla (6\,@ ,.) sisteminin de bir karşıt yarıcisim olduğu kolay

lıkla gösterilebilir. Örneğin, dağılma özelliklerinin sağlandığını gös

terelim. 

wu (9 wv -ı 
-ı 

1 2 2 2 2 
ywv-wu 

j 2 2 2 2 - wv-wu 

wu + wv 

ı j 2 2 2 

j 
w (v -u ) 

2 2 2 = -}w (v -u ) 

1_ 

r 
~1 

w(u + v) 

122 
w yi v-u 

-w~ 
w(u + v) 

= w(u (9 v) 

-wv < wu <O iken 

O < wu < -wv iken 

diğer durumlarda 

-wv < wu < O iken 

O < wu < -wv iken 

diğer durumlarda 

-v <u< O iken 

O <u< -v iken 

, diğer durumlarda 

elde edilir. Çarpma iş.lemi değişme özelliğini sai;;ladığından sağdan dağıl

ma kuralı da geçerlidir. Bu cebirsel yapıya karşılık gelen projektif 

düzlem,gerçel analitik projektif düzlernin II.,III. ve IV.kadranlarında 

deformasyon yapılması ile elde edilebilir. Gerçel analitik projektif 
düzlernin herhangi üç kadranında söz konusu deformasyonun yapılması ile 

elde edilen ve bu düzleme izomorf olan üç adet düzlem vardır. 
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Örnek 9.3 (Naumann, 1954): (B, + ,.) herhangi bir sıralı bölüm

lü halka olsun. k E B, 1 =1=- k >O olmak üzere yeni bir EB işlemi, 

, uv >O iken 

uv < O ve ! k u j .:;;; 1 v 1 iken 

, uv <O ve !ku 1 > ıv 1 iken 

biçiminde tanımlansın. Böyle elde edilen (B, @ ,.) sistemi bir karşıt 

yarıcisimdir ve başka özellik sağlamaz. (Örneğin, (B, + ,.) sıralı 

bölümlü halkası yerine (~, + ,.) sıralı gerçel sayılar cismini alarak 

(ö1, +,.)karşıt yarıcismi elde edilir. (B,@,.) sisteminde (B-{0},.) 

bir grup iken (111,@ ,.) sisteminde (M-{0},.) bir değişıneli gruptur. Bu

radaki özelliklerin sağlanması, daha sonra vereceğimiz karşıt sol yarı

cisim örneğind~ daha genel olarak yapılacağı için -tekrarlamaktan kur

tulmak için-verilmemiştir.) 

Son olarak, çarpımsal yapısı grup olan ve bir tek dağılma (örne

ğin soldan dağılma) kuralını gerçekleyen bir düzlemsel halkadan söz e

deceğiz. Böyle cebirsel yapılar, karşıt sol yarıcisim olarak isimlen

dirilir. örnek 9.3 de, (B,+,.) sıralı bölümlü halkası yerine (S,+,.) 

sıralı sol yaklaşık cismi almak ve k yı merkez elemanı seçmek, bir kar

şıt sol yarıcisim oluşturmak için yeterlidir. Örneği vermeden önce 

karşıt kartezyen grubun bir başka tanımını ve bildiğimiz karşıt kartez

yen grup aksiyomlarının bu tanımdaki aksiyomlara eşdeğer olduğunu gös

teren teoremi verelim. 

Tanım 9.2: S, üzerinde toplama ve çarpma işlemleri tanımlı olan 

bir küme olmak üzere, aşağıdaki aksiyomlar sağlanıyor ise S bir karşıt 

kartezyen gruptur. 

(i) S, toplama işlemine göre birim elemanı O olan bir yarıgrup-

tur. 

(ii) Her aE.S için aO = Oa =o dır. 
(iii) S nin sıfırdan farklı elemanları çarpma işlemine göre, bi

rım elemanı 1 olan, bir grup oluştururlar. 

(iv) r,s,tE. S ve r =1=- s, t =1=- 1 için 

-ı 
(r + x) (s + x) 

-ı 
t , (y + r)(y +s) = t 
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denklemlerinin birer tek x,y~S çözümleri vardır. 

Teorem 9.1: Tanım 9.2 deki gibi belirlenen bir karşıt kartez-

yen grup, 
-ı 

{

T(m,x,c) =m(x +m c) 

T(O,x,c) =c 

(m:::/= O) 

üçlü işlemine göre bir üçlü halkadır. Karşıt olarak, her m,x,c için 

T(m,x,mc) =m(x +c) koşulunu ve çarpımın birleşme kuralını gerçekle

yen her üçlü halka bir karşıt kartezyen gruptur. 

ispat: S bir karşıt kartezyen grup olsun. S nın üçlü halka 

olduğunu göstermek için Tanım 1.3.2 deki (Tl) •.. (TS)aksiyomlarının 

sağlandığı gösterilmelidir. T nin tanımından ve Tanım 9.2 deki (i) 
-ı -ı -ı ve (iii) den T(O,x,c) =c ve T(m,O,c) = m(O +m ·c) = m(m c)=(mm )c 

c dir dolayısıyla (Tl) sağlanır. Yine T nin tanımından ve Tanım 
-ı 9.2 deki (i),(ii) ve (iii) den T(l,x,O) = l(x + 1 O) = l.x = x ve 

T(m,l,O) = m(l + m- 10) =m.l =m olduğundan (T2) sağlanır. (T3) ün 

sağlandığını göstermek için T(a,b,x) =c eşitliğinin bir tek x çözü

münün olduğunu göstermeliyiz. a =O ise T(O,b,x) =c olduğundan 
-ı -ı -ı x =c dir. Eğer a :::/=O ise T(a,b,x) = a(b + a x) =c yani b+a x=a c 

dir ve S topla~ işlemine göre yarıgrup olduğundan, bu denklemin bir 

tek a-1x çözümü vardır, ayrıca S çarpma işlemine göre grup ve a :::j::.O 

olduğundan x çözümü de tektir. m1 :::f=m2 iken T(m1,x,c1) = T(m2,x,c2) 

eşitliğinin bir tek x çözümünün olduğunu göstermeliyiz. m
1
= O ise 
-ı . m2 :::/=O dır ve T(O,x,c1) = T(m2,x,c2) eşitliği c 1 = m

2
(x + m

2 
c2) bı-

çimini alır, buradan m~1c 1 = x + m; 1c2 elde edilir ve S toplama işle
mine göre bir yarıgrup olduğundan bu eşitliğin bir tek x çözümü vardır. 

m2 =O ise m1 :::/=0 dır ve m~1c 2 = x + m~ 1 c 1 eşitliğinin bir tek x çözü-

mü ~a~dır. _71,m2 *-~is~ m1(x + m~ 1c 1 ) = m2(x + m; 1~t) denklem~ni.ç~z
melıyız. m1 c1 = m2 c2 ıse m1 :::f=m

2 
olduğundan x + m1 c1 =O eşıtlığı 

ile bir tek x çözümü belirlidir. m~ 1c 1:::f= m;\. 2 ise denklem 
-ı -ı -ı -ı . . . . -ı 

m1m2 = (x + m2 c2)(x + m1 c 1) bıçımını alır. m1m2 * 1 ve 

-ı -ı m
1 

c
1 

:::/= m2 c2 olduğundan bu denklem, Tanım 9.2 (iv) deki ikinci denk-

lem ile aynı biçimdedir ve bu nedenle bir tek x çözümü vardır, dolayı

sıyla (T4) sağlanır. tspatı tamamlamak için (TS) in sağlandığını 
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göstermeliyiz. a =1= c için T(x,a,y) =b, T(x,c,y) =d olacak biçimde 

bir tek (x,y)E. s2 
nin varolduğunu gösterelim. b =d ise x =O olaca

ğından bu durumu ayrıntılı olarak incelemeye gerek yoktur. Bu nedenle, 

-ı x(a +x y) =b 

-ı 
x(c + x y) =d (9.18) 

sistemi elde edilir. Burada b =O olması için gerek ve yeter koşul 
-ı -ı -ı 

a + x y =O olmasıdır. Şöyleki x(a + x y) =b =O <=> a + x y =O 
-ı -ı 

dır. Bu durumda d =1= O ve c + x y =1= O dır dolayısıyla x y = -a dır 

ve (9.18) sistemindeki ikinci denklemden x ve böylece y çözülebilir. 

Benzer yorum d =O için yapılabilir. Eğer b,d =1= O ise, a + x-1y t= O, 
-ı -ı -ı -ı -ı . c + x y =1= O olduğundan b(a + x y) = x = d(c + x y) yazılabilır 

-ı -ı -ı -ı . . -ı ve buradan d b =(c + x y) (a + x y) elde edılır. d b =1= 1 ve 

a =1= c olduğundan bu denklem Tanım 9. 2 (iv) aks iyomundaki b irinci denk

lem ile aynı biçimdedir ve dolayısıyla x-1y tek çözüm olarak bellidir. 
-ı -ı -ı -ı Bu nedenle b(a + x y) = x = d(c + x y) denkleminden x ve netice-

de y de birer tek olarak bulunabilirler. 

Karşıt olarak, T(m,x,mc) =m(x +c) koşulunu ve çarpımın birleş

me kuralını gerçekleyen her üçlü halka için, T(m,x,c) = m(x + m-1c) 

m =1= O ve T(O,x,c) =c yazı labilir. (S,T) bir üçlü halka olmak üzere 

(S,+) ve (S-{0},.) sistemlerinin, birim elemanları sırasıyla O ve 1 . 
olan, birer yarıgrup oldukları ve her x f: S için xO = Ox =O olduğu 

Teorem 2. 1.1 den bilinmektedir. Ayrıca, hipotezden çarpma işlemi 

birleşimli olduğundan (S-{0},.) bir gruptur. tspatı tamamlamak için 

son olarak r,s,tE.S ver =1= s, t =1= 1 iken (r + x)-\s + x) = t , 

(y + r) (y + s) -ı = t denklemlerinin birer tek x,y E S çözümlerinin 

olduğunu göstermeliyiz. (T4) den, m1 =!=m2 iken T(m1 ,x,c 1)~(m2 ,x,c2 ) 

-i -ı 
olacak biçimde bir tek xeS vardır. m

1
,m2 =1=0 ve m

1
c

1 
=t=m2 c2 iken 

-ı -ı T nin tanımından m1(x + m1 c 1) = m2(x + m2 c 2) ve buradan 

-ı -ı -ı -ı 
m1m2 = (x + m2 c2)(x + m1 c1) 

min b ir tek x E: S çözümü vardır. 

elde edilir dolayısıyla bu denkle-
-ı -ı -ı 

m
1
m2 =1= 1 ve m

1 
c1 =1=m

2 
c2 olduğun-

-ı dan bu (y + r)(y +s) = t denklemi ile aynı biçimdedir ve bu denkle-

min bir tek yE S çözümü vardır. (TS) den a =1= c iken T(x,a,y) =b, 
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T(x,c,y) =d olacak biçimde bir tek (x,y) c s2 vardır. T nın tanımın-
-1 -ı dan x(a +x y) =b, x(c +x y) =d elde edilir. b,d =FO ve b =;t:d 
-ı -ı -1 -ı iken b(a + x y) = x = d(c + x y) ve buradan 

bd-ı =(c + x-\) -l(a + x- 1y) elde edilir. bd-ı =;t: 1 ve a =;t: c olduğun

dan bu (r + x)-1(s + x) = t ile aynı biçimdedir ayrıca (x,y)E s2 bir 
-ı tek olarak varolduğundan xy E S de bir tek olarak vardır. Böylece S, 

Tanım 9.2 deki aksiyaroları sağlayan bir karşıt kartezyen gruptur. 

Dikkat edilirse yukarıdaki ispatta, a =F c için 

ax +b = cx +d 

denkleminin bir tek x çözümünün varlığı ve aynı şekilde, a =F c için 

xa + y =b 

XC + y =d 

denklem sisteminin bir tek (x,y) çözümünün varlığı da dalaylı olarak 

gösterilmiş oldu. Yani,Tanım 9.2 de verilen karşıt kartezyen grup ko

şulları daha önceki karşıt kartezyen grup tanımımızdaki koşullara eş

değerdir. 

Teorem 9.2 (Yaqub,ı961): S, seçimli bir {O,E,U,V} dörtgenine 

göre (V,OU)-geçişken olan bir sıralı n düzleminde, bir karşıt kartez

yen gı:-up olsun. Her z =F -r için, f(z) = (r + z) -l(s + z) ve her 

z =F-s için g(z) = (z + r)(z + s)-l dönüşümleri tanımlansın. Bu tak

dirde, 

(i) r >s ise z + f(z) dönüşümü {z: z < -r},{z: z > -r} bölge

lerinin her birinde monoton artandır ve z < -r için f(z) > 1, z > -r 

için f(z) < 1 dir. r <s ise z + f(z) dönüşümü {z: z < -r},{z:z > -r} 

bölgelerinde monoton azalandır ve z < -r için f(z) < 1, z > -r için 

f(z) > 1 dir. 

(ii) r <s ise z + g(z) dönüşümü {z: z <-s} , {z: z >-s} 

bölgelerinde monoton artan ve z < -s için g(z) > ı, z > -s için g(z)< 1 

dir. r >s ise z + g(z) dönüşümü {z: z <-s} , {z: z >-s} bölgele

rinde monoton azalandır ve z < -s için g(z) < 1 ve z > -s için g(z) > ı 

dir. 

c, sıfırdan farklı bir sabit olmak üzere çarpımın özelliklerinin 
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c.f ve cg fonksiyonları için aynen geçerli olması ve Teorem 9.2 ile 

Tanım 9.2 (iv) ün bir sonucu olarak, f ve g fonksiyonları her bir alt

bölgede sınır degerleri arasındaki bütün değerleri alırlar. (Eger 

altbölge fonksiyonun süreksiz olduğu noktayı içeriyor ise, SU{oo} da 

ayrı bir yorum yapılmaktadır. Şöyleki, bu süreksizlik noktası oo'a 

dönüşmektedir). 

Örnek 9.4 (Yaqub, 1961): (S,+,.) bir sıralı sol yaklaşık ci

sim olsun. 1 *k> O S nin merkezinin bir elemanı olmak üzere yeni 

bir EB işlemi, 

ab )> O iken 

ab < O ve ı ka ı ~ ı b ı iken 

ab < O ve ı ka ı > ı b ı iken 

biçiminde tanımlanarak elde edilen (S, EB,.) sisteminin bir karşıt 

sol yarıcisim (yani soldan dagılma özelliği olan bir karşıt kartezyen 

grup) oldugunu gösterelim. 

önce (S, EB) sisteminin bir yarıgrup olduğunu göstermeliyiz. 

Her aES için a EBO =O EBa =a dır. Böylece Oc S, EB işlemine göre 

birim elemandır. a, b E' S için x EB a =b ve a EB y =b eşitliklerinin 

birer tek x,y E.. S çözümlerinin varlığını inceleyelim. Eğer b =O ıse 

x = -k -la ve y =-ka dır. Eger b < a < O veya b > a > O ise 

x =Y =b-a dır. b >O> a veya b <O <a olması halindex =b-k-la 
-ı 

ve y =b-ka dır. E ger a >b > O veya a <b < O ise x = k (b-a) ve 

y = k(b-a) dır. Bu nedenle (S, EB), birim elemanı O olan, bir yarı-

gruptur. 

relim. 

ve 

EB işleminin birleşimli olmadığını bir örnek üzerinde göste
-1 

a *O olmak üzere a, -k a, -ka l:C S ıçın, 

(-k -la EB a) EB (-ka) =O EB (-ka) =-ka 

-k-la EB (a EB (-ka)) = (-k-1a) EB O= -k-la 

olur. Oysa k* 1 olduğlliidan, 

(-k -la EB a) EB (-ka) *-ka-l EB (a EB (-ka)) 

dır. 
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(S, + , . ) bir sol yaklaşık cısım olduğundan (S-{0 }, . ) , birim 

elemanı ı olan, bir gruptur ve her xc=:S için xO =ox =O dır. (S, E8 ,.) 

sisteminde soldan dağılma özelliği sağlanır. Şöyleki, 

r ab + ac 
2 

>0 iken a be 

2 ab E8 ac ~ l kab + ac a be <0 ve ıkab ı :s;;; ıacl iken 

-ı 2 
<O ıkab ı > ıacı iken ab +k ac a be ve 

eşitliğinde 
2 

jkabı ~ iacj ı kbj :s;;; 1 c ı a >O ve ı se olduğundan, 

r ab + ac be #O iken 

ab E8 ac =- kab + ac be <O ve ıkb ı ~ ı c ı iken 

1 -ı be <O ıkb ı > ı c ı iken _ab +k ac ve 

eşitliği elde edilir. k merkez elemanı olduğundan ve (S,+,.) 

teminde soldan 

ab E8 ac 

dağılma kuralı 

r a(b + c) 

= 

1
. a(kb + c) 

-ı a(b + k c) 

sağlandığından, 

be >O iken 

b c < O ve 1 kb ı :s;;; ı c ı 

be < O ve ı kb ı > ı c ı 

olur. E8 işleminin tanımından, 

ab E8 ac = a(b E8 c) 

dir. 

iken 

iken 

sis-

Bir karşıt sol yarıcisim, aynı zamanda soldan dağılma özelliği 

bulunan bir karşıt kartezyen grup olduğundan, bu örneğin çözümünü ta

mamlamak için Tanım 9.2 deki (iv) koşulunun sağlandığını yani 

r , s , t E: S , r =1= s , t =1= 1 iç in , ( r E8 x) -ı (s E8 x) = t ve 

(y E8 r) (y E8 s) -ı = t denklemlerinin birer tek x,y ( S çözümlerinin 

olduğunu göstermeliyiz. F(x) = (r E8 x)-1(s E8 x), x =1= -kr olsun. 

Eğer r > s >O ise, 

r (kr + x)-ı(ks + x) x < -kr iken 

1 (r + k -ıx) -l(ks + x) 

F(x) = l -kr < x :s;;; -ks iken 

-ı -ı -ı (r +k x) (s+ k x), 

-ı 
( r + x) (s + x) 

-ks < x < O iken 

O :s;;; x iken 
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olur. k, çarpma işlemine göre S nin bütün elemanlarıyla değişme özel

liğine sahip olduğundan, 

-ı r (kr + x) (ks + x) x < -kr iken 
1 

-ı k(kr + x) (ks + x) -kr < x ~ -ks iken 

F(x) 'ı -ı <0 iken l (kr + x) (ks + x) -k s <x 

-ı o iken (r + x) (s + x) ~X 

dir. r >s ve kr >ks olduğundan, Teorem 9.2 den, F(x) sınırlar dahi

linde monoton artandır. Bu nedenle, Teorem 9.2 nin sonunda belirtil

diği gibi, F(x) her bir bölge için sınır değerleri arasındaki bütün 

değerleri alır. Üstelik, yine Teorem 9.2 ye göre, x < -kr için 

1 <F(x) <=, -kr <x ~-ks için =<F(x) ~0, -ks <x <O için 

O < F( ) < -ı ::;;;. o · · -ı ,:::: ·c ) <ı dı·r. B .. ı F( ) x r s ve x :::r ıçın r s """F x oy ece x , ı 

hariç bütün değerleri alır ve bu nedenle r > s >O iken F(x) = t denk

lemini sadece t * 1 için çözebiliriz. 

r ve s nın zıt işaretli olması halinde ortaya çıkan diğer durum

larda benzer bir düşünce ile x in tekliği söylenebilir. Her bir böl

gede F(x), i = 0,1 veya -1 ve p = r veya kr, q =s veya ks olmak üzere 

i -ı F ( x) = k ( p + x) ( q + x) 

biçimindedir. r ve s zıt işaretli iseler ks * r ve kr *s olduğu aşı
kardır. r ve s nın işaretleri aynı ise r @x in k yı içermesi ıçın 

gerek ve yeter koşul s @x in k yı içermesidir. Böylecep ve q her 

zaman farklıdırlar ve p ~ q olması için gerek ve yeter koşul r ~ s 

olmasıdır. Bu nedenle r ve s nin bütün farklı değerleri için F(x) 

her bir bölgede aynı anlamda monotondur ve her bir bölgede sınır değer

leri arasındaki bütün değerleri alır. Bundan başka, her bir durumda 

x = -kr tek sürüksizlik noktasıdır. x = -ks için F(x) =O ve x =O 

ıçın r EB x , s @ x fonksiyonlarının her biri süreklidir.. (r,s den 

biri sıfır ise, dikkate alınması (incelenmesi) gereken daha az bölge 

vardır ve toplamda sorun yoktur.) Bu nedenle F(x) = t denkleminin 

t * 1, r *s iken bir tek x çözümü vardır. Aynı yöntemle y *-k-ls 

için G(y) = (y EB r) (y EB s) -ı biçiminde tanımlanan G(y) fonksiyonunun 
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monoton oldugu ve her bir farklı r,s çifti için l den farklı bütün 

degerieri aldığı, dolayısıyla G(y) = t denkleminin bir tek y çözümünün 

varoldugu gösteri lebilir. Böylece (S, EB , . ) sisteminin, soldan da

ğılma özelligine sahip bir karşıt kartezyen grup, yani karşıt sol ya

rıcisim, olduğu gösterildi. 

Yukarıdaki örnekte geçen (genel) sıralı sol yaklaşık cısım ye

rıne özel . olarak Örnek 6. 1.2 de verilen sol yaklaşık cisim kullanı

labilir. Böylece özel bir karşıt sol yarıcisim elde edilir. Burada-

ki sıralama Ch s E s ve ns-a E. z için Ci. <S <=> o < (S-a) (nS-a) bi-

çimindedir (Pickert, 1975). 
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