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OZET

Projektif dilizlemlerin koordinatlanmasi sonucu olarak,
her projektif diizleme ayni zamanda bir cebirsel yapl da kar-
$1 getirildigi ¢ok iyi bilinmektedir. Karsit olarak bazi
cebirsel yapilar da projektif diizlem tanimlamakta (insa et-
mekte) kullanilabilmektedir. Bu tez g¢aligmasinda, bugline
kadar bu konuda yapilan biitlin galigmalari gtzden gegirerek
derli toplu bir hale getirmek amag¢lanmigtir. Calismada
(Raya, 1978,296-326s) esas alinmakla birlikte, orada ayrin-
tiya girilmeden zikredilen bir ¢ok cebirsel yapi yeniden
ele alinarak, bunlarla ilgili (cebirsel) aksiyomlarin sagd-
lanmasi yapilmigtir.



SUMMARY

It is well known that every projective plane has
also an algebraic structure obtained by coordinisation.
Conversely,certain algebraic structures can be used to
construct projective planes. In this thesis, we try to
prepare a survey on the subject by examining all works
published so far. We, basicly, have followed (Xaya,1l978,
pp.296-326) but we have included a lot of details of the
verifications of axioms of the corresponding algebraic

structures.



vi

TESEKKUR

Yiksek lisans galigmami ydneten ve bu tezin hazirlan=-
masl sirasinda ilgi ve yardimlarini esirgemeyen hocam
Sayin Prof.Dr. Ristem Kaya'ya saygl ve tegekkiirlerimi su-

narim.

M.0zcan



Simgeler

Nod

Nod

(N,D,0)

P = (N,D,0)

(s,T)

Ps,m

P2F

PZB

(%

CF(p")

+, ©,., ®.,8,x,0

vii

SIMGELER DIZint

. Agaiklamalar

Noktalar kiimesi

Dogrular kiimesi

Uzerinde bulunma bagintisi

N noktasi d dogrusu ilizerindedir

N noktasi d dogrusu ilizerinde degildir
Geometrik yaﬁl

Projektif diizlem

Ugli iglem

U¢lii halka

(5,T) iigli halkasinin belirttigi projektif
diizlem

F cisminin belirttigi diizlem

B b5limli halkasinin belirttigi diizlem

Gergel sayilar kimesi

Galois cismi

Ikili iglemler



ICINDEKILER

Sazfa

OZET ..... e ev s e es v e esen s ceee e e e s asecscace cenaseae iv
SUMMARY ..t eeecesas ceerse s e cesacs e s csesesen e v
TESEKKUR cesecssssesasanens t e s eseseesesssseacacanean vi
SIMGELER DIZiN1t ......... Cereenees e eemecereeeans .. Vvii
l. GIRIs *® @ & % & & » & ¢ 2 8 ¢ & & @ % 2 > . ® » & o & 8 & & & & s ® & & 9 & ® & ® » & o l
1.1. Caligmanin AMACL ...ceececssacscascsocans 1
1.2. Bazi Temel KavramlayY c.ececececcess ceseen s 2

2. CIiFTE YARIGRUPLAR UZERINDE PROJEKTIF DUZLEMLER. 6
2.1. (Cifte Yarigrup ile Diizlemsel Ug¢lu Halka

Arasindaki Iligki ...... Cerestes it eaene 6

3. KARTEZYEN GRUPLAR UZERINDE PROJEKTIF DUZLEMLER. 10

3.1. Kartezyen Gruplar ......ccceietceicnacens 10

3.2. Kartezyen Grup Ornekleri .......civeceenn 11

4, YARICISIMLER UZERINDE PROJEKTIF DUZLEMLEKR ..... 20

4.1. Sol Yaricisimler Uzerinde Projektif

Dlizlemler .......... st te et scensensanceans 20
4.2. Sa§ Yaricisimler Uzerinde Projektif

Dizlemler ....iiiiieeereccanensccsasnnnnse 31

4.3. Yaricisimler Uzerinde Projektif Dizlemler.. 41
5. ALTERNE YARICISIMLER UZERINDE PROJEKTIF

DUZLEMLER ........ cerenens . X -

5.1. Alterne Yaricisimler .....cc.eeeeeeececs. 54

5.2. Alterne Yaricisim Ornedi ....-ceeeeeeeeces D55
6. YAKLASIK CISIMLER UZERINDE PROJEKTIF DUZLEMLER. 64

6.1. Sol Yaklasik Cisimler Uzerinde Projektif

DUzZlemler ..i.iiierecnancesnccnanesnsssnnasas 04



ICINDEKILER (Devam)

Sayfa
6.2. Sag Yaklagsik Cisimler Uzerinde
Projektif Diizlemler ....cceececrceesacas 82
6.3. Sag Yaklasik Cisimler Yardimiyla
Tanimlanan Bir Cifte Yaragrup Ornegi .. 84
7. GCIFTE GRUPLAR UZERINDE PROJEKTIF DUZLEMLER .. 87
8. BOLUMLU HALKALAR VE CISIMLER UZERINDE
PROJEKTIF DUZLEMLER +...cceeeeennennanns cos e 97

9. CARPIMSAL YAPISI GRUP OLAN DUZLEMSEL
HALKALARIN BELIRTTIEI PROJEKTIF DUZLEMLER .., 99

KAYNAKLAR DIZINYT . ..........c..... Cetetetaasenaan 129



1. GIR1S

1.1. Calismanin Amaci

Her projektif diizlemin, bir kiimenin elemanlariyla homogen olma-
yan bigimde koordinatlanabilecegi (yani diizleme ait nokta, dogru ve
lizerinde bulunma bagintisinin bir kiimenin elemanlariyla temsil edile-
bilecegi) bazi temel kavramlar kisminda anlatilacaktir. Bu koordi-
natlama yontemiyle elde edilen projektif diizlemin geometrik yapisinin
yaninda birde, diizlemin $zelliklerini de yansitan, cebirsel yapisinin

var oldugu bilinmektedir (Kaya, 1978).

Bu caligmada ise kargit problem ele alinarak, cebirsel yapilar
yardimiyla projektif diizlemlerin ingasi iizerinde durulacak, yani pro-

jektif diizlemlerin cebirsel olarak karakterizasyonu anlatilacaktir,

Fakat ¢aligmamiz siiresince gdriilecegi iizere bu cebirsel yapilar
soyut cebir derslerinde en ¢ok s&zii edilen grup, halka, cisim,...v.b.
olmakla kalmayacak, tanimlari ilgili bdlimlerde verilecek olan, yari-
grup, cifte yarigrup, kartezyen grup, yari cisim, yaklagik cisim, ¢if-
te grup, kargit kartezyen grup, karsit yaricisim gibi cebirsel yapi-

lar da olabilecektir.

Her bir boliimde, ilgili cebirsel yapinin tanimi verilecek, yine
bunlarla ilgili bilgi ve teoremler sunulduktan sonra Srnekler {izerin-
de durulacaktir. Orneklerin olabildigince ayrintili ¢dzimleri verile-—
cektir. B&ylece literatiirde bilinen fakat ayrintisi verilmeyen (aymi
zamanda cebirsel yoldan tanimlanan) biitiin projektif diizlemlerin cebir-

sel yapilarinin yeterince tanitilmasi amaglanmaktadir.

Burada verilen, projektif diizlemleri belirtmeye yarayan bu y&n-
tem, biitin projektif dlizlemler ig¢in uygulanabilir, ancak konunun ge-
regi olarak daha cok Dezargsel olmayan projektif diizlemlerin cebirsel

yapilari lizerinde durulacaktair,



1.2. Bazi Temel Kavramlar

gimdi projektif geometrinin, bu ¢aligmada gegen, bazi temel

kavramlarini kisaca verelim,

Tanim 1.2.1: N elemanlari noktalar, D elemanlari dogrular
olan iki kime ve NN D =0 olsun. o, NxD kimesinde bir lizerinde bu-
lunma bagintisi iken P = (N,D.o) geometrik yapisi asagidaki aksiyom—

lari sagliyor ise, bu sisteme bir projektif diizlem denir:

P1) Her ABe N , A #B igin Aod ve Bod 6zelliZinde bir
tek d € D vardair.

P2) Her c,d e D, igin Aoc ve Aod zelliginde en az bir A€N
vardir, |

_?3) Herhangi {igli dogrudag olmayan ddrt nokta vardir,

Projektif diizlemlerde P2 aksiyomundan daha kuvvetli ve kesin

bir Snerme gegerlidir.

Teorem.1.2.1: Bir P = (N,D,0) brojektif diizleminde farkli iki

dogru bir tek noktada kesigirler.

Tanim 1.2.2: ((M.e)-Dezarg Aksiyomu)

M ve e, P projektif diizleminde belli bir nokta ve belli bir
dogru olsunlar. Eger herhangi A,B,C ve A',B',C' dogrudag olmayan nok-
ta iicliileri igin M,A,A' , M,B,B' , M,C,C' dofrudag iken ABA A'B'oe ve
ACAA'C'oe 1ise BCAB'C'oe dir.

Tanim 1.2.3: Bir P = (N,D,o0) projektif diizleminde her Xe N ve
x e D ikilisi icin (X,x)-Dezarg aksiyomu gegerli ise, P diizlemine

Dezargsel diizlemdir denir.

Tanim 1.2.4: ((e,e)-Dezarg Aksiyomu)

P bir projektif diizlem e de bu diizlemin belli bir dojrusu olsun.

Her Moe noktasi icin diizlem (M,e)-Dezargsel ise, P diizlemine



(e,e)-Dezargsel diizlem denir.

Tanim 1.2.5: P bir projektif diizlem, M ve e diizleme ait belli
bir nokta ve belli bir dogru olsun. X #Y , X,Y #M , X,Ybe ve M ile
dogrudas olan X,Y nokta ¢iftleri icin £(X) =Y olacak bigimde bir £

merkezsel kolinasyonu var ise, P diizlemine (M,e)-geciskendir denir,

Teorem 1.2.2: M ve e, P projektif diizleminde belli bir nokta
ve dogru olsun., P nin (M,e)-Dezargsel olmasi ig¢in gerek ve yeterli

kogul (M,e)-gecigken olmasidir (Kaya, 1978).

1.3. Projektif Diizlemlerin Koordinatlanmasi ve Diizlemsel Og¢lii
Halkalar

Her projektif diizlem uygun bir S kiimesinin elemanlariyla koor-

dinatlanabilir.

Tanim 1.3.1: P, mertebesi n olan bir projektif diizlem, S de O
ve 1 ile gdsterilen iki 8zel elemani bulunan ve kardinalitesi n > 2
olan bir kiime olsun. P de herhangi ii¢li dogrudag olmayan O,E,U,V nokta-
larindan olugsan seg¢imli {0,E,U,V} koordinatlama dértgeni ve S kiimesi
yardimiyla P nin noktalarini, dogrularini ve ﬁzerindevbulunma bagin-
tisini belirleyelim.

Noktalarin belirlenmesi:

N
/ N ]
0,050 "/ RN
4 T o N \
/ o / X o AN
/,/ // // N . e, &l)_}g}-“’ '\( 1)
s / T N \\,

’ / 0 N
//'// "’__,/E:-(l :1) R .. \ i

(b,0) (m,0) 0=(0)

0=(0,0) (1,0

Sekil 1.1. Projektif diizlemin noktalarinin belirlenmesi



AoOE ve A #0EA UV geklindeki her bir A noktasina 82 nin (a,a)
bigimindeki bir tek elemanini egleyelim. Ozel olarak, 0 = (0,0),
E =(1,1) olsun. Her bir NAUV noktasi icin NVAOE = (a,a) ve
NUAOE = (b,b) ise N = (a,b) diyelim. Ozel olarak,NoCU ise N=(a,0)
ve NoOV ise N = (0,b) olur. MoUV ve M =[(0,0)v(l,m)] AUV 1ise
M = (m) diyelim. Buna gore U = [(0,0)v(1,0) ]~ UV oldugundan U = (0)
dir. OEAUV =[(0,0)v(1,1)] AUV olup OEAUV = (1) dir. oo¢ S olmak
lizere UV nin V noktasi igin V = (o9 dur (Sekil 1.1).

Dogrularin koordinatlanmasi:

Sekil 1.2, Projektif diizlemin dogrularinin belirlenmesi

dpV  dogrusu igin, dAUV = (m) ve da OV = (0,k) ise
= [m,k] dir. Bu nedenle OUAV icin OUA UV = (0) ve OUA OV = (0,0)
oldugundan OU =[0,0] dir. doV ve daOU = (k,0) ise d = [k]

dir. gv dogrusu,dzel olarak UV=ed biciminde koordinatlanir (§ekil 1.2).

Burada dikkat edilmesi gereken onemli bir husus, bu koordinatla-

manin se¢ilen {0,E,U,V} dértgenine bagly olmasidir.,



Uzerinde bulunma bagintisi:

Her m,k,x,y € S i¢in,
() o[ed , (= o[k] , () ¢[m,K
(X) O[OOJ ’ (X) é [k] s (X)O[m’k] & x =mn

(x,y)8ld , (x,y)olk]l<=>x =k , (x,y)o[m,k] < y= T(m,x,k)

dir,

Tanim 1.3,2: S,0 ve 1 ile gdsterilen iki elemani da igeren bir
kiime ve oo ¢S olsun. T, S lizerinde agafidaki T1-T5 kogullarini gergek-

leyen bir iigli iglem ise, (S,T) ikilisine li¢li halka denir.

Ti) Her a,b,c € S i¢in, T(0,b,c) =T(a,0,c) =c

T2) Her ae S igin, T(l,a,0) =T(a,1,0) =a

T3) Verilen her a,b,c ¢ S ig¢in T(a,b,x) = c¢ olacak big¢imde
bir tek x & S vardair.

T4) a # ¢ olmak lizere verilen a,b,c,d € S 1ic¢in
T(a,x,b) = T(c,x,d) olacak bicimde bir tek x ¢ S vardar.

T5) a #c¢ olmak ilizere verilen a,b,c,d € S igin

T(x,a,y) =b, T(x,c,y) =d olacak bigimde bir tek (x,y) € S2 vardir.

Eger P érojektif diizlemi, S kiimesi ve T {ligld islemi yardimyla
koordinatlanabilen bir projektif diizlem ise (S,T) iicli halkasina P

nin diizlemsel iiglii halkasi denir.

Her ﬁrojektif diizlemin, uygun bir S kiimesinin elemanlariyla ko-

ordinatlanmasindan bir (S,T) i¢lii halkasi elde edilebilir (Kaya,1978).



2. CIFTE YARIGRUPLAR OZERINDE PROJEKTIF DOUZLEMLER

2.1. Cifte Yarigrup ile Diizlemsel Uc¢lu Halka Arasindaki fliski

Tanim 2.1.,1: Herhangi bir L kiimesi {izerinde » ikili iglemi ve~-
rilmig olsun. (L,%) sistemi agagidaki L1-L3 &zelliklerini saglarsa

bu sisteme yarigrup veya loop denir.

L1) Verilen her a,beL icin, a ® x = b denkleminin bir tek
x ¢L ¢ozimi vardar.

L2) Verilen her a,bel igin, x % a =b denkleminin bir tek
x €L ¢8ziimi vardir.

L3) Her x el igin u ¥ x = x x u = x olacak bigimde bir uel
(birim eleman) vardir.

Teorem 2,1.1: (8,T) bir iigli halka ve
+ ¢ x+y=T(,x,y)
x.y = T(x,y,0)
olmak iizere (S,+) ve (8-{0},.) sistemleri birim elemanlari sirasiyla
0 ve 1 olan birer yarlgruétur. Ustelik her x € S ig¢in x.0 =0.x =0

dir.

Burada, (S,T) ii¢li halkasindan elde edilen (S,+) ve (S-{0},.)
cebirsel yapilarinin yarigrup Szelliklerini sagladiklari T1,...,T5

kullanilarak kolaylikla gdsterilebilir.

Tanim 2.1.2: S, 0 ve 1 i de kapsayan bir kiime olsun. + ve .
bu kiime lizerinde iki ikili iglem iken (S,+) ve (S-{0},.) birim ele-
manlari sirasiyla O ve 1 olan birer yarigrup ve her xe S igin

x.0 =0.x =0 1ise (S,+,.) sistemine ¢ifte~-yarigrup denir.

Bu tanim ile daha 8nce verilen bilgileri birlegtirirsek,
(S,+,.) sisteminin ¢ifte yarigrup dzelliklerini safladigini sSyleye-—
biliriz. Eger bir (S,+,.) sistemi bir (S,T) {igli halkasindan elde

edilmigse, buna kargilik bir P(S T) projektif diizlemi vardir.

0 halde, "Bir ¢ifte yarigrup hangi ek kogullar altinda bir pro-

jektif diizlemin lineer ii¢lié halkasindan elde edilebilir?" sorusunun



cevabini verelim,

Tanim 2.1.3: (S,T) ii¢li halkasindan,
T(l,a,b) =a4+b ve T(a,b,0) = ab

ile elde edilen (S,+,.) cebirsel yapisina diizlemsel halka denir.

Agagidaki yardimci teorem, her bir diizlemsel halkanin bir tek

lineer iiglii halkadan elde edilebilecegini gdstermektedir.

Yardimeci Teorem 2,1.2: (S,+,.) sistemi bir diizlemsel halka ol-
mak lzere T igli iglemi,

T: 8 s §
(a,b,c) » T(a,b,c) = ab + ¢,

gseklinde tanimlanirsa (5,T) ikili sistemi bir lineer {i¢lii halkadair,
Ustelik (S,T) lineer ii¢lii halkasindan elde edilen cebirsel yapi
(S,+,.) dar,

Isﬁat: Varsayalim ki (S,+,.) diizlemsel halkasi (S,T') lineer
icli halkasindan elde edilmig olsun. Her a,b,ce€ S igin
T'(a,b,c) = ab + ¢ olmaladir. T de ayni gekilde tanimlandigindan
T = T' olmalidir., Dolayisiyla (S,T) ikili sistemi de bir lineer iiglii
halkadir ve (S,%,.), (S,T) lineer iicli halkasindan elde edilen cebir-

sel yapidir M

Bir cifte yarigrup ile diizlemsel halka arasindaki iligkiyi be-

lirleyen teoremi artik verebiliriz,

Teorem 2.1.3: Herhangi bir (S,+,.) cifte yarigrubunun (ii¢li ig-
lemi T(a,b,c) = ab + ¢ bigiminde tanimli bir {igli halkadan elde edil-

mig) diizlemsel halka olmasi igin gerek ve yeter kogullar gunlardir:

1) Verilen her a,b,c,d€ S , a ¥ ¢ igin,
ax + b =cx +d
olacak bigimde bir tek =x €S wvardar.

2) Verilen her a,b,c,de § , a#*c¢ igin,



xa +y =b
xc +y=d

sisteminin bir tek (x,y) € 52 ¢ozumi vardir.

Ispat: (S,+,.) c¢ifte yarigrubu diizlemsel halka olsun. (S,T)
igli halkasini diiglinelim. T4 geregince her a,b,c,d & S (a # ¢) igin
T(a,x,b) = T(c,x,d) olacak sekilde bir tek x & S vardir. Burada T
nin tanimini kullanirsak ax +b = cx + d dir ve bu egitligin bir tek
X & S ¢Ozimi vardir dolayisiyla 1) saflanir. T5 gerefince her
a,b,c,de& S (a #c) i¢gin T(x,a,y) =b ve T(x,c,y) = d olacak bigim-
de bir tek (x,y) & 82 vardir. Yine T nin tanimindan xa +y =b ve
x¢ +y =d sisteminin bir tek (x,y) € 52 ¢bzimi vardir, bdylece 2)

kosulu saglanir.

Kargit olarak, (S,+,.) sistemi 1) ve 2) kogullarini sajlasin.
Bu sistem her a,b,c& S ic¢in T'(a,b,c) = ab + ¢ ile birlegtirilir-
se S nin, (x,y) bigiminde gdsterilen ikilileri bir projektif diizlemin
ideal olmayan noktalarini ve [ a,b] big¢iminde gdsterilen ikilileri bu
érojektif diizlemin (e0) ideal noktasindan gegmeyen dofrularini gdster-

mekte kullanilabilir, (x,y)o[a,b]<=>y=axtb geklinde tanimlanirsa 1)

kogulu, ideal noktalardan birinde kesigmeyen iki dogrunun bir tek or-
tak noktasinin varligini gdsterir.

[a,b]p\[d,d] = (x,y) olsun.

(x,y)ola,b] <>y =ax +b
ve

(x,y)0[c,d] <=y =cx +d
oldugundan

ax + b =cx + d (2.1)

dir. 1) den (2.1) denkleminin bir tek x &€ S ¢Oziiminin varligi bilin-
digine gbre T' tanimindan T'(a,x,b) =T'(c,x,d) nin bir tek x & S ¢6~

zlimii vardir ve T4 Szelligi saflanar,

2) kogulu, ideal olmayan farkli iki noktayi birlegtiren bir tek

dogrunun varligini gdsterir.

(x,y) v(x',y") ={a,b] olsun.



(x,y)o[ a,b] <> y= ax+ b
(x',y"ola,b] <> y'= ax'+ b (2.2)

olur. 2) den (2.2) sisteminin bir tek (a,b) & S2 ¢ozlimi ol-
duguna gbre yine T' niin tanimindsn T'(a,x,b) =y ve T'(a,x",b) =y'
olacak gekilde bir tek (a,b) e 82 vardir ve T5 6zelligi saglanair.
(s,+,.) nin yarlgrub tzelliginden & 4+ x = B8 1ifadesinin bir tek xe S
¢dziimi oldugundan ab + x =c¢ nin dolayisiyla T'(a,b,x) = c nin de
bir tek x e S ¢bzimi vardir. Bu ise T3 6zelligidir. (S,+,.) ¢ifte
yar1gru§ oldugundan (S,+) birim elemani O ve (S-{0},.) birim elemani
1 olan birer yarigruptur. Dolayisiyla her x € § ig¢in x =x.1 = 1.x
ve 1.x + 0 =x.1 +0 =x ve buradan T'(1,x,0) =T"(%,1,0) =x dir
bu da T2 6zelligidir. Son olarak a,b,c &S igin O0.b +¢c =c ve
a.0 + ¢ = ¢ oldugu diigliniiltirse, T'(0,b,c) =c =T"'(a,0,c) olup Tl
6zelligi saglanir. T1,...,T5 &zellikleri saglandigindan (S,+,.)
gifte yarigrubu bir diizlemsel halkadir W

Eger (S,+,.) diizlemsel halkasinin cebirsel yapisi ¢ifte vyari-
grup 6zelliklerinden bagka standart Gzelliklere sahip degilse, bu
diizlemsel halkaya kargilik gelen projektif diizlem hig¢ bir (M,e) iki-

lisi ic¢in (M,e)-gecigken olmaz.

Lineer olmayan herhangi (S,T) li¢li halkasindan da Tanim 2,1.3
de belirtilen gekilde bir (S,+,.) cebirsel yapisi elde edilebilir.
Fakat bu galigmada, sadece ¢ifte yarigrup 8rnegi verilirken lineer
olmayan bir {igli halka ile galigilacak, bunun diginda bdyle yapilar
incelenmeyecektir. Ciinkii bu 6zel hal diginda lineer olmayan cebir-

sel yapilari projektif diizlemlerle birlegtirmek anlamli olmaya-
bilmektedir (Yaqub,1968)

gifte—yarigrup lizerinde bir brojektif diizlem 8rnegi 6.3 nolu

kesimde verilecektir.



3. KARTEZYEN GRUPLAR OUZERINDE PROJEKTIF DUZLEMLER

3.1. Kartezyen Gruplar

Tanim 3.1.1: (S,T) bir lineer iigli halka olsun. (S,T) lineer
icli halkasinda + iglemi asosyatif ise, (S,T) ye bir kartezyen grup

denir.

Agagidaki teorem kartezyen gruplarin, ¢ifte yarigruplardan da-
ha ¢ok cebirsel &zellige sahip diizlemsel halkalardan ilki oldugunu

ifade etmektedir.

Teoerm 3.1.1: Herhangi bir (S,+,.) ¢ifte yarigrubunun
T(a,b,c) = ab + c {igli iglemi ile birlegtirilmesinden elde edilen
(S,T) ikilisinin kartezyen grup olmasi ig¢in gerek ve yeter kogullar

sunlardir:

1) (S,+,.) bir diizlemsel halkadir (Teorem 2.1.3 deki 1) ve 2)
kogullari saglanir).

2) + 1islemi asssosyatiftir,

isbat: (S,T) ikilisi bir kartezyen grup olsun. T(a,b,c)=ab+tc
olmak lizere (S,TS bir lineer iiglii halkadir. T4 ve lineerlikten her
a,b,c,d& S, (a ¥ ¢) igin ax + b = cx + d olacak bigimde bir tek xe$
vardir. Benzer gekilde, T5 ve lineerlikten her a,b,c,de S, (a ¥ c)
igin xa +y =b, xc +y =d sisteminin bir tek (x,y) € 5 ¢Oziimi var-
dir. Teorem 2.1.3 den, (S,+,.) bir diizlemsel halkadir. Kartezyen

grup tanimindan ise + iglemi assosyatiftir.

Kargit olarak (S,+,.) bir gifte-yarigrup iken 1) ve 2) kogullari
saglansin. (S,+,.) bir diizlemsel halka iken T(a,b,c) = ab + ¢ igle-
miyle elde edilen (S,T) ikilisinin bir lineer ii¢lii halka oldufu Teorem
2.1.2 den bilinmektedir. + iglemi de assosyatif oldugundan (S,T) bir

kartezyen gruptur M

Dolayisiyla "+ iglemi assosyatif olan bir diizlemsel halkaya
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kartezyen grup denir" ifadesini de rahatlikla kullanabiliriz.

Kartezyen grup ile ilgili buraya kadar verilen bilgileri bir-

lestirirsek su sonucu yazabiliriz:

Sonug 3.1.2: Herhangi bir (S,+,.) cebirsel yapisinin
T(a,b,c) = ab + ¢

i¢li iglemiyle birlegtirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin kar-
tezyen grué olmasi ig¢in,

1) (S,") nin, birim elemani 0 olan, bir grup olmasi,

2) (S-{0},.) nin, birim elemani 1 olan, bir yarigrup olmasi,

3) Her xe S igin 0.x = x.0 = 0 olmasa,

4) Verilen her a,b,c,d ¢ S, a #c¢ igin

ax + b =c¢cx t+d

olacak bicimde bir tek x & S ¢&ziimliniin bulunmasai,

5) Verilen her a,b,c,d e S, a Fc igin

xa+y =>b
XC+y=d
2

sisteminin bir tek (x,y) € S° ¢Oziiminiin bulunmasi, gerek ve yeterdir.

Kartezyen gruplar ((=),[d)-Dezargsel olan projektif diizlemler

belirtirler. .

3.2. Kartezyen Grup Ornekleri

§imdi iki tane kartezyen grup 8rnegi verelim,

Ornek 3.2.1 (Spencer, 1960): & gercel sayilar kiimesi ve +, &
izerinde bilinen toplama iglemi olsun. © iglemi ise her x,ye
icin

xy » xy >0 iken

X0y = xy2 s, x<0vey>0 iken

xzy , x>0 ve y <0 iken

biciminde tanimlansin. (&,+,0) sisteminin bir kartezyen grup
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oldugunu fakat carpmanin komutatifligi diginda birlegimi veya topla-
ma lzerine dagilmasi gibi standart 8zelliklerden hig¢ birini saglama-

diginl gosterelim,

(&,+) nin, birim eleman1 0 olan bir grup oldugu agikardair.
(6~{0},8) nin bir yarigrup oldugunu gdsterelim.

(i) a,be®-{0} igin a@x =b (3.1)
denkleminin bir tek xe R ¢Ozlminiin varligini inceleyelim,

a>0veb >0 iken ax = b ise x = a b > 0 tek ¢ozlimdir.
a2x =b olsa idi x = (az)— b >0 oldugundan x < 0 ¢ozimi mevcut olmazdi,

a<0veb>0 ise, ax =b ve buradan x = a—lb < 0 tek ¢bzimdir,
Oysa ax2 =b iken x2 =‘a—1b ve x =i/ a—lb olurdu. a_lb < 0 oldu-
gundan bdyle bir ¢dzilim varolamaz.

a>0 ve b<0 ise, ax =b den x = a_lb < 0 ¢dzlim olamaz.

-1
a2x =b ise, x = (a2) b <0 tek ¢Szimdiir.

a<0 ve b <0 ise, ax =b ve x = a”lp >0 olur. Dolayisiyla
X ¢Ozilim olamaz. Fakat ax2 =b ise, x =i4/ a-lb oldugundan

/= . .
X =+4/a lb > 0 tek ¢Ozimdlir. Bdylece (3.1) in bir tek x ¢ozlmi vardir.

Kartezyen grup kosullari arasinda olmamasina karsin bu iglem

komutatiftir. Sdyleki,

X,y 20 veya x,y <0 iken, xy > 0 oldufundan x0y = xy=yx=y0x
dir. x>0 ve y <0 ise, x0y = xzy = yx2 = yOx dir. Ve nihayet
x <0 ve y >0 iken, x0y = xy2 = yzx = yO@x oldugundan her x,yec R

igin xQy = yOx dir.

(ii) 0 iglemi komutatif oldufundan a@x =Db denkleminin bir

tek ¢Ozimi var iken x@a =b nin de bir tek xe & ¢Ozlimi vardir,
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(iii) 1x , x>0 Jx , x=0

oldugundan (8-{0},0), birim elemani 1 olan, bir yarigruptur. Ayrica

her x ¢  igin 00x =0x =0 =x0 = x00 dar

Her a,b,c,d € ® , a #c¢ ig¢gin,

a®x +b =cOx +d (3.2)

egitliginin bir tek xe® ¢dzimini aragtiralim,

[ax + Db » ax >0 iken

adx +b = J a2x+b , a>0ve x <0 iken
_ax2+b , a<0ve x>0 iken
c ex 4+ d , c¢x >0 iken

cOx +d = < c2x+d s ¢ >0 ve x <0 iken
_cx2+d , ¢ <0 ve x>0 iken

ifadeleri yardimiyla gegitli halleri inceleyelim.

a=0 iken, b = cbx +d = cbx =b-d ve ¢ =0 iken,
abx +b =d => abx = d-b esgitliklerinin bir tek g¢bzimlerinin varliji-

n1 yarigrup dzelliklerinden sdyleyebiliriz.

a>0ve ¢ >0 olsun.

2 2
ax +b =cx+d, (x=20) veya 2 X+b=cx+d, (x<0)
egitlikleri vardir.
Eger . (d—b)(a—c)—l > 0 ise, birinci egitligin bir tek

- -1
x = (d-b) (a-c) 1 ¢Oziimi vardir, Aksi takdirde x = (d-—b)(az-cz)

ikinci egitligin tek ¢dziimidir.

a <0 ve c >0 olsun, ax+b=c2x+d , {(x <0) veya

ax2 +b=cx+d, (x>0) egitliklerinin ¢dzimine bakalim. d-b >0

ise birinci egitliZin ve d-b < 0 ise ikinci egitlifin bir tek ¢Oziimii
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vardir.

a>0ve c <0 iken, d-b < 0 ise, azx +b =cx +d, (x<0)

egitliginin bir tek x ¢B8ziimii vardir. Eger d-b > 0 ise,

ax +b = cx’ +d, (x >0) in x ¢dzlimi tektir.

a<0 ve c <0 ise, (d—‘b)(a—-c)-l <0 iken ax + b = cx+d, (x < 0)
egitliginin bir tek x ¢dziimii vardir. Ayrica (d—b)(a-—c)“1 > 0 iken

ax2 +b = cx2 + d nin de bir tek ¢8zilmi var oldugundan (3.2) egitligi-

nin ¢dzimi daima tektir.

Her a,b,c,de ® , a # ¢ igin,

x8a +y =b
X@C+y =d (3.3)

sisteminin bir tek (x,y) ¢ (Rz ¢Oziimi olmalidir,

xa ty =b , xa >0 iken
x0a +y =b < X23.+y=b , x>0 ve a <0 iken

xa2+y=b , X< 0 ve a>0 iken

xc +y =d , xc¢ =0 iken

xc +y =d <= x2c+y=d , x>0 ve ¢ <0 iken

r—"_-\

xc2+y d , x<0vec>0 iken

I

dir. a =0 veya ¢ =0 iken, sirasiyla x0c = d-b ve x@a = b-d esgit~-
liklerinin, yarigrup 6zellikleri nedeniyle, birer tek x ¢dzlmleri
oldugundan (3.3) sisteminin de bir tek (x,y) ¢dzimi vardir,

a>0 ve ¢ > 0 olsun. (b—d)(a-—c)_l

< 0 1ise,
xa2+y=b

2
" +y=d4d, (x<0)

sisteminin bir tek (x,y) ¢ozimi vardir ve (b—d)(a-—c)”1 >0 1ise,
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xa +ty =b
xc+y=4d , (x>0

sisteminin bir tek ¢6ziimi vardir.

a >0 ve ¢ <0 iken, b-d < 0 olmasi halinde

xa2 +y=b

xc +y =4, (x <0)
sisteminin bir tek ¢dzimi varken, b-d > 0 ise,

Xa +y =

xzc +y=4d, (x>0

sisteminin bir tek ¢Gzimi vardir.

a<0vec>0 ise, b-d > 0 iken
xa +y =b

xc2 +y=d, (x<0)

sisteminin ve b~d < 0 iken,
xza +y=>b
XC-{—Y:d, (X>O)

sisteminin birer tek ¢dzlimleri vardir.

a <0 ve ¢ <0 olmasi halinde, (b—d)@—c)—l < 0 ise,

Xa +y =b
xc +y =4d
sisteminin bir tek ¢&zimi vardir. Eger (b-d)(a—c)_l > 0 ise,
x2a +y=b
x2c 4+ v =d

sisteminin bir tek (x,y) ¢6ziimi oldugundan (3.3) sisteminin, her du-
rumda bir tek ¢dzimii vardir. Dolayisiyla (8,+,8) bir kartezyen grup-
tur. Bu sistemde c¢arpimin, birlegme ve toplama iizerine dagilma Szel-
liklerinin saglanmadigini birer drnek ile gdsterelim.

(20(-3))0(-2) = (-12)0(~2) = 24
ve

20((-3)0(-2)) = 266 = 12

dir.
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20(-5 + 3) = 20(-2) = -8

ve

20(=5) + 203 = ~20 + 6 = -14
dir.

(-2 + 1)e3 = (-1)83 = -9
ve

(-2)83 + 163 = -18 + 3 = -15
dir.

Ornek 3,2.2: En kiiclik kaftezyen grup(Panella, 1965)
F5= {0,1,2,3,4}, 5 in kalanlarindan olusan kiime olmak lizere Fg tizerin-
de + ve , iglemleri sirasiyla 5 modiilline gdre toplama ve carpma ig-
lemleri iken (Fg,+,.) bir cisimdir, § = FoxFs= { (x,) : %,y € Fg}
izerinde @ ve @ islemlerini agagidaki bicimde tanimlayalim:
(a,b) @ (¢,d) = (a + c,b + d)

(a,b)x(c,d) , b =0 veya (be-ad)’-2d%= 0,1,4 iken

(a,b)0(c,d) =.J
. ~(a,b)x(c,d) , diger durumlarda
Burada x iglemi de ‘
r (a.c,a.d) b =0 iken
(a,b)=(c,d) =J
L (a.c—b_l.d.(a2—2),b,c—atd) R b # 0 iken

ile belirli olsun. Boyle helirlenen (S, ® ,0) sisteminin bir kartez-

yen grup oldugunu gdsterelim.
(S, ®) , birim elemani (0,0) olan, bir defismeli gruptur,

(5,8) nin Szelliklerinin kolayca goriilebilmesi igin @ iglemine ilig-
kin ¢izelgeyi verelim, Bu ¢izelgede kisalik saglamak igin her (x,y)e S
elemani igin xy gdsterimi kullanilacaktir. Ornegin i. satirin ba-
sindaki (a,b) ve j.slitunun bagindaki (c,d) elemanlari sirasiyla ab ve
cd olarak yazilacak ve eger (a,b)0(c,d) = (u,v) ise bu eleman gizel-

gede i,satir ve j. slitunda uv bigiminde gdsterilecektir.
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a,B € $-{(0,0)} icin,

odx = B (3.4)
denkleminin bir tek x&§S ¢Oziimi vardir. Cinkii, i.satirin baginda bulunan
bir o elemani ve yine ayni satirda bir kez giriilen B elemani verildiZinde

eger B, 1i.satir ve j.slitundaki bir eleman ise j.slitunun bagindaki eleman
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(3.4) denkleminin bir tek x€ S ¢dziimlidiir, Ornegin, 238x = 12 denkle-
minin bir tek x =22 = (2,2)€ S ¢ozlmi vardar,
o, €S-{(0,0)} igin, x@u =g denkleminin bir tek x €S ¢dziimii-

niin oldugunu, yukarida satir ve sutiinlarin rollerini degigtirerek sdy-

leyebiliriz,

Her o €S igin,
1000, = aB10 =ao
oldugu ¢izelgeden goriilmektedir. Dolayisiyla (S-{(0,0)},0) bir yari-

gruptur.

Her a €S igin,
008y = aB00 = 00

oldugu yine ¢izelgeden g@riilmektedir,

0,B,Y,6 € S ve a FB icin,
W0x ®y = pox @ (3.5)

denkleminin S ilizerinde bir tek ¢Bziiminiin oldufunu gizelgeden gdrebil-

mek igin bu ifadeyi, (S, ®) nin grup dzelliklerinden,

(00x)-(BOx) =u

bigiminde yazalim, Qizeigede, o ve R nin bulundugu satirlarda olub
ayni siitunda bulunan eleman ¢iftlerinin farki p olan silitun bir tek
tanedir. Ciinkdi bu farklar her siitun i¢in farkli elemanlar vermekte-
dir, Bu siitunun baginda bulunan elemanda (3.5) denkleminin aranan

tek ¢dzlimiidiir., Bir Srnek verelim:
120x © 32 = 130x ® 41

denkleminin bir tek x = 33 = (3,3) €S ¢Bziimi vardir.

a,B8,Y,6 € S , o # g igin,
x00 Dy =y
X8 Dy =6 (3.6)

sisteminin bir tek (x,y)e 52 ¢Ozimiiniin oldugunu gdrebilmek igin bu
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ifadeyi, (S, © ) nin grup olma 6zelliginden,

(x00)-(x0B) = y-8 = u (3.7)
ve
y = v=(x0a) (3.8)
bigiminde yazalim., (3.5) denkleminin ¢8zliminde satir ve siitunlarin
rollerini degigtirerek (3.7) denkleminin bir tek xe€S ¢oziiminiin oldu-
gunu sdyleyebiliriz., x€S bulunduktan sonra, (S, ©) nin grup olmasi
nedeniyle, (3.8) egitlifi yardimiyla bir tek y €S hemen bulunabilir.
Dolayisiyla (3.6) sisteminin bir tek (x,y)€ 32 ¢dzlmi mevcuttur, Or-
negin,
x024 ©y = 43
%630 @y =11
sisteminin bir tek (x,y) = (31,23) = ((3,1),(2,3)) ¢ 82 ¢bzlimi var-

dar.

Yukarida verdigimiz kartezyen grup Srneginde, © igleminin de-
gigme ve birlegme zelliklerini saglamadigi gibi her iki dagilma &-

zelliginin de gergeklenmedigini birer Brnek ile gdsterelim.

41024 = 21
24041 = 04
dir.
120(30042) = 12621 = 02
(12630)0842 = 31042 =33
diir.
(31 ® 04)011 = 30011 = 33
(31011) ® (04811) = 42934 = 21
dir.

210(03 @ 41) = 21844 = 01
(21803) @ (21041) =11 © 43 = 04

diir. Bu drnekle tanitilan kartezyen grup bilinen en az elemanl:

kartezyen gruptur,



4. YARICISIMLER UZERINDE PROJEKTIF DOUZLEMLER

4.1. Sol Yaricisimler Uzerinde Projektif Diizlemler

Tanim 4.1.1: Soldan dagilma $zelligi bulunan herhangi bir kar-

tezyen gruba sol yaricisim denir.

Teorem 4.,1.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = ab+c
licli iglemiyle birlestirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin sol
yaricisim olmasi ig¢in gerek ve yeter kogullar,

(i) (5,+) nin, birim elemani 0 .olan, bir grup olmaszi,

(ii) (S-{0},.) nin, birim elemani 1 olan, bir yarigrup olmasi,

(iii) Her xe€ S8 igin 0.x = 0 olmasi,

(iv)  Her x,y,z € S i¢in, x.(y + 2) = x.y + x.2 olmas1

(v) a # b olmak {izere verilen her a,b,c € S igin,

-a.x + b.x = ¢ denkleminin bir tek x € S ¢dziimintin bulunmasidir.

Ispat: (S,T) ikilisi bir sol yaricisim olsun. T1-T5 &zellik-
leri saglanir, Ustelik bir sol yaricisim ayni zamanda soldan dagil-
ma &zelligi bulunan bir kartezyen grup oldufundan, (i), (ii),(iii) ve
(iv) 8zellikleri saglanir. T4 disiiniilerek T nin tanimi uygulanirsa,
ax + b = c¢x + d, dolayisiyla -ax + c¢x = b~d = e denkleminin bir tek

X € S ¢Ozimi vardir ve (v) saglanir.

Kargit olarak (S,T) sistemi (i)-(v) Szelliklerini saglasin.
Her x ¢ S igin 1 + 0 = 1 oldugu ve (iv) dikkate alipirsa, -
x =%.1=x%x.(1 +0) =%.1 +x.0 =% + x.0 ve buradan x.0 =0 dar. O
halde %x.0 = 0.x =0 olur. TI1-T5 6zelliklerinin saglandifiny gdste-

rirken T nin tanimi siirekli kullanilacaktir.

Her a,b,c e S i¢in 0.b + ¢ = a.0 + ¢ = ¢ oldugundan,
T(0,b,c) = T(a,0,c) = c dir ve Tl saglanir. Ayrica l.a = a.l = a ol-
dugundan 1.2 + 0 = a.1 + 0 = a olur ve T(1,a,0) = T(a,1,0) = a olup
T2 gegerlidir, (S,%) grup oldugundan a.b + x = ¢ => x = c-ab dir ve
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T(a,b,x) = c olacak bigimde bir tek x € S vardir, dolayisiyla T3
saglanir. Ustelik + iglemi birlegimlidir. T(a,x,b) = T(c,x,d) =>
ax + b =cx + d dir. Gruﬁ zelliklerinden -cx 4 ax = d-b elde edilir
ve (v) geregince bdyle bir tek x € S vardir. Boylece T4 saglanir.

T5 8zelligini gdstermeden &nce (S,+,.) nin bir bagka basit &zelligini
belirleyelim.

0 =x.0 =x(y + (~y)) = x.y + x.(~y) oldugundan her x,y e S
igin -(xy) = x(~y) dir ve genelde ~(xy) yerine -xy yazilir.

T5 dzellipgi a # ¢, a,b,c,d € S olmak iizere T(x,a,y) =b ve
T(x,c,y) = d olacak bigimde bir tek (x,y) e 82 nin bulunmasi idi. Bu-
radan xa +y =b ve x¢c + y =d dir. Sistemin ¢dziiminden xc-xa = d-b
bulunur. Soldan dagilma dzelliginden ve az dnce gsterilen dzellik-
ten dolayr x(c-a) = d-b dir. c-a = r ve d-b = s alinirsa, xr = s dir.
Yarigrup &zelliklerinden bir tek x € S ve bdylece y € S var oldufun-—

dan (x,y) e 52 tektir. 0 halde (5,T) ikilisi sol yaricisimdir B

Sol yaricisimlerin bazi 8zellikleri de su gekilde siralanabilir:

(a) Verilen herhangi a,b& S, a #1 igin ax + b = x ve xatb = x
denklemlerinin birer tek x € S ¢dziimleri vardir.

(b) Her x,ye S i¢in, x+y =y + x dir.

Hall sistemleri diye bilinen bir sol yaricisimler ailesi agagida

verilmektedir.

Ornek 4.1.1 Hall Sistemleri (Hall, 1959): F herhangi bir cisim,
f(t) = t2—rt~s de bu cisim iizerinde ikinci dereceden indirgenemez bir
polinom olsun. (Yani,her a € F igin £(a) # 0 dir).
S ={a+ b : a,be F, A¢F} , olmak iizere,
(a+ ) ©(ct Ad) =(ate) +rb + d) (4.1)

ac + A(ad) , b =0 iken
(a +\b) @ (c +Ad) ={ (4.2)

ac—b‘ldf(a)+ A(bc-ad + rd) , b #0 iken

geklinde tanimlansin. (S,9,0) sisteminin bir sol yaricisim oldugunu
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gbstermek istiyoruz. Fakat Snce gu 6zel haller {lizerinde duralim.

Her ke F , z € S igin,

k©®z=20%k (4.3)

oldugunu gdsterelim.

k=0vez=a+ X ise, 08 z =0 0 (a + ») = 0a+a(0b) =0
ve z80 = (a 4+ 2b)@0 _— 0 oldugundan, 00z = z80 dir,.

ke F, k #0ve z =a + X ise, k@z = ké(a + ) = ka + A(kb)
dir ve 28k = (a + Xb)Bk = ak + A(bk) olmasi nedeniyle z0k = k8z dir.
Fakat 8rnegimizin son kisimlarinda gdsterilecegi gibi, genelde

X,y € S igin, x@y # y8x dir.

ke F ve z,w ¢ § igin,
(z0w) Ok = zB(wBk) = z@0(kbw)
oldugunu gosterelim. (4.3) den z8(w@k) = z6(k8w) dir. O halde
(z@w) Ok = zO(kOw) egitligini gdstermeliyiz.
z =a+ Ab, w=c+ Ad olsun.

ac + A(ad) , b =0 iken
(z0w)0k = kO(z@w) = k6

ac—b_ldf(a) + A (bc-ad + xd) , b #0 iken

kac + A(kad) b=0 iken
= (4.4)
kac-kb_ldf(a) + A(kbe—kad + krd) , b0 iken

z0(kOw) = (a + Ab)O(kO(c + Ad))
(a + 2)6(ke + A(kd))

ake+ A(akd) , b =0 iken
!
Lakc—b'lkdf(a) + A(bke-akd + rkd) , b # 0 iken

dir. (4.4) ve (4.5) den, b =0 iken
kac + A(kad) = akc + A(akd)
ve b # 0 iken,

kac —kb~Ldf(a) + A(kbe-kad + krd) = ake-b  'kdf(a)+A(bkc-akd+rkad)

dir. Simdi 22 = z0z olmak iizere, her z € S, z ¢ F igin z"-rz-s =0
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oldugunu gdsterelim. (4.2) uygulanirsa,

z7 = z0z (a + »b)8(a + )

aZ-£(a) + A(rb)

az~(a2—ra—s) + A(rb)
=ra + A(rb) + s
=r(a + M) + s

=rz + s
elde edilir. Buradan,

22 =rz + S . Ve zz—rz—s =0
bulunur.

Artik sol yaricisim aksiyomlarina gegebiliriz.

(5,9 birim elemanr 0 =0 + A0 olan, bir degigmeli gruptur,
1 +0Xx =1 olmak lizere, (4.2) den her a + Ab & S igin,
(a + A)O(1 + X0) =a + xb = (1 + 20)8(a + Ab)
dir ve 1 + A0 = 1 garpimsal birim elemandir.
a + A * 0 olmak lizere,
(a + A)8(x + Ay) = (c + Ad) (4.6)
denkleminin bir tek =x + Ay € S ¢dziminlin varligini gbdsterelim.
b =0 ve a #0 iken,
(a + 20)6(x + Ay) = (ax + XMay)) = (¢ + Ad)
egitliklerinden, ax = ¢ ve ay = d elde edilir. Dolayisiyla,
X + Ay = a“lc + X(a_ld) (4.6) nin tek c¢dzumidir.
b # 0 iken,

ax—b_lyf(a) + A(bx-ay4ry)

(a + )O(x + Ay)

dir. Buradan,

ax—b_lyf(a) =c

bx-ay + ry =d (4.7)
denklem sistemi elde edilir. (4.7) sisteminin bir ¢8zliplinln olabil-
mesi igin,

a ~b_lf(a)
# 0
b -a +r
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olmas1 gerek ve yeterdir.

a -—b—lf(a)

il

a(-a + ) + bb '£(a)
b -a+r

= —'32 + ar + az—ra-s
= —8
oldugundan -s ¥ 0 olmali. Oysa s = 0 olsa idi, f(t) = tz—rt indirge-

nebilir olurdu ki bu hipotezle geligir. Bu nedenle (4.7) sisteminin

ve dolayisiyla (4.6) nin bir tek x + Ay ¢Oziimi vardir.

gimdi a + b # 0 igin,
(x 4+ Ay)0(a + ab) = (c + Ad) (4.8)

denkleminin bir tek ¢Oziimiine bakalim.

b =0 iken, a #0 ve (x + Ay)9(a + X0) = c + Ad dir. Bu denk-

lemi y =0 ve y #0 icgin ayr1 ayri incelemeliyiz.

y =0 ise, .
(x + 20)8(a + 20) =c + Ad
=> xa=cve0=4d

= x = cal-_l ve x + Ay = ca'1 + A0 tek ¢Ozimdiir.

Eger b =0, d =0 iken y # 0 ise,
(x + Ay)8a = ¢ => xa-A(ya) =c

0 elde edilir. Bu isey #0 ve a #0

ile geligtiginden ¢dziim yoktur.

olur. Buradan xa = ¢ ve ya

a =0 iken b # 0 ve (x + \y)@ib = ¢ + Ad dir. Bu halde,
eger y = 0 ise,
%83 =c + Ad = A(xb) =c + Ad

oldugundan, ¢ =0 ve xb =d olur. BOylece y =0 iken, ¢ = 0 olup

x+ Ay = db—1 tek ¢ozimdiir.

Eger y #¥0, a =0 ve ¢ =0 ise,



25

(x + Xxy)0X = A
=  —y"lpf(x) + M-xb + rb) = Ad

=> -y~ lpf(x) =0 ve -xb + b =d
olur. Oysay #0, b #0 ve f(x) # 0 oldugundan. bu durumda ¢&zim
yoktur,

a# 0 ,bF0 iken vy =0 ise,
x0(a + Ab) =c 4+ Ad
= xa + AMxb) =c 4+ Ad

= x = ca—1 = db—1

olur. Demek ki bu durumda bir tek ¢ozlmin olabilmesi igin gerek ve

yeter kosul ca_l = db_1 olmasidir.

v #0 ve cat —db ! ise,
(x + Ay)8(a + Xb) =c + Ad

= xa—y—lbf(x)+ A(ya-xb + rb) =c + Ad
olup,
xa—y—lbf(x) =c
ya-xb + rb =4 (4.9)
dir. (4.9) sistemindeki birinci denklem y ile, ikinci denklem x ile
carprlip taraf tarafa gikarilirsa,
—b(xz—xr~s) + xzb—xrb = bs
= cy-dx (4.10)
bulunur. (4.10) ile (4.9) daki ikinci denklem birlegtirilirse,
cy—dx = bs
ay-bx = d-rb (4.11)

olur. b # 0 oldugundan ikinci denklemi clb—1 ile garpip birinci denk-

lemden ¢ikaralim,

y(c-db ta) =bs-a’b"! + dr
=> y{(bec-da) = bzs--d2 + bdr = —bz(dzb_z-b_ldr—s)
=  y(be-da) = -b £(db 1) (4.12)

olur. b # 0 ve f(t), F lizerinde indirgenemez polinom oldugundan,
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sag taraf daima sifirdan farklidir. Eger ca™l = ab 7! ise, ¢ = db~la

ve ¢cb = da dir. Bu durumda y(bc-da) = 0 olur. Dolayisiyla ¢dziim
yoktur.

Bir tek ¢Ozlimlin varligi ile ilgili, incelenmesi gereken diger

halleri su gekilde &zetleyebiliriz.

(4.11) sistemini gdzdniine alalim: Eger b = 0 ise cy =dx ve

1 1

ay =d elde edilir. Bu nedenle y = dat ve x = cyd” —cda~ta tca”

dir. Dolayisiyla bir tek x + iy = ca t + )\(da—l) ¢Oziimli mevcuttur.

y = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul d = 0 olmasidir. (linkidi ancak
bu durumda y = 0, x = r tek ¢8zilimli bulunabilir. Eger y # 0 iken,

a,b # 0 ve ca t + db~! ise, (4.11) den y(be-da) = -b2£(db 1) elde
edilir. Burada bc~-da # 0, -b2 # 0 ve f(db—l) # 0 oldufundan bir tek

y = ~b2f(db_1) (bc~-da) -1 ¢6ziimi bulunabilir.

Ayrintili olarak yainlan bu incelemeye gdre (4.8) denkleminin
bir tek x + Ay € S ¢bziimi vardir. Dolayisiyla (5-{0},8),birim ele-

mani 1 + A0 = 1 olan, bir yari gruptur.

Her a + Ab € S igin, 0 =0 + A0 olmak lizere,
(0 4+ A0)@(a + Ab) =0a + x(0b) =0 + 20 =0
dir. '

Her x,y,z € Svey =a+ b , z=c + )d olmak lizere,x0(y® z)
ifadesini gtzdniine alalim. x € F ise x = x + A0 olmak izere,
x0(y8z) = x0((a + ¢) + A(b + d))
=x(a+c) + xx(b + d)
= xa 4+ xc + A(xb) + A(xd)
xa + A(xb) ® xc + A(xd)
x8(a + Ab) ©® x0(c + Ad)
(x0y) ® (x%8z)

dir.
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Eger x ¢ F ise, q #0 olmak {izere x =p + Aq dur. Buradan,
x0(y ®2z) = (15 + Aq)e((a + )\b)‘ ® (c + Ad))
= (p + Aq)@((a +c) + A + )
~p(a + &)=¢ (b + DEE) + Mala + )-plb + d) + (b + d))
= (pa—q 'b£(p) + A(qa-pb + b)) @ (pe-q 'df(p)+A(ge-pd+rd))
= ((p + Aq@)8(a + b)) ® ((p + 1q)8(c + Ad))

= (x0y) ® (x0z)

olur. O halde soldan dagilma 8zellifi saglanir,

Son olarak, o # B iken,
-0z B B z =v (4.13)
denkleminin bir tek z & S ¢Oziimiiniin oldugunu gésterirsek (S, ® ,0)
sisteminin bir sol yaricisim olduguna iligkin ispati tamamlamig olu-
ruz. Bu denklemin ¢bziilebilir oldufunu gdstermek yeterlidir., Ciinki
z ve w gibi farkli iki ¢6ziim olsayda,

~a@z © ROz = -obw © ROW

g8(z-w) = u@(z-w)
olurdu, oysa (5-{0},0) yarigrup oldugundan bu miimkiin degildir,

a,B € F ise, (4.3) den -0@z ® pOz = vy denklemi,
~z8a © z88 = y bigiminde yazilabilir. Soldan dagilma Szelliginden
z8(~a © B)=7v dir.
(x + \y)0(-a + B) =c + Ad

=  x(-a + B) + A(y(~a + B)) =c + Ad

oldugundan tek ¢dziim,

1

x + iy =c(-a +R) " + A(d(~a + B~

dir.

B ¢ F oldufunu varsayalim. Bu takdirde o ve y, B cinsinden ifa-

de edilebilir. o =%k ¢ F olmasi halinde Y1sYy € F olmak iizere,

Yy =v. + BYZ ve z = x + By alinabilir.

1
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—00z @ 0z =y = -kO(x + By) ® BO(x + By) =y, + By,

=> (~kx-B(ky)) @ (=y£(0) + B(x + ry)) = Yl + BYZ

= (“kx-y(=s)) + B(-ky + x +1y) =7y, + By,
olur. Buradan (4.13) e egdeger olan,
-kx + sy = Y1
x+ (rk) y =7, (4.14)
sistemi bulunur.
-k s 9
A= = k" =kr-s = f(k)
1 (r~k)
dir. f(t), F iizerinde indirgenemez polinom oldugu ig¢in,A = £(k) #0

olur ve dolayisiyla (4.14) sisteminin ¢8zlimii vardir.

o ¢ F iken b #0 ,a = a + Bb, y= Y; + By, Ve z =x + 8y
alinirsa,

~afz @ B0z =y => -(a + Bb)O(x + By) ® BA(x + By) =y, + By,
= (-ax +~b—1yf(a) -B(bx-ay + ry)) ® (—y£(0) + B(x + ry)):y1+BY2
= (-ax +-b—ly(a2—ra—s) +ys) + B(-bx + ay-ry + xiry)=y +8y,

olur ve buradan, .

t-ax + (b—1 2

a --b_1

ra—b_ls + s)y = Yy
(1-b)x + ay = v, (4.15)

denklem sistemi elde edilir. (4.15) sisteminin ¢oziilebilirligini
katsayilar determinantinin sifirdan farkli oldugunu gdstererek belir-

leyebiliriz.

~-a b—laz-b-

A= = —b—l[az-ra(l-b)—s(l-b)zl
(1-b) a
olur. Eger a=0veb #1 ise A= -s(l—b)(l—b—l) # 0 ve eger a 0

1 1

ra-b s + s

ve b =1 ise A= —a2 # 0 dir.

a=0veb=11se,00 =a + pb = a =0 + B1=> o= B olur bu ise
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geligkidir, (lnki o F#* 8 iken -z © @z = y denkleminin ¢dzimi

aragtiriliyor., a =0 ve b =1 durumu ortaya ¢ikmaz.

Buna gdre her durumda A # 0 oldugundan (4.13) {in bir tek ¢dzii-

mi mevcuttur. Bdylece (S, © ,0) sistemi bir sol yaricisimdir.

Bu 6rnekte,sonlu veya sonsuz elemanli bazi sol yari cisimlerin
nasil elde edilebilecegine iligkin bir yontem verildi, Bu sol yari-
cisimler genelde, sagdan dagilma, garﬁmanln degisme ve birlegme ku-
rallarindan hig¢birini saglamaz. Bunlari birer 8rnek ile gdsterelim.

Orneklerin tamaminda F = GF(3) = {0,1,2} olsun.

z=1+)x, w=)x, u=) geklinde seg¢ilsin.

(z ®w)Ou = ((1 + 1) ®N0x = (1 + 200
=-2 +2r + 25 + rr-1) (4.16)

(z0u) © (wou) =1 + r)exr) ® ()
= (-f(1) + AM(-1 + 1)) © (-£(0) + Xr)
=(-1+r + 2s) + A(2r-1) (4.17)

(4.16) ve (4.17) den,
-2+2r+2s = ~14+rH2s

(z Pw)ou = (zG;u) & (wou) <= (4.18)

Il

r-1 2r-1

elde edilir. (4.18) deki birinci egitlikten,
-2+2r+2s = =1+r+2s =>r-1 =0 =r =1
bulunur. Bu deger ikinci egitlikte yerine yazilarsa,
r-1 =2r-1 =0-=1
olur. Dolayisiyla (4.18) egitligi gergeklenmez. Yani
(z ®w)6u # (z0u) ® (wOu)

dur ve sagdan dagilma Szelligi saglanmaz.

z=14+A, w=24 A olmak lizere,

20w = (140)8(241) = 2-£(1) + A(2-141)

I4r+s + A (141) (4.19)



wlz = (2+1)0(1+))

I

2-£(2) + A(1-241)

=1+ 2r + s + A(2+r)

(4.19) ve (4.20) den,

z 0w = wlz => ltr+s+Aa(1l+r) = 1H2r+s+a(24r)

= -r-A =0

= o

elde edilir. Oysa r ¢ F, 1¢F oldugundan,

z0w F wlz

dir.

30

(4.20)

Carpima gdre birlegme 6zellifinin saglanmadifinl yine bir Srnek

lizerinde gdrelim,

z =21 , w= 2) ve

(20w)Bu = (2A82)1)0x

i

u =) alalim.

(=(-s) + x(2r))6A

= —(2r)_1f(s) + A(r-s)

1l

20 (wlu) 220(2x01)

200(2s + Ar)

= =2r(-s) + A(s + r?)
=2rs + A{(s + 1)

(4.21) ve (4.22) den,

[ ~2r) YE(s) = 2rs
(z0w)0Ou = z0(wlu) <=
<l r-s = s +1

elde edilir. (4.23) egitliklerini

—(2r) " YE(s) = 2rs = £(s)

elde edilir. Eger r =0 ise, f(s)

olur. Oysa her iki durum da,f nin

geligir. Benzer gekilde,

ayri ayri inceleyelim,

-(2r)2rs

-rs
=0 dir. r # 0 ise,

indirgenemez polinom

st 1=r-s = 1-r +2s =0 => l-r-s =0

celigir. O halde,

(4.21)

(4.22)

(4.23)

f(s) = -5

olmasi

ile

= f(1) =0

sonucuna ulagilir ki, bu yine f nin indirgenemez polinom olmasi

ile
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(z0w)Bu #* z0(wlu)
dur,

Yukarida verdifimiz sol yaricisim Srneginde, sagdan dagilma,
garﬁmanln degigme ve birlegme kurallari gegerli olmadigindan bdyle
bir sistem genel olarak cisim degildir. Eger cisim olsaydi S de olub,
F altcisiminde olmayan en ¢ok iki eleman bulunabilirdi. (iinki F de
bulunmayan tiim elemanlar (yani a + M, b #0 tipindeki elemanlar)

f(t) = t2—rt—s denklemini saglarlar ve bu denklemin herhangi bir ci-

sim iginde en fazla iki ¢dziimli vardir. Dpolayisiyla F = GF(2) ve

S = {0,1,x,x + 1} dir. Karsit olarak F = GF(2) ise, S nin eleman
sayisl 4 diir. Bdylece S den elde edilen PZS projektif diizleminin
mer tebesi de 4 diir ve bu diizlem tektir. Bu nedenle, mertebesi 4
olan diizlemsel halka cisim olacagindan (S, ® ,0) sistemi de cisim
olmalidir. F cisminin eleman sayisi n > 3 oldugundan bu cisimden
elde edilen Hall sisteminin ¢arpimsal birlegme 8zelligini saglamadi-

g1 Teorem 6.1.2 de gdsterilecektir.

Sol yaricisimler ([°d,[] )-Dezargsel diizlemleri belirtirler,

4.2. Sag Yaricisimler Uzerinde Projektif Diizlemler

Tanim 4.2.1: Sagdan dagilma 6zelligi bulunan herhangi bir kar-

tezyen gruba sag yaricisim denir.

Teorem 4.2.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = ab+c
icli iglemiyle birlegtirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin bir

sag yaricisim olmasi igin gerek ve yeter kogullar,

(i) (S," nin, birim elemani 0 olan, bir grup olmasi,

(ii) (s-{0},.) nin, birim elemani 1 olan, bir yarigrup olmaszi,
(iii) Her x ¢ § ig¢in, x.0 =0 olmasi,

(iv) Her x,y,z ¢ S ig¢in, (x + y).z2 = x.2 + y.z olmasi,

(v) a +#Db olmak ilizere, verilen her a,b,c,d € S igin, xa-xb = ¢

denkleminin bir tek x € S ¢dzilimiinlin bulunmasidar.

Ispat: (S,T) bir sag yaricisim olsun. Bdylece T1-T5
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dzellikleri saglanir. Bir sag varicisim, safdan dagilma 6zelligi bu-
lunan bir kartezyen grup oldugundan (i),(ii),(iii) ve (iv) Bzellikleri

saglanir.

T5 gerefince a # b olmak iizere verilen a,b,c,d ¢ S igin,
T(x,a,y) =c¢ , T(x,b,y) = d olacak gekilde bir tek (x,y) e 82 vardir,
T nin tanimindan,

xa+y=¢, xb+y=4d
dir. Birinci denklem (-1) ile ¢arpilip ikinci denklem ile toplanirsa,
-xa + xb =-c +d
olur., =-c +d = e denilirse, -xa + xb = e denkleminin bir tek x e S

¢Ozlmi vardir ve (v) 6zelligi saglanir.

Kargit olarak, (S,T) sistemi (i)—-(v) &zelliklerinin hepsini sag-

lasin. 1 4+ 0 =1 ve (iv) gdzbniine alinirsa, her x ¢ S igin,

x=1l.x=(lH0).x=1.x+0.x=x+0.x =0.x=0
dir. Dolayisiyla her xe S igin,
x.0 =0.x =0
dar.
Her a,b,c e S ig¢in, 0.b + ¢ =a.0 + ¢ =c dir. T nin tanimin-

dan, T(0,b,c) = T(a,0,c) = ¢ dir ve Tl saglanir.

Her a ¢ S'igin, l.a = a.l = a oldugundan, l.a+0 = a.l40 = a
dir. Buradan T(l,a,0) = T(a,1,0) = a ve dolayisiyla T2 saglanir.

Her a,b,c € S ig¢in, (S,+) grup oldugundan, ab + x = ¢ ve bura-
dan x = -ab + ¢ bigiminde bir tek x € S vardir. Bu ne-
denle T(a,b,x) = c olacak bigimde bir tek x &€ S vardir ve T3 sagla-

nir.

(iv) gerefince sagdan dagilma Szelligi saglandifina gdre (S,T)
nin sag yaricisim oldufunu gdstermek i¢in T4 ve T5 tzelliklerinin sag-

landigyl gdsterilmelidir.

a # ¢ olmak iizere a,b,c,d € S igin,
ax + b =cx +d =-cx + ax =d-b = (-c + a)x = d-b
dir.
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¢ # a oldugundan, ~c + a ¥ 0 dir ve x = (-c + a)_l(d—b) €& S tektir

ve T4 saglanir.

T5 8zelligi, a,b,c,d € S > a#b icin,
Xxa +y=c¢
xb +y =4d
sisteminin bir tek (x,y) € 52 ¢Szlimlinin bulunmasiydi., Burada
y =-xa+cvey =-xb+d olui) -xa + ¢ = -xb + d ve xa-xb = c—d
olur, (v) geregince bu denklemin bir tek x € S ¢dzimii vardir. Dola-

yisiyla T5 saglanir. 'O halde (S,T) ikilisi bir sag yaricisimdiri

Aslinda sag yaricisimler, sol yaricisimlerden duallik ilkesi
yardimiyla elde edilebilir. Daha genel bir durum, agafidzki tanim

ve teoremle agiklanmaktadir.

Tanim 4.2.2: (S,+,.) diizlemsel halkasi lizerinde x iglemi her
X,y € S ig¢in, xxy = y.x seklinde tanimlansin. Bu gekilde elde edilen

(8,+,x) sistemine (S,+,.) nin dual sistemi denir.

Teorem 4.2.,2: Eger (S,+,.) sistemi bir sol (sag) yaricisim
belirterse (S,+,x) sistemi de bir sag (sol) yaricisim belirtir. Us-

telik (S,+,x), sisteminin duali yine (S,+,.) sistemidir.

Isi:at: (S,+,.) bir sol yaricisim olsun. Her sol yaricisim,
diizlemsel halka oldugundan, Teorem 4.2.1 deki (i),(ii),(iii) ve (iv)
kogullarinin saglandigr gdsterilmelidir. (i),(ii) ve (iii) kogulla-
rinin gegerliligi Teorem 4.1.1 in ispatinda goriilmiigtii. Sagdan dagil-
ma 6zelliginin saglandifini gdsterelim.

(x +y)wz =z.(x +y)
= Z.X + 2.y

= X%z +y®z

oldugundan (iv) saglanir,

Son olarak a # b olmak iizere, xza-xxb = c¢ denkleminin bir tek

X € S ¢Ozimiinlin varlifini aragtiralim.
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# igleminin tanimindan, xxa-xxb = c ise, a.x-b.x =c¢ dir. (§,+.)
sol yaricisim oldugundaﬁ Teorem 4.1.1 in (v) kogulu geregince bu
denklemin bir tek x € S ¢dzimii vardir. Dolayisiyla (S,+,x) bir saj

yaricisimdir.

(S,*,.) bir sol yaricisim iken S lizerinde x iglemi, her x,y € S
i¢in x#y =y.x geklinde tanimlanarak (S,*,x) sap yaricismi elde edi-
lir, S izerinde =' iglemi, her x,ye S i¢in x®'y = y#x = x.y geklin~
de tanimlanirsa, (S,+,x) sag yaricisminin duali olan (S,+,x') sol ya-
ricismi elde edilir., ' ve . carpma iglemlerine dikkat edilirse,

(S, +Hx") =(8,+.)

dir.
Sag yaricisimler ((),(°9)-gecigken diizlemleri belirtirler.

Sag yaricisim Srnekleri agagida verilmektedir. Bu sistemler
A,B,C,D ile gdsterilmekte ve bu sistemlerin genel Gzellikleri Srnek-
lerin sonunda belirtilmekfedir. Burada sadece, A sisteminin bir sag
yaricisim oldugunu gdstermekle yetinecegiz. Diger sistemler benzer

bigimde gbsterilebilir,

Ornek 4.2.1 (Hall,1943):

S = {0,1,2, 3, A1, A42,23, 22+, 2542}

olsun. § iizerinde ® ise F = GF(9) cisminin toplama iglemi olsun.

(Yani aA + b ®chr +d =(a + )2 + (b + d) olsun. Buna gire,
A+A= 20, 1@®2 =x®2) =0,... v.s. olur)

S lizerinde ® iglemi c¢izelge 4.1 ile verilmektedir.
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Cizelge 4.1. S iizerinde @ iglemi.

® |0 1 2 A A+ 1 A2 2X 22+ 23+2
0 |0 1 2 A A+ 1 A2 2 22+1 2342
1 |1 2 0 A+ At 2 A 23+ 2a+2 2
2 |2 0 1 A2 A AL 232 2A 23+
A A+ A2 2 23+ 222 0 1 2
AL ARl AR A 23+ 273+2 2) 1 2 0
At 2 a2 A A+l 2)+2 2\ 22+1 2 0 1
2\ 2% 22+l 2at 2 0 1 2 A AHL A +2
ot 1 22t 2a+2 2\ 1 2 0 A1 oa+2 A
23t 2 2a+t2 2a 1 2 0 1 At 2 A At 1

S lizerinde ® iglemi ise agafidaki, Cizelge 4.2 ile tanimlanmig

olsun,

Cizelge 4.2, indirgenemez ﬁolinomu £(t) = t2—t—1 olan A-sistemi:

*

10 1 2 A A+l At2 2 22+1 23+2
010 0 0 0 0 0 0 0 0
110 1 2 A A A2 2x  2Xt1 23+2
2 10 2 1 2 2)2 231 A A2 A+l
A 10 " A 2 Al 1 23+ 2 A2 2 2)xt 1
Al |0 A+l 232 2)+1 0 A2 1 2 2 A
M2 10 A2 2)+1 1 2) A 232 Atl 2
2x |0 2x A 2312 2 Al 22+ 1 A+2
23+ | 0 20+ A2 2 p\ 2 A+l 2342 1
2x+2 {0 25+2 A+l A2 2)+1 2 1 A 2\
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(s, ®, ®) sisteminin bir saf yaricisim oldugunu gistermeye .

galigalim.

(1) (S, ®) nin, birim eleman1 0 olan, bir degigmeli grui) ol-
dugu agikardir.
(2) (5-{0}, ®) nin, birim elemani 1 olan, bir yarlgruf) oldu-

gunu gdsterelim,

Gizelge 4.2 incelendiginde her bir satirda ve her bir siitunda
S nin elemanlarinin sadece bir kez bulundugu gdriilecektir. Dolayi-
siyla,

(i) Her myne S-{0} igin, m ®x =n olacak bigimde bir tek
xe S$-{0} vardir,

(ii) Her m,n & S-{0} ig¢in x®m=n olacak bigimde bir tek
x € 5-{0} wvardir,
zelliklerinin saglandigini hemen sSyleyebiliriz. Yine ayni ¢izelge-
den .

(1i1) Her x e Sigcin x Ll =1 ®x =x

oldugu goriilmektedir.

Bu 8zellikleri birer 8rnek ile gdsterelim,

X+ 1,2 e $-{0} igin, x ® A1 =21 olacak bigimde bir tek
M2 e S-{0} wvardir. Benzer gekilde )+l ® x = 2%  denkleminin bir
tek 2)x+l € S-{0} ¢bzimi vardir.

(1),(i1) ve (iii) den (S-{0}, ® ), birim eleman: 1 olan, bir

yarigruptur.

(3) Yine cizelge 4.2 ye gore her x ¢ S igin,
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x®0 =0®x =0

dir.

(4) Her x,y,z €S igin,

xoy) Rz =(xp2z) ®(y ®2)

6zelliginin saglandiBini gbstermek ig¢in, x,y,z nin S de alabilecegi
degerlér digiiniiliirse,9.9.9 =729 hali ayri ayri hesaplaylﬁ kontrol
etmek gerekir. Ancak @® igleminin komutatif olmasi nedeniyle x @y
45 farkli sekilde, z ise 9 farkli gekilde segilebileceginden,

45.9= 405 hali incelemek yeterli olacaktir, Hesablamalar yaﬁllarak
bunlar gé&sterilebilir:

Ornegin,

(A Px+1) ®2A =20 +1 21 =2+ 1

ve

(AC®2)) DA +1®2) =2 +2©02 =) +1
oldugundan,

(A ®AH) ®2X =(x @ 2)) () +1 Q2))
dir,

Benzer gekilde,

(A t2 @200 +1 =20 A+

. =2 +2
ve

(A +28%+1) ©2A® A1) =22 D2

=2\ + 2

oldugundan,

(2 @200 A+ 1 = (A2 ®AH) € (22 B a+1)
dir.

(5) a Fb olmak ilizere verilen a,b,c € S 1igin,
(x Ba)-(x &b) =c¢ (4.24)
denklemini gbzoniine alalim. (S, ®) degismeli grup oldugundan,

(x ®a)-(x ®b) =c =xPa=(x®b) §c

dir.
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Cizelge 4.2 de dikkate alinan her bir siitun ikilisi ig¢in ayni
satirda bulunan eleman ikililerine bakilacak olursa, biri digerinin mut-
laka t ¢ S fazlasi kadardir, Ustelik bu deger her bir satir igin defig-
mektedir. Dolayisiyla verilen her a,b,c &S , a b igin,
x®a=x®b ®c 8zelliginde bir tek x € S vardir. Boylece (4.24)

egitliginin bir tek x € S ¢Bziimi vardir.

Bu 8zelligide bir O8rnek ile gdsterelim:

As 2X, A + 1€ S igin,
x@i~x®2) =1+ 1
esitligini saglayan x ¢ S degerini bulalim.
x L =x82xD A + 1
oldugundan ¢izelge 4.2 den goriildiigi gibi, ¥ = 2)x + 2 bulunur.

(S, ®, ®) sag yaricismi standart Szelliklerinden daha fazlasini
saglamaz. Soldan dagilma Szelliginin ,garpmanin defigme ve birlegme &-

zelliklerinin saglanmadigini birer Srnekle gdsterelim.

A+ 1IR®2O)) =)+l 82 =1
oldugu halde
(HL B2 €@ GF+L B a) =2)42 © 2)+1 = )

dir.

23 R 342 =20 ve A2 R 23+ = A+l

olduguna dikkat edilirse, carpmanin degisme 8zellii yoktur.

I

(AR 2)) 8 A2 A2 @ A+2 = A

ve
ARA+1 =1

oldugundan ® iglemi  birlegme Szelligini saglamaz.

AR (2) B A+2)

Ayni S kiimesi tlizerinde @ islemi yine ¢izelge 4.1 deki gibi tanim-
lansin. Carpma iglemleri agaBidaki gizelgelerde verilmisg olan her bir

(s, ®, ®) sistemi de bir sag yaricisimdir.



Gizelge 4.3.Indirgenemez polinomu f£(t) = t2— 2 olan B-sistemi.

® 1 2 A At A2 23 2xh 2042
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 2 A AH A 2 2\ 23+ 2312
2 2 1 2x 232 23H A A2 A+
A A 2\ 2 2xH AL 1 2342 A2
At AL 2at2 A2 2 2A 2aH )\ 1
A2 A2 23 22 A 2 AR 1 2\
2 2 A 1 A2 22 2 A1 23t
23 23H a2 A H 21 1 2a+2 -2 A
2312 2xt2 AL 2a+1 1 A2 2 2
Cizelge 4.4. 1Indirgenemez polinomu f(t) = t2—t-2 olan C-sistemi.
® 1 2 AoA+ A2 2 22+ 2A+2
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 2 A At A2 2\ 23+ 22+2
2 2 1 2) 232 2xh A At 2 AL
A A 2+ A2 1 2) A H 2342 2
At1 At 2% 2xt2 A2 2 1 A 23+l
at2 A2 232 2 2 AT 23 1 A
2 2% a2 | 23+ 2 A 232 At 1 1
2t 2)tL At 1 A 2312 A2 2 2
23+2 232 AL 2t 1 2 2X A2
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Cizelge 4.5. Indirgenemez polinomu f(t) = t2—2t—1 olan D-sisteri,

®10 1 2 A At A2 2 23+ 2)+2
010 0 0 0 0 0 0 0 0
1|0 1 2 A A A2 2A 20+ 20+2
210 2 1 2x 2at2 22+ A A2 A+l
A 10 A 22 2xH1 A2 1 2312 ATl 2
A+1 10 AL 232 1 2 A A2 2 23+
A+2 10 A2 201 AL 1 232 2 2 A
2x |0 2\ A A2 23t 2 A+ 20+2 1
231 {0 20+ A2 2342 2 At 1 A 2A
2xt2 10 2342 A+l 2 A 2A 22+1 1 At 2

Bu sistemlere Veblen-Wedderburn (VW) sistemleri de denilmektedir.Do-
kuz elemanli VW sistemlerinden sonlu cisim yaninda, g¢izelge 4.2,4.3,4.4
ve 4.5 ile verilenve izomorf olmayan dért tanesi mevcuttur. Her bir
* sistemde toélamsal grup, mertebesi 9 olan elemanter abelyen gruptur.
(xRy)®z=x®(y ®z) genelde dofru olmamakla birlikte 8zel olarak
x = 2 ig¢in gecerli oldufundan bu eleman soldan birlegme &zelligini sag-

lar fakat C-sisteminde merkezin elemani degildir.

A,B ve D-sistemlerinde 0,1,2 merkezin elemanlaridir fakat C-siste-
minin merkezi sadece 0,1 elemanlarindan ibarettir. A,B,C,D sistemleri
cebirsel olarak izomorf olmadiklari halde ayni (izomorf) dizlemleri ko-

ordinatlamada kullanilabilmektedir (Hall, 1943),
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Ornek 4.2.2: Ornek 4.1.1 deki sol yaricisim elde etme ydntemi

ile olugturulan (S,+,0) sistemi, Teorem 4.2.2 uygulanarak duallegti-

rilir ve ¥ = GF(5) olmak iizere,

£(t) = t%-2

alinirsa elde edilen (S,*,x) sistemi bir sap Hall sistemi olur.
Soyleki,
X+ Ay, u+AveS

olmak iizere,

(x + ay)x(u + Av)= (u + Av)0(x + Ay)

qu + Auy) , v. =0 iken

‘1ux—v-1y(u2—2) + A(xv-yu) , v =0 iken

bigiminde tanimlanan (S,+,%) sistemi bir sag yaricisimdir.

4.3, Yaricisimler Ozerinde Projektif Diizlemler

Tanim 4.3.1: Hem sagdan ve hemde soldan dagilma 5zelligi bu-
lunan herhangi bir kartezyen gruba yaricisim (quasifield, bazen de

semifield) denir.

Teorem 4.3.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = a.b4c
li¢li igslemiyle birlegtirilmesinden elde edilen (S8,T) ikilisinin bir

yari cisim olmasi igin gerek ve yeter kogullar,
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i) (S,+) nin, birim elemani 0 olan, bir gruﬁ olmasi,
ii) (S-{0},.) nin, birim elemani 1 olan, bir yarlgruf olmasz,
iii) Her x& S ig¢in x.0 = 0 (veya 0.x = 0) olmaszi,
iv) Her x,yzeS igin,
x(y+ 2) =xy+x.2 ve (x+y).z2=x.z2+y.2

olmasidar,

Ispat: Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.2.1 in birlegtirilmesiyle he-
men goriiliir. $6yleki: (S,T) ikilisi bir yaricisim ise, ayni zamanda
sagdan ve soldan dagilma $zelligi bulunan bir kartezyen gruptur. Do-

layisiyla (i),(ii),(i1ii) ve (iv) Bzellikleri saglanir,

Kargit olarak (i),(ii),(iii) ve (iv) &zellikleri saglaniyor ise,
bu kogullar yardimiyla T1-T5 in gergeklendigi daha Once gosterilmigti
(Teorem 4.1.1 ve Teorem 4.2.1). (iv) den sagdan ve soldan dagilma &-

zelligi saglandigina gore (S,T) ikilisi bir yaricisimdirm

Bir P(S T) projektif diizleminin, (S,T) {i¢lii halkasimin (S,+,.)
- E]
cebirsel yapisinin yaricisim olmasi ile bu projektif diizlemin

([ed, [ )-gegigken ve ((9),())-gegisken olmasi egdegerdir.

Biri sonlu, digeri sonlu olmayan iki tane yaricisim Srnepi aga-
gida verilmektedir. Bu 8rneklerde kullanilacak olan bazi tanim , te-

orem ve dzellikler, Srneklerden Snce verilmektedir,
Cardan Formiilleri:
x3 +'§x + q = 0 geklindeki bir denklemin kdkleri asagidaki bi-

¢imde bulunabilir.

=-9 a ., P Y S
M=-3+ N +

& 27 2 4 27

3]
+
o
w
-
¥a)
Na)
o
el
w

3

olmak lizere, § = Aﬁ + 27q2 iken, X »%y 3%y kdkleri agagidaki gizelge-

de verilmektedir (Siiray, 1962).
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Gizelge 4.6. x3 4+ px + q = 0 tipindeki denklemin kdkleri.

§ >0 wveya 6 <0 § =0
X ?/;I— + i}%/? 2 3‘/——%—
3/u 43/ 3/ u3/n /=
% - T B4
2 2 2
3/wm +3/n .3/§—3‘/NF— 3/ 4
X3 - 5 -1 5 ‘/5. t/ —-Z- = X2

Ornek 4.3.1: Q, rasyonel sayilar cismi olmak iizere, (S, @ ,9)

sistemi agapidaki gekilde tanimlansin.

S = {(X,Y,Z) P X,y,Z2 € Q }
(%,¥,2) ® (u,v,w) = (x4u,y+v,z4w)

(x%,v,2)0(u,v,w) = (xut2yw+2zv,xv-yu-162zw,xwtzutyv)

(S, @ ,0) sisteminin bir yaricisim oldugunu gésterelim,

(1) (S, @) nin, birim elemani (0,0,0) olan, bir degigmeli
grup oldugu agiktir.

(2) (S-{(0,0,0)},8) nin bir yarigrup oldugunu gdsterelim,

(1) Her (a,b,c) #(0,0,0) igin,
(a’b’C)O(X9Yaz) = (P’q,r) (4‘25)
denkleminin bir tek (x,y,z) € S ¢dziimiinlin oldufunu gésterelim,

(4.25) denkleminden,
(ax +2bz + 2cy,ay4bx-16cz,az+cxtby) = (p,q,r)
yazilabilir. Bu denklemin bir tek ¢dziimiiniin bulunmasz,
axt2ey+2bz =p
bxtay-l6cz =q
cx4by + az =7x (4.26)

sisteminin Q da bir ¢8ziim takiminin bulunmasi demektir,
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a 2c 2b
3 3 3
A = |b a -1l6c| = a + 2b ~32¢” + 12abec (4.27)
c b a

katsayilar matrisinin determinantinda, (a,b,c) = (0,0,0) oldufundan,

degigik durumlar incelenerek A # 0 oldufu agafida gdsterilmektedir.
a,b,c den herhangi ikisi 0 olsun;
a,b =0, c £0 =>A =-36c> #0

a,c =0, b #£0 =>A=2b> £0

bye =0, a#0 =A-= a> £0

oldugundan, bu durumda (4.26) sisteminin ¢dziimi vardir.

a,b,c lerden yalnizca biri 0 iken,

a=0 =2b°-32¢> =0 =1b> =16c> =b = Yibe =22.c ¢ Q.

!

b=0 => a-32¢> =0 =>a’ =32c0 > a=2VhcdQ

i

c=0 = a+2°=0 >a’=-2> Sa=-32¢0

olur. BOylece (4.26) sisteminin bir ¢dzim takimr ve dolayisiyla (4.25)

denkleminin bir tek ¢Sziimii vardair.

a,b,c lerden herbirinin 0 dan farkli olmasi halinde bunlardan
herhangi ikisinin rasyonel sayi oldugu kabul edilirse, iiglinciinin ras-
yonel olamayacagi A = 0 denkleminin k&kleri yardimiyla gésterilmek-

tedir,

3 3

A=a + 2b3—32c + 12abe
denkleminde b = 2, ¢ = 1 olsun. Bu takdirde,

a> + 24a-16 = 0

elde edilir. Bu denkleme Cardan Formiillerini uygulayarak, ¢izelge

9283 kdklerini bulalim.

p =24 , q =-16 oldugundan,

4.6 yardimiyla a)»a
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§ = 4p> + 27q° = 4.13824 4 27.256 = 62208 > 0
dir.
q < 3 16 256 13824
M == —+4 —_—t—= M= + -+
2 4 27 2 4 27
=8 ++576
= 32
« /fi¢ P 16 P56 13824
N———-Z—* -Z+—2-7-——>N— 2— + 7
= 8~/ 576
= -16
olup, hesablanan bu degerler yardimiyla,
a, =32+ 316 =23/% - 23/ 7
3 3 -
-V 32 +/ -16 /32 -3/ -16
a, = 4+ ] e— 3

2 2

3
(Vo VB + iV h DV

, =~V -V DS
= V2 V-V E+ VDT

elde edilir, a1535,34 ¢ Q oldugundan, Q da A = 0 olamaz. Dolayisiyla
b ve ¢ rasyonel sayilar iken, a rasyonel sayi olmadigindan A #0 dar

ve (4.25) denkleminin bir tek (x,y,z) € S ¢&zimi vardir.

(ii) Her (a,b,c) ¥ (0,0,0) igin,

(a,b,c)0(x,y,2) = (ax + 2bzt2cy, aytbx-1l6cz,aztextby)
ile
(x,y,2)0(a,b,c) = (xat2yct2zb,xbtya-16zc,xctzatyb)

egitlikleri kargilagtirilirsa, @ igleminin komutatif oldufu kolayca
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goriiliir. Bu nedenle (4,25) denkleminin bir tek (x,y,z) € S g¢oziimi
varken (x,y,z)0(a,b,e) = (p,q,r) denklewinin de bir tek ¢Oziimi

vardir,

(iii) (s-{(0,0,0)},0) sisteminin birim elemanini aragtiralim,

Her (a,b,c) € S igin,
(a,b,0)0(x,y,2) = (x,vy,2)0(a,b,c) = (a,b,c)
olmalidair.
(a,b,c)8(x,y,2) = (a,b,c)
den,
(ax+2bzt2cy,ay+bx~16cz,az+cx+by) = (a,b,c)

ve buradan da,

ax + 2cy + 2bz
bx + ay -lé6cz

i

cx + by + az c

i

denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemini ¢8zerek, (x,y,z)

yi bulalim. Bunun ig¢in sirasiyla A, Ax, Ay ve Az degerlerini he-

saplayalim.
2¢c 2b
— 3 2 3
A = |b a ~16c| = a~ + 2b7-32c¢” + 12abec #F 0
tc b a
2¢ 2b
— _ 3 2 3
Ax = |b a -16¢c| = a” + 2b°-32¢c” + 12abc # 0
c a
a 2b
Ay = |b b =l6e| = 0O
c c a
a 2¢c a
Az = |b a b = 0
c b c

bulunur. Buradan,
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Ax Ay Az
X:——A—- :l,yz—zzo, Z:—A-_ 0
oldugundan garﬁlmsal birim eleman (x,y,z) = (1,0,0) dir.

Boylece (S~{(0,0,0)},0) sisteminin, birim elemani (1,0,0) olan,

bir yarigrup oldugu gdsterilmig olur.

(3) Her (x,y,z) e S igin,

(x,y,2)0(0,0,0) = (0,0,0)6(x,y,z) = (0,0,0)

dir.,

(4) (x,5,2), (u,v,w), (p,q,r) € S 1igin,
(X,y,Z)@((U,V,W) ® (];),q!r)) = (x,y,z)@(uﬁ:,v*-q,w-l'r)
= (x(utp) 2y (wtr)+2z(v+tq),

x(vig)ty(utp)-16z(wtr) ,
x(wtr) + z(utp) + y(vtq))

= (xutxpH2ywt2yr+2zvt2zq,
xv+xqtyutyp-16zw-16zr,
xwtxr+zutzptyvtyq)

= (xuR2yw+2zv, xviyu-16zw,xwtzutyv)
® (xp+2yr+2zq,xqt+yp-16zr,xr+zptyq)

= ((x,y,z)@(u,v,w)) ® ((X,Y,Z)@(P,q’r))
oldugundan, soldan dagilma 6zellifi saglanir., Benzer gekilde,

((x,y,2) Q)(u,v,w))@(b,q,r) = (xtu,ytv,ztw)0(p,q,r)

= ((x+u)p+2 (y ) r+2(zHa) g,
(sctu) qHy+v) p=16 (zHw)
(xtu) r+(ztw) pHy+tv)q)

= (xptupt2yr+2vr+2zq+lug,
xqtuqtyptvp-16zr-16wr,
xr+turtzptwptyqtvq)

bulunur. Buradan,
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((x,5,2) ® (u,v,w))0(p,q,r) = (xp+2yrt+2zq,xqtyp-16zr,xrtzptyq)
Q)(up+2vr+2wq,uq+v§~16wr,ur+wp+Vq)

= ((%,7,2)0(p,q,1)) © ((u,v,w)0(p,q,T))

oldugundan, sagdan daBrlma 8zelligi saglanir. (1),(2),(3) ve (4) Bzel-

liklerine gore (S, © ,0) sistemi bir yaricisimdir.

Verilen bu yaricisim 8rneginde de 0 igleminin birlegme 8zelligi
yoktur, Bunu yine basit bir Srnekle hemen gdrebiliriz, Soyleki;
(0,0,1)0((1,0,1)8(0,1,0)) = (2,0,2)
iken,
(¢(0,0,1)0(1,0,1))6(0,1,0) = (2,0,-16)

dir.

Tanim 4.3.2: F bir cisim olsun. Bu cisim iizerinde,
¢t F > F
bire-bir ve drten fonksiyonu her x,y ¢ F igin,

p(x +y) = ¢(x) + ¢(y)
o(xy) = ¢(x)¢(y)

kogullarini da sagliyorsa, ¢ ye F nin bir otomorfizmi denir.

Teorem 4.3.2: S sonlu bir kiime olmak lizere, (S,+,.) siste-

minin bir yaricisim olmasi igin, gerek ve yeter kogullar;

(a) (S,*+ ) nin, birim elemani 0 olan, bir grup olmasi,

(b) Her x € S igin, l.,x = x.1 = x olacak gekilde 1€ S nin mev-

cut olmasa,

!

(¢) x.y =0 ise, x =0 veya y = 0 olmasi,

(d) Her x,y,z € S igin,

x.(y + 2) = x.vy + x.2
(x+y).z =%.2 +79.2

bagintilarinin gerceklenmesidir.

Bu teoremin (a),(b),(c) ve (d) kogullarinin,Teorem 4.3.1 in
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(1),(ii),(iii) ve (iv) kogullarini gerktirdigi ve tersine Teorem 4.3.1
deki (i),(ii),(iii) ve (iv) ozelliklerinin Teorem 4.3.2 deki (a),(b),
(¢) ve (d) yi gerektirdigi gdsterilebilirse, teoremin isbati verilmig
olacaktir. (linki bu durumda, Teorem 4.3.1 ve Teoerm 4.3.2 nin egde-
ger oldugu. gdzonline alinirsa, bir sistemin yaricisim oldufunu gdster—
mek igin bu iki teoremden herhangi biri kullanilabilir. Bu agiklama-

lardan sonra teoremin isbatini verebiliriz.

Ispat: Teorem 4.3.1 deki (i),(ii),(iii) ve (iv) kogullari sag~-

lansin,

(1),(iv) <> (a),(d) ve (ii) => (b)
dir.
x.y =0 ve x #0 olsun. (iii) den x.y = x.0 olur ve

X }xy = x—}xo oldugundan y =0 dir. Benzer gekilde, x.y =0 wve
y #0 olsun. Yine (iii) den x.y = 0.y ve xyy_l = Oyy~! olur, dolayi-
siyla x = 0 dir., Bbylece x.y =0 ise, x =0 veya y =0 dir ve (c) &-

zelligi saglanar.

Kargit olarak, Teorem 4.3.2 deki (a),(b),(c) ve (d) kogullari-

nin saglandigini kabul edelim.

(a),(d) <= (1), (ii)
dir. Eger x.y =0 ise, (c) den x =0 veya y = 0 oldugundan, her
x € § igin, x.0 = 0.x =0 dir. Bu ise (iii) nin saglanmasi demek-

tir.

x.a=b , (b #0) olsun. (c) den x #0 ve a ¥ 0 olur ve
x =ba ‘e S tektir. Ayni nedenle ax = b denkleminin de bir tek

x=a‘be s gbzimi vardir. Ustelik (b) geregi garpimsal birimin

varligr bilindigine gdre,(ii) saglanir i

Simdi verecegimiz sonlu yaricisim 6rnegi, "birlegimli olmayan

bslimli cebir" adiyla, Albert tarafindan verilmigtir.

Ornek 4.3.2 (Albert, 1952): p # 2, herhangi bir asal say:
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ve ¥ de r > 1 6zelliginde bir tek tamsay:i olmak lizere, GF(pr) cismi-
ni diigiinelim. GF(pT) iizerinde, + islemini aynen tutup yeni bir @
iglemini,
1
X0y = > (xyp + xpy)

bigiminde tanimlayalim.
ot GF(PY) -+ GF(pD)
o(x) = =P

eglemesinin GF(pr) lizerinde bir otomorfizm oldufu kolaylikla gdriilebi~
lir (Kaya, 1978). Bu nedenle soldan ve sapdan dagilma Szellikleri

saglanir. Gilinki,

1
x0(y + z) = T(x(y+z)p + xp(y—i-z))
1
= — (x(y* + 2P) + Py + P2)
2
=21 (=P + xPy) + L (xP + $P2)
2 2
= x@y + x0z
ve
1
(x +y)ez = —2- ((x + y)zp + (x + y)pz)
1
= —— (xzp + yzp + (P + yp)z)
2
= (xzP + xPz) + 5 (yzp + ypz)
= x0z + y0Bz
dir,

(GF(pr),+,G) sisteminin sifir bdleni yoktur. Cilinkdi sifir bslen
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olsa idi x#0 , y #Q iken, x0y = 0 olurdu. Buradan
1
Z(xyP +Py) =0
2

yani

x' 4+ xy =0

olur. Buradan,

elde edilir.

(p -1)/(p-1) = m yazilirsa, p ve r tek oldugundan, p° tek sayi-

dir ve
r ‘ Lor-i
(p -1)/(p~1) = Zp
1=1
dir.
roo; .
m= % p toplaminda v (tek) adet terim vardir ve p asal

1=1 T e
sayl oldugundan, her bir pr t degeri tektir. Iki tek sayinin toplam
¢ift, ve bir tek sayi ile bir ¢ift sayinin toplami da tek oldugundan,

m  tek sayidir. Dolayisiyla,

= 5D/ GF-D/m

r

r_ r_
= yP = TP

dir.

GF(ﬁr), ér elemandan olugan sonlu bir cisim ve karakteristigi
p oldugundan, GF(p’) nin carpimsal grubu pr-1 elemandan olugur. Bu

nedenle GF(ﬁr) nin sifirdan farkli her elemani igin,
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RS
P"l:l

esitligi gegerlidir (Cohn, 1974). Buradan,

1 =(-n"
elde edilir. Oysa m tek sayi cldugundan bu mimkiin degildir ve
(GF(ﬁr),+,6) nin sifir bdleni mevcut olmaz. Dolayisiyla da her
x€F, x # 0 igin,
x = ull = % (u + uP)

olacak bigimde bir tek u ## 0 vardir.

GF(pr) iizerinde, x = u@l =-]2‘— (u + up) olmak iizere, o(x) =u
bire-bir eglemesini ve bunun yardimiylaj
X %y = a(x)0aly)
bagintisiyla verilen D = (GF(pr) ,+,%) sistemini olugturalim. Bu ge-
kildi olugturdugumuz D-sisteminin bir yaricisim oldugunu Teorem 4.3.2

yardimiyla gosterelim,
(GF(p¥),+), birim elemani 0 olan, bir degigmeli gruétur.

x € GF(p") igin, x = udl =%— (u+uP) ve 1 =101 =%‘— (1+1
oldugundan,
xxl = a(x)0a(l)
dir, Benzer gekilde,
o lxx = a(1)0a(x) = 16u 2:21_ P+ uw) =x

udl =% (u+up) = X

oldugundan, garﬁlmsal birim eleman 1 dir.

D sisteminin sifir b&leni yoktur. $§oyleki,
x#0 vey#0 iken xxy =0 oldufunu varsayalim.

x = udl =%— (ut up) =>d(x) =uvey =vel =%(v+vp)=> d(y)=v
dir.

xxy =0 =0(x)00(y) =0 => uov =0 => u =0 veya v =0 dar,
Eger u = 0 ise, x = u@l = 001 = 0 olur. Eger v=0 ise, y=v01=001=0



olur. Bu ise hiéotezle geligir. Dolayisiyla, x # 0 ve y # 0 iken
xxy 7 0 dir.

Dagilma Gzelliklerinin saglandigini gdsterelim,

X,¥,2 € GF(;;r) 3y x =ull , y =v01l , z =wOl igin,
X +y =ull +vol = (u + v)61
dir. Ayrica, a(x +y) =u + v = a(x) + a(y) oludugundan,
(x + y)#z = a(x + y)6a(z)
= (a(x) + a(y))0a(z)
= (a(x)0a(z)) + (a(y)Ba(z))
= X&Z + Y2z
dir. Benzer gekilde
xx(y + z) = xuy+ xuz
oldugu hemen godriilebilir.
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5. ALTERNE YARICISIMLER OZERINDE PROJEKTIF DUZLEMLER

5.1. Alterne Yaricisimler

Tanim 5.1.1: Sag ve sol alterne kurallarini gercekleyen, yani
her x,y e S igin,
(xy)y = x(yy) ve (xx)y = x(xy)
6zelliklerine sahiﬁ, herhangi (S,+,.) yaricismine alterne yaricisim
denir. (Literatiirde bunun i¢in alterne b3limld halka, alterne halka,

alterne cisim,...v.b. isimler de kullanilmaktadir.)

Tanim 5.1.2: Herhangi bir (S,T) yaricisminin (S-{0},.) g¢ar-
ﬁlmsal yarigrubu sag ters birlegimli ise (yani her x,y e S-{0} igin
(y:xlx_l =7y olacak gekilde bir xle s-{0} varsa) (S,T) ye sap ters
birlegimli yaricisim, garplmsal yarigrubu sol ters birlegimli ise
(yani xer x,y € S-{0} igin x—}(x.y) =y olacak gekilde bir < le S-{0}
varsa) (S,T) ye sol ters birlegimli yaricisim denir. Hem sag, hem de

sol ters birlegimli yaricisme yalnizca ters birlegimli yaricisim

denir.

Simdi verecegimiz teoremlerde (Kaya, 1978) esas alinmigtir.

Teorem 5.1.1: Herhangi bir (S,T) yaricisminin sag ters birle-
gimli olmasi igin gerek ve yeter kogul P(S ) nin () ox 8zelliginde-
’

ki her x dogrusu ig¢in (x,x)-gecigken olmasidir.

Teorem 5.1.2: Herhangi bir P projektif diizleminin Moufang
(Kiiciik Dezargsel) olmasi igin gerek ve yeter kogul d ve e gibi farkla

iki dogru ig¢in (d,d)-gec¢igken ve (e,e)-gecigken olmasidir.

Bu iki teoremden, herhangi bir (S,T) yaricismi sag ters birlesim—

1i ise P(S T) projektif diizleminin Moufang diizlemi oldugunu séyleyebi-
»
liriz.

Teorem 5.1.3 (Skornyakov-San Soucie Teoremi): Her saf ters
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birlegimli yaricisim ayni zamanda alterne yaricisimdir,

Teorem 5.1.4: Her alterne yaricisim saf ve sol ters birlegme

tzelliklerini de saglar.

Teorem 5.1.5 (Artin~Zorn Teoremi): Her sonlu alterne yaricisim

ayni zamanda cisimdir,

Dikkat edilirse, alterne yaricisimler ile sap ters birlegimli
yarléisimlerin ayni cebirsel yaéllar oldugu sdylenebilir., Dolayisiy-
la bir alterne yaricisim tarafindan belirlenen (liglii halkalari alter-
ne yaricisim olan) ﬁrojektif diizlemler Moufang diizlemleridir. Teorem
5.1.5den,sonlu Moufang diizlemlerinin hepsi cisim diizlemleri olmak-

tadir.

5.2. Alterne Yaricisim Urnegi

Ornegi vermeden ®nce, kuaterniyonlar halkasini hatirlatarak

kuaterniyon garpiminin bazi 8zelliklerini verelim.

Tanim 5.2.1 (Kuaterniyonlar Halkasi): (&,+,.) gergel sayilar
cismi olmak iizere,
' Q = {(ao,al,az,a3) : aie(ﬂ , 1 =0,1,2,3}
kiimesi verilsin. Bu kiimenin elemanlari kuaterniyonlar olarak isimlen-
dirilir.
a;,b; € & olmak iizere Q izerinde ® ikili iglemi, & nin + iglemi
yardimiyla,
a,) @ = + +
(ao,al,az,a3) Q)(bo,bl,bz,bB) (a0 + bo,al + b1,32 b2,a3 b3)
geklinde tanimlansin. © ikili iglemi de
(ag,2y,8,,2)8(by,by,by,bg) = (agbg-a by =ayb,y=a by,
aOb1 + albO + 32b3—33b2,

aobz—alb3 + a2b0 -+ aBbl’

a,bqy + albz—azb1 + a3b0)
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seklinde tanimlanan (Q,®,0) sistemine kuaterniyonlarin b&liimlii halka-

s1 veya kisaca kuaterniyonlar halkasi denir,

liriz.

dir.

dir.

dir,

dir.

Kuaterniyonlarin garpimlarinin bazi 8zelliklerini g8yle verebi-

(1) xe Q, x = (XO’Xl’XZ’X3) ve x = (xo,—xl,-xz,—x3) ise,

Wit

= (xgsx5%p,%3)

(2)x0y = (x5y) + x5, + x5y, + x373.7%7; + x1757%y73 + x37,,
XYy + Y3t Xp¥gX3Yy»xgy3Tx Yy txpyy tox3¥g)

(3) ¥y = (xgyg+ %17+ K57+ 23755 %0¥1 %74~ %95 + X379,
XYy tEyYyRyY F XY s XgYyTR)y, F XYy Fxgy,)

(2) ve (3) den,
x0y # X0y

(4) 0 = (xgyg %Y1 7%¥,7%3¥ 30 7Xg¥1 %Y + XpY37¥5¥
TXQYp"X(Y37XpYg + X3¥1a %3 F XY XpY;T%g¥)

————

(3) %0y = (x5y %Y 7%, ,"%5¥ 3, "XV 17X, Y7K)Y 3 + X4,
TEGYg + XY TRV GTESY 7Kg 57K VoKV - Xgyg)
(4) ve (5) den,
x0y # x0y

(6) ae &, x € Q olsun. Bu takdirde,
afx = (a,O,O,O)@(xO,xl,XZ,XB)

= (axo,axl,axz,aXB)

= (xoa,xla,xza,x3a)

= (XO’xl’XZ’XB)G(a’O’O’O)

= x0a



dir.

dir.

dir.
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7 ;6; = (xOXO—xlxl—xzxz-x3x3,—xoxl—xlxo-xzx3 + X%y,
—x0x2 +-x1x3-x2xo—x3xl,-x0x3—xlx2 + XZXl_XBXO)
2 2 2 2
= (xo =X T Xy T Xg o, —2xox1, —2x0x2 . —2x0x3)
(8) =x0x = (xOxo—xlxl—xzxz—x3x3,~x0x1-x1x0 + XyX =K%y,
“XXy K X3 "Xy X +-x3x1,-x0x3 +-x1x2—x2xl-x3xo)
2 2 2 2
—-(x0 T X| T Xy T Xg —2x0x1 . —2x0x2 s —2x0x3)

(7) ve (8) den,

Aot

x0x = x0%

"Xy X1Y3 XY + Xg¥ »TRGY 4K Y, ~X,y, Hxgy )
(10)  yox = (ygx) + y1x) + ¥ %) + Y3Xq,¥%, 7Y X7V X 49 5%,
YoXo X3V XV 3% s YRV X + VX V%3

(9) ve (10) dan,
X0y = yox

(A1) 38y = (xgy + x)¥; + XV, + Xy 35XV 7%, Yo+ Y 3=%57
XY %1V 3 XYy + XY XY g + X)X, 7XgY )
(12) y0x = (yoxo +-ylx1 + Yo%, + y3x3,—yoxl+y1x0-y2x3+y3x2,

“YoXg + Y1X3 + VX Y 3¥ s 7Y (X7 1 X4V 9 X 4 3%p)

(11) ve (12) den,

x0y = yOx
- 2 2 2 2
(13) =x0x = (x0,+ Xy 4+ ¥y + XgrXgX "X X" Xg 4 XgXo,
X)X + X X3 "Xy K"K gX) s XgX "X X, + xle—x3x0)
+x§,0,0,0)

2 2 2
= (xo + X + %,

= x0%
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(6) ve (13) den,
x0x0y = x0x0y = yOxOx = yOxOX
dir.

Ornek 5.2.1 (Cayley Dickson Cebiri): Q kuaterniyonlar halkasi

ve
S={x+Xy : xy€ Q, 2¢ Q)
olsun. S iizerinde ® iglemi, Q nun toplama iglemi cinsinden,
(x4+2y) ®u+ w) =&+ + Ay +v)

gseklinde tanimlansin. S {izerinde ®x iglemi de,

x<e Q, x= (XO’xl’XZ’XB) i¢in,

v o Q » Q
‘P(X) = (XO’—xl’—XZ’_XB) = )_(
doniiglimi yardimiyla ve Q daki carpma iglemi cinsinden,
(x + Aay)=(u + Av) = (xu-vi(y))+ A(uy + Pp(x)v)

geklinde tanimlansin. Bdyle elde edilen (S, ® ,x) sistemi bir alter-

ne yaricisimdir., Fakat garpimin birlegme &zellifini saplamaz.

(s, ®) , birim elemani, 0 =0 4+ A0 olan, bir defigmeli grup-
tur, '
| (5~{0},%) sisteminin, birim elemanini belirleyerek, yarigrup
aksiyomlarini sagladiZini gdsterelim. Bunlar gésterilirken, yeri
~geldigince kuaterniyonlarin (1),(2),...,(13) 8zellikleri kullanila-
caktair, |

(i) a+ 2 #0 + 20 igin,

(a+ r(x+ay) = ¢+ Md G.1)

nin bir tek x + Ay ¢oziimiini aragtiralim.

a¥0,b=0 ise,
(a +20)#(x + Ay) = ¢ + Ad =>ax + May) =c 4 Ad

=> ax =cve ay =d =>x=ate ve y=‘§—1d

= x+ Ay = a”te +A(§—1d) € S tektir.
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a=0,b#0 ise,
Aabu(x + 2y) = c + ad => (—-yl;) + A(xb) = c + ad = —ygzc ve

1

xb=d =y = ~5 ! ve x = db” " = xhy = db-—1 + A(-—cE-l) e S

tektir,

a*0,b+#0 Iise,

(a+ A)x(x + Ay) = c + ad => (ax-yb) + A(xb + ay) =c + Ad
=> ax-yb =c ve xb -+ ay =4d elde edilir. Buradan,

ax-yp = ¢ =S ax=c+yb = x= a_l(c + yb) wve

xb + 3y =d =>a (c + yb)b +ay =d =>a ‘cb + a lybb+ ay = d
= a lybb + ay = dma leb => a Ybby + a3y = d-a leb

= (a"Bb + @)y = d-a teb = y = (a Bb + a) L(a-at

ve dolayisiyla,

cb)
X = a—l[c + (a—lgb + £)~1(d—a—1cb)5]
dir. Yani ‘

x+ay =a e +a b + 2 Ha-a leb) Bl bfa Bbaa) " Ha-atb)le s

tektir.

(ii) a + ab #0 + A0 igin,

(x + ay)=(a + Ab) =c + Ad (5.2)

olacak bigimde bir tek x + Ay € S nin varoldugunu gosterelim.

a¥+0,b =0 ise,

(x + ay)w(a + A0) =c + Ad = xa + A(ay) =c + Ad

=> x = ca ! ve y = a"ld = x + Ay = ca l+ X(a_ld)e,s tektir,

a=0,b+#0 ise,
(x + ay)&(Ab) = ¢ + Ad => -by +A(xb)= c + Ad

~ 7 = —b_lc ve x = dbﬂl'%> = —b-lc ve x =db
> y

1

-1

= x4y =db -+ A(-b Ye) €5 tektir.
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a#0, b F#0 ise,
(x + Ay)=u(a + Ab) =c + Ad => (xa-by) + Aay + xb) =c + Ad

=> xa-by =c ve ay + xb =d dir. Buradan,
xa-by = ¢ =>by = xa~c =y = b—l(xa—c) = y = b—l(xa—c)

elde edilir. y nin degeri diger denklemde yerine yazilirsa, ay+xb= d

d

I

= ab—l(xa-c) +xb =d = ab_l(xa—c) + xb

= ab_l(xa—c) +xb =4 = b_l(xa—c)a +bx =4d

1 1

= b lyazb lea+bx=3=> b laax + bx = d + b ‘ea

1 1

= G laa+mx=3+b tca = x=( tai +5) 1@+ b ted)
elde edilir. Dolayisiyla, |

x + 2y = (b—la_a'+5)_1(3+b_1c5) + Xb_l[ (b_laé-%-g)—l(c_l.-}-b—lca)a-c] € S
tektir,

(iii) Her (x + Ay) € S igin,

(x + Aay)=s(l + 20) = (x + 0y) + A(ly + x0) =x + Ay

(1 + A0)x(x + Ay) = (1x + y0) + A(x0 + Iy) =x + Ay (5.3)
oldugundan, 1 = 1 + A0 S nin ¢arpimsal birimidir. B&ylece (5.1),(5.2)
ve (5.3) den (S-:{O},x), birim elemani 1 = 1 + A0 olan, bir yari gruptur.

Her x + Ay € S igin,
(x + ay)=(0 + 20) = (0 + 20) = (x + Ay) = (0 + A0)

dir.

Dagilma kurallarinin her ikisi de saglamir. $dyleki,
(=) (uv) @ (man)] = (xAy)® (u + m) + A(v + n)]

= (x(u + m)-(v+n)y) + A((u + m)y + x(v 4+ n))

= (xu + xm-vy-ny) + A(uy + my + xv + xn)

= ((xu=vy) + A(uy + xv)) ® ((xm-ny) + A(my + xn))

= ((x + Ay)s(u + ) © ((x +Ay)=(m + An))
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[(xt) © (uh)]s(mhirn) = [(xhu) + MyW)lxm +an)
= ((xt)m-n(y+v)) + A(m(ytv) + (xtu)n)
= (xmium~ny-nv) + A(my+mv4xn + un)
= ((xm-ny) + A(my+xn)) ® ((um-nv) -+ (mv+un))
= ((xPy)#(mtin)) & ((ubv)x(miin))

dir. Bdylece (S, ® ,x) bir yaricisimdir. Bu yaricismin alterne ku-

rallarini da gergekledigini gbsterelim,
((x + Ap)x(u + W))=(u + Av) = (x + Ay)=((u + AWx(u + W) (5.4)
oldugu gdsterilmeli.
((xhy)u(utrv) ) w(utrv) = ((xu-v?) + Auy + xv))=(u + Av)
= (xu=vy)u=v(ay + xv) + A(u(uy+xv)+(xu—vy)v)
= xuu~vyu~v(Ty + %v) + A(uuytuxv+(xu-vy)v)
= xuu~vyu-v(uy+vx) + )\(uuy-l*u}—iv + (-}a—y\—l) v)
= xuu~vyu-vay-vvx + A(uuy + uxv + xuv-yvv) (545)

Diger taraftan,

(x ) ®((uhaw) ®(utiv)) = (x + ry)x((uu=vv) + Aluv + uv))
. = x(uu-vv)~(uv+uv)y + A((uu=vv)y + x(uv + uv))
= Xuu-xvv-uvy—-uvy+A(uuy-vvy+xuv+xuv) (5.6)
dir. (5.5) ve (5.6) nin egitliginden,

XUU-vyu-vidy = VVX = XUU-XVV-Uvy—-uvy (5.7)
ve

wuy + uxv + X0V -yvv = uuy-vvy + xuv + xuv (5.8)
elde edilir. (5.7) den,

xuu-vyu— vy ~vvx-xuu + xvv + uvy + uvy =0

olmalidar.
(wr) vy-v(yu + uy)=((ug,uy,uy,u5)+(ug, =y, =u,,=u3) ) (Vg V5V, Vg)

(YO’-yl’—YZ’ -YB)-(VOsVI’V23V3) ( (YO’_Yl"‘st—y?,)

(uoyulau2’u3) + (UO,U1’u2’u3) (yO’y19yZ:Y3))
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+ v

2997 V3¥3e

(u + Wvy=-v(yu + uy) = (2u0,0,0,0)(v0y0 + vy,

+ v3y2,—v

VoVt VYTV 3 o2t V1Y5T Vo¥yTVaYys

-V + v

0Y37VYp T VoY F Vgyg)m (Vg vysvysvs)

(ZVOyO,—2u0y1,-2u0y2,—2u0y3)
= (2u o,0 0 0)(V0y0 + vi¥, + Vo¥y + Va¥ss

VoY1t ViYeTVeYs T VaYes VoYt vy st voygevaygs
’VOYB_V1YZ + szl + V3Y0)"(2UOQO’O’O)
(Vo¥g + Vyyy + Vay, F VaYas VYt VYTV, Y 5y,
VYot ViYgt Vo¥TVaY s VY3V Y, Yoyt vayg)
=0
dir. Benzer gekilde (5.8) den,
nuy + uXv + Xu v-yvv-uuy + Vvy-xuv-xuv= 0

olmalidir,

(ux + xw)v-z(u + wW)v

= ((UO’Ul’UZ’u3)(XO’XI’XZ’K3)+ (XO’XI’XZ’XB)(uO’ul’UZ’UB»(VO’Vl’VZ’V3)
. (XO,_Xl,_XZ,‘X3)«UO,U1,U2,U3) + (UO’—ul’—UZ’—UB))(VO’Vl’VZ’VB)

(2u0x0, 2u0x1, -2u

0%2>~2ug%3) (Vs V15V, Vy)
—(xo,-xl,—xz, ~X )(Zu VO, 0V1,2u0V2,2L v,)

= (ZuO’O’O’O)(XO’-Xl’_XZ’—X3)(VO’Vl’VZ’VB)
—(XO’-Xla—XZs—Xg)(ZUO’OsO,O)(V0:V1’V2’V3)

= 0

dir. Dolayisiyla (5.4) egitligi (saf alterne kurali) gecerlidir.

Benzer iglemler ile sol alternme kuralinin gegerliligi yani,

(x T ap)s((x + Ay)x(u + Av)) = ((x + Ay)=(x + Ay))=(u + iv)
oldugu gdsterilebilir. Dolayisiyla (S, ® ,x) sistemi bir alterne

yaricisimdir. Bu alterne yaricismin birlegme kuralini saglamadifini
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bir &rnek ile g&sterelim.
[ ((1,0,0,0)+x(0,1,0,0))=((0,1,0,0)+x(1,0,0,0))]%((0,0,1,0)+x(0,0,0,1))

={(1,0,0,0)(0,1,0,0)~(1,0,0,0)(0,~1,0,0)+A((0,1,0,0)(0,1,0,0)
+(1,0,0,0)(1,0,0,0))] =((0,0,1,0) + 1(0,0,0,1))

= ((0,2,0,0) + (0,0,0,0))%((0,0,1,0) + 1(0,0,0,1))

= (0,2,0,0)(0,0,1,0) +x((0,-2,0,0)(0,0,0,1))

= (0,0,0,2) + 1(0,0,2,0) (5.9)

((1,0,0,0)+1(0,1,0,0))s] ((0,1,0,0)+x(1,0,0,0))x¢(0,0,1,0)+1(0,0,0,1))]

= ((1,0,0,0)+x(0,1,0,0)) %[ (0,1,0,0)(0,0,1,0)-(0,0,0,1)(1,0,0,0)

+ 2((0,0,1,0)(1,0,0,0) + (0,-1,0,0)(0,0,0,1))]

= ((1,0,0,0) + 1(0,1,0,0))%((0,0,0,0) + 1(0,0,2,0))

= ~(0,0,2,0)(0,-1,0,0) + A((1,0,0,0)(0,0,2,0))

= ~(0,0,0,2) + 1(0,0,2,0)

= (0,0,0,-2) + 1(0,0,2,0) (5.10)

(5.9) ve (5.10) dan,
[(a+ ab)xlc + ad)lw(e + Af) # (a + w)=l(c + rd)=le + Af)]
dir.
Yukarida ele alinan Cayley-Dickson Cebri Srnegi (Ugan, 1987) de

daha genig kapsamli olarak incelenmig ve bazi 6zelliklerin saglandigi

ayrintilara deginilerek gdsterilmigtir.



6. VYAKLASIK CISIMLER OZERINDE PROJEKTIF DUZLEMLER

6.1. Sol Yaklasik Cisimler Uzerinde Projektif Diizlemler

Tanim 6.1.1: Carpma iglemi birlesmeli olan, sol yaricisme sol

yaklagik cisim denir.

Teorem 6.1.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = ab+ ¢
icli iglemiyle birlikte bir sol yaklagik cisim olmasi igin gerek ve

yeter kogul (S,+,.) sisteminin agagidaki zellikleri saplamasidair.

(i) (S,+) bir degigmeli gruﬁtur.

(ii) ($-{0},.) bir gruptur.

(iii) Her x e S ig¢in, O0.x = 0 dir.

(iv) Her x,y,z ¢ S i¢in x.(y + 2z) = x.y + x.z dir.

(v) a#*Db olmak ilizere verilen her a,b,c &€ S i¢in,

—~ax + bx = ¢ denkleminin bir tek x € S ¢dzimi vardir.

Isﬁat: Teorem 4.1.1 in ispatina benzetilerek kolayllklé gbste~
rilebilir 8§

Genel olarak bu teoremdeki (v) kogulu digerlerinin bir sonucu
degildir. Yani (i),(ii).(iii) ve (iv) kogullarini saglayan herhangi
bir (S,+,.) cebirsel yaﬁlsl bir ﬁrojektif diizlem belirtmeyebilir, Sol
yaklagik cisimlerin belirttigi dizlemler ([od , [od)—,((),(0))~ ve
((0), () )-Dezargseldir. Sonlu bir sol yaklagik cisim 6rnegi ¢bziimsiiz

olarak agagida verilmektedir.

Ornek 6.1.1 (Zassenhaus, 1936): p bir asal sayi, h bir pozitif
tamsayi ve q = ph olsun. n de bilitin asal ¢arpanlari gq-1 sayisini bd-
len bir pozitif tamsay:r olsun. Ustelik q = 3mod 4 oldugu zaman
n # 0 mod 4 kogulunun saglandifini kabul edelim, Bu durumda r = hn
olmak i{izere GF(ﬁr) sonlu cisminden bir sol yaklagik cisim gdyle el-
de edilir: S nin elemanlar: GF(br) nin elemanlariyla ayni olsun.

Ayrica S deki + iglemi GF(ﬁr) deki *+ iglemi olsun. ¢, GF(p") nin
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i r—- . 3
belli bir primitif kski (yani cd l: 1, ve her k <:qr~1 igin ck#zl)

olsun. Eger y ==c:kn+J ise, q1 =1 + j(q-1)[ mod n(q-1)] olacak bi-

¢imde bir tek i(mod n) sayisi vardir. Buna gre S deki @ garpim

i
x0y ==x-yq
bi¢iminde tanimlansin. B&yle elde edilen (S,+,0) sistemi bir sol

yaklagik cisimdir.

Ornek 6.1.2 (Pickert, 1975): ‘S, Z tamsayilar halkasindan si-

rali bir F cismine agagidaki bigimde tanimlanan ¢ doniliglimlerinin kii-

mesi olsun.

Her bir ¢ doniiglimi igin &yle bir n_ tamsayisi vardir ki
c(nc) # 0 dir ve i <ng tamsayilari igin o(i) =0 dir. Ayrica her
i€ Z igin o(i) =0 & F bigiminde tanimlanan o ddniigiimi de S ye ait-

tir. Boylece;

S ={oc: 06:2Z » FlUi{o}

olmaktadir. S deki + iglemi, a,B € S ve 1 & Z igin,
(a + ) (1) =a(i) + p(1)
seklinde tanimlanmaktadir ve (S,+) nin birim elemani o olan bir grup

oldugu hemen gdsterilebilir. Soyleki;

Her i € Z igin 0o(i) = 0 oldugundan, her o &€ S igin

(o + 0)(i) =0a(i) + 0(i) =a(i) =a +0=0 => 0 € S toplamsal
birim elemandir.
acS igin o+ B =0 =>1i¢& Z igin, (a + B)(i) =0o(i) =0
= (i) + 8(i) =o(i) =0 => p(i) =-a(i) =B = -a=> ot(-a) =o0

dir.

ayBsy € S ve i e Z igin, ((a + 8) + v)(i) = (o + B)(1) + v(1)

(a(i) + g(i)) + v(i) = ai) + (B(1) + y(L) = a(i) + (B + v) (1)
=(a+ (B+y)E) = (a+8) +y =0+ (g +y) dir.

0 iglemi ise, apo = o000 =o olmak lizere, a,B€ S ve 1 &€ 2

igin,



66

(a0p) (1) = Z a(j)ak)ylngy,k) » (0sB % 0)
jHe= 1

ile tanimlanmaktadir. Buradaki v,
p:Z2xZ > {a: aeF , a>0}
6zelliginde bir donliglimdlir. Ayrica y doniigiimi,

P(x,y) p(x +x',y") =v(x,y +y).plx',y") ve -w(0,0).z 1
kogullarini saglar ve (p,r) # y(q,r) olacak gekilde p,q,r tamsayi-

lary vardir. ¢ dOnligimi yerine, ¢ >0 ve ¢ € F-{1} olmak lizere
(x,v) + doniigtimii de alinabilir., ¢linkd, c e F-{1}, ¢ >0 ve
%,y © Z olmak {izere ¢ >0 dir. Bunun yaninda,

1 ]
p(x,y) p(x + x',y") = Gy
ny + xy' + lel
=Xy vy +x'y'

| I §

1
= cx(y +y ).cX Y

It

P,y + 9y (x",y")
dir ve

w(p’r) = Cpr %= qu = w(q’r)

olacak bigimde b,q,r € Z wvardar,

$imdi, i <n  + ng ise,
(a0p) (1) =10

oldugunu gdsterelim,

ae S =alng) #0 ve j <nyg igin a(j) =0 6zelliginde ny€ Z

vardir.
Be s = B(nB) #F 0 ve k <InB igin B(k) = 0 Szelliginde ng e Z
vardir. Buradan,
i=3+k<ng+ n8%> (a0B) (1) = z a(3)8(k)y(ny,k) =0
jHk=1
dir. Oysa sifirdan farkli elemanlar j = ny , k > ng dolayisiyla

i=j+k=>ny+ng olmasi durumunda ortaya gikmaktadir. j nin
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alabilecegi deperler ng, ny, +1,n, + 2,...,i—nB dir. Yani j nin

alabilecegi en biiyik deger i-n, dir. Ciinkii j, i-ng' + 1 deBerini a-

labilseydi, k nin alabilecegi eBn kiigiik deger ng oldugundan,
jtk=imng+1+ ng = i +1 olurdu bu ise j +k =i olmasi ile ge=-
ligir. O halde j nin alabilecegi deferlerin sayisi ve dolayisiyla
toﬁlam igareti altinda sifirdan farkli terimlerin sayisi,
((i—nB)—nu) +1 =i-(nyg tnpg) +1 dir. Bu nedenle bahsi gegen tob—

lam sadece gdrinliste bir sonsuz toplamdir.
$imdi, -

oldugunu gdsterelim.

a0 € § = naoﬁe Z vardir, (aOB)(naOB) 0 ve i <n

(a0g) (i) =0 dir. Oysa i <na +n

aop 1&in

8 igin (ao0B) (i) =0 oldufu yuka-

rida agiklandi, Ayrica,

(a0g)(n_ +ny) = Z a(j) B(k) plngy,k)
o itk =n 40,

p—
a(na) B(nB)l‘)(na:nB) =0
dir. Clinki j =n,, k =ng olmak zorundadir. Eger j = n, +1 ise,

]tk =n_ +n oldugundqn k = n, +‘nB—(na + 1) =n_~1 olur ve

B B
3(118—-1) =0 dir. Bunu toplami agik yazarak tekrar gdrelim,
itk = na'HlBa(J R o B o’ B

+ a(na—l) B(n6+1)1p(na,n8+l)-la(na) B(nB) w(nu,nﬁ)
+ a(na+1) B(nB—l) q)(na,ns—l)

+ a(na + 2) B(nS—Z)q;(na,nB-?_) + ...

il

TCWLICIITCHR
# 0

(a(n ) *O.B(ns) #0, ‘p(“a’“s) ¥ 0)

o * Mot 0 € Z oldugundan, n <nu + ngveya n, + nB< Dgop

o0R
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111 = { = k.l""
olabilir. Oysa 0 08 <:nOt +‘nB > (aOB)(naOB) 0 ve benzer geki

de n +n <:na =>'(a08)(na + nB) =0 olmalidir. Dolayisiyla

a

o8

B
na 4+ n dir.

o 08 8

Y i¢in koyulan sartlardan dolayi ¢(x,0) = 1 = §(0,y) dir. Bu
nedenle O tamsayisini F nin 1 elemanina (garpimsal birim eleman), di-

ger biitiin tamsayilari F nin O elemanina doniigtiiren donlisim ¢arpimin

{ 1 , 1 =0 iken
0 i # 0 iken

birim elemanidair,

I

v(i)

olmak iizere (wov)(1) = a(i) oldugunu gdstermeliyiz.

(aOv) (1) ='+k2 a(PHDvyln,,k)  oldupgundan k =0 ve k # 0
| J4k= i

durumlarini inceleyelim.

k =0 ise,
(cov) (1) = Z a(jIv(0p(ng,0)
j=1i ,
= z a(j).l1
¢ J =i
= a(i) (6.1)
k #0 1ise,

(aov) (D= g a(Hvk)y(nag,k)
] +k=—1
= % a(3).0. ,k
j+k=ia(J) Y(ng,k)
= 0
oldugundan, k # 0 iken o(i) = 0 olmalidir.

ae§ = u(na) # 0 ve i <Zna igin a(i) = 0 ©&zelliginde

n, € Z wvardir.
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ve § = \)(nv) #0 ve k :#n\)(nv =0) ic¢in v(k) =0 6zelligin-

de nv =0 € Z vardar.

(aOv) € § = (OLO\))(HOLO\)) F0 ve 1 <n igin (dOv)(i) =0

a0V

8zelliginde n € Z vardir.
agQv

(agv) (i) =0 = i <n =n +n =n +0 =n
a0V a v o

o
= 3 <nu igin a(i) =0

dir. Bdylece
(aov) (i) =0 = a(i) (6.2)

bulunur.

(6.1) ve (6.2) den v birim elemandir.

1 , 1 =0 iken

v(i)

i

0 ,i#0 iken

olmak ilizere a,veS verildiginde, gqog = v olacak bigimde g¢ S nin
varligini gdsterelim

vesS = \)(nv) #0 ve 1 #n\)=0 igin v(i) =0 dzelliginde
n = 0 € Z dir.

aoB €S => (aoB)(na +n8) #0 ve i <n, +1f1B igin (agp)(i) =0

zelliginde n, + nBe Z vardir. 0 = no=n_ + ng oldugundan, n

dir, yani f¢S igin n, bellidir.

B

=-n
o

8

B(i) yi belirleyen egitlikler,

a(n )g(-n )y ,-n ) =1
i
a(n ) g(-n +i)w(na,—na+ i)+ jil aln _+ j)B(—nu + i~j)¢(na,—nu+i—j)
=0 (1 >n, igin)
bigiminde elde edilir. a(na)w(na,—na + 1) #0 (i >20) wve
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-n, + i-j <:—na + i oldugundan, bu denklem sisteminden B(—na + 1)

(i = 0) degerleri agagidaki bigimde hesablanabilir.

i =0 i¢gin (aog)(0) =y(0) =1 dir. Buradan,
o )B(-n )y ,-n ) =1 => g(-n) = (aln ) (yla ,-n )7

elde edilir.
i =1id¢in (aop)(1l) =v(1) =0 dir. Buradan,

HnBEn DYyt V¥ 2 alngt P plm b 1) yng,mm s 1) =0

P aln)8n + Dylag,mnt Dt et DECn v, mn) =0
= a(n)8C-n_+ Dyln_,=n_+ Draln 1) (aln ) " pla,mn ) "= =0

= g(-n_ +1) =-aln_ + 1) (an ) 2 (4n 0 + 1))

olur.

i =2 igin (a08)(2) =y(2) =0 dir. Buradan,

2 .
a(na)g(—nu4~2)¢(na,—nu+ 2)+~j£1 a(na+-j)B(—na+2-j)¢(na,—na+2—j) =0
= a(nu)B(—na+-2)¢(nu,-na+-2) +—a(na+-l)g(—na+-1)¢(na,—na+ 1)

+ a(nu+-2)3(-na)¢(nu,—na) =0
= a(n ) 8(-n+ D(n_,-n_+ 2)=(aln + 1)) (aln ) PHaln #2) (aln)) H= 0

> B(-n #2) = [(aln 1)) (a0 ) +aln 42) (ala ) 7 (ata )7

-1
.(w(na,—na + 2))

= B(-n* 2) = [(ala + 1) (aa )™+ alnt 2] (ala ) "2 (wla,n 12)) 7

elde edilir.
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i=3 i¢in (@0B)(3) =v(3) =0 dir. Bdylece,

3
ol )gl-n+ 3y 0 +3)+ 3z aln + 00 + 3= ,-n + 3-j)=0
j=1

= o(n )e(-n + 3y ,-n + 3) + an + Dl-n + 2)y(n ,-n + 2)
‘ o o o o o o, o o
+ a(na+ 2)8(-na+ l)w(na,—na+ 1) + u(na+ 3)8(—na)¢(na,—nu) =0

> alm)E(n s Vi ,mm s B 4 [Gr 1)@ ) =a g 2)]

g+ D )2 - e+ Vel t D@ )

+ oo + 3)(0c(na))—1 ~0

> a(a)ECn 4 Dy ,mmt D + Gt D ()

—a(n+ Dalnt Dlalm ) 2man+ Dala+ D aa )™

+a(n+ 3@ )t =0
(e} [s )

= 8+ 3 =[G+ 1) @@+ 200+ Dala+ D@ )

a9 @) A+ 37
olur.

i=4 igin (a0B) (4) =v(4) =0 dir. Buradan,

: 4
@(n JBC-n + H¥n ,mn + +E S(a+ DB(-n+ 4=))¥(n =0 +4-1)= 0

= a(na)B(-na+ 4)w(na,fna+ 4) + a(na+.1)8(—na+ 3H¥(n,,~n_+ 3)

+~a(na+ 2)8(-na+'2)w(na,—na+ 2) t a(ny+ 3)B(-n,t D¥(n,,-n,t 1)
C+ a(na+ 4)8(-n ) ¥(n,,-n,) =0
=> (l(na) B(—na+ 4) \p(na:—n(x—l_ 4) = [(u(na+ 1))4(ot(na))_2—20c(na+ 2) U,(na“l" 1)2
~(a@ )7+ atn_t 3 aln g+ D](ng) 24 [-ulngt 2) (alagh 1))

(oo ™M Calngt 2))2] (ang)) ™% alng 43) alngt 1) (alng)) "2
—ofn + 4) (an )1
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olur. Buradan,
a(ny) B(-n + $) b(n,mn + 4) = [ (aln + 1 (ata ) >-3a(n + 2)

(an+ 1 (any) 2 20(n+ ) oln + 1) (an )T
+ (aln + 2) % (atn )) 7= aln _+ 4)] (aln )) 7

= _ 4 -3 2 -2
= B(-n + &) = [(oc(na+ 1) (a(n )) "-3a(n + 2)(a(n + 1)) (a(n))

1

+ 2a(n_+ 3)an + 1)(a(na))-1 + (aln_+ 2))2(a(na))' + aln_+ 4)]

.(oc(nOL))_2(11)(110L,--r10t+-4))—1

elde edilir. Bdylece, verilen her i€Z+U{O} icin 5(-—nu+ i) belir-
lenebildiginden, RES de bellidir. Dolayisiyla a €S nin 0 iglemine
gbre tersi ot ile gdsterilirse, a0B =V olacak bigimde B = 0c—1€S
vardir.
a,B8,8&€ S 1igin,
(00B) 06= ao(B0S)

oldugunu gssterelim.

ae 8§ = a(na) #0 ve j <na icin a(j) =0 oGzelliginde n & Z
vardir.
Be S = B(nB) 0 ve k <n

vardir, )

i¢in R(k) =0 ©&zelliginde n, e Z

B B

§e§ = (S(nd) F0 ve & <n6 igin 8(2) =0 6zelliginde ng & Z
vardir.

(a0B) ¢ § = (uOB)(nuoB) #0 ve m <na igin (qo0g)(m) =0 Bzel-

08
liginde n ¢ Z vardair.

a0B
i <n ve k< = = j =
] ] o nB m J+k<noc+n8 nocOB
ir,

(RoS) ¢ 8§ => (806)(11606) #0 ve p <n806 igin (BO(‘S)(#) =0 gzel-

ligind €
1g1inde nBOcS Z vardir.

K < <n = p= =
nB ve § na P k+sL<nB+n(S nBO(S

dir.

(20(B08)) (i) = 2 a(j)(BOS)(p)w(nu,p)
jpp= i |
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(w(go8) () = E (i) 2 8(k) 8() Ylng, D b(n,p)
jHp=i +o= p

= 2T ()80 Hng, 2 ¥(ny,p)
j4p=i k4g= p

= z a(J)B(k)G(R)W(n »DP(n ,k+0)
JHktg= i

dir.
¢ nin,

w(ns,ﬂ)w(na,k+ﬂ) ==w(nu,k)w(na +'n8,£)
= w(na,k)w(nuos,ﬁ)

bu zelliginden,

(ao(BO8)) (1) = itiers §_ CIENIOLIETTCHRSTTC IS

g4 a(J)B(k)S(R)w(n K y(n 08’2)

= 3 z a(J)s(k)w(n k) 8()y(n o0s0)
m+£_13+k=m B

= (uoB)(m)é(ﬁ)w(n

m+2 aoB’

= ((a0B)08) (1)

elde edilir. Bdylece,
a0 (RoS) = (aoR)0S

bulunur ve (S-{0},0) birim elemani v olan bir gruptur.

Agagida goriildiigi gibi, bu sistemde soldan dagilma Szelligi sag-

lanir, fakat sagdan dagilma $zelligi saplanmaz,

a,B,y € S igin
a0(B 4+ v) = (a0B)+(a0y) <S> her 1 € Z igin

(a0 (B+y)) (1) = ((apB)+(00Y)) (1)

dir,



(a0(B + y))(1) = T o8B +K)Yn k)
o= i

= ¥ o(3)(B(k) + Y(k))w(na,k)
k= 1

= > OL(J) B(k) w(n ,k) + OL(J> Y(k) IP(“ »K)
k= i > >

= T @@y + = ek v(ngk)
Jak= 1 Jtk= i

=(a0B) (i) + (aov) (i)

=((a0B) + (aov)) (i)
dir.

Sagdan dagilma 6zelligini incelemeye baglamadan 8nce kisa bir

aciklama yapalim,

W 4 on k) = o+ npk _ ngk 4 nBR__ ok ngk
o T - -
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= w(na:k)-w(nssk)
dir..
(o +Do () = £ (a4 DG Un, + 14k
= T (D) + By Dy (ng,Ky (g, k)
jak= 1
= 2 alidy g k)0 lng K48 (y ()4 (ng, k).
jok= i
lli(nB,k) (6.3)
olur,

(oY) + (BO) (i) = (2OV) (i) + (Fo) (1)

= oG kW@, ,kH4+ = B(j)y(k)w(ng,k)
Jt+k=1 k=1

= 2 o(3y Gy, ,k) + g (v (k) (nB,k) »(6.
dir.

4)
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(6.3) ve (6.4) den,

(a + Boy # (aoy) + (Boy)
elde edilir.

o # B olmak lizere oa,B,ye S verildiginde,
-aflx + BOx =y

nin bir tek x&$ ¢dzimiiniin oldugunu gdsterelim. Carpimin grub 5zelli-
ginden o #0 oldugundan aflé;s vardir. Ayrica + igleminin deBigme &-
zelligini de kullanarak, -agx + Box =y egitligini u_l ile soldan
carpalim. Bu takdirde,

-1 -1 -1

a “0(-a0x) +a o(B0oX) =a "0y
olup, buradan

(cx-1 0B) 0%-X = a—loY

elde edilir. a‘los y1i U ve'a-loY y1 X ile gdsterirsek,

HOX=X = A (u #v ,nu>0)
olur ve .
1-—nx
AMi) = p(P)x(E-1) p(n ,i-j)-x(i) (6.5)
i =a H

egitligi elde edilir. Buradan,

i <:nX => (1) =0, yani (6.5) toplami sifir olur ve
béylece A(nk) # 0 oldugundan,

n <n
X A

olur., $imdi xé& S nin varligini degigik durumlarda inceleyelim.

1.Durum: p(0) #1 olsun.

Bu durumda n_ =n, olmak zorundadir. Cilinki n_ < mny olsa

idi, (6.5) egitliginden, i =n_ igin,
(u(O)w(nu,nX)—l)x(nX) =0
olurdu. Oysa u(0) # 0 ve dolayisiyla n = 0 oldugundan,

w(nu,nx) = w(O,nX) =1

ve
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u(0) ¥(n p,nx)—l #0

olur., Ayrica x(nX) #0 dir. Bu nedenlerden dolay:i nx<i n

A
olamaz.
i EBnA ise (6.5) egitliginden,
A ) = (H(0) ¥(n ,n,)-Dx(n,) (i =n, igin)
i"nx
A(i) =:(p(0)w(nu,i)—1)x(i)+»'E u(j)x(i—j)w(nu,i—j) (i >>nk icin)

=1
denklem sistemi elde edilir. u(0) #0 ve w(nu,i) =1 olmasi nedeniy-
le, i >n>\ icin,
U(O)w(nu’i)—l #0

olur ve bu denklem sisteminden, i >n., igin x(i) ler belirlenebilir.

A
§6ylekis

i =n, igin,
Mo,y = (u(0) (o 0y -Dx(n,)

olué,
x(a)) = A0, WO ¥m 40 )-D 7"
elde edilir. '

i ==nA+-l igin,

Mo+ 1) = (“(O)w(nu’nf“ 1)-1)x(n>\+ 1)+j—2:1u(j)x(n>\+ 1—j)w(n“,p}\+ 1-3)

= WOyt D-Dxla+ D+ u(Dxtn,)yta,n,)
= (U(O)w(np,nx+-1)~1)x(pl+ D)
UM WO¥@ 0 DT, ,n,)

olur. Buradan,
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2@, D = (A, + D-u(1) Ma ) (10) Wa 0, )17 ¥(a 40 )]

L(W(0) W yny+1=1) T

elde edilir. Bdylece verilen her i >n, tamsayisi igin x(i) belirle-

A
nebildiginden, bu durumda x€ S bellidir.

2 .Durum: w@® =1 olsun.

Bu durumda nu=0 oldugundan \p(nu,k) =1 dir. u #v oldugundan,

1 <i <k-l igin w(i) #0 ve wk) #0 o&zelliginde k > 1 vardar.
Boylece (6.5) egitligi,

1-n

Mi)y= 2 w(i=(-j) (6.6)
=k

bigimini alir. Buradan,

i <nx+k => A1) =0, yani (6.6) tof:laml si1firdir ve béyle-
ce, A(nk) # 0 oldugundan,

n +k <n
X A

elde edilir.

olmasi halinde (6.6) egitligi,
>\(r1X + k) = u(k) x(nx) #0
olur. Buradan x(nx) belirleniy ve {istelik n_ + k =mn, dir.
i> n,=n + k
olmasi halinde ise (6.6) egitligi,

i-n
x

A1) = pl)x(i-k) + T p(dxE-7)
j=ktl

bi¢imini alir., Buradan i-k >n)\,-—k =mn_ olmak iizere x(i-k) degerleri
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belirlenir. Birkag k deferi igin, x(i-k) degerlerini belirleyelim.

k=2 i¢in 1 =1, n = i~k =-1 ve n,=n_+ k =1 dir. Bu-
radan,
-1
ML) = u2)x(-1) = x(-1) = M1)(u(2))
dir ve i >>nx olamaz.
k =3 igin 1 =1,2 3 n_= -2 ve n,=1 dir. Bbylece,

A1) = u(3)x(-2)
= x(-2) =>\(1)(u(3))_1

ve 1 =2 igin,

A(2) =pu(3)x(-1) +2 u(iH=x(2-3)
. =4 N

It

u(3)x(-1) + u(4)x(-2)

2 x(-1) = [A2) (@ AL @GN N wEH L

i

elde edilir,

k =4 igin 1 =1,2,3 3 n_= -3 ve n,=1 dir. Buradan,

A1) = u(4)x(-3)

= x(=3) = A0 EN™t

ve 1 >nX + k = 1 i¢in i =2 ve i =3 oldugundan,
A(2) = u(4)x(-2) +j§5 u(i)=(2-3)
= W& x(-2) + u(5)x(-3)
= x(-2) = [A@)-()IAD) wEN ™ e

ve

: 6
A3) = @)= + Zau(§)xG-1)

= u(4)x(-1) + u(5)x(~2) + u(6)x(-3)
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olur. Buradan,

x(~1) = [A(3)=u(5)2(2) (&) ™ + wGHA (u(a) 2

-1 -1
=u(6)A(1) (u(4)) 1. (u(4))
elde edilir. Bu nedenle, verilen her k¢€Z , k > 1 ig¢in x(i-k) de-
gerleri belirlenebildiginden x€$S bellidir. B&ylece (S,+,0) sig~

temi bir sol yaklagik cisimdir.

Sol yaklagik cisimler iginde, daha g¢ok gegigkenliklere sahip
olan bir tanesi bilinmektedir. Asafidaki teorem bu projektif diizle-
mi ortaya koyacaktir. Ayrica bu teorem, hem Hall sistemi olarak elde
edilen sol yaricisimler iginde bir tek tane sol yaklagik cisim oldugu-

nu gostermekte hem de bu sol yaklagik cismi belirtmektedir.

Teorem 6,1.2: Herhangi bir F cisminden elde edilen sol Hall
sisteminin, carpma igleminin birlegimli olmasi (yani yaklagik cisim
olmas1) igin gerek ve yeter kogul ya F =GF(2) ya da F =GF(3) ve

£(t) =t2 + 1 olmasidir.

tspat: (S,+,.) sistemi, bir f(t) ikinci derece indirgenemez
polinomuyla belirtilen bir sol Hall sistemi olsun. Herhangi bir

x€F , x #0 ig¢in, Hall sistemindeki garﬁma kural: uygulanirsa,
Mx.A) = A.(Ax) = -x£(0) + xxr = -x(-s) + Axr = sx + Axr

ve

(.x) = (Wr) . = ~x’1f(0) + ar= —x_l(-s) +ar =sx L+ Ar

bulunur.

Eger . iglemi birlegimli ise, 8zel olarak her x € F igin

Ae(xen) = (Aex).x  olacagindan x # 0 iken sx_l + Ar = 8% + \xr

yanli Xxr =T ve $x = sx_l olur, Eger x #1 ise, xr =r den r =0
olacagindan s % 0 dir. (linkii s =0 olsa f(t) indirgenebilir olur.

Dolayisiyla sx—1= sx geregince her x ¢ F , x # 0 igin x2= 1 olmasi
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gerekir. GF(2) cismi icin O ve 1 den farkli higbir x bulunmadig:

igin xr =x ve sx 1= sx den bir sonug elde edilemez. Ama F nin
GF(2) ye egit olabilecegi bellidir., Buna kargin 0% x % 1 olacak bi-
¢imde bir x € F eleman1 varsa, r = 0 ve x2+ 1 = 0 olmaladir. Bu ko-
gsullara sahip bir tek GF(3) cismi vardir. GF(3) cismi {izerinde r= 0

8zelliginde ikinci dereceden indirgenemez tek polinom £(t) = t2+1 dir,

Kargit olarak, eger F = GF(2) ise,
S —={a +Ab: a,beF , Ag£F 1}
={0,1,A,1+ 2 }

kiimesinin eleman sayisi ve dolayisiyla P,S projektif diizleminin
mertebesi 4 olmalidir., Oysa mertebesi 4 olan bir tek projektif diiz-
lem vardir., Mertebesi 4 olan biitiin diizlemsel halkalar cisim olduklara

igin (S, ® ,.) sistemi de cisim olmalidir. Dolayisiyla birlesme &zel-

1igi saglanir,

Eger F = CF(3) ve £(t) = t? +1 ise,

iglemi,

J‘ca + A (da) , b =0 iken

(a +Ab).(c +2rd) =<

ca—db(a2+ 1) +Xx(cb-da) , b #0 iken

bi¢imindedir. (iinki,

aecF , a#0 igin,

ve
f(a) =a2+-1

dir.

gimdi,

S= {0,1,2,A,1+X ,24+X ,2),1+ 2%, 2+ 2A}
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kiimesinin ikinci igleme gdre g¢izelgesini verelim.

Cizelge 6.1: 1Indirgenemez polinomu £(t) = t2+ 1 otan (S,+,.) sistemi-

nin . iglemi.

. 0 1 2 A 1+ 2+ 2 1+2 2 + 2)
0 0 0 0 0 0 Q 0 0 0
11 0 1 2 A 1+ 2+ 22X 12 2 + 92X
21 0 2 1 2% 242) 1 +2a s 2+ 1+2
Al o0 A 2 2 2+ 2 2 1 1+ta 1 2
1tx 0 1+ 242) 1 42X 2 A 2+A 2A 1
2+ 0 2+ 12) 1 A 2 2 2 42X 1 A
2x 1 O 2 A 1 120 1 2 2 2% 24
12 0 120 24+ 2422 A 1 1+x 2 2A
212 0 2420 1 2 A 1 2x  1+2) A 2

Birlegme kuralinin saglandigi gizelge 6.1 yardimyla kolaylikla

goriilebilir, '
Ornegin,
(2 + 0.1+ 201+ =@+ 1.
=1+ 2
ve
2+ +200.(L+X2) =1.(1 +2)
= 14+ A
dir@

Ornek 6,1.3 (Andre, 1955) Seckin sol yaklagik cisim: F = GF(3)

ve f(t) = t2 +1 olmak {izere, elde edilen Hall sisteminin  ayni
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zamanda bir sol yaklagik cisim oldugu Teorem 6.1.2 de gdsterildi.
Bu sol  vyaklagik cisim difer biitiin sol yaklagik cisimlerden farklidir.
Bu farkliligin en ilginci (S5-{0},.) ¢arpim grubunun ig yapisinda orta-

ya ¢ikmaktadir., $dyleki, her x € S , x#0,1,-1 i¢in x2 =-1 dir, yani
-1 =2 oldugundan > =2 , (1 + 02 =2, (2 +0?=2, @ =2,

(1 +'2A)2==2 , (2 +'2A)2=:2 dir. Bu sol yaklagik cisimden bagka hig
bir sol yaklasik cisim, X—lz -Xx bic¢iminde de ifade edilebilen, bu dzel.
ligi saglamaz. Bu 6zellik bazi geometrik sonug¢lar dogurmaktadir. Bu
yaklagik cismin belirttigi diizlemde, e(x,y) =(y,x) , %,y € S bici-
minde tanimli dOniigiim,diizlemin y =ax +b dofrusunu y =:a—lx—a—1b
dogrusuna ve x =0 (veyay =0 ) dogrusunu y =0 (veya x =0) dogru-
suna doniigtiirlir. y =x dogrusu ilizerindeki her (x,x) noktasi igin
e(x,x) =(x,x) oldugundan y =x perspektiflik eksenidir., Bundan bagka
¢ doniliglimi [} wve y = -x dogrularini defigmez  birakir,

fakat bu dogrularin , y = x dogrusu ile arakesit noktalari harig, hig
bir noktasini degismez birakmaz. Oysa bu dogrularin her ikisi de

y = -x dogrusu lizerindeki P ideal noktasindan gegerler, bu nedenle P
nokt331pers§ektif1ik merkezidir.Buradan g nun, merkezi P ve ekseni

y =x dogrusu olan birpérspektiflik oldugu s6ylenebilir ,Ustelik,her
(x,y) igin €*(x,y) =e(e(x,y)) =ely,x) = (x,y) oldugundan € bir

involusyondur,

6.2. Sad VYaklasik Cisimler Uzerinde Projektif Dizlemler

Sag yaklagik cisim tanimi, sol yaklagik cisim tanimna oldukca
benzerdir. $oyleki, carpma iglemi birlegimli olan bir sag yaricisme
sag yaklagik cisim denir. Dikkat edilirse, hem sa ve hem de sol yak~

lagik cisim olan bir sistem, bir b&liimlii halkadir.

Teorem 6.2.1: Herhangi bir (S,+,.) sisteminin T(a,b,c) = ab+ ¢
igli iglemiyle birlegtirilmesinden elde edilen (S,T) ikilisinin bir

sag yaklagik cisim olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar,



83

(1) ($,+) nin, birim elemani O olan, bir grué olmasi,

(ii) (8-{0},.) nin, birim eleman1 1 olan, bir grub olmasi,
(iii) Her xe S 1igin, x.0 =0 olmasi,

(iv) Her x,y,ze S ig¢in (x +y).z2 =x.2 +y.2 olmasi,
(v) a #+b olmak lizere, verilen her a,b,c ¢ S igin,

xa-xb = ¢ denkleminin bir tek x ¢ S ¢oziimiinlin bulunmasidir.

Isﬁat: (S,T) ikilisi bir sag yaklagik cisim olsun. Bu takdir-
de (S,T), garﬁma iglemi birlegimli olan bir say yaricisimdir. Bir sag
yarrcisim (i),(iii),(iv) ve (v) kogullarini saglar ve (S-{0},.) bir
yarlgrubtur. Oysa garﬁma iglemi birlegimli oldugundan (5-{0},.) bir

~gruptur dolayisiyla (ii) kogulu da saglanir.

Kargit olarak (S,T) sistemi (i)-(v) 6zelliklerini saglasin,
(8-{0},.) nin yarlgruﬁ olmasi halinde (S,T) bir yaricisimdir. (ii)
den (S—{0},.) gruﬁ oldugundan (S,T), . 1iglemi birlegimli olan

bir sag yaricisim, dolayisiyla bir sag yaklasik cisimdir B

L]
Bir sol yaricisimden saf yaricisim elde etme ybntemine benzer

olarak yaklagik cisimler igin de agagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.2.2: (S,+,.) bir sol yaklagik cisim olmak iizere,

X¥y = y.X bigiminde tanimlanan (S,+,x) dual sistemi bir sag yaklagik

cisimdir. Ustelik (S,+,x) sisteminin duali (S,+,.) olur.

Ispat: (S,+,.) bir sol yaklagik cisim, yani . iglemi birlegim-
1li olan bir sol yaricisim olsun.Teorem 4.2.2 geregince (S,+,#) bir sag
yaricisimdir, O halde % igleminin birlegimli olduBunu gdstermek ye-

terlidir.

(xxy)xz = (y.x)xz = z.(y.x) = (z.y).x = xx(z.y) = xz(yxz)
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oldugundan, (S,+,%) bir sag yaklasik cisimdir B

Ornek 6.2,1: Ornek 6.1.1 de belirlenen (5,+,0) sol yak-

lagik cisimlerin dualleri alinarak, sag yaklagik cisimler bulunabilir.

Orada x0y = xyq1 bigiminde tanimlandigi ig¢in (S,+,x) sag yaklagik
cisminde, = iglemi, i
XXy = yxu
geklindedir.

6.3. Sag Yaklasik Cisimler Yardimyla Tanimlanan Bir (Cifte
Yarigrup Ornegi

Cifte yarigruplar iizerinde projektif diizlemler konusunun so-
nunda s8zi edilen 6ynek, bir yaklagik cisim lizerinde tanimli olmasi

nedeniyle burada verilmektedir.

Ornek 6.3.1 (Dembowski, 1968): S mertebesi q2 olan bir (sag)
yaklagik cisim olsun.
K=(ke S: k(x +y) =kx + ky , her x,ye § igin}

kiimesi S nin merkezi ile gakigan ve mertebesi q olan cekirdegidir.

‘

st ile (S,+) toﬁlamsal grubu gdsterilmek lizere, V= S+€98+€)S+

toplamsal grubunu g&zdniline alalim. V {izerinde sagdan skalerle
garpim,

X = (xl,xz,x3)€i V ve a€S§ igin,
xa = (Xl’XZ’XB)a
= (xla,xza,x3a) (6.7)
seklinde tanimlansin.
xe V, x+ (0,0,0) olmak iizere,
xS = {xa: acsS}

altgruplari noktalar olarak tanimlanmaktadir.
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A tekil olmayan bir matris ve aijéa K, i,j =1,2,3 olmak lize-

re ,
2311 %2 213
A= | %1 %2 3
231 33 233

matrislerinin kiimesi G olsun ve her A € G igin,

a

11 %12 %413
(Xl,Xz,XS) > XA = (XI’XZ’XB) a5y 855 89s
831 %32 233
3 3 3
={ = it iilxiaiz > izixiai3) (6.8)

doniiglimii V nin, noktalari  yine noktalara doniigtiiren bir otomorfiz-
midir. te S ig¢in,

X1+tx2+x3=0 (6.9)

denklemini saglayan (xl,xz,x3)e5 V elemanlarin tiimiinden olugsan nok-
ta kimesi L(t) ile gdsterilmek i{izere dogrularin, noktalar kiimesi cin-

sinden ifadesi, t =1 veya t ¢ K ve A & G olmak ilizere,
L(t)A = {(xA)S : xSC L(t)} (6.10)

bigimindedir, Uzerinde bulunma bagintisi ise kiimeler teorisi kapsa-

minda bilinen {lizerinde bulunma bagintisidir., S #zerinde, bu gekilde

olugturulan diizlem Hughes diizlemi olarak bilinmekte olup H = H(S)

ile gvsterilir., H nin {0,E,U,V} koordinatlama dsrtgeniné gbre {ii¢li

halkasi (S,T) olsun. (6.9) ve (6.10) dan H nin herhangi bir dogrusu,

ai,biei K hepsi birlikte sifir olmayan elemanlar ve s ¢ K olmak {ize-

re

3
2 a.x.+s Zb.x, =0 (6.11)
=1*"* i=1 *

denklemi ile verilebilir.
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S lizerinde bir iigli iglem,

j sx + t , S€ K
X.50t =

s(xH)4+k' , se€ S-Kve t =kstk' ; k,k'e K

olarak veriliyor. Burada her x,y ¢ S ig¢in x.ley = x + y ve x.yo0 =yx
dir fakat genel olarak x.set # sx + t veya xs + t dir. Bu nedenle
(5,T) iiclii halkasi lineer degildir. Dolayisiyla bu i#igli halkadan yu-
karidaki yolla elde edilen (S,e,.) ¢ifte yarigrubu da lineer degildir.
Literatiirde lineer olan bir gifte yarlgruﬁ drnegine (dolayisiyla ce-
birsel yapisi lineer c¢ifte yarlgrué olan bir brojektif diizlemine)

rastlanmamigtir.



7. CIFTE GRUPLAR (UZERINDE PROJEKTIF DOZLEMLER

Tanim 7.1: (S,+,.) sistemi verilsin. (S,+) ikilisi, birim
elemani 0 olan bir grup iken eger (S-{0},.) ikilisi de bir grup ise,
(8,+,.) sistemine bir ¢ifte grup denir., Bu cebirsel yapi dagilma

kurallarindan higbirini saplamaz.

Teorem 7.1: (S,+,.) ¢ifte grubunun, her a,b,c€& S igin,
T(a,b,c) = a.b + c¢ bigiminde tanlmli iglii iglemiyle birlikte bir
diizlemsel halka olmasi igin gerek ve yeter kogullar,

(1) Her x€ S igin x.0 = 0.x = 0 olmasi,

- (i1) a # b olmak {izere, -ax + bx = ¢ denkleminin bir tek
X & § ¢Oziimiinin bulunmasi,
(iil) a # b olmak iizere, x.a-x.b = c denkleminin bir tek

x € § ¢dziminiin bulunmagidir.

Iséat: Teorem 2.1.3 deki (1) ve (2) kogullari gbzonine alinir-
sa, a,b,c,d e S , asc i¢gin ax + b = ¢x + d olacak gekilde bir tek
x € S vardir. Buradan -ax 4 ¢x = b-d olacak gekilde bir tek x€ §
vardir. Yine a # c igin xa +y =b , xc + y = d sisteminin bir tek
(x,y) € S2 ¢ozlimi var oldugundan taraf tarafa ¢ikarma iglemiyle,
xa-xc = b-d elde edilir ve bu denklemin bir tek x € S ¢Ozlimi vardir.
0 halde (ii) ve (iii) Teorem 2.1.3 deki (1) ve (2) kogullarinin da-
ha sadelegtirilmigleridir. Bu nedenle oradaki isﬁat aynen tekrarla-

nabilir gy

Herhangi bir (8,T) iligli halkasi lineer ve + iglemi birlegimli
(dolayisiyla (5,43 grup) iée, P = P(S,T) ﬁrojektif diizlemi
((),[d) gegigkendir. Ayrica (S,T) ii¢lii halkasi lineer ve . iglemi
birlegimli (dolayisiyla (S~{0},.) grup) ise P(S,T) projektif dﬁzlémi
(€0),[0])-gegigkendir. Bu nedenle cebirsel yapisi ¢ifte grup olan
ve Teorem 7.1 deki (i), (ii),(iii) kogullarini gergekleyen bir
(S,+,.) sistemine kargilik gelen P(S,T) ﬁrojektif diizlemi henm
(() [ )-gegigken hem de ((0),[0])-gegigkendir. Boyle bir diizlem



bagka bir (M,e) ikilisi ig¢in (M,e)~-gecigken olabilir veya olmayabi-

lir,

Ornek 7.1 (Stevemsom, 1972): & gercel sayilar kiimesi olmak ii-
zere M = (&,+, ®) sistemini tanimlayalim. Burada + gergel sayila-

rin bilinen toplama iglemi ve ® ise,
Xy » x 20 veyay =20 iken
xRy =

L%—xy , x <0 ve y <0 iken

bigiminde tanimlidir. M sisteminin ® iglemi birlegimli olan bir
kartezyen grup oldugunu ve dagilma kuralinin saglanmadifini dolayi-

siyla M nin bir gifte grup oldufunu gosterelim.

(&,%) nin birim elemani 0 olan bir grup oldugu agikardar,

(R~{0}, ®) nin birlegimli bir yarigrup oldugunu gdsterelim,
ax =b , a =20 veya x 2 0 iken

—;:ax=b , a <0 ve x <0 iken

1

egitliginin a ve b nin dért farkli hali igin bir tek x€ ® ¢Oziimii~
niin oldugunu gdsterelim.

b

(1) a>0,b~>01ise ax =b = x=-5>0 tek ¢dzimdir.
(ii) a> 0, b <0 ise ax =b = x=%<0 tek ¢Oziimdiir.
(ii1) a<0, b <0 ise ax =b =>x =2 >0 tek cbzimdir,

-%'ax =b = x = 12~2-> 0 ¢ozim degildir,
(iv) a<0, b >0 ise ax =b = x =—2-<0 ¢bzim degildir,

—%ax =bh = x =—2% < 0 tek ¢Ozlimdir,

xZ0veyay =20 iken x @y =xy =yx =y @ x

88
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ve

x <0 vey<0iken x Ry =%~xy =%yx =y ®x

oldugundan & iglemi komutatiftir. B&ylece x ® a =b denkleminin bir

tek x € {0} c¢bziiminiin oldugu hemen sSylenebilir,

Her x € R igin x ®1 =x,1 =x =1l.x =1 @x dir ve 1 gar?lmsal

birim elemandir. 1 >0 oldugundan x ®1 =—;— X durumu sdzkonusu ola-

maz.

XyZ , X220 ve yz<0 iken
Xyz » V52 2 0 iken
(x®y) Rz = %xyz , x <0 ve yz <0 iken
1 .
| 5 xyZ , ¥,2 < 0 iken (7.1)
T Xyz , x 20 ve yz <0 iken
XyZ , ¥,z = 0 iken
x®(y®z)=% -%—xyz , x <0 ve yz< 0 iken
1 < .
| 5 XYz, ¥»% 0 iken (7.2)

(7.1) ve (7.2) den her x,y,z & & igin,
ERy) Vz =xQ (y B2)

dir. Ustelik her x ¢ & ig¢in, x ®0 =x.0 =0 =0.x =0 ®x dir,

Her a,b,c,de® , a #* c icin,

a®@x+b=cpx+4d (7.3)
egitligini,

a =0 veya x > 0 iken, axtb extd , ¢ > 0 veya x > 0 iken

a <0 ve x<0iken,——;‘—ax+bj -%cx+d,c<0ve x < 0 iken

(7.4)
bigiminde ifade edebiliriz. (7.3) denkleminin a ve c nin degigik du-

rumlarina gére bir tek x € ® ¢Bdziiminlin oldufunu gosterelim,
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(1) a=>0ve ¢c 20 olsun.

(7.4) den ax +b =cx + d elde edilir. Buradan (a-c)x = d-b
olur ve x = (d—b)(a-—c)_1 (7.3) denkleminin tek ¢dziimiidir. Bu durum—

da (7.4) deki diger egitlikler sz konusu olamaz.

(i1) a =20 ve ¢ <0 olsun.
ax +b =cx +d egitligini ¢dzersek x = (d-b)(a-—c)—1 buluruz ve

x 2 0 olmalidir. ax + b =% cx +d egitliginden ise x = (d-‘b)(a—'%-c)-'1

¢bziminii elde edebiliriz ve x < 0 olmalidir. Dolayisiylad =b ise,

(7.3) iUn tek ¢bzimi x = (d—b)(a—c)—l dir. Eger d <b ise,

x = (d-b) (a~ %—c)_l tek ¢8ziimdiir,

(i1i) a <0 ve ¢ 20 alsun.
ax + b =cx +d ve —;— ax +b =cx +d denklemlerini g&z Oniine
alalim. Buradan eger d <b ise, x = (d—-b)(a-c)—l in (7.3) denkleminin

tek ¢Szlimi oldugunu aksi takdirde yani d >b ise tek ¢Sziimin

x = (d-b)( %_— a—-c)_1 oldugunu sdyleyebiliriz.

(iv) a,c <0 ve a < c olsun.

3

Bu durumda d b ise, ¥ = (d—b)(a-—c)n1 tek ¢dzlmdir. Eger d > b
ise, bu takdirde x = 2(d-b) (al—c:)_-l ¢Ozlmi tektir,

(v) a,c <0 ve a>c olsun.

Eger d > b ise, x = (d-b)(a—c‘.)—1 tek ¢8ziim iken, d <b ise

x = 2(d-b) (a~c) "} ¢ozimi tektir.

Her a,b,c,de® , a # ¢ igin
x®a+y=>b
X®c+y=d (7.,5)

denklem sistemini,
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r xaty =b , X >0 veya a >0 iken

x®a+y =b <> <
L—%—xa +ty=b , x<0ve a<0 iken

rxc +y =d s X >0 veya ¢ > 0 iken

x®c+y=d <<

—;‘—xc‘+y=d , x <0 ve c <0 iken

bigiminde ifade edebiliriz. (7.5) sisteminin bir tek (x,y) € &{2
¢ozimiiniin varligi da (7.3) denkleminde oldugu gibi a ve c nin bes

degigik durumu igin gdsterilebilir.

(i) a>=>0ve ¢ >0 olsun,
Xa 4y =b
¢ +y =d

sisteminin ¢dziimiinden, (x,y) = ((b—d)(a—c)—l,b—(b—d)(a-c)—la) (7.5)

in tek ¢Bzimidiir.

(ii) a >0 ve c <0 olsun.

xa +y =b

xc +y =d

sisteminin ¢Oziimiinden x = (b—d)(a-—c)—l y YV = b—(b—d)(a—c)_la elde
edilir,
xa +y =b
—%— xc +y =d
sisteminin ¢3ziimi de x = (b-d)(a- %‘—c)_l ve y = b=(b-d)(a- -;— c)_la

dir. Dolayisiyla b > d iken (7.5) sisteminin tek ¢dziimi,

(x,y) = ((b-ad) (a—c)‘l,b—(b—d)(a—c)_la) dir. Eper b <d ise,

(x,y) = ((b—d)(a-—zl— c)_l,b—(b-d)(a——%—c)_la) tek c¢ozimdir.

Benzer diiglince ile diger durumlarda sadece (x,y) ¢Oziimlerini



yazalim.
(ii1) a <0 ve c »0 olsun.
Eger b < d ise sistemin tek ¢dziimi,

(x,5) = ((b-d) (a=c) L, d-(b-d) (a=c) "tc)
dir ve b > d ise,
(x,y) = ((b=d)( —]2'- a-C)_l,d-(b-d)( —;— a—c)_lc)

tek cHziimdiir.

(iv) a,c <0 ve a <c¢ olsun.

Eger b < d ise, (x,y) = ((b-d)(a—c)_l,b—(b-—d)(a—c)—la) siste~

min tek cHzimiidiir, b > d olmasi halinde ise, tek ¢&ziim
(x,y) = (2(b-d) (a=c) "}, b=(b-d) (a-c) "ta) dar.,

(v) a,c <0 ve a > ¢ olsun.

b > d olmasi halinde sistemin tek ¢oziimii,

1

(x,y) = ((b=d)(a—c) *,b=(b-d) (a-c) ta)

dir ve b < d ise,

(x,5) = (2(b=d) (a=c) "}, b-(b-d) (a-c) " ta)

tek ¢oziimdiir,

Boylece (&,+, ®) sistemi bir g¢ifte gruptur. Ustelik bu sis-

tem dagilma kurallarini saglamaz. (Clinkii,

(-5) ® (-2 +4) = (-5) ®2 =-10

(-5) ® (-2) + (-5) ®4 :lgl ~20 = 5-20 = -15
ve

(-1 +3) ®(-2) =2 B (-2) =~

(-1) ® (-2) + 3 ® (-2) =% -6 = -5
dir.

92

Ornek 7.2 (Pickert, 1975): (S,+,.) herhangi bir sirali bSliim—

1ii halka olsun. k # 1 de S nin pozitif bir elemani olsun, § {izerin-

de + iglemini aynen tutarak, yeni bir garpa iglemini her
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ig¢in,
xky , x <0 vey <0 iken
X0y =

xy , diger durumlarda

biciminde tanimlayalim ve (S,+,0) sistemini diigiinelim, Hiﬁotezden
(s,h grui:» yaplslna sahif:tir. Tanim geregince x00 = Oox =0 dir.
Teorem 7.1 deki (ii) ve (iii) kogullarinin gergeklendigini gdstere-
lim.

a ¥ b olmak {izere,

-aox + box =¢ (7.6)

. denkleminin bir tek x e S ¢dziminiin var oldugunu gosterelim,

akx , a <0 ve x <0 iken
aox =

ax , diger durumlarda

l’bkx , b<0ve x <0 iken
box = <

1 bx , diger durumlarda

egitlikleri yardimiyla (7.6) denkleminin tek ¢dziiminin oldugunu de-

" .gigik hallerde inceleyelim.

(i) a,b,x <0 olsun,

-aox + box = ¢ = -akx + bkx = ¢ = (-ak + bk)x

= x = (~ak + bk)-lc => xe S tektir,

i
0

(ii) a<0,b>0, x <0 olsun.
-a0x + box = ¢ = =-akx +bx =c¢c = (-ak +b)x =c

= x = (-ak + b )—1c = x & S tektir.

(i1i) az20,b <0, x<0 olsun.

-a0x + box = c¢c = =-ax +bkx =c¢ = (-a + bk)x

1l
e}

= x = (-a + bk)—lc = x e § tektir.
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(iv) x 20 olsun.

-aox +box =c = =-ax +bx =c¢ = (-a +b)x =c

= = (-a +b)_1c => x & § tektir., Yani,

(b-a)kx , a <0, b <0, x <0 iken

(b-ak)x > a <0, b =20, x <0 iken
-aox +box =
(bk-a)x , a=>0,b <0, x <0 iken

>
(b-a)x , x =0 iken

olup, —aox + box

I

¢ denkleminin bir tek x € § ¢Odzlmi vardir,

a #+b olmak iizere xoa-xob = ¢ denkleminin bir tek x e S ¢dzii~

mi oldugunu gisterelim,

xka s, ¥ <0 ve a <0 iken

X0a =

xa , diger durumlarda

xkb , x <0 veb <0 iken

I

xob
xb , diger durumlarda

egitlikleri yazilabilir. Bir tek ¢dzimiin varligini yine degigik du-

rumlarda inceleyelim.

(1) a<0,Db<0, x <0 olsun.
xoa-x0b = ¢ => xka-xkb =c¢ => x(ka-kb) =c

X = c(ka—kb)—l = x ¢ § tektir.

(ii) a<0,b>0, x <0 olsun.
xoa-x0b = ¢ => xka-xb =c => x(ka-b) =c¢

= c(ka—b)—1 = x & S tektir.

(iii) a=20, b <0, x <0 olsun,
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xo0a-xob =c¢ => xa-xkb =c¢ => x(a-kb) =c

= x —clakb) } = xe S tektir.

(iv) x >0 olsun.
xoa-xob =¢ =>xa-xb =c¢ =>x(a-b) =c¢

x =cla-b) "} = x ¢ S tektir.

Buradan,
xk(a-b) , a<0,b<0, x <0 iken

x(ka-b) ,a<0,b=20, x <0 iken
x(a~kb) ,a>0,b<0, x<0 iken

x(a-b) , x =20 iken

xoa-xob =

olup xo0a-xob =c olacak gekilde bir tek x € S vardir. Dolayisiyla
(S,+,0) sistemi bir kartezyen gruptur. Bu sistemin ¢arpiminin bir-
legme kuralini gergeklemesi igin gerek ve yeter kosulun, k nin S nin

merkezinde bulunmasi oldugunu gdsterelim.

X,¥,2 € § 1igin,

x(ykz) , v,z <0 iken
ykz , y,z <0 iken

xo(yoz) = xo ) - xk(yz) , x <0,yz <0 iken
yz , diger durumlarda x(yz) , diger durumlarda
r x(ykz) , x,y,z <0 iken
x(ykz) , x>0, y,z2 <0 iken
= N xk(yz) , x,y <0, z>=0 iken
xk(yz) , x<0,y>0, z <0 iken

L x(yz) , diger durumlarda

. ve

jxky , X,y <0 iken (xky)z , %,y <0 iken
L oz =4 (xy)kz , xy <0,2<0 iken

(xoy)oz =
[xy , dizer durumlarda |

(xy)z , diger durumlar-
da
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[ (xky)z , x,y,z <0 iken

(xky)z , x,y<0 , z >0 iken
(xoy)oz=4 (xy)kz , x<0,y>0, z <0 iken
(xy)kz , x =20, y,z <0 iken )
L (xy)z , diger durumlarda

elde edilir .Buradan, birlegme kuralinin gegerli oldugu kabul edilirse,

r x(ykz)= (zky)z , x,y,z <O iken
x(ykz) = (xy)kz ., x =20, y,z <0 iken

xo(yoz) = (xoy)oz <> § xk(yz) = (xky)z , X,y <0, z 2 0 iken
xk(yz) = (xy)kz , x <0 , vy =20, z <0 iken

_ x(yz) = (xy)z , diger durumlarda

olur. (S,+,.) b&limlii halkasinin garpimsal grubunun birlegme Gzelli-
ginden , x(ykz) = (xy)kz, xk(yz) = (xky)z ve x(yz) = (xy)z dir. Yine
birlegme 8zelligi ile birlikte diigiinecek olursak, x(ykz) = (xky)z ve
xk(yz) = (xy)kz olabilmesi ic¢in gerek ve yeter kogul ky =yk yani k
nin § nin merkezinde olmasidir. Ustelik dapgilma kurallarindan higbi-

rinin saglanmadifini iki 8rnek {izerinde gdrelim.
(~o(1-1) = (~1)o0 ==1.0 =Q

(-1 ol-(-1)o(-1) = -1.1-(-D)k(-1) = -1-k

ve

(1-1)o(-1) = 00(~1) =0Q(-1) =0

lo(-1)-(-1)o(~1) = L. (-1)-(-1)k(~-1) = -1-k
dir. Dolayisiyla k, bir merkez elemani olmak koguluyla (S,+,0) bir
¢gifte grup belirtir.



8. BULOMLO HALKALAR VE CISIMLER OZERINDE PROJEKTIF DUZLEMLER

Tanim 8.1: B bir kiime, + ve . B ilizerinde iki ikili iglem olsun.

Agapidaki kogullari gergekleyen (B,+,.) sistemine b&liimlii halka denir,

Bl. (B,+) degigmeli bir gruﬁtur.
B2. (B-{0},.) bir gruptur.

B3. Sagdan ve soldan dagilma dzellikleri saglanair.

Tanim 8.2: .. ikili iglemi degigmeli olan (B,+,.) bSliimli hal-

kasina cisim denir.

Dolayisiyla bolimlii halkaya degigmeli-olmayan cisin (non-commu-
tative field) veya aykir:i cisim (skew field) de denilmektedir. Tanim

5.2.1 ile verilen Kuaterniyonlar Halkasi bir bslimlii halka Srnegidir,

(S, ® ,0) sisteminin b8liimli halka veya cisim olmasi durumunda
homogen koordinatlar yardimiyla projektif diizlemler elde edilebilir.

Bunlari kisaca agiklayalim: B bir bdlimli halka iken,

N ={ (x19x2’x3). : (X13X29x3) # (0,0,0), (xl’XZ’XB) = (Xl,XZ,XB)X H
;. € B, A#E 0}

D ﬁ{:[al,az,as 1: [al,az,aB] #[0,0,0] , [al,az,aB] =ulay,ay,a4) 3
ai’ ue B,y %0 }

o: (Xl’XZ’XS)O[al’aZ’aS] <> ax, + a,x, +a 0

1¥1 F 3%y T 3% T
big¢iminde tanimlanan PZB = (N,D,0) bir projektif diizlemdir.
Benzer olarak F bir cisim iken,

N ={ (xl’XZ’XB) : (xlsX29x3) +* (0,0’0)’ (X19X23x3) = MX19X29X3);

X, A€ F sA# 0}

D ={[a153«2’a3] : [31,32333]#[030,0] a[al,azsa3] = M [alyazaa:.}];

a,WeF LJUF 0}
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o : (xl,xz,x3)o[a1,a2,a3]<3g>alx1 485X, + 85x%q =0

olmak lizere PZF = (N,D,0) bir projektif diizlemdir. Bu projektif diiz-

leme cisim diizlemi denir.

Homogen olmayan koordinatlarla da projektif diizlemler elde edi-

lebilmektedir.

Teorem 8.1: Herhangi bir (S,T) lineer i{igli halkasindan elde
edilen (8,1,.) sistemi bir bSlimli halka ise P(S T) projektif diizle-
3
mi her X noktasi ve her x dogrusu ig¢in (X,x)-geg¢igkendir, yani

Dezargseldir,

isﬁat: (S,T) lineer iiglii halkasindan elde edilen (S,+,.) sis-
temi b&limli halka olsun., . iglemi birlegimli oldugundan P(S,T)
((0),[0l)y-gecisken bir dizlemdir ve (S,T) iiglii halkasi bir sag ters
birlegimli yaricisimdir. Teorem 5.1.1 ve Teorem 5.1.2 den P(S,T)
bir Moufang diizlemidir. Oysa bu Moufang diizlemi, (0)#[0] iken

((0),[0])—gegi§ken oldugundan Dezargsel bir diizlemdir

Teorem 8.2: Herhangi bir (§,T) {i¢li halkasindan elde edilen

(8,T,.) sistemi bir cisim ise, P(S ) projektif diizlemi Pappusseldir.
b

P(S T) projektif diizlemi ile PZF cisim diizlemi arasindaj
b

f P(S,T) > PZF

£ (x,y) ~ (x,y,1) £ [mk] » [m,-1,kl
(m) -~ (1,m,0) ve [kl ~ [1,0,-Kk]
(= > (0,1,0) [<4 -~ [0,0,1]

bigiminde tanimlanan f eglemesi bir izomorfizmdir. Dolayisiyla P(S,T)
ile P2F diizlemleri izomorftur. Ayrica bu izomorfizm ile homogen olma-—
yan koordinatlarla homogen koordinatlar arasindaki geg¢is belirlenmek-
tedir,

Not: Cebirsel yapisi bdliimli halka (veya cisim) olan projek-
ti f diizlemler literatiirde olduk¢a iyi incelenmis oldufundan bunlar-

la ilgili olarak daha fazla ayrintiya girilmemigtir.



9. CARPIMSAL YAPISI GRUP OLAN DOUZLEMSEL HALKALARIN
BELIRTTI&l PROJEKTIF DOZLEMLER

Bu b6limde verecegimiz diizlemsel halka 8rneklerinde toplama ig-
lemi birlegimli degil fakat garﬁma iglemi birlegimlidir, Bu nedenle,
elde edilen ﬁrojektif diizlemlerin lineer iiglii halkasinin cebirsel ya-
pisinda (S-{0},.) sistemi bir grui)tur. Burada &nce, bagka hig bir

standart 8zellik saglamayan bdyle bir diizlemsel halka lizerinde durula-
caktir. Bu tiir sistemlere, benzetme yoluyla, kargit kartezyen grup

demek yerinde olacaktir. Ikinci ve iigiincii rneklerde ise dagilma
bzelliklerinin her ikisi de saglandigindan bu sistemler kargit yari-
cisim olarak bilinmektedir. Son olarak garblmsal yablsl gruﬁ olan
ve dagilma kurallarindan yalnizca bir tanesi (soldan) gergekleyen
bir diizlemsel halka sunulacaktir. Bu cebirsel yaplda kargit sol ya-
ricisim olarak isimlendirilmektedir. |

Ornek 9.1 (Spencer, 1960): & gergel sayilar cismi, . da bilinen

carpma iglemi olsun. & ﬁgerinde ® iglemi,
a+b , ab =20 iken
a®b =< a+ (Sign‘b‘)b2 R ab <0 ve |a| > b2 iken
Signa\/m +b , ab <0 ve |a <b2 iken
biciminde tanimlansin. (&, ® ,.) sisteminin bir kargit kartezyen‘
grup oldugunu gdsterelim.

Her a€ ® igin a.0 =0.a =0 oldugundan, a ®0 =0 @ a = a dir.

Her a,be @ igin a ® x = b egitliginin bir tek xe® ¢bziimiiniin

var oldufunu yine defigik durumlari inceleyerek gbstermeliyiz.

‘a =0 ise ax =0 dir, dolayisiyla a ®x =b = 0®x =b =
0 + x =b olup, x =b tek ¢dzlimdiir.

b=0ve a>0 ise,
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Ja +x = s x> 0 iken
a®x =0 <= a—x2= R x<0vea>x2 iken
\,\/E—I + X = , x <0 ve a <x2 iken (9.1)

elde edilir., a +x =0 =>x =-a <0 ve a-x2= 0 =>x2=a olul-),

a > x2 olmasi gerektiginden, her iki durumda da x ¢dzilimi yoktur.

vVa+x=0= x=-,Avex<0=> =a ve a<a oldugundan
(9.1) egitliginin tek ¢Bzimi x = ~+/a dir. '

b =0 ve a <0 ise,
a+x=0 » X <0 iken
adx =0 <= a+x2= 0 , x>0 ve Ia|>x2 iken (9.2)

-V la] +x =0, x>0Qve |a|<x2 iken

incelenmeli., a4+ x =0 = x =-a>0 ve a + x2= 0 = x2= -a elde
edilir. Halbuki |a| > x2 olmaliydi. Bu durumlarda x g¢dzimi yoktur,

-Vial +x =0 = x =4/ la] ve x>0 dir. Buradan < = |a] olur ve
boylece x =4/ [a] (9.2) egitliginin tek ¢dziimidiir.

a>0veb >0 ise,

L]

atx=b , x =20 iken

a®x =bp <= a—x2=b ’ x<0vea>x2 iken (9.3)

vVatx=0> , x<0vea<x21ken

olur.

a>bolsun, a+x=b = x =b-a< 0 dir ve x ¢dziimi yoktur.

Va+x=b= x=b-Va dir. Eger b >/ a ise x>0 dir ve ¢Oziim
degildir., 0 halde x <0 yani b <+/ a olmali, Fakat bu durumda da

x = b-12 =>x2=b2—2b\/£l_+-'a = a<b2—2b\/§+a =

0< b2—2b Vva < b2-2b2 = 0< —b2 celigkisi oldugundan ¢dziim yoktur,

a-x2 =b = x2= a-b ve a > a-b oldufundan x = - +/a-b (9.3) denkleminin
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tek ¢Oziimidir,

a <b olsun, a-x2=b ise x2=a—b <0 oldugundan bir geligki soz
konusudur, +/a +x =b iken x = b- Vva >0 oldugundan x ¢oziimi yoktur,

a+x =b ise x =b-a >0 olur ve (9.3) iin tek ¢Bziimi x =b-a dir,

a =b olsun, a—x2=b iken x2= a-b=0 dir oysa x <O olmaliydi.
va+tzx =b ise, x =b—\/—=b-\/_‘5>0 olmasi x <0 ile geligir ve x
¢ozlimli yoktur. a + x =b iken x =b-a dir ve x =b-b =0 (9.3) egit-

liginin tek ¢oziimiidir.

a <0 vebdb <0 ise

ra+x =>b , %X <0 iken
a®x=b<>da+x =b , x>0 ve ’a|>x2 iken (9.4)

_«/Ial-l—x:b R x >0 ve iai<x2 iken

dir,

a>b olsun, a +x2= b iken x2=b—a <0 dir ve -y/laj +x =b
iken x =b + +/[a] <0 dir bu nedenle her iki durumda x ¢ozimi yoktur.

a+x =b ise x =b-a <0 oldugundan (9.4) esgitliginin tek ¢Sziimiidiir.

a <b olsun, a +x =b ise x =b-a >0 dir ve x ¢bziim olamaz.
-V]a] +x =b ise x =b + Ial dir. Eger +/jal< |b| ise x <0 ola-
cagindan ¢Szim yoktur. x >0 olabilmesi igin+/jal> |b| olmalr. Oysa

2 + 2b \/Ial' + Ial ise,
la| <Db° + 2b/[&] + |a| ise 0 <b” + 2b /&) <b” + 2b|b| dir ve

0 < b2-2p>

bu durumda x =b + /|ja| = x =b
- .2 e e s A 2 . 2_
= -b  geligkisi elde edilir. a + x = b iken x =b-a ve
la] > x2 oldugundan x =vb-a (9.4) iin tek ¢6zlimidir.

a =b ise bir tek x = 0 ¢bziimliniin oldugu agikardir.

a<0veb>0 iken a ®x =b aynen (9.4) deki gibi tanimlidir.
Benzer iglemler yapilarak bir tek x =b + 4/ja] ¢Oziimi bulunur.
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a>0veb <0 iken a ®x =b denklemi (9.3) deki gibidir ve
x =b- va tek ¢oziimdir. - |

Her a,b€ R igin y @a =b egitliginin bir tek ye f ¢dzlimiiniin
oldugunu gdstermek igin benzer iglemler yapilabilir. Degigik durum-

larda bir tek ye & ¢oziimleri agagidaki gekildedir.

a =0 isey =b ve a =b ise y =0 dir. a >b =0 iken
y =—(a—b)2 ve b >a >0 iken y =b-a dir., a <b <0 isey = (b-a)2

ve b <a<0 isey =b-adir., a<0veb >0 ikeny =b +.al2 dir wve
eger a >0, b <0 ise y =b--a,2 dir,

a,b,c,d€® , a F¥c igin ax ®b = cx ® d denkleminin bir tek ¢dzii~

miiniin varligini yine degigik durumlar igin inceleyelim,

a,b,c,d >0 ise,

x >0 iken , ax+b ] [ ex+4d , x>0 iken
.2 ) ) 22 (9.5)
x < - iken , ax +b >=J cx +d s x<--—é—iken
b2 / d2
-2 < x <0 iken »= /|ax|+ b -/ |ex| + 4, —‘E<x<0 iken

egitligi elde edilir. a<cve d <b, c <aveb <d iken tek ¢dziim

X =%—_—_b£ dir. a<cveb<d, c<aved<b olmas1 hallerinde, eger

2 .2 .
. d -b . b~-d 2
ad <bec ise x = == Ve eger bc < ad ise x = —( T ) (9.5)
egitliginin tek ¢Oziimidiir.
a,c > 0 ve b,d <0 ise,
x <0 iken , ax + b ex+d , x<0 iken
2 2
b 2 _ 2 5 45
x> S iken , ax-b cx—d , X ~ iken (9.6)

2 2
0 <x<—b§ iken ,Vlax| + b Vlex| +4d, 0 <x<%— iken
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denkleminin, a <c ve b <d, ¢ <ave d <b iken tek ¢dziimi x =—i:2

dir, a<cved <b, c<aveb <d ise ad <bc iken,
2 .2

b -d . d-b 2 e e e ae
X ==, be < ad iken x = (7_;-_—/(::) (9.6) egitliginin tek g¢bzii-

miidiir.

a,c <0 ve b,d >0 ise,

x <0 iken , ax+hb cx +d , x <0 iken €9.7)
2 2 2 d2
x > — iken , ax +b =< cx 4+ d , X > — iken
lal 9 . lcl 2
0 <x<—2> iken , -/[ax|+b ~V[ex] +4d ,0 <x<-% iken
a c

olur, a<cveb<d, c<aved<b iken x =%_:_'% tek ¢oziimdiir.

2 2 &’
a<¢V¢d<b,¢<aveb<dhaller1ndebc'<av:1 iken X =-———o >
2 2.4 i = (=R )? denkleminin tek ¢dziimii-

ad” <bc iken ise x = (/T—a-_/r;‘) (9.7) denkleminin ¢
diir.

a,b,c,d <0 ise, denklem
x>0 iken * s ax + b [ ex + d , X >0 iken

2 2
x <—2— iken R ax—b2 =< cx—dz , X <'%- iken (9.8)
b’ — — d?
—a-<x<0 iken, , V|lax| + b L Vex| + d ,?<x <0 iken

d-b

bi¢imindedir. a <cve d <b, ¢ <aveb <d ise tek ¢dzlim x = —c

dir. a<cveb<d, c<aved<b ise (9.8) egitliginin tek ¢bziimii,

2 .2 . . 2
d olup, ad’ <b2c halinde ise x =

a-c S/Ial"/lq

bc<ad2 iken x =

dir.

Diger halleri kisaca Gzetleyelim. a,b >0 ve c,d <0, a,d >0

ve b,c <0 olmasi durumlarinda ax ®b =cx ©d egitligi sirasiyla,
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x 2 0 iken , ax + b L rex +d ,» Xx 2= 0 iken

2 2
x<—l)— iken s ax+b2 =9 (:x--d2 , x<%~ iken

a

b — v 8’

——£<x<0 iken , -Vjax| tb L /|cx|+d ,’E<x<0 iken
x <0 iken , ax+b ] [ ex+d , xS0 iken

2 2
x > -—%— iken , ax~b F=< cx + d2 y X 7 -—%- iken

b2 \ a*

0<x <—a- iken , V]jax| +b 1 [ -Y|ex| +d ,0<x<——€- iken

bigimlerini alir ve her bir durumda x ¢Sziimiiniin tekligi benzer iglem-

lerle gdsterilebilir,

a,b,c,dE® , a#c ike

xa @y
xc@y

I,

=b
=d (9.9

sisteminin bir tek (x,y)é;(ﬂz ¢6ziimiiniin varoldugu yine degigik hallerde

incelenerek uzun iglemler sonucu bulunabilir, Burada sadece bir durum

igin ¢bzim verilmektedir.

fxa+y =D

, xay 2 0 iken

2
xa ®y =b <=><l xXa + (Signy)yzzb , xay <0 ve lxl > L iken

[ xc +y =d

a

. 2
. (Signxa) V|xa| +y =b , xay <0 ve |x| < X iken

. |2
, xcy = 0 1iken

2
Xt @y =d <=><J xe 4 (Signy)y2 =d , xcy <0 ve |x|> I iken

a,b,c,d >0 Iise,

c
2

| (Signxc)? |xc|+ y=d , xcy <0 ve |x| <3 iken

||
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xa +ty =b , xy =20 iken
2
Xa+y2= b , x<0vey>0ve ‘x|>—al— iken
2
xa ®y =b <=>4) xa-—yz:b , x>0vey<0 ve x>—%— iken
2
..,/Ixa|+y:b y x<0vey>0ve lxl g_g._ iken
2
Y|xa| +y =b , x>0vey <0 ve xg% iken

T xcty =4d , xy =0 iken
9 2
xc +y° =4 , x<0vey>0ve |x] >-{- iken
9 2
xc ®y =4 << xe-y =4d . x>0vey<0vex>—}c7— iken
— 2
~/[xe] +y=d, x<0vey>0ve |[x] <dYC— iken
_ | 2
/|xc| +y =4 , x>0vey<0vex<%— iken

egitlikleri elde edilir, a > c ve b > d iken bir tek (x,y)E 82 co-

ziimiiniin oldugunu gbsterelim,

xa+y =bve xe +y =d = x(a-¢c) =b-d = x=%£g—>0 dir ve

ad-be
a-c

dir. Dolayisiyla ad-bc > 0 iken (9.9) sisteminin tek ¢&-

b-d ad-be
a-c > a-c

zimi  (x,y) = ( ) dir.

xa + y2 =b ve =xc + y2 =d = x =-2:i > 0 oldugundan ¢8zilim yoktur,

xa—y2 =b ve xc—y2 =d = x =—2—E—2— >0 vey =-+ b::cia oldugundan

2

ve ayni zeamanda x >_Zl_ ve x >_}cr_ kogullari saglandigindan ad-bc <O

. - _ . b=d bc-da
iken tek ¢dzim (x,y) = ( prpall =

) dir.
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~VIxa| +y =b ve =V[xe| +y =d >V x| (V| -/ =b-d

. - ) -d _
= |x |= m =>  Sign -l'c—l)l‘;‘—"”‘/-;—“‘ —> (-) oldugundan ¢8ziim

yoktur.

N b-d
|xa| +y =b.ve V|xc| +y =d => ad-bc <0 iken (x,y)g((m)2,

2 2
d——-——.__.-.ﬁ b/f_) olmakla birlikte x <3;- ve x <Z kogullari saglan-
a — vc

madigindan ¢Ozim yoktur. =xa +y2 =b wve —\/|x__c_|- +y =d, Xa‘}'zzb

ve V|xe| +y =d, =V/|xa] +y =b ve xc +y2= d, V|jxaj +y =b ve

xc—y2 =d sistemlerinin (x,y) ¢dzimlerinin bulunmadigi gbsterilebi-

lir. a,b,c,d€ ® sayrlarinin difer durumlari ig¢in (9.9) sisteminin

yine bir tek (x,y)é.ﬁ{z ¢Ozilmi vardir.

® igleminin birlegimli olmadigini ve dagilma kurallarini ger-
ceklemedigini birer Srnek ile gbsterelim.
(5 €4) ®(-3) =9 ®(-3) = /9-3 =3-3 =0
= 0 #4 dir,
5@ (4 ®(-3) =50 /A4-3) =5®(-1) =5-1 =4

4.(4 ®(-1)) =4( VE-1) = 4,1 =4

i

] = 0 #* 4 dir.
Jﬁ—a=4—4=of

4,4 ® 4(-1) =16 © (-4)

(-4 ® 1) .4 = (=4 +1).4 = =34 =-~12

‘ = 0 #-12 dir.
4.4 ®1,4=-16 04 =~ /|<16] +4=-4+4 =0

Tanim 9.1: S, 0 ve 1 gibi en az iki elemana kai:sayan ve lize-
rinde @ ve © gibi ikili iglemler tanimli olan bir kime olmak iizere
agsagidaki kogullari saglayan (S, © ,0) sistemine bir (DNR) division
neo-ring denir, '

(i) (s, ©®), birim elemani O olan, bir yar:.gruptur.

(ii) (s-{0},9), birim elemani 1 olan, bir yarigruptur.
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(iii) Her x¢€ S igin %00 =00x =0 dir.
(iv) Her a,b,ceS igin,- |
ad( ®c) = (adb) P (adc)
ve
(a ©b)0c = (a®c) ® (bAc)

dir.

Paige, birlegimli division neo-ring'ler {izerinde neo-fields adi
altinda caligti ve genelde bir DNR nin diizlemsel {i¢lii halka olmadigi—-
n1 gésterdi (Paige, 1949). T(a,b,c) = adb ®c iiglii iglemi ile birleg~-
tirilen bir DNR (S, ® ,0) sisteminin bir lineer diizlemsel halka olma-
s1 igin gerek ve yeter kogullar gunlardir:

(v) Her a,b,c,d€S , a F¥c¢ igin,

adx ®b = cOx & d
esitliginin bir tek x ¢Ozimi vardir.

(vi) Her a,b,c,d€S , a F ¢ igin,

x0a @y =b
x0c @y =d

sisteminin bir tek (x,y)€& 52 ¢Gzimi vardir.

(v) ve (vi) kogullarini saglayan bir DNR ye (PDNR) planar
division neo-ring denir, garﬁma iglemi birlegimli olan bir PDNR ye
kargit yaricisim demek uygun olmaktadir. Kargit yaricisimler iize-
rine kurulan diizlemler ((0),{0]), ((=9,[0,0]) ve ((0,0),[~d )-gegig-
kendir., Simdi bazi kargit yaricisimleri ve bunlara bagli olarak elde

edilebilen bazi kargit kartezyen grup Srnekleri verelim.

Ornek 9.2 (Kaya, 1974): & gercgel sayilar cismi olmak iizere &
de bilinen . iglemi aynen alinip yeni bir ® iglemi,

(Signv) vz—u2 s uE <0,~>
uPpv =

u+4 v , ud <0,~-v>

bi¢ciminde tanimlansin. (8,9 ,.) sisteminin bir karsit yaricisim ol-

dugunu gisterelim,

Her xe® igin 0 ®x =x ®0 =x olup 0 , (R, ®) sisteminin

-
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birim elemanidir.
(Signx) v/ xz---a2 =b , aé& <0,-x>
a ®x =b < | (9.10)
a+x=b , a 4, <0,-x>

egitliginin bir tek x€ & ¢Bzilimiiniin oldugunu gdstermeden nce< 0,~x >
in anlamini belirleyelim. EBer x <0 ise <0,-x > =fefl: 0 <y <x}
ve x >0 ise <0,-x > = yeR: -x <y <0} dir.

a =0 olsun, 0 ®x =b => 0 +x =b => x =b tek ¢dziimdiir.
b =0 iken a <0 olmasi halinde a € <0,-x > 1ise -a <X ve

\V/ x2—a2 =0 =>x = a oldufundan ¢dzim yoktur. a >0 iken a€<0,-x>

ise x < =-a dir ve - \/xz-a2 =0 => x =-a elde edildiginden ¢5zim
yoktur, aﬂf <0,-x > iken ise a nin igaretine gdre x < -a veya
x 2 -a olacagindan a + x =0 => x =-a (9.10) egitliginin tek ¢Ozii-

miidir,

a>0veb>0olsun, a€ <0,-x > iken 0 <a<-x dir.

- \/;{’2-—-;.5 =b ve b > 0 oldugundan bu miimkin degildir. a g <0,-x >
iken -a < x dir. -a = x iken b =0 oldugu gésterildi. -a < x iken

isea+x=b=‘> x =b-a => -a <b-a => b >0 dir ve x =b-a (9.10)

un tek ¢8ziimiidiir. Benzer iglemler yépllarak a<0veb <0 olmasi ha-

linde x =b-a, a >0 ve b <0 iken x = - a2+b2,a<0veb>0
ise x = a2 + b2 degerlerinin (9.10) denkleminin tek x ¢6ziimii oldu-
gu gorilir.
. 2 2 .
(Signa) / a"™=x" =b , XE<K0,-a>
xPa=b <= (9.11)
x+a=b s Xﬁ/<0s"a>

egitliginin bir tek x ¢Ozimiiniin var oldugu yine degigik durumlar

igin belirlenmelidir,

a=0 ise < 0,0 > =@ oldugunda x ®0 =b <> x + 0 =b olur
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ve bu tek ¢oziimdiir, b =0 iken x = -a tek ¢dzlimdir. a <0, b >0

veya a > 0, b < 0 hallerinde x = b-a ¢Ozimi tektir. Eger a >.0 ve

b>0 ise a >b iken x = -/ a’-b> ve a <b iken x =b-a (9.11) in
tek ¢Oziimiidiir. Son olarak a < 0, b <0 ve iistelik a > b ise,x = b-a

ve a <b ise x =\/a2—-b2 tek ¢oziimdiir.

Netice olarak (R, ® ) bir yarlgruétur. Ayrica a ®x =0 ve
X ® a = 0 egitliklerinin ¢Oziiminiin teklifi arastirilirken goriildiigii
gibi (R, ® ) ya ait her bir x elemaninin toplamsal tersi (®,+) daki
tof)lamsal tersi ile aynidir. Carpma iglemi ® de bilinen garpma igle-
mi oldugundan (R~{0},.) birim elemani 1 olan bir gruptur. Her xe®f
igin x,0 = 0.x = 0 dir. Sagdan ve soldan dagilma Szelliklerinin sag-

landiginy gdsterelim,

u(Signw) \/wz-v2 , veE L 0,~w >

u(v ®w) = (9.12)
u(v + w) , v4<0,~w>
(Signuw) +/ u2 —112V2 , uv € < 0,-uw >

v O uww = (9.13)
uv + uw s uv4_<0,—uw>

L3

veE <0,-w> < uvé < 0,-ww > oldugundan (9.12) ve (9.13) esit~

liklerinden

u(v ® w) = u(Signw) \/wz—v2 = (Signuw) +/ uz(wz—vz) = uv ® uw

(9.14)

elde edilir. v¢ <0,-w > <> uv £ < 0,-uw > dir,bu nedenle

wWv@®Ow) =u(v4+w =uv+ uw =uv ® uw (9.15)
olur. (9.14) ve (9.15) den soldan dagilma 6zelligi saglanir. Sagdan
dagilma 8zelliginin de saglandigir kolaylikla gbdsterilebilir. Bdylece
(], ®,.) carpma iglemi birlegimli olan bir DNR dir. (&, © ,.) nin
bir karsit yaricisim oldufunu gbstermek ig¢in Tanim 9.1 deki (v) ve

(vi) kogullarinin geometrik anlamindan faydalanacagiz (Kaya, 1972).

Her a,b,c,d€ER , a £ c igin,

ax ®b =cx ® d (9.16)
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egitliginin bir tek x&® ¢oziimiinin oldugunu gdstermek istiyoruz. Bu
[a,b] , [c,d] gibi farkli iki dogrunun bir tek (x,y) noktasinda ke-

sigmesi demektir,

a,b,c,d >0 ve a>c , b <d olsun.

x € <0,-b/a > ve x € <0,-d/c > ise, x =-1

olmasi nedeniyle x¢® dir, x¢& <0,-b/a > ve x ¢ <0,~d/c > ise,

x =3B >0 vey =3BC 5 0 o1up x tek ¢ozimdiir (§ekil 9.1).

a=c a—-c
d%
/b

4
A

Sekil 8.1
a,b,c,d >0 ve a<c, b <d olsun,

%>% iken durumu inceleyelim. x ¢ <0,-b/a > ve x¢& <0,-d/c >

ise \/bz—azx2 = 4/ dz—czx2 =y olacaktir. Oysa Sekil 9.2 ye ba-

kildiginda vy <'0 oldugu goriilmekte, Dolayisiyla ¢dziim yoktur,

x¢<0,-—b/a> ve x¢ <0,-d/c > ise ax +b =cx +d =

_d-b _ ad-bc
x = <0vey=—

< 0 oldugundan x tek ¢ozimdir (Sekil 9.2).

N

%

'y
a

Sekil 9.2

Eger < ise x € <0,-b/a > ve x¢€ <0,-d/c > ise,

(e R =N
oo
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b2—d2 a2d2_b2c2 .
x =- a2 7 ve y = ——?::é—* olup x tek ¢oziimdiir. x ¢ <0,-b/a>

ve X ¢ <0,-d/c > olmasi halinde =x _4-b <O0vey = ad-bc

a-c a-c

bulunur.

Eger ad-bc < 0 ise ortak nokta IIL.b8lgede ve ad-bc >0 ise III.b8lgede
olacagindan bu miimkiin degildir (Sekil 9.3).

A

ya —
/

a,b,c,d€ R lerin difer hallerinde de x¢ ® ¢8zimi tektir. Bu-

Sekil! 9.3

rada sadece x ¢bzimleri ve geometrik anlamlarini gosteren grafikleri
verilmektedir.,

a,b,c,d <0 olsun. a>c , b >d ve —g— >_IZT ise de’b

———

a-c
d b b2—d2

tek ¢odzimdiir (Sekil 9.4), Eger—c— < - ise x = _\/_??_T tek
' a -c

gozimdiir (§ekil 9.5). a <ec , b>d olmasi halinde ise x =S ¢o-
zimii tektir (Sekil 9.6).

S

\d\& 7\. cd/c 7\ -b/a
-d/¢ b\ -t:/awt b _ -d/ch

Sekil’ 9.4 Sekil 9.5

o

Sekil 9.6

a,c >0 ve b,d <0 olsun. a<c,b>dve%<% ise tek ¢o-

ziim x =§— dir (Sekil 9.7). Ayni kosgullarda %>% ise
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¢oziimi tektir
a -c

tek ¢ozlimdiir (Sekil 9.9).

L

(Sekil 9.8).
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d-b

a>cveb>dise x = —

a-c¢

"’K

-d/./ -bla -
-d/c - > -b/a
b
///,/’///// b :::;12"///[
//«
Sekil 9.7 Sekil 9.8 Sekil 9.9
a,c <0 ve b,d >0 olsun. a>c,b<dve%—<-% iken

X =§—:% tek coziimdiir ($ekil 9.10). % > —%— ise tek c¢dzilm
b2-a? d-b
X = 53 dir (Sekil 9.11). Eger a <c ve b <d isex=a_C
a“-c
¢6ziimi tektir (Sekil 9.12).
N

\
\.,

d

Sekil 9.10

a>0,c<0veb,d>0veb <dolsun.

Sekil 9.11

-ab + \/ad +c2d2 22

b

X =
+ c

¢ <0 veb,d>0veb>d olsun,tek ¢dzim x

dir (Sekil 9.14).

;’5/
/g

tek ¢oziimdiir ($ekil 9.13).

~cd- ‘v/a2b2+-2b2 24

a,b <0 ve ¢c,d >0 ve da > |b|

LW

\-d/c

Sekil 9.12

a>0,

a+c2

iken bir tek
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¢Sziimii vardir (§ekil 9.15).

-ab- \/a2d2 + c2d2--z:12b2
X = 5 5
' a +¢

J | \
A S el

b

-b/a -d/c Zb/a
/'J -d/c a7 \ >

Sekil .13 i
Sekil 9.14 Sekil 9,15

a,b <0 ve ¢,d >0 ved< lbl iken tek ¢Gziim

\/22 2.2 2.2
w=2td-vab tecbmad g (seril 9.16). a,b,d <O ve ¢ >0
‘a2+C2

\/ 22 22 22
ve b < d oldugunda x = cd ab ; = b2 24 ek ¢dzimdiir
a +c

(Sekil 9.17). a,b,d <0 ve c¢>0 ve b>d iken bir tek

_—ab + \/azd2 + c:2d2—c2b2
= 2 2
a“ 4+ ¢

cbziimi vardir (Sekil 9.18).

¢

d
m/ -b/a -d/¢ -b/a -d/c/ -

SN O =

Sekil 9.16 Sekil 9.17 Sekil 9.18

a,d <0 ve b,c>0veb< \d\ olmas1 halinde bir tek

/ 22 2.2 22
x = -ab + ad +2C d 2C_L) ¢Szimii vardir (Sekil 9.19).
a +¢c¢




a,d <0 ve b,c >0 veb >’|d[
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iken x = 5

a

oZp2qa2a?
b e d
+c

a,b,c >0 ve d <0 ve a <c ise tek ¢dziim

¢Bzlimii tektir (Sekil 9.20).

dir (Sekil 9.21).

N .

\b e ,

%

~b/a -d/c
/d

Sekil 9.19

/d

Sekil 9.20

/b/a

/4/ c

d

Sekil 9,21

a,c,d <0 veb>0ve a>c ise bir tek x =S ¢ozili-
a,c,d <0 veb >0 ve a <c olmasr1 durumunda

a,b,c >0 ve d <0 ve a > c iken bir tek x =~g;%— ¢Ozimi vardir

(Sekil 9.22).
. mi vardir (Sekil 9.23).
x =3 sotmi tektir (Sekil 9.24).

/ | N

b \
\ -d/c -b/a =
~b/a

= AR

Sekil 9,23

aQ

Sekiy 9.22 Sekil 9.24

Bdylece (9.16) egitliginin her durumda bir tek x& & ¢Oziiminiin

var oldugu gdsterildi,

Her a,b,c,de® , a ¥ ¢ igin,
xa ®b =y
xc @d =y (9.17)

sisteminin bir tek (x,y)élﬁz ¢Ozilmiintin bulunmasi demek, geometrik
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olarak (a,b) # (c,d) noktalarinin bir tek [ x,y] dogrusu belirtmesi
anlamindadir. Burada (9.17) sisteminin bir tek (x,y) ¢Ozlmini arag-

tirirken yine geometrik yorumundan faydalanacagiz.

a,c<0veb,d>0vea<c,b<d olsun. a&<0,~y/x> ve

ce <0,-y/x> oldugundan \/yz—xza2 =b ve \/yz—xzc2 =d olur.

[ 2 7
Buradan yz—xza2 = b2 ve yz—xzc2 = d2 oldugundan x = —R:-)_—El-é— ve

bzcz—azd2
YV = —5— bulunur (Sekil 9.25). a,b,c <0 ve d>0ve a<c
¢ -a

iken +/ yz--xzc2 =d ve xa +y =b den bir tek (x,y) c¢bziimii olarak

Gy = (2t a?d? 4 p2ct-cld? —bcz—anv/azdz + b2c?-c?q?
Xyy) = ) 2 2
a —c¢ a =c

bulunur (Sekil 9.26). a < 0 ve b,c,d >0 ve b < d olmasi halinde tek

¢dziim

oy = ca- o/ a2? 4 b2c2-a®? .24 4 ¢/ a2d? + blci-alb?
T c2-a? 7 c:z--a2 ‘ )

dir (Sekil 9.27).

[\ /c.d)

(c.9) (a:0)

AR A

Sekil 9.25 Sekil 9.26 Sekil 9.27

a,b,c,d <0 ve a<c, b>d olmas1 halinde tek ¢dziim,

L2 g2 0222242
(x,y) = < - *—2——; ’ = "—“?:—':‘2— ) dir (Sekil 9.28). a,b,c <0 ve
, ct-a cé-

d>0 ve c <a iken,
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(x,5) = de- -V/azd + b c —azb2 . -a d +-c.v/a da” + b c ~a 2bz>
. 5
-a c2-a2

tek ¢dziimdiir ($ekil 9.29). a >0 ve b,c,d <0 ve b < d iken,

ab + V/azd +Ab2c2— 242 -bc —anv/a da” + bzc2 2d2
a2—c2 ’ al o2 )

(x,y) =

cozlimi tektir (Sekil 9.30).

\ N \

7
(a'b)
(cd) (2.b) (c.d)
\(a.b)

Sekil 9.28 Sekil 9.29 Sekil 9.30

a,c >0 ve b,d <0 ve a<ec, b<d ise bir tek

‘ [(2.2_22
, — Sziimii vardir (Sekil 9.31).
(x,y) ( \/ CZ-aZ 3 / 2_42 ) ¢ozumy (§ )

a,b,d <0 ve c >0 veb <d olmasi halinde tek ¢dzim

)

ab~- a d2 +~b2c2— zd?

az—cz 2 2

-be +-ax/a d -sz 2 2d2

(x,y) =(

dir (Sekil 9.32). a,c,d >0 ve b <0 ve a <c iken tek ¢&zim

cd~\/ a?a? + ble?-a®?  —ala- c\/a & +plcl-alp?
) ’ 2ea? )

(x,y) =

dir (Sekil 9.33).

/ / . /c.d)
‘ - by b
C >

(cad) -
' {c,d) a,b)
(a,b)
(a.b/

Sekil 9.31 ‘ Sekil 9.32 Sekil 9.3
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a,b,c,d>0 ve a<c,b>d ise

2% - /gzcz_azdz

- s
/T2 2y 22

(x,y) = ( tek ¢Bzimdiir (§ekil 9.34).

a,c,d >0 ve b< 0 ve ¢c<a iken

2
ab-\/a d2 + b2c2—c:2d2 —-bc2 + a azd2 + b2c2--c2d2
(X,Y) :( ’ >

a2-c2 a2-c2

¢Ozimi tektir (Sekil 9.35). a,b,d >0 ve c <0 ve d>b ise

[ —— i e oo,

(<8 + a%a? + v et cafa+ ey aPd? + bPe2-ath?

(X,Y) = 2
Cz—'az Cz—-az )

¢Ozlimi tektir (Sekil 9.36).

km>\
(8.b)

h\\ \\Ymﬂ \\Ym)

(¢,d) .
>

\ \(a-b) \

Sekil 9.34 Sekil 9.35 Sekil 9.36

Simdi inceleyecegimiz durumlarin her birinde (9.17) sisteminin

. b-d ad-bc
bir tgk (x,y) = ( Tt ame

) ¢Ozlmli vardir. Fakat ad-bc nin iga-

retine gdre, noktalarin belirledikleri dogru farklr bir konumda-

dir.

a,b,c,d <0 ve a>c , b>d olmasi1 halinde ad-bc > 0 iken
Sekil 9.37 deki dogru elde edilir. a,b,c,d >0 ve a>c, b >d iken
ad-bc < 0 ise dogru Sekil 9.38 deki gibidir. a,d <0 ve b,c >0
iken ad-bc > 0 ise Sekil 9.39 daki dogru elde edilir. a,c >0 ve
b,d <0 iken a < c¢ , b > d olmasi halinde ad-bc < 0 ise dogru
Sekil 9.40 daki gibidir. a,b,c,d nin diger bitin durumlarinda
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ad-bc nin igaretine bagli olarak yine bu dogrulara benzer birer tek

dogru vardir.

) ' i
/(a.b) \
{a,b)
/ S /‘ (c,d) \
(a.b) j \ TN
=

Sekil 9.37 Sekil 9.38 Sekil 3.39 Sekil 9.40

Boylece, bu drnekte elde edilen cebirsel yaﬁlnln bir kargit ya-

ricisim oldufu gosterildi. Gergekten,

1@(2®3) =-1 @/ b =-1@ b =y/5-1=

iken

-1 (-2)) 3=-30®3=-3+3=0
ve

-1®2=y4-1=y3
iken |

2€ (-1) = 2-1=1

oldugundan ® iglemi birlegme ve defigsme dzelliklerini saglamaz.

NOT: Yukarida ele alinan kargit yaricismin toplama igleminde bazi
degisiklikler yaparak bagka kargit yaricisimler ve kargit kartezyen grup-
lar (dolayisiyla farkla ﬁrojektif diizlemler) elde edilebilir,$imdi buna
iligkin dort ayri durum {izerinde kisaca duralim:

(1) u,ve® ig¢in @ iglemini,

vi-u© , -v< u< 0 iken

uP v =
ut+ v , diger durumlarda

bigiminde degigtirelim, Bu takdirde,

! 222,-—b<mx<01ken
(x,y)om,b] <=y =T(m,x,b) = mx® b )l

mx+ b , diger durumlarda

almak kaydiyla, (&, ® ,.) sisteminin bir kargit kartezyen grup oldugu

(Ornek 9.2 deki kisitlamalar gbzdniine alinarak) kolaylikla gdsterilebilir.
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Bu cebirsel yapiya kargilik gelen ﬁrojektif diizlem,gergel analitik bro-—
jektif diizlemin iist yari kisminda Ornek 9.2 deki deformasyonlarin yainl—
mas1 ile elde edilen projektif diizlemdir. Gergel analitik ﬁrojektif diiz-
lemin ardigik herhangi iki kadraninda s8z konusu deformasyonun yainlmam
ile elde edilen ve bu diizleme izomorf olan ii¢ adet projektif diizlem var-
dir. (Bu diizlemler,(Kaya,1974) de L, ile gbsterilmektedir.)
(i1) uw,ve & icin ® iglemi,
W .
Vvv-u , v <u <0 iken
u Dv = 4

L u+v , diger durumlarda

/bz—-m2x2 ,m >0 ve -b <mx <0

iken

ve

(%x,y)o[m,b] <= T(m,x,b) =mx §b =
mx + b , diger durumlarda

almak kaydiyla (&, ©,.) sisteminin de bir karsit kartezyen grup oldugu
kolaylikla gdsterilebilir. Bu karsit kartezyen gruba kargilik gelen

projektif diizlem, gercel amalitik projektif diizlemin yalnizca II.kadra-

ninda Ornek 9.2 deki deformasyonlarin yapilmasi ile elde edilen ﬁrojek—

tif diizlemdir. (Bu diizlem,(Kaya,1974) de I, ile gbsterilmektedir.)

1
Gergel analitik projektif diizlemin herhangi bir kadraninda sbz konusu
deformasyonun yapilmasi ile de bu diizleme izomorf iig adet projektif

diizlem daha elde edilebilir.

(iii) wu,ve® igin ® iglemini,

v vz—u2 , =v <u<0 iken

— /
uBv = —\/vz—u2 , 0 <u<-v iken

u+v , diger durumlarda
biciminde degigtirelim. Bu takdirde,

/
\/b2-1112x2 ,m>0ve -b <mx <0

AT 73 Heen
(%,y)o[m,b] <> T(m,%,b) =mx ®b =¢{ - \b™~nx" , >0 ve 0 <mx < -b
iken

mx + b , diger durumlarda
almak kaydiyla (&, ©,.) sisteminin bir kargit yaricisim
oldugu kolaylikla gbsterilebilir. Bu kargit yaricisme kar-—

gsi1lik gelen projektif diizlem, gergel analitik projektif



120

dizlemin II. ve IV. kadranlarinda deformasyon yapilmasi ile elde edile-
bilir, (Bu diizlem (Kaya,1974) de Iy ile gdsterilmektedir.) Gergel a-
nalitik projektif diizlemin I. ve III. kadranlarinda deformasyon yapmak

suretiyle bu diizleme izomorf olan bir diizlem daha elde edilebilir.

(iv) u,veR i¢in,

2 2 .
vV -u , v <u<0 iken

uPv = —\/Vz—uz , 0 <u<=-v iken

. u-+v s diger durumlarda

N bz—mzx2 ,m>0 ve -b <mx <0

“FFS iken
—\/b'/'—mx ,. 0 <mx <-b iken

mx +b , diger durumlarda

ve

(x,y)o[m,b] <= T(m,x,b) =mx ®b =

almak kaydiyla (R, ® ,.) sisteminin de bir kargit yaricisim oldugu kolay-
likla gdsterilebilir, Ornegin, dagilma 6zelliklerinin saglandigini gds-
terelim,

r /“‘—————u-._
v - , —wv <wu <0 iken

® = /
wu Wy - w2v2~w2u2 , 0 <wu<-wyv iken

wu t+ wv , diger durumlarda

\/ wz(vz—uz) , —-wv <wu <0 iken

= - \/wz(vz—uz) , 0 <wu<-wv iken

w(u + v) , diger durumlarda

f—~—~
w\/vz—-u2 , —v<u<0 iken

=<! -W v2-—u2 , 0<u<-v iken
w(u + v) , diger durumlarda
=w(u ® v)

elde edilir. (;arbma iglemi degigme Gzelligini sajladigindan sagdan dagil-
ma kurali da gegerlidir. Bu cebirsel yapiya kargilik gelen projektif
diizlem, gergel analitik projektif diizlemin IL.,III. ve IV.kadranlarinda

deformasyon yapilmasi ile elde edilebilir. Gergel analitik projektif
diizlemin herhangi li¢ kadraninda s8z konusu deformasyonun yapilmasi ile

elde edilen ve bu diizleme izomorf olan li¢ adet diizlem vardir.
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Ornek 9.3 (Naumann, 1954): (B, + ,.) herhangi bir sirali b&liim-
1i halka olsun. keB, 1 #k >0 olmak iizere yeni bir @ iglemi,

utv , uv 2 0 iken

u®v =q ku +v , uv <0 ve !kull<‘v| iken
u +-k—1v , uv <0 ve |kul >’|V| iken

bigiminde tanimlansin. Bdyle elde edilen (B, ®,.) sistemi bir kargit
yaricisimdir ve bagka 6zellik saglamaz. (Ornegin, (B, + ,.) siralz
b&liimli halkasi yerine (&, + ,.) sirali gergel sayilar cismini alarak
(&, +,.) kargit yaricismi elde edilir. (B, ©,.) sisteminde (B-{0},.)
bir gruﬁ iken (&, ®,.) sisteminde (6£-{0},.) bir degigmeli gruptur. Bu~
radaki 8zelliklerin saglanmasi, daha sonra verecegimiz kargit sol yari-
cisim Srneginde daha genel olarak yapilacagi ic¢in —tekrarlamaktan kur-

tulmak igin-verilmemigtir.)

Son olarak, carpimsal yapisi grup olan ve bir tek dagilma (Srne-
gin soldan dagilma) kuralini gercgekleyen bir diizlemsel halkadan s&z e~
decegiz. BOyle cebirsel yaﬁllar, kargit sol yaricisim olarak isimlen-
dirilir. Ornek 9.3 de, (B, + ,.) sirali bslimld halkasi yerine (S,+,.)
sirali sol yaklasik cismi almak ve k y1 merkez eleman:i segmek, bir kar-
sit sol yaricisim olugturmak igin yeterlidir., Ornegi vermeden &nce
karsit kartezyen grubun bir bagka tanimini ve bildigimiz karsit kartez-
yen gruﬁ aksiyomlarinin bu tanimdaki aksiyomlara egdeger oldugunu gds—

teren teoremi verelim.

Tanim 9.2: S, lizerinde toplama ve carpma iglemleri tamimli olan
bir kiime olmak iizere, agagidaki aksiyomlar saglaniyor ise S bir karsgit
kartezyen gruptur.

(i) S, toplama iglemine gdre birim elemani O olan bir yarigrup-
tur.

(ii) Her ac S igin a0 = 0a = 0 duir.

(iii) S nin sifirdan farkli elemanlari garpma iglemine gire, bi-
rim elemani 1 olan, bir grup olugtururlar.

(iv) r,s,teS ver #¥s, t #1 igin

t+0 Ns+0 =t, 3+ +s) =t
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denklemlerinin birer tek x,y€ S ¢6zimleri vardir.

Teorem 9,1: Tanim 9.2 deki gibi belirlenen bir kargit kartez—
yen grup,
{%(m,x,c) =m(x +-m_1c) (m #0)

T(0,x,c) =c¢

icli iglemine gdre bir {igld halkadir. Kargit olarak, her m,x,c igin
T(m,x,mc) =m(x + c¢) kogulunu ve garpimin birlegme kuralini gergekle-

yen her {i¢lii halka bir kargit kartezyen gruptur.

1s§at: S bir karsgit kartezyen grup olsun. S nin ig¢li halka
oldugunu gdstermek igin Tanim 1.3,2 deki (T1)...(T5)aksiyomlarinin
saglandigi gdsterilmelidir. T nin tanimindan ve Tanim 9.2 deki (i)

ve (iii) dem T(0,x,¢) =c¢ ve T(m,0,c) =m(0 + m—lc) ::m(m-lc)=(mmf1)c

= ¢ dir dolayisiyla (T1) saglanir. Yine T nin tanimindan ve Tanim
9.2 deki (i),(ii) ve (iii) dem T(1,%,0) = 1(x + 17%0) = 1.x = x ve
T(m,1,0) = m(l + m—lo) =m.l = m oldugundan (T2) saglanir. (T3) iin
saglandifini gstermek igin T(a,b,x) = c esitliginin bir tek x ¢dzii-
miinlin  oldugunu gdstermeliyiz. a =0 ise T(0,b,x) = ¢ oldugundan
x =c¢ dir. Eger a # 0 ise T(a,b,x) = a(b + a—lx) = ¢ yani b+a—1x=a~1c
dir ve S toplama iglemine gdre yarigrup oldufundan, bu denklemin bir
tek a—lx ¢ozlimli vardir, ayrica S garpma iglemine gore gruﬁ ve a #0
oldugundan x ¢oziimi de tektir. my #=m2 iken T(ml,x Cl) T(m2,x,c2)
e§itliginin bir tek x ¢dziimlinin oldugunu gdstermeliyiz, m1= 0 ise
#=O dir ve T(0,x,c ) = T(mz,x,c ) esitligi ¢, =m, (x +'m ) bi-

glmlnl alir, buradan m2 =x +m, elde ed111r ve S toplama igle-

2 %2
mine gbre bir yarigrup oldugundan bu egitligin bir tek x ¢dzlmii vardir.

_ o DUPIRU . v
m, = 0 ise my #0 dir ve ml o =% +m e, egitliginin bir tek x ¢bzl

mi vardir. m, , M, # 0 ise ml(x + mI Cl) = m2(x + mzlc ) denklemini ¢dz-

-7 Z - . - _
meliylz, m ey =m, ¢y lse m, #=m2—ildugundan x + m) "¢y 0 esitligy
ile bir tek x gazﬁmﬁ belirlidir c #=m c. lse denklem

m,m, = (x + m2 cz)(x + m c ) b1g1m1n1 alir. #=1 ve

MM
I c #=m2 2 oldugundan bu deunklem, Tanim 9.2 (iv) deki ikinci denk-
lem 11e ayni bi¢imdedir ve bu nedenle bir tek x ¢Sziimi vardir, dolayi-

siyla (T4) saglanair. Isbatl tamamlamak ic¢in (T5) in saglandigini
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gostermeliyiz., a #c ig¢in T(x,a,y) =b, T(x,c,y) =d olacak bigimde
bir tek (x,y)€ S:Z nin varoldufunu g&sterelim, b =d ise x =0 olaca-

gindan bu durumu ayrintili olarak incelemeye gerek yoktur. Bu nedenle,
x(a + X_ly) =b
x(c +x ty) =d (9.18)

sistemi elde edilir., Burada b =0 olmasi igin gerek ve yeter kogul
a + x-ly = 0 olmasidir. $dyleki x(a + x_ly) =b =0 <=>a + x—ly =0
dir. Bu durumda d #£0 ve ¢ + x—ly # 0 dir dolayisiyla x—ly = =-a dir
ve (9.18) sistemindeki ikinci denklemden x ve bdylece y gazﬁlébilir.
Benzer yorum d =0 i¢in yapilabilir. Eger b,d #0 ise, a + x—ly # 0,
c + x—ly # 0 oldugundan b(a + xmly)—-l =x =d(c + x_ly)_l yazilabilir
ve buradan d—lb =(c + x—ly)_l(a + x-ly) elde edilir. d_lb *1 ve

a # ¢ oldugundan bu denklem Tanim 9.2 (iv) aksiyomundaki birinci denk~
lem ile ayni bigimdedir ve dolayisiyla x—ly tek ¢dziim olarak bellidir,
Bu nedenle b(a + x_ly)_lz x =d(ec + x_ly)—1 denkleminden x ve netice-

de y de birer tek olarak bulunabilirler.

Kargit olarak, T(m,x,mc) = m(x + ¢) kogulunu ve garﬁlmln birles-

me kuralini gergekleyen her ii¢ld halka i¢in, T(m,x,c) = m(x + m'-lc)

m # 0 ve T(0,x,c) = c yazilabilir. (S,T) bir {igli halka olmak iizere
(8,4) ve (5-{0},.) sistemlerinin, birim elemanlari sirasiyla O ve 1
olan, birer ya‘rlgrup olduklari ve her x& S ig¢in x0 = 0x =0 oldugu
Teorem 2,1,1 den bilinmektedir. Ayrica, hipotezden garpma iglemi
birlegimli oldugundan (S-{0},.) bir gruptur. Ispati tamamlamak igin
son olarak r,s,teS ve r #£s, t #1 iken (r + x)—l(s +x) =t ,

(y + o)y + s)—-l = t denklemlerinin birer tek x,y¢ S ¢bziimlerinin
oldugunu gdstermeliyiz. (T4) den, my qﬁmz iken T(ml,x,cl):T(mz,x,cz)

olacak bigimde bir tek xe&S vardir. m, ,Mmy C ve m»llc #* mglc2 iken

1

. -1, -1 _
T nin tanimindan ml(x + my Cl) = mz(x + m, cz) ve buradan

mlm;1 = (x + mglcz) (x + m;lcl).1 elde edilir dolayisiyla bu denkle-

min bir tek x& S ¢bzimi vardir, mlmj,z_1 # 1 ve mzlc1 #* m;lc2 oldugun—-

dan bu (y + r)(y + s)_l = t denklemi ile ayni big¢imdedir ve bu denkle-

min bir tek y € S ¢oziimi vardir. (T5) den a # c iken T(x,a,y) =b,
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T(x,c,y) =d olacak bigimde bir tek (x,y)c;52 vardir. T nin tanimin-—
dan x(a +-x—1y) =b, x(c +—x—1y) =d elde edilir. b,d #0 ve b #d
iken b(a +-x--ly)—l =x = d(c +-x—1y)—1 ve buradan

bd-1 =(c + x_ly)_l(a +-x—1y) elde edilir. bdn1 # 1 ve a # ¢ oldugun-—-

dan bu (r +-x)—1(s + x) =t ile ayni bic¢imdedir ayrica (x,y)€ 82 bir
tek olarak varoldugundan xy_lé S de bir tek olarak vardir. Boylece §,

Tanim 9.2 deki aksiyomlari saflayan bir kargit kartezyen gruptur,

Dikkat edilirse yukaridski ispatta, a # c¢ igin
ax +b =cx +4d
denkleminin bir tek x ¢Oziimliinlin varligi ve ayni gekilde, a # ¢ igin
xa +y =b
xc +y =d
denklem sisteminin bir tek (x,y) ¢Oziminiin varligi da dolayli olarak
gosterilmis oldu. Yani,Tanim 9.2 de verilen kargit kartezyen grup ko-
sullari daha Snceki kargit kartezyen grup tanimimizdaki kogullara es-

degerdir.

Teorem 9.2 (Yaqub,1961): S, seg¢imli bir {0,E,U,V} dortgenine
gore (V,0U)-gecigken olan bir sirali j diizleminde, bir kargit kartez-
yen grup olsun. Her z # -r igin, £(z) = (r +‘z)_1(s + z) ve her
z -5 igin g(z) = (z + r)(z + s)--1 déniiglimleri tanimlansin. Bu tak-
dirde,

(i) r > s ise z » f(2z) doniiglmi {z: z < -r},{z: z > -r} bdlge-
lerinin her birinde monoton artandir ve z < -r igin f(z) > 1, z > -r
igin £(z) <1 dir. r <s ise z —» f(z) doniigiimi {z: z <-r},{z:iz > -r}
bdlgelerinde monoton azalandir ve z < -r igin f(z) <1, z > -r igin
f(z) > 1 dir.

(ii) r <s ise z + g(z) déniigiimi {z: z <-s} , {z: z > -s}
bdlgelerinde monoton artan ve z < =s igin g(z) > 1, z > -s igin g(z)<1
dir. r > s ise z » g(z) doniglimi {z: z <-s} , {z: z > -s} bolgele-
rinde monoton azalandir ve z < -s igin g(z) <1 ve z > -s igin g(z) > 1

dir,

¢, sifirdan farkli bir sabit olmak iizere garpimin Szelliklerinin



125

cf ve cg fonksiyonlari igin aynen gegerli olmasi ve Teorem 9.2 ile
Tanim 9.2 (iv) Uln bir sonucu olarak, f ve g fonksiyonlari her bir alt-
bolgede sinir degerleri arasindaki biitiin degerleri alirlar. (Eger
altbblge fonksiyonun siireksiz oldufu noktayi igeriyor ise, SU{e} da
ayri bir yorum yapilmaktadir, $8yleki, bu siireksizlik noktasi oo'a

doniigmektedir) .

Ornek 9.4 (Yaqub, 1961): (S, + ,.) bir sirali sol yaklagik ci-
simolsun. 1 %k >0 S nin merkezinin bir elemani olmak iizere yeni
bir ® iglemi, /

"a—l—b , ab >0 iken

a®b = ka+b , ab <0 ve |[ka| < |b| iken
la+k_lb , ab <0 ve lka|>!b| iken

bigiminde tanimlanarak elde edilen (S, ® ,.) sisteminin bir kargit

sol yaricisim (yani soldan dagilma 8zelligi olan bir karsit kartezyen

grup) oldugunu gdsterelim.

Once (S, ® ) sisteminin bir yarigrup oldufunu gdstermeliyiz,
Her a¢ S icin a ®0 =0 ®a = a dir. Béylece 0¢c &, ® iglemine gdre
birim elemandir. a,be$S igin x Da =b ve a ®y =b egitliklerinin
birer tek x,y S ¢bziimlerinin varligini inceleyelim. Eger b =0 ise
x = -k la ve y =ka dir. Eger b <a <0 veyab > a >0 ise
X =y =b-a dir. b >0>aveyab <0 <a olmasi halinde x = b—kula
ve y =b-ka dir. Eger a >b >0 veya a <b <0 ise x = k—l(b—a) ve
y = k(b-a) dir. Bu nedenle (S, ®), birim elemanr 0 olan, bir yari-
gruptur, ® igleminin birlesimli olmadifini bir Srnek lzerinde gdste-

relim, a = 0 olmak iizere a, —k—la, -ka & S igin,

(-k 1a @a) ® (-ka) =0 ® (—ka) = -ka

ve
1

-k a ® (a ® (-ka)) = (-k-la) D0 = —k—la
olur. Oysa k # 1 oldugundan,
(a2 ®a) ® (ka) # -ka * ® (a ® (~ka))

dir,
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(s, +,.) bir sol yaklagik cisim oldugundan (S-{0},.), birim
elemani 1 olan, bir gruptur ve her x¢ S igin x0 = 0x =0 dir. (S, 9©,.)

sisteminde soldan dagilma 6zelligi saglanir. §8yleki,
[ ab + ac . azbc >0 iken
ab ® ac = Tkab + ac s azbc < 0 ve lkabl < lacl iken
ab + k—lac , azbc <0 ve |kab| > |ac| iken
egitliginde a2 >0 ve |kab| < |ac| ise |kb| < 10{ oldugundan,

l‘ab + ac , bc =20 iken
ab ® ac = - kab + ac , bc <0 ve [|kb| < |c] iken

_ ab +k-1ac , bc <0 ve |kb[>|c| iken

egitligi elde edilir., k merkez elemani oldugundan ve (S, + ,.) sis-

teminde soldan dagilma kurali saglandigindan,

l’a(b + ¢) , bc=0 iken
ab ® ac = <4 a(kb + ¢) , bc <0 ve ]kbl <]c| iken
\[a(b + k—lc) , bc <0 ve Ikbl > ‘c| iken

olur. ® isgleminin tanimindan,
ab ® ac = a(b ® ¢)

dir.

Bir karsgit sol yaricisim, ayni zamanda soldan dagilma Szelligi
bulunan bir kargit kartezyen grup oldufundan, bu Srnegin ¢Ozimini ta-
mamlamak i¢in Tanim 9.2 deki (iv) kogulunun saglandigini yani
r,s,teS , r#s , t#1i¢in, (r @x)—l(s & x) =t ve
yor(y e
oldugunu gdstermeliyiz. F(x) = (r ® x)nl(s ®x), x ¥ -kr olsun.
Eger r > s > 0 ise,

" (kr + x)nl(ks + %) , % < -kr iken
1

= t denklemlerinin birer tek x,y¢ S ¢dzimlerinin

(r +k 50 Nks + %), —kr <x<-ks iken
F(X) = <

(r +x ' s + k%), ks <x <0 iken

L (r + X)—l(s + %) s 0 < x iken
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olur. k, garpma iglemine gre S nin biitiin elemanlariyla degigme dzel-

ligine sahip oldugundan,

l‘—(kr + X)—l(ks + x) , X < -kr iken
k(kr + x)—l(ks + %) , —kr <x < -ks iken

F(x) = < (kr + x)_l(ks + x) » ks <x <0 iken

| (x + x)—l(s + %) , 0 <x iken

dir. r > s ve kr > ks oldugundan, Teorem 9.2 den, F(x) sinirlar dahi-
linde monoton artandir. Bu nedenle, Teorem 9.2 nin sonunda belirtil-
digi gibi, F(x) her bir bdlge igin sinir degerleri arasindaki biitiin
degerleri alir., Ustelik, yine Teorem 9.2 ye gdre, x < -kr igin

1 <F(x) <o, ~kr < x < -ks ig¢in oo <F(x) <0, -ks <x <0 igin

0 <F(x%) <r—1s ve x 2 0 i¢in r_ls <r(x) <1 dir. Bdylece F(x), 1
harig¢ biitiin degerleri alir ve bu nedenle r > s > 0 iken F(x) =t denk-

lemini sadece t # 1 igin ¢8zebiliriz.

r ve s nin zit igaretli olmasi halinde ortaya g¢ikan diger durum-
larda benzer bir diigiince ile x in tekligi sdylenebilir. Her bir bdl-

gede F(x), i =0,1 veya -1 ve p = r veya kr, q =s veya ks olmak iizere

PG =k + 07N + %)

bigimindedir. r ve s zit igaretli iseler ks # r ve kr # s oldugu agi-
kdrdir. r ve s nin igaretleri ayni ise r ®x in k y1 icermesi igin
gerek ve yeter kogul s ® x in k y1 igermesidir., Bdylece p ve q her
zaman farklidirlar ve p 5 q olmas1 igin gerek ve yeter kogul r = s
olmasidir. Bu nedenle r ve s nin biitlin farkly degerleri ig¢in F(x)

her bir b&dlgede ayni anlamda monotondur ve her bir bolgede sinir deger-
leri arasindaki biitin degerleri alir. Bundan bagka, her bir durumda

x = ~kr tek siirilksizlik noktasidir. x = -ks igin F(x) =0 ve x =0
igin r ®x , s ® x fonksiyonlarinin her biri siireklidir. (r,s den
biri sifir ise, dikkate alinmasi (incelenmesi) gereken daha az bdlge
vardir ve toplamda sorun yoktur.) Bu nedenle F(x) = t denkleminin

t #1, r #s iken bir tek x ¢8zimi vardir. Ayni ydntemle y # —k_ls

icin G(y) =(y &)y ® s)—l bigiminde tanimlanan G(y) fonksiyonunun



128

monoton oldugu ve her bir farkli r,s ¢ifti igin 1 den farkli biitiin

degerleri aldiai, dolayisiyla G(y) = t denkleminin bir tek y ¢&ziiminin
varoldugu gosterilebilir. B&ylece (S, ® ,.) sisteminin, soldan da-
grlma 6zelligine sahip bir kargit kartezyen grup, yani kargit sol ya-

ricisim, oldugu gbdsterildi.

Yukaridaki Ornekte gecen (genel) sirali sol yaklagik cisim ye-
rine 6zel . olarak Ornek 6.1.2 de verilen sol yaklagik cisim kullani-
labilir. Bdylece 8zel bir kargit sol yaricisim elde edilir. Burada-
ki siralama o,8eS ve n _ae.z igin ¢ <g <= 0 <:(B—a)(n8_a) bi-

B8
¢imindedir (Pickert, 1975).
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