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iv

OzET

.Bu caligmadaki amacimiz bigim kategorisinin bir tanimini ve bu
kategorinin morfizmleriyle ilgili bir teoremin ispatini vermektir. Bu
amagla; once birinci bdlimde kategoriler ve funktorlarla ilgili genel
bilgiler verdikten sonra ikinci bolimde direkt ve invers sistemler ve
bunlarin limitleri lUzerinde durduk. Uglncl bdlilmde invers sis-
temler kategorileri ve prokategorileri ele aldik ve son bdlimde bigim
kategorisini inga ettik. Son olarak bigim morfizmi temsilci-

lerini gifte limit olarak ifade eden teoremi ispat ettik.



SUMMARY

In this study we gave the definition of the sﬁape cate-
gory and the proof of a theorem about the morphisms of this -
cateory. To this end we obtained in the first chapter the -
certain general results about categories and functors and about
the direct and inverse systems and their limits in the second
ﬁhapter. In the third chapter we defined the inverse systems:
categories and pro-categories. Finally in the last chapter -
we defined the shape category and proved the theorem about the

shape morphisms representing them as double limits.



1. KATEGORILER, FUNKTORLAR VE DOGAL DUNUSUMLER

J.1 KATEGORILER.

}—

.1.1 Tanim : Bir G kategorisi asafidaki gibi ig¢ unsura sahiptir.
i) 0b(% ) ile gdsterilen objeler sinifu,
ii) her X,YE0b(%) obje ¢ifti igin B(X,Y) veya Lx,ng ile gds-
terilen X'den Y'ye bitidn morfizmlerin kimesi,
iii) X,Y,Z €0b(E ) objeleri verildigi takdirde her fEB(X,Y) ve
ge6(Y,2) morfizmieri igin " f ve g'nin kompozisyonu " _.demilen ve gef

ile gosterilen, G(X,Z) kimesine ait bir morfizm vardir.

Kompozisyonun bilinen anlamda fonksiyonlarin bilegkesi olmasi

sart degildir.

Ancak %'nin bir kategori olabilmesi igin verilen bu ii¢ unsura
bagli olarak agagidaki iki kogulun saglanmasi gerekir.

iv) Assosyatiflik : X,Y,Z,WE0b(%) objeleri ve fEG(X,Y), geB(Y,2)
n€EG(Z,W) morfizmleri verildigi takdirde,

(heg)ef = ho(gof)

dir. . _

v) Birim morfizm : Her X€ 6b(7 ) ‘ebjesi igin, 6yle bir idxeﬁ(X,X)
morfizmi vardir ki, her fE8&(X,Y) ve her g€B(7,X) icin feid, = f ve

X

idXog = g olur. idX morfizmine 6zel olarsk " X'in birim morfizmi " denir.

Her X objesi igin bir tek birim morfizm vardir. Cinkd,

L1 .1 .2 2
1d.>< = ldX OldX = 1dX
dir.

ORNEKLER T. C

- ANADCLU CHIYERSITESI
i) Kimeler kategorisi,i&?t%. MERKZZ KUTUPHANRESE

Objeler : Butun ktimeler.

Morfizmler : Her X,YEEUb(f&iz) kumeleri igin X'den Y'ye giden bi-
tin fonksiyonlar.

Kompozisyon : Bilinen anlamda fonksiyonlarin bilesgkesi.
ii) Abelyen gruplar kategorisi,[&g,

Objeler : Butin abelyen gruplar.

Morfizmler : Abelyen gruplar arasindaki grup homomorfizmleri.

Kompozisyon : Bilinen anlamda fonksiyonlarin bilegkesi.



iii) Topolojik uzaylar kategorisi,ﬁGWG.
Objeler : Butin topolojik uzaylar.
Morfizmler : Topolojik uzaylar arasindaki sirekli fonksiyonlar.
| Kompoiisyon : Fonksiyonlarin bilinen anlamdaki bilegkesi.
iv) Kargit (opposite, dual) kategori, ©oP.

Bir ¢ kategorisi verildigi takdirde %'nin karsit katégorisi 60;3, a
asagidaki gibl olusturulur. ‘ S
Objeler : %5'nin bitiin objeleri.
Morfizmler : t;op(X,Y) = G(v,x) dir.
Kompozié}./on : FEBIX,Y) ve gﬂg(Y,Z) morfizmleri igin, *, &' deki

kompozisyon olmak iizere feg = g*f ‘'dir.

. r

v) Carpim kategorisi : % ve & birer kategori olmak izere, G ve L;?nln"

carpim kategorisi %3*{}, agagidaki gibi olugturulur.
Objeler : XE0b(H) ve YEOb(R) olmak lizere biitin (X,Y) sirali-i-
‘kilileri. o
Morfizmler : (X,Y),(Z,W)E0b(E X)) ve FEGX,2),gED(Y,W) olmak
lizere biitin (f,qg) s;rah—ikilileri. Burada (f,g)EEXL ((X,Y),(Z,W))
dir. ‘ o
Kompozisyon : @, Zdeki ve *, o 'deki kompozisyonlar ol-
mak Uzere,
(h,k ©(f,q) =(hBf,k*qg)
dir.
vi) Kiglik (small) kategori : Bir kategoride objelerin sinifi bir kime

ise buna bir kiguk kategorli denir.
Simdi bunma bir &rnek verelim :

A yari-sirali bir kime olsun.

Objeler : A kiimesinin biitin elemanlari.

Morfizmler : A ve A';/\'nln kargilagtirilamayan iki elemanl ise
/\()\,)\') =0 ve AWN,A) = 0 olsun. E(jer)‘i)\I ise /\()\,)\l) kUmesi.bir tek pyx
morfizmini igersin. I

Kompozisyon : Pyn Ve Q&X:morflzmlerl verildigi tekdirde

p)x:op)\"‘\h = p)\x
olsun.

1.1.2 Tamim : & bir kategori olsun. Efer asadidaki dbftjﬁiellik”saglani+

yor ve &' bir kategori oluyor ise &' 'ye @'nin bir alt kategorisi' denir. '



i) 06(EY e 0b(B).

ii) Her N',Y'€ 0b(®) igin G(X',¥)CB(X',¥Y') dir.

iii) X,Y,ZE0b(E") objeleri verildigi takdirde her FEGX',Y') ve
ner g€G(Y',Z') morfizmlerinin & ve &' 'deki kompozisyonlari gakigik-
tar.

iv) B ve %ﬁ”deki her X'€ 0b(%,) igin bifim morfizmler g¢akisiktair.

Eder her X',Y'< 0b(%) icin B(X',Y') = GX',Y') | ise 6' 'ye
fﬂ 'nin bir dolu alt kategorisi denir. Sonlu kiimelerin olugturdugu kate-

gori kumeler kategorisinin bir dolu alt kategorisidir.

X olacak gekilde fEE(X,Y)

ve gEE(Y,X) morfizmleri varsa g'ye f'nin sol inversi ve f'ye de g'nin

Bir & kategorisi verildiginde gof = id

sag inversi denir. Eder f,.gl'in sol inversi gz‘nin sag inversi, yani
f = ] = id_ i
fog, 1dY ve gZOF 1d>< ise
g, = gzo(Fogl) = (gzof)cgl =9,
dir. Bu takdirde f'ye bir denklik veya izomorfizm denir ve 9, = 9

. . . . -1 . L o
. inversi (invers izomorfizmi) f ile gosterilir.

Eger bir FEG(X,Y) izomorfizmi var ise X ve Y objelerine denktir

veya izomorftur denir ve X = Y ile gosterilir.

1.2 FUNKTORLAR.
1.2.1 Tamam : & ve ]) birer kategori olsun. Bir F:.@———>Q donisumid,
yani her X£€0b(% ) objesine bir F(X)€ Ob({ ) objesi ve her fEB(X,Y)
morfizmine bir F(F)EQ(F(X),F(Y)) morfizmi karsilik getiren bir tekabiil
gbzonine alindidi takdirde bu doniigim asagidaki iki kogulu sagliyorsa,
buna bir (kovaryant) funktor denir.
i) Her fEG(X,Y) ve her g€ &(Y,Z) morfizmleri icgin
F(gef) = F(g)*F(f)
dir.
ii) Her id,€ G(X,X) birim morfizmi igin
F(idX) = id

F(X)
dir.

Funktorlar objeleri objelere, morfizmleri de morfizmlere tasgiyan

kategoriler arasi donusumlerdir.

“1.2.2 Tanim : & ve Q birer kategori olsun. € 'den Q 'ye kofunktor
(kontravaryant funktor), © 'den -&?p 've giden bir funktordur.



ORNEKLER

i) Birim funktor : © bir kategori olsun. Her X€ 0b(%) igin ID(X)=X
“ve her FEB(X,Y) igin ID(f)=f olacak sekilde tanimlanan ID:E&—> %"
déniisimii bir funktordur. ' -

ii) Sabit funktor : & ve [ birer kategori olsun. L) 'nin sabit bir
A objesi alindigi takdirde her XE€0b(®B) ve her FEG(X,Y) igin F(X)=A...
ve F(f)=id
tordur. . .
iii) Bilegke funktor : &, ve £ birer kategori, T:€—=>T ve

U:R—>F birer funktor ise FzUoT:G—>F dangUmU:de bir funktor-

dur.

, olacak sekilde tanimlanan F:@—>N dontsimi bir funk-

iv) Morfizm funktorlari : ?3;hérhangi bir kategori ve A, € 'nin sabit
bir objesi olsun. Her. X€ U.b(@) igin @A(X): €A, X), @A(Xﬁ B(X,A)
ve her fE@(X,Y) icin (6A(E)= Eo ve %A(E): OZ olmak iizere,

BAQ) 1 B —— BA,Y) , > (o

ve
(6A<Z) : G(x,A) —> B(v,A) , x 1-—90@2
olacak gekilde tanimlanan (q\ :B—— Bty ve %A 6—-—-—> Bets P

donlsglmleri birer funktordur ve bu funktorlara morfizm funktorlara

denir.
1.3 DOGAL (NATUREL) DUNUSUMLER.

1.3.1 Tanim : S,T: 6—> 0 birer funktor olsun. S'den T'ye bir $
dogal déniistmii, her bir XE0b(%) ve biitin XEG(X,Y) icin (1)'deki
diyagrami komiitatif yapacak gekildeki bir (pxeb,(s(xy,r(x)) mor fizm-

o

ler kolleksiyonudur.

S(x)

5(X) > 5(V)
T(X) > T(Y)
‘ T(x)
ANATOLY GriveRsiTESt

MERIEL KOTOPRARES!



Yani § bir dogal doniigim ise ¢Y°S(NJ=T¢K)°¢X dir.

Dogal déniigtimlere funktorlar morfizmi de denir. & 'deki her
¢X bileseninin inversi var ise, (} dogal donuglmine bir dogdal denklik
veya bir dodal izomorfizm denir.ve (:S=T ile gbsterilir. Bunun bir
sonucu olarak, & 'deki ¢;l inversleri bir §~1:T —> S dogal izo--

morfizminin bilesenleridir. Yani ¢“l de bir dogal denkliktir.

GoF=ID:B—>8B  ve FoG=EID:R—>&  olacak sekilde F: B——0

"funktorlari var ise, ¥ ve @ 'ye denk kategoriler denir.
ORNEKLER

i) 5,T,U:E—>0% birer funktor ve §:5 —> T,Y¥Y:T —> U birer do-
gal doniigiim ise, (We @)y=¥yo0y olmak'.lizere Ye(:5 —> U bilegke
donlisiimi de bir dogal dénugilimdir. Xx€®(X,Y) verildigi takdirde, (2)

deki diyagram komitatiftir.

SE%)

S(X) > S(Y)

0y N
v : , v

T(X) LEC SN YV (2)
v N

u(x) ) > U(Y)

ii) (& herhangi bir kategori ve A, € 'nin sabit bir objesi olmak
lizere, bir S= GA:’G——>§eZS morfizm funktoru verilsin. T:G—> Zels
herhangi bir funktor ve a, T(A) kimesinin bir sabit elemani olarak

verilsin. Bu takdirde,

Bz S00= BAX) —> T(X)
Er—> 1(8)a

olacak gekilde bir ¢a: S —> T dodgal donisimi tanimlanabilir.

(4% SEOYE) = 95(SEIE))
MCE®

=, T(OQE)a



TX) T(i)a

(0= ) (F)

H

oldugundan (1)'deki diyagram komitatiftir.

Benzer gekilde, T:B——>&elZ  kofunktorlari icin AE0B(G) ve
a €T(A) ise ¢§= %ﬁ(X)=‘6(X,A) —> T(X) ve $§(§):T(é)a ~olacak §ef
kilde bir @a: fiA———> T dogal donisimi tanimlanabilir.: | 1

Teorem 1.3.1 (Yoneda-Lemma) : Eger T:zf———ié&&Qw bir: funktor ve
AE0b(G) olmak lzere §: G,—> T bir dogal doniisim ise a=(,(idp) ol-
mak iizere (=0° olacak gekilde bir tek a€ T(A) eleman1 vardir.

' Yani, %3A__—> T dogal donisiimi idAEifﬁ(A)'daki bu degeriyle
iyi—tanlmlld;r ve bu ¢A(idA) degeri, T(A)'dan keyfi olarak segilmig-
tir. Ayni seyler &—> Sefs kofunktorlari igin de sdylenebilir.
Ispat : Eger {: %ar——> T bir dogal ddniigim ise, her Eéli%(X)=‘6(A,X)

icin (3)'deki diyagram komiitatif olmalidir. Ozel olarak,
B, (G, (E)(1da)) = T(E)B, (idy)

dir. Ancak,

Ga(E)(idy) = Fragp = ¢
dir. Boylece, a:¢A(idA) iken

0,(8) = T(Pra = 63(F)
dir.

B, (&) |
A(A) > 0

A | ¢& 3

T(A) > T(X)

(g
1.3.2 Tanim : T: ©—> 3efs  bir (ko-) funktor ve A, & ‘nin bir
objesi olsun. Eger ¢u: %%f“‘? T bir dogal denklik ise w€T(A)'ya
(‘Ffigin) Giniversaldir denir. Her T:B—> Setx  (ko-) funktoru igin

bir Universal eleman bulunmayabilir. Eder T igin bir iniversal ele- .



man varsa, 7'ye temsil edilebilir funktor denir. (A,u) sirali-ikili-<
- sine de T (ko-) fuktorunu temsil eder denir. Denklide gtre (A,u) si-

rali-ikilisi agagidaki teoreme gore tek tirliu belirlidir.

Teorem 1.3.2 : T:"Ef——>§ét5 , UugA Universal elemaniyla bir tem-
sil edilebilir funktor olsun. Eger C,%Swmhwbir‘objesi ve. ¢ T(C)
ise,  u'nun Universalliginden dolayi T(¥)u=c olacak sekilde bir‘
tek ¥ : A—> C morfizmi vardir. Eder c de bir iniversal ise ¥ bir

denkliktir. Benzer seyler kofunktorlar igcin de sdylenebilir.

Ispat : Eder c de bir Universal ise T(f)c = u olacak sekilde

f: C—> A morfizmi vardir. Bdylece,
T(Bed)du = T(B) T(B)u
= u

dir. u'nun lniversalliginden dolayi ﬁoﬁ = idp dir. Benzer gekilde
JoP = idp dir.

Denklige gore % 'deki objeleri tanimlamak igin T:%f———>§§é12>
(ko-) funktorlari kullanilabilir. " Universal Gzelliklerle tanaim "
1n bu metodu matematigin birgek dalinda dnemli bir arag olarak

kullanilar.



2. DIREKT VE INVERS SISTEMLER VE LIMITLERI
2.1 DIREKT VE INVERS SISTEMLER.

2.1.1 Tanim : Bir A kiimesi ve /\ kiimesi lizerinde bir < ikili bagantisi
verilsin. Eger agsagidaki iki kogul saglaniyorsa, < ikili bagintisina
bir " yari-siralama " ve (A,<) sirali-ikilisine de bir " yari-sirali
kiime " denir.

i) Her A€EA igin A<\ dir.

i) A< ve N<X' ise AXN' dar.

Bir (/\,i) yari-sirali kimesi verildiginde her X,}\HE/\ igin )\’i}
ve XX\ olacak sekilde bir A€A varsa (|,<) yari-sirali kimesine bir
" yonlendirilmig kiime " denir. Bir yari-siralama anti-simetrik, yani

AN ve A<M ise A=zX dir "
ise bir " siralama " ve (A,<) yari-sirali kimesine de " sirali kime "

denir.

Bir < siralamsi her /\!,XIE/\_ igin }(_<_)\” veya ):li/\‘ oluyor, yani
bitun elemanlar < bafintisina gbre kargilagtirilabiliyorsa < siralama
bagintisina " tam siralama " ve (A,<) sirali kiimesine de " tam sirala

kiime " denir. Tam sarali her kiUme”yGnlendirilmisg bir kimedir.

Ornek : Bir X topolojik uzayinda sabit bir Xq noktasinin bitin Y komsu-
luklari verilsin. Eder < ikili bagintisi yerine 2 ikili.bagintisi a-
1ind1d: takdirde 7 komsuluklarinin olusturdugu kiime ydnlen-

dirilmig bir kimedir.

2.1.2 Tamm : Eger (A,<) yari-sirali bir kiime ve A€Aise <, A alt kii-
mesi lizerinde de bir yari-siralamadir ve (A',<) sirali-ikilisine bir
" yari-sirali alt kime " denir. Eger her AEA igin M< N olacak gekilde
daima bir ANEN elemam bulunabiliyorsa yarl-s;rall N alt kimesine A

Uzerinde kofinaldir denir.

Eger /\’, A iizerinde kofinal ise, A 'nin yonlendirilmis bir kime
olabilmesi igin gerek ve yeter kosgul N 'nin yonlendirilmis bir kiime ol-

masidar.

Ozellik : Eger (A,<) bir yari-sirali bir kime ise "}LSAQ,VEAISA1 " ol-
masi A(Ahk‘ile gosterilir ise, v bir denklik bagintisadir. fc,/\'nln



-denklik siniflarinin her birinden bir tek elemani igeren bir alt kiimesi
oldudu takdirde (/},5), (”wf) 'nin bir sirali alt kimesidir ve Aﬂ A

Uzerinde koFinaldir.

2.1.3 Tanim : € herhangi bir kategori ve /\ ydnlendirilmis bir kiime ol-
~sun. Her AEA igin bir X,E06(8) objesi ve her A< X\ igin bir PanEB (X, X )
morfizmi alinsin. EJer bu sekilde segilen morfizmler/yik/ ve %< A oldugu
zaman, '

ve p,, = id 6zelligini tasiyorlar ise QXA,pk\hK)

Pt Pux = Pay X
sirali-iicliisiine, ¥ izerinde bir direkt sistem denir ve kisaca X ile

gGsterilir.

2.1.4 Tamm : £ herhangi bir kategori‘ve /\ yBnlendirilmis bir kime ol-
sun. Her A£/ icin bir XA,EOb(’f,’) ‘objesi ve her /\i)\" igin t?ir Py EX(X LX)
morfizmi alinsin. Eger bu sekilde segilen morfizmler A<A ve AXA oldugu
zaman, p,. P o= p o Ve p.. = 1dXAozelllgln1 tagiyorlar ise (XA’p%R’Af
sirali-iiglisiine, *% Uzerinde bir invers sistem denir ve kisaca X ile
gosterilir. Xy objelerinerﬁ'in terimleri ve QKX morfizmlerine de X'in

bonding morfizmleri denir.

 2.1.5 Tanim : Dogal sayilarla indislenmig bir invers.sisteme bir invers
dizi denir ve (Xn’pnn+l) ile gosterilir. Tek bir elemanla indislenmig,
yani bir tek terimi ve bir tek (birim) morfizme sahip bir invers

sisteme bir rudimenter sistem denir ve kisaca (X) ile gbsterilir.

2.2 DIREKT VE INVERS LIMITLER.

2.2.1 Tanim "Y;ixstxxaA) bir direkt sistem ve U:i.rf—> X bir Univer-

sal donigim ise X 'e X 'in direkt limiti denir ve X:ngi ile gosteri-

lir. Direkt limit, le_;gzx,u NEAL veya X=lim{X\] seklinde de giste-
A - Y

rilir.

Dual olarak, XF(XA,QMJ,A) bir invers'sistem ve u:X —> X bir

Universal donigim ise, X 'e X 'in invers limiti denir ve X=limX ile

gosterilir. Invers limit, X:klmgxxl%éu*} veya x:%;mngE seklinde de
X i A :

gosterilir.
Ozellik : u:X —> X ve u':X —> X' birer iniversal ddniigiim ise
lk.u=u'"olacak sekilde bir tek k:X —> X' morfizmi vardir ve k bir

denkliktir. Yani M“==X' dir.
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ispat : u 'nun Universalliginden dolayi k.u=u' olacak sekilde bir tek
kX

> X' vardir. Benzer sekilde, u' 'niin Universalliginden dolay:
k'.u'zu olacak gekilde bir tek k':X' —>X vardir. k'.(k.u)=u oldu-
gundan k'.k=idy dir. Ayni sekilde, k.(k'.u')=u oldugundan k.k'=idy:

dir.
Ozellik : u:X —> X ve u': X' — X birer Universal donusum ise
u.k=u' olacak sekilde bir tek k:X' —>X morfizmi vardir ve k bir

denkliktir. Yani X=X' dir.
Ispat : Bir @nceki dzelligin ispatina bénzer sekilde gOsterilir.

Ormceki iki 6zellidin bir sonucu olarak direkt limitler varsa

izomorftur ve invers limitler varsa izomorftur denir.

Ocnek ‘Gruplarin direkt limiti): A yonlendirilmis bir kiime olmak
tizere her Kéﬂ-igin G, bir grup te AN isé;&\:GA~——> Gy bir

grup homeomorfizmi olacak gekilde bir EE(GA

,Q%A,A) direkt sistemi veril-

sin.

A
denklik ~s ile gOsterilsin. Buna gbre ~y bir denklik bagintisidir.

) <A ¢ - \l - - . - . . - . .
ria iken pr(xx,_%m ise x, ile-x;, denktir denilsin ve bu

x, 'nin. r/ denklik baintisina gore denklik sinifi ?} ile gosteril-
sin. Bu sekildeki bitin denklik siniflarinin kimesi G olsun. G 'nin

bir grup oldugu gorilebilir.

G 'nin direkt limiti, her x <X igin
| Py P =Py
olacak gekilde p\:Gk—~—> G grup homomorfizmlerini ve G grubunu ige-

rir.

Her A<A  igin Pﬁ'Pxx :p; olacak gekilde Q;:GA———> G' grup
homomorfizmlerinin bir bagka kolleksiyonu verilsin. Bu takdirde her
~ef igin g.pA:p; olacék‘gekilde bir tek g:G —> G' homomorfizmi
vardir. Avni sekilde, her A&£A igin g'.px =P, olacak sekilde bir tek

g':G" » G homomorfizmi vardir.

- ¥ = ' 1 - !
g-p, =P <=>g.(g".p’) = p;
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<=> (g.g").p' =p : _
olur. Bu takdirde g.g' = idG' olur. Benzer gekilde g'.g = idG
kolayca gérﬂiebilir. 0 halde g:G —> G' bir izomorfizmdir, yani G

oldugu

ile G' izomorftur.

Ornek (Gruplarin invers limiti): A yonlendirilmig bir kime olmak
izere her A€A igin Gy bir grup ve x <N ise B :64y—> G, bir
grup homomorfizmi olacak sekilde bir g;(GA,pr,A) invers sistemi ve-

rilsin.

. ..‘.. . - 1 . .
Bir (&XkéAéilFA elemanini gozonine alalim. Eder )\ <X 1igin
Fﬂx(XX):XA ise, (xyhep e€lemanina bir koherent sistem denir. G invers
sisteminden elde edilen biitin koherent sistemlerim olugturdugu kime

G olsun. G 'nin bir grup oldugu gorilebilir. G< |Gy dir.
ACA °

Her ASA igin p, ((xy)yes )=x, olacak gekilde p, 36 —> Gy fonk-

siyonlari tanimlansin. Burada p A -yincl izdiigim fonksiyonudur ve
P, izdiuglm fonksiyonlari birer grup homomorfizmidir.
G 'nin invers limiti, her X<+ igin
Py = Pu Py
olacak sgekilde RA;G —> G, izdigim fonksiyonlarini ve G grubunu ige-
rir, '

»Her‘\A_SAJ igin pAX.p; = Q; olacak gekilde Q{:G' e GA
grup homomorfizmlerinin bir bagka kolleksiyonu verilsin. Bu takdirde
her AEA . igin px.gsz olacak gekilde bir tek g:G —> G' grup
homomorfizmi vardir. Aynm sekilde, her A&M igin p\.g':e( olacak

gsekilde bir tek g':G'—> G’ grup homomorfizmi vardir.

'.g= <z=> .g').g=p,
Py -9=P, (p,-9')-g=p,
{=> p/,\.(g'.g):p/\
olur. Bu takdirde g'.g=idg olur. Benzer gekilde g.g'=idg: oldugu
kolayca goriilebilir. O halde g:G —> G' bir izomorfizmdir, yani G

ile G' izomorftur.



3. INVERS KATEGORILER VE.PRC-KATEGORILER
3.2 INVERS KATEGORILER.

3.2.1 Tanam @ X=(Xp, Pyl oA VE.XF(YH’QHHEM) ayn1 % kategorisinden elde
edZ1lmig birer invers sistem olsun. Bir Q€ SeZz(M,A) fonksiyonu ve her
KFev igin bir fue @ (X¢(H)’Yﬂ7 morfizmi verilsin. Eger M< M' olmak lze-
re ner HKMem igin

oo Ppouon = T o Py
esitligini saglayan ve Q(M),8 ' )<\ olacak gekilde bir-AEA bulunabi-
livorsa (¢,fp):§_———>1_ 'ye bir invers sistemler morfizmi denir. Yani,
(m.ﬁ4) bir invers sistemler morfizmi ise, 1JSJA' olmak lzere her H,HQﬁM
icin (1)'deki diyagrami komiitatif yapan ve $(F);¢(f3§Jk kosulunu sag-

lavan bir AEA daima vardar.

Pag PagHA
X¢(“)< X) > X¢( )
ﬁ& ﬁﬂ (1)
YH < qW‘L' YP'

iki invers dizi arasindski bir invers sistemler morfizmine Gr-
ne. olarak ,

X1 Xy X3
f lj le f3J
Y, < Y, Yy

formundaki komiitatif bir- diyagram verilebilir.

< <

<

< G

Bir (X) rudimenter sisteminden bir invers diziye giden bir

invers sistemler morfizmine Grnek olarak,
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formundaki komiitatif bir diyagram verilebilir.

Bir invers diziden bir rudimenter sisteme giden bir invers

sistemler morfizmine o6rnek olarak,

Xl <——-——-——“X2 < X3 <
Y -

formundaki bir diyagram verilebilir.

Eger Z=(Zy,ryysN) de bir invers sistem ve (Y,g,):Y —> Z de

birinvers sistemler morfizmi olarak verilirse,

(¥Ysg,)0(B,f) = OGhy): X > 7

kompozisyonu da X=Wel) :N —>A ve hvzgvf (W) XX(VX——_> Z,

olmasi kosullariyla bir invers sistemler morfizmidir. Yani, v<v' ola-

rak verildigi takdirde; (2)'deki diyagrami komitatif yapan ve
X(v),?((v'),q](i*),)\,xi}('

olacak gekilde bir X€A vardir. (2)'deki diyagramda (¢,ﬁ4) ve (Y,gv)‘hih

birer invers sistemler morfizmi olmasindan dolayi M,\ ve N elemanla-

ri MOV, Y(u') ve A>X(W),0M0) ve XH(M), X(v') olacak gekilde |

segilmiglerdir. Invers sistemler morfizmine kisaca sistemler morfizmi de ‘

denir.
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X)\n
)< A > Koo A > Ko
(v i foeu)
\L v
Yy Y > vy @
ng
Vv v
7 < ZVI

Sistemler morfizmlerinin uygqun sekildeki kompozisyonu assos-
yatiftir. (Xyhy):Z —> W=(Wy,tyesK) biT invers sistemler morfizmi
olarak verilsin. X € 3gZa (K,N),YESets (N,M),0e%ets (M,A) ve Sel% 'in
bir kategori olmasindan dolayi (§e¥)X =o(YeX) dir. Ayni sekilde,

% 'nin bir kategori olmasindan dolayi da

eIy’ w000 Ixe) Py o)

dir.

idXA':X/\—> X5 birim morfizmleri ve ids :A——> A birim fonk-
siyonuyla bir (iqﬂ,idx ):ﬁ_;——> X birim sistemler morfizmi tanimla-

nabilir. Her (¢,ﬁ4):§_g——> Y sistemler morfizmi igin

(. 9f )Q(d ,.d )
0, fude(idy,i X\
ve

(idM’idYF )°(¢,f,.()
dir.

3.1.2 Tanim : Objeieri,fﬁ kategorisinden elde edilen bitun invers sis-
temler ve morfizmleri de sistemler morfizmi olan ve kompozisyon da

yukaraida tan1mland1§1 gibi olan bir kategori elde etmek mimkindiir. Bu
kategoriye, ¢ 'nin invers sistemler kategorisi denir ve kisaca inv-€

ile gosterilir.
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Simdi, X —> Y sistemler morfizmleri lzerinde bir v denklik
bagintisi tanimlayalim. Her K€M 1igin (3)'deki diyagrami komitatif
yapacak gekilde A D0(M),0'(M) kosulunu saflayan bir A&/, varsa
(¢,fﬁ)rd(¢‘,ﬁi) olsun.

"o N > X
' (3
ﬁ& ﬁu
ks

(0, f v (0, fu) dir. (0, f)n(0", fil) ise (@, %) (G, ﬁ*) oldugu
aglktlr Her HeM igin (4)'deki dlyagraml komiitatif yapan ve)\>$(H) 0 (SF
NO0T(R),0"(H) ve AN <) olacak gekilde bir A'"eA vardir. Bu, AJ

bagintisinin gegigken oldufunu gosterir.

- .

"o A 7 Xy — g
T , - (4)
£l fu —
— Af’// M
y

r 'nin bu gekilde bir denklik bagintisi oldufu gosterildikten

sonra gu sonuglar elde edilebilir:
1) (9, RON@,E) dse (¥,g )00, fINY,g )e(0',f)  dir.
ii) (¥,g )V (¥hg!) ise (¥,g )e (9, f )N(‘V,g Yo (B, f) dir.
iii) (§,f)00" R ve (Y, )N (¥ig!) ise
(Prg,)0(0, 60N ¥rg)a(d )

dir.

Her v€N igin (5)'deki diyagrami komiitatif yapan ve A >0(¥(v))
ve AD0'(W(v)) olacak gekilde daima bir A€A  vardir ve i) ispatla-

nir.
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IOV — A > Xgrw(v))
i «-\ . £
Y(V) \\\‘\ﬁ /’ - W(V) (5)
Y'r’(v)
gv
z
\Y

Her v€ N igin (6)'daki diyagrami komitatif yapacak, M ZV(\/),'VI(V),
N 2B (VD)) L0 ve X200 ve DG NC X’ olacak sekilde bir

}xré,/\ vardair ve ii) ispatlanar.

X\

Xpep(v)) < ) T N X v))

oo | fu ‘L | lf%) (6)
Yq/(\!) < - YM > YUA‘/'(V)
. | e "

, &
\Y)

iii) 'nin ispati i) ve ii) 'nin yardimiyla gisterilebilir.
3.2 PRO-KATEGORILER.

3.2.1 Tanim : Bir ¥ kategorisi Uzerindeki bir pro-¢ kategorisi

su sekilde tanaimlanir: Objeleri, in\/—g 'nin biitin objeleri ve morfizm-
leri de, X ve Y birer invers sistem olmak lzere X'den Y'ye giden
biitiin invers sistemlerin yukarida tanimlandigi gibi r bagintisina
gdre bitin denklik siniflarimn kimesidir. (q],f'r() invers sistemler
mor fizminin denklik sinafi kisaca f ile gbésterilir. Eder f:X —> Y
ve g:Y —> Z, pro-% 'nin birer morfizmi ise gef:X —> 7 kompozis-

yorw, inv-% kategorisindeki (‘i’,gv)O(Ql,ftk) morfizminin pro-% kate-



gorisindeki denklik sinifidir. gef kompozisyonu (iii)'den dolayi iyi-
tanimlidar. (idA’idXA) 'yl igeren pro-¢ kategorisindeki idy:X—> X
morfizmi,X invers sisteminin pro~% kategorisindeki birim morfizmi-

dir.

Teorem 3.2.1 : Eger (X) bir rudimenter sistem ve (¢,Fﬁ) ile (¢',%)0),
(X) rudimenter sisteminden Y invers sistemine giden ve pro-¢  kate-
gorisi igerisinde ayni morfizmin birer temsilcileri ise, her - Mem
igin fy = fii dir ve § = §' dir. Sonug olarak, pro- & 'deki

\ fi(X) —> Y
morfizmleri inv-& ‘'deki (fu):(X) —> Y morfizmleriylé cakisiktir ya-
ni f = (fH) dir.
Ispat : (@,fu) ru(G',f') ise, her MeM igin (3)'deki diyagram komiita-’
tiftir. (X) bir rudimenter sistem oldugundan X=X\=XG (M) =X () ve
B(H)=¢' ()= A olur. Dolayisiyla her HeM igin fy=f) dir.

Teorem 3.2.2 : A< A olmak iizere biitin Pax bonding morfizmleri birer
izomorfizm ve X,EA ise idXA& birim morfizmi, X invers sistemi ile
(XAQ rudimenter sistemi arasinda pro-& 'de bir

f: X —> (X/\g
izomorfizmini tanimlar. *
Ispat : }\5_)\/ olmak (izere her Pax bonding morfizminin ¥ kategorisi
igerisinde bir ters morfizmi vardair ve bu morfizm (RAX)_l ile goste-
rilsin. Her A€ igin %«ZADHX olacak sekilde segilen her \€Aigin
gA:PAN(R&AP_l olmak lzere g,:X, —> X, morfizmi tanlmlgnabillr.
p»,gx dir. Bu
sekilde gy morfizmleri, pro-@ 'de bir g:Xy;—> X morfizmini tanim-

g,» A'in segiminden ba(jlmsudlr._)\i)\' olmak iizere 9=

lar. g morfizminin, f morfizminin inversi oldufu gdsterilebilir.
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BICIM KATEGORISI

4.1 INVERS SISTEM GENISLEMESI.

i

.1.1 Tamam : ] bir kategori ve(;‘, J 'nin bir alt kategorisi olsun.
Bir X€0b(J) ve bir pg pro-J(X,X) verildigi takdirde her ié[]b(pro—(ﬁ)
ve her h€pro- J(X,Y) igin agafidaki diyagrami komiitatif yapacak sekil-
de bir tek f&pro-J(X,Y) morfizmi var ise p 'ye X 'in bir geniglemesi
-denir.

Eger LEOb(pro—(P) ve fepro,—(P (X,Y) ise p 'ye X'in bir R -genig-

lemesi denir.

Theorem 4.1.1 : p:X —> Xvep's: X—> X', ayni X objesinin birer
qQ—geniglemesi ise iep = p' olacak sekilde bir tek i: X —> X' izomor-

fizmi vardar.

»

ispat : p bir ‘R-genislemesi olduundan asafidaki diyagrami komiitatif

yapacak gekilde bir tek i: X —> X' morfizmi vardar.

Ustteki diyagramin komiitatif olmasa
iep = p' c(1)
demektir. Benzer olarak, p' bir ql—geniglemesi oldugundan agagaidaki di-
yagrami komitatif yapacak gekilde bir tek i': X' —> X morfizmi var-

dair.
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En son diyagramin komitatif olmasa
| i'ep’ = p . ...(2)
demektir. (2)' deki esitligin sol tarafini (1)' deki esitlikteki p 'nin
yerine koyuldugu takdirde,
ioe(i'ep') = p! .. (3)
elde edilir. pro-J bir kategori oldugundan (3) deki egitiik,
(ioi" cp' = p' e (8) .
haline getirilebilir. pro-7 bir kategori oldugundan (4) deki esitlik-

te 10i' = idX‘ olmak zorundadar.

(1) deki egitligin sol tarafaini (2) deki esitlikteki p' 'niin

verine koyuldugu takdirde, benzer sekilde i'oi = idX elde edilir.

4.1.2 Tanim : 9 bir kategori ve‘®, J'nin bir alt katego-
risi olsun. Efer her X€T objesi igin p: X—> X olacak
gsekilde bir qQ—geniglemesi var ise (P alt kategorisine

kategorisinde yogundur denir.

T herbangi bir kategori ve ®, T 'nin bir yogdun alt
kategorisi'olsun. p: X —> X , p': X —> X' morfizmleri
X 'inveg: Y —>1%Y , q't: Y—>Y' morfizmleri de Y 'nin
w®

. » . > - - . -
birer -geniglemele:zi olsun. 1 ve j birer izomorfizm olmak

izere, agsafidaki diyesgram komdtatif ise f: X —> Y ve

f': X' —> Y' morfiz-leri denktir denilsin ve bu denklik o~

——> _Xl
jf'
Yl

>

i1le gosterilsin.

| >

< €

J
Theorem 4.1.2 : Yukarida tanimlanan r~» bir denklik baginti-

sidair.

Ispat : p: X—> X , X 'inve g: Y —> Y., Y 'nin bir R-geniglemesi
olsun. Bu takdirde asagidaki diyagrami komitatif yapan bir tek izo-

morfizm vardir ki, bu idx dir.
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X

—bB——
id, N\ lp
X

Asagidaki diyagraml komitatif yapan bir tek izomorfizm

vardir ki, bu idY dir.

1dY

|~ et <
o .

Bu takdirde her f: X —> Y morfizmi igin agafidaki diyagram
daima komiitatiftir ve fe~f dir.

idx

_'__>

‘“‘Tﬁ;—"”>

X

|

l f‘
v

f~f' olsun. Bu takdirde asagidaki diyagram komitatiftir ve

ﬁv
< €——— |

floi = jof dir.

X ——F—> x!
| |
f\l’ lf'
Y . > Y
AS ] AS
i X — X' bir izomorfizm oldugundan i': X' —> X olacak
sekilde bir izomorfizm vardir. j: Y —> Y' bir izomorfizm oldugundan
J's Y' —> Y olacak gekilde bir izomorfizm vardir.

floi = jof <=> floioi' = jefoli'
<{=> f'bidxn = jofei’
<=> f' = jofoi’
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It

<=> j'ef' = jlejofeil

<=> j'ef' = idyofei

<=> j'ef' = Fei

olur. Yani asafidaki diyagram komitatiftir ve f'~yf dir.

fof' ve f'ruf" verilsin. Buna gore asaidaki iki diyagram

komiitatiftir.

X — X
f{ jf'

Y - > Y!

Y b Y

Xl h > XH
} va lfu

1 "

Y —> Y

i,j,h ve k birer izomorfizm oldugundan hei ve koj de birer
izomorfizmdir. Buna gore, agagidaki diyagram komutatiftir ve fnJf"

dir.
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f»‘"

—
<~ €«<——— |

koj > l”
Ozellik : fVf' ve gng' ise gefryg'e ' dir.

Ispat : Asagidaki diyagramin komiitatif olmasindan dolay: ispat agiktar.

{a] !
N €<¥———— | e |
A4

4.2 BIGIM KATEGORISI.

T bir kategori ve R , J 'nin yodun bir alt kategorisi olsun.
Bigim kategorisi denilen ve Sh(y R) ile gdsterilen kategorinin objeleri
fr 'nin biitin objeleridir. ShCT;p)(X,Y) {nin'elemanlarl ise, pro-R
kategorisindeki f:X —> Y morfizmlerinin yukarida tanimlanan denklik
bagintisina gore, denklik siniflaridir. En son 6zellige gbre de bigim
morfizmlerinin kompozisyonunun iyi-tanimli oldufu gérilur. Sonug olarak,

bir F:X —> Y bigim morfizmi agagidaki diyagramla verilir.



f.‘
X < X
f
v
Y < Y
q
F: X —> Y ve G: Y —> Z bigim morfizmlerinin
kompozisyonu, f:X —>Y ve g:Y—> Z morfizmlerinin

gof kompozisyonuyla tanimlanir. Kompozisyon $On oreiwtén”

dolay: iyi-tanimlidar.

Sh(g— R) kategorisi kisaca Sh ile goésterilir. Sh

?

kategorisinde morfizmlerin assosyatif oldugu pro-® 'nin bir kate-
gori clmasindan elde edilir. idy:X —>X birim big¢im morfizmi,

idy:X —>X ile temsil edilir.

S9imdi, bigim kategorisi morfizmlerinin temsilcileri igin,
bunlar:i dofrudan dofruya 1ilk kategcrinin morfizmlerinin gifte

limiti olarak ifade etmeye yarayan bir teorem ispat edecegiz.

Teorem 4.2.1 : pro-¥(X,Y) = limlip (X.,Y)

Ispat : X =(Xyspyv o/)  ve i:(Yﬂ,qu,N) birer invers sis-
tem olsun. Ydnlendirilmis bir kime olan N'den sabit

bir *e'a kargilik, Y invers sisteminden Y, terimi
alinsin. Bu takdirde terimleri, her A€A igin AAzg(XA,YHJ
olan ve morfizmleri de, A <) ve fE Ay iken Fyy (f)=fop,,
olacak gekilde Ay'dan Ay 'ne giden Fy, 'lerle tanimlanan

bir direkt sistem olusturulabilir.

ya P)\X

PN o

23
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¥ 'nin bir kategori olmasindan dolayi (1)'deki diyag-
ram xomitatiftir. Yani, her f&A, =0(X,,¥,) igin
Fxa (F)=Fop,
olacsk gekllde bir Fyax(f) &y =G(Xy,Yu,) vardir. Bu Fyu
morfizmlerinin iyi-tanimli olmasi demektir. A g,#g)f olmak
izers A,A,NéA verildigi takdirde her fEA, igin (2)'deki
diyzgram daima komitatiftir.

g

XA<—~———__—_ XX<~ ) X)"

/4 T Ra(Rae)) ()

-
L~

f FXA

/ e

el

\ .~

Vi,

(2)‘deki diyagramin komiitatif olmasindan dolaya
"N TN O TAA
dir. Gergekten her fe Ay igin
(P <Py D(F)=Fny (B (F))
T o=RANT (fopi )
=(Fopyn dopype
=f“(p)%'°9xxﬂ
=fe p)\%,(
=F YA (f)
dir. Buradan, inga edilen direkt sistemin morfizmlerinin
komgozisyonunun iyi-tanimli oldudu sdylenebilir. Fyx mor-
fizrlerinin assosyatif oldugu @ 'nin bir kategori oldugu
kullanilarak gosterilebilir. Her AEA icin Fax morfizmle-
rinin, direkt sistemin birim morfizmleri oldugu kolaylik-

la gosterilebilir.

Insa edilen direkt sistemin direkt limiti
| Lighy = Lig B, %)
dir. [f]éilngA verildigi takdirde, [ﬁ] denklik sinifinin eleman-
lar: gu gekilde tanimlidir: f€ A, verlldlgl takdirde >\<,X olmak

lzere f=gep,,, - veya A< olmak lzere g=fo olacak gekilde
97PN Y AS

P,
AN
bir AEA bulunabiliyorsa g€ Ay morfizmi ile f ayni denklik
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sinifandadir. Bu su sekilde de sOylenebilir: fFEA ve gehy ve-
rildigi takdirde (3)'deki diyagrami komitatif yapan ve A, A'<A" ola-
cak sekilde bir A'€A  elemani bulunabiliyorsa g&&ﬂ dir.

X/\<\ X/\{_/ //> XA,
. .\\~\_\\ g ( 3 )
\j
.YH o

(3)'deki diyagramin komitatif olmasindan dolayi, ayni zamanda da
| LigA, = (pro-£) (X0,
dir.

Baglangigta M, €N sabit olarak segilmigti. Her MéN icin
benzer gekilde direkt sistemler olusturulup direkt limitleri alinabi-

lir.

Terimleri By =lig (%) seklinde ve K< ove f1€Bu  ve-
rildigi takdirde Gﬁﬂﬁ[f:) :'[qﬁw=fj olmak lizere bonding morfizmleri
/ .

GP#' olan bir invers sistem olugturulsbilir.

gelf verildigi takdirde (4)'deki diyagram:i komitatif yapacak
ve A,A< olacak gekilde bir AN'€/ vardar.

X/\< x/\u > X!

\ /" i

f 7 g (4)
L |

(4)'deki diyagramin komitatif olmasi fppAA“ = gepy olmasi
demektir. & 'nin bir kategori olmasindan da
Qe (Fopan) = Aot 9opyy) |
dir. Yani, [qw,of] , [qweg_j €By ve ge (f] verildigi takdirde
(5)'deki diyagram komitatiftir.ve diyagramin komitatif olmasi da

.‘u— OF-( - @ h
A Pt (qw 9]
demektir.
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(9,84),(¢",8 )€ h verildigi zeaman her PEN igin (7)'deki
diyagrami komitatif yapacak ve §(H),0'(¢4)< A olacak gekilde enaz’
bir A€A vardir. -

o) © X > Xy )
| . 7)
Qﬁ QV

-

i

(7)'deki diyagramin komiitatif olmasindan dolayi her MeN
igin Y_QH] = EG;J dir. Bu ise H donigiminin iyi-tanimli olmasa
demektir. Farkli olmak lzere h,h'€ (pro-§)(X,Y) verilsin. h ve h'
nin farkli olmasi su demektir: her (§,8p)Eh ve her (0',85 )en:
icin enaz bir F&EN vardir ki (7)'deki diyagrami komitatif yapacak
ge O0(V),0' (W< A olacak sekilde higbir ANES bulunamaz. Bu ise
Q,'Aé(_gﬁ demektir. Bu takdirde M <} olmak lizere bir MEN verilir-
se Q(K),0' (M<K A ve O),0' (M)KN\  olmak lizere (8)'deki diyagrami
komiitatif yapacak ve A,A'< X' olacak sekilde higbir A </ bulunamaz
ki, bu durumda ((8u]) # ({847 ) dir. Bu ise H donigiminin bire-bir
olmasi demektir.
/ X)‘"\
o T T e Tan T AT X

s

QM Qt; QH. g'ﬂ. | (8)

Y, < : Y'u:
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Her (If1)€limlig £(X..%) ve her H W igin f'€ (f)  veril-
digi takdirde, (9)'daki diyagrami komiitatif yapacak ve /\,/\'i A
olacak sekilde daima bir A€ vardir.

Xy < X > Xy

; . (9)

Yy
Buna gore N'den A'ya, .9)'daki diyagramda oldugu gibi P < p!

olacak gekilde verilecek her ¥ ,WEN igin (M=) ,0H"=) ,QJ'(H):/\I,

b (M= A’ olacak sekilde $,8":N —>A fonksiyonlari tanimlanabilir.

([Il,fH) ve ([Il‘,f'j ) birer invers sistemler morfizmidir ve pro-¢ kate—.

gorisinde ayni denklik sinifindadir. Bu gekilde, ({fl)€Limlip (Xy,¥)

verildigi takdirde H dbnisimi altindaki gérintisi  ([f]) olacak sekilde

(pro- €)(X5Y) 'nin bir elemeani vardar.
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