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ÖZET 

Bu çalışmadaki amacımız biçim kategorisinin bir tanımını ve bu 

kategorinin morfizmleriyle ilgili bir teoremin ispatını vermektir. Bu 

amaçla, önce birinci bölümde kategoriler ve funktorlarla ilgili genel 

bilgiler verdikten sonra ikinci bölümde direkt ve invers sistemler ve 

bunların limitleri üzerinde durduk. Üçüncü bölümde invers sis­

temler kategorileri ve prokategorileri ele aldık ve son bölümde biçim 

kategorisini inşa ettik. Son olarak biçim morfizmi temsilci­

lerini çifte limit olarak ifade eden teoremi i~pat ettik. 



SUMMARY 

In this study we gave the definition of the shape cate­

gory and the proof of a theorem about the morphisms of this · 

cateory. To this end we obtained in the first chapter the 

certain general results about categories and functors and about 

the direct and inverse systems and their limits in the second 

chapter. In the third chapter we defined the inverse systems · 

categories and pro-categories. Finally in the last chapter 

we defined the shape category and proved the theorem about the 

shape morphisms representing them as double limits: 

V 



1. KATEGORİLER, FUNKTORLAR VE DO~AL DÖNÜŞÜMLER 

1.1 KATEGORİLER. 

1.1.1 Tanım : Bir t; kategorisi aşağıdaki gibi üç unsura sahiptir. 

i) Ob(b) ile gösterilen objeler sınıfı, 

ii) her X,Y€0b(~) obje çifti için ~(X,Y) veya [.X,Y])<::? ile gös­
u 

terilen X'den Y'ye bütün morfizmlerin kümesi, 

iii) X, Y, Z c Db( t;) objeleri verildiği takdirde her f~ ~(X, Y) ve 

gE:t;(Y,Z) morfizmleri için " f ve g'nin kompozisyonu "demilen ve gof 

ile gösterilen, G(X,Z) kümesine ait bir morfizm vardı4. 

Kompozisyonun bilinen anlamda fonksiyonların bileşkesi olması 

şart değildir. 

Ancak t'nin bir kategori olabilmesi için verilen bu üç unsura 

bağlı olarak aşağıdaki iki koşulun sağlanması gerekir. 

iv.) Assosyatiflik: x.,Y,Z.,.W..E.Ob(t,) objeleri ve fcG(X,Y), gE~(Y,Z) 

heG(Z,W) morfizmleri verildiği takdirde, 

(h og) of = h o( go f) 

dir. 

v) Birim morfizm : Her Xe r:lb('C) ·objesi ıçın, öyle bir idxE'e(X,X) 

morfizmi vardır ki, her fE.~(X, Y) ve her gE:t;(Z,X) için foidX = f ve 

idXog = g olur. idX morfizmine özel olarak " X'in birim morfizmi " denir. 

dir. 

Her X objesi için bir tek birim morfizm vardır. Çünkü, 
'dı = 'dı 'd2 = 'd2 ıx ıxoıx ıx 

ÖRNEKLER T. C. 
ANA O G LU Ot: i V ER S 1 TE S 1 

i) Kümeler kategorisi,~. MER;c;:z KÜIÜPHAi\ESi 

Objeler : Bütün kümeler. 

Morfizmler : Her X,YGOb(!.,1:z.) kümeleri için x•den Y'ye giden bü­

tün fonksiyonlar. 

Kompozisyon Bilinen anlamda fonksiyonların bileşkesi. 

ii) Abelyen gruplar kategorisi, ~--· 
Objeler : Bütün abelyen gruplar. 

Morfizmler : Abelyen gruplar arasındaki grup homomorfizmleri. 

Kompozisyon : Bilinen anlamda fonksiyonların bileşkesi. 
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iii) Topolajik uzaylar kategorisi,~. 
Objeler : Bütün topolajik uzaylar. 

Morfizmler : Topolajik uzaylar arasındaki sürekli fonksiyonlar. 
~ 

Kompozisyon : Fonksiyonların bilinen anlamdaki bileşkesi. 

iv) Karşıt (opposite, dual) kategori, 'G0 P. 

Bir t; kategorisi \.•erildiği takdirde 'G'nin karşıt kategorisi t;op, 

aşağıdaki gibi oluşturulur. 

Objeler : t;'nın bütün objeleri. 

Morfizmler : 'C 0 p(X,Y) = l;(Y,X) dir. 

Kompozisyon : fE.'e(X,Y) ve g(e(Y,Z) morfizmleri için, *ı <tı'deki 
kompozisyon olmak üzere fog = g*f 'dir. 

rp """"" <;<:> ı v) Çarpırr. kategorisi : ·u ve .U birer kategori olmak üzere, u ve J 'nin • 

çaq:iım kategorisi 'G X.~, a.şağıdaki gibi oluşturulur. 

Objeler Xf.Ob('(;) ve· Y~Ob('Q.) olmak üzere bütün (X,Y) siri::ılı-i­

kilileri. 

Morfizmler: (X,Y),(Z,W)E;Ob(Ô X~;) ve fEJ~(X,Z),gcfl(Y,W) olmak 

üzere bütün (f,g) sıralı-ikilileri. Burada (f,g)ct;xCCCX,Y),(Z,W)) 

dır. 

Kompozisyon 

mak üzere, 

dir. 

ll, 
p . 
v'deki ve *, 

.. 

~''deki t:>., 

(h,k:O(f,g) =(hOf,k*g) 

kompozisyonlar ol-

vi) Küçük (small) kategori :Bir kategoride objelerin sınıfı bir küme 

ıse buna bir küçük kategori denir. 

Şimdi buna bir örnek verelim : 

1\ yarı-sıralı bir küme olsun. 

Objeler : A kümesinin bütün elemanları. 

Morfizmler : A ve~·; /\'nın karşılaştırılamayan iki elemanı ise 

1\(/-.,X) = ~ ve !\()!.,)..) = ~olsun. Eğer Ai) ise 1\(.A,X) kümesi bir tek P)IX 

morfizmini içersin. 

Kompozisyon :pA~ ve PXX'morfizmleri verildiği tzkdirde 

P.>.X' 0 PX X'= P >.t:' 
olsun. 

ı. 1.2 Tanım ~ bir kategori olsun. Eğer aşağıdaki dört öiellik sağlanı-

yar ve t;' bir kategori oluyor ise~· 'ye <C;•nin bir alt kategorisi denir.: 
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i) Ob(t',')çOb('(,). 

ii) Her \',Y'EOb(rc:;') için ,cc;'(X',Y')Çt(X',Y') dir. 

iii) X,Y,ZEDb(~') objeleri verildiği takdirde her fEt'(X',Y') ve 

her g 6 eec y 1 'z 1 
) mor fizmler inin ~ ve <e' 1 

deki kompozisyonlar ı çakışık­
tır. 

iv) ~ ve t;' 'deki her X' E Db( 'G,) için birim morfizmler çakışıktır. 
Eğer her X',Y'CDb('('/) için 'e'CX',Y') = tCX',Y') ise 't,' 'ye 

~ 'nin bir dolu alt kategorisi denir. Sonlu kümelerin oluşturduğu kate­

gori kü~eler kategorisinin bir dolu alt kategorisidir. 

Bir ~ kategorisi verildiğinde gof = idX olacak şekilde f6t;(X, Y) 

ve gc~(Y,X) morfizmleri varsa g'ye f'nin sol inversi ve f'ye de g'nin 

sağ inversi denir. Eğer f, g
1

'in sol inversi g
2

'nin sağ inversi, yani 

fog 1 = idy ve g2of = idX ise 

g2 = g2o(fogl) = (g2of)ogl = gl 

dir. Bu takdirde f'ye bir denklik veya izomorfizm denir ve g2 = g1 
inversi (invers izomorfizmi) f-l ile gösterilir. 

Eğer bir ff~(X,Y) izomorfizmi var ise X ve Y objelerine denktir 

veya izomorftur denir ve X~ Y ile gösterilir. 

1.2 FUNKTDRLAR. 

ı. 2.1 Tanım : ô ve D_ birer kategori olsun. Bir F: .t;-> Q dönüşümü, 
yani her XE Db( 'e) objesine bir F(X)E Db(t_) objesi ve her ff.t;(X, Y) 

morfizmine bir F(f)E~(F(X),F(Y)) morfizmi karşılık getiren bir tekabül 

gözönüne alındığı takdirde bu dönüşüm aşağıdaki iki koşulu sağlıyorsa, 

buna bir (kovaryant) funktor denir. 

dir. 

dir. 

i) Her fc'e(X,Y) ve her gE:t;'(Y,Z) morfizmleri için 

F(gof) = F(g)*F(f) 

ii) Her idXEG(X,X) birim morfizmi için 

F(idX) = idF(X) 

Funktorlar objeleri objelere, morfizmleri de morfizmlere taşıyan 

kategoriler arası dönüşümlerdir. 

· ı. 2. 2 Tanım : t;' ve ll birer kategori olsun. ~ 'den ~ 'ye kofunktor 

( kontravaryant funktor), · tJ 'den ·~op 'ye giden bir funktordur. 



tlRNEKLER 

i) Birim funktor: ~ bir kategori olsun. Her XEDb(Ô) için ID(X)::::X 

ve her fEô(X,Y) için ID(f)=f olacak şekilde tanımlanan ID:t::;->t; 

dönüşümü bir funktordur. 

ii) Sabit funktor : tJ ve 1)_ birer kategori olsun. 12. 1 nin sabit bir 

4 

A objesi alındığı takdirde her XEDb(6) ve her fE~(X,Y) .i;çin F(X)=A,, 

ve F(f)=idA olacak şekilde tanımlanan F:'e->D. dönüŞümü bir funk- · 

tordur. . ' 

iii) Bileşke funktor : <t3 , 'tl. ve E birer kategori, T: ~---'-'--!-)li. ve 

U:~->.E birer funktor ise F=UoT:'6->E dönüşümü de bir funktor­

dur. 

iv) Morfizm funktorları :~.herhangi 

bir objesi olsun. Her. X f Db( ce) için 

ve her (E~X,Y) için 'ôACÇ)= Ço 

ve 

bir kategori ve A, t~ 'nin sabit 

~A (X)= ~( A, X) , t (X)= '(:;(X , A) 

ve ref\ ( () = oÇ olmak üzere, 

olacak şekilde tanımlanan ~ : ~-> ;;S.e::t::ı ve rf : e~ ~ op 

dönüşümleri birer funktordur ve bu funktorlara morfizm funktorları 

denir. 

1.3 DOGAL (NATÜREL) DtlNüŞüMLER. 

1. 3.1 Tanım : S, T: e-> "Q birer funktor olsun. S 1 den T 1 ye bir $ 

doğal dönüşümü, her bir X E. Db ( '6) ve bütün 0< E~( X, Y) iç in ( 1) 1 deki 

diyagramı komütati f yapacak şekildeki bir $X E bl (S( X), T( X)) mor fizm­

ler kolleksiyonudur. 

S(X) _.:::.S~(o<.-L) __ > S(Y) 

T(X) -----> T(Y) 
1(01.) 

(1) 

ı .. 

ı \ 
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Yani ~ bir doğal dönüşüm ise ıh o S(c.;.)=T(CX:)o ~ 
'l'y X dir. 

Doğal dönüşümlere funktorlar morfizmi de denir. 1l 'deki her 

~X bileşeninin inversi var ise, ~ doğal dönüşümüne bir doğal denklik 

veya bir doğal izomorfizm denir ve ~:S~T ile gösterilir. Bunun bir 

sonucu olarak, ~'deki ~Xl inversleri bir ~-l:T ---> S doğal izo­

morfizminin bileşenleridir. Yani ~-1 de bir doğal denkliktir. 

ve FoG,.__,ID:D--->~ olacak şekilde F: e->Q. 

· funktorları var ise, 'eı ve ll 'ye denk kategoriler denir. 

ÖRNEKLER 

i) S, T, U:~-> u birer funktor ve ~:S -> T, '+': T -> U birer do­

ğal dönüşüm ise, ('V o ~)x= Yxo~X olmak'.üzere 'fo~: S-> U bileşke 

dönüşümü de bir doğal dönüşümdür. cxE.'e(X,Y) verildiği takdirde, (2) 

deki diyagram komütati ftir. 

S( X) 
s (0:.) 

> S(Y) 

~Xl 
T (cx.) 

l ~y 
T(X) > T(Y) (2) 

~Xl 1 ~y 
U(X) U(o<) > U(Y) 

ii) ~ herhangi bir kategori ve A, ~'nin sabit bir objesi olmak 

üzere, bir S= t3A: 'e--->~ morfizm funktoru verilsin. T: ~()---> ~ 
herhangi bir funktor ve a, T(A) kümesinin bir sabit elemanı olarak 

verilsin. Bu takdirde, 

~~: S(X)= ~(A,X) ----> T(X) 

~E--> T(Ç)a 

olacak şekilde bir ~a: S ---> T doğal dönüşümü tanımlanabilir. 

(~~o S(«))CÇ) = ~~(S(D()(~)) 

= ~~(cX ~ ) 

=, T (o<. Ç )a 



= T(<X) T(F)a 
':> 

= (T(oi,)o~~)(Ç) 
olduğundan (l)'deki diyagram komütatiftir. 

Benzer şekilde, T:'t;->~ kofunktorları ıçın AE:Ob(t) Vf? 

a ET(A) ise$~: ~A(X)= 'e(X,A) -> T(X) ve $~CÇ)=T(Ç)a olacak şe:-
kilde bir $a: ÔA-> T doğal dönüşümü tanımlanabilir. 

Teorem 1.3.1 (Yoneda-Lemma) : Eğer T: '(;-)~ bir· funktor ve: 

A E.Ob( 'C)) olmak üzere $: C(;A-> T bir doğal dönüşüm ü~e a=~A (idA) ol­

mak üzere ~=~a olacak şekilde bir tek a ET ( A) elemanı vardır. · 

. ·Yani, ~A-> T doğal dönüşümü i dA E CA ( A) 'daki bu değeriyle 

iyi-tanımlıdır ve bu ~A(idA) değeri, T(A)'dan keyfi olarak seçilmiş-

tir. Aynı 'şeyler e-> --:5e.:l:ô kofunktorları için de söylenebilir. 

6 

İspat : Eğer $: ~A-> T bir doğal dönüşüm ise, her tC. (;A (X)= rJ( A, X) 

için (3)'deki diyagram komütatif olmalıdır. Özel olarak, 

dır. Ancak, 

dir. 

~A eÇ) 
A ( A) ---'-'-------> A (X) 

$A 

T ( A) -----=----> T (X) 
T(Ç) 

(3) 

1.3.2 Tanım : T: 'e->~ bir (ko-) funktor ve A, '(::;'.nin bir 

objesi olsun. Eğer $u: ~A-> T bir doğal denklik ise ~,E. T(A) 1 ya 

( T için) üniversaldir denir. Her T: ~-> ~ (ko-) funktoru ·için 

bir üniversal eleman bulunmayabilir. Eğer T için bir üniv~rsal ele- . 
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man varsa, l'ye temsil edilebilir funktor denir. (A,u) sıralı-ikili~ 

sine de T (ko-) fuktorunu temsil eder denir. Denkliğe göre (A,u) sı­

ralı-ikilisi aşağıdaki teoreme göre tek tUrlU belirlidir. 

Teorem 1.3.2 T: ~-->-s.ef:1 , uE.A Universal elemanıyla bir tem­

sil edilebilir funktor olsun. Eğer C, ~'nin bir objesi ve c T(C) 

ise; u'nun Universalliğinden dolayı T(o)u=c olacak şekilde bir 

tek o : A --> C morfizmi vardır. Eğer c de bir Universal ise t bir 

denkliktir. Benzer şeyler kofunktorlar için de söylenebilir. 

ispat : Eğer c de bir Universal ise T(~)c = u olacak şekilde 

~:C--> A morfizmi vardır. Böylece, 

= u 

dir. u'nun Universalliğinden dolayı ~o~ = idA dır. Benzer şekilde 

"to~ = ide dir. 

Denkliğe göre CC' deki objeleri tanımlamak için T :ıe--> ~~ 
(ko-) funktorları kullanılabilir. 11 Üniversal özelliklerle tanım 11 

ın bu metodu matematiğin birç~k 

kullanılır. 

dalında önemli bir araç olarak 
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2. DiREKT VE İNVERS SİSTEMLER VE LİMİTLERİ 

2.1 DiREKT VE İNVERS SiSTEMLER. 

2.1.1 Tanım : Bir A kümesi ve/\ kümesi üzerinde bir~ ikili bağıntısı 

verilsin. Eğer aşağıdaki iki koşul sağlahıyorsa, ~ ikili bağıntısına 

bir " yarı-sıralama " ve (!\,~) sıralı-ikilisine de bir " yarı-sıralı 

küme " denir. 

i) Her )\f/\ için A~l-- dır. 

ii) ·A~A' ve J.~X' ise A.~l-11 dır. 

Bir (/1 ,~) yarı-sıralı kümesi verildiğinde her >\,X16.A ıçın )!.~).. 

ve XS_~ olacak şekilde bir .t\EA varsa (/\ ,~) yarı-sıralı kümesine bir 

" yönlendirilmiş küme " denir. Bir yarı-sıralama anti-simetrik, yani 

" A ~~ ve ).._'~)... ise ).. =)\ dir " 

ise bir " sıralama " ve (/\,~) yarı-sıralı kümesine de " sıralı küme " 

denir. 

Bir ~ sıralamsı her ~,X'EA • • r 11 ~ı 1 
ıçın )\~X veya ~~~~ oluyor, yani 

bütün elemanlar ~ bağıntısına göre karşılaştırılabiliyorsa ~ sıralama 

bağıntısına " tam sıralama " ve (/\,~) sıralı kümesine de " tam sıralı 

küme " denir. Tam sıralı her küme•yönlendirilmiş bir kümedir. 

Örnek :Bir X topolajik uzayında sabit bir x noktasının bütün (i komşu-
o 

lukları verilsin. Eğer~ ikili bağıntısı yerine 2 ikili.bağıntısı a-

lındığı takdirde V.. komşuluklarının oluşturduğu küme yönlen­

dirilmiş bir kümedir. 

2.1.2 Tanım: Eğer(/\,~) yarı-sıralı bir küme ve /\'ÇI\ ise~' /\1 alt kü­

mesi üzerinde de bir yarı-sıralamadır ve (/\1 ,~) s ıralı-i k i 1 i s i ne b ir 

" yarı-sıralı alt küme " denir. Eğer her )..E.I\için )\~X olacak şekilde 

daima bir N€./\ elemanı bulunabiliyorsa yarı-sıralı /\' alt kümesine /\ 

üzerinde kofinaldir denir. 

Eğer /\1, 1\ üzerinde kofinal ise, A 'nın yönlerıdirilmiş bir küme 

olabilmesi için gerek ve yeter koşul ~'nin yönlendirilmiş bir küme ol­

masıdır. 

Özellik : Eğer CA,~) bir yarı-sıralı bir küme ise ""-t~Aı ve }.ı,S_A1 " ol­

ması ..\ 1 N>.ı, ile gösterHir ise, N bir denklik bağıntısıdır. 1\.1 ,1\ 'nın 

.. 
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-denklik sınıflarının her birinden bir tek elemanı içeren bir alt kümesi 

olduğu takdirde (/.
1 

,_:;_), (;\,_:;_) 'nın bir sıralı alt kümesidir ve A', /1. 
üzerinde kofinaldir. 

2.1.3 Tanım : ~herhangi bir kategori ve A yönlendirilmiş bir küme ol­

sun. Her )...el\ için bir X)ıEOb(t3) objesi ve her >,_:;_,X için bir P~;..G.SC),,X_x) 

morfizmi alınsın. Eğer bu şekilde seçilen morfizmler ,A _:;_.>...' v.e \·::-~\'olduğu 

zaman, p\11 .,op,., = p,,,.,. ve p,, = idX özelliğini taşıyorlar ise {,X\,p.. ı.~J 
1\ l\ X n .1\ 1" .ro. ·" .A /'v ' 

sıralı-üçlüsüne, ~ üzerinde bir direkt sistem denir ve kısaca X ile 

gösterilir. 

2.1.4 Tanım e herhangi bir kategori ve !, yönlendirilmiş bir küme ol­

sun. Her/\~/. için bir X;.SDb(~) objesi ve her).._:;_,\ için bir p\·.~E:'c;(X;.._,X;) 

morfizmi alınsın. Eğer bu şekilde seçilen morfizmler ,~_:;_\ ve ;\_.:;_)\' olduğu 

zaman, p\ .,, op ..... , = p . ve p.. = idX özelliğini taşıyor lar ise (X;._, P\\ ,)_) 
./\,/\ '"''"' .1"11"\ ,-'\,"\ .\. 1"'-

sıralı-üçlüsüne, ~ üzerinde bir invers sistem denir ve kısaca X ile 

gösterilir. X>, objelerine· _0_' in terimleri ve p, . 1 morfizmlerine de X' in 
All. 

bonding morfizmleri denir. 

2.1.5 Tanım : Doğal sayılarla indislenmiş bir invers sisteme bir invers 

dizi denir ve (X ,p 
1

) ile gösterilir. Tek bir elemanla indislenmiş, 
n nn+ · 

yani bit te'k terimi ve bir tek (birim) morfizme sahip bir invers 

sisteme bir rudimenter sistem denir ve kısaca (X) ile gösterilir. 

2.2 DİREKT VE İNtERS LİMİTLER. 

2.2.1 Tanım X= (X ı.,, Px,~ , ;\) bir direkt sistem ve u: X .--> X bir üniver-

sal dönüşüriı ise X 'e X 'in direkt 

lir. Direkt limit, X=lim)X,! )\c.\~ A"t;\ ~ 

;:-ilir. 

limiti denir ve X=limX ile gösteri-___, 

veya X=lim [\x3 şeklinde de göste­K ) 

Du al olarak. != (X;.., p.AX ,/\) bir invers sistem ve u: X --> X bir 

üniversal dönüşüm ise, X 'e ! ''in invers limiti denir ve X=l,irrı! ile 

gösterilir. İnvers limit, X=lim ;x ;..!)\"=./· ~ veya X=W \X>- '2 şeklinde de 
~ ~ ~ /' 5 

gösterilir. 

Özellik : u: X --> X ve u': X --> X' birer üniversal dönüşüm ise 

k.u=u' olacak şekilde bir tek k:X -->X' morfizmi vardır ve k bir 

denkliktir. Yani \ "'-~~x' dir. 



10 

!spat : u 'nun üniversalliğinden dolayı k.u=u' olacak şekilde bir tek 

k:X ---:X' vardır. Benzer şekilde, u' 'nün üniversalliğinden dolayı 

k' .u'=u olacak şekilde bir tek k':X• --->X vardır. k'.(k.u)=u oldu­

ğundan k'.k=idx dir. Aynı şekilde, k.(k'.u')=u olduğundan k.k'=idx• 

dir. 

Özellik: u:X -->X ve u':X' -->X birer üniversal dönüşüm ise 

u.k=u' olacak şekilde bir tek k:X' -->X morfizmi vardır ve k bir 

denkliktir. Yani x2:x• dir. 

İspat : Bir önceki özelliğin ispatına benzer şekilde gösterilir. 

dnceki iki özelliğin bir sonucu olarak direkt limitler varsa 

izomorftur ve invers limitler varsa izomorftur denir. 

Örnek ,G~upların direkt limiti): ~' 

üzere her Ati\ için G ;, bii' grup ~e 

grup ho~omorfizmi olacak şekilde bir 

sin. 

yönlendirilmiş bir küme olmak 

.\s_;~ ise f):,\ :G,\--> G;\' bir 

G:(G\,P,x;, ,/\) direkt sistemi veril-

1· < ,, iken pA'A ( x>..) =x;;1 ise x;_ ile ·xx denktir denilsin ve bu 

denklik rv ile gösterilsin. Buna göre 0J bir denklik bağıntısıdır. 

x ~ 'nın rJ denklik bağıntısına göre denklik sınıfı X). ile göster il­

sin. Bu şekildeki bütün denklik sınıflarının kümesi G olsun. G ''nin 

bir grup olduğu görülebilir. 

G 'nin direkt limiti, her>.~'/ ıçın 

Px .pXA =P,;.. 
olacak şekilde P~., :G\--> G gryp homomorfizmlerini ve G grubunu içe­

rir. 

Her ).,~)..' için ~· .p>,',A =p; olacak şekilde p.A' :G;_--> G' grup 

homomorfizmlerinin bir başka kolleksiyonu verilsin. Bu takdirde her 

\E/, için g.p.>. =p; olacak şekilde bir tek g:G --> G' homomorfizmi 

\ardır. A'nı şekilde, her \EA için g'.p' =p olacak şekilde bir tek 
A ;., 

g':G' ---/ G homomorfizmi vardır. 

g. P,r. = p' <=> g.(g'.p.') = p.' A ,, ~" 

'T' " 1. ''----'· 

AH l: .·. 
'- ·-' 



• 

... 

ll 

<=> (g.g').p' = p' 
;A :.\ 

olur. Bu takdirde g.g' = idG' olur. Benzer şekilde g' .g = idG olduğu 

kolayca görülebilir. O halde g:G -·-> G' bir izomorfizmdir, yani G 

ile G' izomorftur. 

Örnek (Grupların invers limiti): A yönlendirilmiş bir küme olma~ 

üzere her )...E./\ için GA bir grup ve f- ~~' ise B-x :G~--> G)\ bir 

grup homomorfizmi olacak şekilde bir f=(G,\,Pr.;.', A) invers sistemi ve­

rilsin. 

Bir (x>)c"ı::TTc\ elemanını gözönüne alalım. Eğer r\~A için 
11~r \ /\E:I\ "' 

P>..\' (x_x)=x;._ ise, (x.>J;..EJ\ elemanına bir koherent sistem denir. G invers 

sisteminden elde edilen bütün koherent sistemlerin oluşturduğu küme 

G olsun. G 'nin bir grup olduğu görülebilir. G ÇJE~G.:ı. dir. 

Her \6:.1\ için p\((_xx)\E/:=x·, olacak şekilde~\ :G --> G\ fonk-

siyonlar ı tanımlansın. Burada p ,\ -y ıncı izdüşüm fonksiyonudur ve 

p /'. izdüşüm fonksiyonlar ı birer grup homomor fizmidir. 

G 'nin invers limiti, her· \ < \ için 

P,.ı.. = p>..>.' • pX 
olacak şekilde p .:G --> G~ı izdüşüm fonksiyonlarını ve G grubunu içe­

A 
rir. 

Her ·A~A
1 

için p>,/·P/· = p..\' olacak şekilde p~:G' --> G). 

grup homomorfizmlerinin bir başka kolleksiyonu verilsin. Bu takdirde 

her Af/, . için P\. g=p>-. olacak şekilde bir tek g: G --> G' grup 

homomorfizmi vardır. Aynı şekilde, her ,\EA için p .g'=p' olacak .\ A 
şekilde bir tek g' :G'--> c· grup homomorfizmi vardır. 

p; .g=p;., <=> (p/\ .g') .g=pl, 

<=> p .. (g' .g)=p\ 
,~ "' 

olur. Bu takdirde g' .g=idc olur. Benzer şekilde g.g'=idc• olduğu 

kolayca görülebilir. O halde g:G --> G' bir izomorfizmdir, yani G 

ile G' izomorftur. 
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3. 1NVERS KATEGORİLER VE-PRC-KATEGORİLER 

3.~ iNVERS KATEGORİLER. 

3.:.1 Tanım : ..0_=(X.>,,P.>J.! ,A) \.'e !=(Y~ ,q~t-ı-''M) aynı t; kategorisinden elde 

ec:.lmiş birer invers sistem olsun. Bir ~€ ~(M,/\) fonksiyonu ve her 

f"l,f'E'~ için b~r ff E. e (X~ Uı.), Yr ~ mor fizmi ver il sin. Eğer f-~ P 1 
olmak üze­

re tıer /-(,P. E M için · 

ff o p~ 0.{),-\ = qı-< y,of" p~ ( ft')). 

eş.::.tliğini sağlayan ve ~(f-l),~}l')_s_). olacak şekilde bir·).EA bulunabi­

li~8rsa (~,f~):..0_--->r 'ye bir invers sistemler morfizmi denir. Yani, 

(dı. ff"'. ) bir in ver s sisteml!3r r.t:ır fizmi ise, · f1- _s_·p.' olmak üzere her ~' t-t'€ M 

iç:.T~ (l) 'deki diyagramı komütatif yapan ve ~(!"');~(~').S.), koşulunu sağ­

la'- an bir AE.I\ daima vardır. 

x~(fi)< 
Pm w:.>-

XA 
P$W·\.l. > X~( ) 

f"" 1 j f~ı (l) 

.. 
yf'< < 

qp.,ı.t' 
Yp• 

İki invers dizi arasınd2~i bir invers sistemler morfizmine ör­

ne· olarak , 

formundaki komütatif bir diyagram verilebilir. 

Bir (X) rudimenter sisteminden bir invers diziye giden bir 

im.·ers sistemler morfizmine örnek olarak, 
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X 

formundaki komütatif bir diyagram verilebilir. 

Bir invers diziden bir rudimenter sisteme giden bir invers 

sistemler morfizmine örnek olarak, 

y 

formundaki bir diyagram verilebilir • 

• 
Eğer I=(Zy,rvv',N) de bir invers sistem ve (\f',g'l):y -->I de 

birinvers sistemler morfizmi olarak verilirse, 

kompozisyonu da X= 'fo$ :N -> 1\ ve h =9 fwr ) : xxc· )-> z 
V V T\V V V 

olması koşullarıyla bir invers sistemler morfizmidir. Yani, v~v' ola-

rak verildiği takdirde, (2)'deki diyagramı komütatif yapan ve 

XCv) ,''XJv') ,$(1-t) ,A,X.'~X' 
olacak şekilde bir )\'El\ vardır. ( 2)' deki diyagramda (~, f,_ı) ve 

birer invers sistemler morfizmi olmasından dolayı ~,A ve A1 

rı tJ~\f'Cv),'f(v') ve >.~XCv),~(fJ) ve X~~W),XCv') olacak 

C'l', g ) 'n:iın 
V 

elemanla-

şekilde 

seçilmişlerdir. İnvers sistemler morfizmine kısaca sistemler morfizmi de 

denir. 
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/x~,~ 

XX( V)< XA. > X$ (t·t) < X;..ı > XX( V') 

f'f( V) 1 fp 1 1 f'\'( V') 

gv 

y'f'( v) < Yp > y 
~(v') (2) 

1 l 9v' 

z < z ' V V 

Sistemler morfizmlerinin uygun şekildeki kompozisyonu assos­

yatiftir. CX,~) :I--> ~=(Wc:..c,tıXoc'ıK) bir invers sistemler morfizmi 

olarak verilsin. XE~(K,N),I..i'E~ (N,M),$E~.).'!ı (M,/\) ve ~!)'in 

bir kategori olmasından dolayı ($o'f')oX=$o(lfloX) dir. Aynı şekilde, 

~'nin bir kategori olmasından dolayı da 

(~gX.(o<)) f(~o)(.)(o<).=hD((gX(o<) f('fQX.)(c:<)) 

dır. 

idX : X.A--> X>ı birim morfizmler i ve id/\ :/\-> A birim fonk-
A . 

siyonuyla bir (idA,idX~c--·)--> X birim sistemler morfizmi tanımla-

nabilir. Her ($,f~):~ --> 1 sistemler morfizmi için 

($,fp)o(idA,idX ) = ($,f~) 
), 

ve 

dir. 

3.1.2 Tanım : Objeieri, ~ kategorisinden elde edilen bütün invers sis­

temler ve morfizmleri de sistemler morfizmi olan ve kompozisyon da 

yukarıda tanımlandıaı gibi olan bir kategori elde etmek mümkündür. Bu 

kategoriye, ~ 'nin invers sistemler kategorisi denir ve kısaca inv-t:' 

ile gösterilir. 
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Şimdi, ~ -> 'J... sistemler morfizmleri üzerinde bir N denklik 

bağıntısı tanımlayalım. Her ~EM için (3)'deki diyagramı komütatif 

yapacak şekilde A ~~(1-l) ,~' (fl) koşulunu sağlayan bir }.ff', varsa 

(~,fr.)N(~' ,f~) olsun. 

X~(~)< XA > X$ ı W) 

~ f.' (3) 

fl 

vr 

(~,ft-t )rv(~,fı.ı.) dir. (~,ftı-)N(~' ,f~) ise (~' ,ftı' )N (~,f~) olduğu 

açıktır. Her ~EM için (4)'deki diyagramı komütatif yapan ve).i_$W),~'ctJ-); 
X~$'(ti),$"(!J.) ve >...,).,'~~~olacak şekilde bir X1E/\ vardır. Bu, N 

bağıntısının geçişken olduğunu gösterir. 

x .... > x~"(fi.) 

(4) 

· .. ' - Y~, 

rv 'nın bu şekilde bir denklik bağıntısı olduğu gösterildikten 

sonra şu sonuçlar elde edilebilir: 

dir. 

i) (~,ff'()N(~',f~') ise ('f,g)o(~,ff"l)N(\fl,g)o(~',f~) dir. 

ii) ('f,g)N(I.fo' 1,g~) ise ('t',g)QC~,ffJ. )N(~1,g~)o(~,f~) dir. 

iii) (~,ft'I-)N(~',f~) ve ('ıl,gv)N('+'~g~) ise 

(f ,g) c(~, fl'- )N ('l'',g~)o (~', t;:) 

Her vEN ıçın (5)'deki diyagramı komütatif yapan ve A~~(\fJ(v)) 

ve A ~~' (o/( v)) olacak şekilde daima bir )..El\ vardır ve i) ispatla-

nır. 



X~ C't'C V ) 

f If'( V) 1/'_.--//__.- f~ (V) 

yf~v) 

l 9, 

z 
V 
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(5) 

. ı 

Her vE N için ( 6) 'daki diyagramı komütati f yapacak, ~ ~-\)( v) ,''\-1 ( v), 
;>-: >$('\'' (v)), $(~) ve )..~~(~,(v)), $(t-t) ve )\,X~ 'X1 o.lacak şekilde bir 

).' E 1\ ·vardır. ve ii) ispatlanır. 

/ 
x~('f'(v)) < X;, 

f.;;r ·. \. \. f~ 

yf( V) < 

gv 

X . 
. \ 

~ 
X~(~-)< 

ı 
ı 
ı 

\~ . 
y 

"' 

z 
V 

xx > X~('\!' ( v)) 

ı f'\''( V) 

) y 'f'( V) 

' ..... --

g' 
V 

iii) 'nin ispatı i) ve ii) 'nin yardımıyla gösterilebilir. 

3.2 PRO-KATEGORİLER. 

(6) 

3.2.1 Tanım : Bir ~ kategorisi üzerindeki bir pro-re kategorisi 

şu şekilde ~anımlanır: Objeleri, inv-~ 'nin bütün objeleri ve morfizm­

leri de, ! ve r birer invers sistem olmak üzere !'den I'ye giden 

bütün invers sistemlerin yukarıda tanımlandığı gibi rv bağıntısına 

ıji·!"e bütün denklik sınıflar ının kümesidir. ( ~, ff- ) invers sistemler 

morfizminin denklik sın~fı kısaca f ile gösterilir. Eğer f:!---> I 

ve g:ı_ --> I:_, pro- e 'nin birer morfizmi ise gcf:~ -->I kompozis­

yonu, inv- t kategori sindeki (t', gv) o ( ~, f ıs-) mor fizmini n pro- C6 ka te-
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gorisindeki denklik sınıfıdır. gof kompozisyonu (iii)'den dolayı iyi­

tanımlıdır. (idA,idxA) 'yi içeren pro-~ kategorisindeki idx:X---> K 
morfizmi ,K invers sisteminin pro- ~ kategorisindeki birim morfizmi­

dir. 

Teorem 3.2.1: Eğer (X) bir rudimenter sistem ve ($,fr-ı) ile C$',f,J), 

(X) rudimenter sisteminden 1 invers sistemine giden ve pro-~ kate­

gorisi içerisinde aynı morfizmin birer temsilcileri ise, her f~M 

için f~ = f~ dir ve $ = $' dir. Sonuç olarak, pro- e 'deki 

f: (X) -> Y 

morfizmler i inv- e 'deki Cfp): (X) ---> Y morfizmleriyle çekışıktır ya­

ni f = (fp) dir. 

ispat: ($,f1 .. ı..)N($',f') ise, her ~fM için (3)'deki diyagram komüta­

tiftir. (X) bir rudimenter sistem old~ğundan X=XA=X$(~)=X$'(~) ve 

$(~)=$'(tJ)=/-. olur. Dolayısıyla her ~cM için fp.=f~ dir. 

T eorem 3. 2. 2 : ~ ~ A' olmak üzere bütün p.AX bonding mor fizmler i birer 

izomorfizm ve ~0EA ise idx birim morfizmi, X invers sistemi ile 
A~ -

(XAJ rudimenter sistemi. arasında pro-~ 'de bir 

f: K-> (X).) 
t> 

izomorfizmini tanımlar. .. 
ispat : ).. ~X olmak üzere her p. ,, bonding morfizminin '(:'; kategorisi 

.(\ .. ~ 

içerisinde bir ters morfizmi vardır ve bu morfizm (p).X)-1 ile göste-

rilsin. Her )\.E./\ için ~~\,A olacak şekilde seçilen· her >-1E/1i.çin 

g)\ =pAl-ı ( p.>-o>)-1 olmak üzere g >-.:X ;..
0
---) X_>.. mor fizmi tanımlanabil ır. 

g.A, )11 'in seçiminden bağımsızdır. ,\~X olmak üzere g )..=P>J,. g .X dir. Bu 

şekilde gA morfizmleri, pro-~'de bir g:XAo---> K morfizmini tanım­

lar. g morfizminin, f morfizminin inversi oldu§u gösterilebilir. 
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~. BİÇİM KATEGORİSİ 

4.1 İNVERS SİSTEM GENİŞLEMESİ. 

4.1.1 Tanım : T bir kategori ve Ç , J 'nin bir alt kategorisi olsun. 
r--. 

Bir XE Ob(J) ve bir pE pro- ::nx,~) verildiği takdirde her _!:_E.Ob(pro--.k; 

ve her h E pro- 'J( X,_!:_) için aşağıdaki diyagramı komütati f yapacak şekil­

de bir tek fEpro-:f(X,Y) morfizmi var ise p 'ye X 'in bir genişlemesi 

·denir. 

Eğer X fOb(pro-~) ve f €.pro-:-1J (~,_!:_) ise p 'ye X' in bir 9 -geniş­
lemesi denir. 

Theorem 4·'.1. 1 : p: X --> ~ ve p': X --> ~· , aynı X objesinin birer 

~-genişlemesi ise iop = p' olacak şekilde bir tek i: X--> X' izomor­

fizmi vardır. 

İspat p bir ~-genişlemesi olduğundan aşağıdaki diyagramı komütati f 

yapacak şekilde bir tek i: X--> X' morfizmi vardır. 

üstteki diyagramın komütatif olması 

iop = p' ••• (1) 

demektir. Benzer olarak, p' bir ~-genişlemesi olduğundan aşağıdaki di­

yagramı komütatif yapacak şekilde bir tek i': X'--> X 

dır. p' 
X'<---- X 

~lp 
X 

:. , .. · -: 
.1/'.'•e••,,,~.._ 

morfizmi var-

:, · .. ,,.J .. '••' ~. 
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En son diyagramın komütatif olması 

i 10;J' = p ••• ( 2) 

demektir. (2)' deki eşitliğin sol tarafını (1)' deki eşitlikteki p 'nin 

yerine koyulduğu takdirde, 

io(i'::p') = p' •.• (3) 

elde edilir. pro-~ bir kategori olduğundan (3) deki eşitlik, 

(ioi' ep' = p' ••• ( 4) 

haline getirilebilir~ pro-~ bir kategori olduğundan (4) deki eşitlik­

te ioi' = idX' olmak zorundadır. 

(1) deki eşitliğin sol tarafını (2) deki eşitlikteki p' 'nün 

yerine koyulduğu takdirde, benzer şekilde i'oi = idX elde edilir. 

4.1.2 Tanım: J bir kategori ve9, 'J'nin bir alt katego­

ri si olsun. Eğer her XEJ obj esi iç i n p: X--> X o 1 acak 

şekilde bir 9 -genişlemesi var ise 9 alt kategorisine j 
kategorisinde yoğundur denir. 

'J herhangi bir kategori ve 9, j 'nin bir yoğun alt 

kategorisi olsun. p: X--> X, p': X--> X' morfizmleri 

:\ 'in ve q: Y --> l , q': Y --> J_' morfizmleri de Y 'nin 

birer ~-genişlemele:i ols~n. i ~e j birer izomorfizm olmak 

ÜZ er el aŞağı d 8 k i d i~ c gram k O mÜ t 8 t i f i S e f : _0. --) 1. V e 

f': X'--> Y' morfiz-leri denktir denilsin ve bu denklik r-J 

ile gösterilsin. 

Theorem 4.1.2 

sıdır. 

f 

~ 

i ---==-------'> X ' 

'i -------> y' 
j 

Yukarıda tanımlanan ~ bir denklik bağıntı-

ispat : p: X --> X , X 'in ve q: Y --> '1.·, Y 'nin bir ~-genişlemesi 

olsun. Bu takdirde aşağıdaki diyagramı komütatif yapan bir tek izo­

morfizm vardır ki, bu idX dir. 
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X <------'Pı:c___ 

X 

Aşağıdaki diyagramı komütatif yapan bir tek izomorfizm 

vardır ki, bu idy dir. 

~Kiq 
y 

Bu takdirde her f: X-> y morfizmi için aşağıdaki diyagram 

daima komütati ftir ve frvf dir. 

idx 
X > X 

ı ı 
f 1 l f .. 

y 
ıdy > y 

f N f' ol sun. Bu takdirde aşağıdaki diyagram komütati ftir ve 

f'oi = j"f dir. 

X i > X' 

ı ı 

f 1 1 f' 

y 
j > Y' 

i: X--> X' bir izomorfizm olduğundan i': X'---> X olacak 

şekilde bir izomorfizm vardır. j: r--> Y' bir izomorfizm olduğundan 

j': Y' --> Y olacak şekilde bir izomorfizm vardır. 

f'c i = jof <=> f'oioi' = jc fo i' 

<=> f' o idx, = jofoi' 

<=> f' = j of o i 1 



olur. Yani aşağıdaki 

<=> j'.,f' = j'oj<:ıfoi' 

<=> j 'c f' = idXofoi' 

<=> j 'of' = foi' 

diyagram komütati ftir ve f'Nf 

X' 

f' 

Y' 

i' ----->X 

-----> y 
j' 

f 

dir. 

fN f' ve f'N f" verilsin. Buna göre aşağıdaki iki diyagram 

komütati ftir. 

f 

f' 

X 
i -------------> X' 

f' 

" 
y _____ ____:> y' 

j 

X' 

Y' 

_______ h _____ > X" 

f" 

-----------> y" 
k 

i,j,h ve k birer izomorfizm olduğundan hci ve koj de birer 

izomorfizmdir. Buna göre, aşağıdaki diyagram komütati ftir ve fi'J f" 

dir. 
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f 

X 
ho i --"'--'--=-----·> X" 

y -------·> Y" k oj 

Özellik: fNf' ve g.vg' ise gofNg'of' dir. 
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ispat Aşağıdaki diyagramın komütatif olmasından dolayı ispat açıktır. 

X 

f 

y 

ı 

gl 

z 

4.2 BiÇiM KATEGORiSi. 

i -----=-------> X' 

f' 

j > Y' 

g' 

• \JI • 

k > Z' 

J bir kategori ve -;p , 'J 'nin yoğun bir alt kategorisi olsun. 
Biçim kategorisi denilen ve Sh(J,fı) ile gösterilen kategorinin objeleri 

j ,-nin bütün bbjeleridir. Sh(J",~)(X,Y) 'nin elemanları ise, pro-"P 

kategorisindeki f:x---> r morfizmlerinin yukarıda tanımlanan denklik 

bağıntısına göre, denklik sınıflarıdır. En son özelliğe göre de biçim 

morfizmlerinin kompozisyonunun iyi-tanımli olduğu görülür. Sonuç olarak, 

bir F:X ---> Y biçim morfizmi aşağıdaki diyagramla verilir. 



f 
X<----- X 

f 

\V 

y <----- y 
q 

F: X ---> Y ve G: Y ---> Z biçim morfizmlerinin 

kompozisyonu, f:X --->Y ve g:_i---> I morf'izmlerinin 

gof kompozisyonuyle tanımlanır. Kompozisyon SOf\ 6u~:~l.:t.U\ 

dolayı iyi~tanımlıdır. 

Sh ( :J , ~ ) kategori s i k ı sa ca Sh i 1 e göster i 1 ir • Sh 

kategorisinde morfizmlerin assosyatif olduğu pro-~ 'nin bir kate­

gori olmasından ;lde edilir. idx:X -->X birim biçim morfizmi, 

idx:~-->~ ile temsil edilir. 

Şimdi, biçim kategorisi morfizmlerinin temsilcileri için, 

bunları doğrudan doğruya ilk kategorinin morfizmlerinin çifte . . 
limiti olarak ifade etmeye yarayan bir teorem ispat edeceğiz., 

Teore:c 4.2.1: pro-~.J(X,Y) = limlim (X,,Y..ı) 
~ -~' A 1" 

İspat : ~ =(XA,p,\\' ,IJ ve _i=(Yr-< ,qtı-t-t''N) birer iıivers sis-

tem olsun. Yönlendirilmiş bir küme olan N'den sabit 

Y !-'o ter i m i 
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b ir ~'o' 8 k 8 r Şllı k, _i i n V er S S i St e m i n d e n 

alınsın. Bu takdirde terimleri, her AEA 
olan ve morfizmleri de, A~X ve fE: A)\ 

o 1 a ca k ş e k i 1 d e A >.. ' d a n A >.' ' n e g i d e n F X)... 

için A)..=~(X)..,Yp) 

i k e n F X>-. ( f ) = f ~ p»! 

'lerle tanımlanan 

bir direkt sistem oluştur~labilir. 

( ı ) 
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e 'nin bir kategori olmasından dolayı (!)'deki diyag­

ram ;.;omütatiftir. Yani, her fE.A,x =~(X.A,Yııo) için 

F .X,:.._ ( f ) = f o p A.i-, 

olacak şekilde bir F;.:t..Cf)E:.A).' =tç}(X~,Yf') vardır. Bu F,(A 

m or f i z m 1 er i n i n ·i y i-t an ı m 1 ı o 1 ma s ı d e m e k t i r • ).. ~ )..1 ~ >:' o 1 ma k 

üz e:::- E A , )ı..',';..'; f./\ ver i 1 d i ği ta k d ir d e h er fE; A, iç i n ( 2) ' d e k i 
1' 

diyE~ram daima komütatiftir. 

(2)'deki diyagramın komütatif olmasından dolayı 

F ):';. = F;!',.-\' oF;,), 
dir. Gerçekten her fE: A;... için 

(FX/\o~J.:'!, )(f)=Fxı;,./(1):>, (f)) 

- = F,.V',V • ( fo p , , ) 
;'./' 

= ( fo p )1.'>! ) o p>.'A" 

=f~(p ,ıop 1 '\'') 
)./' ,"1 

= f ~ p>->-" 
=F;tA (f) 

( 2) 

dir. Buradan, inşa edilen direkt sistemin morfizmlerinin 

kom~ozisyonunun iyi-tanımlı olduğu söylenebilir. FxA mor­

fizrlerinin assosyatif olduğu ~'nin bir kategori olduğu 

k u 1 1 a n ı 1 a r a k g ö s t e r i 1 e b i 1 i r • H e r )., E 1\ i ç i n F )1,\ m o r f i z m l e -

rinin, direkt sistemin birim .morfizmleri olduğu ko}aylık­

la gösterilebilir. 

İnşa edilen direkt sistemin direkt limiti 

~A;A = ~ Ô (XA, Y,_ı) 
dir. (f] E. ~A;.. verildiği takdirde, [f] denklik sınıfının eleman-

ları şu şekilde tanımlıdır: f€ A~ verildiği takdirde~~~' olmak 

üzere f=gop.A.>.' veya ~~,A olmak üzere g=fo p>.>.' olacak şekilde 
. bir /.'€/\ bulunabiliyorsa gE A)..' morfizmi ile f aynı denklik 



sınıfındadır. Bu şu şekilde de söylenebilir: f2 A;.. ve gEA;._' ve­

rildiği takdirde (3) 'deki diyagramı korrıütatif yapan ve ).,, X:::... X· ola-

cak şekilde bir ).''f;./\ elemanı bulunabiliyorsa gE{f] dir. 

f 

>X/ 
/ 

/ 

(3) 
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(3)'deki diyagramın komütatif olmasından dolayı,·aynı zamanda da 

li~A,\ = (pro-C')(~,(ı~)) 
dir. 

Başlangıçta rto fl\ sabit olarak seçilmişq. Her IJ.. E. N için 

benzer şekilde direkt sistemler oluşturulup direkt limitleri alınabi­

lir. 

1 c l 
Terimleri Bf-{ =~ (X_>-ı Yf-i) şeklinde ve Y.. 5:._ f-1. ve lÜ E: B,..._ ve-

rildiği takdirde Gı-<)1•( L() = [qfl.,u.'· f] olmak üzere bonding morfizmleri 

G~y' olan bir invers sistem oluşturula~ilir • 
.. 

g E: f( verildiği takdirde ( 4) 'deki diyagramı korrıütati f yapacak 

ve )\ ,),'5:._/-- olacak şekilde bir )-,11
(./ \ardır. 

X,\< xx > X., 
,..\ 

~ .... /_./· 

f~ g (4) / 

IL/ 

Yf' 

(4)'deki diyagramın komütatif olması feıpA>--" = 9"P\'A'' olması 

demektir. ~'nin bir katsgari olmasından da 

qf-lfl'o(fop») = qfwlf-l'o(gcpJ,\'') 

dir. Yani, l_qt"t-l'of] , [qt"'P'og] E B,.._, ve gE [ f] verildiği takdirde 

(5)'deki diyagram komütatiftir.ve diyagramın komütatif olması da 

fq ofl = [q"'~ "9J' :... ~P.' J ı 1 

demektir. 



(6) 

y ~ <------------ y { 

(~,B~),(~',Bp )E..h verildiği zaman her JAE.N için (7)'deki 

diyagramı komütatif yapacak ve ~(p)~~·~)i ~ olacak şekilde enaz 

bir A ~ 1\ vardır. 

> X~ ı(~) 

(7) 

yt" 

( 7) 'deki diyagramın komütati f olmasından do lay ı her ~f N 

ıçın \_Bt-'] = [B~] dir. Bu ise H dönüşümünün iyi-tanımlı olması 

demektir. Farklı olmak üzere h,h'E:(pro-e)(!,.Y_) verilsin. h ve h' 

nin farklı olması şu demektir: 'her (~;Br) E. h ve her ($ı , B~ ) e h' 
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için enaz bir ~~N vardır ki (7)'deki diyagramı komütatif yapacak 

fıe ~(p),$'0J-)i 1~ olacak şekilde hiçbir A.6ii bulunamaz. Bu ise 

B~~ (B~l demektir. Bu takdirde ~ i~ı olmak üzere bir ·~E N verilir­

se $(0),~'0')if- ve ~(P.'),~'(~1 )i_A 1 olmak üzere (S)'deki diyagramı 

komütati f yapacak ve ')...,X< X' olacak şekilde hiçbir ~, ·~J. bulunamaz 

ki, bu durumda ([B~])~ <lBrJ) dir. Bu ise H dönüşümünün bire-bir 

olması demektir. 

(8) 

YI"- < 
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Her c:()C.l~l~e(x,.YI') ve her r-'~P 1 
için f'Elf] \!eril-

di§i takdirde, (9)'daki diyagramı komiltatif yapacak ve ~,~1 ~ \ 

olacak şekilde daima bir ),'c' vardır. 

X,~ <---- X •, > X)..' 
ı 

f f' (9) 

\ <-------------------~· y~, 

Buna göre N'den /\'ya, :9) 'daki diyagramda oldu§u gibi ~ < ~ 1 

olacak şekilde verilecek her r- ,\"' GN için $U')=A ,$(!..!')=)\ ,$' (~ )= l- 1
, 

$'(~1 )=A' olacak şekilde $;O':N -->/\ fonksiyonları tanımlanabilir. 

( $, f~ ) ve ( $', f~ ) birer im:ers sistemler morfizmidir ve pro- €5 kate­

gorisinde aynı denklik sınıfındadır. Bu şekilde, (if])~limlim (X ... ,Y-.!) ... 7x "' ,. 
verildiği takdirde H dönilşümü altındaki görüntüsü ([f]) olacak şekilde 

(pro- ~) c .. ~ . ..,r~ 1 nin bir elemanı vardır . 

• 
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