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Ö Z E T 

Bu çalışma beş bölüm halinde düzenlenmiştir. 
:.· . 

Birinci. bölüm; projektif düzlemlerin temel kavramları-

na ayrılmıştır. 

ikinci bölüm üç kısım olup;· birinci kısımda projektif 

düzlemlerin koordinatlanması ve bir projektif düzlernden elde 

edilen üç+ü halkanın bazı toplamsal ve çarpırnsal özeli~leri 

üzerinde durulmuştur. Ikinci kısım projektif düzlemlerin ce-

birsel yapısı ile geçişkenlikler arasındaki ilişkilere ayrıl 

mış olup, üçüncü kısımda ise bir üçlü halka yardımıyla elde 

edilen alterne yarıcisim veya Moufang düzleminin temel kav-

ramları verilmiştir. 

Uçüncü bölüm dört kısım olup; bu kısımlarda persoektif 

likler ile kolinasyonlar analitik olarak incelenmiş olup bazı 

dönüşümlerin matris gösterimieri üzerinde durulmuştur. 

Dördüncü bölümde dört kisım olup; bir alterne halkanın 

bazı temel özelikleri incelenmiş, Cayley sayıları tanımlana-

rak Cayley-Dickson cebrinin genel yapısı üzerinde durulrnuş-

tur. 

Son bölümde ise bir alterne yarıcisim örneği olarak 

Cayley-Dickson cebri incelenip bazı ça.rpımsal özelikleri sağ 

lanrnıştır. 
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JJ' 
o,ş6 

.IP 

c 'u 
V,/\ 

G Ö S T E R İ M L E R L İ S T E S İ 

Noktalar kümesi. 

Doğrular kümesi. 

Üzerinde b~~unma bağıntısı (üzerinde) , üzerin-

de değil. 

Geometrik yapı . 

Projektif düzlem. 

Eleman, eleman değil. 

Altküme , kümeler için birleşim. 

Noktalar için birleştirme, doğrular için kesi-

şim. 

G( P) P nin kolinasyonlar erubu. 

{A,B,c} Üçgen. 

a~b a nın görüntüsü b dir. 

a~b a nın eörüntüsü b ve b nin görüntüsü de a dır • 

.:::::>, <===;> Gerekt irme, çift gerekt irme 

Gö(M),Gö(e) M merkezli ötelerneler grubu, e eksenli öteleme 

ler grubu. 

G(M,e) M merkezli e eksenli kolinasyonlar grubu. 
\ 

Perspektiflik. 

A matrisi ile temsil edilen f kolinasyonu. 

GL(3,B) B üzerinde genel lineer grup. 
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f kolinasyonunun d do~rusuna kısıtlanmışı. 

İkili işlemler. 

ÜçJ.ü işlem. 

Üçlü halka. 

(S,T) üçlü halkasına karşılık peJ.en projektif 
düzJem. 

[o,o1 koordinatlJ. dot;ru. 

z. d_<:>_Ü:rl.?_B:U i,i_z;~:r_ind ~ ... t.e:ınım1 ı baz ı i zdLüş el kol i­
nasyonlar. 

Permii tas.yon. 

x in işa.reti. 

En az bir tan~ vardır. 

Denk olma işareti. 
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l.BÖLÜM 

TEMJUJ KAVRAMLAR 

l. l. PROJEKTİF DÜZLEML.ımLE İLGİLİ TEI,1EL KAVRAMLAR 

Çalışmanın bu bölümünde verilen tanım, teorem ve diğer 

tüm. kavramlar için [ı] esas alınmıştır. 

Jf ve JJ elemanları, s ırayla, noktalar ve d oğrular olan 

ayrık iki küme ve o da Jf x:D kümesinde tanımlı bir üzerin-

de·bulunma bağıntısı olmak üzere aşağıdaki Pl, P2, P3 aksi­

.. yarnlarını gerçekleyen (}.[ ,!J , o ) sistemine projektif düzlem 

denir: 

Pl :Her M, N~ ..Af , M,fN için M o d ve N o d olacak çekilde 

bir tek dE~ doğrusu vardır. 

P2 :Her c, dE JJ , c;ıfd için N o c ve N o d olacak ş ekilde 

en az bir NGJ( noktası vardır. 

P3:Herhanği Üçü doğrudaş olmayan dört nokta vardır. 

Genel olarak bir projektif düzlem ~ ile gösterilir. 

Bir projektif düzlemde farklı iki doftru üzerinde bulunan bir 

tek nokta vardır. Ayrıca farklı iki do~runun hiçbiri üze-

rinde bulunmayan en az ~ir nokta vardır. 

Her lP=(J{,J:> , 0 ) projektif düzlemi için açagıdaki ko-

şullara uyan bir n pozitif tam sayısı vardır ve bu tam sayı-

ya ile; il i 

(ı) 

(2) 

( 3) 

' ( 4) 

projektif düzlernin mertebesi denir: 

(p nin her 

IP nin her 

lP deki tüm 

lP deki tüm 

dogrusu üzerinde n+l nokta vardır. 

noktasından 

noktaların 

doğruların 

-ı-

n+l doğru r;eçer. 

sayısı n 2 +n+l dir. 

sayısı n 2 +n+l dir. 

T. c~ 
ANADOLU ONİVERSİTES\ 

MEJI:::;z Ku.iTUi'l-1:\.NESi 



Bir projektif düzlernde her noktadan geçen en az üç do~ 

ru ve her doğru üzerinde en az üç nokta vardır. Yani bir pr~ 

jektif dü~lernin rnertebesi en az 2 olmak zorundadır. 

Sonlu bi.r (J{ ,)) ,o .. ) sisteminin bir projektif düzlern 

olması için...# ve JJ ayrık kurnelerinin elernan sayısının aynı 

bir A sayısı olması ve bu A sayısının bir n pozitif tam sa 

yısı {çin ~ = n 2 +n+l biçiminde yazılabilmesi gerekir. 

TANIM.l.l.l: 

A,B,C,A' ,B',C' bir geo~etrik yapının herhangi altı no~ 

tası 91sun.Eğer A,B,C doğrudaş deeilse {A,B,c} kümesine bir 

üçgen :denir. {A,B,c} ve [A' ,B' ,c•} iki üçgen olsun. A ve A', 

B. ve B', C ve C' ye üçgenlerin karşılıklı kö9eleri denilsin. 

Eğer M,A,A'; M,B,B'; M,C,C' nokta üçlüleri doğrudaş olacak 

biçimde bir M noktası varsa bu üçgenler M den perspektiftir 

denir. Ayrıca M noktasına perspektiflik merkezi ; AB ve A'B', 

AC ve A'C', BC ve B'C' doğru ikililerine bu üçgenlerin karşd 

lıklı kenarları denir. Bu üçgenlerin karşılıklı kenarlarının 

P=ABI\A'B', Q=ACI\A'C', R=BCI\B'C' arakesit noktaları doğru-

da ş sa, bunların üzerinde ·bulundutf;u ·doğruya perspektiflik ek-

seni denir.Perspektiflik ekseni e doğrusu olan iki üçgenede 

e ekseninden perspektif üçgenler denir. 

P4(Desargues Aksiyornu): İki üçgenin karşılıklı köşele-

rini birleştiren doğrular noktadaşsa, bunların karşılıklı 

kenarlarının arakesit noktaları doğrudaştır. 

ll . 
Desargues Aksiyornu, daha kısaca,bir noktadan perspek-

ıı 

tif olan iki üçgen bir doğrudan da perspektif olur biçiminde 

ifade edilebilir. (Şekil.l.l.l). 
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TANIM 1.1. 2: 

Desargues Aksiyemunu gerçekleyen bir projektif düzl~ 

me Desargues düzlemi yada Desarguessel düzlem, g~rçekleme~ 

yen bir projektif düzlernede Desarguessel olmayan projektif 

düzlem denir. 

·~ 1 

M 

p 

Şekil.l.l.l 

TANIM 1.1.3: 
, " 

ve (J(,Jj, 0 ) herhangi iki geometrik yapı 

olsun. Eğer f :J(uJ:) ~ .Nul:f fonksiyonu 

" ı ) f ().[ ) c. J( 

" 2) f(J) )C. J) 
'\ 

,, 3) Her NEX, de.JJ ve No d :::::;> f ( N ) Ç _f (d) 

koşullarını da sağlıyorsa f ye 
, , 

(J( ,"J) , 0 ) dan (J{ ,J) , 0 ) ya 

bir homo~orfizm denir. Birebir ve örten özeliği bulunan ho -
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momorfizme izomorfizm denir. Bir geometrik yapıyı kendisine 

dönüştüren izomorfizme de kolinasyon veya otomorfizm denir. 

Homomorfizmler noktaları noktalara, doğruları doğrula-

ra dönüştüren ve üzerinde bulunma bağıntısını koruyan dönü-

şümlepdir. Noktadaş doğruları yine noktadaş doğrulara,doğru 

daş noktaları yine doğrudaş noktalara, üçgenleri üçgenlere, 

dörtgenleri dörtgenlere •.• v.s. dönüştürtirler.Bundan başka 

izomorfizm nokta ve doğruları birebir ve örten biçimde eşl~ 

mektedir. Aynı tip iki geometrik yapı arasında bir izomor­

fizm varsa bunlar iz.omorftur (eş yapılıdır) denir. Genel ola 

rak izomorf iki geometrik yapı, bir tek geometrik yapının~ 

lemanlarının iki farklı 9ekilde eösterilmişleri olarak dÜŞQ 

ntilür. Dolayısıyla izomorf geometrik yapılara aynı bir tek 

yapıymış gib"i bakılır·~-

TEOREM 1.1.1: 

Bir W projektif düzleminin bütün otomorfizmleri fonk­

siyon bileşimi işlemiris göre bir grup oluştururlar. (Bu gru 

ba ~ nin otomorfizmler grubu yada kolinasyonlar grubu denir 

ve G( ~) ile gösterilir.) 

W bir projektif dtizlem f de ~ nin kolinasyonu olsun. 

Eğer ~deki bir N noktası için f(N)=N ise N için f altında 

değişmez kalan nokta denir. Eğer ~ nin bir d doğrusu için 

f(d)=d ise d ye f altında değişmez kalan bir doğru denir. 

Ayrıca, eğer bir d dogrusunun üzerindeki her X noktası için 

f(X)=X ise yani d nin her noktası f altında değişmez kalıyo~ 

sa, f kolinasyonu d yi nokta-nokta değişmez bırakır denir. 

W nin her noktası f altında detişmez kalıyorsa f ye birim 

-4- T. C. 
A tU\ D O l U O N i V E R S İ T E Sf 

ü;::::::·z f:J:·::.:::::.~,:-i::.si 
: 

ı 
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kolinasyon yada özdeşlik kolinasyonu denir. 

TANIN 1.1.4: 

d ile d1 projektif düzlemde herhangi iki do~ru ve M de 

M,5d, .M~dl özelli~inde herhangi bir nokta olsun. Her Xod 

noktası için '""f](X)=MXI\dl'=Y olacak biçimde belirtilen "V dö-

' nüşümüne d do~rusunu dı.?oğrusuna dönüştüren .M merkezli bir 
., . 

perspektiflik denir. Bu perspektiflik 

~:d~ d1 yada kısaca 

biçiminde gösterilir. Ayrıca eğer~, d nin A,B,C,.~. nok­

talarını d1 in sırayla A1 ,B1 ,c1 , •• noktalarına dönüştü.rüyor­

sa bu perspektiflik için 

yada daha kısa olan 

gösteriınıeri kullanılır.\Şekil 1.1.2). 

Şekil 1.1.2 

' H ir projektif düzlemde sonl u sayıda perspektifli.klerin 

bileşkesine izdüşellik (projectivity) denir. 

Bir izdüşellik harmonik dörtlüleri harrnonik dörtlülere 

dönüştürür. 

-5-



IP bir projektif düzlem, M ve e de bu düzlernin sırayla 

belli bir nokta ve belli bir do~rusu olsun. Bu durumda aşa­

ğıdaki önermeye (M,e)-Desar~ues teoremi ve bu teoremi gerçe~ 

leyen IP projektif düzlemine (M,e)-Desargsel düzlem denir: 

~ Desargsel projektif düzleminde M noktasından perspektif 

herhanği {A,B,c} ve {A' ,B' ,cr} üçgenleri j_çin eğer P=ABJ\A'B' 

ve Q=ACAA'C' noktaları e doğrusu üzerinde ise R=BC~B'C' nok 

tasıda e üzerindedir. 

TANIM 1.1.5: 

' f, bir ~ projektif düzleminin bir otomorfizmi olsun. 

W nin bir M noktasından geçen her x doğrusu için f(x)=x ise 

M ye f nin merkezi denir. Benzer olarak W nin bir e doğrusu 

üzerindeki her X noktası için f(X)=X ise e ye f nin ekseni 

denir. Eğer f nin bir M merkezi ve bir e ekseni varsa f ye 

W nin bir (M,e)-merkezsel kolinasyonu yada (M,e)-perspektif 

liği deniro Ayrıca eeer Moe ise f ye öteleme (translation 

yada elation), Msz{e ise f ye homoloji denir. 

Bir kolinasyon merkez ve eksenini (var iseler) değiş-

mez bırakır, yani değiştirmez. Yalnız bir merkezsel kolinas 

yon bir doğruyu değiştirmeyebilir- (örneğin M den geçen her 

doğruyu değiştirmez) ama bu, söz konusu doğrular üzerindeki 

noktaları degiştirmez demek değildir. 

TEOREM 1.1.2: 

W bir projektif dlizlem ve G( W) bu düzlernin bütün ko­

linasyonlarının oluşturduğu grup olsun. l\1 ve e de sırayla IP 

nin seçimli bir nokta ve seçimli bir doğrusu olsun. Bu durum 

da IP nin 
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i) e-eksenli ötelerneler kümesi, G( W) nin bir altgrubu 
. -

dur. (Bu altgruba e-eksenli ötelerneler grubu denir ve G .. (e) . o 

ile gösterilir.);_ 

ii) M merkezli ötelerneler kümesi, G( IP) nin bir altgr~ 

budur. (Bu altgruba Ivi merkezli ötelerneler grubu d~nir ve 

Gö(M) ile gösterilir.); 

iii) (M,e)-merkezsel kolinasyonların kümesi, G( IP) nin 

bir altgrubudur. (Bu altgruba IP nin (M ,e) -merkezs el kolinas 

yonlar grubu denir ve G(M,e) ile gösterilir.). 

TANIM 1.1.6: 

~ bir projektif düzlem, M ve e de bu düzlernin sırayla 

belli bir nokta ve belli bir do~rusu olsun. W de 

1) X~M ve Yf:. M 

2) X~e ve Y~e 

3) M,X,Y doğrudaş 

1 

özeliginde verilen herhangi X ve Y nokta çifti için f(X)=Y 

olacak biçimde bir f~ G(M,e) merkezsel kolinasyonu varsa IP 

düzlemi (M,e)-geçişkendir denir. IP düzlemi (M,e)-geçişken 

ise G(M,e) grubu W üzerinde geçişkendir denir. 

TEOREM 1.1.3: 

~ bir projektif düzlem, M ve e de bu düzlemde verilen 

bir nokta ve bir do~ru olsun. W nin (M,e)-DesarBuessel ol­

ması için gerek ve yeter koşril W nin (M,e)-Reçişken olması­

dır. 

TEOREM 1.1.4: 

·~-bir projektif düzlem, M ve e de bu düzlemde verilen 

bir nokta ve bir dogru çifti olsun. Bu düzlemde l#M , N~ e 

-7-



öz eliklerine uygun bir tek N noktası ve Y o MN, YFM, Y r;! e öze 

li~lerine uygun her Y noktası için f(N)=Y olacak biçimde bir 

f:(M,e) merkezsel kolinasyonu varsa W düzlemi (M,e)-geçiş­

kendir. 

TEOREM 1.1.5: 

N o e ve M o e olmalf. ~zere eğer IP düzlemi hem (M, e}-ge­

çişken hemde (N, e)-geçişken ise bu düzlem her .X: o e noktası- -

için (X,e)-geçişkendir. 

TANIM 1 • 1 • 7 : 

~ bir projektif düzlem e de bu düzlemin, bir doğrusu 

olsun. Eğ~r ~ her Xoe noktası için (X,e)-geçişken iBe W ye 

{e,e)-geçişken denir. Dual olarak, belli bir M noktası ve bu 

noktadan geçen her x doğrusu için (M,x)-geçişken ise ~ düz­

lemine (M,M)-geçişkendir denir. 

TEOREM 1.1.6 (Küçük Desargues teoremi): 

IP bir projektif düzlem olsun. X o x özeliğindeki her X 

noktası ile her x doğrusu ve X noktasından perspektif olan 

herhangi {A,B,c} ve {A' ,B' ,C'} üçgenleri için P=ABI\ A'B' ve 

Q=AC 1\. A 1 C' noktaları x doğrusu üzerinde ise R=BCI\ B' C 1 nokta 

sxda x doğrusu üzerindedir. 

Küçük Desargues teoremini gerçekleyen bir projektif 

düzleme Küçük Desarguessel düzlem yada Moufang düzlemi de-

nir. 

TEOREN 1. 1. 7 : · 
. 

Herhangi bir W projektif düzlemi için aşağıd~ki öner-

meler eş anlamlıdır: 
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ı. ~ düzlemi bir Moufang düzlemidir. 

2. M o e olmak üzere her .Iv1 noktası ve her e doğrusu için 

IP düzlemi (M,e)-geçişkendir. 

· 3. Her e doğrusu için Gö(e) grubu P üzerinde geçişken 

dir. 

TEOREM 1.1.8: 

Herhangi IP projektif düzlemi (M,e)-geçi~kense ve f de 

IP nin f(M)=N ve f(e)=d olacak biçimde bir kolinasyon ise 

~ düzlemi (N,d)-geçişkendir. 

TEOREM 1.1.9: 

Herh~ngi bir IP projektif düzlemi 

a) Hem (e,e)-geçişken ve hernde (d,d)-geçişken ise aynı 

zamanda x ~(e;\ d) özeliginde her x doğrusu için (x,x)-geçi~ 
~ 

kendir. 

b) Hem (M,M)-geçişkeri hemde (N,N)~geçişken ise aynı Z! 

manda XoMN özeligindeki her X noktası için (X,X)-geçişken­

dir. 

TEOREM 1.1.10: 

Herhangi bir W projektif düzlemi 

a) Noktadaş olmayan f~rklı a,b,c doğruları için (a,a), 

(b,b), (c,c)-geçişken ise düzlemdeki her x doğrusu içinde 

(x,x)~geçişkendir, yani W bir Moufang düzlemidir. 

b) Doğrudaş olmayan farklı A,B,C noktaları için (A,A), 

(B,B), iC,C)-geçişken ise düzlemdeki her X noktası içinde ~ 

(x,x)~5eçişkendir. 

Gerçekte teorem l.l.lO'un daha indirgenmişi olan aşağı­

daki teorem de geçerlidir. ancak bunun ispatı için oldukca 
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ağır cebirsel bil8ilere ihtiyaç duyulduğundan pek az kulla­

nılmaktadır: 

T EOREIVI 1 • 1 • 1 1 : 

Herhangi bir W projektif dtizleminin Moufang dlizlemi 

olması için gerek ve yeter koşul d ve e gibi farklı iki doğ­

ru için (d,d) ve (e,e)-p,eçiı;,ken olmasıdır. 

TANIM 1.1.8: 

B , bir ktime + ve • da BxB den B ye (yani B tizerinde) 

sırayla toplama ve çarpma denilen iki işlem olsun. ~ğer 

(B,+,.) sistemi aşağıdaki koşulları gerçeklerse ona böllimlli 

halka denir: 

Bl: (B,+) sistemi değişıneli bir gruptur. 

B2: (B-[oj,.) bir gruptur. 

B3: • işlemi , + işlemi Uzerine sağdan ve soldan dağı­

lır. Yani her x,y,z EB için 

x.(y+z)=x.y+x.~. ve (y+z).x=y.x+z.x 

dir. 

TANIM 1.1.9: 

B bir böltimlli halka olsun. 

1+1+1+ ••• +1=0 

p tane 

eşitli~ine uyan en kliçlik p~2 tamsayısına b böllimlli halkanın 

karek~eristigi denir. hğer böyle (sonlu) bir p tamsayısı yo~ 

sa B nin karekteristiği sıfırdır denir. 

TEOREM 1.1.12: 

Bir böllimlli halkanın karekteristiti ya sıfır yada daima 

bir asal şayıdır~ 



TANIM 1.1.10: 

B herhangi bir bölümlü halka olsun. Bu bölümlü halkanın 

B
0
={x:xEB, ve her yE: B i;in. xy=yx}. 

biçiminde tanımlı altkümesine B nin merkezi denir. 

TANIM 1.1.11: 
J13 

-B bir oölümlü halka~a .. GB,x.,x.,x!,x'.eB ve x!=2:a .. x., 
~. . ı J ı J ı J . ı j =1 ı J J 

i=1,2,3 olm~k üzere W2B projektif düzleminin noktaları ara­

sında f:(x1 ,x2 ,x
3

} ~(xi,x2_,x3J dönüşümünü düşünelim.nöy­

le her dönüşümün katsayıları 3x3 tipinde karesel bir A=(a .. ) 
ıJ 

matrisi tanımlar. Karşıt olarak eirdileri B nin elemanları 

olan 3x3 tipinde he~ A=(a1 j) matrisi için 

all al2 al3 xl x' 
ı 

a2l a22 a23 • x2 = x' 2 

a31 a32 a33 x3 x' 
3 

ile verilen bir f dönüşümü tanımlıdır. Bu nedenle f ye mat-

risi A olan dönüşüm yada A matrisinin belirttiği dönüşüm de-

_nir, ve bu dönüşüm genel olarak fA ile gösterilir. 

TEOREI'1 1.1.13: 

A=(a .. ) , ·B bölümlll halkası üzerinde 3x3 tipinde ve te­
ıJ 

kil olmayan bir matris ise bu matrisin belirttiği fA dönüş~ 

mü W2B projektif düzleminin bir otomorfizmidir. (fA ya 

IP2B nin matris gösterimli kolinasyonu denir). 

TANIN 1 .. l. 12: 

Girdileri bir B böltirnlü halkasının elemanları olan ve 

3x3 tipinde tekil olmayan matrisler kümesinin matris çarpımı . 
T. C; 
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işlemi altında oluşturduğu gruba B üzerinde 3-boyutlu genel 

lineer grup denir ve GL(3,B) ile gösterilir •. E~er GL(3,B) 

grubu küme olarak ele alınırsa ve bu küme üzerinde 

''ANA' 4:} ~;\·E.B 
0 

"3) pO ve A '=A 1\ ıt 

denklik ba~ıntısı yardımıyla tanımlanan GL(3,B)/N bölüm 

grubuna B üzerinde projektif genel lineer grup denir ve bu 

grup PGL(2,B) ile gösterilir. 

1.2. İZDÜŞELLİKLER İLE KOLİNASYONLAR ARASINDAKİ 

İLİŞKİLER 

ır E OR EM 1 • 2. 1 : 

f bir projektif düzlem ve f de W nin bir kolinasyonu 

olsun. ~ğer f nin bir projektif düz~emin bir d dağrusuna f/d 

kıbıtlanmışı izdüşellikse P deki her bir x dağrusuna f/x 

kısıtlanmışı da izdüşelliktir. 

TANIM 1 .. 2.1: 

f bir ·~ projektif düzleminin herhangi bir kolinasyo­

nu, d de W nin herhangi bir doğrusu ve f(d)=d' olsun. Eğer 

f nin d ye kısıtlanmışı olan f/d:d~d' dönüşümü bir izdüşe1:, 

likse f ye iZdüşel kolinasyon denir. 
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2. BÖLÜM 

Iv!OUFANG PROJEKTİF DÜZLEMİNİN CEBİRSEL YAPISI 

2.l.PROJEKTİF DÜZLEMLERiN KOORDİNATLANMASI 

VE 

DtlZLEMSEL~~ÇLÜ HALKALAR 

IP mertebesi n). 2 olan herhangi bir projektif düzlem ol 
:.-' 

sun. Kardinalitesi n olan, O ve 1 ile gösterilen iki özel e 

lemanı bulunan herhangi bir S kümesini göz önüne alalım. W 

de herhangi üçü doğrudaş olmayan.O,E,U,V noktalarının oluş­

turduğu sBçimli bir {o,E,u,v} koordinatlama dörtgeni ve S 

kümesi kullanılarak ~ nin noktal~rını şöyle koordinatlandı-

ralım. OE doğrusu üzerinde OE 1\ UV den başka her bir noktaya 

s2 
nin (a,a) biçiminde bir tek elemanını eşleyelim ve özel 

olarak 0=(0,0) ve E=(l,l) alalım. UV üzerinde bulunmayan se­

çimli bir N noktası için eğer 1'U AOE=(b,b) ve NV"OE=(a,a) l. 

se N=(a,b) diyelim. Özel olarak OU doğrusu üzerindeki nokta­

lar (a,O) ve OV doğrusu üzerindeki noktalar (O,b) biçiminde 

ko ord ina tl ara sahip ol ur. TJV doğrusunun [ (O, O) V ( 1, m)}\ UV 

noktasına (m) koordinatını verelim. Bu yolla U=(O), OE 1\ UV= 

(1) olacağı açıktır. IJV doğrusunun V noktasına oo j: S olmak ,!:! 

zere V=(oo) koordinatın.ı verelim.(Şekil 2.1.1). IP nin doğrE 

larına gelince V=(OO) noktasından geçmeyen ve dolayısıyla UV 

ile bir (m) ortak noktasına ve OV ile bir (O,k) ortak nokta­

sına sahip olan doğruya [m,kJ kpord1natını , V=(oo) noktası_!! 

dan geçen ve OU=[O,O] doğrusuyla bir (k;o) ortak noktasına 

sahip olan doğruya [k] koordina-tını ve UV doğrusunada [oaJ ko 
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ordinatını tayin edelim.(Şekil 2~1.2). 

Şekil 2.1.1 

["',k) 

[oJ 

~ekil 2.12 

Buradan açık olarak, noktalaPın do~rular Uzerinde bulun 

bağıntısı her m,k,x,yGS için 

(DO)o[oo] · ( oo)o [k] (oo_)? [:n, k] 
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(x) o [oo] 

(X, Y)" [Do] 

( x) o (m, kj ~ m=x 

(x,y)o [k] ~ x=k 

dır. Geriye kalan herhangi (x,y) noktasının (m,k] doerusu üze 

rinde bulunup bulunmamasını belirlemek için s3 den s ye 

11 T: (m,x,k)~y ~ (x,y)o[m,k] 11 olacak biçimde bir T eşlemesi 1 

tanımlamak yeterli olacaktır. Bunun için aşagıdaki teorem ve 

rilir. 

TEOREM 2.1.1: 

S, bir projektif düzlemi koordinatlamakta herhangi bir 

kümeveT de s3 den S ye T(rn,x,k)=y ~ (x,y)o[m,k] özeliğin­

de bir eşleme olsun. Bu durumda 'r, S üzerinde bir üçlü işle!!! 

dir. 

İSPAT: 

Her bir (m,x,k) sıralı üçlüsü için y=T(m,x,k) olacak 

biçimde bir tek yE:.S olduğu gösterilmelidir. İlk koordinatı 

x olan bütün noktalar (oo)v (x,x) = [x] dogrusu üzerindedir. 

Ayrıca tanımdan y='r(m,x,k) ~ (x,y)o[m,k] ve dola;ısıyla ay­

nı x ilk koordinatlı nokta [m,k] dogrusununda üzerindedir. 

Böylece (x,y)=[x]A[rn,k) olur. oysa iki doğrunun bir tek (x,y) 

ortak noktası bulunduğundan bir tek yE.. S vardır8 

Böyle elde edilen (Ş,T) ikilisinin aşağıdaki tanırola v~ 

rilen bir düzlemsel üçlü halka olduğu kolaylıkla gösterilebi 

lir. 

TANIM 2.1.1: 

S, O ve 1 ile gösterilen iki elernanıda içinde bulundu-
/ 

ran bir küme ve oo ~ S olsun. 'r de S üzerinde 

Tl: Her a,b,c6Ş için T(O,b,c)=T(a,O,c)=c 
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T2: Her aG.S için T(a,l,O)=T(l,a,O)=a 

T3: Verilen a,b,cE.S için T(a,b,x)=c olacak biçimde bir 

tek x.ES vardır. 

T4: a/=c olmak üzere verilen a,b,c,dES için T(a,x,b)= 

T(c,x,d) olacak biçimde bir te~ xES vardır. 

T5: a/=c olmak üzere verilen a,b,c,dbS için T(x.a,y)=b 
~ . 

ve T(x,c,y)=d olacak b~çimde bir tek (x,y)Es 2 var-

dır. 

koşullarını gerçekleyen bir üçlü işlemse (S,T) ikilisine üç-

lü halka denir. Ayrıca eger S bir W projektif düzlernin koor 

dinatlama kümesi ve r de bu koordinatlamadaki üçlü işlemse 

(S,T) üçlü halkasına IP nin düzlemsel üçlü halkası yada kı-

saca düzlemsel üçlü halka denir. 

2.2. PROJEKTiF DÜZLEMLERiN CEBİRS~L YAPISI İLE 

GEÇİŞKENLİKLER ARASINDAKİ İLİŞKİLER 

TANIM 2.2.1: 

L, herhangi bir küme ve * da 1 üzerinde bir ikili 

işlem olsun. Aşa~ıdaki özeliklere sahip (L.*) sistemine ya-

rı grup yada loop denir: 

Ll: Verilen her a,bGL için a*x=b denkleminin bir tek 

xEL çözümü vardır. 

12: Veril·en her a,bE:L için x~?-=b denkleminin bir tek 

x GL çözümü vardır. 

13: Her xEL için x*u:u*x:=xolacak biçimde bir tek 

uE.L elemanı (bi"rim ·eleman) vardır. 

TANIM 2 .• 2. 2: 

Herhangi bir (S,T) üçlü halkasının T işleminin 
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x+y=T(l,x,y) ve x.y=T(x,y,O) 

biçiminde tanımlanan özel hallerine sırayla S üzerinde top­

lama ve çarpma (ikili) işlemleri denir. 

TEOREM 2.2.1: 

(S,T) bir üçlü halka + ve • da S üzerinde tanım2.2.2 

deki toplama ve çarpma işlemleri ise (S,+) ve (s-[o} ,.) sis­

temleri birim elemanları sırayla O ve 1 olan birer yarigrup­

tur. listelik her xE:::.S için O.x=x.O=O dır. 

TANIM 2.2.3: 

(S,T) bir üçlü halka olsun. Eger T üçlü işlemi her a,b, 

cES için T(a,b,c)=T(l,T(a,b,O),c) özeligine sahipse yani+ 

ve • tanım2.2.2 deki işlemler olmak üzere 

T(a,b,c)=a.b+c 

ise (S,T) ye lineer üçlü halka denir. 

TEOREM 2.2.2: 

(S,T) üçlü halkasının lineer olması için gerek ve yeter 

koşul IP(S,T) projektif düzleminde (M,e)-Desargues teoremi­

nin M= (oc ) , e= [ooJ , AA'= [O] , R= (O) öz el konumunda geçerli 

olmasıdır. 

TEOREM 2.2.3: 

(S,T) üçlü halkasının lineer ve + işleminin birleşimli 

(dolayısıyla (S,T) nin grup) olması için gerek ve yeter ko­

şul IP(S,T) projektif düzleminin ( (oo), [ooj )-{~eçişken olması 

dır. 

İSPAT: 

(S,T) lineer ve+ işlemi birieşirnli olsun. A ve A', lP 

de [oo] üzerinde bulunmayan ama (po) ile dogruda.ş olan her-
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d 

hangi iki nokta olmak üzere A yı A' ye eşleyen bir ( (oo ) ,~]) 

öteleme bulmalıyız. Buna göre A=(x,y) ve A'=(x,y') biçimin­

de alınabilir. (S,+) bir yarıgrup olduğundan y+a=y' olacak 

biçimde bir tek aE.S vardır. IP nin bu a ile belirtilen 

fa:(x,y)--?(x,y+a) fa: [m , kJ --7 [m , k +aJ 

(m) --7 (m) ve f k l --7 [k] (I) 
·~ . "' J 

(ca )-?(oc) [;oJ --7 f ;.o] 
... -

eşlemesini göz önüne alalım. fa nın birebir ve örten olduğu 

açıktır. Ayrıca (I) den dolayı, 

fa((oo)) o fa([.:ıo] ) ~ (:xı)o[~J ; fa(((X)))o fa([kJ) 

~~ C~)o (k] ; fa((m))ofa([Ç<ıJ) .:;=; (m)o[coj; 

fa ((m))~ fa ( (tr\,..k]) ~ (m)o [m,k+aj ; fa ( (x,y)) -:ı fa ([kJ) 

~ (x,y+a)o[k] ~x=k ; fa((x,y)) ofa([m.,kJ) 0 

(x,y+a)o [m, k+~ ~ y+a=mx+(k+a) 

4=> y+a= (mx+k) +a 

~ y=mx+k 

~ (x,y)o [ m,kj 

bulunur ki bu f nın üzerinde bulunma ba6ıntısını koruduğu-a 

nu gösterir. Dolayısıyla fa, W nin bir kolinasyonudur. list~ 

lik [eo] doğrusu üzerindeki her noktayı ve ( oo) noktasından 

geçen her doğruyu değişmez bırakır. Böylece (oo )c[oo] oldu­

aundan f b ir ( ( CX>) ' [oo] ) - öt el erne d ir. o a 

Karşıt olarak IP nin ( (oo), [oo] )-geçişken oldugunu va_E 

sayalım. Bu halde teorem 2.2.2 geregince (SiT) lineerdir. 

Varsayım gereğincede (0,0) noktasını herha~gi (o,a) noktas~ 

na taşıyan bir fa =( (oo), [oo) )-ötelemesi vardı-r. O zaman her 
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hangi (x,y) noktası 1çin fa((x,y))=(x,v) diyelim. v nin yal­

nızca a ve y ye bağlı olduğunu göz önüne alarak Va: S~S ve 

Ya (y)=v ol'acak biçimde birebir ve örten bir'-la eşlemesi dü­

şünülürse fa((x,y))=(x, Ya_(y)) olur. Buradan 

fa\ (O, O))= (O, a) ~ (O, Ya (O) ) = (O, a) 

ve buradan ::ia 

(II) 

bu~unur. Bu durumda f ötelemesinin W nin noktalarına et~i~ . a 

si tamamen ballidir. Çünkü fa:(x,y)~(x, Ya(y)) , (m)~(m) 

(oo )--7(00) dir. Oysa fa: (m)~(m) ve fa: (O,k)~(O, Ya (k)) 

olduğunda~ fa:(m,~ ~[m, ~(k)] dır. (S,T) nin lineerliği 
ve fa nın üzerinde bulunmayı koruyacağı göz önüne alınırsa 

hem (x,y)o [m,k] olduğundan 

y=rnx+k (III) 

hernde fa(Cx,y)) o fa([m,k]) oldueundan (x, YaCy))o[m, 'la_(k)] 

yada daha açık olarak 

'la (y) =mx+ Ya (k) 

dır. (III) ve (IV) den her x,y,k E S için geçerli olan 

'fa. (mx+k)=mx+ Ya (k) 

eşitliği bulunur. Özel. olarak (V) den k=O ve m=l için 

'fa_(x)=x+'/a(O) ve (I) den hemen 

'/a(x)=x+a 

(IV) 

(V) 

(VI) 

bulunur. (VI) özeligi (V) de kullanılır ~e·tekrar m=l alınır 

sa her a,k,x ES için geçerli 

(x+k) +a=x+ (k+a) 
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sonucuna varılır ki bu + nın birleşimli olduğunu gösterir• 

TANIM 2.2.4: 

+ işlemi birleşimli olan herhangi (S,T) lineer üçlü hal· 

kasına kartezyen grup denir. 

TEOREM 2.2.4: 

(S,T) bir kartezye~ grup olsun. (S,T) nin soldan dağıl­

ma özeliğine sahip olması-Yani, her a,b,ces için a(b+c)= 

ab+ac olması-için gerek ve yeter koşul W(S,T) nin ((O~[~) 

geçişken olmasıdır. 

İSPAT: 

(S,T) kartezyen grubu soldan dağılma kuralını sağlasın. 

(x,y) seçimli noktasını yine seçimli ~ma (O)V (x,y) doğrusu 

üzerindeki (x' ,y) noktasına eşleyen bir ((O), [cıo) )-ötelem!:: 

sinin varııgını göstermeliyiz. Oysa (S,+) bir grup old~ıun-

dan x' =x+a olacak biçimde bir tek a GS vardır. IP (S , T) üz e-

rinde a ila belirtilen 

(m) ~ (m) 

( çı.o ) ---7 ( 00 ) 

. 

ve 

fa:[m,kJ ~(m,-(m.a)+k] 

[k] -~ [k+a] 

[Ooj ---? [ooJ 

eşiernesini göz önüne alalım. fa nın birebir ve örten olduğu 

kolaylıkla gösterilebilir. Ayrıca 

fa ( ( x , y) ) o fa ( [m , k] ) ~ ( x +a , y ) o [m, - (m. a) +k J 
e y=m(x+a)+(-(m.a)+k) 

~ y=mx+ma-ma+k 

~ y=mx+k 

~ (x,y)o [m,k] 
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dir. diyer hallerde de fa nın üzerinde bulunmayı koruduğu~ 

göstermek-Teorem 2.2.3 dekine benzer yolla-çok kolaydır. böy 

lece fa' IP(S,T) nin bir kolinasyonudur. Üstelik fa:[O,k] 

~(o,k] olduğundan (O) dan geçen her doğru ve fa:·(m)---?(m) 

(oo)~(oo) olduğundan [:x>] üzerindeki her nokta fa altında 

değişmediğinden fa bir ((O),[:ıo])-ötelemedir • 
.:.· . 

Karşıt olarak IP(S,T) projektif düzlemi ((O),[Oo] )-ge­

çişken olsun. Buradan [o,o] doğrusunun (0,0) noktasını yine 

aynı doğrunun bir (a,O) noktasına eşleyen bir fa((O), [~J) 

ötelernesi vardır. Bundan yararlanarak fa((x,y))=(u,y) dlye­

lim. u nun yalnızca a ve x a bağlı oldugunu düşünerek · 

'1a_:S--7S ye· 'la_"(x)~u olacak biçimde birebir ve örten bir 

eşleme _;öz önüne alınırsa f ( (x,y) )=( y (x) ,y) olur. oysa ve . a a 

rilenlerden fa((o,o);=(a,O) ~ (''fa(O),O)=(a,O) bulunur ki b. 

(I) 

demektir. Buradan f ötelemesinin noktalara etkisi tarnarnem a 

bellidir. Çünkü, fa: (x,y)~( 'P(x) ,y) , (rn)--7(m) , (00)---7 

(cx:ı) dir. fa:(m)~(m) ve (I) in kullanılmasıyla fa:(O,k)~ 

()Oa(U),k)=(a,k) oldugundan ve fa üzerinde bulunmayı koruya­

cağından fa: [m,k) ~[m,h) biçiminde olmalıdır. Lİstelik 

(O,k)o (m,k] .q (a,k)o [m,hJ ... ~ k=m.a+h ~ h=-(rn.a)+k ve dolay2-. 

sıyla da fa:[rıı,k]~[m,:-(m.a)+k] dır. fa nın üzerinde bulun 

ınayı koruyacağıriı ve (S,T) nin lineerliğini kullanarak 

(x,y)o [m,k] 4?y=nıx+k (II) 

y=m Ya (x) +{-(ma) +k) (III) 

.,.21-



bulunur. (II) ve (III) birlikte düşünülürse 

mx+k=m ~(x)+(-(ma)+k) . a 

elde edilir. Burada + nın birleşme özeliğini de kullanarak 

hemen her m,a,x6S için 

mx +ma=m Ya ( x) (IV) 

bulunur. (IV) den. m=l i~ 'in 'la (x) =x+a elde edilirki bunu teK 

rar (IV) de kullanarak 

mx+ma=m(x+a) 

solJan dağılma kuralına varılır• 

·.rA NIH 2 • 2 • 5 : 

Soldan dagılma özelligi bulunan herhanbi bir kartezyen 

gruba sol yarıcisim ve sagdan dagılma özeligi bulunan herhan 

gi bir kartezyen gruba sağ yarıcisim denLc. Hem sağdan hemde 

soldan dağılma özeliJi bulunan herhan~i bir kartezyen gruba 

da yarıcisim denir. 

Yarıcisim teriminin karşılı~ı olarak bir çok eserlerde 

yaygın olarak " Veblen-Wedbernburn (VW) sistemi 11 terimide 

Kullanılmaktadır. 

SONUÇ 2.2.1: 

Herhangi (S,T) üçlü halkasının sol yarıcisim olması i­

ç in e; erek ve yeter koşul . IP (S, T) nin ( (c;o] , [:ıoJ ) -D esargue~ 

sel olmasıdır. 

YARD II'1CI T BOR EM 2. 2. 5: 

Herhangi bir (S,T) yarıcismi ~ş~gıd~Ki özelikleri sağ-

lar: 
. 

a) Her x,yGS için x(-y)=-(xy)=(-x)y dir. 
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b) Verilen herhanGi a, bE.S, a,#l için 

ax+b=x ve xa+b=x 

denklemlerinin birer tek x E S çözümü vardJ.r. 

c) Her x,yE.S için x+y=y+x dir .• 

TEOREM 2.2.6: 

Herhangi (S,T) kartezyen grubunun sa~ yarıcisim olması 

yani her a,b,cGS için (a+b).c=a.c+b.c kuralını gerçekleme-

si için gerek ve yeter koşul ~(S,T) projektif düzleminin 

( (oo), [o] )-geçi:şken olmasıdır. 

TEOREiv1 2.2.7: 

Herhangi bir (S,T) liçlli halkasının sağ yarıcisim olması 

için gerek ve yeter koşul IP(S,T)nin ( (oo), (00))-geçiı;;ken ol 

masıdır. 

İ SP AT: 

Teorem 2.2.3 gere~ince (S,T) nin kartezyen grup olması 

P(S,T) nin ( (oo) ,[Oo))-e;eçişken olmasına eı_;;degerdir. Teorem 

2.2.6 dan bu kartezyen grubun sa~ yarıcisim olması W(S,T) 

nin ( ( oo) f (.OJ) -geç :i. ş k en olmasına e:,;d eğerd jr. ( ( 00), (ooJ) ve 

((oo),[o))-geçişken olduklarından ((oa),[oo)/\l o])-geçişkeg 

dir. Buradan ((oo),(oo))-p,eçişken oldueu görlillir• 

SONUÇ 2.2.2: 

(S,T) tiçlli halkasınıri bir yarıcisim olması için gerek 

v e ye t er k o ş ul IP ( S , T ) n i n ( ( oo ) , [ oo) ) , ( ( O ) , [ oa) ) ve 

( (oo), [o) )-geçişken olmasıdır. 

TANIM 2.?.6: 

(1, ~) sistemt bir yarıgrup(loop) olsun. Eğer her x,yGIJ 

için (y~x)*x- 1 =y olacak biçimde x-lE 1 varsa bu yarıgruba 
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sağ ters birleşimli yarıgrup ve benzer olarak her x,yG1 i­

için x- 1 ~(x~y)=y olacak biçimde bir x- 1 ~1 varsa bu yarı­

gruba sol ters birleşimli yarıgrup denir. 

YARDIMCI T~OREM 2.2.8: 

(1,*) sağ (yada sol) ters birlesimli- herhangi bir ya-

rıgrun ve n rıa bıı yarıgr,u_bun birim elemanıysa her x GL için 

-ı -ı ( -1)-ı x -x x=u=x1-t x ve dolayısıyla x - =x d ir. 

YARDIMCI TEOREM 2.2.9: 

(S,T) herhangi bir sag ters birle~imli yarıcisim olsun. 

Her x,y,zES için 

x((yz)y)=((xy)z)y· 

ve özel olarak sağ alterne kural yani 

x(yy)=(xy)y 

eşitlikleri geçerlidir. 

TEOREM 2.2.10: 

Herhangi bir (S,T) yarıcisminin sag ters birleşimli ol 

ması için gerek ve yeter ko9ul W(S,T) nin ((O,O),[üJ)-ge­

çişken olmasıdır. 

ISPAT: 

~(S,T) projektif dlizlemi ((O,O),[O])~geçişken olsun • 

. Bir ötelemenin bir nokta ve onun görlintlisliyle belirtildigi 

hatırlanırsa (O) noktasını bir (b,O), bE. S noktasına eşleyen 

bir fb=( (O, O), [o)) ötelernesi vardır, ve her m ss için 

fb=( [rn,o] )=[m,o] dır. (m):= (:x>]A[m,oJ ve fb([:ıo] )=[b] oldu­

ğundan fb( (m) )=fb([::o] "' [m,o])"" [b]_''\ l·m,O] =(b,mb) bulunur. 

-
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[o]_doğrusu eksen olduğundan (O,y) biçimindeki her nokta ve 

(0,0) noktası merkez olduğundan [o,o) doğ_rusu fb altında de 

ğişmez kalır. Bu nedenle u,v,x6 S, x~O olma!( koşuluyla 

fb((x,OJJ=\u,O) ve fb( [m,-.mx] )= Ln,-mx] (II) 

diyebiliriz. Oysa (m) ve (x,O) noktaları [m,-mx] doğrusu g 

zerinde oldugu ve fb üzerinde bulunmayı koruyacağı için (I) 

ve (II) den (b,mb)o [n,-mx] nin karşılığı olarak 

nb=rrıb+mx (III) 

ve (u,O)c [n,-mxJ nin karşılığı olarak 

nu=mx (IV) 

bulunur •. (III) denklemi verilen b,m,xES için n yi ve (IV) 

denklemi u y~ belirtir. Özel olarak m=l ve verilen herhangi 

b,x degerieri için n nin değerine w dersek (III) ve (IV) den 

wb=b+x ve · wu=x 

olur ve b=-1 için (V) den 

w=l-x ve wu=x 

(ICI) den 

n=m(l-x) 

bulunur. (VI) ve (VII) den 

(V) 

(VI) 

(VII) 

(V):II) 

olur. Oysa (IV) ve (V) kullanılarak n=mw = (mw)u=n(u)=mx= 

m(wu) olur. Yani 

(mw)u=m(wu) (IX) 

bulunur. Dtizlem ((O),(oj)-geçişken olduğundan x ve b aeğiş­

tikce w, S deki her değeri alır. Dolayısıyla (IX) eşitliği 

her ın,wE:S ve w+wu=l özeliginde uE:S için geçerlidir. ;;iimdi 

·V=l+u denilirse wv=w(l+u)=w+wu=l elde edilir. böylece 
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(mw)u=(mw)(l+u)=mw+(mw)u 

=mw+m(wu) 

=m (w(l+u)) 

=m(wv) 

=m 

(IX) dan 

wv=l den 

dir. ·oysa w degeri fb([l;x] )=[w,-x] i.le tanımlandığından b, 

S-(o} üzerinde deGişti~.c~ w de S-lO} daki her degeri alır. 

Bu da (s-{o},. )-nin ~ag ters birleşimli olması demektir. 

Karşıt olarak (S,T) sa~ ters birleşiml~ olsun. Herhangi 

bE: S-[o} ile IP(S,T) de bir fb eşlenıesini şöyle tanımlaya-
. 1 ım: 

ve 

( ) (( -ı -ı,-ı ( -ı)( -ı -ı)-1) _j_ f,b: x, y ----? b +x ) , yx b +x , xrO ,x=- b 

(O,y)---?(O,y) 

(-b,y)---?(-yb-1 ) ,b-/:.0 

(m; ---?(b,mb) 

(DO )-?(00) 

f b : [m, k] --? [m- kb- 1 , k] 

. [k) ---? L(b- 1+k-l )-ı] , k-/:.0,-b iken 

[o) ---7[o] 

(-b) -7 [;.o] 

[;ıoJ "-;(b] 

Buna göre fb eşlemesi [o) dogrusunun her noktasını ve (0
1
0) 

dan Geçen her dogruyu değişmez bırakır. fb nin nokta ve doğ 

rular için birebir ve örten oldueu sag ters birleşme özeli-

ği :kullanılarak kolaylıkla görülebilir. Böylece geriye fb 

nin üzerinde b~lunmayı koruduğunun gösterilmesi kaldı. Ön­

ce ilk tip noktayı ele alalım. x-/:.0, ve x=-b nlmak üzere . 
fb((x,y))ofb([m,kj) olsun. Buradan 
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((b-1 +x-l)-1 ,(yx-1 )(b-1 +x-l)-1 )o [m-kb ,k] 

~ (yx- 1 )(b- 1+x-l)-1 =(m-kb- 1 )(b~1 +x-l)- 1 +k 

~ yx-1 =(m-kb- 1 )+k(b-1 +x-1 ) ~ yx-1 =m+kx-l 

~ y =mx +k ~ ( x , y) o [m, k J 
bulunur. Bundan başka 

~ .. 
f b ( (X' y) ) 0 f b ( [k J ) Ç? (b- 1 +X- 1 ) -1 = (b -1 +X- 1)-1 

~ x=k ~ (x,y)c (k] 
dır. Şi~di geriye kalan nokta ve do~ru ikililerini göz önU-

ne alalım. 

fb( (O,y)) ofb([m,k]) e (O,y)o [m-kb- 1 ,kJ 

..;.~ y=k 9 (O,y)o L m, k] 

fb((o,y))o fb((oj) e (O,y)o [o] 

fb((-b,:y))o fb([m,k]) ~ (-yb- 1 )o[m-kb-1 ,k] 

~)' m-kb- 1 =-yb-l ·.G;:? -(mb)+k=y <.::;. y=m(-b)+k 

~ (-b,y)o [m,k] 

fb( (rri)) o fb([m,k)) 

(-b,y)o L-b] ... ~ (-yb- 1 )ol~J; 

... ~. (b,rnb)ol m-kb-ı ,kj 

.:_::)' m b= (m-kb -ı) b +k ..,:::-,., ınb=nı b 

olur ki bu her zaman dogrudur, çünKü (m)o (m,kj aır; (m)oLco) 

biliniyor, (b,mb)o[b] olduğundan aa fb( (m) );:;fb(LvoJ) dir; 

(oo) noktası fb altında degişmedi~inden ve -fb:[kJ --?~k'] bi-
1 

çiminde olduğundan tu nokta ile ilgili üzerinde bulunma za-

ten korun ur• 

SONUÇ 2.2.): 

Herhangi (S,T) yarıcisminin sag ters birleşinıli olması 

iç in gerek ve yeter koşul IP ( 8 , T )c nin (o<:> ) o x öz el igind e her 

x doğrusu için (x,x)-geçişken olmasıdır. 
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İSPAT: 

Sonuç 2. 2. ı gereğince IP (S, T) nin ( LooJ , [Oc>]) -geç işken 

oldugu biliniyor. Sonuç 2.2.2 ve Teorem 1.1.10 nun birleşti­

rilmesiyl ed e bu düzlern ([o], [o]) -p:eç Lşkendir. Oysa 

Teoreın 1.1.9 gereğince c~li\LO)=(Co) noktasından geçen her 

x doğrusu için (x,x)-geçişken olmalıdır• 

YARDIMCI TROREM 2.2.11: 

(S,T) sağ ters birleşimli herhangi bir yarıcisim ve 

x , yE S, xy;iO i s e 

( ) -ı -ı ( -ı 1-xy -ı = xy) -ı 

dir. 

TEOREivl 2.2.12: 

(S,T) sağ ters birleşimli herhangi bir yarıcisim olsun. 

(S,T) nin sol ters birleşimli olması için gerek ve yeter ko­

şul IP(S,T) nin ( (0,0), [o,o] )-geçişken olmasıdır.· 

TEOREM 2.2.13: 

Herhangi bir (S,T) sağ ters birleşimli yarıcisim aynı 

zamanda sol ters birleşimli olması için gerek ve yeter koşul 

W(S,T) nin Moufang (Küçük Desarguessel) olmasıdır. 
İSPAT: 

Sonuç 2.2.3 gereeince düzlem (oo)ox özeligindeki her 

x doğrusu iç in ( x, x) -geç işkendir. Öz el olarak ( (Do] , [c;.o] ) ve 

([o) ,[0])-geçişkendir. Teorem 2.2.1~ geregince f kolinasyonu 

için f( (Oo] )=[0,-l] olduğundan düzlem ( [o,-ıJ, [o,-ı] )-geçj_ş_ 

kendir. Böylece Lo), [oo] ,[o,-ıJ noktada'} olmayan üç doğru-

mın h er biri dUzl emin öt el em e doğrularıdır. Dolayı s ı:vla 
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Teorem 1.1.10 gere~ince dtizlem rnoufang dtizlernidir8 

Çalışmanın bu 2.1 ve 2.2 kısımlarında verilen tanım, 

Teorem ve diğer kavramlar için [ı] es<ftS alınırııç;tır. 

2. 3. ALTERNE YARICİSİHLER VE MOUli'ANG DiİZLEJ'v1LERİ 

TANIIVJ 2.3.1: 

Bir (S,+,.) dtizlem~el halkasının bir alterne halka ol­

ması için gerek ve yeter koşul 

1) Her a,bES için 

2) Her a, bG S için 

a(ab)=(aa)b 

(ab)b=a(bb) 

kurallarını sağlayan bir yarıcisim olmasıdır. Bu kurallara 

sırasıyla sol ve sağ alterne kurallar denir [ 2]. 

!Alterne yarıcisimlerle ilcili olarak şu özeliklerde 

bitinmektedir [ 3]: 

T EOR EM 2. 3. 1: 

Her sag ters birleşimli yarıcisim aynı zamanda alterne 

yarıcisimdir. 

'rOEREM 2.3.2: 

Her alterne yarıcisim sağ ve sol ters birleşme özelik 

lerine de sahiptir. 

SONUÇ 2.3.1·: 

Bir yarıcisim de sag ters birleşme özeliti sol .ters 

birleşme özeligini gerektirir. 

SONUÇ 2.).2: 

(S,T) yarıcisminin alterne yarıcisim olması için gerek 

ve yeter koşul W(S,T) nin Moufang dtizlemi olmasıdır. 
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Bir (S,+,.) alterne yarıcisminin yani Moufang dlizlemi-

nin bir kısım özeliklerini topluca verelim: 

1) (S,+,.) bir Abel gruptur. 

2) (s-{o},.) ters birle9imli bir yarıgruptur. 

3) Her xGS için x.O=O.x=O dır. 

4) Her x,yf. için~· x(~y)=-(xy)=(-x)y dir. 

5) Her xES-[o} için (x-ı)- 1 =x di-r 

6) Her x.,yE. S-[o} için 

.( )-ı -ı -ı xy =y x 

x(xy)=(xx)y 

-ı -1 1 )-ı (1-xy) -1 -=~xy -1 

(xy)y=x(yy) 

7) Her x,y,zES için x((yz)y)=((xy)z)y dir. 

Tr;OR~Ivl 2.3 • .5: 

Bir alterne yarıcismin herhangi iki elemanıyla Ureti­

len altcebir birleşimlidir [3]. 

TEOREM 2.3.4: 

A=(S,+,.) karekteristigi 2 aen farklı bir alterne yar~ 
' 

cisim ise bu durumda ya A birleşimlidir ya da A kendi merke 

zi üzerinde bir Cayley-Dickson cebiriuir [3]. 

Ileride ~K 5.BÖLtiM de bir alterne yarıcisim örnegi ve 

rilmiştir. 
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3~ BÖLÜH 

MOUFANG PROJEKTİF DÜZI,F~MiıERİNDE 

KOLİNASYONLARIN ANAIJİTİK İNCEiıENMESİ • 

Bu bölümde Moufang projektif düzleminin üçlü halkaları 

nın özeliklerinden yararlanarak düzlernin kolinasyonıarı ana-

litik olarak incelenmektedir. Kolinasyonların analitik ince-

lenmesinden önce bir boyutlu dönüşümler olan perspektiflik -

ler ve izdüşellikler üzerinde durulmakta ve örnekler veril-

mektedir. 

3. l. MOUFANG PROJEKTiF DÜZIJEMLERİNDE 

BAZI PERSPEKTiFLİKLER 

Herhanği bir projektif düzlemde de geçerli olan aşağı-

daki dönüşümleri göz önüne alalım. Bunlar daha sonra 3.4.1 

de te~rar ele alınacaktır. 

ÖRij"EK 3.1.1: 

Bir ~(S,T) projektif düzleminde 

'{J: [ı,o]<;) [o,o] 

'fJ: (0,0) (ı,ı) (a,a) (1) (~) (0,0) (ı,o) (a,O) (O) 

dönüşümünü alalım. 

(OO)}Z).[ı,o] ve (oo)~ [o,o) oldugundan perspektiflik 

tanımından 

yJ re o, o) T= (CCio rv c o, o )1;.: [o, oJ = [o J"[o , oJ ~c o ~ o) 
yJ ( C ı , ı ) ) = l C oo) " (ı , ı ) j" lo, o) = [ı. J" lo. oJ = (ı , o) 

'fJ c c a , a ) ) = L c X> ) " ca , a ) J " lo , oJ = [a J " Lo • üJ = c a , o ) 
\j)(( ı ))=l(oo)" ( ı )J-\Lo,oj:. [OoJ-\lo,~ =( o ) 
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olduğundan 

dönüşümü bir perspektifliktir (Şekil 3.1.1). 

( DO) 

lı' oJ 

r " 
---.r-:=::----+-----.._--~r---lO, Oj 

(a,O) 

[oJ [a] L~J 

Şekil 3.1.1 

ÖRNEK 3.1.2: 

Bir ~(S,T) projektif düzleminde 

'f': (o) C~) [o, o] 

'+' : ( O , O ) ( O , 1 ) (b , a ) (oo) ( ~ ) ( O , O ) ( 1 , O ) ( a , O ) ( O ) 

dönüşümünü alalım. 

(-l)~(o] ve (-ı)p[o,o] olduğuna göre perspektiflik ta 

nımından 

\+' ( ( o ' o ) ) = [ ( -ı ) " ( o ' o jJ .1\ [o ' oJ ;,: [ .. ı ' oj " lo ' oJ = ( o ' o ) 
'-P ( ( o ' ı ) ) = l ( -J. ) y ( o ' ı ) J ·" lo ' oJ= l- ı ' ı ) ~ [o ' oJ = ( l ' () ) 
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'f' ( (O,a) )= (C-ı)v(O,a)J/\[o,o) =[-ı ,aJA lo,oJ =(a,o) 

'f' (( oo ) ) = [ (-ı )v ( oo ) ]"lo, o)= L oo) ·" lo, o]= ( o ) 

olduğundan 

'V : t üJ c ~ ) lo , oJ 
dönüşümü bir perspektifliktir. 

ÖRNEK 3.1.3: 

Bir IP(S,T) projektif düzleminde 

0: (o,o) <~~I)[cc) 

0 : ( O, O ) ( ı , O ) ( a , O ) ( O ) ( ~i~) ( 00 ) ( 1 ) ( a- 1 ) ( O ) 

dönüştimUnU alalım. 

(0,-1);6lo,o) ve (o,-ı))25[:x>] olduğundan perspektiflik 

tanımından 

0: C (o,o) )=[Co,-ı)v(o,o)jl\[:ıo) =[ ol·"' i~J =(O)) 

0:((ı,o))=[Co,-ı)v(::.,o)]"[X>) =[ı,-ıJ'\l~J =(ı) 
0:((a,O))=l(o,-ı)v(a,o)J"L~J =[ a- 1 ,-ıjt\t'".,o] =(a-1 ) 

0 : ( ( o ) ) = l ( o ' -ı ) '/ ( o ) }\ l :ıo] = lo ' -ı Jl\ [:x>) = ( o ) 

olduğundan 

~. r0 0ı ( Q.ı. -ı ) r "'"'-~ YJ • L ' 'J -7\- '- A> .ı 

dönüşümü bir perspektifliktir. 
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).2. I'-10UI<'ANG PROJEKTiF DÜZIJEMLERİNDB 

BAZI KOLİNASYONLAR 

ÖRNEK 3.2.1: 

Bir IP(S,T) Moufang projektif düzleminde 

. ( ) ( -ı -ı) Ix: x,y ~ x ,yx [m,kJ--? lk,m] , x-/:0 

L kJ ~ Lk-1
] , kl=o 

Lo]~ Leo] 

(O,y)~(y) 

( 00 )---?(Oo) 

dönüşümü bir kolinasyondur [3]. 

İ x ( ( oo ) ) c ix ( [oc] ) & ( (X) ) o [ o] 

İx(( 00 )) o İx( lk)) <.9 ( 00) o [k-l) 

!x( ( y ) ) o 1x ( [oc] ) ~_, (o, y) o L oJ ~> 0=0 

İx( ( y ) )c İx([m,kJ) ~> (O,y)olk,m) ~ y=k.O+m 

~~ y=m Jic> (y)o(m,k] 

. (( )) İ ( L ı ) ( -ı -ı) ( -lJ Ix x,y o x kJ #> x ,yx olk 

~ x-l=k-l ~.> l=xk-l # k=x 

~ x=k ~ (x,y)o[k] 

İx((:-c __ ,y))_a İx_([m,_!c})_ ~ (x~~,yx- 1 )<D Lk,mJ 

~ yx-1 =kx- 1 +m 

<..~ y=k+ınx ~ y=mx+k 

~~ (X, y )-:ılın, k] 

olur ki bu İx kolinasyonunun Moufang düzleminin özelikleri 

yardımıyla üzerinde bulunma bağıntısını koruduğunu gösterir. 

Birebir ve örten olduğu açıktır. Dolayısıyla İx nöniişümü' 

Moufang düzleminin bir kolinasyonudur. 
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ÖRNEK 3.2.2: 

ve 

Bir W(S,T) Moufang p~ojektif dlizıe~inde 

K : ( -X , y ) -~ ( - ( X-ı+ ı ) -ı , ( X-ı+ ı ) -ı (X- ı y) ) , xf:.'J 

co,y) ~co,y) 

(ı,y) -7(y) 

(-x ) --t c::.:ı·,x) 

( oo ) --7 (.ca ) 

K· fm -kl -7 rm-k ~kj., • ._ ' :.a L , 

[ ~ r ( -ı )-ı: -kj --7 L- k +ı j· , k/J 

lo1 --? Lo] 

1 ' 
---? L-ıJ 

dönlişlimli bir koıinasjondur (2]. 

K ( ( cxJ ) ) o K ( L ooj ) c.~ ( .X) ) o L-ı .i 
K((oo ))~K( lıJ) i.;~ ( 0:>)oL:..:;.J 
K(( co ))o K( Loj) a ( ÇQ )o~oJ 

K( ( cv ) ) -:>K ( L-kJ) e ( C:f:J )o~- (k-ı+ı )-ı) 

K((-x ))oK(~J:>j) ~ (-ı,x)oL-ı~ c.=?-ı=-ı . 
K((-x )) oK(Lm,-kj) c.=? (-ı,x)~lm-k,-kj 

~ x=( -ı). (m-k)+( -k) # x=-m 

.. ~ -x =m e (-X ) O ~rtl , -k J 
_ K ( ( ı , y ) ) o K ( [ı j ) t...'9 ( y ) o [oo J ; 
K((ı,y))oK([m,~kJ) e ( y)c[m-k,-k] ~y=m-k 

~y=ı.m+(-k) ~ (l,y)o [m,-kJ 

K ( (o, y)) o K ( l oJ) ~~ (o, y )o [o) a O=O 

-35-

. 
1 



K: ( (O,y))o K([m,-k]) ~ (O,y)o[m-k,-k] 

ey= (m-k). O-k <..~ y=-k 

a y=m. O-k (=') (o' y )o[m, ~k] 

K((-x,y))oK([-k]) ~ 

~==» (- (X-l+ 1)-ı, (X-l+ ı)- ı (X-ly) ) O [- (k-ı+ ı)- ı J 
~ -(x-ı+ı)-;;ı.'=-(k- 1+1)-ı ~ -ı=-(k-ı~ı)-ı. (x- 1 +1) 

0- (k-ı+ı)=- (x-ı+ı) .~ -k- 1-ı=-~-ı-ı 
0 -;x:=-k # (-x,y)~:{-k) 

K{ (-x,y)) o K( m,-k ) #) 

# (-(x-ı+ı)-ı, (x-ı+l)-ı(x-ıy) )~ lm-k,-k] 

. ( -ı . ) -ı ( -ı ) ( -ı ) -ı ( ) ( ) ~ X +ı X . y =- X +1 m-k + -k 

' -ı -ı, ı . -ı -ı 
<...-==, x y=-m+k-x k -K 0 x y=-m-x k 

<-=>y=-xm-k (=:) y=(-x).m+(-k) ,=, (-x,y)o0ı,-k} 

olur ki bu K koıinasyonunur.. ıvıoufanP-; aüzıeminin özelikleri 

yardımıyla üzerinde bulunma bağıntısını koruduğunu gösterir. 

Dolayısıyla K , W(S,T) Moufang düzleminin bir koıinasyonu­

dur. 

ÖRNEK 3.2 • .5: 

Bı·r ın '(S,T) Moufang projektif düzleminde 

'l'a b: (x,y)~(x+a,y+o) 
' 

(x) ----7 (x) 

(oo )~( oo) 

dönüşümü bir kolinasyondur [3]. 
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Ta b ( (DO)) oTa b ( Loo] ) ~ ( oo) ol oo] 
' ' 

Ta,b((oo))oTa,bClk]) ... ~ (oo)o[k+aJ 

T ((x ))oT"' b(L~J) ~ (x)ol~J a,b .... , 

~ x=m ~ (x)o Lm,kJ 

Ta, b( (x,y)) o Ta, bClkJ) <i=> (x+a,y+b)olk+a] 

~ x+a=k+a C:.='? x=k ~ (x,y)olk) 

Ta, b( (x,y) )o Ta, b(lrn,k]) c..ey (x+a,y+b)c~rı,-ma+k+b_] 

4:> y+b=rn. (x+a)+(-ma)+k+b 

~y+b=mx+ma-ma+k+b 

~ y=mx+k (,.~ (x,y)o[m,kj 

olur ki bu T b dönüşümlinlin Mou~ang düzleminin özelikle­a, 

ri yardımıyla üzerinde bulunma ba~ıntısını korudu~unu göst~ 

rir. Birebir ve örten olduğu açıktır. Dolayısıyla T dö-
a,b 

nüşlimü Moufang düzleminin bir kolinasyonudur. 
ı 

ÖRNEK: 3. 2. 4: 

Bir IP(S,T) Moufang projektif düzleminde 

Ka: (x,y)---.,(a.- 1xa,y-.) 

(x) ---? (ya) 

( {X) ) ---? ( Ç() ) 

dönüşümü bir kolinasyon degildir 

L m , k] --1 [ma, ka J 
Lk) -7 [a -lkaj 

[y;)J --; Lr;;.v) 

Ka (( 00)) o Ka ( [!:>o] ) .5:> ( oo ) o LX>J 

K ( ( c.:ı)) o K Clk]) ~ (oo )ola-1ka] a .... . ......... a ... . ....... ... . ........... . 

Ka ( ( y ) ) o Ka ( L ;ıcı) ) ~ ( ya ) o l rx>) 

Ka ( (y)) o Ka Clm,k]) e (ya)o L ma,k~ ~,> ya=rna 

r J ~ y=m ~ ( y )c L m, k 
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K ((x,y))oK ([k])~ (a.-.1xa,ya)o[a-1ka] a. a . 

-ı -ı 
~ a xa=a ka # xa=ka 

~~ x=k ~ (x,y)o [k) 

-ı ..., 
Ka((x,y))oKa([m,k]) "* (a. xa,ya)o lma,k.aj 

e ya=(ma) (a-1 xa) +ka 

olur ki bu durumda K dönüşümünün izerinde bulunma bağın­a 

tısını koruması için çarpınıın birleşme özelic,ine ihtiyaç va_E 

dır. Moufang projektif düzlemi ise çarprnaya göre birleşimli 

degildir. Dolayısıyla K ,Moufang düzleminin bir kolinasyonu . a 

değildir. 

ÖRNEK 3.2.5: 

Bir ~(S,T) Moufang projektif düzleminde 

U:(x,y)~(s-1 xs,s- 1 ys) 

(y) ----?(s-1ys) 

( Oo )-?( 00 ) 

dönüşümü bir kolinasyon degildir. 

, , r -ı -1- ı 
, ım,kJ~ts ms,s .Ksj 

LkJ ~ ls-1
ksj 

, L;·oJ __,. L:~o] · 

u c C co ) ) o u C l ;.oJ ) ~ C oo ) c L.><.) :J 

U((co~))ou(Lk]) $(VJ)c[s-1ksj ;· 

U ( ( y ) ) o U ( l;.:ıJ) ~ ( s- 1 ys ) o L;o J ; 

U( ( y ) ) o U( Lm,k)) <...'9 (s-1ys)o Ls-1ms,s·-1ks] 

-ı -ı <a s ys=s n;s # ys=ms 

~ y=m # (y)o~m,kJ 

-

~ S-l XS=S-l ks ~ X=k ~ (x,y)ol_k] 
ı:; c~ 
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U((x;y))oU.([m,k]) ~ (s-1xs,s-1ys)o [s,...1ms,s-1ks]; 

~ s-1ys=(s-1ms)(s-1xs)+s-1ks 

~~ ys=s. (s-1ms)(s-1xs) +ks 

olur ki bu durumda U dönüşümünün üzerinde bu'lunma bağıntıs_!· 

nı koruması için çarpımın birleşme özeliğine ihtiyaç vardır. 
~ . 

Moufang projektif düzlemi ise çarprnaya göre birleşimli deği! 

dir. Dolayısıyla U, Moufane düzleminin bir kolinasyonu deği! 

dir. 

ÖRNEK 3.2.6: 

Bir IP(S,T) J'v1oufang projektif düzleminde 

T b:(x,y)__,.(x+a,y+b) a, 
(x) -7 (x) 

( DO ) ---7 ( :X::. ) 

Ra :(x,y)--Y(xa,aya 

(x) --;.(ax) 

( CD ) ---7 ( ·;:;<) ) 

S : (x,y)-?(x(l ,yx) 
::ı( '3 

ı 

(X) -~ (X o( B -ı ) 
\ 

(~)~(~) 

.B'a : (x,y)--7(axa,ya) 

(x) -~ (xa-1 ) 

C ex>)~(co) 

.... r ... ~ l m,kj ---?lm,-rna+k+bj 

lkJ -? Lk+a] 

L~ J --:-? L j:) J 

[m, kJ -7 Lam, ak~~ , a;ıfO 
. ·,.k l ' 

.. .J ~ [ kaj 

i k; [k 
~ 

-? i L .J ı.. 
.; 

, ' L'..OJ ~ L ~:)J 

( . l 1 -ı j" _L ... m , k_j -~ ı.. ma - , ka , aF O 

ı 1 ~ i 
L kJ --7 Lakaj 

(eo]~ [ ~Q] 
·-

dönüşüırıleride Noufane di.1zlemle.ri için bire:ı; kolinasyondur[4). 

Moufang projektif.düzlemlerinin herhangi-üçü doğrudaş 

olmayan dört nokta üzerinde geçişken olduğu do~aylı olarak 
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bilinmekle birlikte bunun direk bir geometrik ispatı henüz 

verilememiştir. Aşağıdaki Teoremle bu gerçeğin doğrudan bir 

· cebirsel işpatı verilmektedir. 

TEOREM 3.2.1: 

l:i?(S,T) Moufang düzleminin G( IP) grubu dört nokta üze 

rinde geçişkendir. [4) ~· 

İSPAT: 

A,B,C,D noktaları IP(S,T) Moufang düzleminde herh,angi 

üçü doğrudaş olmayan dört nokta olsun. Bu noktaları sırayla 

(O),(oo),(ı,ı),(O,O) koordinatlama noktalarına dönüştüren 

·bir kolin~syonun varlığının gösterilmesi yeterlidir& A,B,C 

nokta~arını sırayla (O),(co ), (0,1) noktalarına dönüştüren 

bir kolinasyon vardır. Bu kolinasyon 0 olsun. AD i\ BC=E olmak 

üzere 0(E)~(oo)(O,l) dir •. Böylece 0(E)=(O,b) ~ bpl, bER. 

Benzer olarak 0(D)~ (O)(O,b) ve 0(D)=(a,b) :::3 a/=0, aER. 

Buradan 

0:A,B.,C,D---7(0), (Oo), (0,1), (a, b) 

olur. 

T-a,-b: (O), (oo), (0,1), (a, b)--?(0), (oc), (-a,l-b), (0,0) 

Ra.: (o) (oo) (-a,l-b) (0,0)---;-(o) (oo) (-aa,a(l-b)ıı) (o,o) 

~(O),(oo),(-n(a),c),(O,O) 3 n(a)=aa,c=a(l-b)a (I) 

S1 , (-n(a) )-1 ! (O), (oo), (-n(a), c), (0,0) 

---?- (O) , ( 00) , (-n ( a) • (-n ( a) ) - 1 , c. 1) , (O, O) 

~(O), (oo), (l,c), (o, o) 

bulunur. 
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ŞimdiR de (R ;cayley-Dickson cebri) t(x)= ~ •(x+x) 

şeklinde tanımlanmış lineer formu düşünelim. Eu durumda t(c) 

. için iki hal mümkündür. 

l.HAL: t(c)=O, (c 2=-n(c)) ise 

F c= (O), (oc), (ı,c), (o,o)_,.(o), (co), (c.ı.c,c.c), (o, o) 

-->(0), (oo), (c2 ,62 ), (O, O) 

__,.(o), (oo), (-n(c) ,-n(c)), (o, o) 

olur. Buradanda 

S(-n(c) )-1, (-n(c) )-1 :(O), (oo), (-n(c) ,-n(c)), (0,0) 

---7(0), (oo), (-n(c). (-n(c) )-ı ,-n( c). (-n(c) )-1 ), (O, O) 

--?(0)' (?o)' (l,l)' (0,0) 

bulunur. 

2.HAL: t(c)rfO is.e d,fO, dER olmak üzere t(cd)=O=t(d) 

olacak şekilde bir tek d vardır. 

Fd: (:J), (oo), (l,c), (0,0)---?(0), (:)()), (cl.ld,c.d), (0,0) 

-7 (o) , ( oo) , (d 2 , cd) , (O, O) 

---7(0), (Co), (-n(c) ,cd), (O,ü) 

dir. Böylece (I) ve l.HAL den yararlanarak 

s(-n(c) )-ı' (cd)-1 :(o)' (00)' (-n(c) ,cd)' (0,0) 

--?(0) ,(oo), (ı,ı),(o,o) 

bulunur • 

3.3. gQUFANG PROJEKTiF DÜZLEMLERiNDE İZJÜŞELLİKLER 

Bir IP(S,T) Moufang projektif düzleminde-
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t 2 : ( 1) ( P) ( a, 0) • • • ~ ( l) (X, X) ( 0, 0) • •• 

[ ,1(00) 
t 3 : 1, OJ 1\- z 

: (1) (x,x) (0,0) ••• ( Oo) (O) (x,O) (0,0) ••• 
1'\ 

perspektifliklerini alalım. (Şekil 3.3.1). 

(O, O) 

Şekil 3.3.1 

Bu durumda 

izdüşelligi kurulabilir. buna r,öre 

t ==z( PO )[ı o] ~Qj_ lı -a] ( Ço )z 
a A ' A ' 1\ 

olur. bunun anlamı 

dır. Yani 

ta:(O)(x+a,O)(a,O)--?(O)(x,O)(O,O) 

t ! Z--7Z 
a 

dir. Gerçekten bu izdUşelli~in z dogrusunun noktalarını yi-

ne z do~rusunun noktalarına dönUştUrdUgUnU gösterebiliriz: 
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olduğundan 

ta((a,O})=t 3(t 2Ct{(a,O)))=t
3

(t 2 (a,O))=t
3

(o,O)=(O,o)· 
- . . 

olur. ta izdüşelliğinin üzerinde bulunma bağıntısını korudu­

ğu gösterilirse 

ta((x+a,O))o taC(o,o)) ~ (x,O)o [o,o] ~ 0=0 

~ 0=0. (x+a)+O G- (x+a,O)o[o;o] 

ta((a,O))otaC[o,oJ> ~ (o,o)o lo,o] ~ O=O.a+O 

~ (a,o)o lo,o] 

olur. 

Bunun yanında 

izdüşellikleride aynı biçimde incelenebilirler. 

3.4. NOUF'ANG PROJEKTiF DÜZLEML~RİNDt: BAZI DÖNÜŞÜHLERİN 

MATRİS GÖSTERİMLERİ 

Bir IP(S,T) projektif düzleminde dönüşümleri matris 

.6öste~imli olarak ifade etmek için-kartezyen koordinatlardan 

üçlü koordinatlara geçişi veren 

T;- e~ 

Ht! n nı. u lHllVERSiTESI 
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f:(x.y)~(-x,y,l) 

( x )--?(1,-x,O) 

( Ço )~(0,1,0) 

(a,b] ~(a,l,-b] 
(a) --7>[ı,o,a] 
(xl) ~[o,o,ı] 

dönüşümü ~ullanılabilir [3). Daha önce belirtildiği gibi 

her dönüşüm 3x3 tipinde karesel bir A=(ai 1 ) matrisi tanımlar. 
<.. 

Bu tür dönüşümlere matr~~.gösterimli dönüşümler denir. 

Houfang projektif düzlernlerinde genel olarak matris gösteri!!! 

li dönüşümlerin olmadıkları bilinmektedir[~ .Şimdi Moufang 

düzlemlerinde bu tür dönüşümlerin var olabildiğini gösteren 

birkaç örnek verelim. 

3.4.1. Moufang projektif düzlemlerinde matris gösterimli 

perspektiflikler 

ÖRNEK 3.4.1.1: 

. Bir Wcs,T) Moufang projektif düzleminde 

rt:(O,O)(l,l)(a,a)(l) •• ~ ~ )(O,O)(l,O)(a,O)(O) .•. 

yani 

rf: (o o ı) (-ı,ı ,ı) (-a,O,l) .. ~o.~,Q) (o,O,l) (-ı ,o, ı) (-a,o,ı) ... 

oerspektifliği 

l+u u o 

A = s s 

r r ı 

matrisi ile temsil edilir. 

rf: nin Moufang düzleminde bir perspektiflik olduğu daha 

önce örnek 3.1.1 de gösterilmişti.. ~imdi A matrisi ile tem 

sil edilebileceğini gösterelim. 
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l+u u o o o 

s s o o = o ~ rf (O, O, 1 )=(O, O, 1) 

r r ı ı ı 

l+u u o -ı -ı 

s s o ı = o iii> rtc-ı,ı,ı)=(-ı,o,ı) 

r r ı ı ~ ' ı 

l+u u o -a -a 

s s o a = o Iii:> 1((-a,a,l)=(-a,O,ı) 

r r ı ı ı 
J ~ L. 

l+u u o ı ı 

S' s o -ı = o ~ cf(ı,-ı,o)=(ı.o,o) 

r r ı o o 
t.. L .J 

olur. '~yrıca 
~ ' 'lt ~i.) için ;:~ 

l+u u o o o 

s s o o = o ~ ·t (o' o ';1) = (o 'o,/\) 
r r ı i\ i\ 

... '-

l+u u o -1\ -i\ 

s s o i\ = o ~ çL (-).,1\),)=(-~,o,~) 
r r ı ;\ 1\ ... 
l+u u o -/ta -i\a 

s s o 1\a - o ~ <1C-)a,~a,I\)=(-Aa,o,)) 

r ~ ı 
, ]\ 

... - - ~ -
l+u u o " 1\ 
s s o -1\ = o ~ rl(/\,-~,0)=(.~,0,0). 

r r ı o o 

dir. t, raatrisi ile temsil edilen perspektifliğin doğrulara ii 

etkisi 
T;· o~ 

de A ~1 A !'\~"~ı 'l ON i VERSiTESI -46- ' ,. '"' :., .. .. . ..• , .. :-~1 



(ı,ı,o]oA-1=lo,ı,o1 ~ [ı,ı,o]=(o,ı,o).A 

olduğundan 

l+u u O 

(o,ı,o]. s s o =[0+s+O,O+s+0_,0+0+0]=[s,s,o] 

r r ı 

l+U u 

[o ,'A, o]. s s 

r r 

~· = so(ı,ı,o] 

_ (ı,ı,o] 

ol . 
O 1 = (o+As+O, O+As+O, 0+0+0] = [A.s ,'As, O] 

ıJ . . 
= ~s.[ı,ı,oJ 
~ (ı,ı,o] 

biçimindedir. Yani A matrisi ve re dönüşümü Lı,ı,oJ doğru-

su ve bunun üzerindeki noktalara aynı etkiyi yaparlar. Dola­

yısıyla A matrisi rf yi temsil etrııei<:te kullanılabilir. 

ÖRNEK 3.4.1.2: 

Bir W(S,T) Moufang projektif düzleminde 

~: (0,0) (0,1) (O,a) (çe). o.(~) (0,0) (1,0) (a,O) (O) .•• 

yani 

~: (o,o,ı) (o,ı,ı) (o,a,ı) o. ~ı. ~o) (o,o,ı) (~ı,o,ı) (-a,o,ı) ••• 

perspektifliği 

u -ı o 
B = w O O 

q o ı 

matrisi ile temsil edilir. 
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3.4.2. Moufang projektif düzlemlerinde matris gösterim­

li kolinasyonlardan söz edilebilir mi? 

Aşagıda~i örnek Moufang projektif düzlemlerinde kolinas 

yonların genel oiarak matris gösterimli olmadıklarını göste-

rir. 

ÖRNEK 3.4.2.1: 

Bir W(S,T) Moufang düzlemi~de 

f:(x,y,l)~(x,y+xs,l) 

(l,x,O)~(l,x+s,O) 

(0,1,0)--?(0,1,0) 

( a, ı, b] --?l~-s, ı, b] 
Lı, o, b J--? Lı, o, b J 
[o , o , ıJ --? [o , o , ı J 

dönlişlin;li bir kol inasyondur. f ma tr is göst eriml i olamaz. Çü_g 

kli f matris gösterimli olsaydı 

ı o o 

s ı xs-sx 
., o ı 

matrisi ile temsil edilmesi gerekirdi. Oysa 

rX ı 1 
ı o o X X 

s ı xs-sx -: j = 

sx+y+xs-sx = y+xs 

o o ı ı ı 

-
- (x,y+xs,l) 

olur. Fakat 

ı o o x/i xl\ 

s ı xs-sx y(.. = s (x 1\) +yi\+ ( xs-sx) 1\ 

o o ı lt .1\ 

- ( xA, s ( xA) +yA+ ( x s )~ - ( s x ) ~ , ~) 
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dir. Moufang düzleminde s(x'A)tf(sx)~ olduğundan f kolinas-

yon u mat ri s gösterimli olamaz. 

·ÖRNEK 3.4.2.2: 

o m o 

A = o o ı ,m;fo 

~ . ı o J 

matrisini göz önüne alarak, bu matrisle temsil edilen dönUş~ 

mü bulalım. 

Bu dönüşümün noktalara etkisi 

o :n ~ı -xi\ .. (y/\) 

o o Y/. = 1\ -'- . 
ı· o ol ~ -xl\ ... i 

' --o m o i\ ~c( -x~ 
o o ı . -x'A = o 
ı o Q o ı " 1 ... ~ ... ... 
o m o o 

1 ml\ 

o o ı )ı = o 

1 
ı o () o i) 

- ı. 

b:tçiminde; doğrulara etkisi de 

o o ı 

A-l -ı o o = m 

o ı o 

oldugundan 

o o ı 

[ 1 / 1) -ı o o [, -ı .1 1] Aa,~,-)b . m = ;\m ,-ltb,/\a 

o ı o 
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o o ı 

[t, O, -)a] . m -ı o o = 0,-)a,)\ [ ~ j J 
o ı () 

o o ı 

[J,o,~J. m -ı o o = [ ;J ,1, o] 
o ı o 

~ . 

biifiminde bellidir. 

Buna göre A matrisi ile elde edilen dönüştim fA ise bu 

dönüşüm 

fA : ( - x , y , l ) ___,. (my , l , - x ) , J a , l , -bl ~ [m- 1 , -b , al 
... J ..1 

(1,-x,O)~(-mx,O,l) rı ') r ~J--..::.. rf"\ - ıl l ,, ,-"'- "Lv' a, J 
(0,1,0) -~(m,O,O) , [o,o,ıJ ~[o,ı,oJ 

oJarak ifade ~dilir. ~imdi fA dönüşümünün Eoufang pr!jektif 

düzleminde bir matris gösterimli kolinasyon olma1ıtını göste 

relim. fA dönüşümü Moufang projektif düzleminde matris göst~ 

rimli bir kolinasyon ise üzerinde bulunma bab:;ıntısını koruma 

sı gerekir. 

ifadesinde görüldtigü gibi üzerinde bulunma bağıntısının ko-

runması için çarpma işleminin birleşme özele~ine ihtiyaç 

vardır. Oysa Moufang projektif düzlemi çarpma işlemine göre 
J 

birleşimli degildir. Dolayısıyla fA dönüşümü Moufang projet 

tif düzlemi için matris gösterimli bir kolinasyon değildir. 
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4. BÖLÜM 

CAYLEY SAYILARININ TANIMLANMASI 

4.1. GİRİŞ 

Çalışmanın bu bölümünde verilen tanım, teorem ve di~er 

tüm kavramlar için [6] esas alınmıştır. 

Alterne halkalar konusunun Cayley sayıları ile başladı-

~ı ve sona erdigi söylenebilir. 

Cayley sayıları il~ olarak 1845 te ortaya konmuştur.Bu 

sayılar o zaman ne Cayley sayıları ne de 11 C11 sayıları olarak 

isimlendirilmemiştir. 4.4 te ~öltirnlli alterne halkaların sı­

nıflandırılması~da aktüel olarak göztiktinceye kadar bu sayıl! 

rı tanımlamayacagız. Cayley sayıları, kuaterniyonların, kom~ 

leks ve reel sayıların özeliklerinin birçoğunu sa~lar. Ancak 

burada çarpım genelde birleşimli degildir. Yani x,y,.z Cayle·" 

sayıları için 

(xyJz/:x(vz) 

d ir. 

4.2. TANIMLAR VE İLK HESAPLAR 
• 

(x,y,z) birleştirioisi çarpmanın birleşimli kuralına uy 

mayan bir lineer fonksiyondur. Birleştirici 

(x,y,z)=(xy)z-x(yz) 

olarak tanımlanır. Benzer olarak (x,y) de~işti~icisi 

(x,y)=xy-yx 

olarak tanımlanır. S bir alterne halka ise x,yG: S için 
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(x,y,y)=O=(y,y,x) (I) 
dir. 

. Ö NERJ.IE 4 • 2 • 1 : 

(x,y,z) birleştiricisi üçlü degişkende ters simetrik ve 

değişkenlerden· herhangi ikisinin aynı olması halinde daima 

sıfıra eşittir. 
~ ' . 

İSPAT: 

· (x,y+z,y+z)=O ve (y+z,y+z,x)=O 

olduklarından 

(x,y,z)+(x,z,y)=O ve (z,y,x)+(y,z,x)=O 

dır. Buraçlan 
1 

(x,y,z)=-(x,z,y)=(z,x,y)=-(z,y,x) 

olur. Buradan (x,y,z) ters simetriktir. (I) eşitliğinden 

is e ( x, x, y) =0 old uğu görülür .ı 

Şimdi S alterne halkası üzerinde 

f(w,x,y,z)=(wx,y,z)-x(w,y,z)-(x,y,z)w 

biçiminde tanımlanan f fonksiyonunu göz önüne alalım. 

ÖNE~ l'v1E li • 2 ~ 2 : 

f(w,x,y,z) fonksiyonu ters simetrik, dört değişkende 

lineer ve herhangi iki değişkenin eşit olması halinde sıfıra 

eşit olur. 

İSPAT: 

f(w,x,yjz) fonksiyonu birleştiricinin lineerliği ve f 

nin tanımından lineer olmalıdır. Bu.f ·fonksiyonu bi~az fazla 

şaşırtıcı olan ters simetrik olabilir. Bir keyfi halkada 
.. 
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g(w,x,y,z)=(wx,y,z)-(w,xy,z)+(w,x,yz) 

-w(x,y,z)-(w,x,y)z=O 

. olduğu ispat edilebilir. Önerme 4.2.1 kullanılarak 

(II) 

-f(z,w,x,y)=g(w,x,y,z)-f(z,w,x,y) 

=(wx,y,z)-(w,xy,z)+(w,x,yz)-w(x,y,z) 

-(w;x,y)z-(zw,x,y)+w(z,x,y)+(w,x,y)z 

=(wx,y,z)-(xy,z,w)+(yz,w,x)-(zw,x,y) 

dir. Diğer bir deyişle 

-f(z,w,x,y)=(wx,y,z)-(xy,z,w)+(yz,w,x)-(zw,x,y) 

dir. Diğer yandan w,x,y,z harflerindeki sıra değişikliği 

fonksiyonu negatif olarak değiştirir ve 

f(w,x,y,z)=-f(z,w,x,y) 

olur. f fonksiyonunun tanımından da 

f(w,x,y,y)=(wx,y,y)-x(w,y,y)-(x,y,y)w 

yazılır. Burada (I) özdeştiği kullanılırsa 

f(w,x,y,y)=O 

olarak bulunur. f(w,x,y,y)=O eşitliğinde y yerine y+z ko 

n ursa 

f(w,x,y,z)=-f(w,x,z,y) 

elde edilir ki bu da f nin ters simetrikliğini verirm 

Aşağıdaki üç özdeşlik önerme .4.2.2 nin sonuçlarıdır 

ve onların ispatları kolaylıkla verilebilir. 

2 . 
(x ,y,z)=(x,y,z)x+x(x,y,z) (III) 

(x,xy,z)=(x,y,xz)=(x,y,z)x (IV) 
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(x,yx,z)=(x,y,zx)=x(x,y,z) 

ÖNERME 4.2.3: 

u=(x,y,z) ve v=(x,y) ise (u,x,y)=vu=-uv dir. 

İSPAT : 

(III) ve (IV) sırasıyla kullanılarak 

(x2 ,y,yz)=(x2 ,y,z)y=(xu)y+ (ux)y 

yazılır. Aynı zamanda bu aynı iki eşitlik kullanılarak 

(x2 ,y,yz)=x(x,y,yz)+(x,y,yz)x 

=x(uy)+(uy)x 

olur, fakat sıraları terstir. Buradan 

(xu)y+(ux)y=x(uy)+(uy)x 

oldugu görülür. Bu durumda 

(x,u,y)=(xu)y-x(uy)=(uy)x-(ux)y 

dir. Buradan da 

(uy)x-(ux)y=(u,y,x)+u(yx)-(u,x,y)-u(xy) 

=-2(u,x,y)-uv 

olur. Netice olarak 

(x,u,y)=-2(u,x,y)-uv 

(V) 

oldu~u gösterilir. (x,u,y)=-(u,x,y) oldu~undan önerme 4.2.1 

in bir sonucu olarak 

(u,x,y)= ...:uv 

bulunur. Benzer olarak (x2 ,y,zy) nin iki genişlemesinden ha-
-

reketle 

(u,x,y)=vu 

bulunur• 
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TANIM 4.2.1: 

S nin N çekirdeği, S de (n,S,S)=O özeliğine sahip bü 

tün n elemanlarının kümesidir. S nin C merkezi ise N de 

(c,S)=O özeli~ine sahip bütün c elemanlarının oluşturdugu kü 

med ir. 

N nin S de bir aıt~balka oldu~u önerme 4.2.2 nin kulla 

nılmasıyla kolaylıkla ispatlanır. Kullanışlı diğer bir özde1 

lik de de~iştirici ve birleştiricileri birlikte kapsar.Şöy 

1 eki: 

(xy,z)-x(y,z)-(x,z)y=(xy)z-z(xy)-x(yz)+x(zy)-(xz)y 

+(zx)y 

=(x,y,z)-(x,z,y)+(z,x,y) 

=3(x,y,z) 

dir. Böylece 

(xy,z)-x(y,z)-(x,z)y=3(x,y,z) 

elde edilir. 

(VI) 

Buradan x ve y C ye ait ve z de S nin herhangi bir e 

lemanı ise (VI) nın bir sonuçu olarak (xy,z)=O bulunur. f 

nin tanımından f(x,y,z,w)=O dır. O halde C, N nin bir alt­

halkası olmalıdır. 

Dikkat edilirse N=S ~S bir birleşimli halka ve 

C=S ~S birleşimli ve değişim"ıi bir halkadır. 

4.3. BÖLÜMLll ALTERNE HALKALAHIN ANA ÖZELİKLERİ 

Bu altbölümde S nin bir bölümlü.alt~rne halkayı gös­

terdiği varsayılacaktır. Yani S , her x,yES için 

x.y=O ise ·· x=O veya y=O 
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özeli~ine sahiptir. Şimdi S nin '' 1 " birim elemanına sa 

hip olduğu gösterilebilir. Varsayalım ki a, S nin sıfırdan 

farklı bir elemanı olsun. O zaman S de bir b~O elemanı ol-

malıdır. Şöyleki b.a=a ve dolayısıyla 

d B 00 b2=b . ır. una go re olduğundan, (b 2-b).a=0 olur. Bu halde -

(b2-b)x=b(bx-x)=0 

dır. Buradan bx=x , xeS bulunur. Buna benzer olarak 

x(b2-b)=(xb-x)b=0 

ve buradan xb=x olur. O halde b, S nin bir tek "1'' elemanı 

olmalıdır. 

y, yx=l sağlarsa ~O=(x,y,x)=(xy)x-x=(xy-l)x olur. x~O 

-ı olduğundan xy=l olmalıdır. Böylece her x~O için x ile gös-

terilen bir tersi vardır. S de keyfi bir z için 

(x,x-1 ,z)x=(x,xx-1 ,z) 

=(x,l,z) 

=0 

-ı .) .Lo dır. Dolayısıyla (~,x ,z =0 olur. Konu boyunca l+lF varsa 

yacağız. Şimdi bir böltirnlü alterne halkanın çekirdeğinin ba-

zı özelikleri belirlenebilir. 

ÖNERJ•TE 4. 3.1: 

Ya N=S ya da N=C=Cisimdir. 

İS PAT 

n,n' G.N , w,x,y,zES elemanları keyfi olarak seçil-

miş olsun. 
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f(x,y,z,n)=(xy,z,n)-y(x,z,n)-(y,z,n)x=O 

olduğu aşikardır. Önerme 4.2.2 den f(n,x,y,z)=O dır. Fakat 

f(n,x,y,z)=(nx,y,z)-(x,y,z)n-x(n,y,z) 

dir. Neticede (nx,y,z)=(x,y,z)n olur. Buna benzer olarak da 

(xn,y,z)=n(x,y,z) bulunur. (II) :ıin bir sonuçu olarak 

g(x,n,y,z)=(xn,y,z)-(x,ny,z)+(x,n,yz)-x(n,y,z) 

-(x,n,y)z=O 

= (xn,yz)-(x,ny,z)=O 

olur. Buradan 

(x,ny,z)=(ny,z,x)=(y,z,x)n=(x,y,z)n 

dir. Böylece n(x,y,z)=(x,y,z) ve yine ((n,x),y;z)=O olur.Bu­

radan da ( (N,S) tS,S)=O bulunur. Öyleki (N,S)C H dir. (VI) 

nedeniyle 

(wx,n)=w(x,n)+(w,n)x+3(w,x,n)=w(x,n)+(w,n)x 

dir. Bu durumda 

((wx,n),y,z)=(w(x,n),y,z)+((w,n)x,y,z)=O 

olur. (x,n),(w,n) N, (w(x,n),y,z)=(x,n)(w,y,z) ve sonra da 

((w,n)x,y,z)=(w,n)(x,y,z) den. 

(x,n)(w,y,z)+(w,n)(x,y,z)=O 

elde ederiz. l+lrfO varsaydığımızdan w=x alabiliriz. Bu :i1.ırı.;.m 

da 2(x,n)(x,y,z)=0 dır. xEN ise (x,y,z),fO olacak şekilde 

her zaman y,z vardır. Netice olarak (x,n)=O dır. Öte yan­

dan w=n' olsun. Bu halde (n,n')(x,y,z)=O olur. N,fS varsaya­

lım. O zaman (n,n')=O dır. Böylece ne bu ne de öteki halde 
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(S,n)=O ve buradan N=C dir. 1 ~C , C~ O C nin deği-

şimli ve Lirleşimli ve S nin bir althalkası oldueu görül­

müş olur. Böylece her cG. C,· c-lE: C olduğunun gösterilmesi 

önermenin ispatını tarnarnlarki bu oldukça kolaydır• 

Ö NERME 4. 3. 2 : 

N~S ve (a,b,S)=O ıse (a,b)=O dır. 

İSPAT: 

(a,b,S)=O oldUbll:ndan f(a,b,S,S)=O oldugu görülür.Çün-

kü 

f(x;y,a,b)=(xy,a,b)-y(x,a,b)-(y,a,b)x=O 

dır. r,s'E S ise 

g(a,b,r,s)+f(b,r,s,a)-f(b,a,r,s)=O 

(ab,r,s)-(a,br,s)+(a,b,rs)-a(b,r,s)-(a,b,r)s 

+(br,s,a)-r(b,s,a)-(r,s,a)b-(ba,r,s)+a(b,r,s) 

+(a,r,s)b=O 

((a,b),r,s)=O 

olur. Buradan (a,b)EN. Fakat (a,b,S)=O olduğundan (IV) den 

yine (a,ab,S)=O doğru olmalıdır. O zaman b yerine geçen ab 

ile aynı düşünceyle (a,ab)EN yazılır. Buna göre 

(a,ab)=a(ab)-(ab)a 

=a(ab)-a(ba) 

=a(a,b) 

dir. önerme 4.3.1 den dolayı N=C olur. Burada (a(a,b),b)=O 

dır. Öte yandan (VI)-özdeşli~i (a(a,b),b)=(a,bJ 2 ifade eder 

ve (a,b)~C olur. Böylece (a,b) 2=0 ve S bir bölürnlü halka 

olduğundan (a,b)=O dır. Bu ise önerrnenin ispatını tarnarnlara 
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ÖNERME 4.3.3: 

S degişimli ise birleşimli ve dolayısıyla bir cisimdir. 

İSPAT: 

S~N oldugunu varsayalım. (III) den (x 2 ,x,S)=O dır. 

Bu durumda f(x 2 ,x,S,S)=O oldugu gösterilebilir. (III) le be-

raber değişimiilik kull~nıı.arak 

(x3 ,y,z)=f(x 2 ,x,y,z)+(x,y,z)x2+x(x2 ,y,z) 

=2x.x(x,y,z)+x 2 (x,y,z) 

yazılır. x.x(x,y,z)=x2 (x,y,z) oldu~undan (x3,y,z)=3x 2 (x,y,z) 

olduğunu göstermiş oluruz. Diger yandan değişimiilikle bera­

ber (VI) 'özdeşliği 3(x,y,z)=O oldugunu gösterir. S~N oldu-

ğundan 3=0 olmalıdır. Netice olarak her xe. S için 

elde edilir. a,bES ise değişimiilik nedeniyle (a-b)3=a3-b3 

ve gerçekten 3=0 dır. a=(xy)z ve b=x(yz) alırsak 

Böylece u3=0 olduğunu Bösterrniş dluruz. Buradan u=O olur.Bu . 
ise S=N varsayımla çelişir. Böylece önerrnenin ispatı tamarn 

lanıra 

ÖNERME 4. 3. 4: 

a,b,c ikişer ikişer degişimli olmayan elemanıarsa a,b,c 

nin her 6 permutasyonu için 

dir. 

(l) 6 (a). 6(b) 6Cc)=sgn6(a.bc) 

( 2) 6 (a) 6 (b) • b ( c ) =s gn b (ab • c ) 
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İSPAT: 

(a,b,c)+(b,a,c)=O. oldu~undan 

(a,b,c)+(b,a,c)-(ab+ba)c=O· 

(ab)c-a(bc)+(ba)c-b(ac)-(ab)c-(ba)c=O 

-a (bc)-b (ac) =0 

olur. Dolayısıyla ~(bc)=-b(ac) dir. Böylece (1) ispat edil-
:.· . 

miş olur. Buna benzer olarak (2) nin ispatı da yapılır• 

ÖNBRJVIJ:ı; 4. 3. 5: 

( ) · 2 '.T d· v= x,y ıse v E x~ ır. 

İSPA'r: 

z yerine (x,z) konursa önerme 4.2.3 den 

V \ X,, y ' ( X ' z ) ) + ( X ' y ' ( X ' z ) ) V= J ' 

(4) ve (5) in bir sonucu olarak, buradan 

(x , y , ( X , Z ) ) = ( X , (X , y ) , Z ) = ( X , V , Z ) 

olur. (III) kullanılarak 

(x,v2 ,z)=v(x,v,z)+(x,~,z)v=O 

dır. z tekrar yerine konulabileceginden f(v2 ,x,S,S)=0 olur. 

Diğer yandan bu özdeşlik 

( 2 . (2 (2 r (2 v ,xy,z)=-f v ,x,y,z)+y v ,x,z)+ v ,y,z)x 

. 2 
yazılabilir. Buradan \v ,xy,z)=O olur. Geçen özdeşlikte iki 

elemanın keyfi bir çarpımı yerine z koriulabilir. Öyleki 
2 

f(v ,xy,S,S)=O dır. r·,ses keyfi elemanları için (III) ve 

(IV) ile (V) kullanılarak 

(V 2 , (X , r , y) , S) =V (V , (X , r , y) , S ) + (V , \X , r , y) , S) V 

=lv,v(x,r,y)+(x,r,y)v,s) 
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olur. Önerme 4.2.3 ün bir sonucu olarak v(x.r,y)+(x,r,y)v=O 

dır. ~uradan (v2 ,(x,r,y),s)=O bulunur. Şimdi 

(v2 ,(xr)y,s)=-f(v2 ,xr,y,s)+y(v2 ,xr,s)+(v2 ,y,s).xr 

=y(v2 ,xr,s) 

=-yf(v2 ,x,r,s)+y.r(v2 ,x,s)+y.(v2 ,r,s)x 

. 2 ) =y • (V ~ , r , S X 

ve yine 

(v2 ,x(ryJ,s)=-f(v2 ,x,ry,s)+ry.(v2 ,x,s)+(v2 ,ry,s)x 

=(v2 ,ry,s)x 

=-f(v2 ,r,y,s)x+y(v2 ,r,s).x+(v2 ,y,s)r.x 

=y(v2 ,r,s).x 

dir. (v2 ,(xr)y,s)=(v2,xlry),sJ den y.(v2 ,r,s)x=Y(v2,r,s).x 

dogru olmak zorundadır. Bura~an ((v2 ,r,s),y,x)~o olarak elde 

edilir. (v2 , (x,r,y),s)=O özdeşliğine geri dönülerek 

(v2 ,(x,y,r),s)=0 oldugu ifade edilir. Buradan şimdi 

(v2 ,(xy)r,s)=-f(v2 ,xy,r,s)+r(v2 ,xy,s)+(v2 ,r,s).xy 

2 = ( v , r , s ) . xy 

ve yine 

tv2 ,x(yr),s)=-f(v2 ,x,yr,s)+yr. (v2 ,x,sJ+(v2 ,yr,s)x 

2 =(v ,yr,s)x 

=-ftv2 ,y,r,s)x+r(v2 ,y,s).x+(v2 ,r,s)y.x 

=tv2 ,r,s)y.x 

2 . . 2 ve dolayısıyla (v ,r\s)y.x~(v ·,r,s).xy dir. Fakat 

((v2 ,r,s),y,x)=O oldugunu biliyoruz. ~uradan . 
(v2 ,r,s).xy=(v2 ,r,s).yx 
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dir. Bir önceki özdeştik 
. 2 . 
(v ,r,s)v=O eşitliğine denktir. 

S sıfırın bölenlerine sahip olmadığından ya v=O ya da 

(v2 ,r,s)=O dır. Her iki halde (v2 ,r,s)=O olur ki v 2 G..N 

dir. Böylece önerme ispatlanmış olura 

Önerme 4.3.5 in ispatı bir adım daha ileriye götürüle 

rek gösterilebilir ki k~yfi bir alterne halka , bölümlü hal­

ka olmak zorunda d~ğildir.-

ÖNERME A.3.6: 

u=(x,y,z) ise u2 E:N dir. 

İSPAT 

v=(x,y)~O oldu&~nu varsayalım. O zaman önerme 4.3.5 in 

bir sonucu olarak v 2E.N ve (u,v)G:N dir. Yine önerme 4.2.3 

den uv+vu=O olur. Bu durumda 

dir. -4v2~o olduğundan u2 ~N yi göstermek gerekir. 

(x,y)=O, (x,z)=O ve (y,z)=O olarak kısaltalım. Bu durl~da 

(VI) nın bir sonucu olarak 

(xy,z)=3(x,y,z) ve (yx,z)=3(y,x,z) 

dir. Buradan 6(x,y,z)=0 olur. Tekrar 3=0 olması haline in 

dirgemiş oluruz. Şimdi (VI) ve tümevarımdan x,y ve z nin 

ürettiti ~alka değişimlidir. Bu noktada u=O ın ispatı olan 

önerme 4.3.3 yeterlidir. Bu ise önermenin ispatıdıre 

4.4. CAYLEY-DİCKSON CEBRİNİN YAPISI 

. 
Cayley-Dicks~n cebr~ aşağıda çarpım tabl.osundaki terim 

lere göre tanımlanır. Bir Cayley-Dickson cebri_ F cismi üze -

rinde S-boyutlu bir vektör uzayı ve taban elemanları u ,u1 , 
1 o 



u2 ,u3 , ••• ,u7 dir. Burada u
0 

birim eleman olarak rol oynar. 

Çarpım tablosunun geri kalan kısmı aşa~ıdaki biçimdedir. 

e U ı u2 u3 u4 u5 u6 u7 

u ı c:;{ U u~. <X. u2 u5 Q(. u4 -u.,ı-ı(U6 o 

ı u2 -u (3 uo -~u u u7 3 - ı - 6 ~u4 ~u5 
ı 

u3 -ci u (3 ul '-<:(~u o 
1 

u7 
1 

c{U6 r-~u5 -ıi~utı_l 2 

~ i 
-){u -'l<u u4 -u5 -u6 -u? ı ({u 

1 o ı 2 

u5 -«.u 4. -u? -~u6 ı ((ul -ci,.'{u o '(u3 cJ.:Iu2 

u6 u7 -~u~~ 1 ~u5 ! 'tu? i ,_ 
-'{u 

ı 

3 -~'{uo -~{u, 
.ı.. 

u7 oLu6 ı-~u 5 / ot~u1 ı ({u3 ı-ci.'6'u2 ~{ul o(?{uc 

o1,; ,ş , '( lar sıfırdan farklı skalerdirler. 

Güç olmakla beraber gösterilebilir ki bu cebir alter­

ne kuralları gerçekler. i,j>O ve i;lj olmak üzere çarpım 

tablosundan u.u.+u.u.=O old~ğu görülebilir. Bu tablo yardı-
ı J J ı 

mıyla bir elemanın karesi kolaylıkla alınabilir ve her zaman 

Fu =F üzerinde bir kuadratik polinom denklemini sagladı~ı o 

gözlenebilir. 

Genelde Cayley-Dickson cebri bir bölümlü cebir olmak 

zorunda de~ildir. Onun bir bölümlü cebir olması için ol.,~ 

~ elemanlar~ ile F cismini sağlaması gereken şartlar-[?] de 

bulunabilir. Bir·Cayley--Dickson cebrinde , Cayley sayıları 

.B' yi reel sayılar c ismi olarak ve o( = ~ = -1 =-1 _alındığında 

elde edilir. Kariıt olarak reel sayılar cismi üzerinde bir 
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Cayley-Dickson bölümlü cebri verilse ~'Ş , i elemanları -

nın negatif sayılar olacakları görülebilir. Fakat genelliği 

· bozmaksızın onları -ı olarak seçebiliriz. Böylece bilinen 

Cayley sayı sistemi elde edilir. Her eleman çifti değişimli 

olmayan Cayley sayıları kuaterniyonlara izornorf bir cebir 

meydana getirirler. İlaV-e.olarak Cayley sayıları reel sayı-

lar cisrni üzerinde bölümlü bir cebir oluştururlar. 

TEOREM 4.4.1: 

S~N ise S, Cayley-Dickson cebrine izornorfik bir althal 

ka meydana getirir. 

İSPAT 

Altbölüm 4.3 den S nin bir birirn,elernana sahip olduğu 

bilinmektedir. Bu birim elernan u
0 

ile gösterilir. 

Önerme 4.3.3 den S de6işirnli olamaz. S de v=(x,y)~O özeli -

ğinde x,y elemanlarını alalım. Bu halde önerme 4.3.2 den S 

u=(x,y,z)~O özeliginde bir z elemanı vardır. Bu durumda ise 

önerrne 4.2.3 den uv+vu=O yazılabilir. Buna göre uv-vu~O 

dır. Netice olarak önerme 4.3.2 den S de w=(u,v,t)~O özeli -

ğinde t elemanı vardır. Bu dururnda u1=u,u
2
=v,u

3
=uv,u

4
=w , 

u 5=uw,u6=vw,u7=tuv)w olarak tanımlanır. Dikkat edilirse 

uw=u(u,v,t)=(u,vu,t)=-(u,uv,t)=-(u,v,t)u=-wu 

olur. Benzer olarak vw=-wv olduğu gösterilebilir. Bu durumda 

u,v,w elemanları önerrne 4.3.4 ün hipdtezini sağlarlar ve bu-

radan 

d (u) ~ ( v) • 6 (w) =sgn 6 ( uv. w) 

=sgn ~ (u. vw) 
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dir. Önerme 4.2.3 den tekrar (u,v)(u,v,t)+(u,v,t)(u,v)=O Y§;. 
' 

zılabilir. Burada uv+vu=O olduğundan (u,v)=2uv ve (u,v,t)=w 

olur. Böylece 

2uv.w+2w.uv=O 

bulunur. Bu halde (uv)w=-w(uv) olur. Perrnutasyon özeliği kul 

lanılarak -w(uv)=-u(vw) ~~e (uv)w=-u(vw) biçiminde yazılır. 

Kısaca özetleyebiliriz ki 

6 ( U) . ~ (V ) • 6 (W ) =- 6 ( U) • 6 (V ) 6 (W ) 

=Sgn ~ ( uv. w) 

dir. Önerme 4.3.1 , önerme 4.3.5 ve önerrne 4.3.6 nin sonuç-

ı ı k 2 . 2 2 C . . 2 ..J· 2 R . 2 J l k 
arı o ara u ,v ,w~ nır. u=~ ,v =\,w ~o a ınara uj 

nin çarpım tablosunun tam bir tanımını yapabilrnek için ye-

terli bil~iye sahip oluruz. Buna göre örnek ~larak u7u
5 

in 

çarpımını yapalım. 

u7 u5 = ( uv. w) (u w)= ( v. u w) (u w) =v ( ( uw) (u w) ) 

=v(uw) 2=v(-u2w2J 

Böylece çarpım tablosunu kolaylıkla sağlamak mümkün olur • 

. 
u

0
,u1 ,u2 ,u

3
,u4 ,u5 ,u6 ,u7 nin C üzerinde lineer bagı~ 

sız vektörler olduğu gösterilirse bu vektörlerle meydana g~ 

tirilrniş olan althalka Cayley-Dickson cebrine izomorf olacak 

tır. Varsayalımki k. E C olmak üzere 
J -

olsun. 0=u.s+su.=2u. (k u +k.u.) dan k u +k.u.=O olur. 
ı ı ı 00 ıı 00 ıı_ 

k
0 

u
0 

E C ve i) O için ui rj. C olduğundan ki =0 elde edilir. 
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olur ki buradan k =0 dır. O halde bu vektör o 

ler C üzerinde lineer bağımsızdırlar. Böylece teoremin ispa-

tı tamamlanıra 

TEOREH 4.4.2: 

N~S ise S bir Cayley-Dickson bölümlü cebridir. 

İSPAT : 

Teorem 4.4.1 in bi~ sonucu ol~rak D , S nin C merkezi 

üzerinde bir Cayley-Dickson cebri olsun. Buna göre D=S oldu 

ğunu göstermek gerekir. Varsayalım ki D~S olsun. O zaman D 

de olmayan fakat S de olan bir p elerrıanı vardır. p~C olmak 

üzere C C D oldu6uncian u=\p,g_,r)~O özeliğinde q,rE.S ele-

manları vardır. Her p elemanının C üzerinde bir monic kuad­

ratik polinoru 'denklemini sagladıtını ispatlayacağız. İlk 

olarak y~zılabilir ki 

up=\p,g_,r)p=lp,pq,r) oldugundan önerme 4.3.1 ve önerme 4.3.6 

kullanılarak (up) 2=(p,pg_,r) 2 E C dir.Aynı şekilde u2E. C ve 

yine 

(p,pq+q,r) 2~(p,q,rJ 2-(p,p~,rJ 2 =(p,pq,r)(p,q,rJ 

+(p,q,r)(p,pq,rJ 

dir. o"zaman p, c üzerinde bir kuadratik polinarn denklemini 

sağlar. p- 2 ile çarpılarak monic yapılır. a, l6 C olmak üzere 
2 . 

p -ap+b=O i:se (p-a/2) 2 E C dir.Böylece p2E.C ola? bir 

p ~D s eç e bil i riz. Bu d_ururrıda çarpım tablosunda tanırr::lanmış 

D nin temel elemanları olsun. 
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O zaman p+u. ve. p-u .. D nin elemanı de~ildirler. Buradan on-
ı ı 

larda C üzerinde kuadratik polinarn denklemlerini sağlarlar. 

· Varsayalımki cjE.C olmak üzere (;+ui) 2=c1 (p+ui)+c
2 

ve 

(p-ui) 2= c3 (p-ui)+c4 olsun. Bu iki eşitlik hesaplanarak 

(c1 +b 3 )p+(c1-c
3

)ui+c
5
=o 

elde edilir, burada c 5=~~+c4-2p 2-2:-ıf€c dir. p r=-n oldugu_g 
1 

dan c1 +c 3=0 olur. ui~C oldu~undan da_ c1 ~c 3 =o olmaladır. 

Netice olarak c1 =c 5=0 ve (p+ui) 2=c 2 dir. O zaman açıkca 

2 2 nu.+u.p=c 2-p -u. EC· • ı ı ı 

olur. pui+uip=diE.C alalım ve m=p-(d1/2ufhı1 - •.• -(d
7
/2uiJu

7 
seçilsin. J)u durunıda 

mu.+u.m=nu.+u.p-d.=O 
J J • J J J 

dır • .!)öylece m~D tanımlanmış oldu. m,u
1

,u
4 

elemanları iki 

şer ikişer degişiınli değil ve dolayısıyla önerme 4.3.4 uyg~ 

lanabilir • .!)una göre 

u1 (mu4 )=m(u4u1 )=-mu
5

=u
5
m=-(u

4
u1 )m 

=-(mu4 )u1 

bulunur . .!)enzer olarak u2 (mu4 )=-(mu
4

)u2 hesaplanır. Dolayı­

sıyla önerme 4.3.4 ikişer ikişer detişimli olmayan u
1

, u
2 

ve 

mu4 elemanıarına ~a uygulanır. Bu noktada sonuçlar çelişir 

çünkü çok basit de~işimli olmayan elemanlar vardır. Tekrar 

önerme 4.3.4 kullanılırsa 

mu7 =-u7rn=- (u
3 

u
4

) m= (rnu
4 

)-u
3 

= (mu
4

) ( u1 u2) =-u1 [ (mu
4

) u2) 

=u1 [ ( u2 u4 ) m) =u1 ( u6m) =ı::n ( u1 u6 ) =-rnu
7 . 
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bulunur. Bu durumda 2m~=O olur. 2u
7

,fo , m=O olurki m~D ç.s:_ 

lişir.HU çelişme D,fS varsayımının yanlış oldugunu gösterir. 

O halde S=D dir.Höylece S bir Cayley-Dickson cebridir. S b.Q. 

lümlü halka oldugundan bu Cayley-Dickson cebri gerçekte bö­

lümlü Cayley-Dickson cebri olmalıdır.Hu ise teoremin ispatı 

nı tamamlar8 !.• . 
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5.BÖLÜN 

EK 

I.:,ir (S,'tı,o) ~i::.krrıi 'J.ıo3ı::loli :3i6: tarwnlun.)ın. 

S= [ ( ao +a1u1 -+ a1ul. -+03u3 ı- u
4 
u4 -ı-u5u5 -t q,u6 -+ CJ l-u+): ak 1:: R, l =,o,ı,ı, ~,~.'j,~,,·:lj 

obun. bu lumL ı'jl.Cf'ind~;:. e:;..i+lil~ 

00 -+a1u1 +01u 1 +03 ~ -+04 u4 .;.CJ5U5+q,u, +afu+::. bo+ b,u,+ q1u:ı + ~UJ+64u4 +~5u5 +qU, ~6tu=t-

~ u t .::: bi. 1 \, = \) 1 ' ' ı' :) . 4- ' 5' b ' 1 . 

Toplama i~lerni,. 

(C\,-\- 0 1U1+01U1-+03U3 +0"+U<+t05U:i-+0t:.U(,+dtU~Jgj( 60 -+ b1Uft6:.ı.u .._+~ UJ+~~-+ ~ u5
-+6

6
U,+btul) 

=(tı0-+ 6,) + (ctf+6,)u, +\U1~~)u2 +\O:rı.~)u~ +(\-+b
4

) u4 +(o5+~)uı; +(66+~6 )u(, +(ll:ı+~)~· 
Çaq.:ımu i~k:mi 'ıse a~a9ıc:1ali +ol:ılo 'jurdırrıı'::JI'..l -1-anım\anır. 

G u, U ..ı. UJ LJ4 Lı s uq Ll ı 

u1 -·1 UJ -u ı us -u 4 -ul u o 

lJJ. -1 LJ1- u (ı. ul -\J 
'+- -us 

uJ -1 U :ı- -ub u5' -tJ+ 

l\ -1 U-t u ı UJ 

Us -1 -uJ U ı 

~- -1 -u1 

tJt -1 

'l) UjOUi_=.-U~oUj 

2) Scı9clurı Vf!.. ::,oldurı du~ılrn~ <SH.Iik.lt.l'i vllrdır. 

0) U U k.=- o o u~ ::.U~:, G> u_ , o 64r reel ~qj ı. 

4) u() ( 6 u,J =. (u b) 0 u \c. 1 (.1 ve 6 r~" 1 ';;)u_'jılurdır. 

'Bu .S8kiılıkr-c. CA:::ILt.Y .su.::_ıılar-ı dLrıir. bikb:t+ edilir~~, 

[ (00+CI 1U,+U . .l.U 2+0_ıUJ-tü·Uq.-tO·U 5 -+0-U6 +O·U:ı): Ok~ l<} k~rıı~3i b.JQ~r;;:rni::Jtmlar 6ö­
lumiÜ ~ulk...u:::,ırıu ;LOTY\ud +ur. 
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'Bir X: E:: S olınır~El, 

:C=- xo + x1 u1_, x:-1 u1 -+ x3u
3
+ \ u4 + \u'5 +x,u~., + "'fu~ 

= l-. 0 -+ r<. 1U1+ ı<.ı.U2+ 'i,:.~+U4. ( 1(4 - ı<5U 1 -i..E>l.lı-t<'.,_uJ 
:J€12.ılo6ilır. Uq=.A 1 Y..,==-Xo+x,u.1+i<2U~ı<3 u.3 ve. ~=.)(4 :...X'sU 1 -)(,U~-)<'1~ d'-!nif'~e. 

Y.- = X+/\~ oloro.k:. ~02.1\ıf'. BunQ b.ol\ler cl~Jr<.).~ bir '::}li~ elerı1orııdo "'::::1 =u~~"' 

'ja2.ıluloi\'ır. ·~u duru""'d.E:\ ,...)~ 1 u 1 \9- hır~f' \c:.o-..lok.rrd~orı o\""'~~ ~.L.uc. topbrrı~ 

ve '\-9-rprnll i ~k N'\ lU i 1 

o \urul. -N rı ı ı·" lurnr. 

'>-~::i.::: (x~A~ )~ (u+'r\\J) 
= (X +u) 4) A ( 'j + \J-) 

·x.o'J = (t-+A~)o (u+·~tJ) 

= \X l-A _._,.g) G A (U':)~ -i") 

Gerıc.ldC kıu .;ıcUicJ.,_ ~uıw·,·durıun 

lıid::::,orı u ..... bri u u\urulttdli.ırıJıf'ı\ıf' ~Imdi 

( S 1 c91 8) U\-h...rıı .... hull~ı kıir \.u.:_ılL2j­
'i..(;)j:=. (.iu--~s) ~'i\(uy+i-13-) oldu_ 

· '3urıu <ji:LtLN2.li rn. 

":J:::.'j0 +~ 1U.,+LJU+Ij U~+L:.ı1.LI!J.+U_Ur+~U6 +U U, obuJ). j_O.:J ttDrptmlııi~U-
. • .!. .1. .> ..., .. • • ~·:ı ;ı . 6 ..J + .. 

kt.ıN do li +o61o ~ordırııı.Jia :ı t:q .. .ıtıf"'~uk.. 1 

):.._ 0 '::J =(X0+ 11U+ f.. U+ 'i .U +.X U+ (':ı U.+X U, +X u')':) 1 U-1-:J U +U U +j '...!+Ll., U+~ U .. -+lj U.L +':LU\ 
·t .J. :J. .j ..) 't 'f ] . f> O t l \ .Jo 1 1 J L .l. :.J j J,.. Lt J 3 b " T y 

.::::. ~:>o+ '/..o :11 u,+ XC \.JY:ı. + \ yju..3 -+X o :ı4u4 + ı\ı lj,u, +i. o :ı~. u b+ ~o Y:ı-u :ı- + 'i1 ~o u\+ ;ı( i ljıU;). + 

-i\ 1.:) 1- i 1 y3 Ul.-+ ;ı(tl::l't Uç+- x1 yi- Uı,-t< 1 :Js u4 - t<1 '::k U'-l + ')(1 :J., Uı..- ~ 'j 1UJ -x:.ı_ 1Jı 4il.~:hU 1 + 

+ )( 1j U6' + x Y \..l - x· 1
::} U ll-- i ılj +U,.. + ıL. '':.1 U,+ t< J u U - i. y U - X', y -+ ı< u U , - X ':J u6 + 

l '+ :ı. s + ı.. 1. • ;ı .:ı o _, :.; ı ı .3 J. \ -.) j j :.1'4 .. J 5 

+ iJ tj" u;- ;ı(J ·~ u<i +x-l ';:)o u't ~ \':.lıUS'- ı<.. yl.ul>-~ yJuf.- 'i<~ Y~+ ~ Y5U1-+ ".:/1,;. U ı-\~ 'j~U.l~ 
+ X u u + :'\ IJ •...1 - ıt- 'j u ı + ll. ':J u - ıC lj u ı- X u - X.- u u' + 1(" 11 u + X: '-1 u, + 'l..b ':::J, u l -+ ') :..Jo · 5 5 1 't · -ı .ı. ,. ) 3 ı:. · 'i 4 ~ "5' ı ;./b .., ~ t l b o o • 

+ "4~JıULt- ı\, YJUs- ~ y-+u.ı. + ~ :);UJ- \, Y~,- ~ y.tUı+ ı<+~" Ut- ~':::ı, uı; -+ i.t\jı.Us+JC\1J:.U'1 

= (i\,:lo-i1'j1- ı(l ljı.-X.31jJ- .ı<~ lj't- x:s~:)- \ :J(,- J(/:lt )+( Xo :i(~ x, 'jo -t; '::lJ- x'J~hT \ ~:)) -;'j4 

-)(b ':)i+ ı(.t ~.)u,+ (')(o ::1 ... - ı<, 'jj+ xı 'jo+ x; ~, + '\':l6 + ~ ~t-- )<.~~4- '\IJ;) ul + (~~j-tı<lljJ.-

- - 1ı::>ı +~::lo-+ .i+~- ı< :i :J6-+ ı<o:ı5- ı<~~) U3 +( 1\,~'t- )(llj5-ı<ı. ~6- ı<-3\j.+-t ;(41J.,+ ;ı(5 ~,+ i<6lJ2 

+ i..t~J ult + (.\~5-+ ı<'ıiJ"t-- X.:,:Y t+ ıs .:ıl.- ~~1-t -'5 ':lo-><6 '::l3+ )(+~.ı.) u5 + (xo~6+X'~ ~l+ J(.:llj4 

- ~ IJ~-- .X't ljı +X'~ ':JJ -~ ;<6\jo-x' + ~1) u,+ ( \ 'Jı--· X, 1;16-t ~ ~5+ ~ ':\4-- \ ~J- i'> ~ı.+ ;ı<b~1 t Xi~)u-1 . 
----· {.1) 

-
0C.9Lrtni bub.lırn. 
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'/.=-X +X U
1
+i<U+ ı<. U > lj=l\q-XsU~- ;ı\,Uı-I<U , U=-L.ı+\jU+\JU+tjU ve. \}.::~-~U -'j U-IJU, 

o ·ı :ı. :.ı. ,j .j ı . 1- J '-'\ı ı 1 J. 2 :.ı :.ı . 4 s ı 6 2 + ..> 

bHXr Luakrııi~Cf1 ok!Llllaıı·ıda'1 :X....o-::) ~ar P'"'' 1 kuo.-krrıi~o'\lur loÖiüM\Ü hcıllc:tSir"ldall 

lu.okrf)l_sıol) 4-o.rı.:.IIY"\If\'Ll. 9~rL buk.ı.rıLJ.tS,:f" 

x u = x y - x1 ':::l - r. ':J - ;ı; y + (x y + x '=.1 + ,:. ':1 - -1. y. ) u1 + (x ~ - ;ı( 1 1:J 4- ı< 1:1 -ı- x \.1 ) u + (,.; :ı + o o , l :ı.. ..ı j c "\ ., o 2 3 3 'l o :ı. J 2 o . 3 ., 2. o .l 

-+ "'1~- ~~ + ~~J u3: 

~ =- ':l ><4 -+~ x5-+!J6ı<. 6 +~ xıt-(Y)(5 -~ı< -':::l x..,_+'j ~ \u1 +(1..1>\,-+'j,;ıc: -':1ı;~-~is-)U1+( lj)(-4 ? -t r 't 5 ~ (, T :ı- ı J -'4 i + -, ~ .J. 

-:tfb+'::i6x,-·'1.f<t)uJ . 

U~= '::l,l\-+ ~ ı<5+ '::}X, +1;:1 )( + ( -~~5-t ~ ı("---!:} X .ı+.':.) X.~U·ı+ (-:1oX +~ l(-+ \j X: -'::.) f.. \u 4- (-'j,ı(+-
1 ı." J'f - 1-r ~· j 6 ıt ..ı.:l\ j'5Jl 

-~ı( +~p's+ \;).X ll.) u,. 
ı b .ı. :J .,. .., . 

X \J- -= ~ lj -)(ı :1-- >( ':}b-:{ \j -t- (- ;< 'J-- ~ ~ -+ ;( q - X :::1 ) u + (_ fo \A - X y - ı( ':J + l( IJ \ IJ' -\-(_ı( y + 
't ) :.ı. ...ı + o ., 1 4 . :ı. -":t J ı. ı ' Jb ·ı 1- 2 4 .3 5.) ... ' o t 

+ ~<ı'j" -ı<,.~5- ~ '1ı.t )uJ. 

"'X..o'::J-= (xu-0-"9) '31 1-(u~+-;.~) i·.:.r1 

::::: [ x' ':j- x~ '0 - -t- \j - ı( 1j - X j -X ':.) - ı< '0 -X. '0 + (>'~ j + X.t...ı + X 'J -i.. q - :J X.,+ 'j X +- 'j"' 1 -
Oo j 2.ı_ .J:J f-\- )) ~~ t+ \ liı .l..J 3J. 4;, ')4 6T 

- \jtl\6) \J1+ \\ '-1_;- '\ ~ + \'Jo + ij':J1-J~\-:1s-X':ı-+':\>;+-\.'j+Xs-) U ı+(~·~ t X{:.l_;-~·~,-+ ~ Yo -~f-ı--+ 
+u x -u "S'-+ 1..1 x. )u ] + A L Ll x +~ t +u x- -1-tj x + -x y-x ':1-- x '0- x ll +~'-'--\1(_+ ~ x,l-

::!<J~> ~b .:;1-y. 3 ...JI:ı+ 1'5J.{'b .:-=t'b't lJ .lt:.J~\-kıJ ,,, 

-1.1 x' 4- 1.-p(- ;< '0 - X1 \j -t- X... ·'· - 'X: 'j .) U l + •- .... 1 X -t ~ X -+ 1..\ .ı<.- j ı<- X 'j -X 'J -K ':.l-t ı< '::i)U.+ 
'-'ı ~ J lo o 5 't ....... ı- d. b '- ..;., (, 1 :ı- JJ. 't :.ı J o b 1 ~ :ı ~ 3 ') 1 

+ tlj{::ı-- ::J1Xt:+ 'J}-:;+ :Jj1 ->c·::._.- ~,·:\- ~'Js-- x:.ı'::l'+) llJ J 
olur. U't'='). ck .. 91::..ri ::;ıt::r\f'\,_ lort•)r,_ı\._ j'-)•J((\ · .. :.d.i\ff~L/ 

)CO~=- X ':J- )(ı ':::ı-:<_ '-1- ı( \j- X '::l- .ı;_':) -X ~-><ı,.\..\ +(_X 'j -H '::j +ı< y- X \..\ -~ i. +~X+':) X. -j.x)u1+ 
0 0 1 :ı. 2 ~ -i 4 + :. 5 b b -"!- o 1 f o :ı. J J "'ı 4 5 s 4 1. 't H 

+ (Xo~ı- ı<1 YJ+ \'::lo+~ '-j,- ':1-+\:,- J,.X:t +~/4-+ '1/s-) U l-+ \'\ l:l.J +ı<\ '::lı- ı<:.ı ~,+ X3':)o-'04\ +:1sx6 -2:)€-X'S + 

+\X:+)u.3 +(':b x4 +:J/5+ ':h_x'6 t-'0_/--++ \ıY4- X11:15- "2::>6- ;<3~7 )U4 +(~ı<s-~/'T+IJ...ı~-~3\+ ı(o':J5~ 
+ )(, ~ - x' 'j -~o ıCI..\ ')Us+( :Ji - j ı( - ~ X',.+'j .:ı( +X':} +l<f-J, +-X '-:l- X 'Jr-). U~, +('1,i++ '::1 ;(-'"x5 ı + '':ı. + ~-'b \. o' b 1 t ı. .,. :.3 5 o 1:> .,. .l. 4 .3 ., 1 ° -2 

-'0.:>\ + 'V:l+- x1~6 +~':ls+~ \j4-) u 1 · --- · · · (ı) 
6.ı.luıı\.lr. (-1) Jı.;. (.l) ~o~'W'1lo.r-\ r..:ı.yı1 olc:!.·A\ı..inıJc::S.ı.rı 1 

)(D ::J =(xu-\}Ç}).;B :.X (U\j+X 1.5-) 

o\l.:ı.rül ~c:'-2.1l·~b-,IL'-"--.9'ı _g~r-ü\Ü.r -:Jh-2. bu.rr.l ~rıL.t:\ obreı.l 
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