KOMPAKT RIEMANN YUZEYLERINDE

RIEMANN-ROCH TEOREMI VE BAZI SONUCLARI

Naci Alkis

Anadolu Universitesi
Fen Bilimleri Enstitlisu
Lisansiistii Yonetmeligi Uyarinca

Matematik Anabilim Dalinda Q“Neﬁﬁgé
YOKSEK LISANS TEZi ma;:\;?i@m“a“

Otarak Hazirlanmistir.

e

Danisman: Yar.Doc.Dr.Coskun Tayfur

Agustos-1937



Naci Alkis'in YUKSEK LISANS tezi olarak
hazirladigi " KOMPAKT RIEMANN YUZEYLERINDE RIEMANN—
ROCH TEOREMI VE BAZI SONUGCLARI" baslikli bu galisma
jlirimizce lisansilistli yonetmeli§inin ilgili maddele—

ri uyarinca dederlendirilerek kabul edilmigtir.;

25/.3.7587

Uye : \gt\.& ’ QV EC‘(“U%‘“M .@LJCWAOW\

Uye : "a.(‘.'..cé'é"/lf." Q[\‘ ./bz t.’/.l//l.ﬁ."’%.-{ Urdfj@/"\

1
-

NS

Fen Bilimleri Enstitilisii Ydnetim Kurulu'nun 283982, ..

glin ve.. 282 .. _........ sayili karariyla onaylanmigtair.

Enstiti Mudird

Prof. Dr. Riistem KAYA




OZET

Bu galigma dort bdliimden olugsmaktadir. 1lk iig
bdlliimde, Riemann ylizevleri ile ilgili temel kavramlar,
analitik ve harmonik diferansiyel formlar ve konform
invaryantlar lizerinde durulmustur. Daha sonra ddrdin-
cli bdllimde, kompakt Riemann yiizeyleri ile ilgili ola-
rak bilinen U¢ klasik teoremden (Riemann-Roch teoremi,
Abel teoremi, Jacobi inversion teoremi) Riemann-Roch

teoremi ispatlanmig ve bunun bazi sonuglar:i verilmig-
tir.
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SUMMARY

This thesis consists of four parts. In the first
three chapters are concerned with the basic concepts of
Riemann surfaces, analytic and harmonic differential

forms on Riemann surfaces, and conformal invariants.

After then, in the fourth chapter, we prove
Riemann-Roch theorem which is known to be one of the
classical theorems (Riemann-Roch theorem, Abel's theorem,
Jacobi inversion theorem) for compact Riemann surfaces.

At the end,we give some consequences of this theorem.
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BOLOM 1

1. RIEMANN YOZEYLERT

S baglantili Hausdorff uzay olsun. Bunun lzerinde
agsagirdaki kosullari sa§layan bir
@ = Wilier
fonksiyonlar ailesi varsa, S ye ¢ konform yapisina sahip
Riemann yilizeyi denir.
i. Herbir ¥; fonksiyonu
vy * Uy Dy
bir Ui(: S agik kilmesinden, kompleks ddizlemin bir Di
agik alt kimesi lizerine bir homeomorfizmadir.
ii. vy fonksiyonlarinin tanim kiimelerinin ailesi
S nin bir agik Srtiiliislinii olusturur. Yani
= U
S U
dir.

iii. ¢ ailesindeki fonksiyonlar bir birlerine ana-
litik olarak baglidirlar. Yani i,j € I ve Uif7 Uj Sl
ig¢in,

— -1
fij “’io‘”j : q;j(Uiﬂ Uj) - wi(Uiﬂ Uj)
gecis fonksiyonlari analitik (holomorf) fonksiyonlardair.
iv. ¢ ailesi maksimaldir. Yani ¢ bir U C S acik
kimesinden y(U) € € agik kiimesi {izerine, herbir
1€, vuNU#*g ve z € 9(U,N U) # g
ig¢in,

z >y,09” 1 (z)

donliglmli analitik olacak sekilde bir homecmor fizma ise,



Y € 9 dir.

Bir Riemann yilizeyi topolojik uzay olarak kompakt
ise "kapali Riemann ylizeyi" , kompakt dedilse, " acik
Riemann ylizeyi" denir. Biz bu caligmada kapali Riemann
ylizeyleri ile ilgilenece§iz. Ancak g¢alismamizin son
b&limiinde Riemann-Roch teoreminin sonuglari ile ilgili
olarak kompakt kenarli Riemann ylizeylerine de kisaca

dedinecegdiz.

S Riemann ylizeyi lizerinde bir ¢y fonksiyonlar
ailesi yukaridaki (i), (ii) ve (iii) kosullarini sadlai-
yorsa, bu @o ailesi bir Maksimal ¢ ailesine dgenisleti-
lebilir ve S, ¢ konform yapisina sahip bir Riemann
ylizeyi olur. Ayrica bu & konform yapisi tek olarak be-
lirtilmistir. Bu sekildeki ¢, ailesine S lzerindeki
konform yapinin bir tabanidir denir. Buna gore bir
Riemann yilzeyini belirtmek igin, ylizey lzerindeki kon-
form yapinin bir tabanaini (yani yukaradaki ilk i¢ kosulu
saglayan bir fonksiyonlar ailesinin) belirtmek yeterli
olacaktir. Bir Riemann yizeyi ¢ konform yapisi ile bir-
likte (S,9) seklinde gOstermek uygunsa da, biz kisalik

olsun diye sadece S ile g&sterecegiz.

Yukaridaki tanimdan goriildigl gibi bir S Riemann
ylzeyl yerel olarak kompleks diizlemle ayni yapiya sahip-
tir. @ ailesinde bulunan ¢i fonksiyonlarina yerel para-
metre (yerel koordinat) denir. Tanim klimesi U olan bir
Yy € 0 alalim. Bir P & U noktasi z € ¢(P) ile tek se-
kilde belirtilmistir. ¢ homeomorfizma oldugundan fark-
11 z € ¥ (U) noktalari farkli P € U noktalarina karsilik
gelir. Bu ise bize ¢y (U) da bulunan z nin bir yerel de-
gisken olarak kullanilabilecedini g6sterir. Hatta komp-

leks z noktasinin karsgilik geldigi P € S noktasi yerine
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kullanmak mimkindlir. Ancak bunu kullanabilmek i¢in, S
lizerinde bir z yerel deJigskenine gdre ifade edilen bir
6zelligin yerel koordinatlarin dedisiminden badimsiz

olmasi gerekir.

U;r S de kapanigi kompakt ve wi(Ui) diizlemde bi-

rim disk ise, U; ye parametrik disk denir.

Teorem 1. S bir Riemann ylizeyi ise, herbir P€ S
noktasi bir parametrik diskin merkezidir.

ispat. Py o+ S Riemann yilizeyi tizerinde bir nokta
olsun. Bu durumda Po » Uy kimelerinin bir ¢odunda bu-
lunabilir. Boylece Po civarinda birc¢ok yerel paramet-
reler mevcut olabilir. Bundan bagka yeni yerel paramet-
reler de elde edebiliriz. S&yleki,

Z = wi(P) ’ Ui de PO 1n komgulugunda bir verel

koordinat sistemi ve w = f(z) doniisiimi wi(Ui) den komp-
leks dizlemin bir ag¢ik kiimesi lizerine bire-bir konform
donlisiim ise, f(wi(P)) = w doniislimii de PO komsulugunda
bir yerel parametredir. Bu yerel parametreye wj diyelim.
Ozellikle v;(PJ) =z, Ve r yeter derecede kiigiik segilir-
se, |z-z_ | <r diski U; de bulunur.

Z"Zo

w:
r

alinirsa, w = wj(P) ' Po komsulujunda yeni bir yerel pa-
rametre olup, wj(PO) =0 ve |w| <1 dir. Bdylece S
lzerindeki her nokta bir parametrik diskin (|w| < 1)

merkezidir.

Riemann ylizeyi lizerindeki bir f fonksiyonu vyerel
koordinatlarin bir fonksiyonu olarak g&zdniine alinabilir.
ve bu fonksiyonun bazi Szellikleri yerel koordinatlar
cinsinden incelenebilir. Fakat yerel koordinatlar cin-
sinden incelenen 6zelliklerin bir kism (6rne§in integ-

ral kavrami) yerel koordinatlarin de§isiminden bagimsiz
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olmayabilir. Bu nedenle incelenen 6zelligin yerel ko-
ordinatlarin de§isiminden ba§imsiz olup olmadigi Snce-

likle aragtirilmalidir.

£f : S -»> ¢
fonksiyonu wi(Po) = 0 1n komsulu§undaki z = ¢i(P) yerel
parametresi cinsinden P, da analitik ise (yani 0 <|z|<

o0
z, anzn ise), f ye PO da regililer anali-

de f(yiMz))= ,

tik (veya holomorf) fonksiyondur denir. Bu analitiklik
kavrami yerel koordinatlarin se¢iminden bagimsizdir.
Cunkl, bir analitik fonksiyonun analitik fonksiyonu yine
bir analitik fonksiyondur.

S bir Riemann ylizeyi ve u(x,y), GC S bblgesi {ize-
rinde tanimli gercgel deferli bir fonksiyon olsun. u(x,y)
yerel olarak bu b8lge iizerinde tanimli bir analitik (re-
gliler analitik) fonksiyonun reel kismi oluyursa, u(x,y)
ye "harmonik fonksiyon" denir. Bir sonraki bdliimde ana-
litik ve harmonik fonksiyonlar arasindaki iligkiyi ayrain-
t1li bir sekilde inceleyecediz. Bu fonksiyonlar arasinda
bire-bir bir iligki olmadidi halde analitik diferansiyel
formlar ile harmonik diferansiyel formlar arasinda

bire-bir bir iligki oldudunu gbrecediz.

Sl ve 82 iki Riemann yilizeyi ve f : Sl - 82 fonk~

siyonu verilsin. PO ve f(Po) = QO in komgulugundaki yerel

parametreler sirasi ile z = wi(P) ve w = wj(Q) olsun.
w = (¢ ofow_l)(z) = g(z)
Jj i

fonksiyonu her Pc>€ Sl icin analitik ise, f fonksiyonuna

Sl lUzerinde analitiktir diyecegiz. Bu tanim yverel koor-

dinatlarain dedisiminden bagimsizdir. Clinki asagidaki
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diyagramdan g&rilecegi ilizere, PO ve QO komsu lu§undaki

7

yveni yerel parametreler sirasi ile w& ve wj ise,

SN

BN
\ff" (‘)93 ’; \f‘/k/,‘ ‘ ,/ \'}j/_ (‘Q*“)

wgofo(wi)-l(z)=¢ao¢j—lo¢jofowi—lowio(wl)—l (z)

seklinde yazilabilece§inden, analitiklik kavraminain

yerel koordinatlarin dedisiminden badimsiz olduju gd-
rilir. Zira yukaridaki son esitliin sag tarafindaki
ilk iki fonksiyonun bileskesinin ve son iki fonksiyo-
nun bilegkesinin analitik oldudu Riemann ylizeyinin ta-
nimi geredi bilinmektedir. Ortadaki wjofow;l bileske-

si ise, tanim geredgi analitiktir.

Sl ve 82 iki Riemann yilizeyi olsun. Bu ylizeyler
arasinda bire-bir bir analitik ddnisim varsa, Sl ve

82 ve konform egdeferdir denir.



BULOM 2

2. RIEMANN YUZEY! UZERINDE DIFERANSI1YELLER VE

INTEGRALLER
2.1 Birinci Mertebe Diferansiyeller

(x,y) dizleminde
C = (o,I), a(t) = (al(t),az(t)) = (x,y), 0 <t <1

diferansiyellenebilir edrisi ve bu edgriyi bulunduran bir
b6lgede kompleks dederli, siirekli p(x,y) ve g(x,y) fonk-

siyonlari verilsin. C egrisi lizerindeki é pdx + gdy

edrisel integxal asagidaki sekilde tanimlanmistir.

1 dal da oy

J pdx + gdy = f {pla; (£) 0, (1)) — +q (o, (£),0, (1)) —"1dt
C =0 dt dt
= f {p(x,y) 3=+ a(x,y) g{} dt (2.1)

Simdi (x,y) dlizlemi yerine bir S Riemann ylzeyi
lizerindeki bir C edrisi boyunca edrisel integrali tanim-
lamaya c¢aligalim.

z = x + iy yerel parametresi cinsinden C egrisi
yine y-karidaki gibi verilmis olsun. w = u + iv ve
z = g{w) konform ddniigiim olmak {izere veni dediskenler
alindidinda C egrisi w = g_l(al(t) + iaz(t)) ile ve-~

rilmig olup,
dx dx du ax av

_= = L+

dt du dt ov dt

dy _ 9%y du , 9y dv
dt du dt ov dt

dir.Buradan
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yazilarsa,

Cf p(x,y)dx + q(x,y)dy = f p(u,v)du + q(u,v)dv
C

bulunur. O halde egriyi belirten yerel parametreler
degigtiginde edrisel integralin invaryant kalmasi igin
(2.2) bagintilarinin sadlanmasi gerekir. Simdi buna
dayanarak Riemann ylizeyi lizerindeki birinci mertebe
diferansiyel formu (bundan sonra sadece diferansiyel

diyecegiz) tanimlayalim.

S Riemann ylzeyi lizerinde bir G bdlgesi ve bu
bSlgede (x,y) yerel parametresi verilmis olsun. p(x,y)
ve q(x,y) G b&lgesinde tanimli kompleks dederli (veya
reel dederli) fonksiyonlar olmak lizere

w(x,y) = p(x,y)dx + q(x,y)dy
seklindeki ifadeye birinci mertebe diferansiyel diyece-
giz. Ancak (x,y) yerel parametresi yerine(u,v) yerel
parametresi alindiginda yukaridaki diferansiyel

w(u,v) = p(u,v)dutq(u,v)dv
sekline doniisecedinden buradaki p,q,p ve q katsayila-

rinin (2.2) badintilarini saglamalari gerekir.' Yani
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yerel koordinatlarin degisiminde katsayilar (2.2) badin-
tilarini sagliyorlarsa, w(x,y) = p(x,y)dx+tq(x,y)dy ifa-

desine birinci mertebe diferansiyel diyecegiz.

f, G bdlgesinde tanimli kompleks dederli bir fonk-
siyon olsun. V¥(P) = (x,y) yerel parametresi cinsinden
fw ya,

fw = f(w_l(x,y»p(x,y)dx + f(w—l(x,y»q(x,y)dy
seklinde tanimlayalim. Bu durumda fw da birinci mertebe
diferansiyeldir. Clnki x+iy = g(uriv) yeni dediskeni
alindiginda, w birinci mertebe diferansiyel oldugundan

fw nin katsayilari da (2.2) bagintilarini saglayacaktir.

wl = pldx+qldy ' w2 = pzdx+q2dy birinci mertebe
diferansiyeller olsun. Bu takdirde

wy + wy = (py+p,y)dx + (q,+qy)dy rpadcly Universites!

toplami da birinci mertebe diferansiyeldir. Merkez KI1IP

w = pdx + gdy birinci mertebe diferansivelinde
p ve g fonksiyonlarina w nin katsayilari denir. w nin
katsayilari siirekli ise, w ya slirekli, w nin katsayila-

ri ¢ sinifindan ise, W ya c? veya dlizgiin (smooth) dife-

ransiyel denir. Ornegin £, S lzerinde ¢ sinifindan
L8y df df
df='§§ dx+ 3§'dy (2.3)

diferansiyeli S iizerinde dilizglin birinci mertebe diferan-
siyeldir. Buna £ nin "total diferansiyeli" denir. £
S lizerinde C2 sinifindan ise, £ nin total diferansiyeline
"tam diferansiyel" denir.
w = pdx + gdy bir tam diferansiyel ise,
op _ 99
7;; S;: (2.4)
dir. Tersine basit baglantili bir bdlgede (2.4) kosulu

salaniyorsa w bir f fonksiyonunun total diferansiyelidir.
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BOylece w diferansiyeli her bir parametrik diskte (2.4)
esitligini sagliyorsa, w yerel olarak tam diferansiyel-
dir. Fakat yerel olarak w = df seklindeki tam diferan-
siyel S nin bilitlinlinde tek degerli olmayabilir. Boylece
w S nin biitlininde tek deferli bir fonksiyonun total di-
feransiyeli olmayacaktir. Bir w diferansiyelinin G C S
b&lgesi lizerinde katsayilarinin birinci mertebeden siirek-
1li kasmi tirevleri mevcut ve her bir parametrik diskte
bu kismi tlirevler (2.4) esitligini sagliyorsa, w yerel
olarak tam diferansiyel olup, buna G b&6lgesinde "kapali

diferansiyel" denir.
2.1.1 EJrisel integral.

C = (a,I) , 8 lizerinde bir tek parametrik diskte
bulunan diferansiyellenebilir bir edri olsun. Bu para-
metrik diskteki yerel parametre y(P) = (x,y) ve
¥ (C) = (yoa,I) olsun. w diferansiyeli C yi bulunduran

bir bdlgede siirekli ise, w nin C lizerindeki integrali

J w = [ pdxt+qdy
C p(C)
seklinde tanimlanir. Bu ifade (2.2) bagintisina gdre

iyi tanimlidir. Yani yerel koordinatlarin de§isimin-
den bagimsizdair.

9imdi C edrisinin bir tek parametrik disk iginde
bulunmadidir durumda edrisel integrali tanimlayalim. C

edrisi kompakt oldudundan, bunu

= = . < <
0 tO <t < L.l <L tn 1, I. : t t t

1 i i-1 i
olmak {lizere sonlu sayida Ci = (a,Ii) parcalarina ayira-
biliriz. Ancak bu ayirmayi o sekilde yapalaim ki her

bir ¢; bir tek parametrik diskte bulunsun. Buna gdre

. ” .
W - z w
¢« [l ¢y

seklinde tanimlanabilir. Bu tanim birim aralidin ve C
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nin ayrisimindan bagimsizdir. $imdi bunu gdsterelim.

t,_, Ve t, arasina bir tek t' noktasi ilave ederek C,

yi Ci ve C; parcalarina ayirirsak, integralin toplam-
sallidr ve bir tek parametrik diskteki integralin
koordinat dedisiminden badimsiz oldudu gdzdniine ali-
nirsa,

fw=fw+ [ w
Ci Ci Ci

elde edilecektir. Bdylece E w bu ayrigim ile de ayni
dedere sahip olacaktir. Herhangi bir ayrigim sira ile
tek noktalarain ilavesi ile elde edilebileciginden, é \f
herhangi bir ayrisimda da ayni dederi muhafaza edecek~-
tir.Birim araligin ikinci bir ayrlsiml
0 = té < ti < dee < tﬁ =1

ise, birim aralidin bu ayrisimr ile ilk ayrisim C nin
bir pargalanisini verecektir. Bu pargalanis ile elde
edilen integral orijinal integrallerin her ikisine de

esit olacaktir

C edrisi parcali diferansiyellenebilir bir edri
ise, C, ler diferansiyellenebilir edriler olmak lizeri
C = Clcz"’cn olacagindan,

: L
oo B J s

et ¢

yazilabilir. B&ylece silirekli bir diferansiyelin par-
c¢ali diferansiyellenebilir bir edri lizerindeki egrisel

integrali tanimlanmis olur.

C kapali egri ise, wa ya w nin C lizerindeki

"periyodu" denir.

w kapali diferansiyel ve C = (¢,I), S lizerinde
bir D parametrik diskinde bulunan diferansiyellenebilir

bir egri olsun. D de ¢ yi X:al(t), y:qQ(t)-(t € 1)
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gseklinde belirtelim ve w = df(x,y) olsun. Buna gore
. 1 ‘
[cw@ ¢F=/ Al (0, a0y = fla D)) — fladilhs
Jo { Jt=Q

dir. a(0) = PO ve o(l) = Pl ise,

[o=ned =g

v L

olur. Boylece integral sadece f nin, C edrisinin ug

noktalarinda aldigdi dederlere baglidir.

C edrisi bir tek parametrik disk ic¢inde degilse,
C vi,

0=t <t, <...<t
o n

1

alt araliga blmak tizere, C

k k
(“,Ik) alt yaylarina ayi-

1 igin I, : tk_r<t < t
. =
rabiliriz. Bu ayrisimi o gekilde yapabiliriz ki her

bir C, vayi bir tek parametrik diskte bulunur. Ck vay-
larinin son noktalaraini “(tk) = Pk ile gbsterelim. Bu
takdirde fk(P), P E D igin tanimli olmak lizere, yerel
olarak w = dfk seklinde yazilabilir. D

k
fonksiyonu bir sabit farki ile belirli oldugundan

diskinde fk

P,Q0 € Dk ig¢in fk(P)—fk(Q) farki iyi tanaimlidir ve Dk da

kullanilan yerel koordinatlardan bagimsizdir.Simdi

/(: w LZI /“k dfe o ?_Jl (Rl = [l ) (2.5)
diyelim.

Bir w diferansiyelinin edrisel integralini tanim-
larken diferansiyellenebilir (veya parcgali diferansi-
yvellenebilir) egrileri almigtik. EJer w, S Uzerinde
kapali diferansiyel ise, (2.5) egitligini kullanarak
w nin edrisel integralini keyfl edrilere genisletebi-
liriz. € = (o,I), S lzerinde bir egri ve Cl,Cz,...,Cn
C nin bir alt b&lliniigi ve her bir Cr bir Dy parametrik
diskinde bulunsun. w kapali diferansiyel olduguna gore

herbir D, da w = dfk seklindedir. (2.5) e gdre

k
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Hi

. "
. . Ny o .. n B ol Sy
/ W= 2\, il = Ll = ST odalta)) = et o)
a

A=t I.I’_--l
seklinde tanimlayalim. Bu tanim C nin alt b&lintisin-
den bagimsizdir. (Springer, 1957)
Bdylece C herhangi bir edri ve w kapali diferan-
siyel ise, Sw nin iyi tanimli oldugu gorildir.
C

Teorem 2. w, S lizerinde kapali diferansiyel ve

C = (0,I) egrisi verilsin. Bu takdirde
J.w==-fw
c i C
dar.
Ispat.

>i‘ 1 » \ " (3 \
- W= 7, u-~l.'(1 n- k) .’u—k(\/ no-h i'l))
o

i

n"

= 2; a2 o) = Jille)y
Py

n

U 2: ’:fk(l',l\,’ - _’.L([,I;--l):

PR

bulunur.
cC = ClC2 ise,
1) w= Sfw+ [ w
€162 Cy )
dir.
C = (a,I) sabit edri ise, a(t) = PO dir ve
Pk = Pk—l = Po olup,
Ju=0
C

dir.
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w, S lizerinde tam diferansiyel ise, S de tanimli

bir £ fonksiyonu i¢in w= df seklindedir. Herhangi bir

C = (o0,I) egrisi igin

/ / A Ja{0) - Jla(0))
dir. » tam ve C kapali bir edri ise, @(1) = a(0)
oldugundan

/ W ()
o

bulunur.

Teorem 3. CO = (aO,I) ve Cl = (al,I) homotop egri-
ler ve y kapali diferansiyel ise,

-
/ IEE = / 6]
Ca SO

Ispat. C, edrisini Cy egrisine deforme eden siirek-

dir.

1i ¢ doniigtimii,
¢ ¢ IXI > S

ve
d)(tlo) = O‘O(t) 7 cb(t:l) = Ol,l(t) 7 t eI
9(0,s) = a,(0) =a;(0) , $(l,8)=0 (1) =a (1) , sel
Oolsun.

IxI karesini n2 sayida egit kareye ayiracadiz.
Ancak bu ayirmayi o sekilde yapacadiz ki herbir karenin
ké6gsegen uzunludu ngn olacak ve bu k&segen uzunludu, S
tizerindeki parametrik disklerin ¢ © ters donisiimii altin-
daki gorintiilerinin, IxI karesi iizerinde olusturdudu
Ortiniin Lebesgue say1s1ndan(l) kiiciik olsun. Herbir ki~
¢lk karenin ¢ altindaki gdrintiisii bir tek parametrik
disk icerisinde bvylunacaktir.

(1) Lebesgue sayisi: E kompakt bir metrik uzay olsun.
E nin her bir {Ui} acik Ortilsiline, asadgidaki 6zellige
sahip bir 8 > 0 sayisi karsilik gelir ve bu sayiya
{Ui} Ortusine karsi gelen Lebesgue sayilsi denir. Capi

§ dan kiiglik olan E nin herhangi bir alt kilimesi, bir

U, igerisinde bulunur (Springer, 1957).
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Kbseleri

A SRR A AR, .
(-l{_,l_;)' (.._l"“w)—> » (-_(__I__‘__’___,___>, (L: '__l—*‘.) » 4, / “, !, P {

H n \ 1t H

noktalarinda olan kiiglk karelerin cevrelerinin ¢ altin-
daki gorintllerinin herbiri bir parametrik disk iginde
bulunan T.
J.k
tilmistir. » yerel olarak tam oldudundan

kapali egrileridir ve ydnleri Onceden belir-

Joo w0
dir. IxI icinde bulunan bir karenin herbir kenari iki
bitigik karenin kenaridir ve bir birlerine gdre ters yo-
ne sahiptir. Buna gdre,
cC : ¢(1,s) , se& I
ve
¢ : ¢(0,8) , seI

edrilerini gOstermek {izere

) =1 " . ~
Y
0= 2-‘ / ;o:/ W"f'/,“"f‘tl i
Pkt 7 Pak Sy i fod

e R . S

bulunur.

$(0,s)= qO(O) ve ¢(1,s)= uo(l) oldugundan

/w b ve / w - U
S Jon

dir. O halde

.‘l:‘” w | "."xl w0

bulunur. Teorem 2 g&ztniine alinirsa, bu son esitlidin

teoremin ispati oldugu goriliir.

Sonug. C kapali edrisi bir noktaya homotop ve w

kapali diferansiyel ise,
. o =0
C
dir.

Bu sonuca gbre kapali bir diferansiyelin kapala

bir edri boyunca edgrisel integrali, bu edrinin homotopi
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sinifina baglidair.
2.2 1Ikinci Mertebe Diferansiyeller.

Uk

= xk+iyk bu parametrik diskte bir yerel parametre

» S Riemann ylizeyi lzerinde bir parametrik disk

ve z
k

olsun. Bu parametrik diskte,
Q = ck(zk)dxkdyk
diferansiyel formunu g&z&niine alalim. (Burada ck(zk)
kompleks dederli veya reel deferli bir fonksiyondur).
U N Uj # 0 olmak lizere Zj’ Uj de bir yerel pa-
rametre ve 2y €_(Uk{1 Uj) de Sy katsayilara

0(x.,y.)
= J -]
Ck Cj

9 (v, (2-0)

bagintisini sagliyorsa, §L ya ikinci mertebe diferansivel
denir ve kisaca § = cdxdy seklinde yazilir. (Burada Zy
ve zj sirasi ile Uk ve Uj parametrik disklerindeki yerel
parametrelerdir ). c¢ katsayisi siirekli ise, @ ya siirek-
li, c reel dederli ise, g ya reel, c pozitif ise, g va
pozitif ve ¢ yerel olarak integrallenebiliyorsa ¢ ya in-
tegrallenebilir denir.

£, S lzerinde kompleks deerli bir fonksiyon ve @
ikinci mertebe diferansiyel ise, y(P) = (x,y) yerel pa-
rametresi cinsinden

fo = f(w—l(x,y))dxdy

olmak lizere fQ da ikinci mertebe diferansiyeldir

Q1 = cldxdy ve Qz = czdxdy iki diferansiyel ise,

Q; *ta, = (citc,) dxdy

toplamr da ikinci mertebe di feransiyeldir. S {izerindeki
ikinci mertebe diferansiyellerin kiimesi S iizerindeki
slirekli fonksiyonlarin halkasi {izerinde (&nceki carpim

ve toplam ile) bir modildiir.
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2.2.1 Ikinci mertebe diferansiyellerin integrali.

§ = cdxdy S lzerinde ikinci mertebeden sirekli
diferansiyel olsun. G bSlgesi S lizerinde bir tek paramet-

rik disk i¢inde kaliyorsa, @ nin G bSlgesi lizerindeki in-

tegrali
d (XIY)
JI 2 =[f cdxdy = ff c(x(u,v),y(u,v))gTZF;Sdudv
G ¥ (G) ¥ (G) ’

seklinde tanimlanir.

G bolgesi kapanisi kompakt ve bir tek parametrik
disk icinde kalmlyorsa,{ei} birimin bir ayrisimi olmak
lizere

JIa = Jf Zea= 2 [f e

G G * ¢ 1
seklinde hesaplanabilir. Bu son integraller birimin ay-

rigsimindan badimsizdir (Rodin and Sario, 1968).

G bblgesi kapanisi kompakt olmayan bir bSlge ise,
V C G kapanigi kompakt olan bir bSlge olmak iizere pozitif

£ diferansiyeli igin

J/ 9= 1l.u.b. [fg
G vVC G Vv

seklinde tanimlanir.
G bdlgesindeki @ diferansiyelinin mutlak deJeri
|2] = |ecldxdy seklinde tanimlanir ve|2| da ikinci mertebe

diferansiyeldir. Buna gdre 2 reel diferansiyeli icin
+ _ 1 - _1
8 =35el + ), @ =Z(lal-a)
olmak {izere

Ife = Jre - Jf a
G

dir.
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 kompleks diferansiyeli integrallenebilir diferan-

siyvel ise,
I, =/ _ Ren + i/ 1Imq
G G G

seklinde verilir.

Regiiler bdlge: G C S bdlgesi agsajidaki kosullara
sagliyorsa, G ye regliler bdlge denir.

i. G nin S deki kapanigi kompakt,

ii. G nin siniri sonlu sayida parcali analitik
edrilerden olusuyor,

iii. 5S-G nin hic¢ bir bilegseni kompakt degil.

Stokes teoremi: R, S lzerinde regliler bir bdlge
ve u, R de Cl sinifindan birinci mertebe diferansiyel

olsun.Bu takdirde

‘ | (Flor
‘/1&ny%h“+qhaW<w==jjyﬁ.‘;@)““W
3 s

dir. Stokes teoreminin daha kullanisli bir digJer sekli
ise, w =pdx+gdy, f, R de Cl sinifindan olmak lizere,
N Fg . Sy STA
. A dy ay o "_’ . ‘_;_; deds
/ Hp de A-qdu) - ‘,vl//" <IT - ~(’_’,-/’ dedy | //’ (\’/ dui v G/ ol
aic t v k

dir (Springer, 1957).

v

2.3 Diferansiyellerin Dig Garpimi

Daha sonra gdriilecedi gibi, S Riemann ylizeyi lize-
rindeki fonksiyonlara sifirinci mertebeden diferansiyel-
ler demek uygun olacaktir. Kompleks degerli fonksiyon-
lari f£,g,h gibi alfabenin kiiglik harfleri ile gdstere-
cegiz. Birinci mertebe diferansiyelleri Greek alfabesi-
nin kiligclk harfleri ile (w,y,7m,...) gdsterecediz. Yerel
olarak cdxdy seklinde ifade edilibilen ikinci mertebe
diferansiyelleri ise, Greek alfabesinin blyik harfleri

ile (Q,I,...) gbsterecegiz.
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§imdi iki diferansiyelin dis ¢arpimini tanimlaya-
lim. k 1nci mertebeden bir diferansiyel ile n inci
mertebeden bir diferansiyelin ¢arpimi, k+n < 2 ise,
(k+n) inci mertebeden bir diferansiyel olacaktir.
(k+n) > 2 ise, carpim idantik olarak sifir olacaktir.
Sifirinci mertebeden f ve g diferansiyellerinin carpi-
mi f.g ile gdsterilir ve (£.9)(P) = £(P).g(P) seklinde
tanimlanir. Burada £(P).g(P) iki kompleks sayinin bi-
linen garpimidir. Sifirinci mertebeden f diferansiye-
li ile, birinci mertebeden w = pdx+qdy diferansiyeli~-
nin carpimi fw = (fp)dx+(£fq)dy seklinde tanimlanir.
wi = opyde b oggdy, g = g | oy dy
birinci mertebe diferansiyellerin dis carpimi,
dide =0,  dydy =0,  dedy = —dyde

olmak {izere,

wiwy == (pyde + g dy)(ps de |y dy)
= pippdode | opiqudedy L ogipedy de | g dy dy

= Py — gy dedy.

seklinde tanimlanir. Kolayca gbrilebilecedi gibi wiw,
¢arpimi ikinci mertebe bir diferansiyeldir. Ayrica
Wy, = mw, 00 dir.

Sifirinci mertebeden f diferansiyeli ile
Q@ = cdxdy ikinci mertebe diferansiyelinin c¢arpaimi
fo = (fc)dxdy
seklinde tanimlanair.

_ 490 9
lineer diferansiyel operatdriinii su sekilde tanimlayalim.
£ €.Cl ise,
| _ (2f af
df = (ax)dx + (ay)dy

ve 1
w & CT ise,
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. ! ap o , iz . idef
ey = (-’/[:) dr | (./-’/) :‘l’;‘,’ = (l—!’ e |- *L t'.(/} e i (:)“/ de - "l c/(/) i

Nae ay
/ } an
(),
NURA ()‘.’/

dir.

©rildigli gibi d operatdrii k. mertebe diferansiye-
le etki ettiginde (k+1). mertebeden (k < 1) bir diferan-
siyel elde ediliyor.

£ = cdxdy ikinci mertebe diferansiyeli igin

de = (dc)dxdy = [(%ﬁ)dx + €%§)dy] dxdy = 0

dir. O halde d operatdriiniin asagidaki O6zelliklerini

styleyebiliriz.
i. dd =20

ii. £ € ¢c® ise, ddf = 0

iii. w € ¢® ise, ddw = 0

iv. d(fg) = fdg + gdf

V. d(fu) = (@f)wt £(dw) = -w(df) + f(dw)

Eslenik operatdr (%) ile g&dsterilir ve sadece bi-
rinci mertebe diferansiyeller icin asadgidaki gekilde ta-
nimlanmistir.

rg oz g de 4+ opdy

w birinci mertebe diferansiyel ise, *u da birinci
mertebe diferansiyeldir.

Yukaridaki tanima gdre (%) operatdriiniin asadidaki
Ozelliklerini kolayca gdrebiliriz.

wy o= pyda gy dy W e e | g dy

olsun.

*(\v‘| } 1.;‘_:) L IR o, *(_/"?,) “ #ir,



20

w e NPT oo b o) dadu

!

wew - (pt ol gt e dy

k]

g e (00 e b (GfayY dy olduguna gore,
wld = {3y e L (8/3.0) dy

seklinde tanaimlanirsa, f & Cl igin,
oY af i of -
#(df) = *("_jl'_ de | (:{ 4{;/) e :.,'!I/ de |- :»,_{1 di o (FD)S

dir.

fed? ve w=wdf ise, w ya co-exact (yan-tam) dife-
ransiyvel denir.

Birinci mertebe w = pdxtqgdy diferansiyeli igin,

J J ) . iy a4 ))
ES S [ . —f: .' ¢ i . — e do /,
iw ( Ty de | ir l/_/’ (e} /i dif) < iy 5r ledy

ve
4 U . . (‘}1) B,
d*w o <JT da - ‘;7/—(/_//) (—qde 1 pdy) = (~ I ((«ji—)m dy

olduguna gbre

T) NUR d{*h)

vazabiliriz.

W é.Cl ve d* = 0 ise, w ya co-closed (yan-kapali)
diferansiyel denir. d*w = 0 ise, w yerel olarak tam ve
w = df veya w="d(-f) dir. B&ylece yan-kapali diferan-

siyel yan-tamdair.

f e« C2 ise, A = d*d operatéri
—f 1 L Y iy

I
seklinde tanimlanir. A operatdriine Laplace operatdrii

denir.
2.4 Harmonik ve Analitik Diferansiveller.

w diferasiyeli S lizerinde f & C2 olmak lizere w= df-

seklinde yazilabiliyorsa, w ya tam diferansiyel denir.
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w vyerel olarak tam diferansiyel ise, yani herbir para-
metrik diskte C2 sinifindan bir £ fonksiyonunun total
diferansiyeli seklinde yazilabiliyorsa o ya kapali di-

feransiyel denir. w & Cl

sinifindan bir diferansiye-
lin kapali olmasi ig¢in gerek ve yeter kogul dw = 0 dir.
Her tam diferansiyel kapali oldudu halde (¢linkd ddf = 0)

her kapalil diferansiyelin tam oldudunu sdyleyemeyiz.

w kapali diferansiyel ve C, S {lizerinde kapali bir
edri olmak lizere wa integraline ®w nin periyodu denir.
C ve C' bir birine homolog edriler ise, C{w = cﬁw oldu-
gundan bir edri boyunca periyod, sadece edirinin homolo-

ji sinifina baglidir. C -~0 ise, wa= 0 dir. w tam ve

C kapali bir egdgri ise, wa= 0 oldujundan bir tam dife-
ransiyelin bilitiin periyodlara sifirdir. Buna gdre asa-
gidaki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem. Kapali bir ¢ diferansiyelinin tam olmasi
i¢cin gerek ve yeter kosul bitilin periyodlarainin sifir ol-
masidir. ‘

Ispat. Gerekliligi yukarida ispatlamigstik. Ye-
terliligi ispatlayalim. Yani bir kapali diferansiyelin
blitlin periyodlari sifir ise, tam oldufunu g&sterelim.

P

S ilizerinde sabit bir Q noktasi segelim. [fw in-
tegrali Q dan P ye giden herhangi bir yol boyugca iyi
tanimladir. Cinkd, Cy ve C, Q dan P ye giden herhangi

iki yol ise, C.,C.' kapali bir yoldur ve [®_ =0 dir.

1-2 c.c-1
O halde F(P) = o w fonksiyonunu tanlmlaya%i%iriz. Simdi
F €,C1 ve dF = w

Py noktasi alalim ve U parametrik diskinde ¢ (P) = (x,y)

yerel parametresi igin w(PO) = (0,0) olsun. U daki

oldudunu gOsterelim. S lizerinde bir

herhangi bir P noktasi ig¢in,

P P
F(P) = fw + fw
0 Po

dir. Burada ikinci integral Po dan P ye giden dogru
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parcasi lizerinde alinmigtir. $imdi o = pdx+gdy olmak

lzere %% ve %% kismi tiirevlerini hesaplayalaim.
d . - -
O - opim (PG H(x,0-F(7(0,0)]
ox x>0
l X
= lim —J p(x,0)dx
x>0 0
= p(0,0)
) . - -
OF — pim [F(y~L(0,v))-F(y~1(0,0))]
dy  y>0
o1 Y
= Lim — qgq(0,y)dy
y-)O y (o]
= q(0,0)
dir.
_2% = p, -%g = q olduduna gore, F E.Cz ve w =df

elde edilir.
2.4.1 Harmonik diferansiyel.
Bir f € C2 fonksiyonu igin. Af = 0 ise, yani yerel

olarak

+—= =0 ise, f ye harmonik fonksiyon de-
nir.
S izerinde we;Cl diferansiyeli herbir parametrik
diskte, harmonik bir f fonksiyonunun total diferansiyeli
seklinde yazilabiliyorsa, (yani o =df) o vya "harmonik
diferansiyel" denir.
» harmonik diferansiyel ise, yerel olarak kapali-
dir ve dw = 0 dir. Ayrica herbir parametrik diskte
w = df ve d*df = 0 oldufundan d*w = 0 dir. O halde
hem kapali hem de yan kapalidir.
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Tersine, dw = 0 ve d%y = 0 ise, birinci kosul ge-
redi yerel olarak o= df gseklinde yazilabilir. tkinci
kosul geregi d(*df) = 0 olup, f harmoniktir. BOylece
w harmonik diferansiyeldir. Buna gore zuecﬁ‘diferan—
siyelinin harmonik olmasi ig¢in gerek ve yeter kosul
do = 0 ve d*y = 0 dar.

w o pde b gy harmonik diferansiyel olsun.

dy  dp

fes = {"—5 — ‘—-) do iy = O

‘ \.e dif ¥

"’ [ ¢

d¥w = ((—l E ‘——I-) daedy =0
X3 iy,

oldugundan, yerel olarak p/dy = dgide e apide = -oyfiy

dir. Bu denklemler p ve -q i¢in tam Cauchy-Riemann
denklemleridir. BOylece bir w= pdx+gdy diferansiyeli-
nin harmonik olmasi igin gerek ve yeter kosul, p-ig
fonksiyonunun z=x+iy nin regiiler analitik fonksiyonu

olmasidair.

S lzerinde Cl sinifindan yerel olarak
f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) seklindeki f fonksiyonunun
regiiler analitik olmasi ig¢in, u ve v nin Cauchy-Riemann
denklemlerini saglamasi gerekir.

df = dutidv ve

oldugundan, du ve dv eglenik diferansiyellerdir. BOy-—
lece

df = duti*du , *af =%gu-idu = -idf
yazilabilir. Bundan baska £& cl ve *df = -idf ise,
f regiiler analitiktir. Buradan dv =*du elde edilir. Bu
da Cauchy-Riemann denklemleridir. BOylece féfcl fonksi-
yonunun regiiler analitik olmasi igin gerek ve yeter
kosul *df = -idf dir. Ayrica reel dederli u ve v
fonksiyonlari dv =*3u kosulunu sagliyorsa, u ve Vv

egslenik harmonik fonksiyonlardir.
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2.4.2 Analitik diferansiyel.

Bir w diferansiyeli S lizerindeki herbir parametrik
diskte bir analitik fonksiyonun total diferansiyeli ola-
rak yazilabiliyorsa, » vya analitik (veya holomorf) dife-

ransiyel denir.

Bir we:Cl diferansiyelinin yerel olarak tam dife-
ransiyel olmasi ic¢in gerek ve yeter kosul dy = 0 dar.
Bu durumda w =df geklinde yazilabilir. £ analitik ise,
¥df = -idf (veya Fw= -iw) dir. Buna gdre bir diferan-
siyelin analitiklidi igin asagadaki kriteri verebiliriz.
u)é.Cl diferansiyelinin S ilzerinde analitik olmasi ig¢in

gerek ve yeter kogul dw = 0 ve*w = —iw dair.

Teorem 5. w analitik diferansiyel ise,harmoniktir.
tspat. w analitik oldufuna gdre dw = 0 ve dw= —-idwy=0

dir. O halde w harmoniktir.

w harmonik diferansiyel ise, dyw = 0 ve dib = 0 dir.
Bbylece d(*w) = 0 ve d*("w) = -dw = 0 kosulu sajlandigin-
dan *y da harmonik diferansiyeldir.®*y a,w nin eslenik
harmonik diferansiyeli denir. Bu durumda y=w¢+ i¥w anali-
tik diferansiyeldir. Ciinkidl dy = deo+id¥ew =0 ve
*y=Fy -iy = =iy dir. BOylece her harmonik diferansi-
yvele y +i¥y seklinde bir analitik diferansiyel karsilik
gelir.

Simdi bir diferansiyelin kompleks esglenigini ta-
nimlayalim. f = g+ih kompleks dederli fonksiyonun komp-
leks eslenigi f = g-ih olsun. Bu takdirde w =pdx gdy
diferansiyelinin kompleks eslenigi © = pdx + gdy seklin-
de tanimlanir. Burada p ve q kompleks dederli p ve g
fonksiyonlarinin kompleks eslenikleridir. Benzer sekil-

de @ = cdxdy ikinci mertebe kompleks diferansiyelinin
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kompleks eslenigi o = ¢ dxdy seklinde tanimlanir. Ayri-

ca dw = dw ve ¥u = *y dair.
w = pde | gy kompleks diferansiyeli verilsin.

diferansiyeline w nin reel kismi denir. Her analitik
diferansiyelin reel kismi harmoniktir. Tersine her
reel harmonik diferansiyel bir analitik diferansiyelin
reel kismidir. Reel harmonik diferansiyellerle anali-
tik diferansiyeller arasindaki bu dualite fonksiyonlar
arasinda yoktur. Clinkti, £, S lzerinde reel harmonik
fonksiyon ise, S lizerinde tek degerli ve 9£/0x = 39/3y ,
0f/0y = -0g/0x kosullarini saglayan tek deerli bir
konjuge g harmonik fonksiyonu mevcut olmayabilir. Boy-
Jece S lzerinde reel kismi £ olan tek dederli holomorf

fonksiyon bulunmayabilir.

Bundan sonra bir Riemann ylizeyi lizerindeki harmo-
nik ve analitik fonksiyonlar ile diferansiyellerin C-+
sinifindan olduunu kabul edece§iz ve bunlara regiler
fonksiyonlar veya diferansiyeller diyece§iz. Ayrica
fonksiyonlarin veya diferansiyellerin Cl sinifindan
olmadigi ayrik noktalar ile de ilgilenecegiz. Boyle
noktalarda fonksiyonlarin veya diferansiyellerin singii-

leriteleri wvardir denir.

h fonksiyonu bir PO<£ S noktasinin U komsuludun-
da tanimli ve U—PO da harmonik (veya analitik) ve regii~
ler olsun. EgJer harmonik (veya analitik) £ fonksiyonu
i¢gin, f-h fonksiyonu U da regiiler harmonik (veya anali-
tik) ise, £ ve Py da h singlileritesine sahiptir diyece-
giz. Benzer sekilde bir 6 diferansiyeli Po in U komsu-
lugunda tanimli ve U—PO da regliler harmonik (veya anali-
tik) olsun. Eger harmonik (veya analitik) o diferansi-

yeli ig¢in, w-6 diferansiyeli U da regiler harmonik
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(veya analitik) ise, w ya PO da 8 singlileritesine sa-

hiptir denir.

Bir £ analitik fonksiyonu, y(P)=z=x+iy, w(PO)=D

yerel parametresi cinsinden,

g e N a0

seklindeki bir seri ile ifade edilmig olsun.

n > 0 ise, f nin Py da n. mertebeden sifir yeri
vardir denir. '
n <0 ise, f nin PO da -n. mertebeden kutup yeri

vardir denir.

Si1fir ve kutup yerlerinin mertebesi tanimi koordi-
nat dedigiminden bagimsizdir. Yerel olarak n tam sayi-
S1 ‘Ei“:‘ P ky(;’)
ifadesinin sifirdan farkli bir sonlu dedere sahip olmasi
ile belirtilmigtir. Koordinatlari z = g(w), z(0) =0
ve ¢’(0) # 0 konform ddénilislimii ile degistirdiJimizi ka-
bul edelim.

g(w) = g(z(w))
ve

lim w % g(w) = lim w © g(z(w))
w>0 w >0

= lim (w—n/z_n) z-ng(z)
wW >0

=z ()™ 1im z™™ g(z)
Zz >0

limit degeri sifirdan farkli ve sonludur.

f fonksiyonunun Po da n. mertebeden kutup yeri
varsa, f nin singlileritesi (veya esaskismi)

S ST Y B N TR R
he s = Ay I

P ~
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seklindedir.

Bir Riemann ylizeyi {izerinde singliler noktalari sa-
dece kutup noktalar:i olan analitik fonksiyonlara "mero-

morf fonksiyonlar" denir.

Yerel olarak,

w o oplyde s (a2 a "t i g, =0

seklinde ifade edilen bir analitik diferansiyelde,
n > Ovise,‘p nin PO da n. mertebeden sifir yeri,
n <0 ise, w nin PO da -n. mertebeden kutup yeri
vardir denir. Bir analitik diferansiyelin sifir vyeri
ve kutup yeri tanimi koordinat dedisiminden badimsiz-

dir. (Springer, 1957)

EJer ¢ diferansiyelinin n. mertebeden bir kutup

veri varsa, bunun singlileritesi

—-u i1 l .

. .. -1 .
0= (a2t - a . e ) de

seklindedir.

Birinci mertebeden kutba, basit kutup denir. Sin-
glileriteleri sadece kutuplar olan analitik diferansiye-

le "meromorf diferansiyel" denir.

D: (|]z] <=r) , P_ komgulujunda bir parametrik
olsun. w, sadece PO da bir kutbu ve singlileritesi ©
olan bir analitik diferansiyel olsun. Bu takdirde w-9
D de analitiktir ve

fofor o

’

al Qi) ol

dir. Sag§ taraftaki ikinci integral Cauchy teoremi ge-

redi sifairdir. Buna gbre,
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. . v
o . IEUTERY .
) Yy DR tlegr TN UMY s s Pl

. . S
did oy k

dir. Jw integrali koordinat dedisiminden badimsiz
oD
olduguna gdre, u nin seriye acilimindaki a_l katsayisi

yerel koordinat deJigiminden bagimsizdair. a_g katsayi-

sina w nin Po daki rezidisii denir.

Teorem 6. S kompakt Riemann yilizeyi olsun.  me-
romorf diferansiyelinin rezidilileri toplami sifirdir.
Ispat. S kompakt olduguna gdre  nin sadece son-
sayida Pl’PZ""'Pm ayrik noktalarda kutbu mevcuttir.
w Nin Pk noktasindaki rezidiisi aiﬁ) olsun. Pk noktasi
komgulugundaki Dk parametrik diskini Oyle secgelim ki
J # k icgin Dk(\ Dj = @ olsun. Bu takdirde

G =58 - Dk S Uzerinde regliler bdlgedir ve

w
1 Cx

1

fo = 0 dir. 3G = UaDk olup 3G, 3D, lara gdre ne-
EYe

gatif yOnlenmistir. Bdylece

m " m .
ISP TN ¢ S
/u; sin - E‘ w = 2 ‘}J -y == )

diy ke disk A=t

elde edilir.

Teorem 7. wy = pldz ve w, = pzdz S lzerinde iki
meromorf diferansiyel olsun. Bu takdirde,

(.L)2 PZ(Z)

S lzerinde bir meromorf fonksiyondur.

Ispat. £(z) nin singliler noktalari sadece wq in
kutuplari ve w, Nin si1fir yerleridir. Buna gdre S
lizerinde verilen bir noktaya sadece bir defer kargi gel-
mektedir. Ayrica bu deder yerel koordinatlarin se¢imin-

den bagimsizdir. Ciinkili z = ¢(w) koordinat dedigsimleri
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arasinda bir konform donilisim olsun. Bu takdirde

By =p (20 (5D . By =p,(2) (5
ve

By (W) /B, (W) = py(2)/p,(2)

dir. O halde verilen koordinat sistemine badli olmak-
sizin verilen bir noktaya bir nilimerik deder karsi gel-
mektedir.

f, S lizerinde meromorf bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde df ve-g%- meromorf diferansivellerdir. £ ye-
rel olarak

g(c) = fle TN s ™ gt

Ry , et
e (”rl ! ”u'i'l"{ ! t ')y Uy * 0

seklinde seriye agilmig ise, yerel olarak

A 4@
O

Lz = d{log 2)) = (L: Loby Dby b v - \ ol

dir. Boylece f nin bir sifir yerinde, Q% nin rezidisd
f nin safir yerinin mertebesidir. £ nin bir kutup ye-
rinde g%—nin rezidlisti, £ nin kutup yerinin mertebesinin
negatifidir. Kompakt bir yiizey lizerinde meromorf bir
fonksiyonun rezidiileri toplami sifir olduundan, kom-
pakt Riemann ylizeyi lizerinde meromorf bir fonksiyonun
sifir yerleri mertebelerinin toplami (N), kutup yerleri
mertebelerinin toplamina (P) egittir. Buna g&re A bir
kompleks sayi olmak lizere, f-A meromorf fonksivonu kom-
pakt bir Riemann ylizeyi Ulzerinde A dederini f nin kutup-

larinin mertebelerinin toplami kadar alir.

G, S lizerinde bir regiiler bdlge ve w, G de anali-

tik ve G de Pl’Pz""’Pm noktalarainda kutuplari olan
bir diferansiyel olsun. « nin P, daki rezidiisd a %)

olmak {izere,

" "t
. Ntk
/u 2Rl aly
yaw]

dlr .fu‘ o
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f, G de analitik ve £ nin G de sonlu sayida sifir-
lari ve kutuplari olsun. Ayrica £, 2G lzerinde regiler

olsun. Bu takdirde g%—nin G deki rezidileri toplami

LR

2mi e
dir. Béylece-Q% nin rezidiileri toplami N-P ye esittir.
Buna gore

J =% = 2mi{(N-P)

olur.



BOLOM 3

3. KOMPAKT RIEMANN YUZEYLERZ

3.1 Regliler Harmonik ve Analitik Diferansiyeller.

Bu kesimde sadece kompakt Riemann yilizeyi lizerinde-
ki harmonik ve analitik fonksiyonlari inceleyecegiz.
Burada temel problem, singiileriteleri Snceden belirtil-
mig analitik fonksiyonlari (veya tam analitik diferan-
siyellerin) mevcut olup olmadi§ini belirtmek ve eder
mevcutsa ne kadar farkli fonksiyon mevcut ve bu fonksi-
yonlar arasindaki iligkilerin ne oldududur. Bunlar bi-
ze kompakt Riemann ylizeyleri ile cebirsel fonksiyonlar
arasindaki iligkileri belirleyecektir. Bunun i¢in Once
ylUzey lizerinde her yerde regiiler harmonik diferansiyel-

leri inceleyecegiz.

S bir Riemann ylizeyi ve WyrWorees @y S lizerinde
sifirdan farkli diferansiyellerin sonlu bir ailesi ol-
sun. Hepsi birden sifir olmayan Cy1rCyr--.,c, sayilari
F cisminden secilmek lizere

Crtwg b Cows -f - | eLw, = 1)
ise, WyrWoreeerwy diferansiyellerine lineer bagimli
denir.. EJer bdyle sayilar mevcut de§ilse, WyrWoresero
diferansiyellerine lineer badimsiz denir. Biz F cismi
olarak reel sayilar veya kompleks sayilar cismini alaca-

g1z.
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Bir Riemann Yizeyinin cinsi (genus):

Herhangi bir Riemann ylizey i yerel kompakt
Hausdorff uzayidir. Boyle bir uzay ise daima kompakt
yapilabilir. O halde S bir Riemann yilizeyi ve S* kom-
pakt Hausdorff uzayi olmak iizere, S den S” igine, S
nin gdrintilisi agik ve s* da yogun (dense) olacak se-
kilde bir topolojik esyapi doniisiimii varsa, S* a , S
nin bir kompaktifikasyonu ve

A = 8-S

kiimesine de S nin ideal siniri denir.

Burada Szel olarak Kerékjarto-Stoilow kompakti-
fikasyonunu tanimlayacagiz.

€ genisletilmis kompleks diizlemi g&stersin.
[0,1] kapali araliginda bulunan Cantor klmesini g&z-
Onine alalim. A bu Cantor kimesinin bir kapali alt
kiimesi olsun. Ust yari dlizlemde, kapanislari bir bi-
rini kesmeyen sonlu ya da sayilabilir sayida agik Ag
disklerinin {Ag} ailesini, dlizlemin bir noktasina
vigilmayacak gekilde segelim. Ancak bu diskler A ya
ait bazi noktalara yigilabilirler. $imdi bu Ag disk-
lerinin reel eksene g6re simetrikleri olan Aé acik
disklerinin {Aé} ailesini alalim. Bir Ag nin sini-
rinda bulunan her z noktasinin z ile Ozdeslendigini
kabul edersek,
s¥=¢- U Ay U A'g
bir kompakt topolojik uzay olur. Herhangi bir S
Riemann yiizeyi bu sekilde belirtilmis olan S*- A va

homeomorf olur (Richards, 1963).

S* uzayina S nin Kerékjarto-Stoilow kompaktifi-
kasyonu, A vya S nin Kerékjarto-Stoilow ideal siniri

ve Ag disklerinin sayisina da S nin cinsi denir.
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S kapali ylizey ise, A bos kiimedir. Yani ideal
sinir sdzkonusu dedildir ve S nin cinsi sonlu bir sa-

yidir.

S cinsi g olan bir Riemann ylizeyi ve H, S ilzerin-

deki harmonik diferansiyellerin Hilbert uzayil olsun.
S nin normal gekli 4g kenarli bir poligon olup kenarlar

aybyay byt e, b a; b sembolleriyle gdsterilir. a,
ve bi kapali edgrileri parg¢ali analitik egriler olarak
alinabilir. Cuinkl her Riemann ylizeyinin kenarlari ana-
litik egrilerden miitegekkil {licgenler ile liggenlenebil-
digdi bilinmektedir (Ahlfors and Sario, 1960). Bundan
bagka {ai,bi}g=l ailesi, S ﬁzerindéki devirler igin
bir homoloji tabanidir (Rodin and Sario, 1968). Yani
S lUzerindeki herhangi bir c¢ deviri a; ve bi edrilerinin

bir lineer kombinasyonu olarak yazilabilir.

w € H ve y kapali diferansiyel ise, @ nin herhan-
gi bir c deviri ilizerindeki periyodu, ¢ ye homolog bir
devir Uzerindeki periyoduna egittir. Buna gdre,

¢~ 20  Aa; | b, olmak iizere

. . ; . .
)

Q = W = A / ¢ ; / (0

,/u“ / * L L,«n, ot uljb‘ )
fee 1

Lhoadb ek
dir. B&ylece w nin herhangi bir c¢ deviri ilzerindeki
periyodu ai,bi (i =1,2,...,9) devirlerinin periyodu
cinsinden ifade edilebilir.  nin a; ve bi devirleri
uzerindeki periyodlarini sirasi ile Ai ve Bi ile g&s-
terelim. Yani

A :::J/u‘ 9, 1, W:,/b w

olsun.

i=12,...,9 i¢in Ai =0 ve Bi = (0 ise, w tam
diferansiyeldir. Fakat kompakt Riemann yizeyi lizerin-

de tam harmonik diferansiyeller idantik olarak sifair
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olmak zorundadir.

Bir ( diferansiyelinin herhangi bir ¢ deviri boyun-
ca periyodu Ai ve Bi periyodlari ile tam olarak belirtil-
migtir. $imdi harmonik diferansiyellerin H vektdr uzayi-
nin en ¢ok 2g boyutlu bir kompleks vektdr uzayi oldudunu

ispatlayalim.

Wyrwgre s Ly H da harmonik diferansiyeller ve

4] v./“ o, i3 i th i
Olsun.

Ry Ao, LA, bilinmeyenleri ic¢in,

b U R ST P R N 8 DU ¥

lineer homojen denklem sistemini gdzdnine alalim.

n > 2g ise, n bilinmeyen ve 2g sayidaki denklem-—
den olusan bu sistemin trivial olmayan bir ¢dziimli var-
dir. BOyle bir ¢6zlim igin A lerin hepsi birden sifar

degildir. Bu takdirde

RN NTR P D SRV R PoAsan
diferansiyelinin biitlin periyodlari saifirdir. BOylece
w = 0 dar. O halde n > 2g ise n sayida harmonik dife-
ransiyelden olugsan bir sistem kompleks sayilar cismi
tzerinde lineer bagimlidir. Buna gdre H nin kompleks
sayilar cismi lzerindeki boyutu en fazla 2g dir. 0Ozel-
likle g = 0 ise, dimH = 0 oldujundan, cinsi sifir olan
kompakt Riemann ylizeyi ilizerinde regiiler harmonik dife-

ransiyel yoktur.
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H nain boyutunun tam 2g oldudunu g&rmek ic¢in 2g
sayida lineer bagimsiz harmonik diferansiyel inga ede-
lim. w5 (i =1,2,...,2g9) harmonik diferansiyellerini
0 sekilde olusturalimki Wy nin a, Uzerindeki periyodu
nin

1, 1 #4 ise, 0 ve g ,(i=1,2,...,9) igin,

g+i Yg+i
b, lzerindeki periyodu 1 ve i#j igin bj lizerindeki 0
olsun. Ornek olarak w, diferansiyelini inga edelim
didgerleri benzer sekilde insa edilir.

S Riemann ylizeyinin normal gekli asadidaki gibi

Oolsun.

al edrisi ilizerinde P,Q ve R noktalarini ve all edrisi
Uzerinde P',Q' ve R' noktalarini segerek bunlarin kar-
s1liklis olarak c¢akistigini diisiinelim. PP', QQ' ve RR'
dogru parcalarini ¢izelim ve bunlari S iizerine tagimisg
olalim. S uzernide f fonksiyonunu asagidaki gsekilde
tanimlayalim,

a) PP'R'RP dd&rtgeni digsinda £ = 0

b) QQ'R'RP ddrtgeni lizerinde f =1

c) PP'Q'QP dortgeni iizerinde ve PP' , QQ' dogdru
parcgalari lizerinde £ siirekli ikinci mertebeden tilirev-
lere sahip olsun.

f nin RR' boyunca 1 sig¢ramasi var fakat RR' niin

her iki tarafinda sabittir. RR' hari¢ olmak lizere

S lzerinde Ty T df diyelim. RR' {izerinde Ty = 0 olsun.
T kapali diferansiyeldir, Ciinkli PP'Q'QP ddrtgeni di-
sinda Ty = 0 ve ig¢inde L af ve dnl = ddf = 0 dair.
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T in a; lizerindeki periyodu

. "
/ i / LB W) B [0 A0 WCRRS B | RN
Jay Fid

dir. Clinkl a; in PQ dogru parcasi disinda L 0 dar.
Bundan basgka biitiin ai(i:i,...,g) ler ve bi (i=l,...,9)
ler {zerinde 7, = 0 dir. B&ylece LE in bu devirler bo-
yunca periyodu 0 dar. Ty kapali diferansiyeli reel har-
monik wy diferansiyeli ile tam df diferansiyellerinin
toplami seklinde yazilabileceginden (Springer, 1957)

™y kapali diferansiyeli ile ayni periyoda sahip wy
reel harmonik diferansiyeli buluruz. Bu sekilde olustu-

racagimiz 2g sayidaki o diferansivelleri

l,wz,...,wzg
lineer badimsizdir. Ciinkii,

TSN .\,m, l }\:u.’_g l “t ,T A;‘u“"l!u"’"‘ O

ise, @ nin a; (i < g) lizerindeki periyodu Ay olur ve

b&ylece Ay T 0, w nin bi (i < g) lizerindeki periyodu
Ag+i ve bdylece Xg+i =0 olur. Yani i =1,...,2g9 icgin
Ai = 0 bulunur. O halde wy (i =1,...,29) diferansi-

yelleri lineer bagaimsizdirlar. Buradan cinsi g olan
kompakt Riemann ylizeyi {izerindeki regiiler harmonik
diferansiyellerin kompleks sayilar cismi {izerindeki

boyutunun 2g oldugu gdriiliir.
3.2 Riemann'in Bilineer Bagintilarai.

Herhangi bir o € H harmonik diferansiyeli 2g sayi-

daki W orwareeeyw diferansiyellerinin
1772 2g
[S A _'l]u}; “ T '%‘ Aluwu i .l,))|(n)u+l i A I jl,‘/w;gu

seklinde bir lineer toplami olarak yazilabilir. Burada
Ay katsayilari w nin a; devirleri boyunca periyodunu,
Bi katsayilari o nin bi devirleri boyunca periyodunu
gOstermektedir. Bundan sonra bu periyodlara o nin sira-

s1 ile A-periyodlari ve B-periyodlari diyecediz.
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{wi}iil kimesine, S lizerindeki harmonik diferansiyelle-
rin kanonik tabani denir. Bir w harmonik diferansiyeli
kanonik tabanin Al""’Ag’Bl""Bg periyodlari ile tama-

men belirtilmistir.

Simdi S lizerinde analitik diferansiyellerin AaC.H
alt uzayini gdzdnine alalim. Herbir u harmonik dife-
ransiyeline ¥ = w+i*y seklinde bir analitik diferansi-
yel karsilik gelir. H nin bir dider alt uzayi anali—
tik diferansiyellerin kompleks esleniklerinden olugan
N, uzayidir. Yani @€, ise <561Ka dir. o € H ise
w € H dir ve $V= w +i*e € A, dir. Bu takdirde

¢’= w —i* E_Ka olur. Ayrica :: @2+ ¢/2 yazilabilir,
Boylece harmonik bir diferansiyel A1 ve Ka deki dife-
ransiyellerin direkt toplami seklinde ifade edilebi-

lir. O halde A, ve i, alt uzaylari H y1 gerer.

Teorem 8. ry Ve Ay v H nin ortogonal alt uzay-

laridir ve H= pA_ ® i_ dar.
a a
Ispat. Per ve @%Ka alalim. Bu takdirde

LR I Ve u. on -y Veya 4y :: iy oldudundan,

l‘!
N VR T 0 TR G 0 I GG ) IR CR

elde edilir. Boylece (s ) -0 Ve AalKa bulunur.

(-) kompleks eslenik operatdrii A dan Ka va
bir izomorfizma tanimlar. Buna gdre

dimp, = dimKa ve dimp + dimKa = 2g
olur. Buradan dim/\a = g oldugu gorilir. O halde asa-
gidaki 6zelligi ifade edebiliriz:

Kompakt Riemann ylizeyi lizerindeki analitik (holo-

morf ) diferansiyellerin boyutu ylizeyin g cinsine

esittir.

e
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S Riemann ylizeyi lizerindeki holomorf diferansi-

yellere "birinci tiir abeliyen diferansiyeller" denir.

S Uzerindeki kapalin diferansiyeli,ai ve bi (i=1,2,...,9)
devirlerinin her noktasinin bir komsuludunda Cl sini-

findan olsun.
,‘“u‘ W "'i: .I‘h‘ (L 1;1; .’u‘v p o=l .:.- _J‘h‘ 7o 1)':

ile g8sterelim. S nin T normal seklinin i¢i basit bag-
lantilidir. S lzerindeki bir bdlgeye karsi gelen kisma
yine I ile g8sterelim. 1 deki her o kapali diferansiye-
li tamdir. Cilnkd I basit baglantilidir ve basit baglan-
tili bir bdlgede her devir bir noktaya homotoptur. Boy-
lece y nin 7 deki biitlin devirler boyunca periyodu sifir-
dir. Buna gbre I de w=df geklinde yazilabilir.Buradaki
f nin M de ikinci mertebeden siirekli tiirevleri mevcut

ve hatta f nin ikinci mertebeden siirekli tiirevleri oI ye
genigletilebilir ve yine =df olur. Fakat f, S lizerin-
de tek dederli dedildir. S nin normal sekli asagidaki
sekilde olsun.

-1

“K‘? }\

X XR

V"
/

P

. a; Uzerindeki: herbir Q noktasi a;l tizerindeki Q'
ile g¢akaigtirilmigtir. QQ', I de Q yu Q' ye birlestiren
dogru pargasi olsun. Bu takdirde QQ' ye S iizerinde bir
devir karsilik gelir ve

/(,u' w o /'/’ ‘J.{,(L)’) - .”‘((L))

REIA

seklinde hesaplanabilir.
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00' deviri , (QP) + (PP')+ (P'Q') ye homologdur. Bdy-
lece

£(Q)-£(Q) = [fuw+t [Juw +  Juw
QP b, P'Q'
1
olur. QP ve Q'P' , S lizerinde ayni yay oldudu hatirlanir-
sa,

Jo=- Jfow ve fw= B; oldugyundan,

] ]
QP P'Q b,

£(Q")-F(Q) =B,
elde edilir.
Benzer gekilde bi {izerindeki R noktasi ile b

lizerindeki R' noktasi g¢akigtirilirsa,
£(R")-£(R) = -A,

bulunur.

Simdi f £M integralini hesaplayalim.
a1

dir. Boylece

) [
v/;mj” >—-4 (A% - 15,47 (€))

(=1
elde edilir. Bu bagintiyix asadidaki tartigmada kullana-

cagiz.

© ve ', s tizerinde birinci tiir abeliyen diferan-
siyeller olsun. ¢ ve ¢'ortogmnaldir. (¢} yU ¥ nin
By B (3=1,2,...,9) periyodlari ve ¢’ niin A!,Ba peri-

J J
yodlari cinsinden hesaplayabiliriz.

':s", @) // ery’ s // . R l// e’
i vl S St
dir. Fakat ¥ S lzerinde kapali oldujundan j de de ka-
palidir ve d¢'= 0 iken $ = df dar.
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aj, bj parcali analitik ve 1, S lzerinde kompakt olsa

bile, Il regiiler bolge degildir. Clnkli T, aj ve bj nin her
iki tarafinda da bulunur ve Stokes teoremini uygulaya-
mayirz. Fakat I yi (4g) sayida regiiler bdlgelere ayira-
biliriz ( I nin herbir k&segeni ile bir ic¢ noktayi bir-
lestirerek). Stokes teoremini bu alt b&lgelerin her

birine uygularsak ki bunlarin bilesimi i¢in de gegerli

olacaktir. Buna gdre

. v
ST . VR SN VA S I P
(v, #) - -L/,IJQ Y LB - B
M
Je=

elde edilir. O halde teorem 8 g&6zOniline alinirsa, asadi-

daki teoremi ifade edebiliriz.

Teorem 9. Birinci tilir f ve @'abeliyen diferansi-

yellerin A ve B-periyodlari
de, @) oy (B e ) e 0 (3.1)
jo1

bagintisini saglar.

Benzer sekilde (y /) c¢arpimi hesaplanirsa,
N ' u " -
(“ﬂ) ‘r”l,) hete 3 ‘F*HT" e l’ // ‘l“r"' B i/ ,f"r;'! - i 2: (" ,’[””J . [)’J"'!’,')
JA RATAN St -

elde edilir. Bu sonug¢ |li]° - (o) carpimina uygulanirsa,
elt® o S0 LB BT 20 (3.2)

bulunur. Yani birinci tilir bir abeliyen diferansiyelin
A ve B periyodlarai (3.2) badintisini saglar. (3.1) ve
(3.2) bagaintilarina birinci tlr abeliyen diferansiyel-

ler ig¢in Riemann'in bilineer badintilari denir.

Sonu¢ 1. Her yerde analitik bir diferansiyelin
A-periyodlari (veya B-periyodlari) sifir ise, diferan-
siyel idantik olarak sifirdir. Bu sonug¢ (3.2) baginti-

sindan kolayca elde edilebilir
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Sonu¢ 2. Birinci tir bir abeliyen diferansiyelin

blitiin periyodlari reel ise, diferansiyel idantik olarak
sifirdar.

¥uéde...,¥,  birinci tlir abeliyen diferansiyeller
i¢in bir taban olsun. by nin ai—periyodunu A, ile
r

gbsterelim.

| (a, )] #0

ir]
dir. Cinkl bu determinant sifir olsaydzx,

i

Atl HioTT “i / - l; sl

homojen denklem sisteminin Al,kz,...,kg seklinde trivial
olmayan bir ¢&zlmii olurdu. Fakat x¢, ! --- i A4, holomorf
diferansiyelinin A-periyodlari sifir oldugundan, bu di-
feransiyel idantik olarak sifir olur. Bu ise, wi le-
rin lineer badimsizligi ile geligir. Boylece

”

SNy v b Jo LA g k2 g

fo)

denklem sistemini ¢dzebiliriz. w. =3 A b ...,y
diyelim. o lar birinci tir abeliyen diferansiyeller
igin yine bir taban olustururlar. Bundan bagka ¥ nin
ak*periyodu 1l ve j#k igin aj—periyodu 0 dir. Y, nin
bj—periyodlarlnl Bk,j ile gb&sterirsek v ..., ¥ tabani

i¢in asagidaki periyod tablosunu elde ederiz.

ay Ay ... A, b, b. ... b,

| R,
{
vi | b0 00 Lyo By o0 By,
U Boy Baa ... D
. ) : . .
|
!

IO VA | Dyy ify. .0 By,

Buradaki ¢1’¢2"“’wg tabanina birinci tir abeliyen
diferansiyeller ig¢in "kanonik taban" denir. Kanonik

tabanin B-periyodlarinin (Bij) matrisi simetriktir.
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Glinku vy, ve ¢ = ¢, alarak (3.1) badintisini uygu-
larsak,

2 B B e 0

buluruz. Aojoee b oldugundan 2, - k- “’(Bi j) mat-
. ’

risi simetrik olur.

Simdi

|’|m/;,,l By s ... bl
(fin By ;) - : : :

HE YTV S ST FTTON P S SO S

matrisinin pozitif tanimli oldugunu gdrelim. Bunun igin
Xy lerin hepsi birden sifir olmayan reel sayilar olmak
lizere, TS Tl IR I R uey diferansiyeline (3.2) ba-
gintisini uygulayalim. Bu takdirde I J/* >0 Ve Ak= X
ve

BivwoaoByg bowaBog |00 dyl3y

dir. Buradan

4 .. o e e e e e .
0 < ‘EJIAwJMJ R R 0 B D FE VU GRS SO [ PP B
J =t
Veya i i
s T N | .
0 < }J S el By
ERES B PES |

elde edilir. Bu da (Ilm#;,) nin pozitif tanimli oldu-

~

gunu gosterir.

3.2.1 Singlileritelere sahip diferansiyeller igin

bilineer badintilar.

Bu kesimde singlleriteleri olan analitik diferan-

siyelleri inceleyecediz. Daha Once goriildiigli gibi g=0
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ise yilizey lizerinde her yerde analitik olan diferansi-
yel yoktur. Bunun ig¢in, bu trivial durumu g&zdnine
almayacadgiz. Burada singlileriteleri z=x+iy yerel de-

giskenine gore

(34 i)
seklinde ifade edilebilen meromorf diferansiyelleri in-
celeyecediz. Bir kompakt Riemann ylizeyi {izerinde bir
meromorf diferansiyel bu sekilde, sadece sonlu sayida
singlileriteye sahip olabilir. Clnkl yerel olarak
w = £(z)dz olup, sonsuz sayida singiiler nokta mevcut
olsa, bu noktalarin bir yidilma noktasi olurdu ve bu

da kutup noktasi olmayip esasli singililer nokta olurdu.

Genel olarak bir Riemann ylizeyi lizerindeki holo-
morf veya meromorf diferansivellere "abeliyen diferan-

siyeller" denir.

S Riemann ylizeyi lizerinde bir tek noktada

(u,, R dﬂ,) dz, n > 2

an 2

seklinde singiileriteye sahip diferansiyel ile, P ve Q
S lizerinde farkli iki nokta olmak lizere P de (u,/¢) =

Q da (- ay/fe)d: singlileritesine sahip diferansiyélin
varlig:r bilinmektedir (Springer, 1957).

ve S lzerinde ayni singlileriteye sahip iki

w W
1 2
meromorf diferansiyvel ise, ¢ w, - w, holomorf diferan-
siyeldir. ¢ nin A-periyodlari Al’AZ"“’Ag ise,
oo Ay o dege e Ay nin A-periyodlari sifir ve

diferansiyel idantik olarak sifirdir. Bodylece
Wy oW - A (P14 ok B 2400 S B I A Gy

dir. Buna godre bir abeliyen diferansiyeli A-peri-

W
1
yodlari ve singlileriteleri ile tamamen belirtilmigtir.
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Bir meromorf diferansiyelin blitiin singiileritelédri
en az 2. mertebeden ise bu diferahsiyele "ikinci tir
abeliyen diferansiyel" denir. Bir basgska deyisle bir di-
feransiyelin biitlin rezidileri sifir ise, buna ikinci tir
abeliyen diferansiyel denir. Bir Riemann ylizeyi Uzerin-
deki bilitin abeliyen diferansiyellere de liglincl tir abeli-
yen diferansiyeller denir. Buna godre lglincid tlir abeliyen
.diferansiyeller kimesi birinci tlr ve ikinci tilir abeli-
yen diferansiyelleri kapsar. ZIkinci tﬁr abeliyen dife-
ransiyeller kimes i ise, birinci tilir abeliyen diferansi-

yvelleri kapsar.

w abeliyen diferansiyelinin A-periyedlari Al’Az’
.o, A _ oOlsun.
g

P BT A Sy

diferansiyeli w ile ayni singlileriteye sahip ve A-peri-
yodlari sifir olan bir abeliyen diferansiyeldir. Boyle
bir diferansiyele A-periyodlari sifir olan normallegti-
rilmis abeliyen diferansiyel denir. S Riemann ylizeyi
{izerinde Pl ve P2 noktalari: verildiginde, Pl de (1/z)dz,
P, de (-1/z)dz singlileritesine sahip normallestirilmisg
bir w

1,2
normaliestirilmig diferansiyel denir.

diferansiyeli inga edebiliriz. Buna lg¢ilinci tilir

Keyfi bir v abeliyen diferansiyeli, normallesti-
rilmigs ikinci tilir bir diferansiyel, lg¢lincii tlir normal
diferansiyellerin sonlu bir toplam:i ve birinci tiir nor-
mal diferansiyellerin sonlu bir toplami geklinde ifade
edilebilir. S6yleki, w diferansiyelinin Pl'PZ”"’Pn
noktalarindaki rezidiileri CqrCor---rCy olsun. S lize-
rinde bir PO +* Pj (3j=1,2,...,n) noktasi segelim ve
WL, Wy -, W lgclincl tilir normal diferansiyellerini
inga edelim. 2o 0 oldugundan Yt e dife-

ransivyeli PO da reglilerdir ve Pj deki rezidiisi cj dir.
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w o 251 6Wie diferansiyelinin A-periyodlari ByreserBg
ise,

" U
" 4.

Wy E Wy W T }J Ares
ket

Jisd

diferansiyeli A-periyodlari sifir olan ikinci tiir bir

abeliyen diferansiyeldir. Bdylece

i v
R O 5] | \ ) Ciwy 0 l ,\\ 4 kA
A

et

IEN| A=l

seklinde, keyfi abeliyen diferansiyelin istenen ayrigsi-

ml elde edilir.

Teorem lO.w3 sadece Pi (i=l,...,m) noktalarinda
basit kutuplara sahip ve bu noktalardaki rezidiileri cy
olan {glincl tilir bir diferansiyel olsun. w4 birinci

ttir keyfi bir diferansiyel olsun. . iin a; veya b, de~-

3

virleri Uzerinde hig¢ kutbu olmayacak gekilde al’bl""’

ag,bg kanonik tabanini segelim.

. . ;g i . .
Ay J“;ml’ B, Jb, wy, <l L “"i w3y, [f: iz ,jh‘ w3, Lo 1,2 000y

diyelim. 1 normal poligonda sabit bir Py noktasi sege-
lim ve L v Po dan Pi ye giden sabit bir yol olsun. Bu
takdirde ‘

u " .

T ’ » 4 . Yy N Y .
Sl - Bl 2 Y W“/LA wy
¢ k1

dir. Buna birinci ve lglincli tlir diferansiyeller arasin-

daki bilineer badinti denir.

Ispat. W Un sonlu sayida kutbu oldugu i¢in ku-
tuplardan ge¢meyen kanonik devirler bulunabilir. £, I

de tanimli holomorf bir fonksiyon ve w=df olsun. I nin
sabit bir P, noktasi igin f(PO) = 0 dir. 3.2 kesimdeki

(%) bagintisina gbre



u ’ "

N g "3 Vi N ves feou

2..4 {8, i3.45% ./inl/ ey { !

D | kit
dir. fw3 tin P, deki rezidlisi  Jii'j - Ji w olmak lizere
f(Pi) =cy ile verilmigtir. BOylece teorem ispatlanmigs

olur.

Sonug. w3 normallegtirilmis {iglinci tir diferansiyel
olsun. ud==@k ’ Qk Uzerindeki periyodu 1, diJer A-peri-

yodlari sifir olan birinci tilir bir diferansiyel olsun.

Bu takdirde ¢ o reSp Wy olmak Uzere
G I s Uy Vo o /
.AMNJ Bl wezmt 5 jes ], v

. ]

J =1
dir.

$imdi birinci tlir ve ikinci tiir diferansiyeller
igin bilineer bagintiyi elde edelim. Wy birinci tir,
Wy ikinci tilir bir diferansiyel olsun. Ws nin sadece PO da
bir kutbunun oldugunu ve y(P)= 2z , w(Po) =0 vyerel
parametresi cinsinden esas kisminin (singlileritesinin)

(1/z")dz oldugunu kabul edelim. Ayni yerel koordinat
sisteminde

“1
wp == (e |oepz ] enst b e ) il
seklinde seriye acilmis olsun.

A'll .'n; iy, l),, T ‘jh‘wl, Al‘ N "ut wy , Ifi '---"_'L,‘.w.:

ve 1T de w= df vyazalim. 3.2 kesim (¥) badintisina glre
NG [.4) - / Juw w0 2wiresp, (fwu
) Jal
dir. PO komgulugunda

, : TRCE
/(-«) o 62 T
‘
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oldudundan, fwz nin PO daki rezidiisi cn_z/n—l dir. Boy-

lece asadgidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 11. w, sadece PO da kutba sahip ve singl-
leritesi (1/z™)dz olan ikinci tiir bir diferansiyel olsun.
0y ise Po komgulugunda w, = (¢y | ¢z ¢ | -+ d: seklinde
ifade edilebilen birinci tlir bir diferansiyel olsun. Bu

takdirde

v N
NGRS B Oy e
>__./ 1.“}1“, “,‘1) L HL P
(R ]
dir.
Sonug. w, normallestirilmis ikinci tlr bir dife-
ransiyel ve w; - ¢ , a lizerindeki periyodu 1, diger

A-periyodlari sifir olan birinci tiir bir diferansiyel

Oolsun. Bu takdirde

dir.Burada g - (37, %) ds Ve Po komgulugunda «, .- {1,

iz

dair.

3.3 BOlenler.

Tkinci tlir diferansiyellerin sifir olmayan peri-
yodlari mevcutsa, bunlar tam dedildir. Tkinci tiirden
bir tam diferansiyel bulmak mimkiindlir. Clinkd iki abe-
liyen diferansiyelin bdlliimli bir f meromorf fonksiyonu-
dur. ve bu meromorf fonksiyonun df diferansiyeli ikinci
tlir bir diferansiyeldir. Bu insaadaki zorluk f nin
singlileritelerinin yerlerinin belirlenemeyigidir. Sim-

di bir meromorf fonksiyonun (veya ikinci tir tam
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diferansiyelin) kutuplarinin belirlenmesinde ne kadar
serbest olduumuzu belirleyecediz. En azindan bir ku-
tup mevcut olmasi gerektiginden dolayi tamamen de ser-
best dediliz. Clinkli kompakt Riemann yiizeyleri iizerinde
her yerde analitik ve sabit olmayan fonksiyonlarin mev-
cut olmadigini gbstermigtik. Bu tartigmayi sadelistir-

mek i¢in bir takim yeni kavramlar verecediz.

S Riemann ylizeyi lizerinde bir P noktasi komsulu-

gunda analitik f fonksiyonu

,(*) - ”u‘ju c' &y IL‘“ i I AR # )

i

seklinde seriye agilmis olsun. £ nin P deki mertebesi
n dir diyecegiz ve VP(f) = n seklinde g&sterecediz. Bu
gosterim cebirsel geometrideki f nin P deki valuasyonu
teriminden gelmektedir. S tlizerinde f = 0 ise, vP(f)=+x
yazmak uygun olacaktir. Daha Snce gdrdiigiimliz gibi ye-

rel koordinatlar dedigtidinde vP(f) invaryvant kalmakta-
dir.

fl ve fZ’S lizerinde iki @malitik fonksiyon olsun.
Bu takdirde kuvvet serilerinin ¢arpimindan fl(P).fz(P)
garpimi igin,
vP(flfz) = vP(fl) + v (£,)
dir. Benzer sekilde
\)P(fl f2) = min{vP(fl),vP(fz)}

oldugu kolayca goriilebilir.

w analitik diferansiyel ve yerel olarak

w s (2™ | a2 ey d A0

seklinde ifade edilmis olsun. o nin P deki mertebesi

n dir denir ve vP(w) = n seklinde yazilair.

S$imdi S lizerindeki fonksiyonlarin kutuplarinin mer-

tebeleri ve kutup yerlerinin belirtilmesi ile
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ilgilenecegiz. Yani bazi Pl’P2’°"’Pn noktalarini be=-
lirtmek ve bu noktalara al,uz;...,an mertebelerini kan-
$1lik getirmek istiyoruz. Pl,P2,...,Pn noktalarina
GyrGgreseray tam sayrlarinin karsigeldidini belirtmek
igin

[

U LTS 4
P e

gbsterimini kullanacagiz. AN S B semboline bir

"b&len" (divisor) denir. BOlenleri d, dl'dZ gibi harf-
lerle gOsterecediz ve

des PP
1 KA i

seklinde yazacagiz. o tam sayisina d bOleninin Pk da=-
ki mertebesi denir ve ka(d)= oy ile gbsterilir.
n
Bir d bdleninin mertebeleri toplamina, yani S o
k=1

toplamina d nin derecesi denir ve deg[d] ile

gbsterilir.

= [ s i
dl i ~ / n ve dl

bdlenlerinin garpim

Ay gy A,
ARy

e w0, B B
dld2~"11‘wg...r;wﬁ'wz..AL;

gseklinde tanimlanir. Burada g¢arpimin komiitatif ve

VP = 147 kogulunu saglamasi gerekir. Benzer sekilde
$ g
1
d_l — 3 [;“‘l !Jz.s,' . .I;:u,‘

b&6lenidir.
Bu tanimlardan

deg[dl.dz] = degq[ d + deg[dz]

1]
4

deg 5—2— = deg] dl] ~ deg] d2]
egitliklerini yazabiliriz.
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Her yerde mertebesi 0 (sifir) olan bdleni 1 ile

gbsterecediz. Buna godre -%-2 1l dir.
d - Pl P bdleni igin o = 0 (k=1,...,n)
d
ise,d ye tam bdlen denir. al- bdleni tam ise, d2, d1 i
2

bdler (veya d d2 nin katidir) denir ve d2|dl seklinde

l)
yazilir. 1Iki tam b&lenin her ikiside higbir tam bdlen
tarafindan bdlinemiyorsa, bunlara aralarinda asaldir de-

nir.

f #0, S lizerinde bir meromorf fonksiyon,® #Z 0
S lizerinde bir abeliyen diferansiyel olsun. £ nin (f)
b6leni ile, w nin (w) bdleni sirasiyla,

(f) . n I,l'l.(_ll

PRI

ve

(@) = T2
J LI

seklinde tanimlanair.

fl ve f2 iki meromorf fonksiyon olsun.
vP(flfz) = vP(fl) + vP(fz) oldugundan (fl)(fé) = (fle)
dir. Benzer sekilde (fw) = (f) (v) yazabiliriz.

f = ¢ = Sabit, ¢ # 0 ise, (f) = 1 dir.

dl(f) ise, f ye d b&leninin katidir denir. Buna

gbre d deki her P, ig¢in v, (f) = v_ (d4) dir.
. i Pi

p

Kompakt Riemann yilizeyi Ulzerinde bir meromorf fonk-

siyonun, sifirlarinin mertebeleri toplami, kutuplarinin
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mertebeleri toplamina esit oldu§undan, herhangi bir
meromorf fonksiyon igin deg[ (£)] = 0 dir. (Daha sonra
biitlin bSlenlerin meromorf fonksiyonlarin b&lenleri ol-
madidini géreceéiz.) Slflra 6zdes olmayan meromorf

fonksiyonlarin b&lenlerine "temel" bdlenler diyecegiz.

Bir Riemann ylizeyi lizerindeki biitlin b&lenlerin kii-
mesi, yukarida tanimladidimiz carpim, birim,ters islem-

lerine gOre komiitatif bir grup olustururlar. dl=(f)
. -1 _ 1 _ . e _
d,=(g) ise, ;" = (F) ve d,d, = (fg) dir. Bdylece te

mel bblenler biitliin b&lenler grubunun bir alt grubunu

14

olu§tﬁrurlar. O halde bilitiin b8lenler grubunun, temel
bb6lenler alt grubu lizerinde bir bdliim grubunu olugtura-
biliriz. B&Slim grubunun her elemani b&lenlerin bir
kosetidir. .dl ve d2 nin ayni kosette olmasi i¢in (bunu

dl~d2 seklinde g8sterecediz) gerek ve yeterli kosul, S
d

lzerindeki bir f meromorf fonksiyonu ig¢in -al = (f) ol-
2

masidir. Yani bdlim bir meromorf fonksiyonun b&leni
olmasidir. Bélehlerin bu gsekildeki her kosetine bir

bblen sainifi denir.

d
~ 3 ._..l — = =,
dl d2 ise, deg[dz} deg[ (£)] 0 veya deg[dl] deg[dzl

dir. ve dl, d2 ve egsdederdir denir.

wy Ve mZ,S lUzerinde iki abeliyen diferansiyel ise,
w
— bir meromorf fonksiyondur ve bdylece (wl)~(w2) dir.
w
2 .

Buna gdre bitiin abeliyen diferansiyellerin b&lenleri



52

ayni b&len sinifindadir. Bir abeliyen diferansiyelin,
(v) bOleninin derecesi w ya bagli olmayip S ylizeyinin
cinsihe baglidir. Bununla ilgili teoremi son bdllimde

verecegdiz.

S-lizerinde d b6leninin kati olan meromorf fonksi-
yonlarin kimesini L(d) ile gdsterelim. vP(d) = n ise,

P noktasi komgsulugunda
ey = a2t |- oy i fp . , ko zon

dir. ) kompleks sabit olmak ilzere f & L(d) ise,Afe& L(4)
dir. “P(fl+f2) > min{vP(fl),vP(fz)} oldugundan,

£ f, € L(d) ise, £ +f2 € L(d) dir. BOylece L(d) bir

1" 72 1
kompleks vektdr uzayidir. Bu vektdr uzayinin boyutunu
r[d] ile gbsterelim.

d2|dl ise, (yani dy, d, nin kati) vP(dz) < vy (d

P( l)
ve béylece L(dl) C_L(dz) ve r[d2] = r[dl] elde edilir.
(£) =2 0

d = 1 ise, her P i¢in v_(1) = 0 olup v

P P

egitsizligini saglayan fonksiyonlar sadece sabit fonk-
siyonlardir. BOylece L(1l), kompleks sayilar cismi lze-

rinde l-boyutludur ve r[1l] = 1 dir.
deg[d] > 0 ise, £ € L(d) icgin,deg[ (f)] > 0 dar.
Fakat deg[ (f)] = 0 olduundan, deg[d] > 0 ise, degl (£)]=0

olmalidair.

r[d] nin bilinmesi sadece d nin kati olan
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fonksiyonlarin mevcut olup olmadigini dedil, bunlardan

lineer bagimsiz kag¢ tane oldujunu da belirtecektir.

BSleni d bdleninin kati olan y abeliyen diferan-
siyellerinin vekt&r uzayini ¢ (d) ile ve bunun boyutunu

if d} ile gdsterelim. i d ve r d sadece d nin bdlen

d

sinifina baglidir. Cinky, dl~d2 ise,—a-:L = [h) olacak
2

sekilde bir h meromorf fonksiyonu mevcuttur. Her bir

g € L(dl) igin i%l bir tam bdlendir ve bdylece

(gh) =(£%l)d d, in bir katidir. O halde gh & L(d.)
5 :

1" 71 1
dir. g »>gh donlsimi, L(dz) den L(dl) e lineer bir do-

nislimdiir. gh = 0 ise, g = 0 oldugundan bu donilisiim bire-
bir dir. Her bir f € L(dl), ﬁg-e L(dz) nin gdriintisli-

dir. Boylece r[d = r[d2] elde edilir. Benzer sgekil-

1]

de i[d = i d oldugu kolayca gtrilebilir. O halde

1 2]
asagidaki yardimci teoremi kolayca ifade edebiliriz.
Yardimci teorem 1. degldl , rldl ve ildl sadece

d nin bdlen sinifina baglidir.

Teorem 12. w herhangi bir abeliyen diferansiyel

ve w #0 olsun. Herhangi bir d bdleni icgin,

. _ d
il 4l r[—(«w)]
dir.
(m)
Ispat. o € n(d) alalim. Bu takdirde I bir tam
y TN _ (m) (d) (m 4
bdlen ve ( w) =3 olup, T (0 nin katidar,

m d ™
7:'61; (——)oldugundan, T déniisiimii,

(w)
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Q(d)y -~ L (?%3) yva bire~bir, lizerine ve lineer

bir d6nligimdlir. Bu da teoremi ispatlar.



BOLUM 4

" 4. RIEMANN-ROCH TEOREMI ve SONUCLARI

Riemann~Roch teoremi.

S cinsi g olan kompakt Riemann ylizeyi olsun. De-
recesi deg[d] olan bir d bdleni verilsin. d T in kat:

olan meromorf fonksiyonlarin vektdr uzayini L(d—l) ve

4 ile gsterelim. d

bu vektdr uzayinin boyutunu r[ d~
nin kati olan abeliyen diferansiyellerin vektdr uzayi-
nin boyutunu i[ d] ile gbsterelim. Bu takdirde

Y

rld” = deg[d]l+ ild] - g+ 1 (4.1)

dir.
ispat. Teoremi Snce d nin bir tam bdlen olmasi

durumunda ispatlayacagiz ve daha sonra bu garti kaldi-

racadiz.
q = PPy

olsun. (n) P. da esaskismi 1/zn ve dider yerlerde

w 4
k k
regliler olan ikinci tlir normal diferansiyel olsun.

£ e n(a Yy ise, df ikinci tir diferansiyeldir ve

P, daki ayni yerel parametre cinsinden

k
R .
df - >_; by ') dz, T 0
}—_ TR |

"%
yazabiliriz.

H A ) KRS I
O‘L”I.l” i Ry AL LEN PU B/ A

Iy
), = “4»/:;‘—-|“ ”/\;‘./ .....

diferansiyeli ile df nin Py daki esas kisimlari aynidir.

Boylece,
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I [ TR O |

o = odf XLOL - (/! - }i: 2: (:(,’f_),(q(/:.J (4.2)

| bt el
birinci tiir bir diferansiyeldir. Eger

LY T e oy g ,
Ic'_’}, lx,v-.-- L2 oo, m g = 2000 g ]

sayilari verilir ve birinci tir bir ‘¢ diferansiyelini

e odipl

wih WY
W =] 2 >“., Co g

ek Jju=2

esitligini saglayacak sekilde bulabilirsek, w = df ve
fe L(d_l) olur.

Mﬂﬂ,kw»hv“,nujn:ﬁw RRETTE kompleks sayilar kimesi

bir V kompleks vektdr uzayinin elemanlari olarak alina-

bilir. Cunkd (¥} ve T éayl kimeleri L(d—l) deki
fonksiyonlarin diferansiyellerine karsgi gelirse,

A9 4+ udtr) kimesi de L(d™ ') deki bir fonksiyonun dife-

ransiyeline kargi gelir.

Herbir £ E.L(d_l) fonksiyonuna |« A o b,
Joem 2, ! kompleks sayilarinin bir klimesi karsilik
gelir. fq, f2 € L(d_l) fonksiyonlarina ayni |« kiime-

si karsilik gelirse, fl ve f2 bir sabit kadar farkederler.
Bovlece L(d_l) den V lizerine bir lineer doniisim elde ede-
riz. Bu lineer ddniislimiin cekirdegi S {lizerindeki sabit

fonksiyonlardan ibarettir (boyutu 1 dir). Boylece

, {l‘ = odim <l> o dim VO
lal T "\,

buluruz. $Simdi dimV yi hesaplayalim.

Atk N : . . . .
fe = oo my o= 2 000 e 101V onin bir elemani 1ise,

(4.2) ye gore

diferansiyeli {p diferansiyeli ile ayni periyodlara sa-

hiptir. Tersine ¢ birinci tlr bir diferansiyel ile
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ayn1l periyodlara sahip ise, [o9}.V dir. w' nin bC
periyodlarr fy) ise, ¢ nin bzperiyodlarl
Beow X Xyt s

ile verilmigtir. ¢ Dbirinci tir ¥ diferansiyeli ile ay-

ni periyodlara sahip ise, bunun A-periyodlaranin sifir

olmasi halinde .. ©olur. Bu takdirde I, :. 0, (=-1,..., 4
veya

LA

SoO3 U0, Ly

ool =2 (4-3)
dir. Tersine {el® bdyvle bir lineer denklem sistemini
saglarsa, «#» lar ile olusturulmus ¢ nin periyodlari
sifir ve ¢ tamdir. Boylece ey v dir. Buna gbre

““H nin V ye ait olmasi ig¢in gerek ve yeter kogul h%”

nin (4.3) denklem sistemini saglamasidir.

Simdi (4.3) denklem sistemini saflayvan lineer ba-
gimsiz |*}} sayilarini bulmaya c¢aligalim. Burada degl d]
sayida bilinmeyenler, {¢*!] olmak lzere g denklem vardir.
Boylece enazindan deg[ d]-g sayida lineer badimsiz ¢&zim

vardir. dimV > deg[dj-g veya

r [é} > degl d] ~g+1 (4.4)

dir. Buna Riemann egitsizligi denir. Bu egitsizlide

gbre farkli m sayidaki P, (k=1,2,...,m) noktalarinda

encok n, mertebeden kutbaksahip lineer badimsiz meromorf
fonksiyonlarin sayisi enazindan 9 i -y || dir.
Bbylece S lizerinde sabit olmayan g+1 noktada engok 1. mer-
tebeden kutba sahip enazindan bir meromorf fonksiyon mev-

cuttur. (4.3) denklem sisteminin matrisi

{2y A3 ny il I PRIt
J St T A LA R /1 S P AR
) i
L
I 2 J PR

) ) ml : o 11
])'l,‘.! l), B FN 530 l)m 2 J!\

= (B,

Il‘ ') I»( 3 I3 it z!"'J) o »iactl

L iy oy ey

(4.5)
dir.
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(11 matrisinin satir ranki p ise, (4.3) denklem sis-
terminin sadece p sayidaki denklemi lineer badimsizdir.
Buna gdre lineer bagimsiz ('} c¢bzlmlerinin sayisi tam

olarak deg[ d]- ¢ olur. O halde
r [ = dedl d ~p+1

dir.

%% ; kanonik tabandan seg¢ilen a, perivodu 1, diger
A~periyodlara sifar olan birinci tir bir diferansiyel

olsun. Pk noktalarinda W%,

) (0 2 N
w1 oo (orn boagae b e b ) dz

seklinde seriye agilmig olsun. Ayni yerel parametre

wén) (1/2%)dz seklinde olsun. Bu takdirde

teorem 11 in sonucuna gbre

cinsinden

L'l([;\; )
By e i SR

ite

vazabjliriz. Buradan

{,u) Loy LIREY e Ly
A e I L P LS Y A S |

(R} ! (1 ! (1) (8} i t L0y
SRR T B .00 TS JT I ISR ¢ cr

(r 1 (SN} '_ o {2y ! {h)
Oy NRLYR N Cyory ook Yy ... ' [CXTIRTYPRN. |
“

matrisinin siitun ranki p dur. Bdylece g-f¢ tane lineer

bagimsiz (e, e, ..., ) vektOrleri vardir ve

y SEPY O R, IS 7
2_)1;,_:1 (l(“;,; s 0, lw)l J et ()) ‘l’ EN ny l, }\» - ] m

P |

dir. (ernee,...,¢) vektdrleri ile Pk da mertebesi n, dan
biiylik olan birinci tlir ¢ =Y ¢y, diferangaiyeller ara-
sinda bire-bir karsilasma vardir. Buna gdre dl(p) dir.

O halde d nin kati olan birinci tiir lineer badimsiz
diferansiyellerin sayisi tam olarak g-p tanedir. Yani
g-f = il d] dir. BOylece d tam bdlen oldujunda Riemann-

Roch teoremi ispatlanmig olur.
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Simdi Riemann-Roch teoremini keyfi b&lenler igin

ispatlamadan Once bir yardimcl teorem ispatlayalim,

Yardamci toerem 2. S cinsi g olan kompakt bir
Riemann yilizeyi ve ¢ keyfi bir abeliyen diferansiyel ol-
sun. Bu takdirde

deg[ (w)] = 2g-2
dir.

Ispat. g > 0 olsun.

T TV birinci tir diferansiyeller i¢in bir taban
olsun. () bir tam b&lendir. Bu durumda teorem 12 Jer-
ceklenir ve

r! (»l]‘.x')'.. - deg I(y0] -yt dle]
dir. wy s (@) in kati olan bir baska diferansiyel
ise, X4 bir fonksiyondur ve S kompakt Riemann yiizeyi

ae . ‘ . . s s L4 .o L) 0
Uzerinde hig¢ singlileritesi yoktur.ve bdylece sabittir.

O halde wi == ¢y fle)] == | yazabiliriz.Bundan bagka
i)' = g dir. Clinkli g sayidaki

LA R &

o1l e e
fonksiyonlara }Awd in katidair ve lineer bafimsizdir-

lar. Bu takdirde [fy1 birinci tir bir diferansiveldir
ve

Jou == e Lo el gy

veya ‘

fea e LR "~ e ey, ft?v’

it §" ¥71
yazilabilir. Boylece
9 - degllel —y+ 1 +1  veya degl(vil: 2y —2

elde edilir. Bu teoreme gdre herhangi bir abeliyen di-
feransiyelin derecesi sadece ylizeyin cinsine bagli ol-
dugu gorilir. EJer S ylizeyinin cinsi sifir ise, herhan-
gi bir ikinci tir diferansiyel tamdir. BOylece sadece

PO da bir kutbu bulunan ikinci tlir bir w diferansiyeli
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ingsa edebiliriz. Bu takdirde w = df ve f nin sadece PO
da (1/z) basit kutbu vardir. f fonksiyonu S lizerinde her
kompieks degeri ayni sayida aldigindan, £, S nin w-kilire-
si dzerine birebir bir konform donlisiimini verir.ve

PO +W = oo a gider. Bdylece w = f(P) yi S lizerindeki Po
noktasi harig¢ her nokta i¢in yerel parametre clarak kul-
- lanabiliriz. dw nin hi¢ sifiri olmayip, PO da ikinci
mertebeden kutbu vardir. O halde dedf (v)] = -2 dir.

Yani yardimci teorem 2,g = 0 i¢in de ispatlanmig olur.

Simdi Riemann-Roch teoremini keyfi bir d bdleni

i¢in ispatlayalim.

w bir abeliyen diferansiyel ve b&leni (w) olsun.

Bu takdirde teorem 12 ye gdére

! ]
e == i
dir. . P g
deg[d "] = -degl dl , deg L753 = degl d] - deq[ (w)]
ve deg| (y)] = 2g-2  oldugundan, (4.1) esitligi
1 1 1 T a ] 1 d
—_— —_ =] = — + = —_—
r [ 1+ 5 deglgl=r t(mﬂ 5 degl 7] (4.6)
seklinde vazilabilir.
d b6leni L%) bdleni ile dedigtirildiginde (4.6)
ifadesi de§ismez. Buna gore d veya Lg—)bir tam b&len

d
ise, (4.6) ifadesi ispatlanmis olur. Ayrica i,r ve deg

sadece d nin bdlen sinifina bagli olduduna goére

Riemann-Roch teoremi d veya L%l tam bdlen oldugunda

d ye esdeder olan bir bdlen ic¢in de dgegerlidir. d veya
-1 —
] =

L%Q tam blen degilse, rld 0 ve ildl= r[(i)] -0

dir.

Bir dl bdleni ic¢in r[d,1 = 0 ise, bir f meromorf

1
fonksiyonu vardar ve f € L(dl) olur. Ayrici d2 = i%l

1
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bir tam bdlendir. Bu takdirde

d2 1
—= = (£f) veya —_w~d
-1

dl 1

dir. O halde r[dl] #* 0 ise, —%— bir tam bdlene esde-
1

Jerdir. Sonug¢ olarak ne d nede L%—)bir tam bdlen degil-
se, deg[d] = g-1 oldujunu gdrmekle Riemann-Roch teore-

mini ispatlamis oluruz.

4 41 =ila =0 olsun.

rl d (w)

=0 ve rl

d
d =-al~, dl ve d2 tam ve aralarinda asal bdlenler olsun.
2

degl d] = degl[ d deg[d2]

-
ve
r {%T\>= deg[dl]—g+l = deg[dz] + degl 4] —~g+1
1
dir. Buna gdre deg[{d] = g ise,
x~[%r\> degld,] + 1
1
olur.
nl N

d2 =0, e e eQp seklinde oldugunu farzedelim.

Bir meromorf fonksivon ig¢in gerekli sey Qj de nj. merte-—

beden sifirai olmasidir. L(dil) de en azindan

deg[dz] + 1 tane lineer bagimsiz fonksiyon vardir ve

Qj ,j=1,2,...,k noktalarinda regiilerdir ve bir £ ig¢in
£ern@h) ve v, (£ > ng (3=1,2,...,k) . Sonug

J

P

olarak

d

e 1) - nah
1

dir. Fakat hipotez geredi rfa™t =o olup bu celigkidir.



62

vani degld] < g dir. Bu takdirde, r[ng] =0 ise,

deg [i§11< g veya degl (w)]- degldl < g dir.
degl (w)] = 2g-2 oldujundan deg[d] > g-2 dir. Boylece

deg[ d] =g-1 elde edilir. Bu da Riemann-Roch teoremini

; ispatlar.

Riemann-Roch teoremi bize singlileriteleri Onceden
belirtilmis meromorf fonksiyonlarin varligini so&ylemek-
tedir. Herhangi bir d b&leni verildiinde a™ ! in xata
olan meromorf fonksiyonlarin vektdr uzayinin bovutu ile
d nin kati olan abeliven diferansiyellerin vektOr uzayi-
nin boyutu arasindaki bu iligki, kompakt Riemann ylzey-
lerinin konform ddniisiimleri i¢in kullanildidir gibi, ke-
narli kompakt planar Riemann ylizeylerinin konform doni-
simleri icin de kullanilabilir. Simdi yizeyin g cinsine
bagli olarak Riemann-Roch teoreminin bazi sonuglarini ve-

relim.

Sonag 1. S cinsi 1 olan bir Riemann yizeyi ise,
bi r fonksiyonun sadece bir tek noktada basit kutbu mev-
cut olamaz.

g = 1 ise S ylizevi topolojik olarak bir tordur. Bu
durumda herhangi bir abeliyen diferansiyelin derecesi
deg[ (w)] = 0 dar. d bdleni olarak keyfi bir P noktasi
alirsak (d = P) Riemann-Roch teoremi geredi r[P-l]= 1 dir.
Clnkl, deg[P] =1 ve i[P]=0 dir. Sayet i[P]> 0 olsayda
vani wg 2(P) mevcut olsaydi, deg| (w)] =>deg[P]= 1 olurdu.
Bu ise deg[ (w)] = 0 olusu ile geliskidir. O halde [piy=14
dirxr. Sabit fonksiyonlar L(P-l) vektdr uzayvinin elemanla-
ridir ve gabit fonksiyonlarin kompleks boyutu 1 olduguna

gbre L(P~ 1) sadece sabit fonksiyonlardan ibarettir.

Sonu¢ 2. Bir d bdleni igin degl[ d] > 2g-2 ise,

ildl = 0 dirr. Clnkd herhangi bir o diferansiyeli ig¢in
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deg[ (@)] = 2g-2 olduguna gdre w &€ Q(d) ise,

dl (w)] = 2g=2 > 2g-2 olmasi gerekir. Oysa bu geligkidir
ve i[d] = 0 dir. Boylece deg[d] = 2g-2 ise, Riemann-Roch
teoremi,

r[ a1 = degl dl -g+1
seklini alir ki bu da, Riemann esitsizlidinin esitlik
halidir.

Sonug 3. S cinsi g olan bir kompakt Riemann
ylizeyi olsun. Bu durumda birinci tiir abeliyen dife-
ransiyellerin hepsinin sifir oldugu bir P noktasi mev-
cut degildir. Boylece i[P] < g olur.

Sifira 6zdeg olmayan biitlin ¢ diferansivelleri
igin vP(m) > 0 oldugunu kabul edelim. Yani u diferan-
siyellerinin hepsi P noktasinda sifir olsunlar. Bu
durumda i[P] = g oldufuna gdre, Riemann-Roch teoremi
geredgi

r[P—l] = deg[P] + g-g+1 = deg[P] + 1 = 2
elde edilir. Bunun anlami, P de basit kutbu olan ve
sabit olmayan meromorf fonksiyonun mevcut oldugudur.
Boylece f fonksiyonu her kompleks dederi sadece bir
kere alir. Bu da S nin kiire iizerine 1-1 konform do-
nligliminlli verecektir. O halde S nin cinsi kirenin cin-
si ile ayni olur. Halbuki kiirenin cinsi sifir olduduna
gbre bu teoremdeki varsayim ile ¢eligkidir. O halde

i[P] < g dir.
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