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0ZET

| Ly uzaylari tizerindeki izometrilerin ne éekilde
clmasi gerektizi problemi, sirasiyla Banach, Lamperti, Cam-
bern ve Sourour tarafindan bazi durumlarda gﬁzﬁlmﬁé olmasi-
na ragmen gliniimtizde de Snemini siirdiirmektedir.

Sonlu}ve sayi deéerli}b.p uzaylara iizerindeki izo-
metriler, Lamperti tarafindan karakterize edilmigtir.Lamperti
’bu karakterizasyonu yaparken, dizgiin kﬁﬁe izomorfizmi denilen,
bir kiime dﬁnﬁéﬁmﬁnden yararlanmigtir.Bu §allgman1n ﬁéﬁncﬁ bo-
liimlinde bu izometrilerin, bir nokta ddnliglimii ile karakterize
edilebilecegi gosterilmigtir. |

¢a11§man1n Adrdincii ve son bdlimiinde ise ¢=~sonlu
ve sayi degerli Lp uzaylari ﬁzérindeki izometrilerin,Lamperti
taraflndén iddias edilen ancak; uzayin sonlu olmasi durumunda
igpatlanan geklin,uzayin (@=sonlu olmasi durumunda da dogru
oldugu ispatlanmgtar. Daha sonra bﬁ ispat,uzayin herhangi

8l¢liim uzayal olmasi durumuna genigletilmigtir.




ABSTRACT

Even though the problem of the form of the igometriés
defined on Lp spaces has been solved in certain cases by Banach,
Lamperti, Cambern and Soufour, it still bears importance today.

The isdmet}ies defined on finite and scalar valued Lp
spaces<;re characterized by Lampgrfi. He made uéé of set trans-
formation which is cailed regular set isomorphism in obtaining |
this characterization. In the third chapter of this thesis it is
shown that these isometries can be characterized by point trans-
formation.

Lamperti expressed his theorem about the isometries de-
fined on G -finite and scalar valued _Lp ‘spaces? but he proved
his theorem for finite L, spaces. |

In the fourth and last chapter of this thesis Lamperti's
theorem is proved for G-finite cases and then this proof is

extended for arbitrary measure spaces.
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BOLUM I
Giris

Lineer yapilar araslndaki lineer operatdrleri ve bu
operatorlerin 6zelliklerini aragtiran fonksiyonel analizin Onem-

1i problemlerinden birisi de,bu lineer yapilardan olan L_ uzay-

lari dzerindeki norm koruyan lineer donligtimlerin (izometrflerin)
geklidir. |

(X%, V¢$'at+) herhangi 6l¢im uzayl ve B herhangi bir
Banach uzaya leun. X'den B'ye tanimlanan ve salt degerinin p.
kuvveti integrallenebilen Blgﬁlebilir fonksiyonlar kiimesi
L (X p;4 o B) ile gdsterilir. X L)z¢ K ve B'den birisinin
belirtllmeal igin Bzel bir neden yoksa, bu kiime kisaca Lp ile
gbsterilir. Ayrica, (X,(,gQ K ) 8l¢iim uzayanin sonlu, O =sgonlu
veya herhangi Ulciim uzayi olmasina gbre Lp ye sonlu, Gisqnlu
veya herhangi Lp dendigl gibi, B wuzayinin sayl cismi veya
Hilbert uzayi olmasi gibi 6zel durumlarda, Lp'ye say:l degerli

veya Hilbert uzayi degerli Lp gibi isimler verilir.

Lp noktasal lineer 1glemlere gbre bir vektor uzayadar.

.

Bu uzayda, | f H J/}f(x)] dVH_I ile tanimlanan

fonksiyonu bir yarl-norm olur. Ancak ; farklarinin integralil
s1fir olan fonksiyonlar ayni kabul edilirse, Lp uzayl lizerinde
bir denklik bagintisi elde edilir. Bir f ¢ Lp fonksiyonunun

ait oldugu denklik sinifr [f] ile gtsterilir ve denklik sanif-
larinin olugturdugu kiime iizerinde lineer iglemler ; [f] + [g]

=[f+g] , aeck id¢gin a [f]l=Cefl] geklinde tanimla-

I



nirsa ylne bir vektor uzay1l elde edillr. Ustellk bu vektdr u-
zayinda, ” £t ”p [/1 f(x) ,p dW}] alinirsa bir normlu
uzay elde edilir. Bdylece elde edilen normlu uzay, L (X\fﬁ’t§ B)
ile gbsterilir. Lp uzayinin elemanl olan bir denklik sinafinda-
ki fonksiyonlar tamamiyla ayni kabul edilir ve bu denklik sinmi-
fina tek bir fonksiyon g6zii ile bakilir. Bu nedenle Lp'nin e-
lemanlary: daima bir fonksiyon olarak diisiiniiliir.

Bir Lp uzayindan kendi uzerine tanimlanan izometri-
lerin geklini ilk defa Banach incelemigtir. Banach, /1/'deki
incelemesinde, X uzaya olarak [O,l] araligini ve Olgiim olarak-
da Lebesgue Bléﬁmﬁnﬁ alarak, sayi degerli Lp,(l € p<co, pt2)
uzaylarindaki izomefrileri karakterize etmigtir. Banach'in bu
incélemesi ilk aragtlrﬁa olmasi: bakimindan Gnem tagar.

. Banach'dan sonra bu konuda ilk ciddi aragtirmayi
Lampertl yapmigtir, Lamperti, /2/'de sayi degerli ve sonlu L
uzaylari lzerindeki izometrileri karakterize etmlstir. "

Daha sonra Cambern, /3/'de; sonlu ve ayirilabilir

Hilbert uzaya deéerli‘Lp uzaylara lizerindeki izometrileri karak-

L4

/1/ Banach, S., Théorle des Opération Linéaires, Monografje
Matematyczne ,'Warsaw , 1932 .

/2/ Lamperti, J., On the Isometries of Certain Function Spaces,
Pasific J. Math.,Vol.8., 1958, s.459-466.

/3/ Cambern, M.,TLe Isometries of Lp(X,K), Pasific J. Math.,
Vol. 55, No 1,1974, s. 9-17. |



terize ederken Sourour'da /1/'de; iki Banach uzayinin direk
toplami olmayan Banach uzayi degerli ve aylrilabilir Hilbert

uzayl deferli L_ uzaylari ilzerindeki izometrileri karakterize

p
etmigtir.
Yukarida 86zl edilen izometriley, diizgiin kiime izo-
moxrfizmi denileﬁ bir kiime doniigiimiiyle karakterize edilmigtir.
Bu gallgménln IIT. Balumﬁnde.; sayl deéerl; ve sonlu Lp uzayla-
rinda,izometrilerin. nokta donligimiiyle karakterize edilebilece-
gi gbsterilmigtir. |
Lamperti, yukarida sozii edilen incelemisinde ; teo-
remi, (~sonlu 8lg¢iim uzayi igin ifade ettigi halde, isﬁat1ni
sonlu 8lg¢lim uzayinda yapmigtir. IV. Bdlimde , bu ispat, ¢=sonlu
dlciim uzayi ig¢in tamamlandiktan sonra,herhangi ﬁléﬁm uzayl iginJe
Lamperti'nin iddiasinin dogru oldugu ispatlanmlgtlrQ

II. B5liimde ise , gerekli olan temel kavram, teorem

ve sonuglar, bir blitiinliik igerisinde,verilmigtir.

/1/ Sourour, A.,R., On the Isometries of Lp(_O_ , X) , Bulletin
of the American Mathematical Society , Vol. 83. Number 1,
1977. s. 129-130. |

|




BOLUM II
TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER

2.1 GenelATopoloji

Herhangi bir X kilmesinin tiim alt kilmelerinin P(X) ai-

lesinin bosg kﬁmev(ﬁ) ve X'i iéeren bir & alt ailesi, herhan-
gi bilegim ve sonlu kesigim iélgmlerine gbre kapali ise T
ye X iizerinde bir'topoloji ve (X ,7 ) ikilisine de bir topo-
"~ lojik uzay denir. Genellikle (X ,57—) topolojik uzaya yerine'
"X tdpolojik uzayi" ifadesi kullamilair. Topolojinin elemana o-
lan bir kiimeye a§1k kiime, aélk kiimenin tiimleyenine kapali kiime,
hem kapali hem de aclk olan kﬁheye kapall-aélk kiime denir.
A C X kiimesini kapsayan NeT kﬁmesine.A'nln,aélk'koméuluéu,
a?lk-komguluéu>kapsayan herhangi bir'kﬁmeye‘de A'nln‘komsulgéu
denir. Ozel olarak {x} kiimesinin komguluklarina da x'in komgu-
1uk¥ar1 denirf x'in kom§gluklar1n1n'“¢%x) ailesi, toboloji ve
komguluk tanlmlarlndan, gu O6zelliklere sahiptir T

i) Her V€,\?( i¢gin x€eV dir,

* ii) U,v 6,\} x) ise Unve’\/a ) dir,
111) Ue/\}( ve UC V ise ve’\}( ) air,
1v) her Vesﬂv? ) igin bir U E/X?' vardlr oyleki her
bir y€ U ig¢in Ve/\% ) dir. ’
Bir noktanin her komgulugu, bir. 23:5\9') ailesinin en
az bir elemaninil kapsarsa .é: 'ye bir komguluk tabanl denir.iT'
topolojlslnin her elemani, ag¢gik kiilmelerden olusan bir 8 alle-

sinin bilegimi sekllnde yaz1labiliyorsa ér'ye Sr igin bir ta-



bandir denir.

' g C. P(X) olsun. g 'nin elemanlarinin sonlu kesi§imle-
rinin ailési bir7topolojisi igin taban olué_turﬁr.' Bu V‘to-
polojisine g 'nin dogurdugu topoloji denir ve 7( g ) ile
gosterilir, g'ye de iéin alt taban denir /1/. 6‘71 ve 57;
topolojileri arasinda 71(: 72 bagintisa vaz"sa' c\//l ) 7;
den daha zayif veya 57’, 571 den daha kuvvetlidir denir.Bu
tanima g6re}i7’(g? ) g?'yi igeren en zayif topolojidir.

| X topolojik‘uzaylnda bir A kiimesinin kapsadigi en biyiik
agik A° kilmesine A'nin ig¢i, A'ya kapsayan en kiigiik kapala 1R
kiimesine A'nin kapanlél denir; Bir x ndktaslnln hef koméuluéu-
nun hem A_ve hem de X\A ile kesigimi boé degilse bu x noktasina
A'nin s;nlr‘noktasi, 31n1r“noktalar1n1n kilmesine de A'nin sini-
rlkdenir; AC:.X kiimesinin kapanl§1 X kiimesine eéit ise A'ya yo-
‘gun alt kiime denir. Eger X topolojik uzayih;nsaylLabilir bir
yogun alt kiimesi varsa bu uzaya ayirilabilir topolojik uzay de-
nir. AﬁZZthﬁmesi ile X'in aélk kﬁmeierinin kesiéimi A da bir
topoloji oluéturur, bu topolojiye alt uzéy topolojisi denir.

X ve Y iki topolojik uzay, £ : X—— Y bir fonksiyon

ve x, € X olsun.'Eéer f(xo)'ln her U koméuluéuna karélllk
f(V)C U olacak gekilde x,'in en az bir V komgulugu varsa f
fénksiyonuna X, noktéslnda siireklidir denir. X'in her nokta-
sinda siirekli bir fonksiyona da X te siireklidir denir. f, X'den
Y ye sﬁrekli bir fonksiyon ise Y'nin her agik (véya kapali)

kiimesinin f ile ters gdriintisi agik (veya kapéll) bir kiime-

/1/ Dugundji,d., "Topology, Allyn and Bacon, Boston, 1966. s.65.




dir /1/. Stirekli fonksiyoniarlnrfilegkesi slireklidir, £ sili-
rekli ise A.C:X olmak ilzere f/A t A—=>Y ve f : X—sf(X)
slirekli fonksiyonlardlr.( burada A ve f(X) alt uzay topoloji-
si ile donatilmiglardir), ayrica X, € A ise £(x,) € f(a)
dir. f : 1o ¥ ‘bire-bir, drten ve sdrekli fonk31yonu icin
f“l de siirekli ise f'ye topolojik esyapi doniigimi veya hof
meomorfizm denir. Bu durumda X ve Y'ye homeomorfiktir denir.
Homeomorfik uzaylar topolojik uzay clarak ayni kabul edilirlér.
‘ X bir kiime ve‘j;CZ‘?(X) olsun. fﬁ-ailesi agaZidaki ko-
gullara saélarsa fﬁ-'ye slizgeg (filter) denir.

1) pER, FLs ,

i) Py, F,€ R ise Flﬂer’ﬁ |

iii) FE(\}Q veFCF2 ise“Fzé‘jl .

X topolojik uzaylnda /\?ix) komguluklar allesi bir siiz-
geg olusturur. Cj‘ sdzgecininvher elemana, 8 C fﬁ allesinin
en az bir elemanini kapsarsa fi’ye bir sizge¢ tabani denir.

P+ 8CP(X) ve B¢ & koaullarlru saglayan a ailesinin
bir slizgeg¢ tabani olm881 igin gerek ve yeter kogul herhangi
iki elemaninin kesigiminin iliglincii bir elemani kapsamasidir /2/.
% = {FC. X : en az birC¢€ 6 vardir b‘ylekiCCF} ailesine 5,
nin dogurdugu aﬁzgeé denir. 63, X kiimesinde bir suzge§ tabani
ve f, X Uzerinde bir fonksiyon ise £f( £ ) bir sﬁzge§ tabani-
dir /3/. X topolojik uzayindaki “h giizgeci igin /V%X)CZ P ige

' /1/ Dugundji,d.,s.79. | |
~f2/ Bourbaki,N. fGeneral Topology,Part I,Hermann,Paris,1966,8.59.
Y /3/ Bourbaki,N.,s.62. \




% siizgecli x'e yakinsiyor denir ‘Stl—->x ile gtsterilir.
x noktaslnln‘h‘er koméuluéu bir & ‘sti-zgeg‘: tabaninin en az bir
elemanini ‘kapsai'sa £ x'e yakinsiyor denir. Bir r\ﬁ‘sﬁzgeci-
nin her elemaninin bir x noktasinin her komgulugu ile kesioim:.lv
boé degilse x"e c:ﬁ 'nin bir yigilma (cluster) noktasi denir;
x'in cﬁ 'nin yi1g8ilma noktasi olmam_igix; gei'ek ve yoter kogul
her F ¢ P ‘ioin x ¢ F olmasidair /1/. ?ﬁi , ‘ﬁ; sﬁzgeoleri,
igin if‘ - C\}*z ise 55} ’ f}’; 1 den daha zaylftir denir, Bir Tf’
siizgecinden kos:ln olarak daha kuvvetli higbir siizgeo yoksa 5"1‘”
ye maksimal sﬁzgeo (ultrafilter) denir.

Bir D kiimesi lizerindeki < bagZintisi j

1) d<d, de¢bd ,

ii) dlé d,, dzé d.3 ise dlé d3 1’d2’d3 Db ,
iii) 'dl, d, € D igse en az bir d3 € D vardir dyle-

, d

4 ki d) € d, ve d, € dy dir, |
kogullarini sgélarsa D'ye y8nli kiime denir. D ydnli kiimesinden
bir X kiimesine tamimlanan (p fonksiyonuna ag(net) denir. D kii-
mesi, dogal sayilar kilmesi alinirsa bu aga dizi denir. Genellik-
le Y(7) = x, ve Y a1 ( x, ) geklinde gdsterilir.( Xo) a-
ginda { X, ¢ ’7\3’7\0} kilmesine bu agin kuyméo (tail) denir., X
topolojik uzayinda bir x noktasinin her komgulugu ( b )‘ aginin
bir kuyrugunu igerirse x'e ( X, ) aginin limiti denir.

Teorem 2.1.1 X ve Y topolojik uzaylar £ , X'den Y'ye
bir fonksiyon olsun. Agagidaki ifadeler denktir.

/1/ Willard,si-. -‘General Topology" , Addison-Wesley Publishing
Company,‘Philippines, 1970, s.78. |




i) f, bir x noktasinda siireklidir.
ii) X'de x'e yakinsayan her ( X, ) a1 1§1n (£(x;))
Y'de f(x)'e yakinsar.
iii) X'de x'e yakinsayan her £ siizge¢ tabani i§in
£f( £ ) siizgec tabani Y'de f(x)'e yaklnsar'/l/.
Bir X topoljik uzayinda her farkli iki noktanin ayrik
koﬁéuluklarl varsa,bu wuzaya Hausdorff uzayi denir,
Teorem 2.,1.2 X topolojik uzayinda a§aé1daki ifadeler
denktir. | | |
i) X bir Hausdorff uzayidar.
ii) x € X noktasinin kapala kom§u1uklar1nln kesigimi
{x] kiimesidir.
iii) X ﬁzériﬁde yakinsak bir siizgecin limit noktasi
tekdir /2/. |
X bir topolojik uzay olsun. Agik kiimelerden oluéan ve
X'l orten bir aileye X'in agik Ortiisil denir. X topolojik uZayl-
_nman her agik Sriiisiiniam sonlu bir alt Ortiisi varsa X uzayina
kompakt uzay denir.Alt uzay topolojisine gbre kompakt olan bir
kiimeye de kompakt kiime denir.P(X)'in herhangi bir alt ailesinin
her sonlu sayida elemaninan kesi§imi bog degilse bu alt ailenin ‘
sonlu kesiéim 6zelligi vardir denir. |
| Teorem 2.1.3 X topolojik uzayinda a§aé1daki ifadeler
denktir,

4/1/ Ash,B. R.:Measure, Integration and Functional Analysist
Academic Press, 1972, 38.208. |
% /2/ Bourbaki,N., 8.75.




i) X kompakttair. | |
ii) Sonlu kesigim &zellifi olan ve kapali kiimeler-
den oluéan her ailenin kesiéimi boé degildir.
iii) X'te her siizgecin bir yiZilma noktasi vardir.
iv) X;i;e her agin bir yiZilma noktasi vardir /1/.
Teorem 2.1.4 i) Kompakt uzayin kapali her alt kijxﬁe-
81 kompakttair.
ii) Hausdorff uzayinda her komp'ak_t kiime kapalidar.
iii) Kompakt kiimenin siirekli fonksiyonla gorintiisi
kompakttir /2/. '
X kompak‘t uzaylncian Y Hausdorff uzayina tanimlanan - |
bire-bi;, orten ve slirekli fonksi;yonlar bir homeomorfizmadir/3/.
_ Bir topolojik uzayda bir noktanin kompakt komsulukla—
r1 komguluk tabana oluéturursa bu uzaya yerel kompakt uzay de-
nir. Bir'Hausdorff uzayinin yerel kompakt olmas_l Aiéin gerek v\e \
yeter kogul her noktanin en az bir kompakt komguluéunun olmasi-
dir /4/. Her kompakt Hausdorff uzay yerel kompakttair.

o { (Y, 7;) HEES A} topolejik uzaylar ailesi, X her-
hangi bir kiime ve her o« igin f_, , X'den Y_ 'ya giden bir
fonksiyon olsun. g = g f;l( %( ) diyelim. T = 7(? ) topo-
lojisine {fcx T X € A} ailesinin X Uzerinde indirgedigi zayaf

topoloji denir. Bu topoloji, f 'lara siirekli yapan en zayif

" /1/ Willard, S., s.118 .
; /2/ Dugundji, J., s.224.
/3/ Willard, S., 8. 123,
/4/ willard, S., 8.130 .
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topolojidir. X =‘£IJX°< éarplm kUmesinde izdﬁgﬁmsfonksiyonla—.
rinin indirgedigi zayif topolojiye de garpim topolojisi denir.

Bir X ‘topolojik uzayl bog olmayan ayrik ve a§1k iki
kiimenin bile§imi éekiinde yazllabiliyorsa bu uzaya baglantisiz
uzay, aksi halde baglantili uzay denir. AC X kiimesi ait uzay
topdlojisine gbre baZlantisiz ise A'ya baglantisiz kilme denir.
Baélantlllukamenin sﬁrekli fonksiyonla goriintiisii ve kapanigi da
baglantili kiimelerdir /1/. Bir uzayin maksimal baglantili kiime-
sine uzayin ﬁileéeni denir. Bir topololjik uzaydg, bilegenler‘
kapalil ve ayriktir, ayrica her nokta bir bilegene aittir /2/.
Bir topolojik uzayda her bileéen tek nokta kiimesi ise bu uzaya
tamamen baglantisiz uzay denir, _

{( X&,fc-) :Vél}bir ayrik topolojik uzaylar ailesi ol-
sun. X =€7’Xv kiimesi ﬁzerine,&)ir'ailésinin doéﬁrduéu topolo-~
giyi koyarak elde edilen topolojik uzaya X topolojik uzayla-
rinin topolojik direk topl@l denir ve X =§: ® X, 1le gboste-
rilir. X'te her X,, kapali-agiktir dolayisaiyla Xj,'lerin her
biri yerel kompakt ise X yerel kompakttar.

Xx X den R'ye tanimlanan ve her x, y, z € X ig¢in ;

’ i) d‘X,Y) =20,

ii)  d(x,x) = 0 ,
i11) d(x,y) = d(y,x),
iv) d(x,z) ¢ d(x,y) + d(y,z) ,

-

kogullarini saglayan d fonksiyonuna yari-metrik denir.Bir

/1/ Willard,S., s.192,193.
~ /2/ Dugundji,d.,s.112.
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yari-metrik
v) d(x,y) = 0 isex =y

kogulunu da saglarsa metrik adini alir. (X,d) ikilisine metrik

uzay denir. (X,d) metrik uzayinda S(x,f) ={ y:yeX ve d(x,y)(E}

kimedine E-kiiresi denir. 2 '={ S(x, £), e>o} ailesini x
noktasinda komguluk tabani alarak slde edilen topolojiye de
metrik topolqji denir. (X,d) metrik uzayinda ( xn) diiisi ve-
rilmig olsun. Eger her £>0 ve her m,n. =n icin d(xm,xn)<E
kogulunu saglayan bir n, bulunabiliyorsa (xn) dizisine Cauchy
dizisi denir. Her Cauchy dizisl yakinsak olan getrik uzaya da
tam (compleﬁe) metrik uzay denlr. Tam metrik uzayin kapali alt

uzayl da tamdair.

2.2 Topolojik Vektor Uzaylara

X, K cism% iizerinde bir vektdr (lineer) uzay ve

AC X olsun. A alt kiimesi X {zerindeki iglemlere gire bir
vektor uzaya oluéturursa' A'ya X'in lineer alt uzayi veyabli-
neer manifold denir. A'yi kapsayan en kﬁéﬁk lineer alt uzaya
A tarafindan dogurulan lineér alt uzay denir, A tarafindan do-
gurulan lineer alt uzayin 'elemanlari A'nin elemanlarinin line-
er toplamidar.

X, K cismi lizerinde bir vektdr uzayi ve 57‘;

i) XxX den X'e (Xyy)—— x+y ,

ii) K« X den X'e = (a,x)———>ax ,
fonksiyonlarini siirekli yapan topoloji olmak iizere ( X,Sr) iki-
lisine topolojik vektor uzaya denir. |

Topolojik'vektﬁr uzayinda, X— X 4+ a dOniliglimi homeo-

i
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morfizm oldugundan siflr vektOriiniin komguiuk tabana bélirlen-
diginde topoloji tamamen belirlemmig olur /1/.

X ve Y ayni K cismi Hzerinde iki vektdr uzayl olsun.
X'den Y'ye tanimlanan ve x,y € X, a,b€K olmak tizere T(ax+by)=
aTx+bTy eéitliéini saglayan T dUniigiimiine lineer d5niistim veya
lineer operatér denir. Ozel olarak X'den K'ya tanimlanan lineer
operatﬁre.lineer fonksiyonel denir. | |

Lineer operatﬁrler\kﬁmesi, ( T1+T2 )X = Tlx‘+ T2x, ack
olmak ilizere ( aT)x = a( Tx) iglemlerine gdre bir vektdr uzaya
clugturur. T lineer opefabﬁrﬁnﬁn bire-bir olmasa i§in gerek ve
yeter ko§ul Ker T ={x : Tx =Oj‘= {o }; elmasidir.

X bif vektdr uzayi olmak ilizere X' den R'ye tanimlanan
ve agafidaki kogullari saglayan Boll e x—— s lxll fonksiyo-
nuna yari-norm denir. | | |

i) fOll=0 ve x# 0O ise Hx|i>>0,

ii) fexll=lal lixll , x€ X, a€ K,

iii) flx+y i€ =l + iyl , x,ye X .

Bir yari-norm :

iv) llxl} =0 dise x =0 |
koéulunu da saglarsa norm adini alir. X vektdr uzayl lzerinde

He Il bir norm'ise (X, i « I ) ikilisine normlu uzay denir.
X vektdr uzayl olmak idzere XxX'de d(x,y) = Ix-y| i1e tanim-

lanan 4 fonksiyonu X'de bir metriktir /2/. Normla elde edilen

" /1/Edwards,R E.,Functional Analysis,Theory and Appiicationsz
Holt, Rinehart and Winston,1965,s8.56.
*/2/Ash,B.,R., 8.151-152.

/
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‘bir metrige gtre tam olan normlu‘uiaya Banach uzayi denir.Her
nofmlu uzay bir Banach uzayimin yogun bir alt uzayidir. Bir
Banach uzaya "x-yu ‘metriéi ile indirgenen topolojiye gbre
bir topolojik vektor uzayidair /1/.

X .ve Y ayni K cismi iizerinde normlu uzaylar olmak lizere
X'den Y'ye tanimlanan T lineer operatdrii igin |Tx] £ M =] ,
her x€X , koéulunuvsaélayan negatif olmayan bir M sayisi var-
sa T'ye sinirli lineer operatdr ve M'lerin infimumuna da T'nin
normu (operatdr normu) denir ve "T|l ile gtsterilir.

Teorem 2.2.1 T, normlu uzaylar arasinda bir lineer ope--
rator ise agaZidaki ifadeler denktir. |

i) T slireklidir.

ii) T en az bir noktada siireklidir.

iii) 7] = sup{ﬂ‘l‘xll s Jix |l él} L oo

iv) T sinirladar/2/. \

Teorem 2.2.2 X ve Y, K iizerinde normlu uzaylar ve
ig,(X,Y), X'den Y'ye tanmimlanan sinirli lineer operattrler kiime-
si olsun., Noktasal lineer iglemlere ve operatdr normuna gdre
Zg(X,Y) bir normlu uzaydir. Ayrica Y bir Banach uzayi ise
& (X,Y) bir Banach uzayidar /3/. '

Bu teoremin sonucu olarak; sinirli (siirekli) fonksiyonel-

lerin ig:(X,K) uzayl bir Banach uzayidir. Bu uzaya X'in eglegi

P

\/1/A8h,B. Rc, 8. 114‘
R /2/Dunford,N.,Schwartz,J. T.:Lineer OperatorsﬂPartI,Intersci—
- ence Publishcrs;lnc., New York. s. 59.

X /B/Dunford,N.’SChwartz’JO T" 8061.
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(duali) denir ve X' ile gésterilir. X° '1n'e§1eéine de X'in
ikinei eéleéi denir ve X** ile gtaterilir.

X ve Y normlu uzaylarlar351ndaki T lineer dbnﬂéﬂmﬁ,
bire-bir, brten ve silrekli ise T'ye izomorfizm, X ve Y uzayla-
rina da izomorfiktir denir. Efer T 1lineer operatori HTxu = | x|
kogulunu saglarsa izometri denir. | ) o

X normlu uzay olsun. Her x€X Miéin Xx;ﬁzerindé ()=
f(x) ile tanimlanan % fonksiyonu bir fonksiyoneldir. X'denm X**’
a tanimlanan k ? X—>X fonksiydnuna_X'in X** 'a dogal gbmiil~
mesi ‘denir.. k fonksiyomu X ile k(X)=X < X** arasinda bir i-
zometrik i?omorfizmdir /1/. X* Uzerigde, % fonksiyonellerinin
indirgedigdl zayif topolojiye zayif*-~topoloji denir. X* 'in ka-
pall birim kiiresi zaylf*-topolojiye gore kompaktiir (Alaoglu
teoremi)/2/.

T, X nqrmlu uzayindan Y normlu uzayina tanimlanmig sii-
rekli lineer operatdr ise Y*\'dan Xx* 'a, £ € Y*,x€X olmak
ﬁzer§ (T*£) (x)=(£P)(x). ile tanimlanan T* danﬁéﬂmﬁne T'nin eg-
lenigi (Adjoint) denir. T” bir lineer operatsrdir ve | 1] = |1]|

dir. Eger X* ve Y* zayif®-topoloji ile donatilirsa T* siirekli
clur. ' , . |

K cismi’uzerindé vekt8r uzayi olan X aynl.zamanda bir
halka ise ve a(xy):(ax)y:x(ay),»ae K, x, y€X,- koéulunu sag-
larsa X'e K iizerinde bir cebir denir. Bir normlu uzay aymi za-

manda bir cebir ise ve | xy| £|/x| |yl » x, y€X kogulunu

/l/Rudin,W.:Fungtional Analysis,Mc Graw-Hill,Inc.,New York,s.90.

X /2/Dunford,N.,Schwartz,J. T., s5.424.
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saglarsa normlu cebir denir. Ayni zamanda normlu cebir olan

bir Banach uzayina Banach cebiri denir.

2.3 Olglim Teori

Herhangi bir X kiimesinin alt kiimelerinin ‘/C¢ ai-
lesi veril:nn. Eger ﬂ agagidaki kogullarl saglarsa ../"4 'ya

bir G -cebiri denir.

1)  xeHA,
11)  ae A iken X\AEA,
. veer €& dken UA e &,

}4’ X'de bir G -cebiri olmak iizere (X,ﬂ) ikilisine 61-

3i1) Al, Boy wevey A

guleblllr uzay ve u‘4’ 'nin elemanlarina da olgulebllir (veya }4’-
6lgiilebilir) kiimeler denir. Bir & C P(X) ailesini kapsayen G-
cebirlerinin kesiéimi € 'y1 kapsayen en kilglik G -cebiridir, bu
G  -cebiripe B | tarafindan iiretilen G -cebiri denir. X topolo-
Jik uzay oldugunda tiim a§1k kumélerin oluéturduéu 3 ai.lesinin
Urettigi (" -cebirine Borel cebiri ve bu cebirin elemanlarina da

Borel kiimesi denir. (X,v‘4') blgililebilir uzay, (Y, ) topolojik

uzay ve f, X'den Y'ye bir fonksiyon olsun. Eger her V 67 i-

¢in f'l(V)e\A’ ise £ fonksiyonuna Blgiilebilir fonksiyon denir.

fl’ f2 gergek degerli iki fonksiyon olmak Uzere f=f1+if2 fonk-

siyonunun 6lgililebilir olmasi igin gerek ve yeter kogul fl ve f2

nin olgdlebllir olmasuhr. Borel cebirine gbre dlgililebilir fonk-
siyonlara Borel ©lgiilebilir veya Borel fonksiyonlarl denir.Her

siirekli fonksiyon Borel fonksiyonudur. £, X'den [-00,007] = R'ye

- tammlanan' fonksiyon olsun. Eéer her a € R ig¢in f'l((a,oo])=

{xeX : f(x)>a } 6lglilebilir bir kilme ise f fonksiyonu blgiile-
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biiirdir, burada>~ bagintisi 2, <, € den birisi ile degigti-

rilebilir. Eger f : X— Y 8lglilebilir, g : Y——> 72 Borel fonk-

siyonu ise h = gof fonksiyonu X'den Z'ye blgiilebilir bir fonk- |

siyondur /1/. ¢ bir sabit, f, g olgdlebilir fonksiyonlar, (£ )

6l¢ilebilir fonksiyonlardan oluean bir dizi ise f+c'; cf, f+g,f. g.

fvg , fA g , sup fn, inf f n? 1im fn » 1lim f ve r ¢R olmak -

zere If(r birer olgulebllir fonksiyonlardar (f+g ve f.g tanlmQ

11 kabul edilmigtir) /2/.
Bir E kiimesi igin x€E iken 1, x¢E iken O degerini a-

lan X, fonksiyonuna E'nin karakterlstik fonksiyonu, her i ig¢in

B
C;€ [0,00) olmak ilizere s=§lciKE, fonksiyonuna basit fonksiyon

J- . L:i 1 g .
depir. E ©lgllebilir ise KE s Ve her i1 igin Ei Olgiilebilirse s
olgﬁlebillrdir.

- Gergek degerli bir f fonksiyonu igin f+—sup {f O} ’
£ =sup {-f O} ile tanimlanan f* ve f7 fonksiyonlarlna f'nin

}

pozitif ve negatif kisimlari denir. £ olgulebiliree ¥ ve £~

Slglilebilirlerdir ve f = f*-f , |£l= £*ef™  dir.

'
i
i
i

£ : X—>[0,00] ®lgiilebilir bir fonksiyon olsun. X dzerin—

de tanimli ve

i) 0 = 8y £ 8,

ii) her xe X igin 1im sn(x)=f(x)

éoooo £f, M

kogullarinl saglayan en az bir‘(sn) 8lgililebilir basit fonksiyon

dizisi vardair /3/.

/1/Rudin,W.;Réa1 and Complex Analysis,McGraw-Hill,1974, s.l13.
/2/ Munroe,M. E., "Measure and Integrationi Addison-Wesley
Publishing Co., Philippines, 1971. s. 102-103.

~/3/Bartle,R.G.,The Elements of Integration)john Wiley,1966.s.13.

|
|

1
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Ad‘icebirinden [O,oo] araligina tanimlanan ve

D =0, |

ii)ooaymk kiimelerden olusén {An} dizisi igin o (:LjJ,An):

, E’i&(An) ! : ,

kogullarini saglayan ¢ fonksiyonuna pozitif lglim denir. Bu ko-
gullari saglayan K fonksiyonu karmagik degerli iée karmaélk 61~
clim, karmagik Slgiimiin her degeri gerg;,ek ise U 'ye geréek b‘léijm
dex?ir. ( X,ﬂ%’,y.) glisiine 6lgiim uzayi denir. EL(X) sonlu ige
Slgime sonlu ve X uzayi 8lgiimii sonlu ve ayrik kiimelerin sayila-
bilir bileé:@mi geklinde yazilabiliyorsa uzaya (veya ﬁléijme) a-
sonlu denir.

Olgiimd safir olan bir kiime dlélnda dogru olan bir Snerme-
- ye,hemen her yerde (h.h.y.) dogrudur denir.
| Olgiilebilir bir s basit fonksiyonu Slc;:ijmij sonlu kiime da-
élnda s1far ise s'ye integrallenebilir basit f‘on_ksiyon denir._
Bu tiir fonksiy’?nlazﬁ kilmesini S ile gﬁstereceéiz. Cy1s Coy ..\.,,cn
shyllarl . s=l=Ei 4 KAi integrallenebilir 288“ fonksiyonunun
farkli degerleri ve EE\JZSI’ olmak iizere LXJ: cy M (Aiﬂ E) sayi-
8ina 8'nin E ilizerinde integrali denir ve fsdtt ile gosterilir.

E
f: X—— [O,oo] Olglilebilir bir fonksiyon ve Ec¢ \}4’ ise ’

sup {{sd& : Oéséfr‘  , 8¢€ S} sayisina f'nin E lzerindeki integra- |

1i denir ve ’é‘fdtt ile gdsterilir. E=X ise integral ffdtt
veya L (f) ile g¥sterilir. Bu integral, gerek fonksiyonlgr ve
gerekse kiimele: {izerindeki sirayl korudugu gibi E'nin 8lgiimii
saifar olduéunda veya f, h.h.y.de sifir oldufunda sifira egit-
tir /1/. h.h.y. de egit fonksiyonlarin integralleri egit oldu-

/1/ Rudin,W., s. I¥. 2 4.
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variation) denir. ‘Vtuﬂ izerinde sonlu bir Glc;tjmdiir_,ve Vu= W 5,
W= Ef K veya tk = (VE' +HL)/2, W= (YE‘ -g)/z dir. K ve W ye
\:{» niin Jordan pargalanmasi denir. W karmaglk 8l¢lim ise VB kiime
fonksiyonu sonlu ve pozitif bir ol¢imdiir,

Teorem2,3.2 Y= gt‘ + 1 ¢, olsun.

i) BL ve H. igaretli olgiimddr,

11) W (B) = B (B) - (B) + 1y (E) - itt (E) (g. niin

Jordan pargalanmau) dar /1/. | |

Karmaal_k degZerli bir fonksiyonun e'ye gﬁrg integrallene-
bilir olmasi igin gerek ve yeter kosﬁl Jordan pargalanmasinin |
her bir elemanina gére integrallenebilir olmasidir /2/. Bu ne-
denle V&'ye gore integrallenebilir fonksiyonlar ig¢in f£'nin H.'ye
gore integrali-

[fap = ffdy- ffdg +if1’d\:} -iffdg.
"~ ile tamimlanir.

Teorem 2.3.3 i) f£'pin U—int;grallenebilir olmasi igin

gerek ve yeter koéul VB-integrallenebilir olmasldlr.

ii) f, - -integrallenebilirse |f(x)| W -integrallenebi-

C lirdir.

1ii) integrallenebilir.fonksiyonlar kiimesi bir vektdr

uzayl oluéturuflar /3/. .

(X,\/Q4') 6l<;=tilebilir uzay ve (. ile v bu uzayda iéaretli
Bléﬂm olsun. Eer her Ec & igin IWI(E) = O olmasi v(E) =0

/2/ Hewitt,E.,Stromberg,K.,s,311,
/3/ Dunford,N.,Schwartz,J. T., III.BSliim.
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olmasinl gerektiriyorsa v 'ye W -siireklidir denir.
N Teorem 2.3.4 (Radon-Nikodym). (X,JA, H)(Tisonlu'Gléﬁm

uzayi ve v, J4 igzerinde [f-sﬁrgkli've sonlu 8lgiim ise bir tek
fe I.l(X ‘}4 ) 1) fonkSiyonu vardir Syleki ~/(E) = £f du ve
v, = ufﬂi dar /1/.

Radon-Nikodym,teoremindeki £ fonksiyonuna v! n1n L'ye
gore Radon-Nikedym tiirevi denir ve f = dv'/ dp ile gﬁsterilir.

(X, J4 kf) bir &lglim uzayi ve agagldaki kogullar: sagla-
yan bir F CZJﬁ'alt ailesi varsa bu uzaya parcalanabilir (decom-
posable) uzay denir, ,

i) of w(F)<co , her Fef;-

ii) fﬁ 'nin kiimeleri ikiger ikiger ayrik ve Lliﬁ =

1) Eet , WENo 1se W(E) -CuEOm ,

iv) SC X ve her Fe H icin SﬂFE\}4 ise Se v.)4 dar.

~ Borel cebiri lizerinde tamimla bir Ylgiime, Borel dlgﬁmﬂ

denir,tf,x yerel kompakt Hausdorff uzayl Uzerinde Borel 6lgtimii
o;sun. Eger her E Borel.kﬁmesi icin (’}(E) = infit{.(v) : VDR,V
8911(} ise U'ye dig regﬂler ve eger EL(E) = s,u‘pi&(l() : KCE;’
K kompakt} ise U'ye icg regﬂler Borel 619Hmu denir.t} karmagik
degerli oldugunda VE regililer Borel Olglimi ise t} ye regiiler
Borel Olglimii denir.

X'den B Banach uzayina tanimlanan ve her bir 1 € p<oo
191n.J/]f( )| P dH_<oc'kosu1unu saglayan fonksiyonlar kﬁmesi bir

K cismi lizerinde bir vektdr uzayidir. Bu uzayda,

Pe iy o f1zcr P ana] Ve

/1/ Dunford,N.,Schwartz,J. T., 8. 176.




ile tanimlanan “ . ”p fonkSiyonu‘bir yari-normdur. Bu uzayda .
h.h.y. de eéit ( farklarl‘null) olan fonksiyonlara eéit.alarak
bir denklik bagintisi elde edilir. Bu baélntln;n denklik sinaf-
lari da bir vektSr uzaya clugturur ve f fonksiyonunun ait oldu¥

bir norm olur. Bylece elde edilen normlu uzay L. (X.)4 ,t} ,B)

gu denklik 81n1f1nin normu olarak, | £ ”

ile gbsterilir.

Herhangi ©lg¢lilebilir f karmagik fonksiyonu iéin
EL.( { x ¢ P(x)> MJ ) =0 ko§ulgnu saglayan bir M sayisi varsa
ftye U -esasen sainirli fonksiyon aenir. Bu tir M'lerin infimumu-

na essup [f| denir ve [fll, ile g&sterilir. Farki null olan

Hifesasgn sinirlia fonksiyonlar ayni kabul edildifinde Moo

bir norm olur. t}—esasen sinirla fonksiyonlar kﬁmgsi‘%o(x,uﬁi,t})

ile gbsterilir. _
1£p€oo igin L (x yﬂ4 Ep) uzay1 ,"ll 'p

| bir Banach uzayldlr /1/ 1 ép<deo igin L (XZ»¢4 tL )'dg integral-

normuna g6re

lenebllir basit fonk31yonlar kiimesi yogundur /2/. 1 {p<oo igin
Lp nin eglefi p+q = pq olmak izere Lq dur /3/.
Teorem 2.3.5 (Holder), 1 € p € 00, p+q = pq , feaLp(X,K)
< : gl
ve ge L (X B) 1ise fg ¢ L, dir ve |J/fg dH.l | £g “ ¢ s "p gl
dir /4/. |

Teorem 2.3.5 de egitligin saglanmasil ig¢in gerek ve ye-

/1/ Dunfo.d, N.,Schwartz,d.T., s.146.
/2/ Dunford, N.,Schwartz,J,T.; 8.125.
4 /3/ Dunford, N.,Schwartz,d.T., s.286.
/4/ Dunford,-N.,Schwartz,J.T., 8.120.
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-éer ko§u1 a,b sifirdan farkli sabitler dlmak iizere h.h.y.de
alf(-)lp = blg(*)|? olmasidir /1/.
- Teorem 2.3.6 (Minkowski). 1 £ p £o00ve f,geLb(X,.ﬂ‘l, )
ise £ + gl £ |l + (s ll, dr /2/. |
X yerel kompakt Hausdorff uzayi ve f, X'den karmaglk
gsayilara tanimlanan bir‘fonksiyon olsun. Eger £, X'in kompggf
bir alt kiimesi dlélnda 81f1f ise.f'ye kompakt dayanakli fonksi-
yon denir ve bu fonksiyonlarin siirekli olanlarinin kiimesi Cé(X)
ile gosterilir, Eger her ¢>0 verildiéinde I£(x)}, bir kompakt
kiimenin dlélnda‘ € 'dan kiigiik kaliyorsa f'ye sonéuZda sifir o-
lan fonksiyon denir, bu tiir fonksiyonlardan siirekli olanlérln
kiimesi C_(X) ile gésterilir., X kompakt Hausdorff uzayi ise
C,(X) = C (X) dir ve bu kilme C(X) ile gdsterilir. Teorem 2.1.4
ve diizlemde kompakt kiimenin sinmirli olmasindan bu kiimelerden
herhangl ikisine ait bir fonksiyon simirladar. | '
(£, X tizerinde tanimli fonksiyonlar dizisi olsun. Eger
xeX 1gin Um £ (x) = £(x) oluyorsa (£,) dizisi f'ye noktasal
yakinsiyor ve eger fn’ ftye olglimii safir olan bir kime dlglnda
noktasal yakinsiyor ise hemen her yerde (h.h.y.) yakinsiyor de-
nir. Olgiilebilir fengsiyonlarln bir (fn) dizisi verilsin, her
£>0 ve her n > N igin ( {x :{fa(x) - f(x)|> € })(E koéulu—
nu sagliyan bir N sayisi varsa (fn) dizisi f'ye 61§ﬁmde yakin- *
siyor denir. llvnp normuna gbre yakinsamaya da Lp'de yakinsama

3

* /1/Royden,H.L. Real Analysié(Second edition),Macmillan Co.,
‘New York 1968,.s.113. |
/2/Rudin,W., s8.68 .
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denir. (fn), f'ye ©lgimde yakinsiyor, ise (fn) dizisinin en az
bir alt dizisi h.h.y. de f'ye yakinsar /1/. (fn-) dizisi va de

f'ye yakinsar ise Ylgiimde de yakinsar /2/.

2.4 Bool ve Olgiim Cebirleri

Bog olmayan bir/d]’ kilmesi lizerinde tanimlanan V ,
A, (7)) iglemleri agapidaki aksiyomlan saglarsa v&’kﬁmesi ve
bu iglemlerin olusturdugu yapiya Bool cebiri denir. a,b,c € 1/4

igin
_A-1) avb =bva : ve a/\§=b/\a
A-2) av(bve) = (avb)ve ve aA(bAc) = (aablac
A-3) (anb)vDb =D ve (ayb)Ab =D

A-4) an(bve)
A-5) (dva)Aab =b ve (a’Aa)vb =b .

(aAb)Vv (aac) ve avV(bac)=(ayvb)A (ave)

Agagidaki ifadeler, A-1)-A-5) aksiyomlarindan elde edi-
len Bool cebirinin teme\l 6zellikleridir.

a) Her ae_ﬁ i¢gin. aAa = 0 olacak gekilde tek bir O
ve ava =1 olacak gekilde tek bir le\ﬂ’vardlr.

b) Her ac S ig¢in Ova-a, 0Aa=0, lyva=1,
aAa = a dir. .

¢c) Her a, bev&igin a

(aAab) = a’v¥ dir.

il

(a’) , (avb) = &At  ve .

d) 0/=1 dir.
v& Bool cebirinde, aAb =a ise a é.b denir. ¢ bagin-

t1s1 A} 'da bir par¢alil siralamadir.

/1/ Bartle, R.G., 8. 69,
/2/ Bartle, R.G., s. 76,
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Bir ;¢4 Bool cebirinin bog olmayan bir A alt kiimesi
agagidaki kogullari saglarsa A 'ya bir ideal denir.

a) a, b¢ A ise avbeA ,

b) bed ve atb ise acA .

A ideali,d4'n1n 6z alt kiimesi ise A 'ya 0z (proper)
ideal denir., Bir idealin,tz ideal olmasi igin gerek ve yeter
koéul 1¢ A olmasidar.

uﬂ4’ve.§§ Bool cebirleri ara31ndaki bir h dBnﬁéﬁmﬁ,v’,

A ve (7)) iglemlerini koruyorsa yéni h(avb) = h(a)vh(b)

( veya h(aAb) = h(a)Ah(b) ) ve h(&) = (h(a)) ise h'ye Bool
homomorfizmi denir. h homomorfizm ise h(0) = 0, h(l) =1 ve
a<bise h(a) £ h(b) dir‘/l/.Bire-bir 8rten homomorfizme Bool
izomorfizmi denir.;ﬂ4 ve.2§ izomorfik ise K™l de 2& 'den.ﬁ4'ya
izomorfizmdir,

vﬂqve éé. Bo?l cebirleri arasindakl bire-bir bir doniugii-
min izomorfizm olmasai iéin gerek ve yeter koéul bu donidglimiin si-
rayl korumasidar /2/.

Bir.2 Bool cebirinin D bz alt ideali,bagké hig bir
6z idealin 6z alt kiimesi degilse A\ 'ya maksimal ideal.denir.

uﬁﬁ- Bool cebiriride avb 1ile aAb elemanlara {a,b}
kiimesinin sirasi ile supremum ve infimumudur. Bir Bool cebirinde

bir kiimenin supremum ve infimumu (eger varsa) sirasa ile_\/ai ve
{

~/1/ Halmos, ?.R., "Boolean Algebras, D. Van Nostrand Co. Inc.,
1963. 8.36-37.
‘$12/ Sikorski, R., Boolean Algebras), Springer-Verlag, Berlin-

Heildelberg, 1969. s. 16.
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/i\ aiilegb'sterilir. Bool cebirinde her kiimenin supremumu varsa
- bu cebire tam, her dizinin supreinumu varsa cebire G~tam Bool
cebim denir. h bir izomorfizm ise infimum ve supremumu korur.

Pargali sirali bir kiimenin iki elemanla her alt kumesi-
nin infimum ve supremumu varsa bu kiimeye latis denir,

Bir birimli Ahalkasmda her aevd]' icin a.a = a
ise \)4 'ya Bool halkasi denir. Her Bool cebiri a+b = (aAb’)V
(bAa’) , a.b=aAbdb ile tanimlanan (+) ve (+) iglemlerine
gbre bir Bool halkasi olur. Karsit olarak, her Bool halkasi,
avb = a+bta.b , aAb = a.b, a’ 1+a ile tanimlanan V , A,(7)
igslemlerine gdre bir Bool cebiri olur. Bu nedenle halka homomor--
fizmleri ile cebir homomorfizmlerli arasinda daima bire<bir eé-
leme kurulabilir, ’

Teorem 2.4.1 (Stone). Herhangiuaq‘ Booi cebiri, tamamen
baélantlslz‘kompakt Hausdorff bir T uzayimn kapall-aélk kiimele-
rinin Bool cebirine izomorfiktir ve bu T uzaya ‘\tekdir /1/.

| Stone teoreminin ispa'tlndan §u sonﬁc;:larl elde ederiz :

\/24 bir Bool cébifi ve T,ﬁ "dan Z, ( 2 modilliine gbre
tam sayilar) Bool cebiripe tanimlanan 6rten homomorfizmlerin kii-
mesi olsun. Her ae‘vd} icin a(t) = t(a) , teT ile T'den Z,'ye
bir fonksiyon elde edilii'. 22 en kuvvetli topoloji ile donat1l-
diginda {5 : ac \/94} fonksiyonlar kimesinin T Hzerinde indirge-
digi zayif topolojiye gore T tamamen baglantisiz kompakt Hausdorff

uzeyl olur, Eéerﬁ,T'nin kapali-acik kilmelerinin Bool cebiri ise

/1/ Lacey,H.E., The Isometric Theory of Classical Banach Spaces,
Springer—Verlag, 1974; s. 118.
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her ae\}’4 igin’ y(a) ={teT : t(a) = l},ﬂ'dan.ﬁ'ye bir
Bool izomorfizmidir /1/. T'ye\Jéi'nln maksimal ideal uzayi di-
yecegiz. | |

Bundan sonra:rtamamen baglantisiz kompakt Hausdorff uza-
yinin kapali-agik kiimelerinin Bool cebirini u¢¢(T) ile gbstere-
cegiz. Stone teoremine gdre her Lﬁq Bool cebiri bir u¢$(T) gek-
lindedir.

VﬁQ(T)'hin tam olmasi igin gerek ve yeter ko§ul T'nin
aszri baglantisiz (her agik kiimenin kapaniginin agik olmasi )

olmasidir, bu durumda\/?ﬁ=T3f§A¢/2/. | |

o . FeA

w¢4<rktam Bool cebiri olsun.\¢¢}Uzerinde tanimlanan
gergek degerli bir fonksiyonu,uﬂ4‘daki her (an), ntim
ise a A8y =0, diziel igin tk(\/an) =2&(an) kogulunu sag-
larsa t}'ye blgiim dgnir. Eger her a # O igin E(a)) 0 ise
&A.'yq tam pozitif ve eger t%(l).: 1 ise t}'ye normallegti-
rilmig Blgiim denir.vﬂ4 G-tam Bool cebiri ve (L tam pozitif nor-
malleétirilmié 0lclim olmak iizere (u¢¢, HJ ikilisine &lgiim
cebiri denir. Byle bir durumda (L temdar /3/.

Teorem 2.4.2 ( A(T), W) bir dlgiim cebiri ise (1)
ﬁzerindg t} ile gaklsan tek bir regiiler Borel 8lgiimi vardir/4/.

/1/ Lacey, H.E., s. 119.
/2/ Lacey, H.E., s. 119.
/3/ Lacey, H.E., ®. 120.
/4/ lacey, H.E., s. 120.
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2.5 Hilbert Uzaya

H, K lizerinde bir vektor uzayi olsun. Hx H 'den

K'ya tanimlanan (x,y)—> <X,y> fonksiyonu;

L}

i) {X+Yo2> = <X,2) + <Y42> ,

ii) <ax,y > a<x,y> , ae kK,

<X, 5>

1i1) <y,x>
iv) xX#£ 0 igin «¢x,x>>0
kogullarini saglarsa (H, <+,*> ) ikilisine (veva H'ye) i¢ c¢ar-
pim uzayi denir. |

/2

H i¢ g¢arpim uzayinda, Xl =< X,Xx> 1 tanimlarsak

H bir normlu uzay oclur /1/.

Bxn = <x,x> /2

normuna gore bir Banach uzayi olan
ig¢ éarplm uzayina,Hilbert uzayi denir.

H ig éérplm uzayinda (X,y» = 0 ise x ile y' ye bir-
birine diktir denir ve .x_L‘y ile'gﬁsterilir. Bir ECH kiime-
sinin farkla elemaﬁlarl birbirine dik ise bu E kiimesine ortogo-
nal, ortogonal kilmenin her elemaninin normu 1- ise ortonormal
kiime denir. iki kiimenin elemanlari birbirine dik ise bu kiimele-
re de ortogonal kﬁmeler denir, |
xeT? H Hilbert uzayinda ortq-
normal bir kilme ise gagafidaki ifadeler denktir.

Teorem 2.5.1 A = ( x_ )

i) x¢ H ise x = °I}a{,x,() Xys
ii) A'nin Hrettigi alt uzay H'de yoZundur.
1ii) g x ||2 = §I<x’x“>|2 dir /2/.

/1/ Hewitt,E., Stromberg,K., s. 234,
/2/ Bachman .,G., Narici,L.,"Functional Analysi[s': Academic Press,

New York, 1972. s. 155. | -
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BOLUM III

SAYI DEGERLI VE SONLU L UZAYLARI UZERINDEKI
~ IzOMETRILERIN
NOKTA DUNUSUMLERIYLE KARAKTERIZASYONU

3.1 Gir;g ‘
(X,udx, b+ ) herhangi 6l§ﬁm uzayl oldugunda
L (X.Lzﬂ E"B) den kendi ilizerine tanimlanan izometrilerin ka-
rakterlzasyonu fonksiyonel- analiz1n onemli problemlerinden bi-
ridir. )

X uzaya: [0,1] aralagi, A Lebesgue Olgiimi ve B saya
cismi oldugunda 1 € p<oo ( p #2) igin 86z konusu izometri-
leri,ilk defa Banach karakterize gtmigtir..Banach /l/vde, fe;Lﬁ

p ,\[0 1] ' den kendi iizerine ©lgiilebilir bir fonksiyon ve
thiP = d(Aoy)/ dA olmak iizere L p(L0, 1] ,&4, A,8) dzerin-
deki T 'izometrisinin (T£)(x) = h(x)f(ty (x)) geklinde oldugunu
ispatlamigtair. Banach'in bu incelemesi pek mﬂkemmel_olmamakla
beraber bu konudaki ilk ¢aligma olmasi ve bu kqnuda.gallgénla-
ral1élk'tutma31 agisindan Onemli sayilmaktadir. Nitekim, daha
genel bazi durumlarda izometrilerin, Banach'in elde ettigi éek-
le (bazi farklarla) benzedigi Lamperti, Cambern ve Sourour ta-

raflndan gosterilmigtir.

J

/1/ Banach, S., Théorie des @peration linéaires, Mohografje

Matematyczne, Warsaw, 1932. s. 178.
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Lamperti /1/'de ; (X, , t+ ) sonmlu dlgiim uzaya, Lp
(p # 2) say1l degerli olmak iizere Lp ﬁzeripdéki izometrilerin
(P£)(x) = h(x)(iF(f?)(x) geklinde oldugunu ispatlamigtir. Bu-
rada F , F dﬁzéﬂn kilme izomorfizmince (tanim 3.1.4) indirge-
neh ve X Uzerinde tanimli 8lgiilebilir fonksiyonlar kiimesi tize-
rinde tanimli ddniigim ve ef(A) = &;(E“J(A)) olmak ilizere
In(x) 1 P = dau*/ ap dir. |
| (X, , i ) uzayinin C-sonlu ve herhangi 61§ﬁm uzayl
olmasi durumunda aéyl degerli Lp (p # 2) uzaylari lizerindeki
izometrilerin Lamperti'nin verdigi gekilde oldugu Boliim IV'de
iSpatlanmlstlr. : |

Cambern'da /2/'de ; X sonlu ve K éylrzlabilir Hilbert
uzayl olmak iizere Lp (X,K), (1£p<or p#2), tizerindeki pire-bir'ar_
'lten izometrilerin (Tf)(x) = U(x)h(x)(F (£))(x) geklinde oldu-
gumu ispatlamigtir. Burada h ileF yukarida agiklandigi gekil-
de ve U operattr degerli Bléﬁlebilir fonksiyondur, |

Sourour ise /3/'de ; B, ayirilabilir ve sifirdan fark-
11 iki Banach uzay1n1n_d;rek toplami olmayan bir Banach uzayi
olmak iizere Lp(X,B)Kigféwfﬂlﬁzerindeki bire-bir Srten izometri-
lerle, K ayarilabilir Hilbert uzaya olmak iizere Lp(X,K) tizerin-
deki izometrilerin (Tf)(x) = S(x)h(x)(P (f))(x) geklinde oldu--
éunuvgﬁstermiétir. Burada da h ile F yukarida agiklandiZi gi-

bidir, S ise X iizerinden B(veya K) iizerindeki sinirli operatdr-

/1/Lamperti,J., 8.461-462.
/2/Cambern,M., s8.17.
/3/Sourour,A.R., 8.129-130.
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ler kiimesine tanimli Sloiilebilir bir ddnigimdir.

Yukaridaki agiklamadan goriilecegi gibi,Lp uzaylara ﬁzerin-
deki izometriler karakterize edilirken, GC-cebirinden kendi lize-
rine tanlmlanan ve‘dﬁzgﬁn‘kﬁme izomorfizmi denilen F? dﬁnﬁsﬁmﬁn-‘
den yararlanilmaktadair.

Bu bsliimde Cengiz tarafindan /1/'de ispatlanan teorem
3.1.2'&en yararlanarak sayl degerli ve sonlu Lp uzayina izpmor—
fik bir Lp'ﬁzerindeki izometrilerin nokta dSniigiimi yardima ile
karakterize edilebilecegl gbsterilecektir.

Simdi bu amaé iéin gerekli ©n bilgileri verelim :

- pozitif ve &;(X) =1 olmék tzere (X,4, tL) blgﬁm u-
zayl verilmig olsun..H 'nmin B(A\B) + EL(B\ A) = 0 kogulunu
saglayan kiimeleri bir denklik sinifi olugtururlar., Herhangi
Ae¢ < kxiimesinin denklik sinmifim A ile gtsterirsek
A ={ 8:0c4] atlesi; AaB = (ANB)", AvB = (AUB)",

(X\\A)’ ile tanimlanan A, v ve (/) iélemlerine gbre

/7
(X)
bir Bool cebiri olur. e (R) =ff(A) ile E.ﬁlgﬁmﬁnﬁ tanimlarsak

(A, Q. ) bir 6lgiim cebiri olur /2/.

Stone teoreminden (Teorem 2.4. 2),S tamamen baglantlszz
kompakt Hausdorff uzayi olmak ﬁzerenﬁ4 s S'nin kapala- aglk kii-
melerinin & (S) Bool cebirine izomorfiktir. Bu.izomorfizm,

g A=A, @) ={tes s 6 =1} dir.v’ (A= p(h)=
p(a) ile A (S) Uzerinde bir v’ tam pozitif normallegtirilmig

/1/ Cengiz,B.,Siirekli Fonksiyon Uzaylarinin Bazi Ozellikleri
(Dogentlik Tezi), 1976, 8.111.
/2/ Lacey, H.E., s.121. |
/



Blclimii ténimlanlr. Teorem 2.4.4'den S tizerinde, &} (S)'ye sinir-
landiginda v’ ile gakigan tek bir v reguler'Borel dlclimi vardar.
u4.‘,-tam oldugundanxfﬂ(s) fktamdlr. Kesim 2.4 den ¢~tam Bool
cebiri iizerinde tam pozitlf normallegtlrilmis Slgim varsa bu Bo-
ol cebiri tam olacagindan & (S) tamdlr,‘bu ise S'nin agiri bag-
lantisiz clmasini gerektirir. O haldevS‘aslfl baélantlsiz ve ta-
mamen baélantlslz kompakt Hausdorff ézayldlr. - - |

Teorem 3.1.1 Her Ay (i=1,2,....,n) S'nin bir Borel
kiimesi olmak iizere Z: c;K Ay basit fonksiyonu verilsin. Her
l £ p<eo ve £>0 .sayilara vernldiéinde U16u94(s) (i=1,...n)
olmak lizere %(g -nPavcee e§1t51z11g1n1 saglayan bir
h = gaciKUi basit fonks1yonu vardir /1/.

Teorem 3.1.2 Her 1 £ p<eo 3igin Lp(X,u“l, i )'den
_Lp(S,uJ)'ye norm koruyan bir lineer izohorfizm vardir ve bu izo-

morfizm ayni zamanda bir latis izomorfizmidir /2/.

Peorem 3.1.3 (. (9), tt) 6lglim cebiri ve.ﬂ‘}(s) de pu ile

gaklsan'v regiiler Borel Ol¢lmi verilmig olsun. S'nin herhangi
Borel kilmesi B, & (S)'nin bir U elemanina v - denktir.(yanl
Y (U\B)+ v (B\U) = 0) /3/. | |
Tapim 3.1.4 (X, , L) herhangi bir 8lgim uzayi ol-
sun.tjﬂ ‘dan & 'yva null kiimeler modiiliine gdre éanlmlanan ve.
asaéldaki koéullarl saglayan F dﬁnﬁéumﬁne diizgiin kiime izomor-

fizmi denir.

/1/ Cengiz, B., s. 109.
/2/ Cengiz, B., s. 1lll.
/3/ Cengiz, B., s. 114.
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1) PF(X\A) = F(X) \F(4) , Ae o , -
ii) F(£§ An) = ;2 F(An) » her n ig¢in A ¢ A ve
n#kigin A NA =9 ,
iii) e[F(A)] = 0 olmasi igin gerek ve yeter kosul
E(A) = 0 olmasadar. v |
X iizerinde tanimli sayi degerli ve blgiilebilir fonksi-  ¢
yonlar kiimesinden kendi lizerine, F diizgiin kiime izomorfizmi yar-
dimyla bir F lineer donliglimii tanimlanabilir. Bu f dﬁnﬁéﬂmﬁ,
K, karakteristik fonksiyonu igin f(KA) = KF(A) ile tanimla-
nir. F'nin diger fonksiyonlara geniglemesi /1/'de verilmigtir.
Baylece‘elde edilen ; doniligiimii h.h.y. de yéklnsamayl korur:
yani , : ' | | | f
eger h.h.yf de lﬁm f (x) = £(x) ise A |
h.h.y. de lim ( F(£))(x) = (F (£))(x) dir /2/.

3. 2 Izometrinln Nokta DonU§dmﬁyle Karakterlzasyonu

L (8, 7V )'den kendi dzerine tanimlanan izometrinin
karakterizasyonunda kullanilan diizglin kilime izomorfizmlnln bir
nokta ddniigiimiyle elde edilebilecegini gosterelim.Once .ﬁ4(s)'den
'vﬁ4(S)'ye tanimlanan diizgin kiime izomorfizmi iéin ispatlayalam :

F: oA (S)——4 (3) dﬁzgﬁn kiime izomorfizmi olsun.

X € S alalim ve x'in kapali-agik komgululuklari a11331ni ﬂ)?
ile gbsterelim. Wj%x), uﬁ4(s)' de bir siizgeg olugturur.Gergek-
ten 5 V; , Vy ¢ Nj?x) ise V, ve V, kapali-agik dolayisiyla

/1/ Doeb,J.L., Stochastic Processes, Wiley and Sons, New York,

1953. 8. 453-454,
/2/ Cambern,M., s.10.
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Vlf\ V2 ‘ kapall-aglktlr, ayrica X € Vl' ve X € V2 oldugun-
/
dan x ¢ V; 1V, dir. O halde V;N V, ¢ ’\}(x) olur.
p&?%) - (k}kx) oldugundan

N
/

(1) ﬂ{ V:Vve ”\/a(/x)}=ﬂ{v : vea’\}(/x }Dﬂ{ ﬁ:Ue'\)‘(xj
dir.

Yerel Kompakt Hausdorff uzayin tamamen bé?lantlslz olmasi
igin gerek ve yeter kogul her noktanin kapali-agik koméuiuklarl-
nin o noktada bir komguluk tabani oluéturm381d1r. Bu'koéul kapa-
li-ag¢rk kilimelerin uzayin topolojisi iéin bir taban te§kil etmesi
ile aynidar /1/. Bu Onerme ve S'nin tamamen baglantisiz kompakt
Hausdorff uzayis olmasindan her U éﬂ\}(x) en az bir Ve W}L;x)

igerir dolayisayla
\ 7/
(2) ﬂ{u:uef_\}(x)}jﬂ{v:ve‘\}(x)}
olur. (1) ve (2) bagintilarindan :
. /
elde edilir. S kompakt Hausdorff uzay oldugundan teorem 2.1.2 den

(3) “ {x}=(\{ﬁ:t1€'k%x{}=n{v : V € \ﬁ;ﬂ

olur.

/1/ Cengiz, B., s. 108.
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9imdi de F( qv9"(/x))' i g6z6niine alalim : F diizgiin

» kiime izomorfizmi, AU B = ( ANB)UB ve (A\B)MNB =9 ol-
dugundan F( AUB ) =F ( A\B ) UF (B) olur, Buradan :
F(ANB) =F (AUB)\ F(B) , F ( B\A) = F ( AUB ) \ F(A)
elde edilir. Buna gbre :

F (‘A\B )UF (B\A) =F(AUB\ [FBNFMA)] =
[rC a\BUF (B\DMUFANB] \[F (BN F (1)

olur. Buradan da
F(AN B) = F(A) N F(B)
elde edilir. . !
F(Vy) , F(V,) € F( r\}’(x)) ise P(V,) N F(V,) = F(vlnvz):
ve VNV, € I, oldugundan | |
P(Vy) N F(V,) € F( \37,)) -
olur, dolayisiyla F( <\9‘Zx)) ’ v (S)'de bir siizge¢ olugturur. |
F, v (5)'den A(S)%e oldugundan FIV) = F(V) dir, bu neden-

i
i
1
|

le
w m{ﬂw’vg(\}(/x)}zﬂ{F(V):ve ‘\5‘(,::)}

olur. (4) nolu e§1t11kteki kimeye D diyelim. .

ye D alalim. y¢ ﬂ{ F(V) : V € r\}/(x)j oldu-
Bundan her V € ‘\}/(x) icin y € F(V) dir ve F(V) ler ka-
pali-agik kiimeler olduklarindan y'nin koméuluéudurla’r dolayi-

s1yla
/ / ..

dir. .
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Herhangi bir U ef\}( ) alalim ve x ¢ F 1(U) oldu-
gunu varsayalim. Bu durumda xe S\F~ (U) olur. l(U) kapa-
li-ag¢ik oldugundan S \F'l(U) kapéll—aglk olur ve dolayisiyla
S \F'l(U) € 6\9(‘;) olur, buradan y € F(S \F"l(U)) elde edi-
lir. Halbuki [S\FY (W] NFU) = 9 oldupunden

F(S\FX(U)NU =9
olur. Bu ise geligkidir ¢iinki, ye U ve yé& F(S \F"l(U)) d1r.
Demekki x¢F l(U) dir. Bbylece U ¢ F( (\}(x)) olur. Her
U € (\}(y) igin U e F( C\}x)) ‘0ldugundan

' / 7
(&) - Vi < Vi)

olur. (5) ve (6) bagintilarindan
/ p
P Vi) = Vi
elde edilir.
’ ; b

F( ‘r\}(x)) y'nin kapali-agik komguluklar siizgeci ve
uzay kompakt Hausdorff oldugundan

. ~ , —
olur. Yani D bir tek nokta kiimesidir.

Bbylece &4 (S)'den A (S)'ye, F dlizgiin kiime izo-~

morfizmi yardimiyla;

¢ n{v : v,gf\}(lx) }: {x}-—-———> {y} =n{F(V) : Ver\}(x)}

seklinde bir ¥ nokta donugdmu tanimlayabiliriz.
Jimdi, bu nokta donusdmd ile F kiime donu@mundn gaklg-
tizgina yanl her A € A (8) igin ¥ (A) = F(A) olduBunu gos-
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ye4(A) olsun. O zaman en az bir xeA vardir Syleki
/
{y} =ﬂ{F(V) : Ve'\%x)} air. ae2(s) ve A,xapali-agik kiime
oldugundan her noktasinin ve dolayisiyla x'in bir komsulugudur

/

yani A é‘\ﬂ(‘x) dir.Buradan y ¢ F(A) olur. BBylece
(7 y{(4) € F(A)

elde edilir,

- §imdl de ye F(VA) olsun faltat y, ¥(A)'nin elemani olmasin.
O zaman her bir xe A ig¢in en az bir V. € ‘\ﬂz;) vardir Syleki
y¢F(Vx) dir., A- kapali ve S kompakt oldufundan A kompakttir do-

layisiyla A‘yl Orten Vx' lerden sonlu tanesi A' y1 Ortex bu neden~.

le A
n .
U _MNA) =A
i=1 %5
elde edilir,
n-1
U =v U =V V 9 ..',U =v UV di elim.
1 x* 2 x?_\ Xy n xn\ i %3 y

2 n ,
L";{ Uy =£E.{L vxi ve UM UJ =@, 14 3, oldugu agaktbir,

Buradan |
. n-4 3 ke 4
P(U) = F[Vxn\ A )] = F[ Y%(\(S\(gfx}ﬂ

n~4 Pyl ‘
= B ) NEENU T = v ) N[Re)\ r v, )]

ve y¢ F(V, )yn = 1,2,... oldufundan her n igin y¢ F(U))
n ‘ !
dir.

n
A = Ui(UiﬂA) ve U, ler ayrik olduBundan
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P(A) = UJ F(U; (1 A)
olur, _L;"
Her i dginy éF(Uiﬂ A) oldugundan y¢ F(A) olur.Bu
ise ye¢ F(A)' olmasayla geligir, o halde ye F(A) ime y<& Y (A)

dir, yani
8 F(A) C Y(A), her Ae(s)

dir. (7) ve (8) bagintilarindan
F(A) = y(A)‘,‘ her A& (s)

olur,

B6y1eceu£4(3)' dendué1(5)'ye tanimlanan F diizgiin kiime
izomorfizminin'y nokta doniligimii 1le karakterize edilebileceéi
gosterilmig oldu. ‘ \ |

Simdi Lp(S,v) uzayinl gtzbniine alalim. Bu uzayda G-ce-
biri £ Borel cebiridir. ;5 'den ag'ye diizgiin kiim’e izomorfizmi F
olsun. Teorem 3.1.3 dem her B & _\BBorel kiilmesi bir Aéﬂ(s)'ye

v -denktir. F(B) de \g.'nin elemani olduZundan F(B)'de bir

e A (S)'ye y-denktir.Boylece B 'den B 'ye B——F(B) donigil-

miiyle ﬁ(s)'denﬂ’(s)'ye A—s A doniligiimiinii elde ederiz.Dlz-

gin kiime izomorfizmi simetrik farklarimin ﬁlgijmii' sifir olan kiime-

ler lizerinde ayni oldugundan B Uzeriudeki P danugumay¢4(s) |
{izerindeki diizgiin kiime jzomorfizmi ile aynldzi'.Bu nedenle yuka-
rida elde edilen) doniigimi, B ‘den ,3'ye olan diizgiin kiime izo-

‘morfizmiile elde edilen nokte dSniiglmiyle aynidir.
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Agiklama 1. Ispatimizda &"yij tam pozitif ve Ww(X) =1
aldik. tL(X) <oo oldugunda (4 normallegtirilmig olmaz.Bu durum-
da (:L' = l._k/lgl alarak normallegtirilmig 6lg¢iim elde edilir,bu-
nun yardlmylauQQ’ (S)'de 1, ve S ijzerinde,u‘z?(s) 'ye sinirlamasi |
2/ olan bir v regiiler Borel Slgiimi elde etmek mimkiindiir. O hal-
de yukarldaki ispatimiz,herhangi sonluﬂ__‘gilgiim' igin de doérudﬁr.

Agiilama 2. T : L (8,04 (5),v) — 1.(5, AKs), v)

izometrisinin gu gekilde

(T£)(x) = h(x) (F(£))(x) |
oldugunu biliyoruz. g\,F ile elde édilen nokta doniigimii olsun
KAe Lp alalim. K,'nin T ile gériintist :

(TKy) (x) = B(x) (F(K,))(x)

)
dir.F(A) = Y(A) dersek

- . 1, x¢ Y{—i(A)
F(KA)(X) = KF(A)(X) = IX“I(A)(X) ={ -1
0, x¢ Y (4)
1’ X‘(X) éA
={ =(KA° X\')(x)
0, yMx)¢ A

elde edilir.Bu durumda ise T gu gekilde olacaktair:
(P£)(x) = h(x) (Kyo§)(x),

n
Simdi de 8 = ,z‘:c K, € L_ basit fonksiyonunun T ile
| T e 1Ay P ,
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gorﬁntdsundn geklini arastlrallm-
F(s) = Z}ciF(KA ) ..E o1 (Ey, o) = soy

olur. Buna gore de

(#5)(x) = h(x) (s0¥")(x)
elde edilir.
Simdi de herhangi f¢ Lp alalim, O zaman,basit fonksiyon-
lar Lp'de yogun oldugundan en az bir (.Bn) basit fonksiyonlar di-
zisi vardair dyleki 1ém,sn(x) = f(x),h.h.y.de dir. F,h.h.y. de ya-
kinsamayl korudugundan lgm F(sn)(x) =‘F(f)(x),h.h.y, de olur.Buna

gdre de
F(f)(x) = lzzllm F(sn)_(x) = lrilm (9n°b‘5(X) =.(f_oY)(x)

)
elde edilir. X
‘Demek ki Lp uzayl izerindeki T izometrisi verildiginde ¥

bir nokta donligimid olmak iizere bu T izometrisi

(Tf) (x) = h(x) (fo}*)(x)

§eklinde'ifade‘edilebilir.

Simdi,sonlu L (X Jﬂ;tt) uzayl ve bu uzay lizerindeki T
izometrisi verlxdiginde teorem 3.1.2 den bu uzay, L (S (S), v)
uzayina 1zometr1kt1r bu izometriyi ¢~ ve 4 ile bﬂ@(s) arasindaki
doniiglimi T ile gbsterirsek T'= c-oTec-tve F’ = T oFoT © ile

’
Lp(S,u ) tizerinde T'izometrisini ve 24 (8) tizerinde de F doniiglim-



40

lerini elde ederiz. F'ile elde edilen nokta d8niigiimiini {' ile gos-

terirsek
(Tg) (x) = B(x) (goy)(x), gel (S,)

elde ederiz..
Sonug olarak, »Lp verildiginde 6lgiim uzayl degigtirilerek
ad1 gegen izometri esas itibariyle bir nokta dbndgdmﬁ ile elde -

edilebilir gekle donugtdrdldr.

3.. Sonug

Bdylece, sonlu ve sayi degerli Lp uzaylary tizerin-

deki izometrllerln, bir nokta doniliglimiiyle elde edilebllncegi

gbsterilmis olmasina ragmen (G -sonlu ve sayl degerli Lp uzay-

lari ile sayl degZerli herhangi L uzaylar1 iizerindeki izometri-

P
lerin bir nokta dﬁnﬁsﬂmﬁylﬁ elde edilip edilemiyecegi,Uzerinde

caligilmaya deger bir porblemdir.
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BOLUM IV

SAYI DEGERLI HERHANGI L_ UZAYIKDAN

p
KENDI UZERINE TANIMLANAN IZOMETRILERIN

KARAKTERIZASYONU

4.1 Girig

; Bu bdliimde; (X,pﬂg ’ (:L_),o"-'-sonlu 6lciim uzaya ve Lp(x,
VZD'Q", tt) ,P:F2,8ay1 degerli olduéunda,Lp_uzaylndan kendi izerine -
tanimlanan izometriler igin Lamperti tarafindan /1/ de iddia e~

dilen ancakjuzayin sonlu olmasi durumunda ispatlanan geklin,uza-

yin (*sonlu olmasi durumunda da dogru oldugu ispatlanacaktir.Da-
ha sonra Cengiz tarafindan /2/ de ispatlanan teorem 4.3.3 yardi-
miyla, (X,\}q’, () herhangi 8lglim uzayi olduéunda,sayl deéérli Lp,
1€ p<eco , p # 2, i{zerindeki igometrilerin de Lamperti tarafin< -
dan /1/ de verilen gekilde oldugu,ispatlanacaktir,
Jimdi bu amag ‘igix{ gerekli bir teoremi_ ifade edelim:
Teorem 4.1.1 f,geLp(X,\%‘, (A) olsun. _
i) p=221ise |f+ g ni +IIf-g ug 220l £ H§+ﬁg5§%

. . p . P P P
ii) O« p 42 ise ||f + g ”p + [[£ -2 ”p € 2(] f-||p+ Hgﬁp)
iii) p+#'2 igin i) ve ii) de egitliZin saglanmasi igin ge-
rek ve yeter kogul h.h.y. de £(x).g(x) = O olmasidar /3/.

/l/Lamperti ,;c 0 83461"462-
/2/ Cengiz,B.,s8.101. '
/3/ Lamperti,J.,s.460-461.,
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4.2 (- sonlu Lp Uzaya fizerindeki Izometrilerin

Karakterizasyvonu

Teorem 4.2.1 (X, \}4 H‘) Gisonlu olgdm uzayl
olsun. p:# 2 olmak izere L (X, L¢¢ L) uzayindan kendi iizerine
taniamli T lineer operatorﬁ,

1 A = £ » f e
(1) f lp = u. l, + her eLp
, _ . ) |
kogulunu saglarsa; F, Blcgiilebilir sayi deferli fonksiyonlar kii-
mesl Uzerinde tanimli ve F diizgiln kiime izomorfizmi ile elde e-

dilen dinligiim ve h, say1 degerli bir fonksiyon olmak ilizere T su.

gekildedir :
(2) (T £)(x) =h(x) (F ( £))(x) ;
efer W' dlcimil, ((A) = EL(F—I A) geklinde tanimlanirsa
(3) F(X)" de h.h.y.de |h(x)|P = au¥ au
dir.
Kargit olarak, 8lgiilebilir fonksiyonlar kiimesi.#zerin-
de tanimli ve F duzgﬁn kilme izomorfizmi ile elde edilen E donli-

giimii ve (3) kogulunu saglajan h(x) igin (Tf)(x)=h(x)(F(£))(x)
ile verilen T lineer operatdrii Lp'den Lp'ye bir izometridir /1/.

/1/ Lamperti, Jo' 8. 461"462 .
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ispat . L (X \)‘4 g) ve L (X JZQ' V&L) uzaylan
ayni ve E' 20 oldugundan H. blgﬁmdmi pOZ1tif alabiliriz. Bu-
nun sonucu olarak, her n igin &(Xn)<oo ve m# n igin
X, X, = § olmak Uzere X =n°L:Jixn yazabiliriz (ispatimizda
X 'i daima bu anlamda kullanacagiz). T : Lp———-> Lp lineer
operatdriiniin (1)' i sagladigin1 varsayalim ve A "dan =4 'ya

asagidaki gekilde bir F donligiimi tanimlayalim :

8

(4) ‘ F(A) =0L{ supp( T KAan),

Burada, t}. (AN X )< oo 61duéundan KAﬂ XE Lp dir ve do-
n , -

layisiyla TKAn X tanimlaidar.
$1mdi, (4) ile tanimladigimiz F ddnﬂgdmumjn diizgin ki-

me izomorfizmi oldugunu gdsterelim :

\ A ve B A 'da ayrik herhangi iki kiime olsun. A ve B

ayrik oldugundan h.h.y. de K (x) . K (x) =0 d1r. Dolayi-
En X BNX,

siyla teorem 4.1.1 den

(5) Iy nx *+ KpAx llp+||KAnX - Kpnx ”p =
. n n a n p n n p
p p
2( "KAﬂXn ”p *"Kann llp )

olur. T'npin lineerligi, (5) ve (1)'den

P p
e LIV T 1o & llé | anx, " TKann'Hp =
’ R: D
2¢ | TKAAX, Ilp + ITRpny Hp )

dir.
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Teorem 4.1.1 ve (6)‘;*

(7 _ h.h.y. de TK (x) . TK (x) =0
_ - ANX BNX
n n
olmasinil gerektirir. Bu ise ayrak kiimelerin karakteristik fonk-
siyonlarinin T ile gtriintiilerinin desteklerininvayrlk oldugunu
ifade eder.
A, BGA/Zﬁ ve ANB =0 olsun. F'nin tanimindan;

=] , oo
F(AUB) =U supp (TK . ) = U supp (TK : =
h=4 (AUB)NX n=4 (ANX YU (BNX )
n n n
o0 ' :
Agﬁ_ﬂupp (TKAan + TKBF\Xn) ~olur. Bu egitlik ve (7)'den
0 ouo J
(8) F(AUB) =nL=)' supp(TKAnxn)U nstupp(TKBan) =
|
= F(A)U F(B)
olur.

(8) egitliginin sayilabilir bilegim igin dogrulufunu
aragtiralim : Bunun igin k1=¢ ko igin Ak{ﬂ Akz = f olmak

o [o =] o0 ) .
iizere Aak!:.,iAk iken F('LJLAK) =;}=JLF(AK) yani

. i oo L oo
(9) hgisupp T(K - ) ;éi[%gisupp (TK )]
an‘(ﬁiAk) ' ) X Ay
. m
oldufunu gbstermeliyiz. Herhangi n igin, s_ = :%K ,
"X NA
n" Sk

[« 4]
8 ==K ~ diyelim.

XN A ,,
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ool -[IF Pa L Ex
g -8 =/ | K (x) | a4 2 K d
B A k= X NA " I kame X, NA, a
=4{ “Ox m&k H‘( y"“‘x Nhe) = o) s O
! k:mH n - '

O halde s ., L ' de s'ye yakinsar. T siirekli (sinirli) olduZun-

p
dan
> 'z:
(10) T(s) = T(g} KxnnAk) = l;m T(s,) = lim T(KX na, )
>
= T K
= T K A )
olur. (10) egitliginden
\
oo o
(K o ) = T(k;iK kii T(K )
kg(XnnAk) = XﬂA = XnﬂAk
olur. Buradan,
fave) oo
L)aupp T(K ) = U supp (L T(X ))
ﬂ(UAk) n=t k=1 XNA
n k
oo ©Q
= U U supp T(K )
n:-l k=i XnmAk

bulupnur. Boylece (9) egitligi saglanmig olur. Demekki

(11) F (k=| Ak) =I4L.-.J| _F(Ak)

dar.
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X

]

AU(XN\NA) ve AN(XN\A) =9 oldupundan ve
F(A)UF(X \ A) dir. Buradan, |

(8)'den F(X)
(12) . RMX\A) = F(X\ F_(A)

olur.
Simdi de tanmim 3,1.4 'deki 3iii). kogulunun saglandi-

gin1 gbsterelim :

. 0 : 2
e: 0 = H[F(A)J = @[ nL;’L supp(TKAth)] =“§£ (._L[supp(TKAan)]

ve 2 0 oldupundan her n igin h.h.y. de . TK (x) = O
N ANX
' n

dolajrlsn.yla ” TKAan “p =”KAﬂXn “p = 0 olur, Bq ise h.h.y. de

K (x) =0  demektir. Bunun sonucu olarak, her n igin _H(AﬂXn)=O
ANX
n _ - }

[~ o] ' .
dolayisiyla nZ:,LEL(Aan) = u(a) =0 olu?.
= &{(A) = 0 ise her n igin g.(Anxn) = 0 , dolayisiyla

h.h.y. de K (x) = 0 olur. Buradsn h.h.y. de TK (x) = O olur.
Af\Xn Af\Xn

Bunun sonucu olarak‘ &'[supp (?KAan)] =0 ve dolaylslylg

tk[F(A)] =n2;1 tk[supp(TKAan)] = 0
olur. Bdylece,

(13) . ‘ &[F(A)] = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul
H(A) = 0 olmasidar.
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Boylece, (11), (12) ve (13) ile tanim 3.1.4 'Un  ko-
gullari saglandifindan (4) ile tanimlanan F ddnigimi bir diizgiin
kiime izomorfizmidir. | |

H(Xn)<ao oldugundan Ky € Lp dir ve dolayisiyla

n
TKy  tamimlidar . b (x) = TK (x) diyelim., S
X

. supp hn
n

n

olsun. m# n igin anﬁxm‘= [ oldugundancjf(snf\sm ) = 0 oldu-
gunu yukarida g@stermigtik. Buna gére S =}len olmak iizere

h (x), xe S,

h(x) = { _
‘ o, x é S

geklinde bir h(x) fonksiyonu tanimlamak mﬁmkﬂndﬁi.

$imdi, herhangi bir Ae_=f , ((R)<eo  kiimesi
verilmig olsun. A =j;a( ANX, ) dir. Burada AfWanb kiimeleri
ayrik olduéundan supp (TKAFWXn) lerin kesigimlerinin 8lc¢limii s1-

fir olur. Bu nedenle ; \

rL ' 43
K, = lim 2 K ‘oldugundan T(K,) = T(lim J K )
rn k=t ANX, n kAN,
n . oo '
= lim © T(X ) = 2 T(X )  olur. Ayrica,
nokANX, = ANX ~
7 n
g > i =0
{T(K ) :neR } ayrik oldugundan suppT(KA) =}ﬂ_suppT(KAnX)
,Aﬂxn , n

o ,
olur.Buna gtre, h.h.y. de F(A)=A£LSUPP(TKAr\Xn) = Supp (TKA)
elde edilir. Buradan hemen her x & supp (TKA) eleman1 sadece
bir tek n=n. di¢in supp (TK ) 'e ait olur ve dolayisiyla
o AﬂXn
TK,(x) = TK (x) - = hn(x),= h(x)
Aan o

o .
olur,
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Yukaridaki egitliZi hemen her X icin yazarsak.;

(14) TK(x) = h(x) . K () =h(x) . F (K))(x)
A F(A) A
elde ecderiz. Eurada F(K ) = KF(A) dir. Boylece (2) esitli-
ginin karakteristik fonksiyonlar iglh dogru oldupunu gbstermig
olduk. Ayni egitligin basit fonk51yon1ar icin de dogru oldugunu
gﬁsterelim :
Vi
s=?:c.K , i4 3 id¢in c, # c,; ve her i dg¢in
‘ i=a 1 Ai . 1 -j )
Aie¢J4 olsun. T lineer oldugundan ve (14)'den ;

n

P(g) = & ¢.,TK, =
(3) = I 04Ty

™=

' . YL ——
n.F(K, ) = h. DL c;F(K, )

-
[

- - '
) L'—'d i .

Simdi herhangi bir f € Lp alalim. tg-integrallenebi;
1ir basit fonksiyonlar Lp' de yogun oldupundan en az bir (sn)
basit fonksiyon dizisi vardar, Byleki

l‘sn-f“—-——'r-{——}o
dar. Bu ve (1) den

N2e, -2\ —— ©
olur ve dolayisiyla Ts 6lgiimde Tf'ye yakinsar. Buradan Tsn'
nin en az bir alt dizisi h.h.y. de Tf'ye yakinsar. Bu nedenle
Ts_'nin hemen her yérde‘ Pf'ye yakinsadifini kabul edebiliriz.

n
Buna gbre EiQUmﬁ g1f1r olan bir kiime disinda 1im&sn(x)=Tf(x)Am



49

Bu ve E’nin h.h.y. de yakinsamayl korumasindan

h.h.y.de T£(x) = lim Ts (x) = lim(h(x).(i‘-(an))(x))
e n

=h(x).Lim(F(s,) ) (x)= h(x)(F(£))(x)

elde ederiz.

' L_'de farki null olan fonksiyonlar ayni kabul edildi-

DY
ginden
T£(x) = h(x).(F (£))(x)
bulunur,
| Simdi de (3)'iin saglandiZini gosterelim :
(1), (2) ve (14)'den 5lgimi sonlu her A €_2¢ igin
p P
(15) u =[x | = ffm, || |
p p:
P P
=_/Th(x), 'K (x)l -/r Ih(X)I dH
X Fa) F(A)

elde edilir. Ayna egitligin herhangl bir re 4 igin de dogru

oldugunu gtsterelim :

= LJ Af)Xn) olsun, m# n igln X f\X = 0 oldugun-
dan F(A) = ‘D’ F(Anxn) dar. £, (x) -1n(x) | K, (x) tanim-
n=i (JF(Anxn)

n=i

D .
larsak, O £ fl(x) £ fz(x) £ viees & [0(x)] ~ ve h.h.y. de
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lim fk(x) =|h(x)|P olur. Bunun sonucu olarak /1/'den
k
| | ' P
1&mffkdtx =f|h(x)l apt
F(A)
olur. Halbuki bu

~egitligin sol tarafa &F(A)’ya egittir ¢iinkii,

!

/ o - Uk,

lim/ f de = 1lim /| h(x) K (x) A =
k A

k &% UP(ANX,) e

n=t

l

k - P g
111?::1”__21 [ n(x) | ap = lim nZ;I &(gnxn)
F(AﬂXn)

[eo)
n}i (AN Xp) - o (8)

|
dir,.

tC(B)

“ EL[ F'l(B)] oldugundan tﬁ, H:eﬁreklidir.
Gergekten : '

fl

A = Fi(B)

)
B =U supp(TX )
0=t ANX,

olsun. Buradan F(A)

dir. ((B) = O iseg her n igin E{supp(TK

)] = 0 dar.
_ Xn
Dolayisiyla h.h.y. dé

TK (x) = 0 dir. Buradan her n igin
A(WXn ‘

h.h.y.de K (x) =0 dir. Bdylece her n i¢in
AF\Xn ,

tL(AﬂXn) =0

/1/ Dunford, N., Schwartz,J.T., 8. 151.
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olur. Dolayisiyla . &:F(B) = tL(A) = 0 elde edilir.
*

tL ’ vtL-sijrekli oldugundan Radon-Nikodym teoreminden -
(Teorem 2.3.4) | |

(16) wa) = WiFrW] 2;[,4)%57 du

dir. Radon-Nikodym tiirevinin tekligi ve (15) ile (16) dan

P |
F(A)'da huhy. de | h(x) | = quf/ ap

-olur. Dolayisiyla her n igin F(X)' de h.h.y. de
- P o _ ‘
| n(x) | =4/ dfk  dir. m+# nigin X NX =9 ve
. - w ‘
H [F(Xn)ﬂ F(Xm)] = 0 ve ayrica F(X) = nL_)‘ E(Xn) oldugundan

. P .
F(X)'de h.h.y. de [n(x)] = ap®/ ap

olur,
Kargit olarak, (2) ile verilen T'nin Lp'den Lp' ye bir
izometri oldugunu gosterelim :

F ©6l¢lilebilir fonksiyonlar arasinda bir déniigiim oldu-

fundan her f € L_ igin F(f) Slglilebilirdir ve ayrica h'de

P
Slglilebilir oldupundan h.F(f) olglilebilirdir.

$imdi f =K, € L, alalam. TK, (x) = h(x)‘l;(KA)(x)‘ d12.

P P _ P P |
Sl @l ap = [lacol 15, 0l a H =/lh(x)l aph <20

F(A)

dir. Ohalde K, € Lp ise TKAG Lp dir. Benzer gekilde
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Ve . .
E iKp L ige T3 =T TK lur.
2% i€ p. - ise (53 ci Ai ?%01 Ay olur,

Buradan i =1, 2, 3;...., n ig¢in TKA € ‘Lp oldugundan

‘ | , i |
Ts € Lp olur. Simdi de herhangi bir fe.Lp -alalim. O zaman Lp'de
en az bir (s ) basit fonksiyon diz1si vardir Oyleki,

g - £l —— O - dar. Dolay131yla h.h.y. de lims (x)=f(x)
n P n n n ‘

ve F h.h.y. de yakinsamayl korudugundan, yani limF(sn)(k)'z
n

( E(f))(i) olduZundan :
p P
(17) “ Ts, - Tf ll = ﬂ(Tsn)(x) - (Tf)(x)l dp
P | , _
b _ - ' P
=ﬂh(x)| |F(s) (x)F(£)(x) | au—o0
-
dir.
Boylece, (sn) basit fonksiyon dizisi'Lp'de oldugundan
Tsn, Lp'de bir dizidir ve Lp'de Tf'ye yaklnsamaktadlr,.yani Ts, »
Lp'de bir Cauchy dizisidir. Lp tam oldugundan Tfe_Lp dir. Sonug
olarak (2) 1le verilen T, Lp'dén Lp'ye bir doniigimdir.
Simdi, T'nin izometri oldugunu gosterelim :
- P
Ky€ L, olsun. Buradan TK, = h. F(K,) , [n(x)] =du/dp
dir.

P

P [y P
) |, | =ﬂh(x)( | F(x,) (0] d&:f | 2o | ap.
P

X F(A)

=tf[F(A)] = tL(A) =/KA_’ith.= H KA HP
o X _
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dir. v
- ‘ P 23 P
s =§1‘ciKAie L, lise' |Ts Hp =J§i ciTKAi(x)‘ qL

P n | .
Lley l lTKA (x) | ap = 2 eyl flTKA (ol ap

i
x &t x 1

" Y
iz

| % p , b
= le,l (Ay) = ||'s |
I e Y ot | ”p
elde edilir. _

£ €. L ise Lp' de f'ye yakinsayan en az bir (sn)

p
basit fonksiyon dizlsi vardir. (17)'den “Ts - Tf“-————+ 0

oldugundan,

”Tf”p = 1gm ||Tsn “p 11m " sn |] ” f ”

bulunur.

! BUylece teoremin ispati tamamlanmig olur.

4.3 Herhangi Lp Uzaylari Uzerindeki Izometriler

’ Bu kesimde (X,JZ4, &L) herhangi ©l¢iim uzayi ol-
dugunda Lp(X,uﬁq’, (L) tizerindeki izometrileri karakterize ede-
cegiz.

Norm izomorfik iki Lp.uzayl Banach uzayi olarak ayni
kabul edildiklerinden bunlardan birisi iizerindeki izometri, di-
geri iizerindeki ile aynidir. Bu nedenle, Lp(X,kﬁ4 s B )’ye
norm izomorfik pargalanabilir Lp(ijS_, A ) dzerindeki izometri-

leri, karakterize etmek amac1m1z‘igin yeterli olacaktlr.
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Lp(X,VdJ', ' ye norm izomorfik Lé uzayi bulmak, teorem'4.3.3
ile her zaman‘mijmkijn olmaktadir. Simdi,_ gerekli tanim ve teorem-
leri verelim, |
Tanim 4.3.1 Herhangi blgiilebilir A ve B kilmeleri igin
(L (ANB) = O ise A ve B'ye tx.-ayrlkkve‘ H(ANB)+ L (B\A) = O
ise bu kiimelere E-denk kiimeler denir, |
Teorem 4.3.2 X ilizerinde 5lgiimi sonlu ve kesin olarak
pozitif olan kijm‘eler ailesinde (o -ayrik kﬁﬁelerden olugan alt ai-
lelervarés‘lnda en az bir maksimal 'ola’niy vardir. H boyle bir mak-
simal aile olsun. (=sonlu Olgiilebilir herhangi bir B kiimesi ve-
rildiginde F'de Py, Py, ..... gibi sayilabilir goklukta ele-
man vardir oyleki, B'nin Fn'lerin bi‘legiminin d_iélnda kalan kis-
minin 8lgiimi sifirdar. Ozel olarak X, (Z%sonlu ise 63}‘ sayilabi-
lir ailedir /1/. |
Teorem 4.3.3 (X,Jﬁ, H )v herhangi bir pozitif 8lglim
uzayi, F - { F, + vel } X iiz’eri\nde‘ Sl¢iimii sonlu ve kesin ola-
rak pozitif tb—ayr:.k kiimelerin bir maksimal ailesi, her Vel
i§in vq4'v= {Eeﬁ 1 EC FV} ve t_-l» y M 'niin udj'u 'ye sinir-
lanmasiyle elde edilen 8l¢iim olsun. Her p e I ve 1 £ p ¢£co
igin L;, Lp( Fy ,ﬁv, Hv )'yid g6stersin. Her v € I igin A,,
L cebirinin Y,, kompakt olmak iizere C*(Y,, )'ye norm ve cebir
izomorfik bir alt cebiri oléun. Ilaveten her Ve I, fe A, ,
f20ve 1£4p<coo igin fPe A, oiduéunu kabul edelim. Y;,
uzaylarinin topoiojik direk coplami Y =§J@Yv iizerinde dig re-

giiler pozitif bir A ©lglimii vardir ve her 1 £ p £o00 igin -

/1/ Cengiz, B., s. 95.
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Lp(X,L¢¢ » L), Lé("Y, A )'ya norm ve latis izomorfiktir. Ayra-
ca her kompakt kiimenin A &lgiimi sonlu, ve A , Olclimii sonlu her
kﬁméde ig‘regﬁlerdir. X, ¢~ sonlu ise A regiler Borel ®lcimii-
aiir /1/. |

Boylece, Lp(X,pﬁ$ s H ) uzava @erildiéinde teorem
4.3.3 ile elde edilen ve Lp(X,uﬁg; K )'ye norm ve latis izomor--
fik Lp(Yg,A) uzayina gegebiliriz. Simdi Lp(Y,7§) lizerindeki |
izometrileri inceleyelim.

L, uzayindaki bir fonksiybnun destepi t~sonlu oldu-
gundan /2/, Lp(Y,7\)'n1n A cebirinin ¢=sonlu kﬁmelerindep
oclugan aileyi 25¢,ile gosterelim. _

| A€ 350, ise A = Lg E; , 7\(Ei‘)<oo dir. Her bir i
i¢in  A(E; oldugundan ancak sayilabilir sayida - igin
Eif\Yv=£ i) dir. Giinkii, A dig regiiler olduéundan en az bir
Eic: V. agik kiimesi vardir 6yleki, 7A(V)<oo dir. Sayilamaz
‘saylda‘l) igin E;NY, Lo olsayda ayni sey V iginde dogru ola-
cak ve dolayisiyla A(V). = %; ?\(Vf\Yx,) = 00 olacakti. Bu ise
geligkidir. Boylece Yl/'ler ayrik ve Y = %JYU oldugundan her

=]
blr‘ B; dgin E; = U

( E;N Y. ) olur. Buna gbre A kiimesi,
J=4d 1

vij

010 '
A=l [jci (ByNY, )

vij

o~

geklinde yazilabilir.

ﬂ(%hj)<co oldugundan ‘A(Ei[\YViJ)<<oo olur ve
i

/1/ Cengiz, B., s.101. |
/2/ Hewitt, E., Stromberg, K., s. 347.
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dolayisiyla KEimY € Lp (Y,7\)‘ dlrf Bunun sonucu olarak,

Vi
E;NY kilmelerini, %, = BE.MNY.,  geklinde yeniden indisle-.
yip A kdme31n1, A= LJ Zy geklinde, 8l¢limil sonlu kiimelérin

sayilabilir bllegiml olarak yazablllrlz. Buna gére F kiime do-
niistimlint

o
F(a) = UJ supp K,
k=1 S k

seklinde tanimlayarak, F'nin }sa-'dan Jéq-'ya diizgiin kiime izo-
morfizmi oldugu, teorem 4.2.1 deki gibi gosterilir. Teorem 4.2.1
deki adimlar aynen izlenerek bu teoremin, Lp(Y,;ﬂ) uzayi ig¢in

de dogru oldugu ispatlanair.

4.4 Sonug

Bdylece sayi degerli her@angi Lp uzaylafl tize-
rindeki izometriler karakterize edilmigtir. Bununle beraber her-
hangi Hilbert uzaya degerli veya herhangi bir Banach uzay1'de-
gerli Lp uzaylari ﬁzerindeki izometrilerin karakterizasyonu'da

aragtirilmaya deger tnemli bir problemdir.
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