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Ö Z ET 

Lp uzayları Uzerindeki izometrilerin ne şekilde 

olması gerektiği problemi, sırasıyla Banach, Lamperti, Cam­

bern ve Sourour tarafından bazı durumlarda çBzUlmüş olması­

na rağmen günUmUzde de Bnemini sürdUrmektedir. 

Sonlu ve sayı değerli Lp uzayları üzerindeki izo­

metriler, Lamparti tarafından karakterize edilmiştir.Lamperti 

bu karakterizasyonu yaparken, düzgün küme izomorfizmi denilen, 

bir küme d5nüşümUnden yararlanmıştır.Bu çalışmanın üçüncü bB­

lümünde bu izometrilerin, bir nokta d<:SnUşümU ile karakterize 

edilebileceği gösterilmiştir. 

Çalışmanın ~Brdüncü ve son bölümünde ise ~-sonlu 

ve sayı değerli LP uzayları üzerindeki izometrilerin,Lamperti 

tarafından idd.ia edilen ancak; uzayın sonlu olması durumunda 

ispatlanan şeklin,uzayın ~sonlu olması durumunda da doğru 

olduğu ispatlannnştır. Daha sonra bu ispat,uzayın herhangi 

<:Slçüm uzayı olması durumuna genişletilmiştir. 



ABSTRACT 

Even though the problem of the form of the isometries 

defined on Lp spaces has been solved in certain cases by Banach, 

Lamperti, Cambern and SoYrour, it still bears importance taday. 

The isometries defined on finite and seslar valued Lp 

spaces are characterized by Lamp~rti. He made use of set trans­

formatian which is called regular set isomorphism in obtaining 

this characterization. In the third chapter of this thesis it is 

shown that these isometries can be characterized by point trans­

formation. 

Lamperti expressed his theorem about the isometries de­

fined on ~-fini te and seslar valued Lp ·spaces, but he proved 

his theorem for finite L spaces. - . p 
In the fourth and last chapter of this thesis Lamperti's 

theorem is proved for u-finite cases and then this proof is 

extended for arbitrary measure spaces. 
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B Ö L U M I 

GİRİŞ 

Lineer yapılar arasındaki, lineer operatörleri ve bu 

operattirlerin özelliklerini araştıran fonksiyonel analizin önem­

li problemlerinden birisi de,bu lineer yapılardan olan Lp uzay­

ları Uzerindeki norm koruyan lineer dönUşUmlerin (izometrilerin) 

şeklidir. 

(X, ıJ4 ,_e-) herhangi ölçUm uzayı ve B herhangi bir 

Banach uzayı olsun. X'den B'ye tanımlanan ve salt değerinin p. 

kuvveti integrallenebilen ölçUlabilir fonksiyonlar kUmesi 

Lp (X, ~, tf , B) ile gösterilir. X, A , t3- ve B' den birisinin 

belirtilmesi için özel bir neden yoksa, bu kUme kısaca Lp ile 

gösterilir. Ayrıca, (X, JZt , 1:!- ) ölçtim uzayının sonlu, a--sonlu 

veya herhangi ölçUm uzayı olmasına göre Lp'ye sonlu, <J-sonlu 

veya herhangi LP dendiği gibi, B uzayının sayı cismi veya 

Hilbert uzayı olması gibi özel durumlarda, Lp'ye sayı değerli 

veya Hilbert uzayı değerli Lp gibi isimler verilir. 

Bu uzayda, 

fonksiyonu 

L noktasal lineer işlemlere 
p [fı p ]1/p 

1/ f ll = 1 f(x) 1 dVf 
p 

bir yarı-norm olur. Ancak ; 

göre bir vektör uzayıdır. 

ile tanımlanan \\ • l!F 
farklarının integrali 

sıfır olan fonksiyonlar aynı kabul edilirse, Lp uzayı Uzerinde· 

bir denklik bağıntısı elde edılir. Bir f E LP fonksiyonunun 

ait ·olduğu denklik sınıfı [ f] ile gösterilir ve denklik sınıf-

larının oluşturduğu kUme Uzerinde lineer işlemler ; [f] + [gJ 

= [f + g] . ' a e K için a r f] = [af J şeklinde tanımla-
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nırsa yine bir vektör uzayı elde edilir. Ustelik, bu vektör u-

! 
p 1/p 

zayında, ll [.f] llp =[ 1 f(x) / dVe-] alınırsa bir normlu 

uzay elde edilir. Böylece elde edilen normlu uzay, LP(X,~,~,B) 
ile gösterilir. Lp uzayının elemanı olan bir denklik sınıfında­

ki fonksiyonlar tamamıyla aynı kabul edilir ve bu denklik sını-

.fına tek bir fonksiyon gözü ile bakılır. Bu nedenle 

lemanları daima bir fonksiyon olarak düşünülür. 

L 'nin e­
P 

Bir LP uzayından kendi Uzerine tanımlanan izometri­

lerin şeklini ilk defa Banaeh ineelemiştir. Banach, /1/'deki 

incelemesinde, X uzayı olarak [o,ı.] aralığını ve ölçüm olarak­

da Lebesgue ölçümünü alarak, sayı değerli Lp ,.(ı ~ p <oo , p~2) 

uzaylarındaki izometrileri karakterize etmiştir. Banach'ın bu ~ 

ineelemesi ilk araştırma olması bakımından önem taşır. 

Banach'dan sonra bu konuda ilk ciddi araştırmayı 

Lamperti yapmıştır. Lamperti, /2/'de sayı değerli ve sonlu 

uzayları üzerindeki izometrileri karakterize etmiştir. 

L 
Pı 

Daha sonra Cambern, /3/'de; sonlu ve ayırılabilir 

Hilbert uzayı değerli LP uzayları üzerindeki izometrileri karak-

/1/ Banach, s., Theorie des Operation Lineairea, Monografje 

Matematyczne , Warsaw , 1932 • 

/2/ Lamperti, J., On ;he Isometriea o.f Certain Function Spaces, 

Pasific J. Math.,Vçl.B., 1958, s.459-466. 

/3/ Cambern, M.,TLe Isometries of LP(X,K), Pasific J. Maiih., 

Vol. 55, No 1,1974, s. 9-17. 



terize ederken Sourour'da /1/'de; iki Banach uzayının direk 

toplamı olmayan Banach uzayı değerli ve ayırılabilir Hilbert 

uzayı değerli Lp uzayları üzerindeki izometrileri karakterize 

etmiştir. 

Yukarıda sijzU e~ilen izometriler, düzgün küme izo­

morfizmi denilen bir küme dBnüşümüyle karakterize edilmiştir. 
ı 

Bu çalışmanın III. BBlUmünde , sayı değerli ve sonlu LP uzayla-

rında,izometrilerin: nokta dBnUşUmüyle karakterize edilebilece­

ği gösterilmiştir. 

Lamperti, yukarıda aözU edilen incelemis;inde ; teo­

remi, ü-sonlu BlçUm uzayı için ifade ettiği halde, ispatını 

sonlu BlçUm uzayında yapmıştır. IV. Bölümde , bu ispat, u-sonlu 

Blçüm uzayı için tamamlandıktan sonra, herhangi ölçtim uzayı için de 

Lamparti'nin iddiasının doğru o.lduğu ispatlanmıştır. 

II. Bölümde ise , gerekli olan temel kavram, teorem 

ve sonuçlar, bir bUtUnlUk içerisinde,verilmiştir. 

/1/ Sourour, A.,R., On the Isometries of L (~ , X) , Bulletin p 

of the American Mathematical Society , Vol. 83. Number 1, 

1977. s. 129-130. 
! 
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B Ö L U M II 

TEMEL KAVRAM VE TEOREMLER 

2.1 Genel Topoloji 

Herhangi bir X kUmesinin tUm alt kUmelerinin P(X) ai­

lesinin boş küme(~) ve X'i içeren bir c:/ alt ailesi, herhan-
c-r' 

gi bileşim ve sonlu kesişim işleml.erine göre kapalı ise J 

ye X üzerinde bir topoloji ve (X , ff') ikilisine de bir topo­

lojik uzay denir. Genellikle (X , V"" ) topolajik uzayı yerine . 

"X topolajik uzayı" ifadesi kullanılır. Topolojinin elemanı o­

lan bir kUmeye açık küme, açık kümenin tümlayenine kapalı küme, 
. . . 

hem kapalı hem de açık olan kUmeye kapalı-açık küme denir. 

AC X kUmesini kapsayan N E~ kümesine A'nın açık komşuluğu, 

a~ık komşuluğu kapsayan herhangi bir_kümeye deA'nın 'komşul~ğu 

denir. Özel.olarak {xJ kUmesinin komşuluklarınada x'in komşu­

luk~arı denir. x' in kom~~luklarının · ~x) ailesi, topoloji ve 

komşuluk tanımlarından, şu özelliklere sahiptir : 

i ) H er V € V( x) iç i n x E V dir, 

ii) U,V E'\9cx) ise UfiV€~x) dir, 

iii) U € 'Vcx) ve U C. V ise V E \9cx) dir, 

iv~ her V E 1Jcx) için bir U E'"'{~)- vardır öyleld her 

bir yE U için V E ~y) dir. _ 

Bir noktanın her komşuluğu, bir~ ~c:~x) ailesinin en 

az bir elemanını kapaarsa _t 'ye bir komşuluk tabanı denir. c:f 
topolojisinin her elemanı, açık kümelerden oluşan bir e aile­

sinin bileşimi şekli nde yazılabiliyorsa C 'ye. V" için bir ta-
; 
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bamdır denir • 

. Ç C P(X) olsun. Ç 'nin ~lemanlarının sonlu kesişimie­
rinin ailesi bir~topolojisi için taban oluşturur. Bu 5f to­

polojisirıe Ç 'nin doğu:rdu~ topoloji denir ve -~~ Ç ) ile 

gösterilir, Ç 'ge de fT' için alt taban denir /1/. ~ ve ~ 
topolojileri arasında y;, C ~ bağıntısı varsa v; , ~ 
den daha zayıf veya 

tanıma göre. if ( Ç ) 
:J; , ~ den daha kuvvetlidir denir.Bu 

~'yi içeren en zayıf topolojidir. 

X topolajik uzayında bir A kUmesinin kapsadığı en bUyük 

açık A0 kümesine A'nın içi, A'yı kaps~yan en küçük kapalı I 

kUmesine A'nın kapanışı denir. Bir x noktasının her komşuluğu­

nun hem A ve hem de X\A ile kesişimi boş değilse bu x noktasına 

A'nın sınır noktası, sınır noktalarının kUmesine deA'nın sını-

rı denir. A C X kümesinin kapanışı X kümesine eşit ise A' ya yo­

ğun alt küme denir. 'Eğer X topolajik uzayının sayılabilir bir 

yoğun alt kümesi varsa bu uzaya ayırılabilir topolajik uzay de­

nir. A C X kümesi ile X' in açık kümelerinin kesişimi A da bir 

topoloji oluşturur, bu topolojiye alt uzay topolojisi denir. 

X ve Y iki topolajik uzay, f : x~Y bir fonksiyon 

' ve x
0 

ç X olsun. Eğer f(x
0

) ın her U komşuluğuna karşılık 

f(V)C: U olacak şekilde x0 'ın en az bir V komşuluğu varsaf 

fonksiyonuna x
0 

noktasında süreklidir denir. X'in her nokta­

sında sürekli bir fonksiyona da X te süreklidir denir. ~ X~den 

Y'ye sürekli bir fonksiyon ise Y'nin her açık (veya kapalı) 

kümesinin .f ile ters görüntüsü açık (veya kapalı) bir küme-

/1/ Dugundji, j., 'Topology·~ Allyn and Bacon, Bo s ton, 1966. s. 65. 
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dir /1/. Sürekli fonksiyonların bileşkesi süreklidir. f sü-

rekli ise A C X olmak üzere f / A : A -----.:.•Y ve f : X---.f(X) 

sürekli fonksiyonlardır.( burada A ve f(X) alt uzay topoloji­

si ile donatılmışlardır), ayrıca x
0

E A ise f(x
0

) E ffiY 

dır. f : X Y bire-bir, örten ve sUrekli fonksiyonu için 

f-1 de sürekli ise f'ye topolajik eşyapı dönüşümü veya ho-

6 

meomorfizm denir. Bu durumda X ve Y1 ye homeomorfiktir denir. 

Homeomorfik uzaylar topolajik uzay olarak aynı kabul edilirler. 

X bir. küme ve 'Jl C P(X) olsun. c:fı ailesi aşağ~daki ko­

şulları sağlarsa c.f 'ye süzgeç (filter) denir. 

geç 

i) 
' 

ii) F1 , F2 E c:fı ise F1 n F2 E c:J2 , 

iii) F1 E c:Jz. ve F1C F2 ise F2 E c:fi • 
X topolajik u~ayında 1\J{x) kom~uluklar ailesi bir sUz­

oluştu~r. 'Jt sUzgecinin her elemanı, /:, C: c:f. ailesiniıı 
en az bir elemanını kapaarsa e) ye bir süzgeç tabanı denir. 

r/J :/ı f:. C P(X) ve f/J ~ (3 koşullarını sağlayan e ailesinin 

bir süzgeç tabanı olması için gerek ve yeter koşul herhangi 

iki elemanının kesişiminin üçüncü bir elemanı kapsamasıdır /2/. 

c.fi = { F C X : en az bir C E (:; vardır öyleki C C F J ailesine e' 
nin doğurduğu süzgeç denir. e , X kUmesinde bir sUzgeç tabanı 

ve f, X üzerinde bir fonksiyon ise f( e ) bir sUzgeç tabanı­

dır /3/. X topolajik uzayındaki c:fl sUzgeci için ~x) C c:Jı ise 

/1/ Dugundji,j.,s.79. 

r! /2/ Bourbaki ,N. :General Top ology'~ Part I ,Hermann, Paris, 1966, s. 59. 

1 13/ Bourbaki , N. , s. 62. , 
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c:fi- süzgeci x' e yakınsıyor denir c:fı--x ile gösterilir. 

x noktasının her komşuluğu bir E sUzgeç tabanının en az bir 

elemanını kapaarsa e x'e yakınsıyor denir. Bir~ süzgeci­

nin her elemanının bir x noktasının her k:omşuluğu ile kesişimi 

boş değilse x'e ~ 'nin bir yığılma (cluster) noktası denir. 

x'in c:fi 'nin yığılma noktası olması için gerek ve yeter koşul 

her F E c:fı için x E F olmasıdır /1/. ~ , 'J} süzgeçleri. 

için ~ C ~ ise ~ , :Ji , den daha zayıftır denir. Bir c:fo 
süzgecinden kesin olarak daha kuvvetli hiçbir süzgeç yoksa ~? 
ye malesimal süzgeç (ultrafilter) denir. 

Bir D kUmesi üzerindeki ~ bağıntısı ; 

i) d ~d ' d f: D 
' 

ii) dı~ d2 , d26 dJ ise d1~ dJ , d1 ,d2,d3 E D , 

iii) dı, d2 E D ise en az bir d3 e D vardır öyle-

ki d1 = dJ ve d2 ~ dJ dir, 

koşullarını sağlarsa D'ye yönlü küme denir. D yönlü kümesinden 

bir X kUmesine tanımlanan ~ fonksiyonuna ağ(net) denir. D kü­

mesi1doğal sayılar kümesi alınırsa bu ağa dizi denir. Genellik­

le lp ( 7ı) = x'A ve ı.p ağı ( x ?ı ) şeklinde gösterilir. ( x 1\) a­

ğı nda { x 71 : ?ı::t ?.0 } kümesine bu ağın kuy~ ( tail) deni~. X 

topolajik uzayında bir x noktasının her komşuluğu ( x'?\) ağının 

bir kuyruğunu içerirse x' e ( x?\ ) ağının limi ti denir. 

Teorem 2.1.1 X ve Y topolajik uzaylar f , X'den Y'ye 

bir fonksiyon olsun. Aşağıdaki ifadeler denktir. 

. . " /1/ Willard,S~,General Topology , Addison-Wesley Publishing 

Company, Philippines, 1970, s.78. 



i) f~ bir x noktasında süreklidir. 

ii) X' de x'e yakınsayan her ( x~) ağı için (f(~)) 

Y'de f(x)'e yakınsar. 

iii) X'de x'e yakınsayan her e süzgeç tabanı için 

f( e) sUzgeç tabanı Y'de f(x)'e yakınsar /1/. 

8 

Bir X topoljik uzayında her farklı iki noktanın ayrı.k 

komşulukları varsa,bu uzaya Hauadorff uzayı denir. 

denk tir. 

Teorem 2.1.2 X topolajik uzayında aşağıdaki ifadeler 

i) X bir Hauadorff uzayıdır. 

ii) x E X noktasının kapalı komşuluklarının kesişimi 

{ x] kümesidir. 

iii) X üzerinde yakınsak bir süzgecin limit noktası 

tekdir /2/. 

X bir topolajik uzay olsun. Açık kümelerden oluşan ve 

X'i 6rten bir aileye X'in açık 6rtüsU denir. X topolajik uzayı­

nın her açık örtüsünUn sonlu bir alt 6rtüsU varsa X uzayına 

kompakt uzay denir.Alt uzay topolojisine göre ·kompak:t olan bir 

kUmeye de kompakt küme denir.P(X)'in herhangi bir alt ailesinin 

her sonlu sayıda elemanının kesişimi boş değilse bu alt ailenin 

sonlu kesişim 6zelliği vardır denir. 

Teorem 2.1.3 X topolajik uzayında aşağıdaki ifadeler 

G.enktir. 

1 ll ll 

~ /1/ Ash,B. R.,Measure, Integration and Funetional Analysis, 

Aeademic Press, 1972, s.208. 

~\ /2/ Bourbaki ,N., s. 75. 
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i) X ko~pakttır. 

ii) Sonlu kesişim özelliği olan ve kapalı kUmeler-

den oluşan her ailenin kesişimi boş değildir. 

iii) X'te her sUzgecin. bir yığılma noktası vardır. 

iv) X'te her ağın bir yığılma noktası vardır /1/. 

Teorem 2.1.4 i) Kompakt uzayın kapalı her alt kUme-

iii kompakttır. 

ii) Hausdorff uzayında her kompakt kUme kapalıdır. 

iii) Kompakt kUmenin sUrekli fonksiyonla görUntUsU 

kompakttır /2/. 

X kompakt uzayından Y Hausdorff uzayına tanımlanan 

bire-bir, örten ve sUrekli fonksiyonlar bir homeomorfizmadır/3/. 

Bir topolajik uzayda bir noktanın kompakt komşulukla­

rı komşuluk tabanı oluşturursa bu uzaya yerel kompakt uzay de­

nir. Bir Hausdorff uzayının yerel kompakt olması için gerek ve 
\ 

yeter koşul her noktanın en az bir kompakt komşuluğunun olması-

dır /4/. Her kompakt Hausdorff uzay yerel kompakttır. 

{ (Yo< , ~) : O(E A} topolajik uzaylar ailesi, X her­

hangi birkUmeve her c< için fo<', X'den Yo<.'ya giden bir 

fonksiyon olsun. {j = ~ f~1 ( :7; ) diyelim. fT = ~( Ç ) topo- · 

lojisin:e { fcx : o< E A} ailesinin X Uzarinde indirgediği zayıf 

topoloji denir. Bu to poloji, fo<. 'ları sUrekli yapan en zayıf 

/1/ Willard, s., s.llB • 

/ /2/ Dugundji, j., s.224. 

/3/ Willard, s~' s. 123. 

/4/ Willard, s.' s.l30 • 
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topolojidir. X =11 Xo< çarpım küme_sinde izdüşüm fonksiyonla-
0( 

rının indirgediği zayıf topolojiye de çarpım topolojisi denir. 

Bir X topolajik uzayı boş olmayan ayrık ve açık iki 

kümenin bileşimi şeklinde yazılabiliyorsa bu uzsyabağlantısız 

uzay, aksi halde bağlantılı uzayı denir. A C X kümesi alt uzay 

topolojisine göre bağlantısız ise A'ya bağlantısız küme denir. 

Bağlantılı kümenin sUrekli fonksiyonla görüntüsü ve kapanışı da 

bağlantılı kümelerdir /1/. Bir uzayın maksirnal bağlantılı küme­

sine uzayın bileşeni denir. Bir to9olojik uzayda, bileşenler 

kapalı ve ayrıktır, ayrıca her nokta bir bileşene aittir /2/. 

Bir tppolojik uzayda her bileşen tek nokta kümesi ise bu uzaya 

tamamen bağlantısız uzay denir. 

{ ( Xy ,_v; ) :v EI} bir ayrık topolajik uzaylar ailesi ol­

sun. X = lJ Xv kümesi Uzerine, .V cı; ailesinin doğurduğu topolo­

jiyi koyarak elde edilen topolajik uzaya X topolajik uzayla­
\ 

rının topolajik direk , toplamı denir ve X = 2: (9 Xv ile göste­
v 

rilir. X'te her Xv kapalı-açıktır dolayısıyla Xv 'leri n her 

biri yerel kompakt ise X yerel kompakttır. 

Xx X den R'ye tanımlanan ve her x, y, z E X için • 
' 

i) d,x,y) :ı: o 
' 

ii) d(x,x) = o • 
iii) d(x,y) = d(y,x), 

iv) d(x, z) ı::; d(x,y) + d(y,z) 
' 

koşullarını sağlayan d fonksiyonuna yarı-metrik denir.Bir 

/1/ Willard,s., s.l92,193 • 

. ' /2/ Dugundji,j. ,s.ll2. 



'·. 

ll 

yarı-metrik ; 

v) d(x.y) = O ise x = y 

koşulunu da sağlarsa metrik adını alır. (X,d) ikilisine metrik 

uzay denir. (X, d) metrik uzayında S(x,f) = { y:y E X ve d(x,y)<'€} 

kümesine E-kü~esi denir. _t (x) = { s (x, E. ) , C-> O } ailesini x 

noktasında komşuluk tabanı alarak elde edilen topolojiye de 

metrik topoloji denir. (X,d) metrik uzayında ( xn) dizisi ve­

rilmiş olsun. Eğer her ı) O ve her pı,n. ':!~için d(xm,x
0

)< E 

koşulunu sağlayan bir n
0 

bulunabiliyorsa (xn) dizisine Cauchy 

dizisi deni?. Her Cauchy dizisi yakınsak olan metrik uzaya da 
i 

tam (complete) metrik uzay denir. Tam metrik uzayın kapalı alt 

uzayı da tamdır. 

2.2 Topolajik Vektör Uzayları 

X , K ciami üzerinde bir vektör (lineer) uzay ve 
\ 

AC: X olsun. A alt kümesi X üzerindeki işlemlere göre bir 

vektör uzayı oluşturursa· A'ya X'in lineer alt uzayı veya li­

neer manifold denir. A'yı kapsayan en küÇük lineer alt uzaY.a 

A tarafından dağurulan lineer alt uzay denir, A tarafından do­

ğurulan lineer alt uzayın·elemanları A'nın elemanlarının line­

er toplamıdır. 

X , K cismi üzerinde bir vektör uzayı ve ':r ; 
i) X x X den X' e 

ii) K x X den X' e 

X+y, (x,y}-­

(a,x)-~ax , 

fonksiyonlarını sürekli yapan topoloji olmak üzere ( X,~) iki­

lisine topolajik vektör uzayı denir. 

Topolajik vektör uzayında, x----x +a dönüşümü homeo-
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morfizm olduğundan sıfır vektörünün komşuluk tabanı belirlen­

diğinde topoloji tamamen belirlenmiş olur /1/. 

X ve Y aynı K cismi üzerinde iki vektör uzayı olsun. 

X' den Y'ye tanımlanan ve x,y E X, a, b E K olmak üzere T(ax+by)= 

aTx+bTy eşitliğini sağlayan T dönüşümüne lineer dönüşüm veya 

lineer operatör denir. Özel olarak X'den K'ya tanımlanan lineer 

operatöre lineer fonksiyonel denir. 

Lineer operatörler kümesi, ( T1+T2 )x = T1x + T2x, aE;K 

olmak üzere ( aT)x = a( Tx) işlemlerine göre bir vektör uzayı 

oluşturur. T lineer operatörünün bire-bir olması için gerek ve 

yeter koşul Ker T = { x : Tx =0} = {O } ~lmaeıdır. 

X bir vektör uzayı olmak üzere X' den R'ye tanımlanan 

ve aşağıdaki koşulları sağlayan 11.11: x--..llxll 

nuna yarı-norm denir. 

i) ll O ll = O ve x 1: O ise ll x ll> O, 

ii) ll ax ll= 1 a 1 ll x ll , x E X, a E K , 

iii) llx+yll~ llxll + IIYII , x,yE X • 

Bir yarı-norm : 

i V) ll X ll = 0 i Se X = 0 

fonksiyo-

koşulunu da sağlarsa norm adını alır. X vektör uzayı üzerinde 

ll • ll bir norm ise (X, ll • ll ) ikilisine normlu uzay denir. 

X vektör uzayı olmak üzere Xx X, de d(x,y) = !lx-yil ile tanım-

lana n d fonksiyonu X' de bir metriktir /2/. Normla elde edilen 

~ /1/Edwards,R E.;Functional Analysis,Theory and Applications: 

Holt, Rinehart and Winston,l965,s.56. 
1 /2/Aeh,B.,R., s.lSl-152. 

' . 
' 



bir metriğe göre tam olan normlu uzaya Banach uzayı denir.Her 

normlu uzay bir Banach uzayının yoğun bir alt uzayıdır. Bir 

Banach uzay ı ll x-yil metriği ile indirgenen topolojiye göre 

bir topolajik vektör uzayıdır /1/. 
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X ve Y aynı K cismi üzerinde normlu uzaylar olmak üzere 

X'den Y'ye tanımlananT lineer opera.törU için IITx~_~JI llx.ll, 
her x E X , koşulunu sağlayan negatif olmayan bir M sayısı var­

saT'ye sınırlı lineer operatör ve M'lerin infimumuna da T'nin 

normu ( operatör normu) denir ve ll T ll ile gösterilir. 

Teorem 2.2.1 T, normlu uzaylar arasında bir lineer ope-­

ratör ise aşağıdaki ifadeler denktir. 

i) T süreklidir. 

ii) T en az bir noktada süreklidir. 

iii) ll T ll = sup {11 Txll ll X ll ~ı} .(oa 

iv) T sınırlıdır/2/ ._ 

Teorem 2.2.2 X ve Y, K üzerinde normlu uzaylar ve 

ll (X,Y), X'den Y'ye tanımlanan sınırlı lineer operatörler küme­

si olsun. Noktasal lineer işlemlere ve operatör normuna göre 

1[(X,Y) bir normlu uzaydır. Ayrıca Y bir Banach uzayı ise 

._:t (X,Y) bir Banach uzayıdır /3/. 

Bu teoremin sonucu olarak; sınırlı (sürekli) fonksiyonel­

Ierin .:§, (X,K) uzayı bir Banach uzayıdır. Bu uzaya X' in eşleği 

' " 

'/1/Ash,B. R., s. 114. 
• ıı n 

,( /2/Dunford,N. ,Schwartz,J. T. ,Lineer Operators,Parti,Intersci-

, ence Publishers,Inc., New York. s. 59. 

t< /3/Dunford,N.,Schwartz,j. T., s.61. 



( duali) denir ve X'lf" ile gösterilir. x* 'ın eşleğine de X' in 

ikinci eşleği denir ve r* ile gBsterilir. 
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X ve Y normlu uzaylar.ı. arasındaki T lineer dBnüşiJmU, 

bire-bir, Brten ve sürekli ise T'ye izomorfizm, X ve Y uzayla­

rına da izomorfiktir denir. Eğer T lineer operatörü ~ Tx~ = llxll 

koşulunu sağlarsa izometri denir. 

X normlu uzay olsun. Her 
--- * 

x E X için X üzerinde x(f)= 

f(x) ile tanımlanan i fonksiyonu bir fonksiyoneldir. X'den x**' 

a tanımlanan k : x~ i: fonksiyonuna X' in X~,ı(. 'a doğal gömül­

mesi denir. le fonksiyonu X ile k(X)=X c x** arasında bir ·i­

zometrik izomorfizmdir /1/. x* üzerinde, i fonksi'yonellerinin 

indirgediği zayıf topolojiye zayıf~ -topoloji denir. x* 'ın ka-
' 

palı birim kUresi zayıf* -topolojiye gBre kompaktlır (Alaoğlu 

teoremi)/2/. 

T, X normlu uzayından Y normlu uzayına tanımlanmış sU-
\ 

rekli lineer operatör ise y* 'dan x* 'a, f E y* ,x E X olmak 

üzere (T*f) (x)=(f'.r)(x) .. ile tanımlanan '1'~ dBnüşümüne T' nin eş­

leniği (Adjoint) denir. T * bir lineer operatördür ve ll ır*~= ll Til 
dir. Eğer x* ve y* zayıf*-topoloji ile donatılırsa T* sUrekli 

olur. 

K cismi üzerinde vekt5r uzayı olan X aynı.zamanda bir 

halka ise ve a(xy)=( ax)y=x(ay), a E K, x, yE X,· koşulunu sağ­

larsa X'e K üzerinde bir cebir denir. Bir normlu uzay aynı za­

manda bir cebir ise ve ll xyll ~ll x ll ll YI/ , x, yE X koşulunu 

/1/Rudin,W. ~'Functional Analysis~Me Graw-Hill,I.nc. ,New York,s.90. 

x / 2/Dunford, N., Schwartz, j • . T., s. 424. 



sağlarsa normlu cebir denir. Aynı zamanda normlu cebir olan 

bir Banach uzayına Banach cebiri denir. 

2.3 öı2um Teori 
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Herhangi bir X kümesinin alt kümelerinin A ai-

lesi verilsin. Eğer A aşağıdaki koşulları sağlarsa A 'ya 

bir ü-cebiri denir. 

i) X EJlt, 
ii) AEv4 iken X\AEJ4, 

'iii) A1 , A2, •••• , An' •••• EJ'4 iken nQ AnE vz-4. 
~,X' de birGl-cebiri olmak üzere (X,~) ikilisine öl­

çülebilir uzay ve v4 'nın elemanları na da öl~ülebilir (veya J4-
ölçülebilir) kümeler denir. Bir (3 C P(X) ailesini kapsayan u­
cebirlerinin kesişimi e 'yi kapsayan en küçük Gl-cebiridir, bu 

u -cebirine e tarafından üretilen Cl-cebiri denir. X topola­

jik uzay olduğunda tUm açık: kümelerin oluşturduğu i:ı. ailesinin 

ürettiği Ci-cebirine Borel cebiri ve bu cebirin elemanıarına da 

Borel kümesi den~r. (X,A) ölçülebilir uzay, (Y, cJ ) topolajik 

uzay ve f, X'den Y'ye bir fonksiyon ol3ln. Eğer her vEV" i­
çin f-1 (V) E J4. ise f fonksiyonuna ölçülebilir fonksiyon denir. 

f 1 , f 2 gerçek değerli iki fonksiyon olmak üzere f=f1+if2 fonk­

siyonunun ölçülebilir olması için gerek ve yeter koşul r 1 ve f 2 

nin ölçülebilir olmasıdır. Borel cebirine göre ölçülebilir fonk­

siyenlara Borel ölçülebilir veya Borel fonksiyonları denir.Her 

sürekli fonksiyon Borel fonksiyonudur. f, X' den [-oo, oo] = R' ye 

-tanımlanan fonksiyon olsun. Eğer her a ER için f-l((a,oo])= 

t x E X : f(x) > a j ö~çülebilir bir küme ise f fonksiyonu tilçüle-
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bilirdir, burada::::::.. bağıntı sı ~ •.. L, ~ den birisi ile değişti­

rilebilir. Eğer f X-- Y ölçülebilir, g :. Y ----'1; Z Borel fonk­

siyonu ise h = gof fonksiyonu X'den Z'ye ölçülebilir bir fonk­

aiyondur /1/. c bir sabit, f, g ölçülebilir fonksiyonlar, (fn). 

ölçülebilir fonksiyonlardan oluşan bir dizi ise f+c , cf, f+g, f .g1 

fvg , fA g , sup f n, _inf f n' IIiii f n ., li m fa ve r ER olmak U­

zere 1 f Ir birer ölçülebilir fonksiyonlardır (f+g ve f .g tanım-: 
ı 

lı kabul edilmiştir) /2/. 

Bir E kUmesi için x E E iken 1, x f.. E i k en O değerini a­

lan KE fonksiyonuna E'nin karakteristik fonk3iyonu, her i için 
h. 

cı. E _[o, oo) olmak üzere s=~ ciKE. fo.ıılrsiyonuna basit fonksiyon 
L:i, ı 

denir. E ölçülebilir ise KE , ve her i için Ei ölçülebilirse s 

ölçUlebilirdir. 

Gerçek değerli bir f fonksiyonu için f+=sup {f,oJ , 

f-=SUp t-f,O} ile tanımlanan f+ ve f- fonksiyo~larına f'nin 

pozitif ve negatif kısımları denir. f ölçülebilirse f+ ve f­

ölçülebilirlerdir ve f = f+ -f- ' ı f.l = f+ +f- dir. 

f : X-___. [ O,oo] ölçülebilir bir fonksiyon olsun. X üzerin-

de tanımll ve 

i) O ~ S ~ B ~ L f . - ı - 2 - •••• - ' 

ii) her xe X için lhın s
11
(x)=f(x) 

koşullarını sağlayan en az bir (sn) ölçülebilir basit fonksiyon 

dizisi vardır /3/. 

/1/Rudin,W. ;Heal and Complex Analysis',McGraw-Hill,l974, s.l3. 
ll : ~ dd" w ı /2/ Munroe,M. E., Measure and Integration, A ıson-es ey 

Publishing Co., Philippines, 1971. s. 102-103. 

'/3/Bartle,R.G.;The Elements of Integration~John Wiley,l966.s.l3. 



ı ' 
~~cebirinden [o,co] aralığına tanımlanan ve 

i) f::<-(~) = o ' 
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00 

ii) ayrık kümelerden oluşan f An] dizisi için t'- (nl_!,A
0

)= 
00 

nı;,:ı.t<-(An) ' 

koşullarını sağlayan .~ fonksiyonuna pozitif Ölçüm denir. Bu ko­

~ulları sağlayan ~ fonksiyonu karmaşık değerli ise karmaşık öl­

çüm, karmaşık ölçümün her değeri gerçek: ise ~'ye gerçek: ölçilm 

denir. ( x,J4, 1:'-) Uçlüsüne ölçüm uzayı denir. t'-(X) sonlu ise 

ölçUma sonlu ve X uzayı ölçUmU sonlu ve ayrık kümelerin sayıla­

bilir bileşimi şeklinde yazılabiliyorsa uzaya (veya ölçüme) u-
sonlu denir. 

ÖlçUmU sıfır olan bir kUme dışında doğru olan bir önerme­

ye,hemen her yerde (h.h.y.) doğrudur denir. 

Ölçülebilir bir s basit fonksiyonu ölçUmü sonlu küme dı­

şında sıfır ise s'ye integrallenebilir basit fonksiyon denir. 

\ Bu tUr fonksiy~nla~ kUmesini S ile göstereceğiz. c
1

, c
2

, ••• ,'en 

sayıları- B= B ci KA integrallenebilir basit fonksiyonunun 
L=i. i .n. 

farklı değerleri ve E E JZt olmak Uzere ı.5 ci ~ (Ai (1 E) sayı-
sına s' nin E Uzarinde integrali denir ve J; sdf::!- ile gösterilir. 

f : X [o,co] ölçülebilir bir fonksiyon ve E E A ise · 

sup f~sd~ : O~s~f , s E s} sayısına f'nin E üzerindeki integra­

li denir ve .{ fdtL . ile gösterilir. E=X ise integral j fd~ 
veya ~(f) ile gösterilir. Bu integral, gerek fonksiyonlar ve 

gerekse kümeleı Uzerindeki sırayı koruduğu gibi E'nin ölçümü 

sıfır olduğunda veya f, h.h.y.de sıfır olduğunda sıfıra eşit­

tir /1/. h.h.y. de eşit fonksiyonların integralleri eşit oldu-

/1/ Rudin, W., s. :p(. 2 1_ 
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variation) denir. V~ıAuzerinde sonlu bir tSlçUmdUr_ ve Ve-= ~t+ tL-, 

~ = i- l:-- veya e-+.= (V\: +tl )/2, ~ = (V~ - _l:;L )/2 ~ir.~-~- ve \fye 
. . 

'e-~ nUn Jordan parçalanması denir. ~ karmaşık tllçUm ise Vt; kUme 

fonksiyonu sonlu ve pozitif bir ölçUmdUr. · 

'reorem2.3.2 ~ • ~.i+ i e-.ı olsun. 

i) ~~ve ~2işaretli ölçUmdUr, 

ii) ~(E) = ~:(E) -~~(E) + i \::-~(E) - i t_l~ (E) (e-' nUn 

Jordan parçalanması) dır /1/. 

Karmaş~k değerli bir fonksi~onun VJye gtlre integrallene­

bilir olması için gerek ve yeter koşul Jordan parçalanmas~nın 

her bir elemanına göre integrallanabilir olmasıdır /2/. Bu ne­

d.enle Ve- 'ye __ göz-e integrallenebilir fonksiyonlar için f' nin ~'ye 

göre integrali; 

Jr d_l!- = Jt dtt-;- Jr dt+~+ ifr d'e;:- if r d'C~ 
ile tanımlanır. 

\ 
'reorem 2.3.3 i) r• nin ~-integrallenebilir olması için 

gerek ve yeter koşul V~-integrallenebilir olmasıdır. 

ii) f, .'C-integrallerıebilirse ı f(x) ı ~ -integrallenebi­

lirdi:r: 

iii) İntegrallenebilir fonksiyonlar kUmesi bir vektör 

uzayı oluştururlar /3/. 

(X,A) C:SlçUlebilir uzay ve e- ile v bu uzayda işaretli 

BlçUm olsun. Eğer her ! efi için ı ıcı (E) = O olması v(E) = O 

/1/ Hewitt,E. ,Stromberg,ı:. 1 so309. 

/2/ Hewitt,E •• stromberg,X.,s.311. 

/3/ Dunford,N.,Schwartz,J. T., III.BölUm. 



olmasını gerektiriyorsa V 'ye l; -sür~klidir. denir. 

Teôrem 2.3.4 (Radoıı-Nikodym) • (x,J4, ~) (2-sonlu tslçüm 

uzayı ve v~ A Uzerinde 1:}-sUrekli. ve sonlu BlçUm ise bir tek 

fE L1 (x,A, 0) fonksiyonu vardır Byleki v(E) = J f d~ ve 
. . E 

vv = ur ni dır /1/. 
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Radoıı-Nikodym te aremindeki f fonksiyonuna v 'nın ~'ye 

gBre Radon-Nikodym tUrevi denir ve f = dY / dp. ile gtssterilir. 

(x,J4, ~) bir 6lçUm uzayı ve a~ağıdaki koşulları sağla­
yan bir C:fl C J4 alt ailesi varsa bu uzaya parçalanabilir (decom­

posable) uzay denir. 

1) O' e-(F)<oo, herF~:fı., 
ii) c::fı 'nin kUmaleri ikişer ikişer ayrık ve U c:F = X , 

iii) E EA ' e-<E)<oo ise ~(E) = L ~(E n F) ' 
F'E~ • 

iv) S C:: X ve her FE c:f. için snF E J4 ise Se J4 dır. 
Borel cebiri üzerinde tanımlı bir 6lçUme, Borel C.SlçUmU 

denir. ~~ X yerel kompkkt Hausdor~f uzayı üzerinde Borel 6lçUmU 

olsun. Eğer her E Borel.lcUmesi için e(E) = ini'tf1(V) :V ::>B,V 

açık} ise tt'ye dış regülerve eğer tt-(E) = s:U:pit'-(K): KCE9. 

K kompakt} ise (:l 'ye iç regüler Borel. ölçümü denir. p. "armaşık 
değerli ~lduğunda Ve re güler Borel ölçümü i se tt' ye regUler 

Borel ölçümü denir. 

X' den B Banach uzayına tanımlanan ve her bir 1 ~ p <oc 

için fı f( •) ı P de- < oo koşulunu sağlayan fonksiyonlar kümesi bir 

K cismi üzerinde bir vektör uzayıdı:. Bu uzayda, 

. 1! f jl p =[ Jı f ( • ) ı p d V e- ] l/ p 

/1/ Dunford,N.,Schwartz,j. T., s. 176. 



ile tanımlanan ll • ll P fonksiyonu bir yarı-normdur. Bu uzayda 

h.h.y. de eşit ( farkları null) olan fonksiyonları eşit alarak 
. . . . 
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bir denklik bağıntısı elde edilir. Bu bağıntının denklik sınıf­

ları .da bir vektör uzay ı oluşturur ve f fonksiyonunun ait oldu­

ğu denklik sı~ıfının _normu olarak, ll f ll p alındığında, Jl· Jl P . 

bir norm olur •. Böylece elde edilen normlu uzay LP(x,A , 1:- ,B) 

ile gösterilir. 

Herhangi ölçillebilir f karmaşık fonksiyonu için 

tL ( { x : f(x) > MJ ) = O koşulunu sağlayan bir M sayısı varsa 

f' ye ~-esas en sınırlı fonksiyon denir. Bu tUr M' leri n infimumu­

na essup 1 fl denir ve ll f 1100 ile gösterilir. Farkı null olan 

tt. ~es~sen sınırlı fonksiyonlar aynı kabul edi! diğinde ll • ,11
00 

bir norm olur. e--esasen sınırlı fonksiyonlar küm~si ~(x,A, tt> 
ile gösterilir. 

ı !;p,; co i~in LP (X, A, ~) ~zayı , .. ll • !Ip normuna göre 

bir Banach uzayıdır /1/. 1 '=P <oo için LP (x,A , f:L ) ',de, integral­

lenebilir basit fonksiyonlar kUmesi yoğundur 12/. ı < p < oo için 

Lp'nin eşleği p+q = pq olmak Uzere Lq dur /3/. 

Teorem 2.3.5 (Hölder). 1 !{ p !{oc, p+q = pq , fE Lp(X,K) 

ve gE Lq(X,B) ise fg E 11 dir ve lj:eg de- 1 ~ ll fg ll 1 " ll f ll pll g ll~ 

dır /4/. 

Teorem 2.3.5 de eşitliğin sağlanması için gerek ve ye-

/1/ Dunfo..ı.d, N.,Schwartz,j.T., s.l46. 

/2/ Dunford, N.,Schwartz,j.T., s.l25. 

/ /3/ Dunford, N. ,Schwartz, j. T., s.286. 

/4/ Dunford, N.,Schwartz,j.T., s.l-20. 
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ter koşul a,b sıfırdan farklı sabitler olmak üzere h.h.y.de 

olmasıdır /1/. 

Teorem 2.3.6 (Minkowski). 1 .~ p ~oove f,gELP(x,A, f!-) 

ise lif + gi!P ~ lif llp + ır g llq dır /2/. 

X yerel kompakt Hausdorff uzayı ve f, X'den karmaşık 

sayılara tanımlanan bir fonksiyon olsun. Eğer f, X'in kompakt 

bir alt kümesi dışında sıfır ise f 'ye kampalet dayanaklı fonksi­

yon denir ve bu fonksiyonların sürekli olanlarının kümesi C
0

(X) 

ile gösterilir. Eğer her c> O verildiğinde lf(x) 1, bir kompakt 

kümenin dışında c 'dan küçük kalıyorsa f' ye sonsuzda sıfır o­

lan fonksiyon denir, bu tUr fonksiyonlardan sürekli olanların 

kümesi C
0

(X) ile gösterilir. X kompakt Hausdorff uzayı ise 

C
0

(X) = C
0

(X) dir ve bu küme C(X) ile gösterilir. Teorem 2.1.4 

ve düzlemde kompakt kümenin sınırlı olmasından bu kümelerden 

herhangi ikisine ait bir fonksiyon sınırlıdır. 

(f
0
), X üzerinde tanımlı fonksiyonlar dizisi olsun. Eğer 

X€X için lAm fn(x) = f(x) o~uyorsa (f
0

) dizisi f'ye noktasal 

yakınsıyor ve eğer fn' f'ye ölçümü sıfır olan bir küme dışında 

noktasal yakınsıyor ise hemen her yerde (h.h.y.) yakınsıyor de­

nir. Ölçülebilir fon~siyonların bir (fn) dizisi verilsin, her 

f. > O ve her a :!' N için ~( t x : 1 f n (x) - f( x) 1 ) E. } ) (E. ltoşulu-

nu sağlıyan bir N sayısı varsa (fn) dizisi f'ye ölçümde yakın- ' 

sıyor denir. ll •ll p normuna göre yakınsamaya da Lp' de yakınsame 

~ /1/Royden,H.L.;Real Analysis(Second edition),Macmillan Co., 

New York 1968,.s.ll3. 

/2/Rudin,w., s.68 • 
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denir. (fn), f'ye ölçümde yakınsıyor, ise (fn) dizisinin en az 

bir alt dizi ei h. h. y. de f' ye yakınsar 11/. ( f n) dizi ei Lp' de 

f'ye yakınsar ise ölçümde de yakınsar /2/. 

2.4 Bool ve Ölçüm Cebirleri 

Boş olmayan birA kümesi üzerinde tanımlanan V , 

/\ , ( 1 ) işlemleri aşağıdaki ak:sfyomlan sağlarsa~ kümesi ve 

bu işlemlerin oluşturduğu yapıya Bool cebiri denir. a,b,c e ~ 
için 

A-l) aV b = b V a 

A-2) aV (b V c) = ( aV b) V c 

A-3) (al\ b) V b = b 

ve aA b = b/\a 

ve a ;\ (b 1\ c) = ( a /\b)/\ c 

ve ( a V b) A b = b 

A -4 ) al\ (b v c) - ( a 1\ b) V ( a /\ c) ve aV ( b/\ c) = ( a vb) 1\ ( aV c) 

A-5) (iva)A b = b ve ( a' 1\ a) V b = b • 

Aşağıdaki ifadeler~ A-1)-A-5) aksiyomlarından elde edi­

len Bool cebirinin temel özellikleridir. 

a) Her ae J4 i~in. aA a = O olacak şekilde tek bir O 

ve a'v a = 1 olacak şekilde tek bir 1 E v4vardır. 

b)Her a€v4için ova=a,OAa=O,lva=l, 

a/\.a = a dır. 

,..,;1 / , / / 
c) Her a, bEu-:ıtiçin a = (a/) , (avb) = a/\b ve 

( a 1\ b)/ = a 1v tf dir. 

d) 0
1 = ı dir. 

JZ4 Bool (.;e birinde, aA b = a ise a ~ b denir. ' bağın­
tısı ~'da bir parçalı sıralamadır. 

/1/ Bartle, R.G., s. 69. 

/2/ Bartle, R.G., s. 16~ 

i 



Bir ~ Bool cebirinin boş olmayan bir ~ alt kümesi 

aşağıdaki koşuliarı sağlarsa ~ 'ya bir ideal denir. 

a) a, b€~ ise avbe-..6, 

b) b .E ~ ve a ~ b i se a E A • 

A ideali, JZ4• nın öz alt kümesi ise .6. 'ya öz ( proper) 

ideal denir. Bir idealin,öz ideal olması için gerek ve yeter 

koşul 1 ~ .6. olmasıdır. 

J4 ve .i.. Bool cebirleri arasındaki bir h dönüşümü, V , 

1\ ve ( /) işlemlerini koruyarsa yani h(avb) = h(a)vh(b) 

(veya h(aAb) = h(a)/\h(b) ) ve h(a~ = (h(a){ ise h'.ye Bool 

homomorfizmi denir. h homomorfizm ise h(O) = O , h(l) = 1 ve 
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a ~b ise h(a) ~ h(b) dir /1/.Bire-bir örten homomorfizme Bool 

izomorfizmi denir.~ ve _i izomorfilc ise h-ı de .iı, 'denA•ya 

izomorfizmdir. 

Y4ve ~ Bool cebirleri arasındaki bire-bir bir dönüşü-
\ . 

mün izomorfizm olması için gerek ve yeter koşul bu dönüşümün sı-

rayı korumasıdır /2/. 

Bir.A Bool cebirinin A öz alt ideali) başka hiç bir 

öz idealin öz alt kUmesi değilse ~ 'ya makaimai ideal denir • 

.J4. Bool ce birinde av b ile aA b elemanları [ a, b] 

kümesinin sırası ile supremum ve_ infimumudur. Bir Bool cebirinde 

bir kümenin supremum ve infimumu (eğer varsa) sırası ile V ai ve 
L 

~/1/ Halmos, ?.R., ~Boolean Algebras~ D. Van Nostrand Co. Ine., 

1 

Cf2/ Sikorski, R., nBoolean Algebrasu, S oringer-Verlag, Berlin-

Heildelberg, 1969. s. 16. 
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- 1' a1 i/e gösterilir. Bool cebirinde her kümenin supremumu varsa 

bu cebire tam, her dizinin supremumu varsa cebire u-tam Bool 

cebiri denir. h bir izomorfizm ise infimum ve supremumu korur. 

Parçalı sıralı bir kUmenin iki elemanlı her alt kUmesi­

nin infimum ve supremumu varsa bu kUmeye latis denir. 

Bir birimli Alıalkasında her a E J3} için a.a = a 

ise A 'ya Bool halkası denir. Her Bool cebiri a+b = (aA b" )V 

(b 1\ a"') , a. b = aA b ile tanımlanan ( •) ve (+) işlemlerine 

göre bir Bool halkası olur. Karşıt olarak:, her Bool halkaaı, 

av b = a+b+a. b , aA b = a. b , a1 = l+a ile tanımlanan V , 1\ , ( 1 ) 

işlemlerine göre bir Bool cebiri olur. Bu nedenle halka homomor­

fizmleri ile cebir homomorfizmleri arasında daima bire~brr eş­

leme kurulabilir. 

Teorem 2.4.1 (Stone). Herhangi~ Bool cebiri, tamamen 

bağlantısız kompakt Hauadorff bir T uzayınıa kapalı-açık kümele­
\ 

rinin Bool cebirine izomorfiktir ve bu Tuzayı tekdir /1/. 

Stone teoreminin ispatından şu sonuçları elde ederiz : 

vz1 bir Bool cebiri ve T,A 'dan z2 ( 2 modUlUne göre 

tam sayılar) Bool cebiriae taa~mlaaan örten homomorfizmlerin kU­

mesi olsun. Her a E. v4 için a( t) = t( a) , tE T ile T' den z2 'ye 

bir fonksiyon elde edilir. z2 en kuvvetli topoloji ile donatıl­

dığında { a : a~ J4] fonksiyonlar kUmesinin T Uzerinde indirge­

diği zayıf topolojiye göre ~ tamamen bağlantısız kompakt Hausdorff 

uzLyı olur. Eğer~,T'nin kapalı-açık kUmelerinin Bool cebiri ise 

/1/ Lacey,H.E., 11 The Isometric Theory of Classical Banach Spaces: 

Springer-Verlag, 1974. s. 118. 

ı 
ı 
1 
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her a~vz4 için Lp(a) = f tcT : t(a} = ı],A'dan1ı'ye bir 

Bool izomorfizmidir /1/. T'ye A 'nın malesimal ideal uzayı di­

yeceğiz. 

Bundan aonra,Ttamamen bağlantısız kompakt Hausdorff uza­

yının kapalı-açık kUmelerinin Bool cebirini ~(T) ile gBstere­

ceğiz. Stone teoremine göre her vı5J. Bool cebiri bir A(T} şek­
lindedir. 

~(T)'nin tam olması için gerek ve yeter koşul T'nin 

aşırı bağlantısız (her açık kUmenin kapanışının açık olması ) 

olmasıdır, bu durumda V~= UF J;r./2/. 
-· R~ 

Au-tam Bool cebiri olsun. ~Uzerinde tanımlanan 
gerçek değerli bir e- fonksiyonu, A daki her (an), n ~ m 

00 

ise an/\am =o., dizisi için e-<Van) =f,e<a
0

) koşulunu sağ-

larsa tL'ye ölçüm denir. Eğer her aJ O için ~(a)> O ~se 

p.. 'ye tam pozitif ve e~er tt<l) = 1 ise ~'ye normalleşti­

rilmiş ölçilm denir. A u-tam Bool ce biri ve tt tam 9ozi tif nor­

malleş tirilmi ş ölçilm olmak Uzere cA , ~) ikilisine ölçüm 

cebiri denir. Böyle bir durumda ~ tamdır /)/. 

Teorem 2.4.2 ( J4.CT), tL) bir ölçüm cebiri ise ACT) 

Uzerinde ~ ile çakışan tek bir regüler Borel ölçUmU vardır/4/. 

/1/ Lacey, H. E.,_ s. 119. 

/2/ Lacey, H. E., s. 119. 

/3/ Lacey, H.E., a. 120. 

/4/ Lacey, H. E., s. 120. 
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2.5 Hilbert Uzayı -

H, K üzerinde bir vektör uzayı olsun. H x H 'den 

K'ya tanımlanan (x,y)- <x,y> fonksiyonu; 

i) 
' 

ii) <ax,y) = a <x,y> , a E. K, 

iii) <y,x) = <X,y), 

iv) x :/: O için <x,x>)O 

koşullarını sağlarsa (H,<·,·>) ikilisine (veyaH'ye) iç çar­

pım uzayı denir. 

H iç çarpım uzay ında, nx 11 = < x, x > l/2 tanımlarsak 
H bir normlu uzay olur /1/. 

ll x 11 = < x,x > l/2 normuna göre bir Banach uzayı olan 

iç çarpım uzayına,Hilbert uzayı denir. 

H iç çarpım uzayında (x,y) = O ise x ile y' ye bir­

birine diktir denir ve x...ı... y ile gösterilir. Bir ECH kUme­

sinin farklı elemanları birbirine dik ise bu E kUmesine ortogo­

nal, ortegonal kUmenin her elemanının normu· ı- ise ortonarmal 

küme denir. İki kümenin elemanları birbirine dik ise bu kümele-

re de ortegonal kümeler denir. 

Teorem 2.5.1 A = ( x~ )~~I' H Hilbert uzayında orta-

normal bir küme ise şaşağıdaki ifadeler denktir. 

i) X E H ise X = L <.x,xo<> xo<, 
o( 

ii) A'nın ürettiği alt uzay H' de yoğundur. 

iii) ll x ll 
2 = B 1 ~ x,xo< > 1 

2 dir /2/. 
o< 

/1/ Hewitt,E., Stromberg,K., s. 23~ 
• ll " /2/ Bachman ,G., Naricı,L., Functional Analyais, Academic Press, 

New York, 1972. s. 155. 



B Ö LU M III 

SAY! DEGERLİ VE SONLU Lp UZAYLARI ÜZERİNDEKİ 

İZOMETRİLERİN 

NOKTA DÖNÜŞÜMLERİYLE KARAKTERİZASYONU 

3.1 Giriş 
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(X,~ , l::' ) herhangi ölçüm uzayı olduğunda 

Lp(X,lA , e- ,B)' den kendi Uzerine tanımlanan izometrilerin ka­

rakterizasyonu fonksiyonel-analizin önemli problemlerinden bi­

ridir. 

X uzayı [0,1] aıalığı, ~ Lebeague ölçümü ve B sayı 

cismi olduğunda 1 ~ p <co ( p if: 2) için söz konusu izometri­

leri, ilk defa Banach karakterize ~tmiştir. Ban.ach /1/ de, f t:_Lp 

lp , (O, ı] ' den kendi üzerine ölçülebilir bir fonksiyon' ve 
\ . 

thtP =d(/\ oı..p)/ d~ olmaküzere .LP((_o,ı] •0, f.ı ,S) üzerin-

deki T 'izometrisinin (Tf) (x) = h(x)f( ~ (x)) şeklinde olduğunu 
. . . . 

ispatlamıştır. Banach' ın bu incelemesi pek mükemmel olmamakla 

beraber bu konudaki ilk çalışma olması ve bu konuda çalışanla­

ra ışık ·tutması açı.sından önemli sayıll!laktadır. Ni te kim, daha 

genel bazı durumlarda izometrilerin, Banach'ın elde ettiği şek­

le (bazı farklarla) benzediği Lamperti, Cambern ve Sourour ta­

rafından gösterilmiştir. 

) 

/1/ Banach, s., Theorie des Qperation JLineairea, Monografje 

Matematyczne, Warsaw, 1932. s. 178. 



Lamparti /1/'de ; (X,vz</ , ~) sonlu iHçüm uzayı, Lp 

( p 1: 2) sayı değerli olmak üzere L üzerindeki izometrilerin p 

(Tf)(x) = h(x)( P (f) )(x} şeklinde olduğunu ispatlamıştır. Bu-

29 

rada F , F düzgün küme izomorfizmince (tanım 3.1.4) indirge­

nen ve X üzerinde tanımlı ölçülebilir fonksiyonlar kümeei üze­

rinde tanımlı dönüşüm ve e-*<A) = tt< F-1(A)) olmak üzere 

ı h(x) ı p = d f:!-* 1 de- dir. 

(X,A , tt ) uzayının u-sonlu ve herhangi ölçtim uzayı 

olması durumunda sayı değerli Lp (p 1: 2) uzayları üzerindeki 

izometrilerin Lamparti'nin verdiği şekilde olduğu Bölüm IV'de 

ispatlanmıştır. 

Cambern'da /2/'de ; X sonlu ve K ayırılabilir Hilbert 

uzayı olmak üzere Lp (X,K), (H p<oo, p:P _:ı.)~ üzerindeki bire-bir· ör­

ten izometrilerin (Tf)(x) = U(x)h(x)(:F (f))(x:) şeklinde oldu­

ğunu iapatlamıştır. Burada h ile F yukarıda açıklandığı şekil-
\ 

de ve U operatör değerli ölçülebilir fonkaiyondur. 

Sourour ise /3/' de ; B, ayırılabilir ve sıfırdan f·ark­

lı iki Banach uzayının direk toplamı olmayan bir Banach uzayı 

olmak üzere LP(X,B),(! ~p<'ooJptı),üzerindeki bire-bir örten izometri­

lerle, K ayırılabilir Hilbert uzayı olmak üzere LP(X,K) üzerin­

deki izometrilerin (Tf) (x) = S(x)h(x) (F (f)) (x) şeklinde oldu- · 
. •.. ·.. -

ğunu göstermdştir. Burada da h ile F yukarıda açıklandığı gi­

bidir, S ise X üzerinden B(veya K) üzerindeki sınırlı operatör-

/1/Lamperti,j., s.461-462. 

/2/Cambern,:l., a.l7. 

/3/Sourour,A.R., a.l29-130. 
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ler kUmesine tanımlı ölçillebilir bir dönUşümdUr. 

Yukarıdaki açıklamadan görüleceği gibi,LP uzayları Uzarin­

deki izometriler karakterize edilirken, Cl-cebirinden kendi Uze­

rine tanımlanan ve dUzgUn kUme izomorfizmi denilen F dönUşUmUn­

den ya~arlanılmaktadır. 

Bu bölümde Cengiz tarafından /1/'de ispatlarran teorem 

).1.2'den yararlanarak sayı değerli ve sonlu Lp uzayına izomor­

fik bir Lp üzerindeki izometrilerin nokta dönUşümU yardımı ile 

karakterize edilebileceği g~sterilecektir. 

Şimdi bu amaç için gerekli ön bilgileri verelim-: 

~ pozitif ve t! (X) = 1 olmak Uz ere (X,J24, tf) ölçilm u­

zayı verilmiş olsun. J4 'nın e<A \B) + t;(B\ A) = O koşulunu 

sağlayan kUmaleri bir denklik sınıfı oluştururlar. Herhangi 

A e A kUmesinin denklik sınıfını 1 ile gösterirsek 

A ={ !:AeA] ailesi; lA B= (AnB)"', !vB =(AU B)"', 

(!( = (X\ A) ... ile tanımlanan 1\ , V ve ( /) işlemlerine göre 

bir Bool cebiri olur. e (!) = ~ (A) ile ~ 5lçümünU tanımlarsak: 

( ~, g. ) bir ölçilm cebiri olur /2/. 

S tane teoreminden ( Teorem 2.4. 2), & tamame-n_ ~ağ~antısız 
"' 

kompakt Hausdorff uzayı olmak U zere J4 , S' nin ka9alı-açık: kil-

melerinin u:4 (S) Bool cebirine izomorfiktir. Bu. .. _Jzomorfizm, 

lf: vzf~A(S) , Lp(A) = {tE S : t(!) =1] dir.v'( t.p (!))= 2<1)= 
CL (A) ile ...;:4 (S) Uzarinde bir 11' tam pozitif normalleştirilmiş 

/1/ Cengiz,B., SUrekli Fonksiyon Uzaylarının Bazı Özellikleri 

(Doçentlik Tezi), 1976, s.ııı. 

/2/ Lacey, H.E., s.l21. 
1 
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_BlçümU tanimlanır. Teorem 2.4.,' den S üzerinde, vd (S) 'ye sınır­

landığında ı./ ile çakışan tek bir v regüler Borel ölçümü vardır. 

ı.--4. cr-tam olduğundan ı_P4 (S) ö-tamdıt. Kesim 2.4 den o--tam Bool 
' ' 

cebiri üzerinde tam pozitif normalleştirilmiş <Hçüm varsa bu Bo-

ol cebiri tam olacağından ~(S) tamdır, bu ise S'nin aşırı bağ­

lantısız olmasını gerektirir. O halde S aşırı bağlantısız ve ta­

mamen bağlantısız kompakt Hausdorff uzayıdır. 

Teerem 3.1.1 Her Ai 
n. 

i 

(i=l~2, ••.• ,n) S'nin bir Borel 

kUmesi olmak üzere g =~ c1KA
1 

bas~t fonksiyonu verilsin. Her 

1 ~ p <eo ve 

olmak üzere 
n. 

h = r; c1Ku. 
~~i ı 

c:) o 

.fıg 
5 

sayıları verildiğ{nde U 1E~(S) (i=l, •.• n) 

-hiP dv < t. eşi~sizliğini ·3ağlayan bir 

basit fonksiyonu vardır./1/. 

Teorem 3.1. 2 Her 1 ~ p <eo :için LP (X,..A, y ) 'den 

L (S, v) 'ye norm koruyan bir lineer izomorfizm vardır ve bu izo-p . 

morfizm aynı zamanda bir latis izomorfizmidir /2/. 

Teorem 3.1. 3 ( J4 (S), e-) ölçüm cebiri y~ J4 ( S)
1 

de ~ ile 

çakışan,v regüler Borel ölçUmU verilmiş olsua. S'nin herhangi 

Borel kümesi B, -..P4 (S)' nin bir U elemanına "ı)- denk:tir. (yani 

v (U \ B)+ ı; (B\ U) = O) /3/. 

Tanım 3.1.4 (X, v4 , f::l) herhangi bir ölçüm uzayı ol­

sun. ~ 'dan J4 'ya null kümeler modülüne göre tanımlanan ve .. 
aşağıdaki koşulları sağlayan F dönüşümline düzgün küme izomor­

fizmi denir. 

/1/ Cengiz, B., s. 109. 

/2/ Cengiz, B., s. lll. 

/3/ Cengiz, B., s. 114. 

1 • 
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i) F(X\ A) = F(X) \ F(A) t AE A t 

QO 00 

ii) F(n'-!ı An) = Wi F(An) , her n için An E v4 ve 

n 1= k i çin An n Ak = '/) , 
iii) ~ [F(A)] = O olması için gerek ve yeter koşul 

~(A) = O olmasıdır. 
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X üzerinde tanımlı sayı değerli ve ölçülebilir fonksi­

yonlar kümesinden kendi Uzerine) F düzgün küme izomorfizmi yar­

dımıyla bir F lineer dönüşümü tanımlanabilir. Bu F dönüşümü, 

KA karakteristik fonksiyonu için F(XA) = KF(A) ile tanımla­

nır. F'nin diğer fonksiyenlara genişlemesi /1/'de verilmiştir. 

Böylece elde edilen P dönüşümil h.h.y. de yakınsamayı korur­

yani 

eğer h.h.y. de l!m fn (x) = f(x) ise 

h.h.y. de lim ( F(f ) )(x) = ( F (f) )(x) 
n . .n , 

dir /2/. 

3.2 İzometrinin Nokta Dönüşümüyle Karakterizasyonu 

LP(S, v) 'den kendi Uzerine tanımlanan izometrinin 
' karakterizasyonunda kullanılan düzgün küme izomorfizminin bir 

nokta dönüşümüyle elde edilebileceğini gösterelim.önce ~(S)'den 

~(S)'ye tanımlanan düzgün küme izomorfizmi için ispatlayalım : 

F : v4 (S) ı.A (S) dUzgUn küme izomorfizmi olsun. 

" x E S alalım ve x'in kapalı-açık komşululukları ailesini ~x) 

ile gösterelim. ~x), ~(S)' de bir süzgeç oluşturur.Gerçek­
ten ; V1 , V2 E ~~) ise V1 ve V2 kapalı-açık dolayısıyla 

/1/ Doob,j.L., Stochastic Processes, Wiley and Sona, New York, 

1953. s. 453-454. 

/2/ Cambern,M., s.lO. 
1 
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v1 n v2 kapalı-açıktır, ayrıca X E vl ve X~ v2 olduğun-, 
dan X E v1 n v2 dir. O halde v1n v2 E f\.J( x) olur. , 

\{x) c ~"\f"(x) olduğundan 

dir. 

Yerel Kompakt Hausdorff uzayın tamamen bağlantısız olması 

için gerek ve yeter koşul her noktanın kapalı-açık komşulukları­

nın o noktada bir komşuluk tabanı oluşturmasıdır. Bu koşul kapa­

lı-açık kUrnelerin uzayın topolojisi için bir taban teşkil etmesi 

ile aynıdır /1/. Bu önerme ve S'nin tamamen bağlantısız kompakt 

Hausdorff uzayı olmasından her U C: <'\J'(x) en az bir V E. f\J-(x) 

içerir dolayısıyla 

olur. (1) ve (2) bağıntılarından : 

elde edilir. S kompakt Hausdorff uzay olduğundan teorem 2.1.2 den 

( 3) 

olur. 

/1/ Cengiz, B., a. 108. 
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Şimdi de F( V ~x))' i gözönüne_ alalım :. F düzgün 

· küme izomorfizmi, AU B = ( A \B) U B ve (A \B)(\ B = (J ol-

duğundan F( AU B ) = F ( A \B ) U F (B) olur, Buradan : 

F( A'\B) =F ( AUB )\F(B), F ( B\A) ;::F ( AUB )\F(A) 

elde edilir. Buna göre : 

F (-A\B )UF (B\A) = F(AUB)\ (F(B)(i F(A)] 

[F( A\B)UF (B\A)UF(An B)] \[F (B) n F (A)J 

olur. Buradan da 

F(A (1 B) = F(A) n F(B) 

elde edilir. 

= 

1 
F (V l) , F (V 2 ) E F ( CV ( x) ) i s e F (V l ) (') F (V 2 ) = F (V 1n V 2 ~ 

n a_' · 1 

ve v1nv2 € v-(x) olduğundan 

F(V1 ) n -F(V2 ) € F( C'\..9-~x)) 

olur, dolayısıyla F( '\.9-~ x) ) , ~ (S)' de bir sUzgeç oluşturur. 
F, v4 (S)'den Vi4(S)'~e olduğundan mT = F(V) dir, bu neden­

le 

(4) () { F('V} : V E nqx) 1 = n { F(V) V E '\J-~x)] 

olur. (4) nolu eşitlikteki 

y E D alalım. 

1 
ğundan her V E. q.J- (x) 

kümeye D diyelim. 

yE n [ F(V) : V . E '\J-'(x)} oldu-

için ~ E F(V) dir ve F(V) ler ka-

palı-açık kümeler olduklarından y'nin komşuluğudurlar dolayı-

sıyla 

( 5) -

dir. 
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/ 

Herhangi bir U E '\.3- (y) alalım ve x ·~ F-1 (U) oldu-

ğunu varsayalım. Bu durumda x e S \F-1 (U) olur •. F-1 (U) kapa­

lı-açık olduğundan S \F-1 (U) kapalı-açık olur ve dolayısıyla , 
S\F-1 (U)E ~x) olur, buradan yE F(S\F-1 (U)) elde edi-

lir. Halbuki [s\ F-1 (u)} (1 F-1 (U) = fJ olduğundan 

F(S\F-l(U))(l U= 0 

olur. Bu ise çelişkidir çünkü, yE U ve y E. F(S \F-1 (u)) dır. 

Demekki x E F-l(U) dır. Böylece U E: F( v(x)) olur. Her 
/ / 

U E. C\.J"(y) için U E F( '\.J"(x)) olduğundan 

( 6) 

olur. (5) ve (6) ba~ıntılarından 
/ 

F( '\J(x)) = 
•lde edilir. , 

F( V(x)) y'nin kapalı-açık komşuluklar süzgeci ve 

uzay kompakt Hausdorff olduğundan 

n F( rv-'(x)) ={y }~.= {V: V E. cv- (y)J 
olur. Yani D bir tek nokta kümesidir. 

Böylece v4 (S)'den t.foi(S)'ye, F düzgün küme izo­

morfizmi yardımıyla; 

~: 

şeklinde bir ~ nokta dönüşümü tanımlayabiliriz. 

Şimdi, bu nokta dönüşümü ile F küme dönüşümünün çakış-
-

tığını yani her A E ı.J24 (S) için 't(A) = F(A) olduğunu gös-



36 

yE. -;Y(A) olsun. O zaman en az bir x E A vardır CSylelc:i 

t y j =n{F(V) : V€:rvc:)} dir. Ae.fi(s) ve A,kapalı-açılc k:Ume 

olduğundan her noktasının ve dolayısıyla x'in bir k:omşuluğudur 
/ 

yani A E ~x) dir.Buradan yE F(A) olur. BCSylece 

(7) ~(A) C F(A) 

elde edilir. 

Şimdi de Y€ F(A) olsun fa..llat y, ~(A)'nın elemanı olmasın. 
/ 

O zaman her bir x e A için en az bir Vx E. ~x) vardır CSyleki 

y ~ F(Vx) dir. A · kapalı ve S kompakt olduğundan A kompakttır do­

layısıyla A'yı örten Vx' lerden sonlu tanesi A' yı CSrte~ bu.neden­

le 

elde edilir. 

diyelim. 

n n. 
.U ui =.U V ve uin uj = ~. i ::/:: j, olduğu açıktır. 
L:. i L:.::i. Xi 

Buradan 

F(Un) = F ( "x \ { Ü
1
vx )] = F[ 1(, .n(s\(WVx).)l' 

n l =-i i :"'n t = i i 

ve y f F(Vx ),n= 1,2, ••• 
n 

dir. 
rı. 

olduğundan her n için y ~ F(Un) 

A = hli (Ui_n A) ve U i ler ayrı k olduğundan 



rı. 

F(A) = lj F(Ui n A) 
t~ 1 

olur. 

Her i için y ~ F(Ui n A) olduğundan Yf F(A) olur.Bu 

ise yE F(A) olmasıyla çelişir, o halde yE F(A) ieıe y € 'f(A) 

dJ.r, yani 

(8) F(A) c 't(A), her AEA(s) 

dJ.r. (7) ve (8) bağıntılarJ.ndan 

F(A) = ~{A), her AEA(s) 

olur. 
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Böylece J4cs)' den A (5) 'ye tanJ.mlanan F düzgün küme 

izomorfizminin ~nokta dönüşümü ile karakterize edilebileceği 

gösterilmiş oldu. \ 

Şimdi Lp (S, y) uzayJ.nı gözönüne alalJ.m. Bu uzay da ~-ce­

biri 1ı. Borel cebiridir. ~ 'den :lı. 'ye düzgün küme izomorfizmi F 

olsun. Teorem 3.1.3 den her B E ;B. Borel kümesi bir A E._A (S) 'ye 

v -denktir. F(B) de ~'nin elemanı olduğundan Jr( B) 'de bir 

A/eA(s)'ye v-denktir.Böylece ~'den ~'ye B-F(B) d6nüşü-: 
müyle J4(S)'denA(s)•ye A-A/ dönüşümünü el.de ederiz.DUz­

gün küme izomorfizmi simetrik farklarJ.JJ.ın ölçümü sJ.fJ.r olan küıne­

ler üzerinde aynJ. ~lduğundan ~ Uzeri:.ıdeki F dönüşümü Ac S) 

üzerindeki düzgün küme izomorfizmi ile aynJ.dır.Bu nedenle yuka­

rJ.da elde edilen~ dönüşümü, .li 'den .& 'ye olan düzgün küme izo­

morfizmiile elde edilen nokta dönüşümüyle aynıdır. 
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Açıklama ı. İspatımızda ~'yU tam pozitif ve ~(X) = ı 

aldık. ~(X) <co olduğunda t;- normalleştirilmiş olmaz. Bu durum­

da ~ = tt tıeı alarak normalleştirilmiş ölçüm elde edilir, bu­

nun yardımıylavzt (S)' de 1-b ve S Uzerinde,Jt(s) 'ye sınırlaması 
-ıs olan bir v regüler Borel ölçümü elde etmek mümkündür. O hal­

de yukarıdaki ispatımız,herhangi sonlu ölçüm için de doğrudur. 

Açıklama 2. T: LP(s,J4cs>,v> LP(s,Acs),v) 

izometrisinin şu şekilde 

(Tf)(x) = h(x) (Jf(f) )(x) 

olduğunu biliyoruz. 't, F ile elde edilen nokta dönüşümü olsun. 

KAE Lp alalım. KA'nın T ile görüntUsU : 

dir.F(A) = ıt-i(A) dersek 

-i 
X ~ tf (A) 

-
F(KA)(x) = KF(A)(x) = l:t-.t(A)(x) 

elde edilir.Bu durumda ise T şu şekilde olacaktır: 

Şimdi de 
1'\. 

s = :C e1KA €. Lp basit fonksiyonunun T ile 
L:::-1 •. i 
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görUntUsUrıUn şeklini araştıralım: 
rı. n. 

F(s) =.B ciF(KA ) =.0 ci(XA o~) = eo~ 
ı=! . i t:;l. i 

olur. Buna göre de 

(Ts)(x) = h(x) (so ~)(x) 

: .. _ .. -

elde edilir. 

Şimdi de herhangi fE Lp alalım. O zaman,basit fonksiyon­

lar Lp'de yoğun olduğundan en az bir ( sn) b~sit fonksiyonlar di-
-zisi vardır öyleki 1_am sn(x) = f(x),h.h.y.de dir. F,h.h.y. de ya-

kınsamayı koruduğundan lim F(sn)(x) = F(f)(x),h.h.y. de olur.Buna 
n -

gCSre de 

\ 
elde edilir. 

Demek ki Lp uzayı üzerindeki T izometrisi verildiğinde t 
bir nokta dönUşUmU olmak üzere bu T izometrisi 

(Tf) (x) = h(x) (fo 6 )(x) 

şeklinde ifade edilebilir. 

Şimdi, sonlu Lp (X A, tt) uzayı ve bu uzay üzerindeki T 

izometrisi veriJ.diğinde teorem ).1.2 den bu uzay, LP(S, ACS), v) 
. . 

uzayına izometriktir, bu izometriyi (J ve A ile J4-( S) arasındaki 

dtinUşümU ır ile gösterirsak T 1 
= O"" oTo ~:i ve F / = 1T oFo ır-i ile 

LP(S,v) üzerinde T1 izometrisini ve A (3) üzerinde de Fl'dCinüşUm-



40 

1 
lerini elde ederiz. F ile elde edilen riokta dönüşümünü r ile gös-

terirsak 

1 1 
('.lg)(x) =h(x) (got)(x), gE.LP(S,y) 

elde ederiz. 

Sonuç olarak, LP verildiğinde ölçüm uzayı değiştirilerak 

adı geçen izometri esas itibariyle bir nokta dönüşümü ile elde 

edilebilir şekle dönüştürülür. 

3. Sonu.x 

Böylece, eonlu ve sayı değerli Lp uzayları üzerin­

deki izometrilerin, bir nokta dönüşümüyle elde edilebileceği 

gösterilmiş olmasına rağmen (J-sonlu ve sayı değerli LP . uzay- . 

ları ile sayı değerli herhangi Lp uzayları üzerindeki izometri­

lerin bir nokta dönüşümilyle elde edilip edilemiyeceği,üzerinde 
\ 

çalışılmaya değer bir porblemdir. 



B Ö L Ü M IV 

SAYI DEGERLİ HERHANGi Lp U,ZAYINDAN 

KENDİ UZERiNE TANIMLANAN İZOMETRİLERİN 

KARAKTERİZASYONU 

4.1 Giriş 
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Bu bölUmde; (x,t/4, (!-), 0-sonlu ölçüm uzayı ve Lp(X, 

\J4, tt> ,p.;p2,sayı değerli olduğunda,L uzayından kendi Uzerine 
1 p 

tanımlanan izometriler için Lamperti tarafından /1/ de iddia e~- · 

dilen ancak;uzayın sonlu olması durumunda ispatlanan şeklin,uza­

yın ~-sonlu olması durumunda da doğru olduğu ispatlanacaktır.Da­

ha sonra Cengiz tarafından /2/ de ispatlanan teorem 4.3.3 yardı- ' 

mıyla, (x,A, 0> herhangi ölçtim uzayı olduğunda,sayı değerli Lp' 

1~ p < c:x:> , p lı 2, Uzerindeki izometrilerin· de Lamperti tarafın.:. 
\ 

dan /1/ de verilen şekilde olduğu,ispatlanacaktır. 

Şimdi bu amaç 'için gerekli bir teoremi ifade edelim: 

Teorem 4.1.1 f ,g € Lp(X,~, 0-) olsun. ·· ~~ 
i ) p ı. 2 i se ll f + g ll : + ll f - g ll : ı. 2 C ll f If :+U g[l: )! 

ii) O< p ~2 ise l! f + g IIP + !If- g IIP ~ 2( ll i IIP+ 1\g\~P) J 

. p p p p 
iii) p ,& · 2 için i) ve ii) de eşitliğin sağlanması için ge-

rek ve yeter koşul h.h.y. de f(x).g(x) =O olmasıdır /3/. 

/l/Lamperti,J.,s.461-462. 

/2/·Cengiz,B.,s.lOl. 

/3/ Lamperti,j.,s.460-461. 



4. 2 o- sonlu LP u zayı U~eri nd eki İ zometrilerin 

Karakterizasyonu 
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Teorem 4.2.1 (X, J4., tL) ô-sonlu ölçtim uzayı 
olsun. p =1: 2 olmak U zere Lp (X, .04, ~) uzayınde,n kendi Uzerine 

tanımlı T lineer operatörUJ 

( 1) 

-
' 
1 

her f E L p 

koşulunu sağlarsa; F, ölçülebilir sayı değerli fonksiyonlar kü-

mesi Uzerinde tanımlı ve F düzgUn kUme izomorfizmi ile elde e­

dilen dönüşüm ve h, sayı değerli bir fonksiyon olmak üzere T şu. 

şekildedir : 

( 2) (T f)(x) = h(x) ( F ( f) )(x) ; · 

eğer ~* ölçümü., t_l(A) = (l (F-l A) şeklinde tanımlanırsa 

( 3) F(X)., de h.h.y.de 1 h(x) t P = dt:!-*/ d/:3-

dir. 

Karşıt olarak, ölçülebilir ,fonksiyonlar kUmeeL elzerin­

de tanımlı ve F dUzgUn küme izomorfizmi ile elde edilen F dönü­

şümü ve (3) koşulunu sağlaJan h(x) için (Tf)(x)=h(x)(F(f))(x) 

ile verilen T lineer operatörU Lp'den Lp'ye bir izometridir /1/. 

/1/ Lamperti, J., s. 461-462 • 
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İspat • LP(x~J4. , e-) ve LP(X, A, Vl:f) -uzayları 
aynı ve Ve- ~ O olduğundan ~ ~HçUmUnU pozitif alabiliriz. Bu­

nun sonucu olarak, her n için 0 (Xn) (.ct:J ve m =1: n için 
00 

Xn(l Xm = ~ olmak üzere X= UX yazabiliriz (ispatımızda 
11 =i n 

Xn'i daima bu anlamda kullanacağız). T : LP Lp lineer 

operatörUnUn (1)' i sağladığııu varsayalım ve v4 'dan A 'ya 

aşağıdaki şekilde bir F dönUşUmü tanımlayalım : 

(4) 

Burada, f:l (An Xn) < oo 

00 

F(A) = U supp( T KA n X ) • 
"=.!. n 

olduğundan KA (') X E Lp 
D 

layısıyla TKA n X tanımlıdır. 

dir ve do-

n 
Şimdi, ( 4) ile tanımladığımız F dönüşümünün dUzgUn kU:-

me izomorfizmi olduğunu gösterelim : 

A ve B ~ 'da ayrık herhangi iki küme olsun. A ve B 

ayrık olduğundan h.h.y. de K (x) • K (x) = O dır. Dolayı-

.1{ n xn B n xn 
sıyla teorem 4.1.1 den 

(5) 
p 

IIKAnX + KBtiX ll + IIKAnX - KBnX 
n n p n n 

p p 
2 ( ll KA n X ll + ll KB n X ll ) 

n p n p 

olur. T'nin lineerliği, (5) ve (l)'den 

p p 

( 6) ]\ TKA()X + TKB(')X !1 + ll TKAiiX - TKB n X ll 
n n p n n p 

p p 

2 ( ll TK An X ll + ll TKB n X ll ) 
"n p 1l p 

dir. 
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Teorem 4.1.1 ve (6)·; 

(7) h.h.y. de TK (x) • TK (x) = O 
A ()Xn B(')X

0 

olmas~n~ gerektirir. Bu ise ayrık kUmelerin karakteristik fonk­

siyonlar~nın T ile görünttilerinin desteklerinin ayr~k olduğunu 

ifade eder. 

A9 BE. vf61. ve An B = f/J olsun. F' nin tanım~ ndan; 

00 00 

F(AU B) =U supp (TK ) = U supp (TK ) = 
h= i (AUB)nxn fl-=J. (A-nxn) u (Bnxn) 

olur. Bu eşitlik ve (7)'den 

00 0<.) 

(8) F(AUB) = ~ supp(TKAnX ) U nYJ..supp(TKBnX ) = 
n-ı n n 
\ 

= F(A)U F(B) 

olur. 

(8) eşitliğinin sa~~labilir bileşim için doğruluğunu 

araşt~ral~m : Bunun için kı i: k2 için Ak n Ak = tJ olmak 
00 00 00 1 2 

Uzere A =k~ Ak iken F( k.~:iAk) =kı:.i F(Ak) yani 

(9) 
oö (X) 00 

· U su pp T(K = ) = U [ U su pp (TK ) ] 
11 =-i X n (U A ) .bı n.:! X nA 

n k:.L k n k 

olduğunu göstermeliyiz. Herhangi n için, 
00 

s="BK 
l<:i X nA 

n k 

diyelim. 

m 

sm= BK 
l<=.t X nA 

n k 
' 



p 

ll s - sm ll 
p 1 c::o p roO 

= 1 1: K ( x) 1 d = Jv 1:: K X \:.:m·H X (\ A tt X k:m+l X nA 
n k n k 

d tt 

=1 Koo ' d u. = ,u_ ( u xnnAk ) = E (Xn(lAk) o 
,.ı\ U X nA L c- k:mtı ı.:. .. 'M+.i . 1"1"1-+oo 
· hrwı+ı n k 
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O halde sm\' Lp' des'ye yakınsar. T sUrekli (sınırlı) olduğun­

dan 

00 M 

(lO) T ( s) = T ( ~ Kx n A ) = li m T ( sm) 
k=t n k m 

= lim 'L -T(Kx nA ) 
m 1<=1 n k 

olur. (10) eşitliğinden 

olur. Buradan, 

00 oO 00 

U supp T(K oe ) = U ·supp ( L T(K ) ) 
n:.ı. X ()(UA) n::ı bi X nA 

n l:.=t ·k n le 

00 00 

= U U supp T(K ) 
n=-1 k::ı X nA 

n k 

bulunur. Böylece (9) eşitliği sağlanmış olur. Demekki 

(ll) 

dır. 
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X = A U (X \ A) ve A n (X '\ A) = fı ·olduğundan ve 

(8) 'den F(X) = F(A) U F(X '\ A) dır. Buradan, 

(12) F(X '\ A) = F(X) '\. F(A) 

olur. 

Şimdi de tanım 3.1.4 'deki iii). koşulunun sağlandı­

~ını gösterelim : 

<;::. : 

ve e- ~ O 

dolayısıyla 

K (x) = O 
Anx n 

oldu~ndan her n için h.h.y. de TK (x) = O 
Arıxn 

= o olur. Bu ise h.h.y. de 

demektir. Bunun sonucu olarak, her n için l:- (A ()X n) =0 , 
\ 

00 

dolayısıyla nt; ~(An X n) = f::A (A) = O olur. 

~= ı:t(A) = O ise her n için (:t(AnXn) = O , dolayısıyla 

h.h.y. de K (x) = O olur. Buradan h.h.y. de 
Anxn 

TK (x) = O olur. 
Anx n 

Bunun sonucu olarak ~ [su pp (TK An X ) J = O ve dolayısıyla 
n 

00 

p-[ F(A)] = ~ U [supp(TKA() X >] = O 
n-t L n 

olur. Böylece, 

(13) ' ~ ~ ( F(A) J = O olması için gerek ve yeter koşul 

pCA) = O olmasıdır. 
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Böylece, (ll), (12) ve (13) ile tanım 3.1.4 'Un ko­

şulları sağlandığından (4) ile tanımlanan F dönüşümü bir düzgUn 

küme izomorfizmidir. 

f!<Xn)<oo. 

tanımlıdır • 

olduğundan Kx E L dir ve dolayısıyla 
n P 

hn(x) =TK (x) diyelim. Sn =_aupp h
0 xn 

olsun. m 1: n için X n() Xm. = t; olduğundan ~(Sn() Sm ) = O oldu­
oı::ı 

ğunu yukarıda göstermiştik. Buna göre S =U S olmak üzere 
rı=i. n 

şeklinde bir h(x) fonksiyonu tanımlamak mümkündür. 

Şimdi, herhangi· bir AEA , tf-(A)<oo kümesi 
00 

verilmiş olsua. A = nlj
1

( Anxn ) dir. Burada Anxn kümeleri 

ayrık olduğundan supp (TK An X ) lerin kesişimierinin CSlçümU sı­
n 

fır olur. Bu nedenle ; 

1"1-

KA = lim ~ K olduğundan T(KA) = 
• k=i A nxk 

rı. 

T(lim ~K ) 
n "=1 ArtX k 

n. . 00 

= lim E T(K ) :: L: T(K ) olur. Ayrıca, 
YL k:i A n X k n :.1 A n X n 

f T(K ) : n E N J 
An .x:n 

ayrık olduğundan 

oQ 

olur.Buna g<ire, h.h.y. de F(A)= lJ su~p(TKAnX ) = supp (TKA) 
n-i n 

elde edilir. Buradan heme.n her x c supp (TKA) elemanı sadece 

bir tek 

olur. 

n ::: n o için supp 

TKA(x) 

(TKAnX ) 'e ait olur ve dolayısıyla 
n 

= TK (x) - h
0

(x) = h(x) 
ArtX o 

no 
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Yukarıdaki eşitliği hemen her x için yazarsak 

(14) TK(x) = h(x) • K (x) = h(x) • (F (K ))(x) 
A F(A) A , 

elde ederiz. Burada F(KA) = KF(A) dır. Böylece (2) eşitli-

ğinin karakteristik fonksiyonlar için doğru olduğunu göstermiş 

olduk. Aynı eşitliğin basit fonksiyonlar için de doğru olduğÜ-nu 

gösterelim : 
VI-

s = L c.KA , i :/: j içi.n cı. :/:. cj ve her i için 
. ~..::. J. ı i 

Ai €_J4 olsun. T lineer olduğundan ve ( 14)' den ; 

Y1. rı. 
YI.. 

='B =L - h. ~ ciF(KA ) T( s) ciTKA ci h.F(KA ) = 
i:.i ' i' i /..=.i L:: J.. i 

rı.. 

=h • F ():ci KA ) =h • F (s) • 
~:..i i 

Şimdi herhangi bir f E. LP alalım. e--ıntegrallenebi:_ 

lir basit fonksiyonlar Lp' de yo~n olduğundan en az bir (sn) 

basit fonksiyon dizisi vardır, öyleki 

ll sn - f n . n o 
p 

dır. Bu ve (1) den 

1\ Ten - Tf \\ 'Tl. O 
p 

olur ve dolayısıyla Tsn ölçUmde Tf'ye yakınsar. Buradan Ten' 

nin en az bir alt dizisi h.h.y. de Tf'ye yakınsar. Bu nedenle 

Tan'nin hemen her yerde Tf'ye yakınsadığını kabul edebiliriz. 

Buna göre ölçümü sıfır olan bir küme dışında limTsn(x)=Tf(x)Jic ı 
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Bu ve F'nin h.h.y. de yal·qnsamayı korumasından 

h.h.y.de T.f(x) = Jl.im Ts
0
(x) = lim(h(x).(F(a ))(x)) 

n n n 

- -
=h(x).lim(F(a

0
))(x)= h(x)(F(f))(x) 

n . 

elde ederiz. 

ği nden 

bulunur. 

L 'de farkı null olan fonksiyonlar aynı kabul edildi­p 

-
Tf(x) = h(x).(F (f))(x) 

Şimdi de (J)'Un sağlandığını gösterelim : 

( 1), ( 2) ve ( 14)' den ölçUmU sonlu her A E: A için 

p p p 

= fl h(x) 1 j K (x) 1 d~= j 1 h(x) 1 dtı 
X F(A) F(A) 

elde edilir. Aynı eşitliğin herhangi bir AE: 024- için de doğru 

olduğunu gösterelim : 

00 

dan 

A =n~ (An X0 ) olsun. mJ: n için X
0
n Xm = ~ 

= p 
F(A) = U F(An X ) dır. flc(x) =l h(x) 1 K 1< (x) 

n::i n fll}iF(A(')Xn) 

olduğun-

tanım-

larsak, 
p 

~ ••••• !ii lh(x)l ve h.h.y. de 
'·• 



olur. Bunun sonucu olarak /1/'den 

p 

l~m J fk dtı" = jl h(x) 1 d(L 

F(A) 
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olur. Halbuki bu eşitliğin sol tarafı 
, 

U..(A) ya eşittir çünkü, 
L 

p 

limjfkdf;:!: = lim Jı h(x) 1 Kk . (x) d tL = 
k k · 0 F(An X ) 

n=-ı n 

k J. p k 
=liml: lh(x)l dU=lim [;u_(A()Xn) 

k rı:! l k )1: 1 c 
F(A()Xn) . 

dır. 

t!<B) = tL ( F-1 (B) 1 olduğundan tı!, e--süreklidir. 

Gerçekten : 
o(.) 

olsun. Buradan F(A) = B = U supp(TK ) ~ 
rı=i AOXn 

dir. tt (B) = O is9 her n için ~[supp(TK )) = O dır. 
Anxn 

Dolayısıyla h.h.y. de TK (x) = O dır. Buradan her n için 
Arı xn 

h.h.y.de K (x) = O dır. Böylece her n için ~(AnXn) = O 
Anxn 

/1/ Dunford, N., Schwartz,j.T., s. 151. 
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olur. Dolay1s1yla ~11(B) = (:l(A) = O elde edilir. 

~ , · tt-sürekli olduğundan Radon-Nikodym teoreminden 

(Teorem 2.;3.4) 

(16) tt(A) = rtC F(A)] = f -~ dtt 
j:(A) d p. 

dir. Radon-Nikodym türevi nin tekli ği ve (15) ile ( 16) dan 

p 

F ( A) 'da h. h. y. de ı h ( x) ı = d tt-*/ d e-
olur. Dolay1s1yla her n için F(X

0
)' de h.h.y. de 

.p 

ı h(x) ı =d tt* 1 d(:l dir. m :1: n için xnn xm = t> ve 

c::a 

P. [F(Xn) n F(Xm) J = O ve -ayr1ca F(X) = n'di :r'(X
0

) olduğundan 
p 

F(X)'de h.h.y. de fh(x)f = dtt*/ df:L 

olur. 

Karşlt olarak, (2) ile verilen T'nin 1 'den L ' ye bir . p p 

izometri olduğunu gösterelim : 
-F ölçülebilir fonksiyonlar aras1nda bir dönüşüm oldu-

ğundan her fE Lp için F(f) ölçülebilirdir ve ayr1ca h'de 

ölçülebilir olduğundan h.F(f) ölçülebilirdir. 

Şimdi f = K. 'EL 
~ p 

p p p p 

fi (TK A) (X) 1 dt!- = ;; h ( X) 1 1 F (KA) ( X) f d t! = Jı h (X) 1 d tt (. o0 

F(A) 

d1r. Ohalde KA E LP ise TKA E LP dir. Benzer şekilde 



vı. 

s = E c.KA E Lp 
L=-i 1 i 

ise 

Buradan i =ı, 2, 3, ••.• , n için 

1. 
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V'\ 

= ?: c1.TKA 
ı.:i i 

olur. 

TKA E L oldugvundan 
i p - . 

Ts E Lp olur. Şimdi de herhangi bir fe. Lp . alalım. O zaman I:ıp' de 

,en az bir (sn) basit fonksiyon dizisi vardır öyleki, 

o 
n 

dır. Dolayısıyla h.h.y. de lims (x)=f(x) 
n n 

ve F h.h.y. de yakınsamayı koruduğundan, yani limF(sn)(x) = 
n 

-c F(f))(x) olduğundan : 

p p 

( 17) \\ Tsn - Tf \\ = Jl (Ts 0 ) (x) ( Tf )(x) 1 d tL 
p 

dir. 

Böylece, (sn) basit fonksiyon dizisi Lp'de olduğundan 

Ts
0

, Lp'de bir dizidir ve Lp'de Tf'ye yakınsamaktadır, yani Ts0 , 

LP' de bir Cauchy dizisidir. Lp tam olduğundan Tf E. Lp dir. Sonuç 

olarak ( 2) ile verilen T, LP' den Lp' ye bir dönüşUmdür. 

Şimdi, T'nin izometri olduğunu gösterelim: 
p 

KA E Lp olsun. Buradan TKA = h. F(KA) , 1 h(x) 1 =d~*/dtA-

dir. 

p p p p 

(.18) llTKA ll = ji h(x) jj F(KA){x) j df!: = J 1 h(x) 1 

p X F(A) 



dır. 
YL 

s = ~ ciKA E Lp 
L.:i . i 

elde edilir. 

(s ) 
n 

ise Lp' de f'y~ yakınsayan en az bir 

vardır. ( 17) 'den l\ Ten - Tf 11-­
P 

basit fonksiyon dizisi 

olduğundan, 

11'1f ll 
p 

= lim ll Tan ll 
n P 

bulunur. 

= ll f ll 

Böylece teoremin ispatı tamamlanmış olur. 

p 

4.3 Herhangi L Uza1ları Uzerindeki İzometriler p 

o 
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Bu kesimde (x,A, t_J-) herhangi tilçUm uzayı ol­

duğunda LP(X, A, tA-) Uzerindeki izometrileri karakterize ede­

ceğiz. 

Norm izomorfik: iki Lp uzayı Banach uzayı olarak aynı 

kabul edildiklerinden bunlardan birisi üzerindeki izometri, di­

ğeri üzeri nde ki ile aynıdır. Bu nedenle, Lp (X, JZ4 , tL ) 'ye 

norm izomorfik: parçalanabilir LP(Y~la, ~) üzerindeki izometri­

i leri, karakterize etmek amacıiiUz için yeterli olacaktır. 
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Lp(X,~, ~ )' ye norm izomorfik Lp uzayı bulmak, teorem·4.3.3 

ile her zaman mümkün olmaktadır. Şimdi, gerekli tanım ve teorem-

leri verelim. 

Tanım 4.3.1 Herhangi ölçülebilir A ve B kümeleri için 

f:'L(AnB) =O ise A ve B'ye t;t-ayrık~ve p(A"-.B)+ ~CB"-A) =O 

ise bu kUrnelere (A- -denk kümeler denir. 

Teorem 4.3.2 X üzerinde ölçümü sonlu ve kesin olarak 

pozitif olan kümeler ailesinde {:l -ayrık kümelerden oluşan alt ai­

leler arasında en az bir maksirnal olanı vardır. c:r böyle bir mak­

aimal aile olsun. ~-sonlu ölçülebilir herhangi bir B kümesi ve­

rildiğinde ~'de F1 , F 2 , • • • • • g~bi sayılabilir çoklukta ele­

man vardır öyle'ki, B'nin Fn'lerin bileşiminin dışında kalan·kıs­

mının ölçümü sıfırdır. Özel olarak X, Cl-sonlu ise ı:-Jt sayılabi­

lir ailedir /1/. 

Teorem 4.3.3 

uzayı,~= {Fv: ve.I} 

(x,A, l::;l ) herhangi bir pozitif ölçUm 
\ 

X üzerinde ölçümü sonlu ve kesin ola-

rak pozitif f:!- -ayrı k kümelerin bir maksirnal ailesi, her V E. I 

için .Av= f EE A : E C Fv} ve p
11 

) tt' nUn J4)) 'ye sınır­
lanriıaaıyla elde edilen ölçüm olsun. Her v E: I ve ı ~ p foo 

için L~, Lp( Fv , A 11 , t'-v ) 'yU göstersin. Her V E I i
1
çin A11 , 

Lvoo cebirinin Y~ kompakt olmak üzere Cr(Yv )'ye norm ve cebir 

izomorfik bir alt cebiri olsun. İlaveten her V c I , f E Av , 

f ~ O ve 1 6 p <co için fP f Av olduğunu kabul edelim. Yi.J 

uzaylarının topolajik direk ~oplamı üzerinde dış re-

güler pozitif bir A ölçümü vardır ve her 1 f p ~oc için -

/1/ Cengiz, B., s. 95. 
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LP(X,~ , ~ ), LP( Y, ~)'ya norm ve latia izomorfiktir. Ayrı­
ca her kompakt kUmen:in 1\ ölçUmU sonlu, ve A , ölçümil sonlu her 

kUrnede iç regillerdir. X, ()- sonlu ise ?ı. regüler Borel ölçilmU­

dür /1/. 

Böylece, Lp(X, A f tt ) uzayı verildiğinde teorem 

4.3.3 ile elde edilen ve L (X,~, U )'ye norm ve latis izomor-. p ı.::-

fik Lp (Y, 1\ ) uzay ı na geçebi li riz. Şimdi Lp (Y, ?\ ) üze rindeki 

izometrileri inceleyelim. 

Lp uzayındaki bir fonksiyonun dest·eği (l"'-sonlu oldu­

ğundan /2/, Lp(Y, 1\) 'nın Jı.. cebirinin o--aonlu kümelerinden 

oluşan ailey1 ~~ ile gösterelim. 
oÖ 

. A E 1ıcr- i s e A = U E . , ~ ( Ei ) < oo dır. H er bir i 
i=1 1 

için ı(Ei~olduğundan ancak sayılabilir sayıda ~ için 

E1n Yv =1= '/J dir. ÇünkU, A dış regUler olduğundan en az bir 

Ei C V açık kümesi vardır öyle ki, 'A (V)< oo dır. Sayılamaz 

sayıda. V için Ei (1 Yv 'J/: '/J olsaydı aynı şey V içinde doğru ola­

cak ve dolayısıyla /..(V) = :E A (VflY.,, ) = oo olacaktı. Bu ise . V V 

çelişkidir. Böylece Yy 'ler ayrık ve 
OQ 

Y = U Yv 
V 

olduğundan her 
' 

için· E. 
ı = U < Ein Yv ) 

j::i ij 
olur. Buna göre A kümesi, 

. 
00 00 

A = ,U [ .U (Ei(') Y.,, ) 
L;: i J: i Vij 

şeklinde yazılabilir. 

lı(~, ) ( oo olduğundan 
'1j 

/1/ Cengiz, B., s.lOl. 

/2/ HeNitt, E., Stromberg, K., s. 347. 

ı 
_j 
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dolayısıyla KE (\ y E LP (Y, 1\ ) dır. Bunun sonucu olarak, · 
i vij 

kümelerini, şeklinde yeniden indisle--

co 
yip A kümesini, A = lJ Zk şeklinde, ölçümü sonlu kümelerin 

k~i 

sayılabilir bileşimi olarak yazabiliriz. Buna göre F küme dö-

nüşümünU 
00 

F(A) = U supp TKz 
k-=i k 

şeklinde tanımlayarak, F' nin ~rr' dan J<r:r 'ya düzgün küme izo­

morfizmi olduğu, teorem 4.2.1 deki gibi gösterilir. Teorem 4.2.1 

deki adımlar aynen izlenerek bu teoremin, Lp(Y, 1\) uzayı için 

de doğru olduğu ispatlanır. 

4.4 Sonuç 

Böylec.e sayı değerli herh
1
angi LP uzayları üze­

rindeki izometriler karakterize edilmiştir. Bununla beraber her­

hangi Hilbert uzayı değerli veya herhangi bir Banach uzayı de­

ğerli LP uzayları üzerindeki izometrilerin karakterizasyonu da 

araştırılmaya değer önemli bir problemdir. 
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