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Tez ¢aligmasinda, parametrik olmayan bulanik regresyon modelleri
incelenmistir. k-en yakin komsuluk, c¢ekirdek diizeltme ve yerel polinomiyal
diizeltme modelleri bulanik yapida ifade edilmistir. Ayrica bu modeller i¢in, band
genisligi seciminde c¢apraz gecerlilik ve genellestirilmis c¢apraz gecerlilik
kriterleri, sapka matrisi kullanilarak gelistirilmistir.

Calismalarda kullanilan verilerde, yanit degiskenin bulanik degerli ve
aciklayict degiskenin kesin degerli oldugu durum dikkate alinmistir. Analizler R
programinda locpol paketi kullanilarak yapilmistir.

Uygulamalarda 6zellikle, bulanik yerel polinomiyal regresyon modelinde
polinomun derecesinin dogrusal ve kiibik alindigi durumlar iizerinde inceleme
yapilmistir. Bu modeller i¢in band genisligi, gelistirilen c¢apraz gegerlilik ve
genellestirilmis ¢apraz gecerlilik kriterleri ile seg¢ilerek, modellerin performanslari
ortalama karesel hata degerleri kullanilarak karsilastirilmistir. Elde edilen
sonuglardan genellestirme yapabilmek amaciyla farkli tiirdeki veri setleri lizerinde
caligilmistir.

Uygulamalarin pek ¢ogunda bulanik yerel kiibik modele ait performans
degerleri daha yiiksek olmasina ragmen, 6zellikle egriselligi fazla olan modelleri
daha piiriizsiiz (dalgalanmasi az olan) bir sekilde ifade eder. Ayrica, band genisligi
degerinin bulanik yerel dogrusal modele gore daha yiiksek segilmesi ile islem
basamaklarini azalttifi goz Oniine alindiginda, bulanik yerel kiibik modellerin
kullaniminin daha faydali oldugu sonucuna varilmistir.

Anahtar Kelimeler: Parametrik olmayan bulanik regresyon modelleri, k-en
yakin komsuluk, Cekirdek diizeltme, Yerel polinomiyal
diizeltme, Capraz gecerlilik, Genellestirilmis ¢apraz
gegerlilik
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In this thesis, the nonparametric fuzzy regression models are examined.
k-nearest neighbour, kernel smoothing and local polynomial smoothing models
are expressed in fuzzy structure. Furthermore to these models, cross-validation
and generalized cross-validation criteria are developed for bandwidth selection by
using the hat matrix.

The data used in the studies, the situation is taken into account as to be the
response variable is valued fuzzy and the explanatory variable is valued crisp.
The locpol package in R program is used for analysis.

In applications especially the cases, that the degree of the polynomial is
linear and cubic in fuzzy local polynomial regression model, are examined.
The bandwidth for these models is selected by developed cross validation
and generalized cross validation criteria, the performance of the models are
compared using averaged squared error values. Studied on different types of data
sets in order to be able to generalize the obtained results.

In many applications it is observed that models, especially has more
curvature, are expressed more smoothly (less fluctuating) although the fuzzy local
cubic model's performance values are higher. Additionally, it is seen that steps of
operation are reduced by selecting the higher bandwidth value than fuzzy local
linear model, so it is concluded that the usage of fuzzy local cubic models gives
better results.

Keywords: Nonparametric fuzzy regression models, k- nearest neigbour, Kernel
smoothing, Local polynomial smoothing, Cross validation,
Generalized cross validation
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1. GIRIS

Bir regresyon egrisi, bir veya birka¢ agiklayici degisken X ile yanit
degiskeni Y arasindaki genel iliskiyi tanimlar. Regresyon analizinin temel amaci,
bilinmeyen regresyon fonksiyonu i¢in uygun bir tahmin iiretmektir. Bu noktada,
parametrik ve parametrik olmayan tahminlerden faydalanilir. Parametrik
regresyon yaklagimi, agiklayic1 degisken ve cevap degiskeni arasindaki iligkinin
fonksiyonel seklinin bilindigi durumlarda kullanilir. Ancak parametrik regresyon
tahminleri gesitli varsayimlara dayali olarak gergeklestirilirler ve bu varsayimlarin
saglanmadig1 durumlarda yapilan tahminler iyi bir tahmin olma 6zelligine sahip
olamamaktadirlar.  Parametrik  yaklagimlardaki bu sorunlar nedeniyle
varsayimlarin esnetilmesine olanak saglayan yaklagimlara ihtiyag duyulmustur.
Parametrik olmayan ve yar1 parametrik yaklasimlar bunlara Ornektir. Bu
calisgmada parametrik olmayan yaklasimlar dikkate alinacaktir. Parametrik
olmayan regresyon modelleri daha ¢ok diizeltme teknikleri {izerinde
yogunlasmistir. Cekirdek diizeltme, k-en yakin komsuluk diizeltme, yerel
polinomiyal diizeltme ve splayn diizeltme teknikleri en ¢ok kullanilanlardir.
Literatiirde ¢ekirdek yogunluk tahmini fikri ilk olarak Fix ve Hodges (1951)
tarafindan O6nerilmistir. Green ve Silverman (2000), Hardle (1994), Fan ve Gijbels
(1996), Loader (1999) gibi isimler konunun literatiiriine ¢ok Onemli katki
saglamiglardir.

Parametrik  olmayan regresyon tahminlemesinde band genisligi
parametresinin optimum degerinin se¢imi olduk¢a dnemli bir yer tutmaktadir.
Parametrik olmayan regresyon tekniklerinin uygulanmasi her zaman bir band
genisliginin se¢imine ihtiya¢ duymaktadir (Rice 1984). Cekirdek regresyonda, ¢ok
bliyilik bir band genisligi alinmasi fazla diizlestirmeye (oversmoothing), ¢cok kiigiik
bir band genigligi alinmasi ise az diizlestirmeye (undersmoothing) neden olur.
Amag az diizlestirme ve fazla diizlestirme arasindaki dengeyi (trade-off) saglayan
bir h degeri bulmaktir (Hardle 1994). Band genisligi, orneklem genisligine
baghidir. Uyumlamadaki baslica problem, bu parametrenin se¢imidir. Genellikle
herhangi bir global hata Olgiisiinii en kiiclikleyecek sekilde varyans ve yan’in

karesi (bias?) arasindaki dengeyi saglamak amaciyla segilir (Vieu 1991).
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Literatiirde, parametrik olmayan regresyon modelleri lizerine gelistirilen pek
¢ok calismada, daha c¢ok kesin durumlar dikkate alinmistir. Kesin durumlara ait
bilginin yer aldigi ¢alismalarda gerek parametrik gerekse parametrik olmayan
regresyon modelleri yaygin olarak ¢esitli alanlarda kullanilmaktadir. Ancak bazi
veri gruplarini bu modellerle gostermek miimkiin olamamakta, bazende bulanik
yapiya sahip verilerin kullanilmasi gerekliligi bu klasik regresyon modellerinin
kullanimin1 olanaksiz hale getirmektedir. Bu bakimdan belirsizligin var oldugu ve
klasik regresyon modellerinin yetersiz kaldigi durumlarda yeni arayislar baglamis
ve bulanik regresyon modelleri ileri siirlilmiistiir. Bulanik tekniklerin amaci,
verilerdeki tiim 6zgilin belirsizligi modele dahil etmektir. Bu nedenle bulanik
verilere dayali modeller, verilerdeki 6zgiin belirsizligin reddedildigi ya da istege
bagl olarak ihmal edildigi modellere gore daha fazla bilgi igerirler. Ayrica,
bulanik verilere dayali modeller ¢ok daha geneldir, ¢linkii kesin say1 kendisiyle
iligkilendirilmis bulanikligin olmadig1 6zel bir bulanik say1 olarak kabul edilebilir
(D’Urso ve Gastaldi 2002).

Literatiirde bulanik dogrusal regresyon modelleri iizerine yapilmis kapsamli
calismalar bulunmaktadir. Tanaka ve ark. (1982), Tanaka (1987), Tanaka ve
Watada (1988), Tanaka ve ark. (1989), Bardossy (1990), Savic ve Pedrycz (1991),
Xizhao ve Minghu (1992) ve Chang ve Lee (1994b), Ishibuchi ve Tanaka (1992),
Nasrabadi ve Nasrabadi (2004), Diamond (1988) ve Hong ve ark. (2001)
tarafindan yapilmis olan ¢alismalar bunlardan bazilaridir.

Ancak parametrik olmayan bulanik regresyon modelleri konusunda hem
teorik hemde uygulama bazinda ¢ok az sayida g¢alismanin bulunmasi, bu tiir
modellerin davraniglar1 konusunda merak uyandirmaktadir. Cheng ve Lee (1999),
fonksiyonel seklinin 6nceden belirlenemedigi bulanik regresyonu yani parametrik
olmayan bulanik regresyonu incelemislerdir. Parametrik olmayan yontemlerden
k-en yakin komsuluk ve ¢ekirdek regresyon tahmin edicilerini bulaniklagtirmis ve
analiz etmislerdir. Yine Cheng ve Lee (2001), girdi ve ¢ikt1 arasindaki fonksiyonel
iliskinin onceden belirlenemedigi bulanik regresyon analizinde radyal tabanli
fonksiyon (RBF) aglarimi kullanmiglardir. Wang ve ark. (2007), bulanik yerel

dogrusal regresyon modelini ele almiglar ve deneysel c¢alismalar yoluyla bu
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yaklasimi, c¢ekirdek ve k-en yakin komsu diizeltme yaklagimlari ile
karsilagtirmiglardir.

Bu calismalarda kullanilan ¢ekirdek diizeltme ve k-en yakin komsu
diizeltme tekniklerinin, literatiirde yerel polinomiyal modellere gore daha az etkin
olduklar ifade edilmistir. Ancak yerel polinomiyal modellerin bulanik yapidaki
ifadesi ve tanimlamalar1 tizerinde eksiklikler bulunmaktadir. Bu amacla tez
caligmasinda, parametrik olmayan bulanik regresyon modellerinden 6zellikle
yerel polinomiyal modelleri arastirmak, giiclii ve zayif yonlerini analiz etmek,
farkli dereceler kullanarak ve farkli ¢ekirdek fonksiyonlar1 gétiiriilerek modeller
icin optimum band genisliklerini gelistirilen formiillerle hesaplayarak,
genellestirme yapmak amaglanmustir.

Calisma yedi boliimden olusmaktadir. Bu boliimlerden ilki olan girig
boliimiinde tezin amaci ve kapsamina yer verilmis, konu iizerinde daha dnceden
yapilmis bazi ¢alismalara deginilmistir, literatiir konusunda esas arastirmalara her
boliimiin kendi igersinde deginilmistir.

Ikinci béliimde, parametrik olmayan regresyon problemi tanimlanmis ve
regresyonda piiriizlillik ceza yaklasimi ele alinmistir. Parametrik olmayan
regresyon modelleri i¢in diizeltme kavrami {izerinde durularak, ¢ekirdek
diizeltme, k-en yakin komsuluk diizeltme, splayn diizeltme teknikleri ile ayrintili
olarak yerel polinomiyal diizeltme teknigi incelenmistir. Ayrica parametrik
olmayan regresyon modellerinde 6nemli bir konu olan band genisligi se¢im
kriterlerinden, capraz gecerlilik kriteri, genellestirilmis capraz gegerlilik kriteri ve
Akaike Bilgi kriterine yer verilmistir. Boliimiin sonunda parametrik olmayan
regresyon modellerinin karsilastirilmasinda kullanilan performans kriterlerine
deginilmistir.

Ucgiinde béliim, bu ¢alismada ikinci boliimden dérdiincii béliime gegiste bir
koprii niteligi tasimaktadir. Ikinci boliimde kesin teorisine deginilen kavram ve
tekniklerin dordiincii boliimde bulanik yapida ifade edilmesinde kullanilacak
cesitli tanimlamalar bu bdliimde detayli olarak incelenmistir. Bulanik kiimeler ve
bulanik sayr tanimlamalarinin yani sira bulanik teoride 6nemli bir konu olan
genisletme prensibi ele alimmustir. Sonrasinda, bulanik siralama, bulanik

fonksiyonlar ile tiirev alma konularina deginilmistir.
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Calismanin 6zgiin boliimlerinin ilki olan dordiincii boliimde, parametrik
olmayan regresyon modellerinin bulanik yapida ifadelerine yer verilmistir.
Cekirdek diizeltme, k-en yakin komsuluk diizeltme ve yerel polinomiyal diizeltme
tekniklerinin bulanik yapida tamimlamasi gergeklestirilmistir. Sonrasinda bu
modellerden yerel polinomiyal diizeltme tekniginde, band genisligi (diizeltme
parametresi) secimi i¢in sapka matrisini kullanarak c¢apraz gegerlilik ve
genellestirilmis capraz  gegerlilik  kriterlerinin  bulanik yapida tanimlarn
gelistirilmistir. Parametrik olmayan bulanik regresyon modellerin karsilastirilmasi
amaciyla kullanilacak olan performans kriterlerinden bahsedilmistir.

Calismanin dordiincii  bolimiinde teorisi lizerinde durulan parametrik
olmayan diizeltme tekniklerinden, c¢ekirdek diizeltme ve yerel polinomiyal
diizeltme teknikleri konusunda arastirma yapmak, modellerin farkli veri setleri
tizerinde davranislarini incelemek amaciyla, besinci boliimde dort farklr tiiretim
fonksiyonu ile farkli veri setleri tiretilmis, simiilasyon deneyleri ile elde edilen
sonucglar gerek tablolar gerekse grafiksel gosterimler yardimiyla 6zetlenmistir.
Analizlerin gerceklestirilmesinde, R Programi ve bu program igersinde yer alan
locpol paketi kullanilmigtir. Bu boliimde 6zellikle, bulanik yerel polinomiyal
modellerde, yerel dogrusal ve yerel kiibik modeller arasinda karsilagtirmalara yer
verilmigtir. Gelistirilen capraz gecerlilik ve genellestirilmis capraz gecerlilik
formiilasyonlar1 kullanilarak optimum band genisligi degeri hesaplanmus,
sonrasinda modellerin performanslarini karsilastirmak i¢in ortalama karesel hata
(ASE) degerleri bulunmustur.

Altinc1  boéliimde, bir oOnceki boliimde gergeklestirilen simiilasyon
deneylerini desteklemek amaciyla gercek bulanik veri setleri iizerinde benzer
hesaplamalar yapilmistir. Hesaplamalar yapilirken iki farkli  veri seti
kullanilmistir.

Son bolim olan yedinci boliimde, gergeklestirilen tiim uygulama
caligmalarindan elde edilen sonuglar yorumlanmistir ve sonraki donem

calismalarinda yapilabilecekler konusunda 6nerilerde bulunulmustur.
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2. PARAMETRIK OLMAYAN REGRESYON MODELLERI

Bir regresyon egrisi, bir veya birka¢ agiklayici degisken X ile yanit
degiskeni Y arasindaki genel iligkiyi tanimlar. Regresyon analizinin temel amaci,
bilinmeyen regresyon fonksiyonu igin uygun bir tahmin tiretmektir. Bu noktada,
parametrik ve parametrik olmayan tahminlerden faydalanilir. Parametrik
regresyon yaklagimi, agiklayic1 degisken ve cevap degiskeni arasindaki iligkinin
fonksiyonel seklinin bilindigi durumlarda kullanilir. Ancak parametrik regresyon
tahminleri gesitli varsayimlara dayali olarak gerceklestirilirler ve bu varsayimlarin
saglanmadig1 durumlarda yapilan tahminler iyi bir tahmin olma 6zelligine sahip
olamamaktadirlar. Ayrica, pratik problemlerde yanit degiskeni ile aciklayict
degiskenler arasindaki iligskinin belirli bir parametrik modelle ifade edilmesi ¢ok
kisitlayict olmakla birlikte, yanlis sonuglara neden olabilmektedir. Parametrik
yaklagimlardaki bu sorunlar nedeniyle varsayimlarin esnetilmesine olanak
saglayan yaklagimlara ihtiyag duyulmustur. Parametrik olmayan ve yari
parametrik yaklagimlar bunlara Ornektir. Bu bolimde parametrik olmayan
yaklagimlar ve diizeltme teknikleri {izerine odaklanilacaktir.

Parametrik olmayan regresyon ve diizeltme teknikleri konusunda pek c¢ok
calisma mevcuttur. Literatlirde ¢ekirdek yogunluk tahmini fikri ilk olarak Fix ve
Hodges (1951) calismalarinda yer almistir (Wand ve Jones 1995). Sonrasinda
Rosenblatt (1956) ve Parzen (1962) c¢ekirdek yogunluk tahmin edicilerini
onermislerdir. Daha sonra ¢alismalar gelistirilerek Nadaraya (1964) ve Watson
(1964), Nadaraya-Watson ¢ekirdek regresyon tahmin edicisini ortaya
koymuslardir. Priestley ve Chao (1972) ile Gasser ve Miiller (1979, 1984) farklh
cekirdek tahmin edicileri ile parametrik olmayan regresyon modellerine katkida
bulunmuslardir. Ayrica c¢ekirdek fonksiyonunun se¢imi ve bunlarin tiirevleri
konularinda aragtirmalar da yapilmistir (Wand ve Jones 1995).

Hardle ve Marron (1985) ise bilinmeyen c¢ok degiskenli regresyon
fonksiyonunun tahmini i¢in ¢ekirdek tahmin edicilerinin nasil kullanildiklarini ve
diizeltme parametresinin se¢im tekniklerini arastirmiglardir. Hardle (1994)’nin
“Uygulamali Parametrik Olmayan Regresyon” baslikli kitabi bu alanda kapsamli

bir kaynak olusturmaktadir. Yine Green ve Silverman (2000) tarafindan yazilmis
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“Parametrik Olmayan Regresyon ve Genellestirilmis Lineer Modeller” Kkitabi
parametrik olmayan modeller hakkinda detayli teorik bilgi igermektedir. Fox
(2000) kitabinda R paket programinda parametrik olmayan regresyon igin
gelistirmis  oldugu cesitli fonksiyon ve algoritmalarla arastirmacilara 151k
tutmustur. Fan ve Gijbels (1996) yerel polinomiyal modeller ve uygulamalari
tizerinde yogunlastiklar kitaplarinda, parametrik olmayan regresyon konusunda
derinlemesine incelemelerde bulunmuslardir. Loader (1999) “Yerel Regresyon ve
Olabilirlik” isimli kitabinda konunun teorisinin yani sira R, S ve S Plus
programlari i¢in uygulamalara yer vermistir.

Calismanin bu boliimiinde parametrik olmayan regreyon problemi ve
regresyonda diizeltme kavrami iizerinde durularak parametrik olmayan regresyon
yaklasimlarindan bazilari ele alinacaktir. Bu yaklagimlarda dnemli bir yere sahip
olan diizeltme parametresi se¢im yOntemlerine deginilerek, modellerin

performanslarinin karsilagtirilmasinda kullanilacak kriterler incelenecektir.

2.1. Parametrik Olmayan Regresyon Problemi

Tek agiklayict degiskenin  kullanildigi ve n, {(X;,Y;)}}, bagimsiz
gozlemden olusan, agiklayici degisken ile yanit degiskeni arasindaki parametrik

olmayan regresyon iligkisi (2.1) ile ifade edilir.

Yi=mX)+¢, i=12,..,n (2.2)

Denklem (2.1)’de, m(X) parametreleri belirgin olmayan bir fonksiyonel
iliskiyi gosteren bilinmeyen bir fonksiyondur (Green ve Silverman 2000). Yani az
sayida parametre ile basit olarak Ozetlenemeyen ve belirgin bir sekle sahip
olmayan X degiskenlerinin bir fonksiyonudur. ¢ ise 0 ortalamali ve o2 sabit
varyansli, bagimsiz, 6zdes (ayn1 dagilimli) olarak dagilan rasgele hata terimleridir.
Parametrik olmayan regresyonun amaci parametrelerin tahmini yerine bilinmeyen
yanit fonksiyonu olan m(X)’i tahmin ederek, agiklayici degisken ile yanit
degiskeni arasinda genel iliskiyi aciklayan bir model saglamaktir. Modelde m(X)

icin X = x kosulu altinda Y degiskeninin beklenen degeri elde edilmek istenir:
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m(X) = E[P\X = x] = 12T @&V (22)

f)

Amag, denklem (2.2) ile tanimlanan regresyon fonksiyonunun tahmin
edilmesidir. Denklem (2.2)’de f(x,y), (X,Y)’nin ortak olasilik yogunluk
fonksiyonunu ve f(x), X’in marjinal olasilik yogunluk fonksiyonunu
gostermektedir (Hardle 1994).

Parametrik olmayan yaklasim, iki degisken arasindaki genel iligskinin
aragtirtlmasinda ¢ok yonlii bir yontem saglamasi ve belirli bir parametrik modeli
referans almadan tahminler yapabilmesi, hem dogrusal hem de dogrusal olmayan
iligkilerin modellenmesi acilarindan olduk¢a yararlidir. Ancak parametrik
olmayan regresyonun bu avantajlarinin yani sira parametrik regresyona kiyasla
artan islem sayist ile iglemlerin karmasikligi ve bazi durumlarda elde edilen

sonuclarin agiklanmasinda yasanan zorluklar dezavantajlarindan bazilaridir

(Hardle 1994; Fox 2000).

2.1.1. Piiriizliiliik ceza yaklasimi ve splayn diizeltme teknigi

En genel ve basit sekliyle “piiriizliiliik ceza yaklagimi”, polinom
regresyondan ¢ok az bir farkla regresyon dogrusu boyunca klasik dogrusal
regresyondaki model varsayimlarini esneten bir yontemdir. Puriizlilik ceza
yaklagiminin esas amaci, hizli olarak dalgalanan bir egrinin egilimini 6lgmek ve
daha sonra egri tahmininde oldukga farkli iki amag olan sabit egimli uyumlar ve
esnek egimli uyumlar arasinda gerekli uzlagsmay1 gergeklestirecek sekilde tahmin
problemini ortaya koymaktir (Green ve Silverman 2000). Soyle ki, piiriizliilik
ceza yaklasimi egrinin piirlizliiliglinii dlger ve verilerin egriye uyumu ile egrinin
plirtizliiliigii arasinda bir uzlagma saglar.

[a, b] araliginda tanimlanan bir m egrisi verilsin, m egrisinin ne kadar
“piirtizlii veya dalgali” oldugunu 6l¢gmenin birkag yolu vardir. Bunlardan en
yaygin olani, iki kez tlirevlenebilen bir m fonksiyonunun egiminin degisim orant,
fonksiyonun ikinci tiirevi m" yardimiyla tanimlanir ve uyum fonksiyonunun

egimindeki toplam degisim 6l¢iisii (2.3) ile hesaplanur.
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S(m) = [ m" (x)? dx (2.3)

A, diizeltme parametresi (band genisligi) olmak {iizere ikinci mertebeden
stirekli tiireve sahip tiim fonksiyonlar iizerinde minimum olabilen, egimdeki hizli
degisimler i¢in cezayi ve hata kareler toplaminin minimizasyonunu birlestirerek
fonksiyonun tahmininin gergeklestirilebildigi durum (2.4) cezali en kiiciik hata-

kareler toplamu ile ifade edilir. A > 0 olmak tizere, cezali hata-kareler toplamu,
b 124
R(m) = T, {Y; —m(x)}¥ + 2 J, {m" (x)}*dx (2.4)

formiili seklinde yazilir. Denklem (2.4)’de cezali en kiiglik kareler tahmin edicisi
m, R(m) fonksiyonunun minimize edeni seklinde tanmimlanir. A diizeltme
parametresinin degeri, bir uyumun egiminin esnekligi iizerinde énemli bir etkiye
sahiptir. A degeri biiyiikse, (2.4) esitliginde ana bilesen piriizlillik ceza terimi
olacak ve minimum veren m ¢ok az egrisellik gosterecektir. Limit durumunda ise
A sonsuza yaklasacagindan ceza terimi sifira yaklasacak ve tahmin egrisi dogrusal
regresyon uyumlamasina yaklagim sergileyecektir. A degeri ¢ok kiigiikse, ana
katkiy1 hata kareler toplami yapacak ve tahmin egrisi veri noktalarini yakindan
izleyecektir. Limit durumunda A sifira yaklastigi igin, tahmin egrisi interpolasyon
egrisine yaklasacaktir (Green ve Silverman 2000). Calismalarda en Onemli
konulardan bir tanesi, verileri en iyi temsil edecek egriyi tahmin edebilmek i¢in 4
degerinin optimum seg¢imidir. Diizeltme parametresinin se¢im yOntemlerine
Boliim 2.3’te yer verilecektir.

Parametrik olmayan regresyon modelleri icin piiriizliiliik ceza yaklasiminin
kullanildigi tahmin yo6ntemlerinden biri splayn diizeltme teknigidir. Splayn
diizeltme ve tiirlerinin modern gelisimi lizerine yapilan temel ¢aligmalar Wahba
(1975)’ya aittir. Splayn diizeltme tekniginde tahminleme yapilirken (2.4)
esitliginde yer alan cezali en kii¢lik kareler toplamindan yararlanilir.

{x;, y:}ie, gozlem degerleri olmak iizere, herhangi bir [a,b] araliginda
a=xy<x; < <xp,<Xpyq =b kosulunu saglayan x; reel sayilarinin

(a,x1), (x1,%2), eer (X3, Xi41),s oo (0n—1, X)), (x5, b) alt araliklarma boliindiigiini
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ve her bir x; < x < x;44,i =0,1,...,n alt araliginda k. mertebeden bir m;(x)
polinom fonksiyonu tanimlandigi varsayilsin. Burada x;’ler “diiglim noktalar1” ve
k. mertebeden (k > 1) polinom fonksiyonlarin birlesiminden olusan m(x)
fonksiyonu “splayn” adini alir. Splayn diizeltme teknigi ile yapilacak tahminleme

de m(x) fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar.

i (a,x1), (xq,%2), o, (i, Xi41)s oo s (X1, X)), (X, b)  alt  araliklarinin
herbirinde m bir kiibik polinomiyaldir.
ii. m fonksiyonunun kendisi, birinci ve ikinci tiirevleri her bir x; noktasinda,
boylece [a, b] araliginin tiimii lizerinde siireklidir.
iii. m fonksiyonu [a, b] araligmin a ve b ug¢ noktalarinda ikinci ve lgiincii

tiirevlerinde sifir degerini alir.

m(x) fonksiyonu bu Ozelliklerden i ve ii’yi tasirsa “kiibik splayn”, {i¢
Ozelligi bir arada tasirsa “dogal kiibik splayn” olarak adlandirilir. m’in dogal
kiibik splayn olmas1 6nemli bir konudur. Ciinkii sonsuz boyutlu C?[a, b] piiriizsiiz
fonksiyonlar kiimesinde minimizasyon probleminin iistesinden bu 06zellik
sayesinde gelinir.

Splayn diizeltme ile tahminlemeye ge¢meden Once bazi 6zel gosterim ve
tanimlamalar yapilmalidir. m’in x; < x5, < -+ < x,, diiglim noktalar1 ile dogal
kiibik splayn oldugu varsayimi altinda m; = m(x;) ve y; =m''(x;) i =1, ...,n
olsun. Dogal kibik splayn tanimindan m’in x; ve x,, diiglimlerindeki ikinci tiirevi
Y1 =7Vn =0 olur. m = (mq,..,m,) ve ¥y =¥z -.,¥n-1) vektorleri verilsin.
yi’nin (n — 2) eleman1 vardir. m ve y vektorleri m egrisini tamamen belirler ve
herhangi bir x noktasinda m’in tiirevleri ve degeri igin m ve y’nin terimlerinde
acgik formiil vermek mimkiidiir.

Verilen diigiim noktalarinda vektorlerin bir dogal kiibik splayn gostermesi
icin gerek ve yeter kosul Q ve R matrisleri ile tanimlayacagimiz iki matrise
baghdir. Q ve R, x; <x, < -+ <x, digim noktalarinda elde edilen band
matrisleri ~ olup  h; = x(4+1) — Xy, i =1,..,n’nin  fonksiyonlandir. @,

i=1..,nj=2,.,n—1ign;
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CIj—l,j = hj__ll, q” = —hj__ll — ]-_1, CIj+1,j = hj_l ve |l —jl =2 1(}111 ql} = 0.

Q, nx(n — 2) tipinde bir matris olup siitunlari y’nin girislerine benzer olarak
Jj = 2 ile baslayarak numaralandirilmistir, ilk eleman1 g;,’dir. R’nin elemanlari

icinj=2,..,n—1;

1
Tii =§(hi_1+hi), l=2,,n—1

1 . . . ..
Vii+1 = Tit1,i :ghi, i=2,...,n—2Vve |l —]l >2 emr; = 0

olan (n—2)x(n — 2) tipinde simetrik bir matristir. R matrisi herbir i igin
|7] > iz j|ri jl anlaminda kesin kosegen dominanttir. Bu 6zellikten dolayr R
matrisi kesin pozitif tanimli bir matristir ve tersi vardir (Green ve Silverman

2000). Buradan bir K matrisi agagidaki gibi tanimlanabilir.
K = QR™'QT

Cezali en kiigiik kareler problemin ifadesinde kullanilmak iizere Teorem

2.1°de piiriizliiliik ceza teriminin matrisler yardimiyla ifadesi yer almaktadir.
Teorem 2.1 (Ispat igin Bknz. Green ve Silverman 2000)

m ve y vektorlerinin bir dogal kiibik splayn belirtmeleri i¢in gerek ve yeter

kosul;
Q'm =Ry (2.5)

(2.5) esitliginin saglanmast durumunda piriizlilik cezast asagidaki gibi

yazilabilir.

[7m"(x)?dx = y'Ry = m'’Km (2.6)

10
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Y =1, ., V)T bagimh degiskene ait gozlem degerleri vektorii, x; diigiim
noktalarinda m(x;) degerlerine ait vektor
m= (my, .., my)T = (m(xy),...,m(x,))T olmak iizere (2.4)’te yer alan cezah

en kiiciik kareler toplamindaki hata kareler toplam1 asagidaki gibi yazilabilir.

yi—-m@)P=@-m'(y-m

Piiriizliiliik ceza terimi igin esitlik (2.6) ifadesi géz 6niinde bulundurularak cezali

en kiicilik kareler toplami1 asagidaki gibi ifade edilir.

t b
RO = 08 = mGY + 2 | fm" ()Y dx

=(@y-m)T(y—m)+Am'Km
=mT(I+2K)m—-2y"m+yTy (2.7)

Esitlik (2.7)’de yer alan (I + AK) kesin pozitif tanimli bir matristir ve bu nedenle
esitlik tek bir minimuma sahiptir. (2.7)’ye minimum deger veren m vektor,

esitligin m’e gore tlirev fonksiyonuna sifir degerini veren vektor olur.

R'(m) = 2m(I + 1K) — 2y = 0
2m(I + AK) = 2y
m=(I+ 1K) 'y (2.8)

Denklem (2.8) ifadesinde yer alan (I + AK)~! matrisi “diizeltme matrisi” ya da
“sapka matrisi” olarak adlandirilir ve bu matris sadece verilen 4 > 0 diizeltme
parametresi ve x = (xy,..,x,) digim noktalar1 ile belirlenir. Boylece y
degerlerini m degerlerine goriintiileyen nxn boyutlu sapka matrisi olarak

asagidaki gibi ifade edilir.
S,=U+ 1K) (2.9)
Boylece m = S, y olarak yazilir (Green ve Silverman 2000).

11
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2.2. Regresyonda Diizeltme Kavram ve Diizeltme Teknikleri

Bagimli ve bagimsiz degisken arasindaki iliskiyi gozlemlemek amaciyla
cizilen bir dagilim grafigi ile mevcut veri seti iizerinde yer alan yiizlerce noktanin
bulundugu bir egriyi yiiksek dereceden polinomiyal modellerle bile tahmin etmek
oldukca giictiir. Parametrik olmayan regresyon analizinin amaci bilinmeyen yanit
fonksiyonu olan m(X)’in fonksiyonel yapisina ait analizi gercgeklestirmektir.
Gozlenen hatalarin azaltilmasi ile yanit degiskeninin acgiklayic1 degiskene gore
ortalama bagimliliginin 6nemli ayrintilarini vermek yorumu kolaylastirir.
Diizeltme fikrinin temelinde, verileri bir egriye uydurmak ve daha basit
fonksiyonlarin birlesimi olabilen esnek fonksiyonlar1 kullanmak yatar. Bu egri
yaklastirma islemi genel olarak ‘diizeltme (smoothing)’ olarak adlandirilir (Hardle
1994). Bir diizelticinin en 6nemli 6zelligi, degiskenler arasindaki iliskinin seklini
kesin bir bigimde belirlememesidir (bir dogru ya da polinom gibi...) ve bu
ozelliginden dolayr parametrik olmayan regresyonda sik kullanilan bir aragtir
(Hastie ve Tibshirani 1990). Bir diizeltme yontemi ile tahmini gegeklestirilen egri
‘diizgtin’ (Smooth) olarak adlandirilir (Hardle 1994).

Diizeltme teknikleri farkli Olglimler arasindaki fonksiyonel iliskileri
bulmaya yarayan yontemlerdir. Parametrik regresyonda oldugu gibi verilerin bir
ya da daha fazla bagimsiz degisken ve bir bagimli degisken ol¢iimlerinden
olustugu varsayilir. Diizeltme teknikleri uydurulmus egrilerin seklini belirlemek
i¢cin kendileri veri noktalar1 saglayan esnek bir yaklasim sergilerler (Loader 1999).
Izleyen boliimde literatiirde yaygin olarak kullanilan ve arastirdigimiz konu ile
iliskili olan baz1 diizeltme tekniklerinden s6z edilecektir. Bu diizeltme teknikleri
genel olarak (2.10) esitligindeki gibi ifade edilmelerinden dolayr dogrusal

diizelticiler olarak anilmaktadirlar.
m(x) = Yizg Wix).y; (2.10)
Burada W (x) vektorii, x vektoriine bagli olarak hesaplanan bir agirhik

vektoriinli gosterir. Bu agirlik vektoriiniin hesaplanmasinda 6rnegin bir ¢ekirdek

fonksiyonundan faydalanilabilir. k-en yakin komsu diizeltme, c¢ekirdek (kernel)

12
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diizeltme ve yerel polinomiyal diizeltme gibi teknikler (2.10) formiilii ile

tahminleme gerceklestirirler (Hardle 1994).
2.2.1. Cekirdek diizeltme

Denklem (2.10) ile ifade edilen parametrik olmayan regresyon tahmini ilk
kez Nadaraya (1964) ve Watson (1964) tarafindan onerilmistir. Esitlikte x’e bagl
W;(x) agirliklart yardimiyla, y;’lerin bir agirlikli toplami seklinde x noktasinda
bilinmeyen regresyon fonksiyonu tahmin edilir. Burada esas fikir, m(x,)’1 tahmin
ederken x,’a yakin gozlemlere daha biiylik, uzak gozlemlere ise daha kiigiik
agirliklar verilerek tahminlemenin gergeklestiriliyor olmasidir. Yerel ortalama
agirliklar elde etmek i¢in bir 6lgek parametresi tarafindan kontrol edilen, her iki
yonde azalan ve merkezi sifirda bulunan tek moda sahip bir dagilimdan
yararlanilir. Bu nedenle “¢ekirdek (kernel)” olarak adlandirilan olasilik yogunluk
fonksiyonlart kullanilir (Yatchew 2003). Cekirdek fonksiyonu, simetrik bir

olasilik yogunluk fonksiyonu ile asagidaki benzer 6zelliklere sahiptir:

i. K(u)=0,Vu igin,
i, [T K@Wdu=1,
iii. K(—u) = K(u), yani simetriktir.

Cekirdek diizeltme teknigi i¢in bir cekirdek fonksiyonunu kullanan ve

denklem (2.10)’da yer alan agirlik dizisi (2.11) ile ifade edilir:

X;i— X
Wi(x) = K( h ) (2.11)

k()

esitlikte )i, W;(x) = 1’dir. Denklem (2.11)’de n gozlem sayisini, K segilen
cekirdek fonksiyonunu ve h diizeltme parametresini, W;(x) = W(x, x;), x — x;
uzakligina bagh i. gézlem y;’ye atanan agirhg: ifade eder. Genellikle uzaklik

kiiciikse agirlik yiiksek ve uzaklik biiyiikse agirlik diisiik olur. Agirliklar, ¢ekirdek

13
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tarafindan belirtilir ve diizeltme parametresi tarafindan kontrol edilirler (Hardle
1994). Literatiirde yer alan ¢ekirdek fonksiyonu tiirleri Cizelge 2.1°de

gorilmektedir.

Cizelge 2.1 Cekirdek Fonksiyonu Tiirleri

Cekirdek (Kernel) K@)
- 1
Uniform [—, [x] <1
2
0, [x[>1
Gauss (Normal) L !
—exp(——x
N p(=5x%)
Cauchy {r(1+x*)}?
Triangular {(1 —lxD, Ixl =1
0, lx| >1
- 3
Epanechnikov {Z (1-x2), x| <1
0, x| > 1
- — 15
Quartic (Biweight) —(1-x%?2 |x|<1
16
0, lx| > 1
— 35
Triweight —([1-x%3 |x|<1
32
0, x| > 1

Denklem (2.11) ile ifade edilen agirhk fonksiyonu (2.10)’da yerine
yazildiginda cekirdek tahmini (2.12) seklinde elde edilir ve bu tahmin genellikle

“Nadaraya-Watson” tahmin edicisi olarak adlandirilir.

o N[ KE)
i) :-le(zi,jx) > 2.12)

Cekirdek fonksiyonlarinda diizeltme parametresinin secimi Onemli rol
oynar. Biiyiik diizeltme parametresi degeri i¢in egri ¢ok yavas degisir ve diizeltme
onemlidir. Bu durumda tahminin varyansi sinirli fakat tahmin oldukca sapmalidir.

Kiiclik diizeltme parametresi degeri i¢in egri oldukca diizensizdir ve sapmalar

14
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smnirl1 fakat tahminin varyansi biiyliktiir. Bu nedenle diizeltme parametresi

sapmalar ve tahminin dogrulugu arasinda bir uzlagsma saglar (Slama 2001).
2.2.2. k-en yakin komsuluk tahmini

En yakin komsuluk tahminlemenin yapisi ¢ekirdek tahminlemeye gore
farklilik gostermektedir. Cekirdek tahminlemesi, ¢cekirdek fonksiyonu ve diizeltme
parametresi ile belirlenen x etrafindaki sabit komsuluktan hareketle bagimli
degiskenlerin agirlikli ortalamasi olarak ifade edilir. En yakin komsuluk
tahminleme ise x etrafindaki degisen komsuluktan hareketle elde edilen bagiml
degiskenlerin agirlikli ortalamasidir. Buradaki en Onemli fark komguluk
mesafesinin sabit degil, degisken olmasidir. Diger bir deyisle belirli bir x
noktasinda fonksiyon tahminlenmek isteniyorsa X degiskeninin bu noktaya en
yakin k tane gozlemine ait Y degerlerinin ortalamasi hesaplanir (Hardle 1994).

En yakin komsuluk tahminlemesine ait agirlik dizisi Loftsgaarden ve
Quesenbery (1965) tarafindan tanitilmig ve siniflandirma amaglari igin Cover ve
Hart (1967) tarafindan kullanilmistir.

Denklem (2.1)’deki gibi parametrik olmayan bir regresyon modelinde
(%1, Y1), s (X, Yn) gozlem degerleri dikkate almarak {x;}i=,, x degiskeninin
[a, b] arahiginda aldig1 farkli degerleri gostersin. x; noktasinda m fonksiyonun
tahmini, x’e en yakin k tane komsuya ait olan y; degerlerinin ortalamasidir. k-en

yakin komsu tahmini (2.13) esitligindeki gibi ifade edilir.
My (x) = n~t Zity Wi (0). y; (2.13)

Esitlikte {Wy;(x)}L, agirhk dizisi, asagidaki gibi bir indeks dizisi
yardimiyla (2.14) ile ifade edilir.

J. = {i: x;, x'e enyakin k tane gézlemden biri}

Wi (x) = { 75/ K ;_ed]x (2.14)

15
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k-en yakin komsu tahmini, degisen komsuluklarda agirlikli ortalamadir. Bu
komsuluk 6klid uzakligindaki x;’nin k-en yakin komsulari arasinda bulunan x
degiskenleri araciligiyla tanimlanir. Burada k diizeltme parametresi olup tahmin
edilen egrinin piliriizliligliniin derecesini diizenler ve ¢ekirdek diizeltmede yer
alan diizeltme parametresine benzer rol oynar. Bu yontemle elde edilen sonug
fonksiyonu siireklidir. Eger k biiyiikse, fonksiyon daha yavas degisir. k = n ise
fonksiyon y’nin ortalamasina esit ve sabittir. k kii¢iikse fonksiyon daha hizli
degisir (Slama 2001).

2.2.3. Yerel polinomiyal diizeltme

Yerel polinomiyal regresyon fikri 1970’lerden giiniimiize literatiirde yer
almaktadir.  Stone (1977, 1980, 1982) ve Cleveland (1979) konu iizerine
sistematik bir ¢alisma yapmuslardir. Yerel polinomiyal uyumlama konusunda son
caligmalar ise Fan (1992, 1993), Fan ve Gijbels (1992), Ruppert ve Wand (1994)
seklindedir. Bu caligmalar yerel polinomiyal uyumlamanin avantajlar1 konusunda
detayl bilgi icermektedirler.

Yerel polinomiyal diizeltme yonteminin genel olarak ifade edilmesinde
(X,Y) populasyonundan bagimsiz ve diizgiin dagilimhi (X3,Y;), ..., (X, o)
ikililerini ve tahminleme metedolojisinin daha iyi anlasilmasi ag¢isindan (2.15)

modelinden tiretilen verileri dikkate alalim.

Y =mXx) +o(x)e (2.15)

Modelde, E(e) =0, Var(e) =1 olmak tiizere X ile & bagimsizdir.
llgilenilen regresyon fonksiyonunun tahmini, m(x,) = E(YIX = x,) ve onun
tirevleri m'(x,), m" (xg), ..., mP(x,)’dir. x, noktasinda m(x) fonksiyonunun
(p + 1). tirevinin var oldugu varsayilir. Bilinmeyen regresyon fonksiyonu
m(x)’e yerel olarak bir p dereceli polinomla yaklasilir. x,’in komsulugundaki x

icin Taylor A¢ilimi (2.16) esitliginde goriilmektedir.

16
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m(x) = m(xo) + m'(xo)(x — x0) +
"' (x0) P(xo)
TR (= x0)? + ---+mp—!x°(x—x0)p (2.16)
Polinom derecesi p = 1 igin yerel dogrusal, p = 2 i¢in yerel kuadratik ve
p =3 igin yerel kiibik model s6z konusu olur. Bu polinom yerel olarak

agirliklandirilmis en kiiciik kareler regresyonu probleminin minimizasyonu ile

uyumlanir.

P (Y = P, By — x0) ) Kn(xi — o) (2.17)

Burada h, yerel komsuluk biiyiikliiglinii kontrol eden diizeltme parametresi
(band genisligi) ve K,(.) = K(./h)/h bir K ¢ekirdek fonksiyonu ile herbir
baslangi¢ noktasina agirliklart atar.

Denklem (2.17)’den ,[?j, j=0,1,..,p en kiigiik kareler probleminin
¢oziimiinii  gostersin.  Yukaridaki Taylor Agilmindan 7, (x,) = v! B,
m® (x0),v =0, ...,p i¢in bir tahmin edicidir. m® (.) fonksiyonunun tamamini
tahmin etmek icin, ilgili tanim kiimesindeki tiim x, noktalarinda yukaridaki
agirliklandirilmis en kiigiik kareler problemi ¢oziiliir (Fan ve Gijbels 1996; Loader
1999). Problemin ¢o6ziimii matris gosteriminden faydalanilarak ifade edilmek

istenildiginde X tasarim matrisi, y bagimh degiskene ait gozlem degerleri vektorii

ve B tahminleri gosteren vektor olarak asagidaki gibi yazilabilir:

1 (Xy—x) - (X1—x)? Y; _ ﬁo

i (X, ;xo) (Xn —'xo)p Yn By |

Kosegen elemanlart K (%) olan nxn boyutlu W agirlik matrisi

W = diag{K,(X; — x¢)} asagidaki gibi olur:

17
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K (M) - 9

oo K[z

Denklem (2.17)’de yer alan agirliklandirilmis en kiigiik kareler problemi
matrisler yardimiyla g = (f,, ..., Bp)T olmak tizere (2.18) ile yazilabilir.

ming (y — X)W (y — XB) (2.18)

Coztim vektorii agirliklandirilmis en kiigiik kareler teorisi ile saglanir ve

asagidaki gibi verilir.

g =X"WX)"'X"wy (2.19)

Motorsiklet veri seti iizerinde yapilan bir yerel dogrusal uyumlamay1
dikkate alalim. Sekil 2.1 verilen bir x = 25 noktasindaki regresyon egrisini
belirlemek icin gekirdek fonksiyonu K (t) = (1 — t2), (“+” indisi pozitif kismin
alinmasi anlamina gelir) ve diizeltme parametresi h = 3.3 olmak iizere 25 + 3.3
komsulugudaki verileri kullanarak uyumlama gergeklestirilir. Baska bir x = 30
noktasi i¢in ise benzer sekilde 30 + 3.3 komsulugundaki veriler tahmin edilerek
regresyon uyumlamasi gerceklestirilir. Tiim egrinin sekli ise herbir noktada
tahminlenen regresyon fonksiyonlarinin birlestirilmesi sonucunda elde edilir (Fan

ve Gijbels 1996).

18
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Sekil 2.1 Motorsiklet veri seti i¢in x + 3.3 veri noktalarinda yerel dogrusal uyumlamanin
gosterimi

2.2.3.1. Etki, Varyans ve Serbestlik Derecesi

Diizeltme miktarinin tanimlanmasini nasil gergeklestirebiliriz? Bu sorunun
cevab1 olarak band genisligi bir tanimlama getirir. Ancak ideal olan yanit bu
degildir. Ciinkii diizeltme gergeklestirilirken bu tanimlama yerel polinomun
derecesi, agirlik fonksiyonu vb. gibi segimleri dikkate almaz. Ayrica band
genisligi, diger diizeltme yontemleri ya da parametrik modeller ile anlamli bir
karsilastirma yapilabilmesine olanak vermez. Burada istenilen, yontemler arasinda
karsilastirma yapilabilmesine olanak saglayan birimsiz bir tanimlamadir. Iki tiir

tanimlama asagidaki gibidir.

e Noktasal kriter, tek bir noktada diizeltme miktarin1 tanimlar. Varyans
indirgeme faktorii (variance reducing factor) ve etki fonksiyonunu
(influence function) igerir.

e Global kriter, diizeltme miktarinin tamamini tanimlar. Uyumlanmig

serbestlik derecesidir.

Bu tanimlamalara gegmeden 6nce yerel polinomiyal diizeltme teknigi i¢in

farkl bir gosterimden faydalanilacaktir. Denklem (2.15)’da yer alan parametrik
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olmayan regresyon modelini dikkate alalim. Belirli bir x noktas1 etrafinda yerel
olarak, m fonksiyonuna, parametrik fonksiyonlarin basit bir sinifinin tyesi ile
yaklasilabilir. Ornegin; Taylor teoremi, tiirevlenebilen bir fonksiyona yerel olarak
bir dogru boyunca yaklasilabilecegini ve iki kez tiirevlenebilen fonksiyona
kuadratik polinom ile yaklasilabilecegini sOyler. Uyumlanan nokta x i¢in, h(x)
band genisligi tanimlanir ve tahmini elde etmek i¢in agirliklandirilmis gozlemler

(2.20) formiilii ile elde edilir.

X; — X) (2.20)

wilx) = W( h(x)

Burada W (u), x’in yakinindaki gozlemlere daha biiyiikk agirliklar atayan agirlik
fonksiyonudur. m(u)’ya yerel kuadratik polinom ile yaklasildigini dikkate

aldigimizda asagidaki esitlik durumu elde edilir.
1
m(u) = ag +a;(u—x) + Eaz(u —x)?

Burada |u — x| < h(x)’dir. Polinomlar i¢in kapali vektor gésterimini kullanarak

asagidakini yazabiliriz:

ap +a,(u—x)+ %az(u —x)? =(a,A(u — x)).

1
Qo
Burada a = (a1> katsayilar vektori, A(v) = :72 uyumlama fonksiyonlarinin
a, L

2

bir vektorii, (.) ise i¢ ¢arpim sembolidiir. Katsayilar vektorii a, yerel olarak

agirliklandirilmis kareler toplaminin minimizasyonu ile tahminlenebilir.

iz wi()(Y; — (a, ACx; — x)))? (2.21)

Yukarida gozlemlendigi gibi yerel regresyon tahmini en kii¢iik kareler problemini

¢ozdiginden, m(x) dogrusal bir tahmin olur. Bdylece her bir x ig¢in
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I(x) = {li(x)}, seklinde bir agirlik diyagrami vektorii mevcuttur. Tahmin

asagidaki gibi ifade edilebilir.
mx) = Xizg Li(x).Y; (2.22)

Agirlik diyagrami, yerel regresyon tahmininin ortalama ve varyansinin kapali

yapida ifadesini saglar.

B(RCO) =) LGImx) = (G0, m)

Var(m(x) = 02 Xk, L,(0)? = a* @12 (2.23)

Varyans ifadesi Y; gdzlemlerinin bagimsiz ve sabit o2 varyansina sahip
oldugunu varsayar. Varyans indirgeme faktorii ||[(x)||?, yerel regresyondan dolay1
varyanstaki azalig1 6lger. Genellikle bu deger azalirken band genisligi degeri artar.

Verileri uyumlanan degerlere goriintiileyen ve satirlar1 [(x;)T olan nxn

boyutundaki sapka matrisi (hat matrix) L olmak iizere;

m(x1)
( : ) =LY
m(xn)

Sapka matrisinin kosegen elemanlart [;(x;) etki (influence) degerleridir. Bu
degerler infl(x;) ile gosterilirler ve veri noktalarindan, uyumlanan egri m(x;) nin
duyarhiligin dlgerler.

Yerel uyumlamada serbestlik derecesi, ayni veri setine uygulanan farkli
tahminlemeler arasinda kiyaslama yapilabilmesi agisindan diizeltme miktarinin
Olclilmesine olanak saglar. Serbestlik derecesi i¢in miimkiin pek ¢ok tanimlama

bulunmaktadir, bunlardan en sik kullanilan ikisi asagidaki gibidir.
V=i infl(x)=tr(L)
Vvo=Xi=i LG lI?=tr(LTL) (2.24)
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Parametrik regresyon modeli i¢in sapka matrisi L simetrik ve idempotenttir,
serbestlik derecesi tanimlar1 genellikle parametre sayisiyla denk olacak sekilde
ortiismektedir. Yerel regresyon modelleri i¢in iki tanimlama genelde esit degildir.
Denklem (2.23) ile verilen basit ortalama ve varyans tanimlarini biraz daha
gelistirelim. Bu noktada ilk olarak agirlik diyagrami belirlenir. X, satirlar
A(x; — x)T olan nx(p + 1) boyutlu tasarim matrisi, W, w;(x) girisleri ile kdsegen
matris ve Y = (Yy,Y,,...,Y,)T yamit vektoriidiir. Agirhklandirilmis kareler

toplami, matris yapisinda asagidaki gibi ifade edilir.

Y —Xa)TW(Y — Xa)

Eger WX full siitun rankina (full column rank) sahip, yani siitunlari dogrusal
olarak bagimsiz ise, en kiiciik kareler teorisi acgik bir ifade verir. Denklem

(2.21)’in minimize edicisi;

a=X"Wx)"'XTwy (2.25)

seklinde hesaplanir. Bu esitlik, (2.22)’de yer alan agirlik diyagramini yerel

polinomiyal diizeltme i¢in tanimlar,

LlO)T = el XTWX) IXTW (2.26)
burada e; = (1,0, ...,0)T seklinde birim vektdrdiir. Asagidaki teorem Henderson
(1916) tarafindan ortaya konulmustur ve yerel polinomiyal regresyonda agirlik
diyagramlarinin tanimlanmasini saglamaktadir.

Teorem 2.2 (Henderson Teoremi) (Ispati icin bakiniz Loader 1999)

p dereceli bir yerel polinomiyal uyum i¢in agirlik diyagrami asagidaki

yapiya sahiptir.

LiG) = W (525 (e, A = ) (2:27)
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Yani en kiigiik kareler agirliklari, p dereceli bir polinom ile ¢arpilir. Bu
gosterim tektir ve XT WX tekil degilken (non-singular) saglanur.

Aksine, eger dogrusal tahmin p dereceli polinomlarla yeniden iiretilirse ve
agirlik diyagrami en fazla p isaret degisikligine sahip ise tahmin p dereceli bir
yerel polinomiyal uyum olarak ifade edilebilir.

Henderson teoremi ile (2.23)’de yer alan varyans ifadesi asagidaki (2.28) ile

yazilabilir (Loader 1999).

Var(m(x)) = o2el XTWX) 1 (XTW2X)(XTWX) le; (2.28)
Varyans ile yakin iligkili bir nicelik (2.29)’da verilen etki fonksiyonudur.

infl(x) = ef (XTWX) 1e,W(0) (2.29)

Bu tanimlama etki fonksiyonunun daha onceki kullanimi ile genellestirilir; sapka
matrisinin L kosegen elemanlar ;(x;) = infl(x;) olur.

Denklem (2.22)’de yer alan dogrusal tahminin sapmast;
E(M(x)) = m(x) = T, L(m(x) — m(x) (2.30)

olarak ifade edilir. mi(x), p dereceli bir yerel polinomiyal uyum olsun. m(x)’in
(p + 2) kez tiirevlenebilir oldugu varsayimi ile x etrafinda m(.) fonksiyonunu
Taylor serisi olarak genisletebiliriz.
mP (x)

p!

p+1 p+2

m(x;) = m(x) + (x; —x)m'(x) + -+ (x; —x)P

+ (x; — x)P+1

Henderson  teoreminin  bir  uygulamasi  olarak, 1<j<p icin

> L(x)(x; — x)/ = 0°dir. Buradan;
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E(fﬁ(x)) —m(x) =

p+1

e
p+2(x) .

e +2)'zl ()t = )7+ (2.31)

yazilabilir. Sapma ifadesi, (p + 1). tirev Mm®*V(x)'i ilk terim olarak igerir.
Esitlikte neden M®*2)(x) terime bakilmistir sorusunu sdyle aciklayabiliriz;
tasarim noktalarinin esit araliklandirildigini varsayalim. Bu durumda agirlik
diyagrami uyumlama noktasi x etrafinda simetrik olur. Eger p cift ise p + 1 tek
olur ve simetriklikten dolayr Y., [;(x)(x; — x)?*! = 0 olur. Bu nedenle sapma
ifadesinde ilk terim ortadan kaybolur. Boyle bir durumda esitlikte ikinci terim
daha baskindir. Diizgiin olmayan (nonuniform) veriler ve ¢ift p igin, m®*1 ve

m@+2) terimleri genellikle benzer biiyiikliiktedirler (Loader 1999).

2.2.3.2. Yerel polinomun derecesi

En kiiciik kareler esitliginde (2.17) kullanilan diizeltme parametresinde
oldugu gibi, yerel polinomun derecesi de sapma-varyans dengesi iizerinde
etkilidir. Yiiksek polinom derecesi ile ortalama m(x) temelinde, disiik dereceli
bir polinoma gore daha iyi bir yaklagim saglayabilir. Bu nedenle, yiiksek dereceli
bir polinomla uyumlama genellikle 7 (x) tahminine daha kii¢iikk bir sapma ile
ulagilmasin1  saglar. Ancak yiiksek dereceli polinom ile gergeklestirilen
tahminlemede, tahminleme katsayilarinin fazlaligi ve sonuglarin degiskenligi s6z
konusudur. Ornegin; eger yerel kuadratik tahmin ve yerel dogrusal tahmin ayni
band genisligi i¢in hesaplanirsa, yerel kuadratik tahmin ¢ok daha degisken
olacaktir. Ancak bu noktada varyanstaki artis band genisliginin artirilmasi ile
tolere edilebilir.

Bu durumda polinom derecesini diisiik secmek ve band genisligi iizerine

yogunlagmak, istenilen uyumun elde edilmesi konusunda yeterlidir. En yaygin
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gerceklestirilen segimler yerel dogrusal ve yerel kuadratik yapilardir. Yerel kiibik
ve daha yiiksek dereceden uyumlar nadiren daha faydali sonuglar iiretirler (Loader
1999).

p uyumlanan egrinin polinom derecesini gostermek iizere Fan ve Gijbels
(1996), polinom derecesi ile ¢ekirdek fonksiyonlarinda gézlemlenen degiskenligi
Nadaraya-Watson tahmin edicisinin (p = 0) varyansina gore karsilastirmali olarak
(V,/Vy) Cizelge 2.2 ile agiklamuslardur.

Cizelge 2.2 p dereceli polinom ve gesitli gekirdek fonksiyonlart i¢in degiskenlikteki artig (Fan ve

Gijbels 1996)

p | Gaussian | Uniform | Epanechnikov | Biweight | Triweight
1 1 1 1 1 1

2 1.6876 2.2500 2.0833 1.9703 1.9059
3 1.6876 2.2500 2.0833 1.9703 1.9059
4 2.2152 3.5156 3.1550 2.8997 2.7499
5 2.2152 3.5156 3.1550 2.8997 2.7499
6 2.6762 4.7852 4.2222 3.8133 3.5689
7 2.6762 4.7852 4.2222 3.8133 3.5689
8 3.1224 6.0562 5.2872 4.7193 4.3753
9 3.1224 6.0562 5.2872 47193 4.3753
10 3.5704 7.3281 6.3509 5.6210 5.1744

Sekil 2.2 polinom derecesi ile ¢esitli c¢ekirdek fonksiyonlari igin
degiskenlikteki artis1 gostermektedir. Ornegin, p =2 ve p =3 dereceli
polinomlar i¢in degisim (varyans) aymidir, ancak polinom derecesinin yiiksek
secilmesine bagli olarak p = 3 i¢in ayn1 varyansta, sapma daha kii¢iik oldugundan

kiibik polinom tercih edilebilir.
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Sekil 2.2 p dereceli polinom ve gesitli ¢ekirdek fonksiyonlari i¢in degiskenlikteki artig grafigi
(Fan ve Gijbels 1995)

Cizelge ve Sekil 2.2°den gozlemlendigi gibi tek dereceli yaklagimdan g¢ift
dereceli yaklasima gegildiginde asimtotik varyansin arttigi goriiliir. Ornegin,
Epanechnikov ¢ekirdeginde, yerel dogrusal uyum yerine yerel kuadratik uyum
kullanildiginda varyans 2.0833 faktorii ile artar. Ayrica Gauss ¢ekirdek
fonksiyonunun diger ¢ekirdek fonksiyonlarina gore degiskenligi daha az olmakla
birlikte Uniform ¢ekirdek fonksiyonu en yiiksek degiskenligi gosterir (Fan ve
Gijbels 1996).

Bir regresyon fonksiyonunun tahmini tizerine odaklanmildiginda, yerel
dogrusal uyumlar, yerel kiibik uyumlar ya da baska bir tek dereceli uyumun
gerceklestirilmesi seklinde sinirlama getirilebilir. Tek derece ile gerceklestirilen
uyumlar asimtotik olarak daha iyi performans gostermelerinden dolay1 yerel sabit
ya da yerek kuadratik uyumlar tercih edilmez. Genel olarak iki tek dereceli uyum
arasinda dogrudan bir karsilastirma yoktur ancak diisiikk dereceli bir uyumun
sonuglar1 daha biiyliik sapmaya ve daha kii¢iik varyansa sahip olurlar, derece

arttik¢a sapma azalir ancak varyans biiyiir (Fan ve Gijbels 1996).
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2.2.3.3. Agirhk fonksiyonu

Yerel polinomiyal diizeltme tekniginde agirlik fonksiyonu sapma-varyans
dengesi ilizerinde daha az etkiye sahip olmakla birlikte uyumlanan regresyon
egrisinin gorsel kalitesi acisindan Onemlidir. En basit agirlik fonksiyonu

dikdortgen (rectangular) fonksiyondur.

0, d.d

W) = {
Ancak bu agirlik fonksiyonu siirekli olmayan agirliklar w;(x) ve siirekli
olmayan uyum egrisine gotiirmesinden dolayr nadiren kullanilir. Genellikle
stirekli simetrik, sifir noktasi etrafinda yogunlasan ve [—1,1] aralig1 iizerinde
desteklenen W (u) agirhg segilir. En yaygin segilen agirlik fonksiyonlarina

Cizelge 2.1°de yer verilmistir (Loader 1999).
2.3. Parametrik Olmayan Regresyonda Diizeltme Parametresinin Se¢imi

Parametrik olmayan regresyonda uyumlamanin gerceklestirilebilmesi igin
herzaman bir diizeltme parametresi segimine ihtiyag duyulmaktadir. Iyi bir
uyumlamanin gergeklestirilebilmesi icin secilecek olan diizeltme parametresi
degeri onemli bir yer tutmaktadir. Hastie ve Tibshirani (1990) diizeltme
yontemlerinde c¢ekirdek fonksiyonu ve diizeltme parametresi h’mn se¢iminin
onemliligi konusuna deginmisler ve ¢ekirdek fonksiyonunun se¢iminin diizeltme
parametresinin se¢imine gore daha dnemsiz oldugunu ortaya koymuslardir. S6z
konusu optimal band genisligi se¢cimi oldugunda, hangi se¢im yonteminin daha 1yi
oldugu konusunda bir uzlagma saglanamamistir.

Diizeltme parametresi, rneklem genisligine baglidir. Uygulamadaki baslica
problem bu parametrenin se¢imidir. Genellikle herhangi bir global hata 6l¢iisiinti
en kiiclikleyecek sekilde varyans ve sapmanin karesi arasindaki odiinlesimi
dengelemek i¢in secilir (Vieu 1991).

Cekirdek regresyonda, ¢ok biiylik bir band genisligi alinmasi fazla

diizlestirmeye (oversmoothing), cok kii¢iik bir band genisligi alinmasi ise az
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diizlestirmeye (undersmoothing) neden olur. Amag, az diizlestirme ve fazla
diizlestirme arasindaki dengeyi (trade-off) saglayan bir h degeri bulmaktir (Hardle
1994).

Literatiirde yaygin olarak parametrik olmayan regresyon tahmininde
kullanilan diizeltme parametresi se¢im yontemleri ¢arpraz gegerlilik kriteri (CV),
genellestirilmis ¢apraz gegerlilik kriteri (GCV), gelistirilmis Akaike Bilgi kriterleri
(AIC;), Mallow’un C,, kriteri, klasik pilotlar1 kullanan risk tahminleri ve yerel risk
tahmin kriterleridir. Bu yontemlerden ¢arpraz gegerlilik kriteri  (CV),
genellestirilmis ¢apraz gecerlilik kriteri (GCV) ve gelistirilmis Akaike Bilgi
kriterleri (AIC,) izleyen bolimde ayrintili olarak incelenecektir. Herhangi bir

secim Kriterini minimum yapan h, uygun diizeltme parametresi olarak segilir.

2.3.1. Capraz gecerlilik kriteri

Parametrik olmayan regresyonda optimal band genisligi se¢imi igin sik
kullanilan yontemlerden bir tanesi ¢apraz gegerlilik kriteridir. Bu kriter Wahba ve
Wold (1975) tarafindan Onerilmistir. Birini disarida birakma c¢apraz gegerlilik
(Leave one out cross validation) kriteri farkli 6rneklem biiyiikliiklerinde oldukga
iyi sonuglar veren ve parametrik olmayan regresyonda en ¢ok kullanilan otomatik
diizeltme teknigidir. Bu teknikte bir gézlem segilir ve veri setinden ¢ikartilir. Daha
sonra olas1 modellerden biri budanmis (truncated) veri setine uygulanarak uyumun
Ol¢iisti hesaplanir. Daha sonra baska bir gézlem veri setinden ¢ikartilarak aym
islem yapilir. Bu siire¢ her bir gozlem veri setinden ¢ikartilincaya kadar tekrar
edilir. Capraz gecerlilik skoru ortalama uyum Olgiisiidiir ve farkli modelleri
karsilastirmak i¢in kullanilir (Keele 2008).

Capraz gecerlilik, {x;,y;}=; goOzlem noktalar1 olmak iizere, bu
gozlemlerden bir veri noktasini g¢ikartarak kalan (n — 1) veri noktasina dayali
olarak x; noktasinda bilinmeyen fonksiyon igin kareli artiklar1 tahmin eden ve bu
tahmini minimum yapan diizeltme parametresini secen yontemdir. y—9, bagiml
degisken vektoriinden y; gozlemini c¢ikarttiktan sonra kalan gozlemlerin
olusturdugu vektor ve bu vektére uygun tahmin fonksiyonu r’ﬁ/(l_i) (x) olmak

tizere tahmin hatasina ait ¢apraz gegerlilik kriteri (2.32) ile ifade edilir.
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.\ 2
V(D) = n~1 ?=1{yi—m§“)} (2.32)

Esitlikten anlasilacagi lizere optimum diizeltme parametresi A’y1 elde etmek i¢in n
tane M " egrisini bulmak ve n farkli diizeltme problemini ¢ozmek gerekmektedir.
Islemleri kolaylastirmak amaciyla esitlik (2.32)’de yer alan ve y; gézlem degerleri
vektoriinii tahmin degerlerine goriintiileyen S; sapka matrisi kullanilarak esitlik

asagidaki gibi yazilabilecektir.

CV(A) = %Z; {%}2 (2.33)

Denklem (2.32)’de yer alan (S;);;, S; matrisinin i. kosegen elemanini ifade eder.
Capraz gegerlilik kriterini minimum yapan A degerinin bulunmasi ile islem

sonlandirilir (Green ve Silverman 2000).
2.3.2. Genellestirilmis capraz gecerlilik kriteri

Capraz gecerlilik kriterinin tanimlamasindan anlasilacagi gibi ozellikle
bliylik veri setleri lizerinde yapilan ¢alismalarda bu kriterin hesaplanmasi oldukca
giictiir. Bu nedenle Craven ve Wahba (1979) hesaplamasal a¢idan daha az zaman
isteyen genellestirilmis capraz gecerlilik kriterini 6nermislerdir. Genellestirilmis
capraz gegerlilik kriteri 6ziinde sapka matrisinin kosegen elemanlar: yerine, bu
matrisin izini kullanarak hesaplamalar1 gerceklestirir. Genellestirilmis c¢apraz

gecerlilik kriteri denklem (2.34) ile tanimlanir.

1Y%,y — My (x)}?

GCV () = n {1—n"1tr(S)}?
_la=spyll?
BTG

(1 = SPII?

= {1 _ n_ldffit}z (234)
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Burada, y=0uYy V) gbzlem degerleri vektorinii,
(M(x1), M(xy), ..., M(x,))" = Sy tahminlere ait vektdrii ve dff; = tr(Sy)
modelin serbestlik derecesini ifade eder (Ruppert ve ark. 2003). Capraz gecerlilik
kriterinde oldugu gibi genellestirilmis c¢apraz gegerlilik kriterinde de amag

GCV (4) degerini minimum yapan A diizeltme parametresini bulmaktir.

2.3.3. Gelistirilmis Akaike Bilgi kriteri

Hurvich ve ark. (1998) ¢ekirdek regresyon igin ilk tanimlanan AIC Kriterine
gore daha az yanlilik gosteren, diizeltme parametresi se¢im Olgiitii olarak
Gelistirilmis Akaike Bilgi Kriterini (AIC.) Onermislerdir. Gelistirilmis AIC,

kriteri,

1+tr(Sy)/n

2{tr(S+1}
1—{tr(S+2}/n

n—tr(Sy)—2

AIC.(A) = log(6%) + =log(6®) +1+ (2.35)

formiilityle hesaplanir. Hesaplamalarda sapka matrisinin izinin kullaniliyor
olmasi, diizeltme parametresinin se¢imi konusunda uygulanmasi kolay bir
kriterdir. Varyans fonksiyonu tanimindan ve basit cebirsel islemlerin

uygulanmasinin ardindan formiil asagidaki sekli alir.

| 12
(2.36)

=lo

1052 — DylI? 2{tr(S; + 1)}
g n +1+n—tr(5,1)—2

Diger diizeltme parametresi se¢im kriterlerinde oldugu gibi amag, AIC, Kriterini

minimum yapan A diizeltme parametresi degerini belirlemektir.
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2.4.  Parametrik Olmayan Regresyon Modellerinde Performans Kriterleri

Parametrik olmayan regresyon modellerinde tahminleyenin ya da modelin
performansi s6z konusu oldugunda, tahminleyenin yansiz ve varyansinin kii¢lik
olmasi istenilen bir durumdur. Ayrica model performansi veri seti i¢in, tahmin
edilen deger ile gdzlenen degerin birbirine ne kadar yakin olduklariyla iligkilidir.
Parametrik olmayan modelde bdyle bir tahminleyen i¢in yanlilik ve varyans
arasindaki dengenin olusturulmasi model performansi agisindan yeterli olacaktir.

Bu konu aslinda aragtirmactyr modellerde band genisligi se¢imi ile karst
karstya getirmektedir. Band genisligi se¢cim yontemlerinin temelinde de yan ve
varyans arasinda kurulan denge On plandadir. Bu dengeyi kurmak igin
uygulamada ¢esitli kriterler kullanilmaktadir. Bu kriterlerden en sik kullanilani
hata kareler ortalamasidir (Mean Squared Error) (MSE). mi(x), m(x)

fonksiyonunun tahmini olmak tizere;

MSE(m(x)) = E{M(x) — m(x)}*

= E[(M(x) — M(x) + M(x) — m(x))?]

= E () - M@)"] + E[(M(x) = m()] + 2E[(R(x) = M) (M () — m(x))]

= Var(m(x)) + (Yan(@(x)))? + 2E [(REOM () - m(x)m(x) — (M())” + M@mx)]
= Var(im(x)) + (Yan(m(x))? + 2 [(M(x))? = Mx)m(x) — (M) + M@m))|

= Var(Mm(x)) + (Yan(@(x)))? (2.37)

seklinde ifade edilir. Denklem (2.37)’de M(x) = E[m(x)]’dir ve MSE
Ol¢timiinde ilk terim varyansi 6lgerken ikinci terim yanlili§in karesini 6lgmektedir
(Hastie ve Tibshirani 1990). Temel fikir sapma ve varyans arasinda dengenin
kurularak MSE’nin minimum degerinin elde edilmesidir. Ancak bu 6l¢iim tek
nokta tizerinde ¢alisir bu ylizden yalnizca yerel hatayr minimize eder. Bu nedenle
degisken band genisligi se¢iminde kullanilmasi daha uygundur. Daha genel bir
degerlendirme i¢in entegre hata kareler toplami (Mean Integrated Squared Error

(MISE) kullanilabilir.
MISE(m(x)) = [ MSE (M (x))w(x)dx (2.38)
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Denklem (2.38)’de yer alan esitlikte w pozitif bir agirlik fonksiyonudur.
MSE ifadesinin, sapma ve varyansin toplami seklinde yazilabilmesinden dolayi
MISE degerinin hesaplamasi da ayni sekilde gergeklestirilebilir (Fan ve Gijbels
1996).

Uygulama kolaylig1 olan diger bir hata ol¢iim kriteri ortalama karesel

hatadir (Averaged Squared Error) (ASE). Bu 6l¢liim denklem (2.39) ile tanimlanur.
ASE(M(x)) = n 1 T, (M(x) — m(x;))? (2.39)

ASE rassal bir degiskendir ve genel bir 6l¢iimii gerceklestirir, bu 6zellik ona
tiim egriyi belirleyebilme yetenegi verir. Ayrica ASE nin beklenen degeri de yine

hata 6l¢timiinde kullanilabilen bir kriterdir ve (2.40) ile ifade edilir.
MASE(#(x)) = E(ASE ((x))) (2.40)

Esitliklerde goriildiigii gibi bu kriterler aslinda birer uzaklik o6l¢iisiini
gosterirler. Kriterlerin  hepsi asimtotik olarak ayni diizeltme seviyesine
ulagmalarindan dolay1 hatanin dl¢iimiinde herhangi birinin kullanilmasi uygundur.
Hesaplamasal olarak en kolay kriter ASE olmasindan dolay1 ¢ogu aragtirmada bu

kritere yer verilmistir (Hardle 1991).
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3. BULANIK FONKSIiYONLAR VE TUREV

Bulanik mantik kavramu ilk olarak, Lotfi A. Zadeh (1965) tarafindan “Fuzzy
Sets” adli makalesinde tanimlanmis ve bu makale bulanik kiime teorisinin
temellerini olugturmustur. Zadeh, niteliklerin ikili tiyelik fonksiyonu ile ifade
edildigi klasik kiimeler yerine, dereceli iiyelik fonksiyonu ile ifade edildigi
bulanik kiimeler tanimlamasini Onermistir. Sonrasinda Zadeh (1978) yapmus
oldugu calismasinda bulanik teoriye Onemli katkilar saglayan genisletme
prensibini ifade etmistir. En basit sekliyle “bulaniklik” kavrami, bir ifade de yer
alan belirsizlik olarak tanimlanabilir. Gilnliik hayatta kullandigimiz ve
tammladigimiz pek ¢ok sey oziinde bulaniklik igermektedir. Ornegin, “yash
insan”, “yiiksek 1s1”, “kiigiik say1” gibi ifadeler kesinlikten ziyade bulanikligi
icerirler (Terano ve ark. 1992). Hayatimizda bu denli ¢ok belirsizlik barindiran
durum s6z konusu olduguna gore bulanik mantik teorisinin gelistirilmesi ve kesin
teoride yer alan kavram ve tanimlamalarin bulanik yapida ifadesi 6nemli bir
konudur.

Parametrik olmayan bulanik regresyon modellerinin tanimlanmasi ve
incelenmesi i¢in, bulanik mantik teorisinden bazi temel kavram ve bilgilere
ihtiya¢ duyulacaktir. Bu amagcla, bu bdliimde bulanik teoride yer alan bazi
gosterimlerin agiklanmasi bir sonraki boliim i¢in hazirlik niteligindedir.

Calismanin bu boliimiinde literatiirde sik¢a kullanilan iiggen bulanik sayi,
yamuk bulanik sayr ve LR bulanik sayilarinin tanimlari verilecektir. Bulanik
mantik teorisinde pek ¢ok tanimlamanin yapilmasinda kullanilan genisletme
prensibi ele alinarak, ardindan bulanik siralama yontemleri tizerinde durulacaktir.
Son olarak ise bazi bulanik fonksiyonlarin tanimlari ile tanim bolgesi kesin kiime

olan bulanik fonksiyonlar i¢in bazi tiirev kavramlari verilecektir.
3.1. Bulanik Kiime ve Bulamk Sayilar
X klasik bir kiime (universe) ve pu,(x):X — [0,1] tyelik fonksiyonunu

gostemek {izere, bir A bulanik kiimesi asagidaki ¢iftlerin kiimesi olarak

tanimlanir:
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A= {(X, HA(X)),X € X} (31)

A ve B iki bulanik kiime olmak iizere, Vx € X igin u,(x) = ug(x) ise, A ve B
kiimeleri esittir denir. iki bulanmk kiimenin birlesimi ve kesisimine ait {iyelik

fonksiyonlar1 séyle tanimlanir:

Vx € X, paup(x) = max(uy(x), up(x))
Vx € X, pans(x) = min(p,(x), up(x))

A bulanik kiimesinin tamamlayicisi (tiimleyeni) olan A kiimesi ise,

Vx €X, ui(x) =1—pu(x)

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanir.
A bulanik kiimesinin a € [0,1] i¢in a-kesimi A, = {x € X|us(x) = a}
olarak tanimlanan bir kesin kiimedir. Bulanik kiimelerin a-kesimleri ile asagidaki

ozellikler kolayca elde edilebilir:
(AUB),=A,UB, ve (AN B),=A4,N B,

Bir bulanik A kiimesini onun a-kesimleri yardimiyla ifade edebiliriz.
a € [0,1] olmak tizere bir bulanik A kiimesinin a-kesimi, A kiimesindeki tiyelik
derecesi a’ya esit ve daha biiyiikk olan tiim elemanlarini igeren bir kesin A,
kiimesidir.  Bulanik teoride o6nemli bir yere sahip olan kararlilik prensibi
(resolution principle) bir bulanik A kiimesinin a-kesimleri bakimindan
genisletilebilecegini gostermektedir. A bulanik kiimesininin iiyelik fonksiyonu

onun a-kesimlerinin karakteristik fonksiyonlar: yardimiyla,

Uy(x) = sup,min (a, ,uAa(x)) , XEX (3.2

formuli ile ifade edilebilir. Burada,
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1 X €A,

w0 ={ o

Uyelik fonksiyonunu min (@, s, (x)) ile ifade edilen bulanik kiimeyi @A, olarak

yazdigimizda A bulanik kiimesi icin kararlilik prensibi,

A, = {alElx € X, uy,(x) = a} olmak tizere asagidaki sekilde ifade edilebilir.
A= Ueea, adg (33)

Kararlilik prensibinin sekil tizerinde ifadesi 3.1°de verilmistir.

Pa(0) A

1

a;

=k 4

Sekil 3.1 Bulanik kiimelerde kararlilik prensibi

Bir bulanik kiimenin maksimum iiyelik degeri 1’e esit ise normallik kosulu

saglanmis olur ve asagidaki gosterimle ifade edilir.

Ax €X, up(x) =1 (3.4)

Bir bulanik kiime ancak ve ancak her bir a-kesiminin konveks kiime olmasi

kosulu ile konveks olarak tanimlanir. Vx; € X, Vx, € X ve 1 € [0,1] igin,
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pa(Axy + (1 — A)xz) = min(pg (x1), pa(x2)) (3.5)

ise A bulanik kiimesi konvekstir denir.

Konveks A bulanik kiimesinden alinan (x5, u,(x1)) ve (xg, ua(x3))
noktalarin1 birlestirecek bir dogru c¢izildiginde, bu dogru iizerindeki tiim
noktalarin tlyelik dereceleri uy(x;) Ve py(x2)’nin minimumuna esit veya daha
biiyiik olur (Lin ve Lee 1996). Sekil 3.2°de, verilen bir tiyelik fonksiyonu ile ifade

edilen bulanik kiimenin konveks ve normalligi goriilmektedir.

------------------

NG| — e
Pa(Xy) pemmmnm

b ] T
v
>

Sekil 3.2 Konveks ve normal bulanik kiime

‘R reel sayilar kiimesinin normal ve konveks bir bulanik A kiimesine bulanik
say1 denir. Burada p, tiyelik fonksiyonunun kismi-siirekli olmasi istenir.

Bulanik say1, R gercel sayilar kiimesinde bulanik aralik olarak tanimlanan
bir bulanik kiime seklinde ifade edilebilir. Bu aralifa ait sinirlar belirsiz
oldugundan, araliklar ayni zamanda bir bulanik kiimedir. Bulanik araliklar,
[aq,a,, as] seklinde iki sinir noktasi a;, a; ve bir tepe noktasi a, yardimiyla
gosterilirler. Bu agiklamalardan yola ¢ikilarak goriilmektedir ki bulanik sayilara
a-kesim islemi uygulanabilir. Eger A bulanik sayisi i¢in a-kesim araligini

gosterirsek, tanimlanan A, aralig1 asagidaki gibi olur.

A, = [aga),

as”] (36)

Tanimi gergeklestirilen bulanik say1 ifadesi Sekil 3.3 ile gosterilmistir (Lee 2005).
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()

e
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Sekil 3.3 Bulanik say1

Boylelikle, bulanik say1, kismi-siirekli tiyelik fonksiyonuna sahip R reel sayilar
dogrusunda normal ve disbiikey (konveks) bulanik alt kiimedir (Lin ve Lee 1996).

3.1.1. Ucgen bulanik sayilar

A = (a4, a,, a3) bir bulanik say1 olmak iizere, a; bulanik saymin alt siniri,
a, bulanik saymnin merkezi ve a; bulanik saymin {ist sinirin1 gostermek iizere
asagidaki tyelik fonksiyonu ile tanimlanmasi durumunda iiggen bulanik say1

olarak adlandirilir.

(0, x<a

X—aq

p— A < x<a,
HA(x) = a23—x1 (3'7)
,a; < x < ag

az—a
0, x> as

Eger a, — a; = az;—a, ise simetrik liggen bulanik say1 olarak adlandirilir ve

tiyelik fonksiyonu Sekil 3.4 ile gosterilir (Lee 2005).
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4 GO
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Sekil 3.4 Uggen Bulanik Say1

Simetrik ticgen bulanik say1 sol ve sag ug¢ olarak iki gergek sayr yardimiyla
yazilabilir. (a4, a,,az) seklindeki bir simetrik tiggen bulanik sayr (aq,as)

seklinde de yazilabilir ve bu durumda a, = % olarak bulunur.

3.1.2. Yamuk bulanik sayilar

A = (a1, a,,as3,a,) bir yamuk bulanik sayr olmak iizere, yapisinda iiyelik
derecesi 1’e esit olan pek ¢ok nokta barindirir. Yamuk bulanik say1 asagidaki gibi

bir iiyelik fonksiyonu yardimu ile ifade edilir.

( 0, x<a

X—aq

a<x<a
az—al' 1= - 2

‘LlA(X) =1 1, a, <x < as (38)

as—x

a3 <x<a
a4—a3' 3 = - 4

\ 0, X > ay

Bir yamuk bulanik say1 a, = a; olmasi durumunda {iggen bulanik sayiya
dontigiir. Yamuk bulanik sayiya ait bir tiyelik fonksiyonunun gosterimi Sekil

3.5’te goriilmektedir (Lee 2005).
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Sekil 3.5 Yamuk Bulanik Say1

3.1.3. LR gosterimli bulanik sayilar

Bulanik sayillarin LR  goOsterimi, onun genelligini smirlamaksizin
hesaplamasal etkinligini artirmasindan dolayr Dubois ve Prade (1980) tarafindan
onerilmistir. Bir M bulanik sayisi i¢in tiyelik fonksiyonu gy, (x)’in LR gosterimi

esitlik (3.9) ile tanimlanir.

Ll((m—x)/al,x <m,a >0
py (x) = 1, x=m (3.9)
R[(x —m)/Bl,x >m,8 >0

Referans fonksiyonlar1 olarak anillan L(x) ve R(x) fonksiyonlari,

R+ > [0,1] olmak iizere asagidaki kosullari saglar.

i. L(x)=L(-x),R(x)=R(—x)
i. L(O0)=1,R(0)=1
iii. L veR [0,00] araliginda artmayandir (x = 0 i¢in L(x) ve R(x) kesin

azalandir)
Denklem (3.9) ifadesinde m, M’ nin orta degeri, « ve 8 ise uygun olarak sol ve

sag sagilimlar (yayilimlar) olarak adlandirilirlar. Sacilimlar sifira yaklastiginda

say1 bulanikligin1 kaybeder, sacilimlar arttik¢a say1 daha fazla bulaniklasir (Lin ve
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Lee 1996). M, LR bulanik sayisina ait liyelik fonksiyonu referans fonksiyonlarinin

yapisina bagli olarak Sekil 3.6°daki gibi ifade edilebilir.

Sekil 3.6 LR Bulanik Sayist

Sembolik olarak LR bulanik saym1i M = (m, a, )z seklinde yazacagiz ve
gerekli olmadigr durumlarda LR indisini gostermeyecegiz. LR bulanik sayilar
izerinde bir dizi genisletilmis aritmetik islemler gelistirilmistir (Dubois ve Prade
1980). Omegin, (m,a,B)r Ve (n,y,8),z sayiarmin genisletilmis toplami
m+na+y,+8)g, (Mapf)ir Vve (,y,0)g saylarinin fark:
(m—n,a+46,f+y)g formilleri ile hesaplanir, (m,a,f),z sayisinin

toplamsal tersi ise —(m, a, ) g = (—m, B, @)g,, olarak bulunur.

3.2. Genisletme prensibi

Zadeh (1978) tarafindan ortaya konulan genisletme prensibi (extension
principle) bulanik kiime teorisinde en 6nemli araglardan biridir. Bu prensip, kesin
matematiksel kavramlarin bulanik kiime ¢ercevesinde genellestirilmesini saglar ve
noktasal goriintiilemeyi bulanik kiimeler i¢in goriintiilemeye genisletir.

Bu ilke, U kesin kiimesindeki n’li (x4, x5, ..., x,) leri, V kesin kiimesindeki
bir noktaya goriintiileyen her f fonksiyonunun, U’daki n bulanik alt kiimenin

V’>deki bir bulanik alt kiimeye goriintiilemesine genellestiren bir ara¢ saglar.
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Boylece, bulanik olmayan elemanlar arasindaki her matematiksel iliski, bulanik
elemanlar ile ilgili olarak genisletilebilir.
f:U — V verilen bir fonksiyon ve A = uy/xq + ty /x5 +... +in/x,, U’da

bir bulanik kiime olmak {izere, genisletme prensibi asagidaki gibi ifade edilir.

fQA) = f(ur/x1 +pa/xp + -+ + i/ Xy)
= p/f (1) + 2/ f(x2) + -+ pn/f () (3.10)

Bu durumda V kiimesinde tanimlanan f(A) bulanik kiimesinin {iyelik fonksiyonu

sOyle ifade edilir,

() = max xeu [wa(x;)] (3.11)
flx)=y

U kesin kiimesi evrenlerin bir kartezyen c¢arpimi U =U; XU, X ..X U,
olmakla, kesin f fonksiyonu U’daki n-liyi, V’deki bir noktaya goriintiileyen n
degiskenli bir fonksiyon olsun, yani y = f(xq,x,,...,x,). Uygun olarak
A Ay, . A, UL U, .Uy de, nosayida bulanik kiimeler olsun. Genigletme
prensibi  f(xq, x5, ...,x,) fonksiyonunu, U’daki n bulanik A4, A4,, .., 4, alt
kiimelere soyle genisletir. B = f(A), f(.)’In A, A,, ..., A, ’de bulanik goriintiisii

olmak {izere, bu bulanik kiime soyle tanimlanir:

B = {(yhuB(y))I y= f(x1;x2; ---;xn): (xler' ""xn) € U}
ug(y) = sup (X1,%2, X0 EU ‘min[#A1 (xl)uqu (x2), ---uuAn(xn)] , (3.12)

y=f(X1,X2,...Xn)

eger y = f(xq1,%3,..,X,) seklinde hicbir (xq,x,,...,x,) € U eleman1 yoksa

ug(y) = 0°dir (Dubois ve Prade 1980; Lin ve Lee 1996).

3.3. Bulanik Siralama

Bulanik sayilarin karsilagtirilmast ya da siralanmasi (ranking) uygulama

calismalar1 i¢in olduk¢a Onemli bir konudur. Matematiksel modellerin
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kurulmasinda, bulanik kiime teorisi kullanildiginda bulanik degiskenlerin ya da
bulanik parametrelerin islenmesinin siralama / karsilastirma problemlerini
icermesi kagmilmazdir. Ancak bulanik sayilar dogrudan siralanamazlar. Bu
nedenle direkt olarak karsilagtirilabilir degillerdir. Literatiirde bulanik sayilarin
siralanmasi konusunda ¢esitli yontemler 6nerilmistir. Literatiirde yer alan bulanik
siralama yontemleri tlizerinde ¢alismalar Lai ve Hwang (1992), MaCahon ve Lee
(1990), Chang ve Lee (1993) tarafindan ileri stirtilmiistiir. Sistematik ve kapsamli
bir siniflandirma Chang ve Lee (1993) tarafindan saglanmistir (Cheng 1998):

I.  a-kesimi kullanan yoOntemler: Bu yoOntemlerde bulanik sayilar
a-kesimlerinin basit karsilastirilmasi ile siralanirlar. Adamo (1980)
tarafindan ileri siiriilen a-kesim yonteminde A ve B gibi iki bulanik say1
karsilastirilmak istenildiginde a € [0,1] i¢in a-kesimleri A% = [a4, a,]
ve B%* = [by,b,] olmak fizere; eger a, < b, ise A<B olur. Bu
tanimlama « degerine baghidir ve genellikle a > 0.5 olmas:i istenir
(Cheng 1999).

ii. Integralleme yontemleri: Bu yaklasimla bulanik siralama yontemi temel
olarak bir bulanik say1y1 kendi ortalama degeri ile dlger.

iii.  Coklu indisleri kullanan yontemler: Bu yontemler bulanik sayilarin
siralanmasinda, ¢oklu siralama ya da karsilastirma fonksiyonlarini
referans olarak kullanirlar.

Iv.  Sezgisel yaklagimlar: problemin bulanik 6zelliklerini korumak amaciyla,
sezgisel yaklagimlar 6nerilmistir. Bu yaklasimlar daha ¢ok aragtirmacinin

sezgisel olarak bir siralama yapabilecegini ileri stirmiislerdir.

Herbir bulanik siralama yontemi avantajlara sahip olmalarinin yaninda
cesitli dezavantajlara da sahiptirler. a-kesimi kullanan yontemler karsilagtirmay1
kolaylastirma egilimindedirler ve bu nedenle ¢ogu zaman sapmali sonuclar
iiretirler. integralleme yontemleri oldukga sabittirler ve siralama siirecinin bulanik
dogasin1 géz ardi ederler (Chang ve Lee 1994a). Bu boliimde Chang ve Lee
(1994a) tarafindan Onerilen varhiga dayali bulanik siralama yontemi

incelenecektir.
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Bulanik sayilarda karsilastirma genellikle, evrensel kiimede bir elemanin
aidiyetlik derecesine ve elemanin konumuna dayalidir. Karsilastirmadaki varlik
catigmasi, bulanik siralama yontemlerinde karisikliga ve istenmeyen sonuglara
neden olur. Chang ve Lee (1994a), bulanik kiimelerin, sonrasinda tam anlamiyla
hatali sonucglara neden olabilecegi igin evrensel kiimedeki ayni1 elemana dayali
olarak degil, aym varlik seviyesine (existence level) dayali olarak
karsilastirilabileceklerini gostermislerdir.

Verilen bir varlik seviyesi v i¢in, A bulanik sayisinin iiyelik fonksiyonu

Ua(x)’in ters goriintiisii asagidaki gibi olur.

Hpt () = {x:pa(x) = v} (3.13)

Eger A bulanik sayisinin iiyelik fonksiyonu konveks ve siirekli ise {u;1(v)},
A’da iki grup eleman igerir, 0 < v < 1 i¢in {u;*(v = 1)} modu ile bu iki grup
eleman, v € [0,1] i¢in esitlik (3.14) ve (3.15) ile tanimlanur.

x'(v) = min{x: uy(x) = v} (3.14)

""(v) = max{x: uy(x) = v} (3.15)

Denklem (3.13) ile verilen karsilastirmanin eksikligi yalnizca bir v noktasini
dikkate almasidir, bu nedenle yeterli bilgi kullanilmaz. Miimkiin tiim bilgiy1

kullanmak ig¢in, tam varlik seviyesi v dikkate alinmalidir. Tam varlik indeksi

asagidaki gibi tanimlanir.

1= [ g({uz* ()} dv (3.16)

g, tuyelik fonksiyonunun ters bir fonksiyonu olmak tizere (3.17) ile

tanimlanabilir;

g{ua' @ = a@)r ()2 ) + 12 (W)x" (V)] (3.17)
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burada, @ (v), v igin bir siibjektif agirliklandirma fonksiyonu, y;(v) ve y,(v),

x'(v) ve x"'(v) i¢in v derecesinde siibjektif agirliklandirma faktorleridir.
Yukaridaki tanimlar LR bulanik sayilari i¢in basitlestirilebilir. A bir LR

bulanik sayist olmak tizere, LR sayisinin sol kism1 A; ve sag kismi1 Ai olsun. Bu

durumda,
(V) = pz(v) vex" (v) = pzy(v) (3.18)

olur. Yani, x'(v) ve "' (v), sag ve sol referans fonksiyonlarinin dolayisiyla A’nin
tiyelik fonksiyonunun ters goriintiisii olurlar. A, LR bulanik sayisi i¢in tam varlik

Olciisii (OM) esitlik (3.19) ile tanimlanur.

oM(A) = f, (W) [x; (Wual ) + x:(Wuai ()]dv (3.19)

Basitlik agisindan (3.19) esitliginde farkli olmayan agirliklandirmalari
dikkate aldigimizda, tim v € [0,1] i¢in w(v) = 1, y;(v) = x»(v) = 1/2 olmak
lizere, A = (a™, el eR),r seklinde tamimli bir {iggen bulanik say:r oldugunda

(3.19) esitligi asagidaki gibi daha basit sekilde ifade edilebilir.

OM(A) = %j [(a™ — el (1 —v)) + (@™ + e (1 — v))]dv
0

= (4a™ — el + e®) /4 (3.20)
3.4. Bulamk Fonksiyonlar

Bulanik fonksiyon tanim, belirsizligin olustugu yere gore ¢esitli sekillerde
tanimlanabilir. Esas olarak ¢ tiir bulanik fonksiyon tanimlamasindan s6z
edilebilir.

e Bulanik 06zelliklere sahip siradan fonksiyonlar ya da yeterli bulanik

kisitlar,
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o Kendilerinde ekstra bir belirsizlik {iretmeksizin argiimanlarinin belirsizlik
tasidigr fonksiyonlar: bulanik olmayan bir elemanin goriintiisii bulanik
olmayan bir elemandir,

¢ Bulanik olmayan argiimanlarin kétii bilinen (ill-known) fonksiyonlari.

Ug tiir bulanik fonksiyon tanimlamalarmin nasil gerceklestirildigi asagida ayrintili

olarak ele alinacaktir (Dubois ve Prade 1980).
Bulanik Olarak Sinwrlanan Fonksiyonlar

X ve Y iki evrensel kiime olmak iizere X’den Y’ye geleneksel bir f
fonksiyonu: x € X — f(x) € Y seklinde tanimlanir. A ve B sirasiyla X ve Y

tizerinde iki bulanik kiime olsun. Eger,

Vx € X, up(f(x)) = ua(x) (3.21)

ise, f’ye bulanik tanim kiimesi (fuzzy domain) A ve bulanik deger kiimesi (fuzzy
range) B olan bir fonksiyondur denir.

Bulanik tanim kiimesi B ve bulanik deger kiimesi C olmak tizere Y’ den Z’ye
bir g fonksiyonunu da dikkate alalim. Bu durumda gof bileskesi, bulanik tanim

kiimesi A ve bulanik deger kiimesi C olan bir fonksiyondur. Ciinkii

up(f(x) 2 paC), ue(g) 2 up(y) ve y=f(x), olmak iizere,
te(g(f (x2))) = pa(x) olur.

Bulanik Olmayan Bir Fonksiyonun Bulanik Genigsletimi

f, X’den Y’ye bulanik olmayan bir fonksiyon olsun. X iizerinde bir X
bulanik kiimesinin goriintlisii genisletme ilkesi ile tanimlanir. f(X) bulanik
kiimesi, £~ (y), y’nin ters goriintii kiimesi olmak {izere asagidaki gibi tanimlanir

(Dubois ve Prade 1980):

Hr () = {Sup"ef O(” “’z(x)'j:l ((S 7 2 (3.22)
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Bir o6rnek ftizerinde bu tamimin bir uygulamasimi gosterelim. f(x) = 3x + 1
seklinde bir kesin fonksiyon olsun. ¥ = {(0,0.9), (1,0.8), (2,0.7), (3,0.6), (4,0.5)}
bulanik kiimesi i¢in (3.22) formiili ile tanimlanan f(X) bulanik degeri sOyle

olacaktir (Lee 2005).

F(®) = {(1,0.9),(4,0.8),(7,0.7),(10,0.6), (13,0.5)}

Bulanik Olmayan Degiskenin Bulanik Fonksiyonu

Y iizerinde x € X’in goriintiisiiniin  bir bulanik f(x) kiimesi olmasi
durumunu dikkate alalim. P (Y), Y de bulanik kiimelerin bir kiimesi olarak, X den
Y’ye bir bulaniklastirma fonksiyonu f:x — f(x) € P(Y), olarak tanimlaniyor. f
fonksiyonu asagidaki gibi bir bulanik R iligkisinin kesimi olarak da tanimlanabilir

(Dubois ve Prade 1980).

V(x,y) € XXY, pr(¥) = pur(x,y) (3.23)

X =1{2,3,4} ve Y ={2,3,4,6,8,9,12} olarak tanimlanan iki kesin kiime olsun. Bir
bulaniklastirma fonksiyonu f, X’de yer alan elemanlar1 giic kiimesi P(Y)’ye

asagidaki sekilde goriintiiler: P(Y) = {§, ¥,, 3} olmak iizere;
f@ =31, fB) =9 f(4) =73
}71 = {(2105)1 (4’;1); (6'05)}a
}72 = {(3r05)1 (611)1 (9'05)}1

75 = {(4,0.5), (8,1), (12,0.5)}.

Goriintiileme ayrintilarmi inceleyecek olursak f fonksiyonu 2 € X elemanini
2 € y;’e 0.5 derecesiyle, 4 € y;’e 0.1 derecesiyle ve 6 € J;’e 0.5 derecesiyle

goriintiiler. Burada esas olan f bulaniklastirma fonksiyonun ifadesinden
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faydalanarak, bulanik olmayan bir degiskeni bulanik fonksiyonla tanimlamaktir

(Lee 2005).

3.5. Bulanik Fonksiyonun Tiirevi

Bu bdliimde ilk olarak bulanik olmayan kiimede tanimlanan bulanik
fonksiyonun  tiirev  tanmmmi  gergeklestirilecek.  Sonrasinda  ¢alismanin

4. Boliim’iinde kullanilan LR bulanik sayilari i¢in tiirev tanimlamasi yapilacaktir.

3.5.1. Bulanik olmayan kiimede tanimlanan bulanik fonksiyonun tiirevi

f. [a,b] € R’de tammlanmis Vx € [a, b] i¢in f(x) bulanik sayr degerini
alan bulaniklastirma fonksiyonu olsun. Va € (0,1] sayist igin, x Ve «

parametreleri ile,

Lo () = «

esitligi @ # 1 i¢in y = f;F (x) ve y = f; (x) seklinde yalniz iki ve @ = 1 igin ise
yalmz bir y = f(x) seklinde siirekli ¢oziimlere sahiptir. Bu fonksiyonlara, f
fonksiyonunun a-seviye egrileri denir. f fonksiyonunun a-seviye egrileri, Sekil

3.7°de gosterilmistir.

Sekil 3.7 f fonksiyonunun a-seviye egrileri
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fi(x) ve f;(x) fonksiyonlar i¢in asagidaki monotonluk ozelligi

gecerlidir.

Vaj,a;  a; S azigin fif (1) 2 fo,(0) = f(x) 2 fo, (%) = fo, (0)

f, R’den R’ye bulaniklastirma fonksiyonu olsun. Her x € D € R’nin
goriintiisiiniin bir bulanik say1 oldugu ve f’in herbir a-seviye egrisi f,’nin tim
X, € D noktalarida tiirevlenebildigi varsayilsm. f’in x, noktasindaki tiirevi

(df/dx)(x,) seklinde gosterilir ve asagidaki iiyelik fonksiyonu ile tanimlanir:

Kafjdx)(xg) (P) = SUPf,(dfp/dx)(xo)=P H(fa) (3.24)

esitlikte tammma gore u(fy,) =a olur. (Aa (df,/dx)(xy) =P ise,
Haf ax)xe) (P) = 0)

Baoylece (df /dx)(x,)’a gore P’nin iiyelik degeri, x,’daki egimi P olan tiim
a seviye egrilerinden daha biiyiik degerlidir.

(df/dx)(x,), xo noktasindaki seviye egrileri demetinin paralelligi i¢in bir
tahmindir. Daha az bulanik olan (df/dx)(x,) icin seviye egrileri daha fazla
paralel olurlar (Dubois ve Prade 1980).

3.5.2. LR bulanik fonksiyonun tiirevi

Vx €D igin f  fonksiyonunun  f(x) bulanikk  degerlerinin
fx) = (F(x),s(x), t(x))r seklinde LR bulanik sayilar oldugunu varsayalim.
Va € (0,1], @ # 1 i¢in tammlanan f;"(x) ve f; (x) a-seviye egrileri, bu

durumda agagidaki gibi bulunabilirler:

fa () = () + R™H(@)t(x) ve for (0) = f(x) + L7 (@)s(x)

a=1 i¢in, fi(x)=f(x) olur. f(x)in kesin konveks oldugunu ve

f(x),s(x),t(x) fonksiyonlarmin Vx € D igin tiirevi oldugunu varsayalim. Bu
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kosullar saglandiginda, s(x) ve t(x) fonksiyonlarinin x, € D noktasi civarinda

artan fonksiyonlar olmasi durumunda (df/dx)(x,) bulamk tirevi soyle

tanimlanabilir (Dubois ve Prade 1980):

df d d d
() o) = (5 00 G0 5 ) 3.25)

dx LR

Sekil 3.8, LR bulanik fonksiyonunun tiirev taniminin grafiksel olarak

gosterimini ifade etmektedir.

FeO AN

+

/fa
*-—Tﬁ/f

%—E fa

Sekil 3.8 LR bulanik fonksiyonunun tiirevi
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4. PARAMETRIK OLMAYAN BULANIK REGRESYON MODELLERI

Pek c¢ok problemde iki durumu karsilastirmak, aralarindaki iliski
arastirilmak istenildiginde, girdi (bagimsiz) ve c¢ikti (bagimli) degiskenleri
arasindaki durumu belirlemek olduk¢a zor olabilmektedir. Bu nedenle
aragtirmacilar daha esnek uygulamaya sahip parametrik olmayan regresyon
modellerini kullanmaktadirlar. Diger pek cok teknikte oldugu gibi konunun kesin
teorisi lizerinde caligmalarin yer aldigi literatiirde, bulanik yapt ve kavramlar
tizerinde ¢ok az ¢alisma bulunmaktadir. Arastirmalarda kullanilan veri setlerinin
pek cogunun bulanikligr igerdigi goz oniine alindiginda, tiim yontemlerin bulanik
versiyonlariin gelistirilmesinin 6nemliligi bir kez daha karsimiza ¢ikmaktadir.

Bulanik tekniklerin amaci, verilerdeki tiim 6zgiin belirsizligi modele dahil
etmektir. Bu nedenle bulanik verilere dayali modeller, verilerdeki 06zgiin
belirsizligin reddedildigi ya da istege baglh olarak ihmal edildigi modellere gore
daha fazla bilgi icerirler. Ayrica, bulanik verilere dayali modeller ¢ok daha
geneldir, ¢linkii kesin say1 kendisiyle iliskilendirilmis bulanikligin olmadig 6zel
bir bulanik say1 olarak kabul edilebilir (D’Urso ve Gastaldi 2002).

Literatiirde bulanik regresyon iizerine pek ¢ok calisma yer almaktadir. Konu
tizerine ilk calisma Tanaka ve ark. (1982) tarafindan, girdilerin kesin say1 ¢iktinin
bulanik say1 oldugu durumu dikkate alarak, bulanik dogrusal regresyonu ileri
siirmiiglerdir. Bulanik regresyon daha sonralar1 Tanaka (1987), Tanaka ve Watada
(1988), Tanaka ve ark. (1989), Bardossy (1990), Savic ve Pedrycz (1991), Xizhao
ve Minghu (1992) ve Chang ve Lee (1994b) tarafindan ele alinmistir.

Ishibuchi ve Tanaka (1992), bulanik regresyon i¢in sinir aglarini kullanarak
basit fakat giliclii bir yontem Onermislerdir. Bulanik regresyon analizini aralik
regresyon analizine indirgeyip, ¢ikti araliginin alt ve st smurlarini iki bagimsiz
sinir agimin egitilmesi ile tantmlamiglardir.

Bulanik regresyona matematiksel temelli yaklagimlar Tanaka ve ark. (1982)
ile Nasrabadi ve Nasrabadi (2004)’nin ¢alismalarinda yer verilmistir.

Diamond (1988) ve Hong ve ark. (2001) yaptiklart ¢aligmalarda bulanik

regresyon modelleri i¢in en kiiciik kareler yaklagimlarini kullanmiglardir.
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Kao ve Chyu (2002), Sanchez ve Gomez (2003), Hong ve ark. (2004)
bulanik regresyon ¢alismalar1 konusunda uygulama ¢alismalar1 yapmislardir.

Ishibuchi ve ark. (2001), simetrik tiggensel bulanik katsayiya sahip dogrusal
bulanik modellere dayali bulanik regresyon yontemlerinin ¢esitli tiplerini
aciklamiglardir.

Parametrik olmayan regrresyon modellerinin karmagik ve zor yapist bu
modellerin bulanik yapida ifadesi konusunda zorluklar1 da beraberinde getirmistir.
Literatlirde parametrik olmayan bulanik regresyon modelleri konusunda oldukca
az ¢alisma yer almaktadir. Bu nedenle bu modeller iizerinde arastirma yapilmasi
6nemli bir konudur.

Cheng ve Lee (1999), fonksiyonel seklinin dnceden belirlenemedigi bulanik
regresyonu yani parametrik olmayan bulanik regresyonu incelemislerdir.
Parametrik olmayan yontemlerden k-en yakin komsuluk ve c¢ekirdek regresyon
tahmin edicilerini bulaniklastirmis ve analiz etmislerdir.

Cheng ve Lee (2001), girdi ve ¢ikt1 arasindaki fonksiyonel iligkinin 6nceden
belirlenemedigi bulanik regresyon analizinde radyal tabanli fonksiyon (RBF)
aglarmi kullanmislardir.

Wang ve ark. (2007), bulanik yerel dogrusal regresyon modelini ele almiglar
ve deneysel calismalar yoluyla bu yaklasimi, ¢ekirdek ve k-en yakin komsu
diizeltme yaklasimlar ile karsilastirmislardir.

Kesin teoride iizerinde detayli arastirmalarin yapildigi parametrik olmayan
regresyon caligmalarimin (Green ve Silverman (2000); Hardle (1994); Loader
(1999); Fan ve Gijbels (1996); Wo0d(2006); Hastie ve Tibshirani (1990)) bulanik
teorideki uygulamalar1 oldukc¢a sinirl kalmastir.

Parametrik olmayan yerel regresyon modelinin bulanik versiyonun
gelistirilmesinin  temel amaci, dogasinda bulaniklifi barindiran verilerin
analizinde modelin etkinligini gozlemlemektir. Bulaniklig1 iceren veri setleri bu
tir bulanik modeller ile ifade edildiklerinde daha iyi1 ve daha etkin sonuglar
vermektedirler.

Caligmanin bu boliimiinde; ilk olarak parametrik olmayan bulanik regresyon
modellerinin genel yapisi ele alinmis, daha sonra literatiirde sik¢a kullanilan

yontemlerden; k-en yakin komsuluk tahmini, c¢ekirdek diizeltme ve yerel
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polinomiyal diizeltme yontemlerinin bulanik versiyonlar1 tanitilmistir. Calismanin
Ozgiin boliimlerinden birisini olusturan bu boliimde, band genisligi se¢im
yontemleri olan ¢apraz gegerlilik ve genellestirilmis ¢apraz gegerlilik kriterlerinin
bulanik yapida ifadesi sapka matrisi kullanilarak gergeklestirilmistir. Son olarak
modellerin  karsilastirilmast  konusunda  faydalanilabilecek  kriterlerden

bahsedilmistir.
4.1. Parametrik Olmayan Bulanik Regresyon Modellerinin Genel Yapisi

Bu béliimde, 2. Boliimde kesin teorisi ayrintili olarak incelenen parametrik
olmayan regresyon modellerinin bulanik yapida ifadesi gerceklestirilecektir.
Parametrik olmayan bulanik regresyon modelinin ifadesinde girdi degiskeni X’in
kesin say1 ve ¢ikt1 degiskeni Y nin bulanik say1 oldugu durum g6z 6niine alinarak,
tek agiklayici degiskeni olan bir parametrik olmayan bulanik regresyon modeli

asagidaki sekilde ifade edilir.

y=pukx){+}e (4.1)

Denklem (4.1)’in bazen asagidaki gibi ifade edilmesi de uygun olur.

e = y{=ju() (4.2)

Burada u(x) = (I(x),c(x),u(x))zr kesin D kiimesinde tanimlanmis ve
degerleri LR bulanik sayilar olan bulanik fonksiyon, € bulanik hata terimidir. {+}
yada {—}sembolleri, gozlenen ve tahminlenen bulanik hata arasindaki farkin
Ol¢iimiinii ve kullanilan bulanik siralama yontemine bagli olarak tanimlanan
operatorleri gostermektedirler (Cheng ve Lee 1999; Wang ve ark. 2007).

Boliim 3’de anlatildigr gibi, alt limiti, merkezi ve st limiti uygun olarak
l4, ¢4 ve uy gergek sayilart olan bir LR bulanik A = (I, ¢4, ug)r sayisinin iyelik

fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir:
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ca—la
,UA(t) = {R (ut—C: )’ u<t<uy (43)
A—CA
L o, d.d

Burada L(.) ve R(.) fonksiyonlar1 [0,1] araliginda siirekli, kesin azalan
fonksiyonlardir ve L(0) = R(0) =1, L(1) = R(1) = 0’dir. Bu durumda (4.1)
esitligi asagidaki sekle gelir.

y =u@) {+} e = (1(x), c(0),u(x))r{+} € (4.4)

Boylece (4.4) bi¢iminde tek degiskenli parametrik olmayan bir bulanik
regresyon modelini elde etmis oluruz. Genel yapisi ifade edilen modelin,
parametrik olmayan teknikler bazinda oOzellestirilmis hali izleyen bdliimlerde

tanimlanmistir.
4.1.1. Bulamk k-en yakin komsuluk tahmini

Diizeltmenin temel diisiincesi, eger bilinmeyen fonksiyon yeteri kadar
diizgiin ise, x gozlemine yakin olan gdzlemlerin, bilinmeyen fonksiyonunun x
noktasindaki degeri hakkinda bilgiyi igermeleridir. Bdylece bilinmeyen
fonksiyonun bir tahmininin elde edilmesinde x’in etrafindaki verilerin yerel
ortalamasii kullanmak miimkiin olabilir. Esitlik (4.1) ile verilen parametrik
olmayan bulanik regresyon modelinde yer alan u(x) igin bu tahmin edici,
diizeltici (smoothing) olarak adlandirilir.

k-en yakin komguluk tahmini, degisen bir komsulukta agirliklandirilmig
ortalamadir. Komsguluk, o6klit uzakliginda x’in k-en yakin komsusu olarak
tanimlanir. Esitlik (4.1) ile verilen parametrik olmayan bulanik regresyon modeli

icin k-en yakin komsuluk diizeltme tahmin edicisi asagidaki gibi tanimlanacaktir:

f(xo) = (Z(XO)' ¢(xo), ﬁ(xo))LR

= Qi wi (xo)lyp Yisa Wi (xo)cyi, D=1 W (xo)uyl-)LR (4.5)
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Denklem (4.5)’de, f(xy), u(xp)’m tahmini ve w;(x,) (i = 1,2,...,n) agirlik
dizisidir. Bu dizi asagidaki indeksler kiimesi kullanilarak (4.6) formiili ile

tanimlanir:

J(xo) = {i: x;, xo'a k — en yakin gézlemlerden biri}

w;(xo) = w;(xo; k) = {1ék i edjlg.%) (4.6)

(4.5) esitliginde, agirliklarin yerine (4.6)’y1 yazarak
R _n " ~ _ (1 1 1
fi(xo) = ((x0), €(x0), U(x0)) ;o = (;Zie](xo) Ly, 7 Zie)(xo) Cy, 7 L) (xo) uyi)LR (4.7)

tahminini elde ederiz.

Diizeltme teknigini daha iyi anlamak icin bir Ornek iizerinde inceleme
yapalm. (X;,Y;);=1.s ikilileri (1,(52)), (7,(124)), (2,31D), (3,(1,D),
(6,(4,2)) olsun, burada Y;’ler tiyelik fonksiyonu {iggen bigiminde olan bulanik
sayilardir. x = X, = 3 i¢in k = 3 en yakin komsu tahminini gergeklestirmek

istedigimizde J(x, = 3) = {1,3,4} olur ve

1 1
Wi =3)=3, wm@=0, w@ =3, W@ =3, w3)=0

3 J

agirliklart hesaplanir. Bu agirliklar kullanilarak tahmin asagidaki gibi elde edilir

(Cheng 1998):

P =2.(52)+0.(124) +3.31) +3. (L1 +0.(42) = (3.3)

4.1.2. Bulanik c¢ekirdek regresyon tahmini

Parametrik olmayan yontemlerde agirlik dizilerinin gosteriminde, belirli bir

x noktasina bagli olarak, diger noktalarin konumlarimin agirlik yapismi ve
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biiyiikliigiinii ayarlayan Ol¢ek parametresini igeren bir yogunluk fonksiyonu
kullanilir. Bu yogunluk fonksiyonu c¢ekirdek fonksiyonu olarak adlandirilir.
Cekirdek tahmininin yapist k-en yakin komsu tahmininin yapisindan farklidir.
k-en yakin komsu tahmini degisen komsulukta agirliklandirilmis ortalama olarak
tanimlanir ve komsulukta yer alan noktalara esit agirliklar verir. Cekirdek tahmini
ise band genisligi h ve ¢ekirdek fonksiyonu K ile x noktasi etrafindaki sabit
komsulukta yanit degiskeninin agirliklandirilmis ortalamasidir.

Cekirdek tahmininde, esitlik (4.5)te yer alan bilinmeyen bulanik

fonksiyonun yerel tahmininde kullanilan agirlik dizisi agagidaki gibi ifade edilir:

Ky (lx; — x01)
w;(x0) = wi(xg; h) = ) i=12,..,n 4.8
l l ?:1 Kh(lxj - xol) (48)

Cekirdek tahmini (4.8) agirlik dizisi kullanilarak (4.9) ile tanimlanir:

xo) = (IGxo), £(x0), (x0))

_ (2?=1Kh(|xi — xXoDly, Zity Kn(lx: = %oD)ey, Tty Kn(lx —xo|)uyl.> (4.9)
Y Kn(g —xo]) T X Kn(x —xo]) T iy Kn(lx — x0]) R

k-en yakin komsu tahmini, c¢ekirdek tahminine gore oOzellikle sinir
noktalarinda gii¢lii bir sinir etkisine (boundary effect) sahiptir. Bu nedenle de daha
dalgali tahminler {iretir. k-en yakin komsu tahmini sabit sayida gozlem kullanir,
bu nedenle sinir yakinindaki ortalama prosediir daha fazla nokta igerir. Ancak bu
durum tahmin yontemlerinden birinin digerinden daha iyi oldugunu gostermek

icin yeterli degildir (Cheng ve Lee 1999; Wang ve ark. 2007).

4.1.3. Bulanik yerel polinomiyal regresyon tahmini

Tek degiskenli parametrik olmayan bulanik regresyon modelini ele alalim:

y=ux){+}e (4.10)
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Burada u(x) = (c(x), a(x),B(x)) kesin D kiimesinde tanimlanmig LR bulanik
degerler alan bulanik fonksiyon, € bulanik hata terimi, {+} - kullanilan bulanik
siralama yontemine bagli olarak tanimlanan operator’diir (Cheng ve Lee 1999;
Wang ve ark. 2007).

(x;, ¥)'lerin (i = 1,2, ...,n), kesin girdilere ve LR bulanik ¢iktilarina sahip
(4.10) modeli igin gdzlem verileri olduklari varsayimi altinda, her bir y ¢iktisi, c,,
merkez, a,, ve 8, sol ve sag yayilim (sagilim) bilesenleri ile (c,, ay, By) seklinde
bir LR bulanik sayisidir. Bu say1 l, = ¢, — a,, Ve u,, = ¢, + f8,, almarak, sol ug,
merkez ve sag ug noktalar yardimiyla (1, ¢y, u, ) g seklinde yazilabilir.

[(x), c(x),u(x) fonksiyonlar1 sirasiyla LR - fonksiyonun sol ucu, merkezi
ve sag ucu olarak, D tamim kiimesinde (p + 1). mertebeye kadar siirekli tlireve
sahip olduklarinda, bu fonksiyonlar verilen bir x, € D noktasinin komsulugunda
yaklasik olarak p. mertebeden Taylor polinomu seklinde ele alinarak asagidaki

gibi yazilirlar.

®)
L(x) = 1(xo) + U'(x0) (x — x0) + - + : pp('XO) (x — x0)?
®)
c(x) ~ c(xo) + ¢’ (o) (x = Xo) + -+ - pp('xo) (x = xo)P
®)
w(x) ~ u(xg) + ' () (x — xg) + -+ + = pp(,x") (x — xo)? (4.11)

Boylece xy,e D komsulugunda (I(x), c(x), u(x)) fonksiyonunun tahmini igin
3x (p+1) boyutundaki 1(xg), 1’ (xg), ., 1P (x0); c(xq), ¢ (x0), or) cP)(x0);
u(xg),u' (xg), ..., u? (x,) parametrelerinin tahmini yeterli olur. Bu amagla
agirliklandirilmis en kiigiik kareler yontemi kullanilabilir.

Burada bulanik kiimeler arasindaki uzakligin 6l¢timiinde Diamond uzakligi
dikkate alinmistir (Diamond 1988). A = (Iycauy )1r V& B = (Ig cpup )z 9ibi iKi
LR bulanik sayisi olmak iizere, bu sayilar arasindaki uzaklik i¢in Diamond

uzakligi kullanilarak (4.12) ile tanimlanir.

d*(A,B) = (I3 — lp)* + (ca — cp)* + (ug — up)? (4.12)
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d?(A, B) = 0 olmasi durumunda, A ve B 'nin iiyelik fonksiyonlar: esittir.
Diamond uzaklig1 yardimiyla asagidaki yerel agirliklandirilmis hata kareler

toplaminin,

Y d?(u(xy), y)Kn(|x; — x0) =
1y d? (1), G ulx) , (yy Sy ty) ) Kl = xol) =

® 2
(b = o) = U Gro) (x = x0) == =22 (x = X)) Knllx; = %0 )+
® 2
1 (e — ) = ¢/ (x) (o = x0) =+ = = (x = x) ) Knllxi = xo D)+
® 2
1 (g, = Cr0) =W/ (o) (= %0) = -+ == (= x0)? ) Kn(lx; = o)

(4.13)

minimizasyonu problemi seklinde ifade edilir. Burada verilen bir g¢ekirdek

fonksiyonu K(*) ve diizeltme parametresi h i¢in, Kp(|x; — x]) :%K (@),

i =1,2,..,n, agirthk fonksiyonunun rolii verilen bir x, noktasina yakin olan
gozlemlere daha fazla, uzakta olan noktalara daha az agirlik atamaktir. Denklem
(4.11yde  yer alan  1(x), I'"(x0), ., 1P (x0);  c(x0), ¢"(%0), o, P (x0);
u(xo), u' (%), ..., u® (x) polinom katsayilari, agirhiklandiriimis en kiigiik kareler
problemi (4.13)’in ¢oziimii ile tahmin edilirler. Denklem (4.13)’teki amag
fonksiyonu aslinda ii¢ ayri boliimiin toplamidir ve her bir boliim birbirinden
bagimsiz olan farkli gruptaki parametreleri igerir. Bu nedenle esitlikteki
minimizasyon problemi, birbirinden bagimsiz bu ii¢ boliimiin agirliklandirilmis en

kiiciik kareler problemi olarak asagidaki sekilde ifade edilebilir:

(lyi —1(xg) = U'(xg)(x — x0) — -+
i=1

L

@ 2
- p(IXO) (x — xp)? > Kn(Ix; = x0|) - min
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s

-~
I
[

(Cyl' —c(xg) — c"(xg)(x — x9) — -+

_ ¢ (xo)
p!

(x — x0)P > Kn(|x; — xo|) - min

s

-~
I
[

(uyi —u(xy) — u'(xg)(x — xp) — ==

2

(p)
_HTO0) ey ) Kin(Ixi — %o]) — min

p!

(4.14)

Problemi farkli bir yapida ifade etmek amaciyla asagidaki matris ve

vektorleri tanimlayalim:

1 (%3 —x0) (1 —x0)% .. (1 — x)P
X(xo) =

1 G =0) (= %0)” o Gt = 50)?

K, (z) = %K (%) olmak lizere, nxn boyutundaki

W (xy; h) = Diag(K,(|x; — x01), .., Kn (|, — x0])) kOsegen agirlik matrisini
kullanarak, denklem (4.14)’deki minimizasyon problemlerini matris notasyonu

yardimiyla soyle yazabiliriz:
15, XT (xg)W(xo; X (x0)l, = min
c] XT(x0)W(xo; W)X (xp)c, — min

uy X" (xg)W(xo; h)X(x)u, — min

Bu problemlerin ¢ézlimii olarak asagidaki formiilleri elde ederiz:
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(L), I' (x0), voes [P ()T = (XT(XO)W(XOJ h)X(xo))_le(xo)W(xoi i,
(60, €' (x0), o, P o)) = (X G W WXCr)) X (o) Wik )y

@(xo), @ (o), ., 1P (x6))T = (XT ()W (x5 h)X(xO))_le(xo)W(xo; Ru, (4.15)

(4.15) formiilleri Z(xo; h) = (X" (o) W (xo; h)X(xO))_le(xo)W(xO ;) alinarak

daha basit gosterimle yazilabilir:

(Z(.X'O), Z’(xO)) ey Z(p) (xO))T = Z(XO; h)ly
(6(x0), &' (), v, P (xo))T = Z(x0; h)c,,

(@xo), & (%), o, AP (xo))T = Z(x; M)y (4.16)

Boliim 2.’de yer alan ¢ekirdek fonksiyonlari benzer sekilde bulanik yapida
da kullanilmaktadir. Gauss ¢ekirdek fonksiyonu asagidaki gibi ifade edilir:

1 x?

K(X) = \/T_T[e_Z

Epanechnikov ¢ekirdek fonksiyonu ise,

0.75(1 - x2), |x|<1
K(x)={ YA

olarak ifade edilir.

4.2. Parametrik Olmayan Bulamik Regresyon Modellerinde Diizeltme

Parametresi Secim Kriterlerinin Gelistirilmesi
Calismanin 2. Bolim’iinde deginildigi gibi parametrik olmayan regresyon

modellerinde diizeltme parametresinin se¢iminde literatiirde sik¢a kullanilan

yontemler; ¢apraz gegerlilik kriteri, genellestirilmis ¢apraz gecerlilik kriteri ve
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gelistirilmis Akaike bilgi kriteridir. Parametrik olmayan bulanik regresyon
modellerinde ise bu kriterlerden gapraz gegerlilik kriteri {izerine Wang ve ark.
(2007), Cheng ve Lee (1999) tamimlamalar yapmiglardir. Calismanin 6zgiin
kisimlarindan birini olusturan bu boliimde, kesin teoride yer alan CV ve GCV
kriterlerinin tanimlarindan yola ¢ikilarak, girdilerin kesin degerli ve c¢iktinin
bulanik LR sayis1 olarak ifade edildigi durum gbéz Oniine alinarak kriterlerin
bulanik yapida ifadesi gerceklestirilmistir. Ayrica bu yeni formiillerin

gelistirilmesinde yerel polinomiyal diizeltme teknigi dikkate alinmistir.
4.2.1. Bulanik ¢apraz gecerlilik kriterinin gelistirilmesi

Yerel polinomiyal regresyon tahmin edicisi en kiigiik kareler probleminin
¢oziimiinden elde edildigi i¢in fi(x) dogrusal bir tahmin edicidir. Soyle ki; her bir
x degeri icin a(x) = (a;(x), ap(x), ..., a,(x))T seklinde bir agirlik vektorii
mevcuttur ve [A(x) = X, a;(x)y; olarak yazilir (Loader, 1999). Burada aT (x)
vektorii (4.17)’deki gibi hesaplanir:

al (x) = el (XT ()W (x, )X (%)) XT )W (x, h)
= elZ(x,h), e; = (1,0,..0)7 (4.17)

Verileri uyumlanan degerlere haritalayan sapka (hat) matrisi H, satirlart a” (x;)

vektorleri olan n X n boyutunda bir matris olmak {izere agsagidaki gibi ifade edilir.

a;(x1) az(xq1) .. an(x)
H = : : : (4.18)
al(xn) az(xn) an(xn)
Sapka matrisi yardimiyla bilinmeyen fonksiyon p’niin tahmini,
fi = (Aa(xy), ., f(xx))" = Hy (4.19)
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seklinde bulunur. H sapka matrisinin elemanlar1 kesin sayilardir ve x;'nin
i =1,2,..,ndegerleri ile band genisligine baglidir. H matrisinin i. kdsegen
elemanlart h;; = a;(x;) etki (influence) noktalaridir. Diizeltmenin miktarini
6l¢mede kullanilan diizeltme parametresi serbestlik derecesi ile iligkili olmasindan
dolay1, diizeltme, serbestlik derecesinin uygun degeri ayarlanarak
gergeklestirilebilir. Yerel polinomiyal regresyon i¢in iki farkli serbestlik derecesi

asagidaki gibi tanimlanir (Loader, 1999).

V1:Z?=1 hii: trH (420)
ve
V=Y llax) = tr(HH) (4.21)

Yerel polinomiyal regresyonda sabit band genisligi h’in seg¢iminde
kullanilacak olan capraz gecerlilik kriterinin bulanik versiyonunu sapka matrisi
yardimiyla tanimlayalim. Kriterin kesin durumdaki ifadesi (4.22) esitligindeki

gibidir.

1 A 2 1 i—A( i'h) 2
CV () = 250 (i — Ay o, ) ) =2y, )L (4.22)
Denklem (4.22)’de fi(;(x;, h), diizeltme parametresi h segildiginde, veri
kiimesinden i. gozlem degeri (x;,y;) ¢ikarilmakla x; noktasinda tahmin edilen

kesin regresyon fonksiyonudur. Diamond uzakligi kullanilarak bu formiiliin
bulanik yapidaki uygun ifadesi tanimlanabilir. fi(;(x;, h), diizeltme siirecinde i,
gozlem degeri (x;,y;) cikartilarak, h diizeltme parametresi ile x; girdisi igin
parametrik olmayan bulanik regresyon modelinde tahminlenen bulanik fonksiyon

olsun:

Ay (xi, h)= (z(i) (xi, h), €y (x5, h), By (i, h)) (4.23)

Capraz gecerlilik fonksiyonunun tanimina gore,
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n
1
CVv(h) = - z d*(yi, Ay (xi, h) )
i1

= 2312 [( Lo Cras ), e G 1), By e 1)) 4 iy €05 |

2

=isn, [(zyi - Z(l-)(xl-,h))z + ey = epy@uh) + (- ﬁ(i)(xi,h))z] (4.24)

Denklem (4.24), H sapka matrisinin kesin degerler almasindan dolayi, [, c,u
degiskenlerine uygun ifadelerin tigiiniin bir toplami seklinde yazilabilir ve (4.22)

asagidaki gibi ifade edilir:

2

CV(R) =1 3is [(ly,. ~ TpGum) + (e~ o0uh) + (i, - a@<xi.h>)2]

2 2 2
fp. (lyi_ l(xi,h)) +l n (Cyi_ c(xl-,h)) +1 n (uyl.— u(xi,h))
n =1 (1_hii)2 n =1 (l—hii)z n =1 (1_hii)2

2

L = i(xi,h))2+(cyi— e0e)) +(uy,- ﬁ(xi,h))z

= ;2{;1 (1_hii)2 (425)
Sonugta (4.24) esitligi asagidaki gibi yazilabilir.
CV(h) =CV(l,h) +CV(c,h) + CV(u,h) (4.26)

Burada,

(Cyi_ é(xi,h))z
(1-hip?

(lyl.— 2(xi,h))2

CV(Lh) == ?=1W’

1 1

. CV(e,h) =30,
2

(uyl.— ﬁ(xi,h))

CV(u, h) = - :7.:1 (1—hii)2

1
n
Sabit band genisligi h’in optimum degeri yukaridaki esitlikler yardimiyla

belirlenebilir.  Optimum h = h, diizeltme parametresinin se¢imi igin

CV (hy)=min, CV (h) minimizasyon probleminin ¢6ziilmesi gerekir.
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4.2.2. Bulanik genellestirilmis capraz gecerlilik kriterinin gelistirilmesi

Sapka matrisi yardimiyla ¢apraz gecerlilik fonksiyonunun bir diizeltilmis
sekli olarak genellestirilmis capraz gegerlilik fonksiyonu gelistirilmistir. Denklem
(4.22) formiilinde sapka matrisinin i. kosegen elemani yerine kosegenlerin
ortalamast yazilarak asagidaki genellestirilmis ¢apraz gegerlilik formiili elde

edilir:

1 i—i(x;,h) 2
GCV(h) = - {;1% (4.27)

Denklem (4.27) formiiliiniin bulanik versiyonunu elde etmek i¢in Diamond

uzakligini kullanalim:

1 d2(y; — iCx, b))
GCV(h) = - Z (1 3 1”H)Z

Z”: e h) + (e, — c“(xi,h))z + (uy, - ﬁ(xl-,h))z

2

= (1-~erH) (4.28)

1
n

Denklem (4.28) ifadesi H sapka matrisinin elemanlarmin kesin sayilar olmasindan
dolay1, [,c,u degiskenlerine uygun ifadelerin {giiniin bir toplami seklinde

yazilabilir:
GCV(h) = GCV(L,h) + GCV(c,h) + GCV(u, h) (4.29)

Burada,

~ 2 X 2
GCV(l h) ==y M GCV(C h) —1lyn (CYi_C(xirh))

T (i-2ew)”

- (wymacem)’
GCV(u,h) ==Y",

(1-2erh)”
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Diizeltme  parametresinin ~ optimum h = h, degerinin  se¢imi igin

GCV (h,)=min;G CV (h) minimizasyon problemini ¢ozmek gerekir.

4.3. Parametrik Olmayan Bulanik Regresyon Modellerinde Performans

Kriteri

Calismanin 2. Boliim’iinde verilen kesin teorideki modellerin
performanslarinin karsilastirilmasinda kullanilan kriterlerin tamaminin bulanik
yapida ifadesi heniiz ger¢eklesmemistir. Bulanik yapida ifade edilen parametrik
olmayan regresyon modellerinin karsilastirllmasinda kullanilabilecek kriterlerden
biri Cheng ve Lee (1999) tarafindan tanimlanmistir. Bu tanimlama
gerceklestirilirken uzaklik ya da iki bulanik say1 arasindaki fark dikkate alinmistir.
Literatiirde yer alan gesitli bulanik siralama yaklasimlarindan Chang ve Lee
(1994a) tarafindan Onerilen yaklagimi, tanimlamada kullanmislardir. Buna gore

yan (bias) ifadesi agsagidaki gibi yapilmistir.
1 “
B =%y — 97 (4.30)

Esitlikte y; bagimli degiskene ait gozlem degerlerini ve J; ise bu gozlemlere ait
tahmin degerlerini gostermektedir. Kriterin minimum olmasi istenilen durumu
ifade eder.

Diger bir kriter, iki bulanik say1 arasindaki uzaklik 6l¢iisii olarak Diamond
uzakligr kullanilarak tanimlanmistir. Kesin teorideki yapiya benzer olarak bulanik
teorideki performans kriterleri de gézlem degerleri ile uyum degerleri arasindaki
farka yani hataya dayalidir. Bolim 2’de kesin teori i¢in tanimlanan ortalama

karesel hata (ASE) kriterinin bulanik yapida tanimlamasi asagidaki gibi olur.

1 n
ASE(h) = ;Z d?(u(x), alxy))

= % ) = 1)) + () — e(x))? + (ulx) — 0(x))?] (4.31)
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Bu performans kriterinin minimum degeri modeller i¢in istenilen durumu
gosterir. ASE kriterinin daha kiiglik oldugu modeli, daha iyi bir model olarak

tanimlamak mumkundiir.
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5. SIMULASYON CALISMASI

Calismanin 4. Bolim’iinde gelistirilen CV ve GCV band genisligi se¢im
kriterlerinin bulanik yapida uygulanmasi amaciyla bu boliimde ¢esitli simiilasyon
deneylerine yer verilmistir. Bu amagla farkli veri tiiretim fonksiyonlarindan
faydalanilmistir. Gergeklestirilen simiilasyon ve gercek veriler {tizerindeki
uygulamalarin temel amaci; parametrik olmayan bulanik regresyon modelleri
konusunda hem teorik hemde uygulama bazinda ¢ok az sayida c¢alismanin
bulunmasindan dolay1 bu tiir modellerin davraniglarini arastirmaktir.

Calismanin temel amaci dogrultusunda, parametrik olmayan regresyon
modellerinin bulanik versiyonlar1 gelistirilmis, band genisligi segim kriterleri ve
modellerin karsilagtirilmasinda kullanilabilecek kriterlerin bulanik versiyonlarinin
gelistirilerek farkli tlirdeki veri setleri iizerinde uygulamalar yapilmistir. 4.
Boliim’de teorisi lretilen kriterler, bu bolimde simiilasyon ¢aligmalarinda ve 6.
Boliim’de gercek veri setleri lizerinde kullanilarak sonuglar genellestirilmis ve
mevecut parametrik olmayan bulanik regresyon modelleri teorisine katki
saglanmistir.

Bu boliimde dort farkli fonksiyon ile tiiretilen bulanik veriler kullanilarak
simiilasyon deneyleri gerceklestirilmistir. Herbir uygulama ¢alismasinda,
gelistirilmis olan CV ve GCV formiilasyonlari i¢in R programinda locpol paketi ile

program kodlar1 yazilmig ve uygulamalar gergeklestirilmistir.

5.1. Veri Seti-1 ve Veri Seti-2 i¢in Parametrik Olmayan Bulanik Regresyon

Modellerinin Karsilastirilmasi

Bu c¢alismada, cekirdek diizeltme, bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel
kiibik modeller i¢in uygun diizeltme parametresinin se¢ciminde capraz gegerlilik
(CV) ve genellestirilmis c¢apraz gegerlilik (GCV) kriterleri kullanarak, bu
modellerin performanslarini karsilastirmak amaglanmistir. Cheng ve Lee (1999)
calismasindaki fonksiyonlar kullanilarak, boyutlart 100 olan veri setleri
tiiretilmistir ve simiilasyon denemelerinde 200 tekrarlama gercgeklestirilmistir.

Bulanik yanit ¢iktilari, merkez ve sag-sol sagilimlari Veri Seti-1 ve
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Veri Seti-2’deki gibi tiiretilen, simetrik tiggen bulanik sayilardir. Simiilasyon
caligmasinda giiriiltii, merkez i¢in [—0.5,0.5], simetrik sagilimlar igin ise

[—0.25, 0.25] araliginda diizgiin dagilimdan elde edilmektedir.

Veri Seti-1  g,(x), [0,10] araliginda asagidaki gibi tamimlanmis bir

fonksiyon olsun:

g1(x) = %xz + 2exp (110)

[0,10] arahigindaki x; = 0.1i (i = 1,2,...,100) noktalar1 i¢in

y; = g1(x;) + rand[—0.5,0.5]

1
o; = Zgl(Xi) + rand[—0.25,0.25]

olarak hesaplanirlar. Burada rand[a4, a,], herbir i igin [a;,a,] aralig1 lizerinde
diizglin dagilimdan bagimsiz olarak tiiretilen bir rassal sayiy1 gostermektedir.
Gozlenen bulanik ¢iktilarin simetrik ticgen bulanik sayilar oldugu varsayilarak, bu

ciktilara ait gdsterim asagidaki gibi tanimlanir.
Y, = (lyi' Cyvum)T =W — 0,V Vi + o)t i=12,..,100

Veri Seti-2 [0,10] araliginda veri tiiretiminde kullanilan ikinci fonksiyon

asagidaki gibi tanimlanmustir.
g2(x) = 10 + 55in(0.0257(1 — x)?)
[0,10] araligindaki aym x; = 0.1i (i = 1,2, ...,100) noktalar1 i¢in,

y; = g,(x;) + rand[—0.5,0.5]

1
o; = ggz(xl-) + rand[—0.25, 0.25] i=12,..,100
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olarak hesaplanirlar. Bulanik ¢iktilar agagidaki gibi ifade edilir.
Yi=(byeypy,), = 0i—0uyuyi +0dr i=12,..,100

Simiilasyon caligmasinda her iki fonksiyon yardimiyla tiiretilen veri setleri
i¢in, teorisi gelistirilen CV ve GCV kriterleri yardimiyla band genisligi (diizeltme
parametresi) se¢imi cekirdek diizeltme, bulanik yerel dogrusal (deg = 1) ve
bulanik yerel kiibik (deg = 3) modeller i¢in yapilmis daha sonrasinda modellerin
performanslari karsilastirilmistir. Veri Seti-1 i¢in CV ve GCV kriterleri yardimiyla
band genisliginin se¢iminde belirli araliklarda yaklasim gergeklestirilmis ve
Cizelge 5.1’de Gauss ¢ekirdegi kullanilarak ve Cizelge 5.2°de Epanechnikov
¢ekirdegi kullanilarak herbir h degerlerine karsilik gelen CV ve GCV skorlari

hesaplanmustir.

Cizelge 5.1 Veri Seti-1 i¢in Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda ¢ekirdek diizeltme, p =1 ve
p = 3i¢in CV ve GCV Kkriterleri ile band genisligi se¢imi

Veri Seti-1
Cekirdek Diizeltme Gauss Deg = 1 Gauss Deg = 3 Gauss
h cv GCV h cv GCV h cv GCV

0.10 0.4034 0.3986 0.2 0.3458 | 0.3388 0.5 0.3374 | 0.3298
0.15 0.3757 0.3694 0.3 0.3312 | 0.3296 0.7 0.3242 | 0.3207
0.16 0.3755 0.3676 0.4 | 0.3229 | 0.3236 0.9 0.3203 | 0.3157
0.17 0.3738 0.3673 05" | 0.3217 | 0.3257 11 0.3133 | 0.3127
0.18 0.3718 0.3662 0.6 0.3268 | 0.3302 | 1.3* | 0.3091 | 0.3120
0.19** | 0.3712 0.3628 0.7 0.3399 | 0.3407 | 1.5** | 0.3087 | 0.3092
0.20* | 0.3706 0.3660 0.8 0.3578 | 0.3616 2.0 0.3061 | 0.3072
0.21 0.3752 0.3698 0.9 0.3810 | 0.3866 3.0 0.3045 | 0.3062
0.25 0.3818 0.3749 1.0 0.4163 | 0.4208 5.0 0.3037 | 0.3062

™ GCV Kriteri ile belirlenen optimum h band genisligi degeri
" CV Kriteri ile belirlenen optimum h band genisligi degeri

68



Cizelge 5.2 Veri Seti-1 i¢in Epanechnikov ¢ekirdegi kullamldiginda g¢ekirdek diizeltme, p = 1 ve
p = 3 igin CV ve GCV kriterleri ile band genisligi se¢cimi

Veri Seti-1
Cekirdek Diizeltme Deg = 1 Epanechnikov Deg = 3 Epanechnikov
Epanechnikov
h cv GCV h cv GCV h (44 GCV

0.30 0.3796 | 0.3794 | 05 | 0.3369 | 0.3425 0.8 | 0.4074 | 0.3588
0.35 0.3758 | 0.3684 | 0.6 | 0.3323 | 0.3315 1.0 | 0.3659 | 0.3449
0.38 0.3732 | 0.3669 | 0.8 | 0.3223 | 0.3208 1.2 | 03514 | 0.3348
0.39 0.3728 | 0.3663 | 0.9** | 0.3209 | 0.3203 1.5 | 0.3368 | 0.3317
0.40 0.3717 | 0.3659 | 1.0~ | 0.3195 | 0.3209 1.7 | 0.3294 | 0.3241

0.41*~ | 0.3706 | 0.3627 | 1.1 | 0.3225 | 0.3224 1.9 | 0.3288 | 0.3235
0.42* | 03701 | 03649 | 1.2 | 0.3227 | 0.3237 20 | 03222 | 0.3214
0.43 0.3720 | 0.3650 | 1.3 | 0.3287 | 0.3260 | 2.5*™ [ 0.3195 | 0.3150
0.45 0.3727 | 0.3662 | 1.5 | 0.3391 | 0.3358 3.0 | 0.3148 | 0.3147
0.50 0.3787 | 0.3687 | 1.7 | 0.3403 | 0.3397 50 | 0.3075 | 0.3090

Elde edilen sonuglar cercevesinde CV kriteri ile segilen uygun band
genislikleri i¢in uyum egrileri ¢izdirilmistir. Sekil 5.1 bulanik ¢ekirdek diizeltme
icin, Sekil 5.2 bulanik yerel dogrusal ve Sekil 5.3 bulanik yerel kiibik modeller
i¢in ¢izdirilmistir. Bundan sonraki tiim grafiklerde mavi ile gosterilen egri merkez
egrisini, kirmizi ile gosterilen egri sag sacilim (merkez+sagilim) egrisini ve siyah
ile gosterilen egri sol sagilim (merkez-sacilim) egrisini gostermektedir. Ayrica
grafik tanimlamalarinda kullanilan p =1 bulanik yerel dogrusal modeli,

p = 3 bulanik yerel kiibik modeli ifade etmektedir.
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Sekil 5.1 Veri Seti-1’de g¢ekirdek diizeltme ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile
belirlenen h = 0.2 degeri igin uyum egrisi'

Sekil 5.2 Veri Seti-1’de p = 1 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile belirlenen h = 0.5
degeri i¢cin uyum egrisi

! Sekillerdeki mavi egri “merkez” igin yapilan tahmini, kirmizi egri “merkez+sacilimin” tahminini,
siyah egri ise “merkez-sagilim” tahminini gostermektedir.
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Sekil 5.3 Veri Seti-1’de p = 3 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile belirlenen h = 1.3
degeri i¢in uyum egrisi

Gergeklestirilen tahminlere ait egrilerden Sekil 5.4 bulanik c¢ekirdek

diizeltme, Sekil 5.5 bulanik yerel dogrusal ve Sekil 5.6 bulanik yerel kiibik

modellerde Epanechnikov ¢ekirdeginin kullanimi ile elde edilmistir.
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Sekil 5.4 Veri Seti-1’de ¢ekirdek diizeltme ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri
ile belirlenen h = 0.42 degeri i¢in uyum egrisi
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Sekil 5.5 Veri Seti-1’de p = 1 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile belirlenen
h = 1.0 degeri i¢in uyum egrisi

Sekil 5.6 Veri Seti-1’de p = 3 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile belirlenen
h = 2.5 degeri i¢in uyum egrisi

Veri Seti-2 i¢cin CV ve GCV kriterleri yardimiyla band genisliginin

seciminde belirli araliklarda yaklasim gergeklestirilmis ve Cizelge 5.3 ve Cizelge
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5.4’de goriilen herbir h degerlerine karsilik gelen CV ve GCV skorlar

belirlenmistir.

Cizelge 5.3 Veri Seti-2 i¢in Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda ¢ekirdek diizeltme, p =1 vep =3
icin CV ve GCV kriterleri ile band genisligi se¢imi

Veri Seti-2
Cekirdek Diizeltme Gauss Deg = 1 Gauss Deg = 3 Gauss
h cv GCV h cv GCev h cv GCev

0.10 0.4192 0.4081 0.1 0.4108 | 0.4033 | 0.2 0.4642 | 0.3891
0.11 0.4173 0.4041 | 015 | 0.3740 | 0.3711 | 0.5** | 0.3409 | 0.3324
0.12 0.4021 0.3942 | 018 | 0.3681 | 0.3606 | 0.6* 0.3362 | 0.3332
0.13*"™ [ 0.4020 0.3910 | 0.2** | 0.3637 | 0.3590 | 0.7 0.3379 | 0.3341
0.14 0.4067 0.3945 | 0.21* | 0.3631 | 0.3618 | 0.8 0.3500 | 0.3477
0.15 0.4070 0.3947 | 0.22 | 0.3680 | 0.3651 1.0 0.4045 | 0.4027
0.16 0.4079 0.3950 | 0.25 | 0.3737 | 0.3713 1.2 0.5345 | 0.5344
0.17 0.4148 0.3958 | 0.29 | 0.3912 | 0.3901 15 0.8635 | 0.8796
0.20 0.4304 0.4134 0.3 0.4012 | 0.3978 1.7 0.9802 | 0.9967

izelge 5.4 Veri Seti-2 i¢in Epanechnikov g¢ekirdegi kullanildiginda ¢ekirdek diizeltme, p = 1 ve
g P g g
p = 3 i¢in CV ve GCV kriterleri ile band genisligi se¢imi

Veri Seti-2
Cekirdek Diizeltme Deg = 1 Epanechnikov Deg = 3 Epanechnikov
Epanechnikov
h cv GCV h cv GCV h cv GCV

0.20 0.4563 | 0.4491 | 0.4* | 0.3712 | 0.3600 | 0.9 | 0.3843 | 0.3489
0.25 0.4101 | 0.3987 0.5* | 0.3632 | 0.3627 | 1.0 | 0.3686 | 0.3445
0.27 0.4099 | 0.3982 051 | 0.3634 | 0.3639 | 1.1 | 0.3581 | 0.3434
0.28 0.4098 | 0.3963 0.52 | 0.3667 | 0.3639 | 15 | 0.3437 | 0.3322
0.30 0.4051 | 0.3945 0.53 | 0.3668 | 0.3653 | 1.6 | 0.3383 | 0.3312
0.32*™ | 0.4026 | 0.3922 0.6 0.3782 | 0.3764 | 1.7** | 0.3381 | 0.3306
0.34 0.4097 | 0.3934 0.7 0.4050 | 0.4057 | 1.8* | 0.3370 | 0.3322
0.35 0.4102 | 0.3977 0.8 0.4507 | 0.4501 | 2.0 | 0.3381 | 0.3375
0.40 0.4146 | 0.4037 0.9 04923 | 04891 | 2.5 | 0.3738 | 0.3692

Cizelge 5.5°te Veri Seti-1 ve Veri Seti-2 i¢in Gauss ve Epanechnikov

cekirdekleri kullanilarak, gelistirilen CV ve GCV kriterleri ve Wang ve ark. (2007)

calismasinda kullanilan CV kriteri ile segilen band genislikleri degerleri bulanik

IVERSITESI

¢ekirdek diizeltme, bulanik yerel dogrusal (LLS) (local linear smoothing) ve

bulanik yerel kiibik (LCS) (local cubic smoothing) modeller i¢in verilmistir.
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Cizelge 5.5 Veri Seti-1 ve Veri Seti-2 i¢in Gauss ve Epanechnikov ¢ekirdekleri kullanilarak
¢ekirdek diizeltme, p = 1 ve p = 3 ig¢in gelistirilen CV ve GCV kriterleri ve Wang ve
ark.(2007) ¢alismasindaki CV kriteri ile segilen band genislikleri

. Wang ve
gﬁlz"e;f;‘; LLS LCS ark. (2007)
(LLS)
Cekirdek CV(h) | GCV(h) | CV(h) | GCV(h) | CV(h) | GCV(h) CV(h)
Fonksiyonu

Veri Gauss 0.2 0.19 0.5 0.4 13 15 0.51
Seti-1 | Epanechnikov 0.42 0.41 1.0 0.9 25 25 1.20
Veri Gauss 0.13 0.13 0.21 0.2 0.6 0.5 0.21
Seti-2 | Epanechnikov 0.32 0.32 0.5 0.4 1.8 1.7 0.52

Veri Seti-2 i¢in elde edilen sonuglar cer¢evesinde CV kriteri ile segilen
uygun band genislikleri i¢in Gauss ¢ekirdegi kullanilarak ¢izdirilen uyum egrileri
Sekil 5.7, Sekil 5.8 ve Sekil 5.9°da goriilmektedir.

20
\
|

Sekil 5.7 Veri Seti-2 i¢in ¢ekirdek diizeltme ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile
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belirlenen h = 0.13 i¢in uyum egrisi
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Sekil 5.8 Veri Seti-2 i¢in p =1 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile belirlenen
h = 0.21 igin uyum egrisi

Sekil 5.9 Veri Seti-2 i¢in p = 3 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile belirlenen
h = 0.6 igin uyum egrisi
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Veri Seti-2 i¢in elde edilen sonuglar cercevesinde CV kriteri ile segilen
uygun band genislikleri i¢in Epanechnikov ¢ekirdegi kullanilarak ¢izdirilen uyum
egrileri Sekil 5.10, Sekil 5.11 ve Sekil 5.12°de goriilmektedir.

20
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Sekil 5.10 Veri Seti-2 i¢in ¢ekirdek diizeltme ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda
CV kriteri ile belirlenen h = 0.32 i¢in uyum egrisi
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Sekil 5.11 Veri Seti-2 i¢in p =1 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile
belirlenen h = 0.5 i¢in uyum egrisi

Sekil 5.12 Veri Seti-2 i¢in p =3 ve Epanechnikov c¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile
belirlenen h = 1.8 i¢in uyum egrisi

77



IVERSITESI

@) ANADOLU UN

Modellerin performanslarini karsilastirmak amaciyla ortalama karesel hata
degeri ASE kullanilmis, Veri Seti-1 ve Veri Seti-2 i¢in CV ve GCV kriterleri ile
secilen band genislikleri ile olusturulmus modellerin performanslarin1 gdsteren

Ozet bilgilere Cizelge 5.6 ve Cizelge 5.7’ de yer verilmistir.

Cizelge 5.6 Veri Seti-1 i¢in farkli ¢ekirdekler kullanilarak ¢ekirdek diizeltme, p = 1 ve p = 3 igin
gelistirilen CV ve GCV kriterleri ve Wang ve ark. (2007) ¢alismasindaki CV kriteri ile
secilen band genisliklerine gére model performanslari

Yontem Secim Gauss ASE Epanechnikov ASE
Kriteri | Cekirdegi Cekirdegi

Cekirdek Diizeltme cv 0.20 0.2324987 0.42 0.2453053

GCV 0.19 0.2247401 0.41 0.2428460

LLS cv 0.50 0.2646376 1.00 0.2653438

GCV 0.40 0.2553885 0.90 0.2626948

LCS cv 1.30 0.2699719 2.50 0.2650361

GCV 1.50 0.2710324 2.50 0.2653659

Wang ve ark. (2007) cv 0.51 0.2662507 1.20 0.2760315
(LLS)

Cizelge 5.7 Veri Seti-2 igin farkli ¢ekirdekler kullanilarak ¢ekirdek diizeltme, p = 1 ve p = 3 igin
gelistirilen CV ve GCV kriterleri ve Wang ve ark. (2007) ¢alismasindaki CV Kriteri
ile se¢ilen band genisliklerine gére model performanslari

Yontem Secim Gauss ASE Epanechnikov ASE
Kriteri | Cekirdegi Cekirdegi

Cekirdek Diizeltme cv 0.13 0.1871375 0.32 0.2285608

GCV 0.13 0.1879244 0.32 0.2285440

LLS cv 0.21 0.2308442 0.50 0.2503436

GCV 0.20 0.2264042 0.40 0.2293865

LCS cv 0.60 0.2536422 1.80 0.2660677

GCV 0.50 0.2457798 1.70 0.2623458

Wang ve ark. cv 0.21 0.2308016 0.52 0.2579763
(2007) (LLS)

Yapilan uygulama g¢alismasi1 sonucunda, grafiklerinde de goriildiigii gibi
Veri Seti-1 daha dogrusal bir yapiya sahip fonksiyonla ifade edilmesinden dolay1,
bulanik yerel kiibik modelde band genisligi se¢im kriterlerinden CV ve
GCV skorlan siirekli azalmakta ve band genisligi olarak ¢ok biiyiikk bir deger
secimi s6z konusu olabilmektedir. Bunun nedeni zaten model yapisinin dogrusala
yakin olmasi ve band genisliginin ne kadar biiytik segilirse se¢ilsin sonug iizerinde

onemli bir etki yaratmayacak olmasidir. Cekirdek diizeltme kullanildiginda
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secilen band genisligi degeri ¢cok daha kiiciiktiir. Bolim 2 ve Bolim 4’te
deginildigi iizere band genisligi ne kadar biiyiikse piiriizliiliikk o kadar az olacaktir
ve boOyle bir dogrusal model biliyiikk band genisligi ile de rahathikla ifade
edilebilecektir. Bu bakimdan CV ve GCV skorlarina ait degerlerin oldugu
cizelgeden skor degerlerindeki diisiisiin azaldig1 noktalar dikkate alinmis ve band
genisligi olarak o skora karsilik gelen h degeri belirlenmistir. Cizelge 5.6 ve
Cizelge 5.7°de goriilen ASE degerleri ¢ekirdek diizeltme icin her ne kadar band
genigligine bagli olarak kiigiik hesaplanmis olsa da modeller igin grafiksel
gosterimler dikkate alindiginda ¢ok egrisel uyum egrileri yarattigi goriilmektedir.
Bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel kiibik modeller i¢in grafiksel ifadeler ¢ok
daha piriizsiiz (dalgalanmasi az olan) bir yapt sergilemektedir. Cekirdek
diizeltme, ciddi smir etkisine maruz kalmasindan dolay1 ¢ok daha dalgali tahmin
egrileri lretmektedir. Wang ve ark. (2007) calismalarinda bulanik dogrusal
modelin, ¢ekirdek diizeltmeye gore daha piriizsiz bir tahminleme
gergeklestirdigini ortaya koymuslardir. Ayrica, yerel diizeltme tekniginde sinir
etkisi anlaml1 bir sekilde azalmistir.

Veri Seti-2 daha egrisel bir yapiya sahiptir. Modellerin performans
tablolara gore bulanik yerel dogrusal model i¢in her ne kadar ASE degeri daha
kiigiik olsa da, aym ¢ekirdek fonksiyonlar1 ic¢in olusturulan grafikler
incelendiginde bulanik yerel kiibik modelde dalgalanmanin daha az oldugu ve veri
setini agiklamada daha basarili oldugu sdylenebilir. Veri Seti-1’e benzer sekilde
yine bulanik ¢ekirdek diizeltmede band genisligi kiigiik seg¢ilmistir, ancak ¢ok
daha dalgal egri olugturmustur.

Ayni veri setleri Wang ve ark. (2007) ¢alismasinda kullanilmis bulanik
cekirdek diizeltme ve bulanik yerel dogrusal model dikkate alinarak CV’nin genel
tanimlamasi yapilmis ve band genisligi hesaplanmistir. Bu ¢alismada gelistirilen
CV kriteri yardimiyla bulanik yerel dogrusal model i¢in hesaplanan band
genislikleri ile Wang ve ark. (2007) calismalarinda elde edilen band

genisliklerinin birbirine oldukca yakin olduklar1 gozlemlenmistir.
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5.2. Veri Seti-3 I¢in Iki Farkh Durum Dikkate Almarak Parametrik
Olmayan Bulamk Yerel Dogrusal ve Yerel Kiibik Modellerin

Karsilastirilmasi

Fan ve Gijbels (1995) calismalarinda kullanmis olduklart (2) nolu
fonksiyondan  faydalanirak, bu fonksiyonun bulanik yapida ifadesi
gerceklestirilmis ve x girdi degiskeninin  [0,10] araliginda  x; = 0.1i,
(i=12,..,100) degerlerini ve [—2,2] araliginda x; =—2+ 0.04i,
i=0,1,2,..,100 degerlerini aldig1 iki durum dikkate alinarak analizler

yapilmistir.

Durum-1  gs(x), [0,10] araliginda asagidaki gibi tanimlanmis bir

fonksiyon olsun:
g3(x) = sin(2x) + 2exp(—16x?)
[0,10] araligindaki x; = 0.1i (i = 1,2,...,100) noktalar1 i¢in,

v; = g3(x;) + rand[—0.5,0.5]

1
o; = §g3(xi) + rand[—0.25, 0.25]

olarak hesaplanirlar. Burada rand|[a,, a,], herbir i i¢in [a;, a,] aralig1 izerinde
diizgiin dagilimdan bagimsiz olarak tiiretilen bir rassal sayiy1r gostermektedir.
Gozlenen bulanik ¢iktilarin simetrik ticgen bulanik sayilar oldugu varsayilarak, bu

ciktilara ait gosterim asagidaki gibi tanimlanir.
Y, = (lyi,cyi,uyi)T =W, — 0, v,y +0)r i=12,..,100

Veri Seti-3 i¢in Gauss ve Epanechnikov c¢ekirdekleri kullanilarak CV ve
GCV kriterleri ile hesaplanan band genislikleri Cizelge 5.8 ve Cizelge 5.9’da
gorilmektedir. Cizelge 5.10°da ise bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel kiibik

80



modeller i¢cin CV ve GCV kriterleri ile secilmis olan band genisliklerine gore

modellerin performans degerleri yer almaktadir.

Cizelge 5.8 Veri Seti-3 i¢in Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda p =1 ve p = 3 i¢in CV ve GCV
kriterleri ile band genisligi se¢imi

Veri Seti-3
Deg = 1 Gauss Deg = 3 Gauss
h cv GCV h cv GCV
0.08 | 0.4402891 | 0.4181709 | 0.2 | 0.4570003 | 0.3949112
0.1 0.4169853 | 0.3995223 | 0.28 | 0.3922297 | 0.3684027
0.12 | 0.3975523 | 0.3873080 | 0.3** | 0.3894418 | 0.3655387
0.13 | 0.3886253 | 0.3842345 | 0.32* | 0.3835013 | 0.3658378
0.14 | 0.3885327 | 0.3822197 | 0.34 | 0.3850496 | 0.3680264
0.15*" | 0.3800287 | 0.3757649 | 0.35 | 0.3871625 | 0.3701007
0.16 | 0.3818987 | 0.3780425 | 0.37 | 0.3875013 | 0.3744188
0.18 | 0.3860575 | 0.3797156 | 0.38 | 0.3867715 | 0.3746143
0.2 0.3878293 | 0.3801732 | 0.4 | 0.3910980 | 0.3805197
0.3 0.4461288 | 0.4395628 | 0.5 | 0.4299485 | 0.4222734

Cizelge 5.9 Veri Seti-3 icin Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda p =1 ve p = 3 igin CV ve
GCV kriterleri ile band genisligi se¢imi

Veri Seti-3
Deg = 1 Epanechnikov Deg = 3 Epanechnikov
h cv GCev h cv GCV
0.3 0.4070957 | 0.3825600 0.4 1.455825 | 0.4529197
0.32 0.3889494 | 0.3803540 0.5 0.8021971 | 0.4087424
0.34 0.3875548 | 0.3789032 0.6 0.5297677 | 0.3913634
0.35 0.3872863 | 0.3759302 0.8 0.4165838 | 0.3715183
0.36** | 0.3868317 | 0.3712751 | 0.9** | 0.4039611 | 0.3706466
0.38* 0.3821925 | 0.3749383 1.0 0.3956912 | 0.3750558
0.4 0.3853781 | 0.3755784 | 1.02* | 0.3929532 | 0.3771889
0.41 0.3869868 | 0.3770249 1.05 | 0.3958869 | 0.3793286
0.42 0.3887270 | 0.3782136 1.08 | 0.3969558 | 0.3834527
0.5 0.3971166 | 0.391669 11 0.3972190 | 0.3858563
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Cizelge 5.10 Veri Seti-3 igin farkli ¢ekirdekler kullamlarak p =1 ve p = 3igin CV ve GCV

kriterleri ile se¢ilen band genisliklerine gére model performanslart

Yontem Secim Gauss ASE Epanechnikov ASE
Kriteri Cekirdegi Cekirdegi
LLS cv 0.15 0.196666 0.38 0.2325479
Gev 0.15 0.1970035 0.36 0.2289633
LCS cv 0.32 0.2274435 1.02 0.2611587
GCV 0.30 0.2219668 0.90 0.2454555
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Cizelge 5.10 incelendiginde hem Gauss ¢ekirdegi hem de Epanechnikov
cekirdekleri ile segilen band genislikleri i¢in bulanik yerel dogrusal model ile
yapilan se¢imde band genisligi olduk¢a kiigiikk olmakla birlikte modelin
performansinin daha iyi oldugu goézlenmektedir. Ancak bunun yani sira band
genisliginin bulanik yerel kiibik modelde, bulanik yerel dogrusal modele gore
yaklasik iki kat daha biiyiik oldugu dikkate alindiginda model performansindaki
az miktardaki degisiklik gozardi edilebilir durumdadir. Sekil 5.13, Veri Seti-3 i¢in
p = 1 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile belirlenen h = 0.15 igin
uyum egrilerini ve Sekil 5.14, p = 3 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri

ile belirlenen h = 0.32 i¢in uyum egrilerini vermektedir.

Sekil 5.13 Veri Seti-3 i¢in p = 1 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile belirlenen
h = 0.15 igin uyum egrisi
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Sekil 5.14 Veri Seti-3 igin p = 3 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile belirlenen
h = 0.32 i¢in uyum egrisi

Sekil 5.15, Veri Seti-3 i¢gin p=1 ve Epanechnikov ¢ekirdegi
kullanildiginda CV kriteri ile belirlenen h = 0.38 igin uyum egrilerini ve Sekil
5.16, p = 3 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda CV Kriteri ile belirlenen

h = 1.02 i¢in uyum egrilerini gostermektedirler.
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Sekil 5.15 Veri Seti-3 i¢in p =1 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullamldiginda CV kriteri ile
belirlenen h = 0.38 igin uyum egrisi

IVERSITESI

Sekil 5.16 Veri Seti-3 i¢in p =3 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile
belirlenen h = 1.02 i¢in uyum egrisi

Durum-2 g5(x), fonksiyonu ¢ikt1 degiskeninin iiretilmesinde kullanilan bir

fonksiyon olmak tizere asagidaki gibi tanimlansin:
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g3(x) = sin(2x) + 2exp(—16x?)
[—2,2] araliginda x; = —2 4+ 0.04i, i = 0,1, 2, ..., 100 noktalari igin;

yi = gs(x;) + rand[0, 0.4?]

1
o; = §g3(xi) + rand[—0.25, 0.25]

olarak hesaplanirlar. Burada rand[0, 0.42], herbir i icin ortalamasi 0 ve standart
sapmasi 0.4 olan normal dagilimdan bagimsiz olarak tiiretilen bir rassal sayiy1
gostermektedir. Sagilim degerleri i¢in rand[—0.25,0.25]ise [—0.25,0.25]
araliginda diizgiin dagilimdan rassal olarak tiiretilen sayiy1 gostermektedir.
Gozlenen bulanik ¢iktilarin simetrik tiggen bulanik sayilar oldugu varsayilarak, bu

ciktilara ait gdsterim asagidaki gibi tanimlanir.

Yi = (lyi’ Cyl., uyl.)T = (yl —0,Y,Yyi + O'l')T i=0,1,..,100

Cizelge 5.11 ve Cizelge 5.12, Veri Seti-3 (Durum-2) i¢in Gauss Ve
Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda p = 1 ve p = 3 igin CV ve GCV kriteleri

ile band genisligi se¢im degerlerini gdstermektedir.

Cizelge 5.11 Veri Seti-3 (Durum-2) i¢in Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda p = 1 ve p = 3 i¢in CV
ve GCV kriteleri ile band genisligi se¢imi

Veri Seti-3 (Durum-2)
Deg = 1 Gauss Deg = 3 Gauss
h cv GCV h cv GCV
0.02 0.8235694 | 0.7987018 0.09 | 0.7655538 | 0.6725551
0.04 0.7451286 | 0.7047266 0.10 | 0.7312689 | 0.6582501
0.06 0.6646457 | 0.6393982 0.15 | 0.6468126 | 0.6199142
0.08 0.6351090 | 0.6237268 0.16 | 0.6403379 | 0.6172967
0.09* 0.6172738 | 0.6163922 | 0.17** | 0.6399719 | 0.6153879
0.10** | 0.6299501 | 0.6134867 | 0.18* | 0.6338975 | 0.6186464
0.15 0.6411563 | 0.6383085 0.20 | 0.6362659 | 0.6228629
0.20 0.7019469 | 0.7039584 0.21 | 0.6394354 | 0.6284232
0.30 0.8708560 | 0.8773310 0.25 | 0.6575068 | 0.6430415
0.40 1.063139 | 1.0903710 0.30 | 0.6871946 | 0.6818113
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Cizelge 5.12 Veri Seti-3 (Durum-2) igin Epanechnikov c¢ekirdegi kullanildiginda p =1 ve
p = 3i¢in CV ve GCV kriteleri ile band genisligi se¢imi

Veri Seti-3 (Durum-2)
Deg = 1 Epanechnikov Deg = 3 Gauss Epanechnikov
h cv GCV h cv GCV

0.10 0.7287000 | 0.6911264 0.30 | 0.7319782 | 0.6490874
0.20 0.6283867 | 0.6290965 0.40 0.6631265 | 0.6227521
0.22 0.6167920 | 0.6135808 0.48 0.6465255 | 0.6225617
0.23* | 0.6165962 | 0.6130227 | 0.50** | 0.6394594 | 0.6225377
0.24 0.6218431 | 0.6140448 0.51 | 0.6393297 | 0.6239972
0.26 0.6251461 | 0.6190423 | 0.52* | 0.6367363 | 0.6256435
0.28 0.6293816 | 0.6294064 0.53 | 0.6475402 | 0.6275211
0.30 0.6347423 | 0.6333916 0.55 | 0.6498816 | 0.6292312
0.40 0.6966662 | 0.6854339 0.58 | 0.6526632 | 0.6360447
0.50 0.7645842 | 0.7645622 0.60 0.6540719 | 0.641242

Onceki uygulamalara benzer sekilde Veri Seti-3 (Durum-2) ic¢in Cizelge
5.11 ve Cizelge 5.12°de CV ve GCV skorlarina karsilik gelen h degerleri

kullanilarak Cizelge 5.13’te modellerin performanslar1 6zetlemektedir.

Cizelge 5.13 Veri Seti-3 (Durum-2) i¢in farkli ¢ekirdekler kullanilarak p = 1 ve p = 3 i¢in CV ve
GCV kriterleri ile segilen band genisliklerine gore model performanslari

Yontem | Secim Gauss ASE Epanechnikov ASE
Kriteri | Cekirdegi Cekirdegi
LLS cv 0.09 0.4062414 0.23 0.4514972
GCV 0.10 0.4225954 0.23 0.4515546
LCS cv 0.18 0.4391495 0.52 0.4683489
GCV 0.17 0.4290457 0.50 0.4626342

Sekil 5.17 ve Sekil 5.18 Veri Seti-3’te (Durum-2) CV kriteri ile segilmis
olan band genislikleri bakimindan bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel kiibik
modelleri ile gergeklestirilen uyumlama egrilerini Gauss ve Epanechnikov

cekirdekleri i¢cin gostermektedir.
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Sekil 5.17 Veri Seti-3 (Durum-2) i¢in Gauss ¢ekirdegi kullamilarak CV kriteri ile secilen band
genisligi kullanilarak bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel kiibik modeller igin
uyum egrileri?

Sekil 5.18 Veri Seti-3 (Durum-2) igin Epanechnikov ¢ekirdegi kullanilarak CV kriteri ile segilen
band genisligi kullanilarak bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel kiibik modeller igin
uyum egrileri

2 _ diizgiin egri bulanik yerel dogrusal modeli
__kesikli egri bulanik yerel kiibik modeli géstermektedir.
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Sekillerden de goriildiigli tlizere bulanik yerel kiibik model ile

gergeklestirilen uyumlamada egri daha piiriizsiiz bir yap1 sergilemektedir.

5.3. Veri Seti-4 i¢in Girdi Degiskeninin ki Farkh Durumunda Parametrik

Olmayan Bulanik Yerel Polinomiyal Regresyon Modeli Tahmini

Fan ve Gijbels (1995) calismalarinda kullanmis olduklart (3) nolu
fonksiyondan faydalanilarak bu fonksiyonun bulamik yapida ifadesi
gerceklestirilmis ve x girdi degiskeninin  [0,10] araliginda  x; = 0.1i,
(i=12,..,100) degerlerini ve [—2,2] araliginda x; =—2+ 0.04i,
i=0,1,2,..,100 degerlerini aldigi iki durum dikkate alinarak analizler

yapilmuistir.

Durum-1 g,(x), [0,10] araliginda asagidaki gibi tanimlanmis bir fonksiyon

olsun:

ga(x) = 0.3 exp(—4(x + 1)?) + 0.7exp(—16(x — 1)?)

[0,10] araligindaki x; = 0.1i (i = 1,2, ...,100) noktalar1 i¢in

y; = ga(x;) + rand[—0.5,0.5]

1
o; = §g4(xi) + rand[—0.25,0.25]

olarak hesaplanirlar. Burada rand[a,, a,], herbir i igin [a;,a,] aralig1 izerinde
diizgiin dagilimdan bagimsiz olarak tiiretilen bir rassal sayiy1r gostermektedir.
Gozlenen bulanik ¢iktilarin simetrik ticgen bulanik sayilar oldugu varsayilarak, bu

ciktilara ait gosterim asagidaki gibi tanimlanir.

Yi = (lyi, Cyl.,uyl.)T = (yl —0,Yi,Yi + O-i)T i=12,..,100
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Veri Seti-4 i¢in Gauss ve Epanechnikov ¢ekirdekleri kullanilarak CV ve
GCV kriterleri ile se¢ilen band genisliklerine ait sonuglar Cizelge 5.14 ve Cizelge
5.15’te goriilmektedir.

Cizelge 5.14 Veri Seti-4 icin Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda p =1 ve p = 3i¢in CV ve GCV
kriteleri ile band genisligi segimi

Veri Seti-4
Deg = 1 Gauss Deg = 3 Gauss

h cv GCV h cv GCV
0.1 0.3871957 | 0.3686705 0.5 0.3251748 | 0.3226408
0.2 0.3276533 | 0.3254221 0.7 0.3245902 | 0.3188162
0.3 0.3187369 | 0.3178944 | 0.9** | 0.3192417 | 0.3125777
0.4 0.3163374 | 0.3131209 11 0.3180045 | 0.3153847
0.5** 0.3140655 | 0.3125672 1.2* 0.3171098 | 0.3146441
0.6* 0.3120245 | 0.3144125 1.3 0.3174572 | 0.3136009
0.7 0.3120754 | 0.3134060 14 0.3174935 | 0.3162453
0.8 0.3138966 | 0.3151195 15 0.3173233 | 0.3151692
0.9 0.3140037 | 0.3137522 1.6 0.3175483 | 0.3158080
1.0 0.3142516 | 0.3150397 1.7 0.3187412 | 0.3146858

Cizelge 5.15 Veri Seti-4 i¢cin Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda p = 1 ve p = 3 i¢in CV ve
GCV kriteleri ile band genisligi se¢imi

Veri Seti-4

Deg = 1 Epanechnikov Deg = 3 Gauss Epanechnikov

h cv GCV h cv GCV
0.5 0.3277299 | 0.3220275 1.0 0.3509093 | 0.3301955
0.6 0.3207170 | 0.3203570 1.2 0.3397622 | 0.3244282
0.8 0.3172449 | 0.3182984 14 0.3375901 | 0.3208538
0.9 0.3179808 | 0.3179707 15 0.3300838 | 0.3222092
1.0 0.3180053 | 0.3175439 | 1.7** | 0.3249194 | 0.3197175
1.1** | 0.3181440 | 0.3162035 2.0 0.3272613 | 0.3194528
1.2* 0.3171618 | 0.3181414 2.2 0.3284525 | 0.3209728
13 0.3183002 | 0.3194679 2.4 0.3269149 | 0.3208325
14 0.3182751 | 0.3168114 2.5* ] 0.3234212 | 0.3201606
15 0.3178162 | 0.3175013 3.0 0.3252913 | 0.3196340

IVERSITESI

Cizelge 5.16, Veri Seti-4 igin farkli ¢ekirdekler kullanilarak p = 1 ve p = 3 i¢in
CV ve GCV kriteleri ile secilen band genisliklerine gére model performanlarina ait

degerleri gostermektedir.
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Cizelge 5.16 Veri Seti-4 igin farkh ¢ekirdekler kullanmlarak p =1 ve p = 3igin CV ve GCV

kriteleri ile segilen band genisliklerine gére model performanlari

Yoéntem Secim Gauss ASE Epanechnikov ASE
Kriteri | Cekirdegi Cekirdegi
LLS cv 0.6 0.2628472 1.2 0.2698860
GCV 0.5 0.2577808 11 0.2665418
LCS cv 1.2 0.2674377 2.5 0.2671454
GCv 0.9 0.2597413 1.7 0.2522198

Sekil 5.19 Veri Seti-4 i¢in p = 1 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV

kriteri ile secilen h = 0.6 i¢in uyum egrilerini ve Sekil 5.20, p = 3 ve Gauss

¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile segilen h = 1.2 igin uyum egrilerini

gostermektedir.

Sekil 5.19 Veri Seti-4 igin p = 1 ve Gauss ¢ekirdegi kullanmldiginda CV kriteri ile segilen h = 0.6

icin uyum egrisi
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Sekil 5.20 Veri Seti-4 i¢in p = 3 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile segilen h = 1.2

i¢in uyum egrisi

Sekil 5.21, Veri Seti-4 igin p=1 ve Epanechnikov c¢ekirdegi
kullanildiginda CV kriteri ile segilen h = 1.2 i¢in uyum egrilerini ve Sekil 5.22,
p = 3 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile segilen h = 2.5

icin uyum egrilerini géstermektedir.
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Sekil 5.21 Veri Seti-4 i¢in p = 1 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile segilen
h = 1.2 i¢in uyum egrisi
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Sekil 5.22 Veri Seti-4 i¢in p = 3 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri ile segilen
h = 2.5 i¢in uyum egrisi
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Egriselligi ¢ok az olan sifir etrafinda ¢ok az bir egrisellik gdsteren bdyle bir
veri setinde CV ve GCV kriterleri ile band genisliginin se¢iminde ¢izelgeler
incelendiginde skor degerleri birbirine ¢ok yakindir ve band genisligi degerini
segmekte giicliik ¢ekilmektedir. Cizelgelerde skorlarlarin degerlerinin minimum
oldugu noktalara karsilik gelen h degerleri band genisligi olarak secilmistir.
Ayrica grafiksel gosterimler incelendiginde bazi noktalarda egrilerin birbirini
kestigi goriilmektedir. Bunun nedeni yanit degiskenin degerlerinin kiigiik olmasi

ve rassaligin etkisinden kaynaklanmaktadir.

Durum-2 g,(x), fonksiyonu ¢ikt1 degiskeninin iiretilmesinde kullanilan bir

fonksiyon olmak iizere asagidaki gibi tanimlansin:

ga(x) = 0.3 exp(—4(x + 1)?) + 0.7 exp(—16(x — 1)?)

[—2,2] araliginda x; = —2 + 0.04i, i = 0,1, 2, ..., 100 noktalari igin;

yi = g4(x;) + rand|0, 0.12]
1
o; = §g4(xl-) + rand[—0.25, 0.25]

olarak hesaplanirlar. Burada rand|[0, 0.12], herbir i icin ortalamasi 0 ve standart
sapmast 0.1 olan normal dagilimdan bagimsiz olarak tiiretilen bir rassal sayiy1
gostermektedir. Sagilim degerleri i¢in rand[—0.25,0.25] ise [—0.25,0.25]
araliginda diizglin dagilimdan rassal olarak tiiretilen sayiyr gostermektedir.
Gozlenen bulanik ¢iktilarin simetrik tiggen bulanik sayilar oldugu varsayilarak, bu

ciktilara ait gdsterim asagidaki gibi tanimlanir.
Y, = (lyz' cyi,uyi)T =i —0,y,Vi +0)r i=0,1,..,100

Veri Seti-4 Durum-2 i¢in band genisliginin se¢imi Cizelge 5.17 ve Cizelge
5.18’te goriilmektedir.
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Cizelge 5.17 Veri Seti-4 (Durum-2) i¢in Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda p =1 vep = 3 igin
CV ve GCV kriteleri ile band genisligi se¢imi

Veri Seti-4 Durum-2
Deg = 1 Gauss Deg = 3 Gauss
h cv GCV h cv GCV
0.02 0.07179044 | 0.07105994 | 0.08 | 0.07055741 | 0.06216172
0.03 0.0697142 | 0.06694967 | 0.10 | 0.06307588 | 0.05886437
0.05 0.06097823 | 0.05981956 | 0.12 | 0.05890721 | 0.05660605
0.08 0.05566826 | 0.05502312 | 0.15** | 0.05698954 | 0.05488938
0.09** | 0.05548016 | 0.05432859 | 0.18 | 0.05644749 | 0.05511901
0.10* | 0.05461840 | 0.05477093 | 0.20* | 0.05609307 | 0.05620740
0.12 0.05571423 | 0.05595382 | 0.22 | 0.05678865 | 0.05660873
0.15 0.05730919 | 0.05780734 | 0.24 | 0.05737172 | 0.05734757
0.18 0.06157438 | 0.06094869 | 0.27 | 0.06033252 | 0.06005743
0.20 0.06322493 | 0.06374143 | 0.30 | 0.06213535 | 0.0623531

icin CV ve GCV kriteleri ile band genisligi se¢imi

Cizelge 5.18 Veri Seti-4 (Durum-2) i¢in Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda p =1 vep = 3

Veri Seti-4 Durum-2
Deg = 1 Epanechnikov Deg = 3 Epanechnikov
h cv GCV h cv GCV
0.10 0.06357496 | 0.06076148 | 0.30 | 0.06317951 | 0.05673085
0.12 0.06212045 | 0.05909174 | 0.32 | 0.06271122 | 0.05690012
0.14 0.05776314 | 0.05707719 | 0.35 | 0.05909533 | 0.05559540
0.16 0.05708263 | 0.05553227 | 0.38 | 0.05803051 | 0.05522974
0.17 0.05574823 | 0.05565975 | 0.40 | 0.05775958 | 0.05499882
0.18** | 0.0552960 | 0.05415368 | 0.42** | 0.05720430 | 0.05434230
0.19* | 0.05493639 | 0.05438071 | 0.45 | 0.05707262 | 0.05544035
0.20 0.05537448 | 0.05473639 | 0.46 | 0.05673719 | 0.05515394
0.21 0.05515374 | 0.05466103 | 0.48* | 0.05671228 | 0.05544200
0.22 0.05505668 | 0.05440032 | 0.50 | 0.05715588 | 0.05503750

Cizelge 5.19 Veri Seti-4 (Durum-2) i¢in farkli ¢ekirdekler kullanilarak p = 1 ve p = 3 i¢in CV ve

GCYV kriteleri ile segile band genisliklerine gére model performanslari

Yontem Secim Gauss ASE Epanechnikov ASE
Kriteri | Cekirdegi Cekirdegi
LLS cv 0.10 0.03747611 0.19 0.03757792
GCV 0.09 0.03572922 0.18 0.03709936
LCS cv 0.20 0.04061259 0.48 0.04053092
GCV 0.15 0.03668817 0.42 0.03890653
94




@) ANADOLU UNIVERSITESI

Veri Seti-4 Durum-2 igin olusturulmus olan Cizelge 5.19 model
performanslar1 tablosu dikkate alindiginda ASE degerlerinin oldukga kiigiik
oldugu gozlenmekte ve her iki model tiiri kullanilarak veri setinin iyi bir sekilde
aciklanabilecegi yorumu yapilabilmektedir.

Veri Seti-4 Durum-2 ig¢in Gauss g¢ekirdegi kullanilarak CV kriteri ile band
genisliklerinin hesaplanmasi sonucunda bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel
kiibik modeller i¢in Sekil 5.23°de ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanilarak yapilan
uyumlamalarda Sekil 5.24°de goriilmektedir.

Sekil 5.23 ve Sekil 5.24 incelendiginde egriselligi fazla olan boyle bir veri
setinde bulanik yerel kiibik model kurmak daha piiriizsiiz bir egri ile verileri
tanimlamaya Onciiliik ederken, bulanik yerel dogrusal model ¢ok daha dalgali bir

yap1 sergileyerek veri setini tanimlamaktadir.
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Sekil 5.23 Veri Seti-4 Durum-2 veri seti i¢in Gauss ¢ekirdegi kullanilarak CV kriteri ile segilen
band genisligi kullanilarak bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel kiibik modeller i¢in

uyum egrileri
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Sekil 5.24 Veri Seti-4 Durum-2 igin Epanechnikov ¢ekirdegi kullanilarak CV kriteri ile segilen
band genisligi kullanilarak bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel kiibik modeller i¢in

uyum egrileri
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6. GERCEK VERI SETLERI UZERINDE UYGULAMALAR

Calismanin bu boliimiinde, bir 6nceki bdliimde yapilan simiilasyon
deneylerine ilave olarak iki gercek veri seti {izerinde uygulama
gerceklestirilmistir. Lee ve Tanaka (1999) calismalarinda yer alan girdi
degiskeninin kesin degerli ve ¢ikti degiskeninin bulanik degerli oldugu veri seti
dikkate alinmistir. D’Urso ve Gastaldi (2002) c¢alismasindaki veri seti

kullanilarak, analizler gergek veri setleri lizerinde de gergeklestirilmistir.

6.1. Lee ve Tanaka (1999) Veri Seti Icin Parametrik Olmayan Bulamk Yerel

Polinomiyal Regresyon Modeli Tahmini

Bu uygulama calismasinda, Lee ve Tanaka’nin (1999) calismalarinda
kullanmis olduklar1 gergek veri seti dikkate alinmigtir. Girdi degiskeni x bir
bileyici dislinin besleme hizidir ve ¢ikt1 degiskeni c¢alisma yiizeyinin
plirtizliiligiinii gosteren simetrik tiggen bulanik sayidir. Uygulamada, simiilasyon
deneylerine benzer sekilde CV ve GCV kriteri kullanilarak optimum band
genislikleri hesaplanmis, bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel kiibik modellerin
performanslarini karsilastirmak amaciyla ASE degerleri hesaplanmistir. Cizelge

6.1, veri setine ait degerleri gostermektedir.
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Cizelge 6.1 Lee ve Tanaka (1999) Veri Seti

No X y1 (sol) y2 (merkez) | y3(sag) | e (sagilim)
1 0,75 0,27 0,290 0,310 0,020
2 1,00 0,19 0,240 0,290 0,050
3 1,25 0,20 0,240 0,280 0,040
4 1,50 0,245 0,280 0,315 0,035
5 1,75 0,23 0,280 0,330 0,050
6 2,00 0,20 0,235 0,270 0,035
7 2,25 0,17 0,230 0,290 0,060
8 2,50 0,20 0,330 0,460 0,130
9 2,75 0,20 0,275 0,350 0,075
10 3,00 0,22 0,300 0,380 0,080
11 3,25 0,26 0,335 0,410 0,075
12 3,50 0,22 0,275 0,330 0,055
13 3,75 0,3 0,4 0,5 0,1
14 4,00 0,35 0,455 0,56 0,105
15 4,25 0,34 0,42 0,5 0,08
16 4,50 0,37 0,485 0,6 0,115
17 4,75 0,4 0,5 0,6 0,1
18 5,00 0,41 0,65 0,89 0,24
19 5,25 0,48 0,64 0,8 0,16

Cizelge 6.2 veri seti i¢in Gauss ¢ekirdegi kullanildigindan bulanik yerel
dogrusal ve bulanik yerel kiibik modeller i¢in band genisligi se¢ciminde kullanilan
secim kriterlerine ait skor degerlerini ve Cizelge 6.3, Epanechnikov ¢ekirdegi

kullanildigindan bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel kiibik modeller i¢in band

genisligi  seciminde kullanilan

gostermektedir.

se¢im  kriterlerine
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Cizelge 6.2 Lee ve Tanaka (1999) veri seti i¢in Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda p =1ve p =3

icin CV ve GCV kriterleri ile band genisligi segimi

Lee ve Tanaka (1999) Veri Seti
Deg = 1 Gauss Deg = 3 Gauss

h cv GCV h cv GCV

0.2 0.01817601 | 0.01105804 1.0 | 0.003817402 | 0.009303734

0.5 | 0.01010767 | 0.009022893 | 1.5 | 0.001863774 | 0.008542141
0.7** | 0.008946176 | 0.008671683 | 2.0 | 0.001373535 | 0.008289765
0.77* | 0.008889275 | 0.008704399 | 2.5 | 0.001160253 | 0.008176546

0.9 | 0.009025928 | 0.008915462 | 3.0 | 0.001047486 | 0.008115857

1.0 | 0.009268489 | 0.00916835 | 3.5** | 0.0009805849 | 0.008079474

1.1 | 0.009587743 | 0.009471037 | 4.0 | 0.0009376263 | 0.008055921

1.3 | 0.009762764 | 0.009640122 | 4.5* | 0.0009083925 | 0.008039792

1.5 | 0.009956405 | 0.098021680 | 5.0 | 0.000887594 | 0.008028261

Cizelge 6.3 Lee ve Tanaka (1999) veri seti i¢in Epanechnikov ¢ekirdegi kullamildiginda p = 1 ve

p = 3i¢in CV ve GCV kriterleri band genisligi se¢imi

Lee ve Tanaka (1999) Veri Seti
Deg = 1 Epanechnikov Deg = 3 Epanechnikov

h cv GCV h cv GCV

0.5 - 0.01171968 1.0 0.1555907 0.01311383

0.8 0.0139368 | 0.009758859 | 2.0 0.0319741 0.01047545

1.0 0.0118578 | 0.009148114 | 3.0 0.01110802 | 0.008732646

1.2 0.01054138 | 0.008983597 | 4.0 0.009855845 | 0.008370318

1.5 0.009135601 | 0.008597761 | 5.0 0.008760976 | 0.008120107

1.6 0.00876908 | 0.008498644 | 6.0** | 0.008598969 | 0.008062371
1.7** | 0.008643823 | 0.008479249 | 7.0* | 0.008534242 | 0.008036422
1.75* 1 0.008612166 | 0.008480432 | 8.0 0.008498617 | 0.008021437

1.8 0.008689818 | 0.008576969 | 10.0 | 0.008461264 | 0.008005191

2.0 0.008971018 | 0.008899979 | 12.0 | 0.008426947 | 0.008003856

Cizelge 6.4’te gelistirilen CV ve GCV kriteleri ve Wang ve ark. (2007)

calismasinda kullanilan CV kriteri ile segilen band genislikleri igin modellerin

perfomans degerleri yer almaktadir.
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Cizelge 6.4 Lee ve Tanaka (1999) veri seti i¢in farkli ¢ekirdekler kullanilarak p = 1 ve p = 3 i¢in
CV ve GCV kriterleri ve Wang ve ark. (2007) kriteri ile segilen band genisliklerine
gore model performanslari

Yontem Secim Gauss ASE Epanechnikov ASE
Kriteri | Cekirdegi Cekirdegi
LLS cv 0.77 0.005891200 1.75 0.007683992
GCV 0.70 0.004779285 1.70 0.007253257
LCS cv 4.50 6.297887e-10 7.00 3.789276e-11
GCV 3.50 5.285123e-09 6.00 4.386862e-10
Wang ve ark. cv 0.78 0.006049552 - -
(2007)

Sekil 6.1°de bulanik yerel dogrusal modelde Gauss ¢ekirdegi kullanilarak
CV kriteri ile segilen band genisligine gore ¢izilen uyum egrileri goriilmektedir.
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Sekil 6.1 Lee ve Tanaka (1999) veri seti i¢in p = 1 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri
ile secilen band genisligi h = 0.77 i¢in uyum egrileri

Sekil 6.2°de bulanik yerel kiibik modelde Gauss ¢ekirdegi kullanilarak CV
kriteri ile segilen band genisligine gore ¢izilen uyum egrileri goriilmektedir.
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Sekil 6.2 Lee ve Tanaka (1999) veri seti i¢in p = 3 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV kriteri
ile secilen band genisligi h = 4.5 i¢in uyum egrileri

Sekil 6.3 ve Sekil 6.4 benzer olarak bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel

kiibik modeller i¢cin Epanechnikov cekirdegi kullanilarak CV kriteri ile secilen

band genisligine gore ¢izilen uyum egrilerini gostermektedir.
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Sekil 6.3 Lee ve Tanaka (1999) veri seti i¢in p = 1 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda CV
kriteri ile secilen band genisligi h = 1.75 i¢in uyum egrileri
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Sekil 6.4 Lee ve Tanaka (1999) veri seti i¢in p = 3 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullamldiginda CV
kriteri ile secilen band genisligi h = 7.0 i¢in uyum egrileri

Gergek veri seti lizerinde yapilan uygulamada, veri setinin dogrusal bir yap1
sergilemesi bulanik yerel kiibik modelde band genisligi seg¢iminde problem
yaratmistir. Band genisliginin se¢iminde CV ve GCV skorlarindaki degisimi
gosteren ¢izelgelerde, skorlardaki diisiisiin azaldigi noktalar dikkate alinarak
onlara karsilik gelen h degerleri uygun band genisligi olarak secilmistir. Cizelge
6.4 incelendiginde bulanik yerel kiibik modelde band genisligi, bulanik yerel
dogrusal modele gore ¢cok daha biiyiik secilmesinin yaninda model performans

kriteri ASE degerinin ¢ok kiigiildiigii de dikkate alinmalidur.

6.2. D’Urso ve Gastaldi (2002) Veri Seti i¢cin Parametrik Olmayan Bulamk

Yerel Polinomiyal Regresyon Modeli Tahmini

D’Urso ve Gastaldi (2002) calismalarinda yer alan veri seti, bir http
sunucusunda internet iizerinden sanal alisveris merkezi c¢alistirmak amaciyla
gelistirilmis yazilim sisteminin, gelistirilmesi esnasinda iiretilmistir. G6zlenen
ciktilar, gelistirilmekte olan sistemin performansmin belirlenmesi i¢in 30 aylik

ortalama global skorlardir ve herbir aydaki skor simetrik olmayan tiggen bulanik
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sayilar seklinde ifade edilmistir. Skor ve ay indeksi arasindaki regresyon

iliskisinin kurulmasinda kullanilan veri seti Cizelge 6.5’te goriilmektedir.

Cizelge 6.5 D’Urso & Gastaldi (2002) Veri Seti

x y1 (sol) | y2(merkez) | y3 (sag) left right
1 4 6 14 2 8
2 2 5 11 3 6
3 3 8 16 5 8
4 1 10 19 9 9
5 4 13 21 9 8
6 14 19 26 5 7
7 12 20 25 8 5
8 14 23 28 9 5
9 20 25 32 5 7
10 21 27 35 6 8
11 19 26 32 7 6
12 21 25 31 4 6
13 2 5 8 3 3
14 3 8 11 5 3
15 2 9 17 7 8
16 6 10 13 4 3
17 6 12 20 6 8
18 10 13 22 3 9
19 14 20 27 6 7
20 21 28 37 7 9
21 21 29 38 8 9
22 26 30 37 4 7
23 33 35 38 2 3
24 41 44 49 3 5
25 39 45 51 6 6
26 38 43 47 5 4
27 44 47 56 3 9
28 44 48 53 4 5
29 44 50 54 6 4
30 44 49 53 5 4

D’Urso ve Gastaldi (2002) veri seti kullanilarak CV ve GCV kriterleri
yardimiyla Gauss ve Epanechnikov c¢ekirdekleri i¢in band genislikleri se¢imlerini

gosteren bilgiler Cizelge 6.6 ve Cizelge 6.7°de verilmistir.
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Cizelge 6.6 D’Urso&Gastaldi (2002) veri seti i¢in Gauss gekirdegi kullanildiginda p =1 ve
p = 3i¢in CV ve GCV kriterleri ile band genisligi se¢imi

D’Urso& Gastaldi (2002) Veri Seti
Deg = 1 Gauss Deg = 3 Gauss

h cv GCvV h cv GCV

0.4 44.74988 47.46785 0.7 78.59073 | 59.89703
0.66* 44.72523 47.35591 0.9 76.08064 | 57.92012
0.73** | 44.74071 47.32062 1.2 63.44823 | 54.65933

0.8 44.80903 47.36256 15 52.34280 | 53.55255

1.0 45.46510 48.15014 1.6** | 50.56276 | 53.51068

11 46.08339 48.91188 1.7 49.43173 | 53.57089

1.2 46.88957 49.87881 1.8 48.75178 | 53.70733

1.3 47.87302 51.02546 1.9 48.39444 | 53.90399

1.4 49.02478 52.33577 2.0* 48.28139 | 54.15439

15 50.33794 53.80105 2.5 48.19633 | 54.06890

Cizelge 6.7 D’Urso&Gastaldi (2002) veri seti i¢in Epanechniov ¢ekirdegi kullanildiginda p = 1
ve p = 3 i¢in CV ve GCV kriterleri ile band genisligi se¢cimi

D’Urso&Gastaldi (2002) Veri Seti
Deg = 1 Epanechnikov Deg = 3 Epanechnikov
h cv GCV h cv GCV
2.01* 44.73833 47.36374 3.1** | 602.0765 | 55.47809
2.03 44.75043 47.23899 33 51.06489 | 56.40593
2.05%* 45.03244 47.19680 3.5 157.5381 | 57.10375
25 47.70257 50.17009 3.7 47.31681 | 57.57425
3.0 49.75383 52.50683 3.8 164.9059 | 57.75843
35 52.91063 56.91159 3.9* 55.17545 | 57.91867
3.8 54.63016 58.94914 4.0 76.90517 | 58.05979
3.9 55.72130 59.10269 4.2 76.41985 | 55.83657
4.0 56.20194 59.86955 45 76.90517 | 56.48394
4.2 58.36428 61.25864 5.0 77.54478 | 57.30578

D’Urso ve Gastaldi (2002) veri seti kullanilarak CV ve GCV kriterleri
yardimiyla Gauss ve Epanechnikov g¢ekirdekleri i¢in band genislikleri se¢imleri
icin bulanik yerel dogrusal, bulanik yerel kiibik ve Wang ve ark. (2007)

calismasindaki modellere ait performans degerleri Cizelge 6.8’de goriilmektedir.
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Cizelge 6.8 D’Urso&Gastaldi (2002) veri seti i¢in farkli ¢ekirdekler kullanilarak p =1 ve p =3
icin gelistirilen CV ve GCV kriterleri ve Wang ve ark. (2007)’nin kullandiklar1 CV
kriteri ile secilen band genisliklerine gore model performanslari

Yontem Se¢im Gauss ASE Epanechnikov ASE
Kriteri | Cekirdegi Cekirdegi
LLS cv 0.66 0.007831292 2.01 0.02059755
GCV 0.73 0.00795834 2.05 0.01253825
LCS cv 2.0 0.10541000 3.9 0.11336700
GCV 1.6 0.005260489 3.1 0.06919009
Wang ve ark. cv 0.63 0.007337764 - -
(2007)

Cizelge 6.6 ve Cizelge 6.7°de secilen band genislikleri i¢cin Gauss ¢ekirdegi
kullanildiginda uyum egrileri Sekil 6.5 ve Sekil 6.6’da goriilmektedir.

0 5 10 15 20 25 30

Sekil 6.5 D’Urso&Gastaldi (2002) veri seti igin p = 1 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV
kriteri ile secilen h = 0.66 i¢in uyum egrileri
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0 5 10 15 20 25 30
Sekil 6.6 D’Urso&Gastaldi (2002) veri seti igin p = 3 ve Gauss ¢ekirdegi kullanildiginda CV
kriteri ile segilen h = 2.0 i¢in uyum egrileri

Cizelge 6.6 ve Cizelge 6.7°de secilen band genislikleri i¢in Epanechnikov
cekirdegi kullanildiginda uyum egrileri Sekil 6.7 ve Sekil 6.8’de goriilmektedir.

0 5 10 15 20 25 30

Sekil 6.7 D’Urso&Gastaldi (2002) veri seti i¢in p = 1 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda
CV kriteri ile segilen h = 2.01 i¢in uyum egrileri
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Sekil 6.8 D’Urso&Gastaldi veri seti i¢in p = 3 ve Epanechnikov ¢ekirdegi kullanildiginda CV
kriteri ile secilen h = 3.9 i¢in uyum egrileri

D’Urso ve Gastaldi (2002) veri setine ait sekillerde goriildiigii lizere, veri

seti olduk¢a dalgali bir yapiya sahip olmasi ve veri sayisinin az olmasindan

dolay1 genel olarak CV ve GCV skorlarinin degerleri yiiksek c¢ikmistir. Ayrica

Epanechnikov ¢ekirdegi ile bulanik yerel kiibik model i¢in CV kriteri ile band

genisligi degerinin se¢iminde skor degerinde olduk¢a dalgali inis ve c¢ikiglar

gozlemlenmistir.
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7. SONUC ve ONERILER

Parametrik olmayan regresyon modelleri bagimli degisken ile bagimsiz
degisken arasindaki fonksiyonel iliskinin bilinmedigi durumlarda oldukca
kullanighdir. Elbette bu durum kesin veri setleri i¢in 6nemli oldugu kadar bulanik
veri setleri i¢in de 6nemlidir. Dogasinda bulaniklig1 barindiran verilerin analizinde
modellerin etkinligini gézlemlemek ve kesin teoride yer alan her tiirlii yontemin
bulanik yapida da ifade edilmesi gerekmektedir. Ciinkii dogada pek cok veri
6ziinde bulaniklig1 icermekte ve bulanik veri setleri, kesin veri setlerine gére daha
genel olarak ifade edilebilmektedirler.

Parametrik olmayan regresyon modellerinden, ¢ekirdek diizeltme ve yerel
polinomiyal regresyon modellerinin bulanik halleri incelenmistir. Parametrik
olmayan regresyon modellerinde band genisligi se¢imi olduk¢a Onemli bir
konudur. Yerel polinomiyal modellerde, yerel polinomun derecesi ile iliskili
olarak band genisliginin (h) se¢imi gergeklestirilir. Bu modellerde polinomun
derecesi arttik¢a yerel band genisligi de artar. Literatiirde band genisligi se¢imi
i¢in ¢esitli pratik yontemler bulunmaktadir (Fan ve Gijbel 1996; Wood 2006).

Caligmanin 2. Bolim’iinde band genisligi secim yontemlerinin kesin teoride
ifadesi ve 4. Boliim’de bulanik teorideki ifadesine yer verilmistir. Literatiirde daha
once yapilmis calismalardan Cheng ve Lee (1999), k-en yakin komsuluk ve
cekirdek diizeltme tekniklerini karsilastirmistir. Cekirdek diizeltme tekniginin,
k-en yakin komguluk diizeltme teknigine gore daha iyi sonuglar verdigi sonucuna
ulagsmiglardir. Wang ve ark. (2007) c¢aligmalarinda bu iki yontemin yani sira
bulanik yerel dogrusal diizeltme teknigini dikkate almislardir. Bulanik yerel
dogrusal diizeltme tekniginin diger iki teknige gore daha iyi sonuclar verdigi
sonucuna ulasilmistir. Calismada band genisligi se¢im kriterlerinden c¢apraz
gegcerlilik kriterinin yalnizca tamimlanmasina yer verilmis ayrintili olarak ifade
edilmemistir. Yerel polinomiyal diizeltme tekniginin bulanik yapida ifadesini ve
band genisligi se¢im kriterlerinden capraz gegerlilik ve genellestirilmis ¢apraz
gecerlilik  kriterlerinin  ifadesi tez ¢alismasi kapsaminda ayrintili  olarak

incelenmistir.
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Tez calismasinin amacit dogrultusunda parametrik olmayan bulanik
regresyon modellerinden, ¢ekirdek diizeltme ve yerel polinomiyal regresyon
modelleri i¢in gesitli veri setleri kullanilarak inceleme yapilmistir. Genel teknik
olarak agirlikli en kiigiik kareler metodu, bulanik uzaklik olarak ise Diamond
uzakligr kullanilmigtir. Yapilan simiilasyon c¢alismalari ile gergek veri setleri
tizerinde c¢ekirdek diizeltme, bulanik yerel dogrusal ve bulanik yerel kiibik
regresyon modelleri i¢in 4. Boliim’de gelistirilen ¢apraz gegerlilik (CV) ve
genellestirilmis ¢apraz gegerlilik (GCV) kriterleri yardimiyla uygun band
genislikleri secilmistir. Yerel polinomiyal regresyon modellerinde, ¢ekirdek
fonksiyonunun se¢iminin band genisli§i secimine goére daha az Onem arz
etmesinden dolay1 bu ¢alismada iki ¢ekirdek fonksiyonu Gauss ve Epanechnikov
cekirdek fonksiyonlart modellerin  uyumlanmasinda kullanilmistir. Tim bu
kriterler goz oniine alinarak ¢ekirdek diizeltme, bulanik yerel dogrusal ve bulanik
yerel kiibik regresyon modelleri ASE degerleri hesaplanarak karsilastirilmistir.

Veri seti olarak girdi degiskenin kesin degerlerle ifade edildigi ve ¢ikt1
degiskeninin iiggen bulanik say1 oldugu durum dikkate alinmistir.

Kesin teoride yapilan karsilagtirmalar dikkate alinarak k-en yakin komsuluk
diizeltme teknigine uygulamalarda yer verilmemistir. Wang ve ark. (2007) yapmis
olduklar1 ¢alismalarda oldugu gibi 5.1°deki uygulamalarda bulanik yerel
polinomiyal modellerin, c¢ekirdek diizeltme teknigine gore daha piiriizsiiz egri
tahmini gergeklestirdigi gézlemlendiginden sonraki uygulamalarda bu teknige yer
verilmemistir.

Uygulama c¢alismalarinda, literatiirde de deginildigi gibi bulanik yerel
polinomiyal modelde polinomun derecesi artarken band genisliginin de arttigi
goriilmiistiir. Bu durum islemsel olarak, yerel uyumlama noktalarinin
azalmasindan dolay1 islem basamaklarin1 azaltmakta ve zamandan Kkazang
saglanmaktadir.

Ozellikle daha egrisel olan veri setlerinde bulanik yerel dogrusal modellerin
kullanilmasinin ¢ok uygun olmadig1 gézlenmistir. Ciinkii bu tiir durumlarda band
genisligi oldukca kiigiik segilmekte ve islem karmasasina yol agmaktadir, ayrica

uyum egrisi oldukca dalgal1 bir yapiya sahip olmaktadir.
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Dogrusal bir sekle sahip olan veri setlerinde bulanik yerel dogrusal ya da
bulanik yerel kiibik model kullanilmasi 6nemli bir etkiye neden olmamakla
birlikte, bu tiir veri setlerinde band genisliginin bulanik yerel kiibik model i¢in
seciminde skor degerlerinin band genisligi arttikca azaldig1 gozlemlenmistir.

Genel olarak uygulamalarin ¢ogunda GCV kriteri ile secilen band
genisliginin, CV kriteri ile secilen band genisligine gore her iki model i¢in ¢ogu
zaman daha kii¢iik oldugu goriilmiistiir.

Modellerde kullanilan ¢ekirdek fonksiyonlarindan Epanechnikov ¢ekirdegi
kullanilarak secilen band genisligi degeri, Gauss ¢ekirdegi kullanilarak yapilan
secime gore her zaman daha biiytiktiir.

Uygulamalarin pek c¢ogunda bulanik yerel kiibik modele ait performans
degerleri bir miktar daha yiiksek olmasina ragmen, 6zellikle egriselligi fazla olan
modelleri daha piiriizsiiz bir sekilde ifade etme yetenegi ve band genisligi
degerinin bulanik yerel dogrusal modele gore daha yiiksek secilmesi ile islem
basamaklarini azalttig1 goz oniine alindiginda, performans degerindeki ¢ok az bir
yiiksekligin gozard1 edilebilecegi sonucuna varilabilir.

Bu calismada, farkli veri setleri iizerinde uygulamalar gergeklestirilerek
bulanik yerel polinomiyal modellerin yapilari iizerinde genellestirme yapmak ve
davranislar iizerinde bir sonuca varmak amaclanmustir. ileri asamalarda girdi ve
cikt1 degiskenlerinin farkli durumlar iizerine incelemeler yapilabilir. Ayrica ¢ok
degiskenli veri setleri i¢in bu tiir modeller lizerine arastirma yapilmasi literatiire
onemli katkilar saglayacaktir. Band genisligi se¢im kriterlerinden ¢apraz gecerlilik
ve genellestirilmis ¢apraz gecerlilik kriteri bulanik yapida ifade edilmistir. Farkli
secim  kriterlerinin  bulamk  ifadeleri  gergeklestirilerek  uygulamalarda
kullanilabilir. Modellerin, performans kargilastirma kriterlerinin bulanik yapidaki

ifadeleri gelistirilerek, modeller farkli kriterler bazinda kiyaslanabilecektir.
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