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Bu tez calismasinda stokastik diferansiyel denklemlerin iki alt denklem sinifi
olan rassal diferansiyel denklemler ve 1t6 stokastik diferansiyel denklemleri ile so-
mut problemlerin modellenmesi konusu ele alinmistir. Bu amagla oncelikle sto-
kastik diferansiyel denklemler teorisi i¢in gerekli olan matematiksel temeller ver-
ilmis, iki somut problem i¢in stokastik diferansiyel denklem modelleri kurulmus ve
coziimlenmigtir.

Ik olarak, bir radyoaktif bozunma problemi bir rassal diferansiyel denklem
ile modellenmis ve bu modelin ¢oziimii elde edilmistir. Daha sonra ¢oziime iligkin
bazi ¢ikarsamalar yapilmis ve elde edilen sonuclar, tablo ve sekiller ile sunulmustur.

Ikinci olarak ise hisse senetleri fiyatlar1 icin Samuelson modeli tanitildiktan
sonra bu ¢alismada verilen modelleme yontemiyle fiyatlar icin bir stokastik diferan-
siyel denklem modeli kurulmustur. iki modeli fiyat tahminleri bazinda karsilastira-
bilmek icin MOTOROLA hisse senedinin 20.03.09-11.05.09 tarihleri aras1 giinliik
kapanig fiyatlar veri seti ele alinmisti. MATLAB dilinde yazilan programlar yar-
dimiyla her iki modelin parametreleri tahmin edilmistir. Daha sonra, elde edilen
modeller niimerik olarak ¢6zdiiriilmiis ve hesaplanan tahminler tablolar ve sekiller
yardimiyla ortaya konulmugtur. Son olarak her iki model Euclid metriine gore
karsilagtirilmis ve Samuelson modelinin calismada verilen yontemle elde edilen

modelden daha iyi sonuglar verdigi goriilmiistiir.

Anahtar Kelimeler: 1t6 stokastik diferansiyel denklemi, Rassal diferansiyel

denklem, Samuelson



ABSTRACT
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2010, 56 Pages

In this thesis subject of modelling real life problems with random differential
equations and Ito stochastic differential equations are considered. For this purpose,
necessary mathematical fundementals for theory of stochastic differential equations
are given. Moreover, for two real life problems stochastic differential equation mo-
dels are constructed and solved .

First of all, a radioactive decay problem is modelled by a random differential
equation and a solution of this model is obtained. Then some inferences about the
solution are made and obtained results are illustrated with tables and figures.

Secondly, after introduction of Samuelson model for stock prices, in this work
a particular stochastic differential equation model is constructed for stock prices via
modelling procedure given in literature. To compare both models for estimation of
stock prices, daily closing prices of MOTOROLA stock between 20.03.09-11.05.09
are investigated. Parameters are estimated for both models via programs written
with MATLAB. Then obtained models are solved numerically and calculated esti-
mations are illustrated with tables and figures. It should be noted that Samuelson
model provides better estimations when it’s compared to the model suggested in

this work.

Keywords: Itd stochastic differential equation, Random differential equation,

Samuelson
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1 GIRIS

Bilindigi ilizere diferansiyel denklemler teorisi siirekli dinamik sistemlerin
modellenmelerinde siklikla kullanilan bir aragtir. Verilen bir dinamik sistem icin

kurulan
X'(t) = f(t, X(t))
X(O) = X9

(1.1)

Cauchy probleminin ¢dziimii olan deterministik X () : U € R — R fonksiyonu
diferansiyellebilir yani piiriizsiiz bir fonksiyondur. Bu tiir bir fonksiyonun grafigi

Sekil 1.1°de verilmistir.

1
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Sekil 1.1: Piiriizsiiz bir fonksiyonun grafigi

Ancak Sekil 1.2’de goriildiigii gibi bir ¢cok uygulamada yapilan deneylerle
elde edilen gerceklesmelerden goriilmiistiir ki gerceklesmeler bir ¢ok noktada dife-

ransiyellenemez fonksiyonlar olabilmektedirler.
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Sekil 1.2: Deneylerden elde edilen bir gerceklesme

Bu nedenle bu tiir problemleri modellemek icin diferansiyel denkleme ek

olarak bir dalgalanma terimine ihtiya¢ duyulur. Genellikle bu dalgalanma terimi



literatiirde, Wiener siireci ad1 verilen bir stokastik siirecin, formal olmayan diferan-
siyelidir'. Bununla birlikte problemi modelleyecek diferansiyel denklem 7' C R,

W(-,-): T x Q — R Wiener siireci ve Y'(+) : 2 — R rassal degisken olmak iizere

dX (t,w) = @(t, X(t,w))dt + 1 (t, X (t,w))dW (t,w)
X(0,w) =Y (w)

(1.2)

olacaktir. Bu denkleme Ito stokastik diferansiyel denklemi denir.

Ancak boyle bir diferansiyel denklemin analizi Newton kalkiiliisiinden fazla-
sin1 gerektirmektedir. Bu nedenle dncelikle bu tezin 2,3,4 ve 5’inci boliimlerinde bu
tiir bir diferansiyel denklemin analizinin yapilabilmesi i¢in gerekli olan matematik-
sel araclar verilmistir.

Ikinci boliimde, bir stokastik diferansiyel denklemin ¢oziimii stokastik siireg
olarak elde edildiginden, stokastik siirecler teorisine ait bazi kavramlar incelen-
mis, tammmlamalar verilmis ve ¢oziimler neticesinde somut problem hakkinda bazi
cikarsamalarin yapilabilmesi icin stokastik siireclerin istatistiklerine deginilmistir.
Ayrica yine bu boliimde stokastik diferansiyel denklemler teorisinin ortaya cik-
masina neden olan Wiener siireci ele alinmistir ve Wiener siireci ile ilgili temel
teoremlere yer verilmistir.

Stokastik integral ve stokastik diferansiyel denklemler teorisi ile birlikte ola-
silik teorisinde filtrasyon, adaptasyon vb. kavramlarin ortaya ¢ikis1 kaginilmaz ol-
mustur. Bu kavramlarin anlagilabilmesi i¢in ise yine olasilik teorisinden sigma cebir
ve kosullu beklenti kavramlarina ihtiya¢ duyulmaktadir.

Uciincii béliimde bu nedenle sigma cebirler ve kosullu beklenen deger hak-
kinda gerekli olan bazi tanim ve teoremler verilmis, stokastik integraller ve stokas-
tik diferansiyel denklemlerin bazi 6zelliklerinin hem anlasilabilmeleri hemde kanit-
lanabilmeleri icin gerekli olan kosullu beklenen degerin 6zellikleri de bu boliimde
ele alinmugtir.

Stokastik diferansiyel denklemler Wiener siirecinin sahip oldugu bazi 6zel-
likler nedeniyle diferansiyel terimler cinsinden ifade edilememektedirler. Bu tiir di-

feransiyel denklemler gergekte bir integral denklemden bagka bir sey degildirler ve

"Wiener siireci hi¢ bir noktada diferansiyellenemez oldugundan bu diferansiyel yalnizca bir gos-

terimdir. Bu nedenle bu diferansiyele formal olmayan denilmistir.



yalnizca sembolik olarak diferansiyel terimler cinsinden yazilirlar. Ancak bu integ-
ral denklemlerde ortaya cikan bazi integraller Newton anlamda analiz yardimiyla
coziilememektedirler. Bu sebep Itd analizi ismi de verilen yeni bir integral teorisi
olan It6 stokastik integrali teorisinin ortaya ¢ikmasina neden olmustur.

Dordiincii boliimiinde ise bu yeni teori ile karsilastirilabilmesi ve eski teoriden
yeni teoriye genislemenin yapilabilmesi i¢in 6ncelikle bilinen Riemann-Stieltjes in-
tegrali ele alinmigtir. Daha sonra sezgisel olarak genislemenin nasil yapilabilecegi
gosterilemeye calisilmis ve son olarakta Itd integral teorisi baz1 6zel siirecler ve
genel siirecler i¢in ele alinmistir. Kugkusuz yeni bir integral teorisi i¢in gerekli
olan en Onemli ara¢c Newton analizinin Newton-Leibnitz lemmas1 gibi integral-
lerin hesaplanmasina olanak saglayan bir lemmadir. It6 analizinde ise benzer olarak
integrallerin analitik formda hesaplanabilmesi i¢in gerekli olan bu ara¢ Itd lem-
masidir. Newton-Leibnitz lemmasinin aksine Ito lemmasinin kendi i¢inde bir kac
genellesmesi s6z konusudur[10]. Ancak bu tez ¢alismasi i¢in temel lemma ve bir
genellesme yeterlidir. Bu temel lemma ise dordiincii boliimiin sonunda verilmistir.

Stokastik diferansiyel denklemler rassalligin kaynagina ve integralleyici sii-
rece gore bir kac alt denklem sinifina ayirilirlar. Bu calismada ise stokastik dife-
ransiyel denklemlerin iki tiirii ele alinmigtir. Bunlardan birincisi rassallifin yalnizca
baglangic degerlerden kaynaklandig1 ve ¢oziimleri It6 analizi gerektirmeyen rassal
diferansiyel denklemler, digeri ise rassalligin hem baslangi¢ deger hem de adi dife-
ransiyel denkleme eklenen formal olmayan Wiener diferansiyelinden kaynaklandigi
Itd stokastik diferansiyel denklemleridir. Adi diferansiyel denklemler teorisinden
de bilindigi gibi diferansiyel denklemler siniflarinda modellerin problemleri temsil
edebilmeleri icin denklemlerin ¢oziimlerinin bazi kosullar1 saglamalar1 cok 6nem-
lidir. Coziimlerin varlig1 ve tekligi, siirekliligi ve sinirlilig1 bu kosullardan bir kagidir.
Ozellikle ¢oziimiin var ve tek olmasi adi diferansiyel denklemlerde de oldugu gibi
temeldir. Ciinkii oncelikle eger somut problem icin kurulan bir stokastik diferan-
siyel denklem modelinin ¢6ziimii yok ise somut problem hakkinda hi¢ bir bilgi
edinilemez ve model kullanigsiz olur. Bununla birlikte C6ziim var ancak tek degil
ise hangi ¢oziim {izerinden analizin yapilacagi bilinemeyeceginden yine problem

hakkinda hig bir ¢ikarsama yapilamaz ve model kullanigsiz olur. Bu nedenler disinda



adi diferansiyel denklemler teorisinde oldugu gibi analitik ¢oziime sahip stokastik
diferansiyel denklemler sinifi cok dar bir siniftir ve modellerin ¢oziimleri niimerik
yontemler gerektirmektedirler. Ancak niimerik ¢6ziim yapilmadan Once modelin
cOziimiiniin var ve tek oldugunun garantilenmesi icin yine varlik ve teklik teoremi
gerekmektedir.

Besinci boliimde bu nedenle, rassal diferansiyel denklem ve Ito stokastik di-
feransiyel denklemi tanimlandiktan sonra adi diferansiyel denklemler teorisine ben-
zer olarak Ito stokastik diferansiyel denklemi icin 6ncelikle ¢6ziim kavramlar1 daha
sonra ise ¢coziimiin varlik ve teklik, simirlilik ve siireklilik teoremleri ele alinmis ve
Ito stokastik diferansiyel denkleminin kesin ¢6ziimii genellesmis [td lemmasi yar-
dimiyla verilmigtir. Ancak daha 6nce de belirtildigi gibi Itd stokastik diferansiyel
denkleminde kesin ¢oziimii elde edilebilen denklemler sinifi ¢ok dar bir siniftir ve
bu nedenle bir cok denklemin ¢oziimleri niimerik yontemlerle elde edilmelidir. It
stokastik diferansiyel denklemi i¢in bir ka¢ niimerik ¢oziim yontemi bulunmakta
olmasina ragmen bu calismada yalmizca Euler-Maruyama niimerik ¢6ziim yontemi
ele alinmugtir.

Bu tez calismasinin asil konusu olan stokastik diferansiyel denklemlerle ya-
pilan modellemeler ise adi diferansiyel denklemler teorisinin modelleme yontem-
lerine oldukca benzemektedir. Klasik teoriden farkli olarak modelin gecerliliginin
ispatlanabilmesi i¢in Fokker-Planck adi verilen bir kismi tiirevli diferansiyel denk-
leme ihtiya¢ duyulur.

Altinc1 boliimde bu nedenle, ilk olarak Fokker-Planck denklemi verilmistir.
Itd stokastik diferansiyel denklemleri ile yapilan modellemelerde adi diferansiyel
denklemler teorisine benzer olarak oncelikle bir kesikli sistem, bagimli degisken ve
bagimh degiskenin geg¢is olasiliklariyla birlikte kurulur. Daha sonra ise degisimin
beklenen deger ve varyans fonksiyonlar1 hesaplanir ve son olarak beklenen deger
fonksiyonu ve varyans fonksiyonu yardimiyla zaman degisimi sifira yaklasirken
bu sistemin olasilik yogunluk fonksiyonunun yaklasik olarak Fokker-Planck denk-
lemini sagladig1 goriiliir. Diger yandan ise ilgili stokastik diferansiyel denklemin
¢Oziimiiniin olaslik yogunluk fonksiyonunun da Fokker-Planck denklemini sagla-

dig1 ispatlanabilir ve bu sayede basta ele alinan stokastik diferansiyel denklem mo-



deli ilgili problem i¢in mantiksal bir model olarak kabul edilebilir. Yine altinci bo-
liimde bu modelleme siirecinin biitiin asamalar1 detaylariyla birlikte ele alinmustir.
Bir It6 stokastik diferansiyel denklem modeli kurulduktan sonra bu denklemin 6zel
somut problemlere uygulanabilmesi i¢in modelde ortaya c¢ikan parametrelerin tah-
min edilmesi gerekmektedir. Bu parametrelerin tahminleri i¢in literatiirde paramet-
rik ve parametrik olmayan bir ka¢ yontem bulunmasina karsin bu ¢alismanin altinci
boliimiinde uygulamalarda siklikla karsilasilan quasi-likelihood yontemi ele alin-
migtir.

Son olarak altinc1 boliimde hem rassal diferansiyel denklemler ile ilgili hem
de It0 stokastik diferansiyel denklemleri ile ilgili iki uygulama yapilmis ve sonuglar
ortaya konularak sonuglar hakkinda bazi ¢ikarsamalar yapilmigtir. Her iki uygu-
lama i¢in gliniimiiziin 6nemli problemleri se¢ilmeye calisilmistir ve rassal diferan-
siyel denklem modeli radyoaktif bozunma problemine ve It6 stokastik diferansiyel
denklem modeli ise hisse senedi fiyat tahmini problemine uygulanmustir.

Rassal diferansiyel denklem modeli icin yapilan uygulamada oncelikle mo-
delin kurulma asamalar1 gosterilmis ve model kurulmustur. Daha sonra bu model
analitik olarak ¢oziimlenerek somut bir problem icin belirli bir zaman sonraki tah-
minler yapilmistir ve bu tahminler tablo ve grafik halinde ortaya konulduktan sonra
boliim ikide verilen, stokastik siirecin beklenen deger fonksiyonu yardimiyla orta-
lama kalan madde miktar1 tahmin edilmistir.

It6 stokastik diferansiyel denklem modeli i¢in yapilan uygulamada ise once-
likle hisse senedi fiyatlar1 i¢in daha once bahsedilen modelin kurulma agsamalari
detayl olarak gosterilerek Itd stokastik diferansiyel denklem modeli ortaya konul-
mustur. Ayrica bu uygulamada daha 6nce hisse senetleri fiyatlari icin ortaya konulan
bir bagka stokastik diferansiyel denklem modeli ile bu ¢alismada ele alinan model-
leme yontemiyle elde edilen stokastik diferansiyel denklem modeli R™ nin Euclid
metrigine gorede karsilastirilmistir. Elbette bu kargilastirilmanin yapilabilmesi i¢in
oncelikle New York Stock Exchange(NYSE)’ islem goren MOTOROLA hisse sene-
dinin 20.03.09-11.05.09 tarihleri arasi giinliik kapanis fiyatlar1 veri seti ele alinmus,
her iki modelin parametreleri quasi-likelihood yontemi ile tahmin edilmis, Euler-

Maruyama semalar1 kurulmusg ve bu semalar yardimiyla her iki modelden tahminler



elde edilmis ve bu tahminler yine tablolar ve grafikler halinde ortaya konulduktan
sonra Euclid metrigine gore iki model karsilastirilmistir. Bu analizler sonucu bu
calismada ele alinan yontemle elde edilen modelin ilgili veri seti icin daha koti
sonuglar vermesine ragmen metrigin degerlerinin bir birine yakinlifindan dolay1

sonuglarin bir birlerinden ¢okta farkli olmadig1 sdylenmistir.



2 STOKASTIK SURECLER

Stokastik integraller tanimlanmadan 6nce bu integrallerin anlasilmasinda ¢cok
onemli bir rol oynayan stokastik siirecler ve bu siireclerin bazi 6zelliklerinin bilin-
mesi olduk¢a onemlidir. Ayrica bazi1 6zel stokastik siirecler integrallerin tanimlan-
masinda ¢ok daha 6nemli bir rol oynadiklarindan bu 6zel siiregler tizerinde ayrica

durmak ve onlarin 6zelliklerini derinlemesine incelemek onem kazanmaktadir.

Tanim 2.1. (Q, §, P) bir olasilik uzay: olmak iizere bu olasilik uzayt iizerinde tanim-

lanmus rassal degiskenlerin bir koleksyonuna bir stokastik siire¢ denir ve

(Xt eT)=(Xy(w),teT,weQ)

seklinde yazlir. Burada T ’ye parametre kiimesi denir.

T kiimesi tanimdaki gibi soyut bir parametre kiimesi olabilmesine ragmen
genellikle literatiirde 7" C R olarak alinir ve bu calismada 7" C R olarak alinacak-
tir. Stokastik siirecler parametre kiimesi T” ye gore ve rassal degiskenlerin durum-
larina gore siniflandirtlir. Eger parametre kiimesi bir araliksa yani (7" = [a, b], T =
[a,b),...) ise 0 zaman stokastik siirece siirekli zamanl stokastik siire¢ denir. Eger
parametre kiimesi sayilabilir bir kiime ise o zaman stokastik siirece kesikli za-
manl stokastik siire¢ denir. Eger Vi € 7' icin X, rassal degigkenleri siirekli ras-
sal degigkenler ise o zaman stokastik siirece siirekli, eger V¢ € T icin X, rassal
degiskenleri kesikli rassal degiskenler ise siirece kesikli stokastik siire¢ denir.

Sokastik siire¢lerin daha farkli 6zelliklerini inceleyebilmek i¢in bir stokastik

stirecin farkli bir tanimi yararl olacaktir.

Tanim 2.2. (0, F, P) bir olasilik uzayt T parametre kiimesi olmak iizere X (-,-) :
Q x T — R iki degiskenli fonksiyonu eger ¥t € T icin P-olciilebilir ise X’ e bir

stokastik siire¢ denir.

Buradan goriilityor ki sabit bir ¢y € 7" zaman igin X (¢o,-) : (2,5, P) —
R olgiilebilir bir fonksiyondur bu da X (¢, w)’ mmn bir rassal degisken oldugunu

gosterir.



Eger bir wy € € sabitlenirse o zaman X (-,wp) : 7' — R zamanin bir fonksi-
yonu olur ve bir stokastik siirecin 6rnek yolu, gerceklesmesi veya yoriingesi olarak
adlandirilir. Calismanin geri kalaninda bu fonksiyon i¢in gerceklesme terimi kul-
lanilacaktir.

Stokastik siirecler i¢in bir bagka 6nemli tanim ise Olciilebilir stokastik siire¢

kavramdir.

Tamm 2.3. (Olgiilebilir stokastik siirec) X (-,-) : T x Q — R bir stokastik siire,
u, T ve R iizerinde Lebesgue olciimii, B(R), R’ nin Borel cebiri ve B(T), T’ nin
Borel cebiri olmak iizere eger X (t,w), (T x ,B(T) ® §, 1 x P), (R, B(R)))

olgiilebilirse o zaman X (t,w)’ ya olgiilebilir stokastik siire¢ denir.

Bu tanimdan Fubini teoremi yardimiyla hemen su sonug ¢ikarilabilir. X (¢, w)

oOlciilebilir bir stokastik siire¢ ise o zaman Fubini teoreminden
P(w: X(t,w) olgiilebilirdir) = 1

olur. Yani hemen her w € (2 icin gerceklesmeler olciilebilir fonksiyonlardir[9].
Rassal degiskenlerde oldugu gibi stokastik siire¢clerde de dagilim fonksiyonu
onemli bir rol oynar. Bir stokastik siirecin dagilim fonksiyonu asagidaki gibi tanim-

lanir.

Tamm 2.4. Bir X siireci verilsin. t1,1s,...,t, € T lerin her bir secimi icin
(X4, Xy, oo, X4), ti,ty, ..., t, €T
rassal vektorlerinin dagilimlarina X siirecinin sonlu boyutlu dagilimlar: denir.

Tamim 2.5. Verilmis bir X siirecinin biitiin sonlu boyutlu dagilimlar: ¢cok degiskenli

normal dagilim ise o zaman siirece Gauss siireci denir.

Tanim 2.6. (Ayrilabilir Fonksiyon)[3] (U, d) ve (V,dy) metrik uzaylar ve D, U’
nun sayilabilir, yogun alt kiimesi olsun. f : (U,dy) — (V,ds) bir fonksiyon olmak
iizere eger Vit € U icin D’ de t; — t iken f(t;) — f(t) olacak sekilde bir {t;} dizisi

bulunabiliyorsa o zaman f fonksiyonuna D-ayrilabilir fonksiyon denir.



Tanim 2.7. (Ayrilabilir Siirec)[3] X, 2 x T iizerinde bir stokastik siirec, D, T’
nin sayilabilir, yogun alt kiimesi ve N, )’ min stfir dlgiimlii oyle bir altkiimesi olsun
ki Vw ¢ N igin X(-,w), D-ayrdabilir olsun. Bu durumda X siirecine ayrilabilir

stokastik siire¢ denir.

2.1 Stokastik Siireclerin Istatistikleri

Ilgilenilen bir problem igin kurulan stokastik diferansiyel denklem modelinin
coziimii olan stokastik siirecten problemin c¢oziimii yardimiyla bazi ¢ikarsamalar
yapilmak istenebilir. Ornegin bir hisse senedi modelinin ¢oziimii i¢in belli bir za-
man sonra hisse senedinin ortalama fiyat: tahmin edilmek ya da bir sabit zaman
noktasinda hisse senedi fiyat tahmini i¢in bir giiven araligi kurulmak istenebilir. Bu
tiir citkarsamalarin yapilabilmesi i¢in bir stokastik siirecin asagidaki gibi tanimlanan

ortalama, kovaryans vb. fonksiyonlar1 kavramlari gereklidir.

Tanim 2.8. Verilmis bir X siireci icin px : T — R, Vt € T olmak iizere ;
px(t) = EX;
olarak tanmimlanan fonksiyona X’ in beklenen deger fonksiyonu denir.

Tamim 2.9. Verilmis bir X siireci icin cx : T' X T — R, Vt, s € T olmak iizere;
cx(t,8) = Cov(Xy, X) = BE[(X; — pux (1)) (Xs — px(s))]

olarak tamimlanan fonksiyona X’ in kovaryans fonksiyonu denir.
Eger t = s ise o zaman covaryans fonksiyonu X’in varyans fonksiyonuna

doniigtir.

Tanmm 2.10. Bir X = (X;,t € T C R) siireci verilsin. Eger ty,ts,...,t, € T’
lerin her bir secimi ve ty + h,to + h, ... 1, + h € T olacak sekilde Vh icin;

(Xt17 Xt27 L Jth) i (Xt1+h7 Xt2+h7 L 7th+h)

. . C .. . d o
oluyorsa o zaman X siirecine kesin duragan siire¢c denir. Burada = sembolii iki

rassal vektoriin dagilim fonksiyonlarinin esit olmast anlamina gelir.



Tanmm 2.11. Bir X = (X;,t € T C R) siireci verilsin. Eger ¥t,s € T ve Vt +
h,s + h € T olacak sekilde Yh icin;

d
Xi— X = Xown — Xoun
oluyorsa o zaman X siirecine duragan artislara sahiptir denir.

Tamm 2.12. Bir X = (X;,t € T C R) siireci verilsin. Eger t; < to < ... < t,

olacak sekilde t1,t,,...,t, € 1" lerin her bir secimi
th - Xt17Xt3 - Xt27 s 7th - th—l

rassal degiskenleri bagimsizlarsa o zaman X siirecine bagimsiz artiglara sahip siire¢
denir.
2.2 Wiener Siireci

Tanmm 2.13. Bir W (t,w) : [0, 00| x Q2 — R stokastik siireci eger asagidaki kogullart

sagliyorsa W siirecine Brown hareketi ya da Wiener siireci denir.

1. P(w : W(0,w) = 0) = 1 dir. Diger deyisle bir olasilikla Wiener siireci
stfirdan baslar.

2. Duragan ve bagimsiz artislara sahiptir.
3. ¥Vt > 0igin W(t,w) normal N(0,t) dagilimina sahiptir.

4. P(w: W(-,w) siirekli) = 1 dir. Bir baska deyisle Wiener siirecinin hemen

her gerceklesmesi siireklidir.

Wiener siirecinin 6nemli 6zelliklerinden biri onun bir Gauss siireci olmasidir.
Olasilik teorisinden iyi bilinen iki lemma yardimiyla ise Wiener siirecinin bir Gauss

siireci oldugu ispatlanabilir.

Lemma 2.1. X, Xy, ..., X, rassal degiskenleri bagimsiz ve normal dagilmislar
ise o zaman X = (X1, X, ..., X,,) rassal vektériiniin dagilimi ¢ok degiskenli nor-

mal dagilim olur.
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Lemma2.2. XT = (X, Xy, ..., X)) rassal vektor, uy* = (EX |, EX,, ..., EX,),
X’ in ortalama vektérii ve X = [04;]nxn, X in kovaryans matrisi olmak iizere X ~
N (u, X) ¢cok degiskenli normal dagilimina sahip olsun ve YT = (Y1,Ys,...,Y,)
olmak iizere, a skaler vektorii ve B skaler matrisi icin Y = a+ BX afin doniisiimii
verilsin. Bu durumda Y vektorii a + B ortalamali ve BEBT kovaryans matrisli

cok degiskenli normal dagilima sahiptir.
Teorem 2.1. Wiener siireci bir Gauss siirecidir.

Kamit. Keyfi ty,to,...,t, € [0,00) alalim. Wiener siireci bagimsiz artiglara sahip
oldugundan W, — Wy, Wy, — Wy,,..., W, — W, _; rassal degiskenleri bagimsiz
ve her biri normal dagilmis rassal degiskenlerdir. O zaman Lemma 2.1° den (W}, —
Wo, Wi, =Wy, ..., Wy, —W,, _1) rassal vektoriintin dagilimi ¢ok degiskenli normal

dagilim olur. i
100 ... 0

110 ... 0
B =
111 ... 1

olmak iizere Y = BX afin donlisimii uygulanrsa, Y = (W, — Wy, W,, —
Wo,...,W,, — W) elde edilir ki Lemma 2.2’ den Y de ¢ok degiskenli normal
dagilima sahip olur. Wy = 0 oldugundan (W,,,W,,,..., W, )" in dagilim ¢ok
degiskenli normal dagilim olur. ¢1,%s,...,t, € [0, 00)’lerin se¢imi keyfi oldugun-

dan Wiener siireci bir Gauss siireci olur. [
Teorem 2.2. Vs < t icin Wy — W ve W,_, N(0,t — s) normal dagilumina sahiptir.
Teorem 2.3. W = (W,,t € [0, 00)) Wiener siirecinin kovaryans fonksiyonu

cw (s, t) = min(s,t)
dir.

Kanit. Genelligi bozmadan s < t kabul edelim. O zaman Wiener siirecinin (2) ve

(3) ozelliklerinden
cw(s,t) = E(W(s)W(t)) = EW(s)(W(t) —W(s)) + W2(s)) =0+s=s

elde edilir. O]
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Wiener siirecinin izleyen 6zellikleri kanitsiz sekilde verilecektir ancak bu 6zel-

likler Ito integralinin tanimlanmasinda ¢ok onemli bir rol oynamaktadirlar.

Teorem 2.4. [10] Wiener siirecinin hemen her gerceklesmesi hic bir yerde diferan-

siyellenemezdir. Matematiksel ifadeyle

P(w:limsupwzoo) =1

t—to - tO

olur.

Teorem 2.5. [10] Wiener siirecinin hemen her gerceklesmesi hi¢ bir keyfi sonlu
[0, T] araligt icin suurlt varyasyona sahip degildir. Diger deyisle [0, T’ nin biitiin

olasiT: 0=ty <t; <...<t, =T parcalanmalari i¢cin

P <w : SLTlpZ (Wi, (w) =Wy, (w)| = oo> =1

olur.
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3 KOSULLU BEKLENTI VE MARTINGAL

Bu boliimde martingal kavramina temel tegkil eden ve stokastik integrallerin
ozelliklerinin kanitlanmasinda gerekli olan bir rassal degisken verildiginde kosullu
beklenti kavrami ele alinmistir. Kosullu beklenti kavraminin daha anlasilir olarak
ortaya konulabilmesi igin ise ii¢ temel kistm olusturulmustur. Oncelikle iiretilen
sigma cebir tanimlanmig, daha sonra olay verildiginde kosullu beklenti kavrami,
kesikli halde kosullu beklenti kavramiyla birlikte verilmis ve genel kosullu beklenti
kavrami incelenmistir. Daha sonra yine martingal kavraminin tanimlanabilmesine
olanak saglayan filtrasyon, adaptasyon vb. kavramlar ele alinmis ve son olarak mar-
tingal kavrami incelenmis ve martingal kavramu ile ilgili baz1 teoremlere yer veril-

mistir.

3.1 Sigma Cebir

Sigma cebir kavrami 6l¢iim teorisinin onemli ve 1yi bilinen kavramlarindan
biridir ve hem olasilik hem de stokastik siirecler teorisi i¢in temel teskil etmektedir.
Ancak bilinen sigma cebir kavramindan ote, bir rassal degiskenin ve rassal degis-
kenlerin ailelerinin iirettikleri sigma cebir kavramlari, stokastik integrallerin tanim-
lanmasinda gerekli olan filtrasyon, martingal vb. kavramlarin tanimlanabilmesi i¢in
temel olusturmaktadirlar. Bu nedenle bu boliimde oncelikle sigma cebir kavrami ele
alinacak ve daha sonra bir rassal degiskenin, bir rassal vektoriin ve en 6nemlisi bir

stokastik siirecin trettigi sigma cebir kavramlar incelenecektir.
Tanim 3.1. Bir () kiimesi verilsin. Eger )’ min alt kiimelerinden olusan bir § ailesi;
1. DveQegF
2. Eger A € §ise 0 zaman A° € §
3. Eger Ay, Ay, ... € Fiseozaman|J;2 | A; € §
kosullarini sagliyorsa o zaman § ailesine € iizerinde bir sigma cebir denir.

Bir € kiime ailesi verildiginde eger bu kiime ailesi bir sigma cebir degilse

bu aileye bazi yeni kiimeler ekleyerek bir sigma cebir elde edilebilir. Bu € ailesine
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minimum sayida kiime eklenerek elde edilen sigma cebire ya da buna denk olarak
¢ ailesini iceren tiim sigma cebirlerin kesisimine € ailesinin iirettigi minimal sigma
cebir denir ve o(€) ile gosterilir. Matematiksel olarak bir rassal degiskenin iirettigi

sigma cebir agagidaki sekilde tanimlanir.

Tanimm 3.2. (Rassal degiskenin iirettigi sigma cebir)[12] X, verilmis bir rassal
degisken olsun. O zaman U C R agik kiimeler olmak iizere biitiin {w : X (w) € U}
kiimelerinin iirettigi minimal sigma cebire, diger deyisle o({w : X (w) € U})’ye X
rassal degiskeninin iirettigi sigma cebir denir ve o(X) ile gosterilir.

Buradan goriiliiyor ki X rassal degiskeni (o(X),B(R)) ol¢iilebilirdir. Bu
tanim yardimiyla bir rassal vektoriin ve bir stokastik siirecin trettigi sigma cebir

kavramlari ise su sekilde tanimlanabilir.

Tanim 3.3. (Stokastik siirecin iirettigi sigma cebir)[12] { X, i € '} rassal degis-

kenlerin bir koleksyonu olsun. Bu durumda

o(Xsiel)=o0 (Uwgy)

el

sigma cebirine {X;,i € I} koleksyonunun iirettigi sigma cebiri denir.

3.2 Bir Olay Verildiginde Kosullu Beklenti

Tanim 3.4. (Bir olay verildiginde kosullu beklenti) Bir B olay: verildiginde X

rassal degiskeninin kosullu beklentisi

E(X1p)
E(X|B)= ——— 1
(x1B) = “57 G0
olarak tamimlamir. Burada
0 ,w¢ Bise
[B(w) =
1 ,w e Bise

olarak tamimlanir ve bu fonksiyona B olayin indikator fonksiyonu denir.

Eger X bir kesikli rassal degisken ise o zaman (3.1) formiilii su hale doniisiir;

E(X|B) = Z@P({w : XSZJ()B:) v} N B)
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Eger X, fx yogunluk fonksiyonuna sahip siirekli bir rassal degisken ise o
zaman (3.1) formiilii;
BCXIB) = g [ ela(o)fx(o)d
= xlp(x x)dx
PB) ) . B X
1
P(B

~—

= — / xrfx(x)dx
) /B
haline doniisiir.

Bu tanimlamalar gosteriyor ki bir olay verildiginde kosullu beklenti kabaca,
kisitlanmis bir olasilik uzayi tizerinde elde edilen beklenen degerdir.

Bir olay verildiginde bir rassal degigskenin kosullu beklentisini tanimi yar-
dimiyla kesikli halde bir rassal degisken verildiginde baska bir rassal degiskenin
kosullu beklentisi kavrami tanimlanabilir. Y'(-) : © — R verilmis kesikli bir ras-

sal degisken olsun ve A; = {w : Y(w) = y;},7 = 1,2,... kiimelerini ele alinsin.

Aciktir ki bu kiimeler €2 nin bir parcalanigidir. Yani

Vi#j icin A NA; =0 ve UAi:Q
i=1
olur.
Tamm 3.5. X, Q) iizerinde E|X| < oo kosulunu saglayan bir rassal degisken ol-

mak iizere bir Y kesikli rassal degiskeni verildiginde X rassal degiskeninin kosullu

beklentisi;
EX)Y)w)=EX|A)=EX|Y =y) wed, i=12,...
olarak tamimlanir.

Bu tanimdan goriiliiyor ki bir Y kesikli rassal degiskeni verildiginde X rassal
degiskeninin kosullu beklentisi, bilinen beklenen degerden farkli olarak, yine bir
rassal degiskendir.

Kosullu beklentiye bu temel giristen sonra filtrasyon, martingal, vb. kavram-

larin anlagilmasi icin asil gerekli olan genel kosullu beklenti kavrami tanimlanabilir.

3.3 Genel Kosullu Beklenti

Bir onceki boliimde kosullu beklenti bir kesikli rassal degiskenin ongoriin-

tiilerinden olusan kiime sistemi yardimiyla tanimlanmisti. Ancak somut problem-
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ler icin bir rassal degigkenin iirettigi sigma cebir kavrami maalesef yeterli degildir.
Bu nedenle somut problemlerde elde edilen informasyonu modellemek icin soyut
sigma cebirlere ihtiya¢ duyulur. Bu soyut sigma cebirler yardimiyla ise yine so-
mut problemleri ¢ozmek i¢in 6nemli bir ara¢ olan genel kosullu beklenti kavrami

tanimlanabilir.

Tanim 3.6. (Genel kosullu beklenti)[14] X, (2, §, P) olasilik uzayinda tanimlan-
mis bir rassal degisken ve §y C § bir alt sigma cebir olsun. Eger bir Y rassal

degiskeni
1. Y, (8o, B(R)) olgiilebilir,
2. VAeFoicin E(X14)=E(Y1s)

kosullarint sagliyor ise o zaman Y rassal degiskenine X’in §o" a gore kosullu bek-

lentisi denir ve Y = E(X|§) olarak gosterilir.

Bu tanimdan sonra dogal olarak "Boyle bir rassal defisken var midir?" ve
"Varsa tek midir?" sorular1 ortaya ¢ikmaktadir. Olgiim teorisinin en 6nemli teorem-
lerinden biri olan Radon-Nikodym teoremi yardimiyla bdyle bir rassal degiskenin

var ve tek oldugu gosterilebilir.

Teorem 3.1. (Radon-Nikodym Teoremi)[14] (2, §) bir dl¢iilebilir uzay, P, o-
sonlu, pozitif olmak iizere P ve v, (0, §) iizerinde iki olciim ve v, P’ ye gire mutlak
siirekli olsun (A € § icin P(A)=0 ise v(A)=0" dir). Bu durumda (2, §) iizerinde

tamiml bir olciilebilir X fonksiyonu vardir oyle ki

v(A) = /A XdP

olur. Bu X fonksiyonu tektir ve bu fonksiyona v’ niin P’ ye gore Radon-Nikodym

tiirevi denir ve

dv

X = —
dP

olarak gosterilir.

Teorem 3.2. Genel kosullu beklenti tanimini gercekleyen bir ve yalniz bir rassal

degisken vardur.
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Kanit. X, (2, §, P) olasilik uzay: iizerinde bir integrallenebilen rassal degisken ve
o C & bir alt o-cebir ve Ps,, P’ nin § iizerine kisitlanmugi olsun. (€2, §) iizerinde

bir vx isaretlenmis, sinirh ol¢ctimii
Vx(A) = E(X]A) = / XIAdPgO
Q

olarak tanimlansin. VA € § i¢in Py, = P oldugundan vy’ in P’ ye gore mutlak

stirekli oldugu aciktir. Buradan Radon-Nikodym teoremine gore (€2, §o) iizerinde
dv X

So

bir ve yalniz bir Y rassal degiskeni vardir ki ¥ = dirve Y

1. Y, §) ol¢iilebilirdir,
2. VA € §j i¢in

E(XI4) =vx(A) = / YIadP3, = E(Y1a)
Q
kosullarini saglar. ]

3.3.1 Kosullu Beklentinin Ozellikleri

Bu alt boliimde kosullu beklentinin 6zellikleri verilecektir. Kosullu beklen-
tinin verilecek olan bu 6zellikleri bu ¢alismada ele alinacak olan Ito stokastik in-
tegralinin Ozelliklerinin ispatlanmasi i¢in yeterlidir. Kosullu beklentinin diger 6zel-

likleri ise [8]’de bulunabilir.

1. E(X) = E[E(X|3o)] dir.

Kanit. Eger tanimin 2. kosulunda A = 2 alinirsa 6zellik ispatlanmig olur.

]

2. Eger X ve §, bagimsizlarsa
E(X[30) = E(X)

olur.
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Kamit. E(X) sabit oldugundan her sigma cebirine gore 6l¢iilebilirdir. O halde
S0’ a gore de olgiilebilirdir. Diger yandan VA € F, icin X ve 4 bagim-
siz rassal degigkenler olduklarindan E(X14) = E(X)E(I14) = E[I4E(X)]
olur. [

. Kosullu beklenti lineerdir yani X; ve X, rassal degiskenler a,b € R olmak
tizere

E[(aX1 + bX2>|SQ} = CLE[X”S()] + bE[X2|SO]

olur.

. Eger X, § Ol¢iilebilir ise
E[X |30 = X

olur.
. §1 C §o olsun. Bu durumda

E[E(X[F0)I31] = E[X|F1]
olur.

. X, §o olgiilebilir ve Y, E(]Y]) < oo ve E(|]XY]) < oo kosullarin1 saglayan

bir rassal degisken olsun. Bu durumda
E(XY[Fo) = XE(Y[S0)

olur.

(3-6) ozelliklerinin hepsi tanim yardimiyla hemen ispatlanabilir.

3.4 Martingal

Martingal kavramininin tanimlanmasi icin bir ka¢ ek kavrama ihtiya¢ duyu-

lur. Bunlardan biri daha 6nce tanimlanan kosullu beklenti kavramidir. Diger gerekli

kavramlar ise agagida tanimlanmisgtir.

(¢, t > 0) koleksyonu ayni (2, §, P) uzay: lizerine kurulmug sigma cebirlerin bir

koleksyonu ve V¢ > 0 icin §; C § olsun.
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Tanmm 3.7. Q iizerindeki sigma cebirlerin bir (F;,t > 0) ailesi verilsin. Eger Vs <
ticin
Ss g ‘gt

oluyorsa o zaman (§,t > 0) ailesine bir filtrasyon denir.

Tanmm 3.8. Bir Y = (X;,t > 0) stokastik siireci ve bir (§:,t > 0) filtrasyonu
verilsin. Eger ¥t > 0 icin Xy, §; dlciilebilir ise o zaman X stokastik siireci (§;,t >
0) filtrasyonuna uyarlanmustir denir. Bir X stokastik siireci her zaman X tarafindan

liretilen

St = O-(Xsa S S t)

filtrasyonuna uyarlannustir ve bu filtrasyona dogal filtrasyon denir.

Tanmm 3.9. X = (X;,t > 0) stokastik siireci ve (§,t > 0) filtrasyonu verildiginde

eger;
1. ¥Vt > 0igin E|Xy| < o0
2. X, (8, t > 0)’ ye uyarlannmustir

3. Vs < tigin E[X{|§s] = X

kogsullart saglaniyorsa o zaman X siirecine (§;,t > 0) filtrasyonuna gére bir

siirekli zamanli martingal denir ve (X, (§;)) yazilr.

Tanmm 3.10. X = (X,,,n = 0,1,...) kesikli zamanli stokastik siireci ve (§,,n =

0,1,...) filtrasyonu verildiginde eger;
1. Yn=0,1,...icin E|X,| < o
2. X, (§n,n=0,1,...)" ye uyarlanmistir

3. Vn=0,1,...icin E[X,|§n1] = X0

kosullart saglaniyorsa o zaman X siirecine (§,,n = 0,1,...) filtrasyonuna

gore bir kesikli zamanl martingal denir ve (X, (§,)) yazilir.
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Kisalik acisindan genellikle eger ilgili filtrasyon belli ise yalnizca stokastik
slirecin yazilmasi yeterlidir.

Asagidaki teoremde bir martingalin en temel 6zelligi verilmistir.
Teorem 3.3. Eger bir X siireci martingal ise o zaman beklenti fonksiyonu sabittir.

Kanit. Martingal olma ozelliginden Vs < t icin F[X;|§s] = X, olur. Eger her iki
taraftan beklenen deger alirsak o zaman E(X,) = E(E[X;|§,]) elde ederiz. Kosullu
beklentinin 1. 6zelliginden ise E(E[X;|F;]) = E(X;) yazabiliriz. Yani Vs < ¢ i¢in
E(X,) = E(X;) olur.

O

Bu teorem sonucunda bir stokastik siirecin martingal olup olmadig1 hemen
kontrol edilebilir. Eger stokastik siirecin beklenti fonksiyonu sabit degil ise o zaman
hemen o stokastik siirecin martingal olmadig1 sdylenebilir. Ancak beklenti fonksi-

yonu sabitse martingal olma hakkinda kesin bir yargiya varilamaz.
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4 STOKASTIK INTEGRALLER

Stokastik integraller, stokastik diferansiyel denklemlerin ¢oziimii icin gerekli
en onemli kavramdir. {leriki kistmlarda goriilecektir ki Wiener siirecinin diferansi-
yellenemezlik ve sinirsiz varyasyona sahip olma 6zeliklerinden dolay1 stokastik di-
feransiyel denklemler, integral denklemler olarak ele alinacaktir. Ancak bu tiir integ-
ral denklemlerde ortaya c¢ikan integrallerden bazilari bilinen integraller, Riemann-
Stieltijes ya da Lebesgue integralleri, gibi tantmlanamamaktadir. Bu boliimde dnce-
likle daha ileri integrallere temel olusturmasi agisindan bilinen Riemann-Stieltijes
integralinin tanim1 ve bir ka¢ 6zelligi verilmistir. Daha sonra stokastik integrallerin
tantmlanmasi i¢in gerekli olan sezgisel yontem anlatilmaya caligilmis ve son olarak

baz1 6zel siirecler ve genel siirecler i¢in stokastik integraller tanimlanmustir.

4.1 Riemann-Stieltjes Integrali

Bir fonksiyonun Riemann-Stieltjes integrali matematiksel olarak soyle tanim-

lanir;

Tanmm 4.1. [15] f : [a,b] — R, g : [a,b] — R iki fonksiyon ve ¥t € |a,b| icin
lf ()], ]9(t)] < oo olsun. [a,b] arahgmmm keyfiTy - a =1ty <t; < ... <ty =b
parcalanist olsun ve ||7|| = _max |t; — t;—1| olarak tammlayalim. (; € [t;_1,1;]

=1,4,...,

keyfi nokta olmak iizere
Se =Y F(G)(g(t:) — g(tin))
i=1

toplamina 7 igin Riemann-Stieltijes toplanmu denir. Eger n — oo iken ve ||| —
0 iken S; toplami bir sayrya yakinstyor ise o zaman bu sayiya f fonsyonunun g

fonksiyonuna gore Riemann-Stieltijes integrali denir ve

b
| 10t
ile gosterilir.
Buradan hemen su sorular ortaya ¢ikmaktadir: Riemann-Stieltjes integrali
ne zaman vardir ve integralleyici fonksiyon g yerine Wiener siirecinin bir gercek-

lesmesi alinabilir mi?. Bu soruya yanit aramak i¢in integralin varli§1 hakkinda bir

kac teorem verilebilir.
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Teorem 4.1. f ve g fonksiyonlari [a,b] araligimin ayn ty noktasinda siireksiz ol-
masin ve f siirekli g ise sutirli varyasyona sahip olsun bu durumda fab f(t)dg(t)

integrali vardir.

Integralleyici fonksiyonu bir Wiener siireci olan integrallerin varlig1 icin ise

sOyle bir teorem verilebilir.

Teorem 4.2. f deterministik bir fonksiyon ya da bir stokastik siirecin gerceklesmesi
olmak iizere; eger f, |a, b| iizerinde diferansiyellenebilir ve sunirlt tiireve sahip ise o

zaman ;
b
/ FOAW (¢, w)

integrali her Wiener siireci gerceklesmesi icin vardir.

Bu teoremden su integrallerin varligin1 hemen sonug olarak alabiliriz;

b b b
/etdW(t,w), /sm(t)dW(t,w), /tde(t,w), p>0

ciinkii bu ii¢ fonksiyonunda [a, b] aralig1 iizerinde tiirev fonksiyonlart sinirhdir.
Bununla beraber bu teorem yalnizca bir varlik teoremidir ve bu integrallerin

Wiener siireci cinsinden elde edilebilecegi anlamina gelmemektedir.

4.2 Tto Integrali

Onceki boliimde verilen teoremlerin hig biri fol W (t,w)dW (t,w) integrali
icin gecerli olmadigindan bu integralin varligindan heniiz s6z edemeyiz. Ancak
bu integralin tanimlanmasi i¢in gerekli yontem asagidaki ornek yardimiyla segisel
olarak elde edilebilir.

Sp=Y Wy AW
i=1
Riemann-Stieltjes toplamini ele alinsin. Burada 7, : 0 = tp < t; < --- < t, = ¢,

[0,¢]” nin bir aynigmim AW : AW =W, —W;,_,, i=1,2,...n ise A; =
t;i—t;_1, ©=1,2,... nartisina karsilik gelen Wiener siireci artis1 olsun. Boylece
S, toplamui [¢;_1, t;] araliginin sol ucunda ki R-S toplamindan bagka birsey degildir.

Simdi 5, su formda yazilirsa;

n

gl w2 = tye L
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Wiener siireci bagimsiz ve duragan artiglara sahip oldugundan;

0, P # 7,
var(AW) =t; —ti1 = A, i=j

ve
EQ,(t) ZEAW ZA—t

olur. Yine Wiener siirecinin baglms,lz art1§lar1ndan ve var(X) = E(X?) — (EX)?
esitliginden;

var(Q,(t) Z var[(A;W)? Z[ (AW = AZ]

=1

Bilindigi gibi eger X ~ N (0, 1) ise 0 zaman
E(AW) = EW,}!_,  =3A7

olur buradan da
var(Q,(t)) = 2 Z A?

olur. Boylece, eger ||7,|| = _max  — 0 oldugunda

.....

var(Qn(1)) < 2/|(ma)l| Y Ai = 2t||ma]| — 0

i=1
olur. var(Q,(t)) = E(Q,(t) — t)? oldugundan buradan Qn(t)’ nin ortalama kare
anlamda t’ ye yakinsadig1 goriilmiis olur. S,, = 0.5[W7 — @, (¢)] oldugundan n —

oo limiti 0.5[WW? — ]’ ye yakinsar. Bu limit
t
/ W (s,w)dW (s,w) = 052 — 4
0

olarak kullanabilir. Bu sonug ise daha genel f(f X (s,w)dW (s,w) integrallerin nasil

tanimlanmasi gerektigi hakkinda sezgisel bir yaklasim kazandirir.

4.2.1 Adi Siirecler icin Ito Integrali

Ito integralinin tanimlanig1 gergekte Lebesque integraline hayli benzemekte-
dir. Bu nedenle ilk 6nce Ito integrali adi siire¢ ad1 verilen bir stokastik siire¢ sinifinda
tanimlanir ve daha sonra genel siireclere genellestirilir.

Oncelikle [a,b] sabitlenmis bir araligi, W = (W;,t € [a, b]) Wiener siirecini

gostersin ve {§:, t € [a, b]} ise
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1. vVt > 0i¢in W (t,w), §; Olciilebilirdir,
2. Vs <ticin W(t) — W(s), §s" den bagimsizdir

kosullarini saglayan bir filtrasyon olsun.
Bununla birlikte 9%?[a, ] ile 6yle { X (t,w),t € [a, b]} stokastik siire¢lerinin

uzay1 gosterilecektir dyle ki bu stokastik siirecler
1. {3:,t € [a,b]}’ ye uyarlanmus,
2. fab EX?(s,w)ds < oo

kosullarini saglarlar.
Ayrica M?[a, b] uzaymnn || X || = fab EX?(s,w) ds normuyla bir Banach uzay1
oldugu da kanitlanabilir.

Bu tanimlamalarla birlikte adi siire¢ asagidaki sekilde tanimlanir.

Tanim 4.2. (Adi Siireg)[8] Bir £ = (£(t,w),t € [a,b]) € M?[a, ] siireci verilsin

vea=tyg <ty <...<t, =0, [a,b] nin bir parcalanist olsun ;

Zfz W) i,y 1)(F)

seklinde olarak tamimlanan X siirecine bir adi siire¢ denir. Aciktir ki bu sekilde

tamimlanan X siireci 9M?[a, b]’ ye aittir.
Adi siiregler i¢in Ito integrali ise su sekilde tanimlanir.

Tamm 4.3. (Adi Siirecler Icin Ité Integrali)[8] X e 9> la, b] bir adi siire¢ olsun.

O zaman X’ in [a, b] iizerindeki Ito integrali

/ X(5,0) AW (5,0) = 36 a(@) (W (1, 0) = W(ti1,0)

olarak tamimlanir.

Bu integralin sonucu bir rassal degisken olarak alinir. Eger integralin iist sinir1

bir degisken ise 0 zaman tanim su hale doniisiir.
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Tanmm 4.4. X € M?[a, b] bir adi siire¢ olsun. O zaman X’ in't € [a, b] olmak iizere

Ito integrali
t b
/ X(s,w)dW (s,w) := / X(s,w) Iag(s) dW (s, w)
olarak tanimlanir.

Bu integralin sonucunda ise bir stokastik siire¢ elde edilir. Adi siirecler i¢in Ito
integralinin en 6nemli 6zelligi integral sonucu ortaya c¢ikan stokastik siirecin verilen

{5+, t > 0} filtrasyonuna gére martingal olmasidir.
Teorem 4.3. X € M?[a, b] bir adi siire¢ olsun. Bu durumda verildiginde;
¢
n(t,w) = / X(s,w)dW(s,w), t€la,b]
stokastik siireci {§:,t € [a, b} filtrasyonuna gore bir martingaldir.
Kanit. a < s <t <bolsun.
t
) =n(s.0) + [ X(s.0) W (s,0)

olur. Her iki tarafin §,” e gore kosullu beklentisini alirsak kosullu beklentinin li-

neerlik 6zelligiyle birlikte

E((t, w)[3:) = E@(s,)|8) + E( / X(s,w) IV (5,0)|32)

elde edilir. n(¢,w)” da {§:,t € [a, b]}” a uyarlanmig oldugundan
t
Bn(t,)[§) = n(s.) + B[ X(uww) aW(u,w)l5)

olur. O zaman

t
E(/ X(u,w)dW (u,w)|Fs) =0 4.1)
oldugunu gosterilirse teorem kanitlanmis olur. X € 9?[a, b] bir adi siire¢ oldugun-
dan
N
X(tv w) = Z gi—l(w)[[tz‘ﬂ,ti)(t)
i=1

olarak gosterilebilir ve integrali

/ X (u,w) dW (u,w) := Z&_l(w)(W(ti,w) —W(tii,w))  (42)
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olarak tanimlanir. (4.2)’ i (4.1)” in sol tarafinda yerine yazarsak
B(J; X (s,w) dW (5,%)[35)
= EQCL &)W (G (i1, w))[Ss)
2im BGa (@) (W (it w) = W(tia, w))[85)
= 2in BIEG-1 (@)W (i, w) = W(tic, w))I8e,,)[35]
2 i Bl (W) E(W( W (tio1,w)) [, )ISs]
0

=
£
|

4.2.2 Adi Siirecler Icin Ito Integralinin Ozellikleri

Adi siirecler igin Itd integrali bilinen Riemann-Stieltjes integraline benzer
ozellikler gostermektedir. Bu 6zelliklerden bir ka1 soyledir.
X € 9M?[a,b] bir adi siireg ve fabX(s,w) dW (s,w) X’ in [a, b] aralig1 iiz-

erindeki Itd integrali olsun.

1. Itd integralinin beklenen degeri:

b
E(/ X(s,w)dW(s,w)) =0

—~
Ai\'
$F
€
~—
|
i
s
,_.
\_/
=
R
<
H
~—
Pt

2. Itd integrali izometri Ozelligini saglar:
/Xsdesw /Xzswdt

olur.
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Kanat.
E(f? X (s,w) dW (s,w))?
= i1 2 Sim1&m1 (W) (Wt w) = W (i, w) (W, w) — W(tj-1,w))

olur. Genelligi bozmadan ¢ < j alalim.

E(&1&1(w) (W (ti,w) = W(tiog,w)(W(t,w) = W(tj-1,w))

= E(E[§i-1§-1(w) (W (ti, w) = W (tio1,w)) (W (t,w) = W(tj-1,w))[84,])
= B(§i1&-1(w)(W(ti, w) = W(tio,w)) E{(W (&), w) — W (tj-1,w))[84,])
=0

) =
) =

olur. Ote yandan i=j ise

E(& (w)(W(ti,w) = W(tim1,w))?)

E(E[§ (@) (W (ti, w) = W (tio1,w))* 81, 1)
= B (@) E[(W(t,w) = W(ti1,w))*))
E(& 1 (w)(ti — ti1))

= B(&.1(w)(t —tim1)

elde edilir. Boylece ¢ = j ve ¢ < j durumlan birlikte dikkate alinirsa 6zellik

ispatlanmis olur. [
3. XM ve X®@ [a, b] lizerinde iki adi stokastik siireg ve ¢;, ¢, € R sabitler olmak
uzere;
b b b
/ a XW + e XBdW = ¢ / XMW AW + ¢ / XM aw

olur.

4.2.3 Genel It Stokastik Integrali

Bir onceki boliimde adi siiregler icin tanimlanan It integrali ayn1 Lebesgue
integralinin genellestirilmesinde oldugu gibi keyfi stokastik siirecler icin genellesti-

rilebilir. Genellestirmenin yapilabilmesi i¢in ise asagidaki lemmaya ihtiya¢ duyulur.

Lemma 4.1. X € 9%(a, b] stokastik siire¢c ve E(X (t)X(s)), (s,t) € [a,b]* nin
siirekli bir fonksiyonu olsun. Bu durumda 9?[a, b]’ de adi siireclerin dyle bir { X,,}

dizisi vardir ki

/bE(X(t,w) X (t,w))2dt — 0
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olur.

Kamit. 7, :tg <ty < ... <ty [ab] nin bir parcalanmasi olsun ve
Xn(taw) = X(ti—lvw)v 2fi—l S t < tz

olarak tanimlansin. F(X (t,w)X (s,w)), (s,t) € [a,b]* nin siirekli bir fonksiyonu
oldugundan

lim B[(X (t,w) — X(s,w))*] =0

s—t

olur. O zaman V¢ € [a, b] i¢in

lim E[(X(t,w) — X,(t,w))*] =0 (4.3)

n—oo

elde edilir. (a + 0)? < 2(a? + b?) esitsizli§inden
(X () = Xolt,0))? < 2X2(1,0) + X2(1,w))
elde edilir. Buradan

E(X(t,w)—X,(t,w))? <2(EX*(t,w)+EX2(t,w)) <4 sup EX?(t,w) (4.4)

t€la,b]
olur. Esitsizlik (4.3) ve (4.4)’ den Lebesgue baskin yakinsama teoremi kullanilabilir
ve

b
/ B(X(t,w) — Xo(t,w))2dt — 0
gosterilmis olur. [

Diger deyisle keyfi bir X € 9M?[a, b] stokastik siireci verildiginde 90t?[a, b’
de bu siirece yakinsayan bir { X, } adi siire¢ dizisi vardir. Artik bu lemma yardimiyla

Itd integrali keyfi stokastik siireclere genellestirebilir.

Teorem 4.4. [8] X € 9M?[a, b] stokastik siire¢, { X,,} ise bu siirece yakinsayan adi
siiregler dizisi, {1(X,) = f; X, (t,w)dW (t,w)} ise {X,,} adi siire¢ dizisinin Ito
integralleri dizisi olsun. Bu durumda oyle bir [(X) € L*(Q)) vardir éyle ki;

E(I(X)—1(X,))?—0
olur bu I(X) rassal degiskeni ise X stokastik siirecinin Ito integrali olarak alinir ve

I(X) = f; X(t,w) dW (t,w) olarak gosterilir.
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Kanit. Adi siirecler i¢in 1t6 integralinin izometri 6zelliginden
b
BE(I(X,) — I(Xn))? = / B(X,(t,w) — Xn(t,w))?dt

yazilabilir. { X, } adi siire¢ dizisi ise 9t?[a, b]” de bir 6nceki teoreme gore yakinsak
bir dizi oldugundan ayn1 zamanda bir Cauchy dizisidir. O halde n, m — oo iken
FE(I(X,) — I(X,,))* — 0 olur. Bu da o anlama gelir ki {7(X,,)} dizisi L?(Q2)’
da bir Cauchy dizisidir. L?(2) uzay1 bir Banach uzay1 oldugundan {I(X,)} dizisi
L?*(Q)’ da yakinsaktir. O

Bu teorem sonucunda genellestirilmis Ito integrali adi siireclerin Ito integral-
leri dizisinin limiti olarak tanimlamis oldu.

Genellestirilmis Ito integrali ile ilgili hemen akla gelebilecek bir soru ise "bu
integral Riemann-Stieltjes toplamlarinim limiti olarak alinabilirmi?" sorusudur. iz-

leyen teorem yardimiyla bu sorunun yaniti evet olacaktir.

Teorem 4.5. [8] X € 9M?[a, b] stokastik siireci verilsin ve kabul edelim ki Vs, t €

la, b] igin E(X (s)X (t)) siirekli fonksiyon olsun. O zaman 7, : a =ty < t; < ... <

tny = b, [a,b]” nin bir parcalanmasi ve ||1,|| = max i —ti olmak iizere
b N
/ X(t,w)dW (t,w) = | liﬁn , X(tio1,w)(W(ti,w) — W(ti—1,w))
a Tl=Y T
olur.

Kanit. Lemma 4.1’in kanitinda oldugu gibi 7,, : ¢ty < t; < ... < t,, [a,b]’ nin bir

parcalanmasi olsun ve
Xn<t7w) = X(tiflaw)a tifl S t < tz

olarak tamimlansin. O zaman F(X (t,w)X (s,w)), (s,t) € [a,b]*” nin siirekli bir

fonksiyonu oldugunda
b
/ B(X(t,w) — Xo(t,w))2dt — 0

oldugu yine Lemma 4.1’in kanitinda gosterilmistir. Buradan genel 1t6 integralinin

tanimindan

n—oo

/ X () AW (tw) = Tim 1(X,)
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olur. Adi siireglerin It6 integralleri tantmindan ise

I(X,) = ZXn(ti_l,w)(W(ti,w)—W(ti_l,w))

- ZX(ti_l,w)(W(ti,w) —Wi(ti-1,w))

i=1

elde edilir ve boylece teorem ispatlanmis olur. [

Bu teorem sonucunda goriilityor ki bir genel It integrali integrant siirecin
[ti_1,t;) alt araliklarinin sol ugtaki degerlerinin Riemann-Stieltjes toplaminin limi-

tinden bagka bir sey degildir.

4.2.4 Genel Ito Integralinin Ozellikleri

X € 9M?[a, b] bir adi siireg ve (X)) = ff X(s,w)dW (s,w) X in [a, b] aralig1

tizerindeki It6 integrali olsun.

b
BI(X) = E(/ X (s,w) dV(s,0)) = 0
olur.

2. Ito stokastik integrali izometri 6zelligini saglar;

/ththw (/thwdt>

olur.
3. XM X € 9M2[a, b] iki stokastik siire¢ ve ¢}, ¢, € R sabitler olmak iizere;
b b b
/ a XW + e XD dWw = c1/ X dW+c2/ X0 aw
olur.

Bu ozelliklerin hepsi Teorem 4.5’ten adi siireclerin It6 integralinin 6zelliklerinin

ispatlarina benzer olarak ispatlanabilir.
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4.3 1Ito Lemmasi

Simdiye kadar genel siirecler icin Ito integralini tantmlandi. Ancak bu bdliime
kadar ele alinan bilgilerle hala bu integrallerin Wiener siireci cinsinden nasil ifade
edilebilecekleri bilinmemektedir. Bu yiizden Ito lemmasi ¢ok 6nemlidir ve Ito lem-
mas1 stokastik analizin temel lemmasi olarakta adlandirilir. Ciinkii Ito lemmasi
Newton analizinin temel teoreminin bir benzeridir. Bu temel lemmanin 3 tanede
genellestirilmesi s6z konusudur ancak biz bu calismada yalnizca temel lemma ile

yetinecegiz.

Teorem 4.6. [10] f, ikinci mertebeden siirekli diferansiyellenebilir bir fonksiyon

olsun. Bu durumda;

FOW (t,w)) — F(W(5,0)) /f (2, w)) AWV (,) + /f” (2, )
olur.

Asagidaki 6rnek Ito kalkiiliisii ile Newton-Leibnitz kalkiiliisii arasindaki temel

farki ortaya koymaktadir.

Ornek 1. Ito lemmast yardimiyla fot W (s,w)dW (s,w) integralinin degerini he-
saplanmaya ¢aligilsin. f(t) = t* olsun. O zaman f'(t) = 2t, f"(t) = 2 olur. Bu

durumda s < t igin Ito lemmasindan
t t
W2(t,w) — W(s,w) = 2/ W(x,w)dW (z,w) +/ dx
Eger s = 0 dersek o zaman;
t 1
/ W(z,w)dW (z,w) = §(W2(t,w) — 1)
0
olarak elde edilir.

Buradan goriildiigii gibi Newton kalkiiliisiiniin temel lemmasi Ito kalkiiliisiinde

gecerli degildir.
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5 STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLER

5.1 Rassal Diferansiyel Denklemler

Bu boliimde stokastik diferansiyel denklemlerin en sade bi¢imi olan rassal di-
feransiyel denklemlere deginilmistir. Rassal diferansiyel denklemler bilinen adi di-
feransiyel denklemlerin Cauchy problemlerinde baslangi¢ kosul veya kosullarinin
rasgelestirilmesiyle elde edilmektedir. Diger bir deyisle Cauchy probleminin verilen
deterministik baslangi¢ kosulu yerine bir rassal degisken getirilmektedir. Diger bi

deyisle bu tiirlii denklemlerde rassallik yalnizca baglangi¢ kosullarindan kaynaklan-

maktadir.

Bir )
F(t,z(t),2'(t),...,z™ () =0
I(to) = 29

l’/(t[)) =T (51)

x(”_l) (to) = Tn-1

\

Cauchy problemi verilsin. Problem (5.1)" de eger her bir baglangi¢ kosulunu ras-
gelestirirsek X5, Xo, ..., X, rasgele degiskenler olmak iizere;

.

F(t,z(t),2'(t),...,2™ () =0
X(to) = Xy
X'(ty) = Xy (5.2)

X(nfl) (to) = X?’L—l

\
elde ederiz. Problem (5.2)" nin ¢oziimii Ito kalkiiliisii gerektirmez. Bilinen adi dife-
ransiyel denklemlerin ¢6ziim yontemleri ile ¢oziimler elde edilebilir ve ¢oziim bir
stokastik stire¢ olarak karsimiza cikar.

Rassal diferansiyel denklemler genellikle baslangi¢ degerlerin kesin olarak
elde edilemedigi durumlarda kullamlir. Ornegin; belirli bir bolgedeki karinca nii-
fusu veya bir radyoaktif maddenin bozunmasi diferansiyel denklemlerle modellen-
mek istenildiginde bu problemlerin baglangi¢ degerlerini kesin olarak elde etmek

zor olacaktir. Ancak istatistiksel yontemlerle baslangic degerlerin dagilimlari yak-
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lagik olarak tahmin edilebilir. Bu nedenle baglangic degerleri, belirli dagilimlara

sahip rassal degiskenler olarak ele alabiliriz.

5.2 Ito Stokastik Diferansiyel Denklemleri

Bir onceki kissmda RDD’ lerde rassalligin yalnizca baslangic degerden kay-
naklandigin1 gordiik. Ancak problemlerde rassallik hem baslangi¢ degerden hemde
deterministik diferansiyel denkleme eklenen Wiener siireci gibi bir rassal terimden
kaynaklanabilir. Bu tiir diferansiyel denklemlere genel olarak stokastik diferansiyel

denklemler denir ve genel formda;
dX (t,0) = p(t, X(t,w))dt + (8, X(t,0))dW (£, w) (53)

olarak gosterilir.
Ancak burada Wiener siireci hemen hemen kesin diferansiyellenemez oldu-
gundan dW gosterimi anlamsiz olacaktir. Bu nedenle bu gosterim yalnizca;
t t
X(t,0) = X(to,w) + [ oo, X))t + [ (s, X5, (5,0
to to
integral denkleminin sembolik bir gosterimidir. Burada ilk integral bilinen Riemann

integrali, ikinci integral ise Ito integralidir.

5.2.1 Ito Stokastik Diferansiyel Denklemlerinde Coziim Kavramlar:

Tanmm 5.1. W (t,w) € M?[a, b] standart Wiener siireci olmak iizere, eger bir X

stokastik siireci
dX (t,w) = @(t, X (t,w))dt + (t, X (t,w))dW (t,w) (5.4)
denklemini sagliyor ise X stokastik siirecine (5.4) denkleminin bir ¢oziimii denir.

Buradan hemen su sonug ¢ikarilabilir. W (¢, w) € 9t?[a, b] oldugundan W (¢, w)’
nin uyarlanmis oldugu bir filtrasyon sozkonusudur. Eger (5.4) denklemi integral
denklem halinde diisiiniiliirse o zaman ¢6ziim olan X stokastik siirecininde ayni
filtrasyona uyarlanmis olacagi aciktir.

Stokastik diferansiyel denklemlerin iki tiir ¢6ziimii s6zkonusudur. Bunlar-

dan biri kuvvetli, digeri ise zayif ¢6ziim olarak adlandirilir. Kuvvetli ¢coziimlerde
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gerceklesme davraniglart onemlidir. Stokastik diferansiyel denklemin bir kuvvetli
coziimii denklemdeki Wiener siireci bagka bir Wiener siireci ile degistirildiginde
hemen hemen gerceklesmeleri degismeyen ¢oziimdiir.

Zayif ¢coziimde ise gerceklesmeler 6nemli degildir yalnizca dagilimsal 6zel-
likler onemlidir. Bu nedenle zayif ¢6ziim i¢in yalnizca (5.4) denklemini saglayacak

bir 6zel Wiener siireci bulunmasi yeterlidir.

5.2.2 Kuvvetli Coziimlerin Varhg: ve Tekligi

Verilen bir diferansiyel denklemin bir probleme uygulanabilmesi i¢in dnce-
likle onun ¢6ziimiiniin olup olmadig1 arastirilmalidir. Eger verilen diferansiyel denk-
lemin bir ¢6ziimii yoksa gelecek icin herhangi bir tahmin yapmamiz miimkiin ol-
mayacaktir. Bununla beraber eger bir diferansiyel denklemin ¢oziimii var ama bir-
den fazla ise yine gelecekteki tahminleri hangi ¢oziime gore yapacagimizi bile-
meyecegimizden diferansiyel denklemin, problem i¢in bir 6nemi kalmamaktadir.
Bu nedenle bir probleme uygun diferansiyel denklem modeli kurulduktan sonra
oncelikle "Denklemin ¢oziimii var midir ?" ve "Varsa ¢oziim tek midir?" sorularina
cevap aranmasi gereklidir. Deterministik diferansiyel denklemler i¢in "Picard Var-
lik ve Teklik Teoremi" benzer sekilde It6 stokastik diferansiyel denklemleri i¢in de

[8]’de su sekilde verilmistir.

Teorem 5.1. W (t,w) standart Wiener siireci ve W (t,w) € IMM2(0, T olmak iizere

dX(t,w) = @(t, X (t,w))dt + (t, X (t,w))dW (t,w)

X(0,w) = Xy
stokastik Cauchy problemi (SCP) verilsin. Baslangi¢c kosulu icin EX? < oo, X,
So olgiilebilir olsun ve ¥t € [0,T] ve Vx,y € R icin katsay: fonksiyonlart o(-,-) :
0,7] xR —= R, ¥(-,-) : [0,T] x R — R asagidaki kosullar: saglasinlar;

1. [0,T] x R iizerinde élgiilebilir olsunlar,

2. Dogrusal biiyiime kosulunu saglasinlar

[ot, @), [t )] < C(1+2?)
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3. Ikinci degiskene gore Lipchitz kosulunu saglasinlar
lp(t,z) — (L, y)| + [v(t z) —o(t y)| < Klz —y

Bu durumda SCP’ nin [0, T| araliginda bir ve yalmz bir X = {X(t,w),t € [0,T]}

siirekli kuvvetli ¢oziimii vardir.

Coziimlerin varligr ve tekligi garantilendikten sonra tahminleme siireci icin
iki onemli kavram ¢oziimlerin sinirlili§1 ve siirekliligidir. Modelin probleme uy-
gunlugu ag¢isindan bu iki durumunda modelin ¢oziimiiniin varlig1 ve tekligi garan-
tilendikten sonra dikkatlice kontrol edilmelidir. Sirasiyla ¢oziimiin sinirlilig ve siireklil-

181 teoremleri ise [1]’de agagidaki gibi verilmislerdir.

Teorem 5.2. [1] (5.3) denkleminde katsay: fonksiyonlart ¢(-,-) : [0,T] x R — R,
P(,)  [0,T] xR — R, Vs, t € [0,T] ve Vz,y € R icin asagidaki kosullar:

saglasin.
L p(t.x) = o(s,y)? < K(|t = s| + |2 — y[?)
2. Jp(t 2)[* < K1+ [zf?|
3. bt x) = (s, y)P < K([t = s+ |v —yl*)
4. [Y(t,2)? < K[1+ |2[?|

ve X = {X(t,w),t € [0,T]}, denklem (5.3)’ nin bir ¢éiziimii olsun. Bu durumda
Vt € [0,T] igin

E|X(t)]* < 3(E|X(0)]* + KT? + KT) exp(3K (T + T?))
olur.

Teorem 5.3. [1] (5.3) denkleminde katsay: fonksiyonlart o(-,-) : [0,T] x R — R,
P(,-) 2 [0,T) x R — R, Vs,t € [0,T] ve Vz,y € R icin asagidaki kosullar:

saglasin.
L p(t, ) — (s, y)]* < K(Jt = s| + |z — y|?)

2. Jo(t,2)]* < KL+ ||
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3. [t ) = (s, )P < K(Jt = 5| + |z — y]?)
4. (L, x) < K1+ |z

ve X = {X(t,w),t € [0,T]}, denklem (5.3)’ nin bir ¢iziimii olsun. Bu durumda
dyle bir C > 0 sabiti vardir dyle ki Vt,r € [0,T] i¢in;

E|X(t) = X(r)]> < C|t — 7|
olur.

Buradan eger § = ¢/C segersek; Ve > 0i¢in 30 > 0 olur oyle ki [t — 7| < §
iken || X (t) — X (r)|| < € olur. Bu da bize ¢dziimlerin bu kosullar altinda [0,T]

araliginda siirekli oldugunu gosterir.

5.2.3 Ito Stokastik Diferansiyel Denklemlerinin Kesin Coziimleri

Su ana kadar It0 stokastik diferansiyel denklemlerinin ¢oziimii, ¢oziimiin var-
l1ig1 ve tekligi, ¢oziimiin stirekliligi ve sinirliligr gibi kavramlar ele alindi. Ancak
heniiz It6 stokastik diferansiyel denklemlerinin kesin ¢éziimlerinin nasil elde edilebile-
cegi konusuna deginilmedi. Bu alt boliimde baz1 1t6 stokastik diferansiyel denklem-
lerinin kesin ¢oziimlerinin Itd stokastik diferansiyel denklemleri i¢in Ito Lemmasi

yardimiyla nasil elde edilebilecegine deginilecektir.

Teorem 5.4. (It6 stokastik diferansiyel denklemi icin Ito lemmas1)[S] It6 stokas-
tik diferansiyel denklemi (5.3) verilsin ve F(t,x) ikinci mertebeden kismi tiirevleri

stirekli olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda ;

_ (OF(t,X) OF(t,X) 1, 0?F(t, X)
OF(t, X)
)\
Pt X)— —dW(?)
formiilii gegerli olur. Burada OF(t, X) = oF(t,z) anlamina gelir.
ox or | _y

Kisim 5.3.2’nin baginda belirtildigi gibi 1t6 stokastik diferansiyel denklemleri
icin Ito Lemmas1 yardimiyla bazi It6 stokastik diferansiyel denklemlerinin kesin

coziimleri elde edilebilir. Kesin ¢6ziimii elde edilebilen 1t6 stokastik diferansiyel
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denklemlerinden en 6nemlilerinden biri ise genelde finansal uygulamalarda kul-
lanilar birinci mertebeden sabit katsayili bir lineer Itd stokastik diferansiyel denk-

lemi olan
dX (t,w) = pX(t,w)dt + o X (t,w) dW (t,w)

X(0,w) = Xo(w)

(5.5)

denklemidir.

Denklem (5.5) verilsin ve F'(t,z) = In(z) olsun. Burada, katsay1 fonksiy-
onlart p(t, X(t,w)) = pX(t,w) ve ¥(t, X (t,w)) = 0 X(t,w) olmak iizere kismi
tiirevler hesaplanirsa;

oF(t,z) 0 OF (t,x) 1  &°F(t,x) 1

ot ’ Ox x’ Ox? 22
olur. Buradan It6 stokastik diferansiyel denklemleri i¢in [to Lemmas1 uygulanirsa;
1
d(ln X (t,w)) = (,u — 502> dt + odW (t,w)
elde edilir. Bu ifade ise integral formda;
t 1 t
InX(t,w) —InX(0,w) = / (,u - 502) ds +/ odW (s,w)
0 0
anlamina gelir. Buradan;
X(t,w) 1,
1 = - = t W (t
(305) = (-3 rrowies

olur. O zaman (5.5)’ iin ¢Oziimii;

X(t,w) = Xo(w) exp ((u - %&) L+ oW (L, w))

olarak elde edilir.

5.2.4 Euler-Maruyama Niimerik Coziim Yontemi

Bir onceki boliimde bir birinci mertebeden sabit katsayil lineer stokastik di-
feransiyel denklemin kesin ¢oziimiiniin Itd6 lemmas1 yardimiyla nasil bulunacagini
gormiis olduk. Yine It6 lemmasi veya bazi 6zel yontemlerle bazi Itd stokastik di-
feransiyel denklemlerinin kesin ¢oziimlerini elde etmek miimkiindiir. Ancak adi di-
feransiyel denklemler teorisinde oldugu gibi kesin ¢6ziimii elde edilebilen It6 sto-
kastik diferansiyel denklemleri sinifi ¢ok dar bir siniftir. Bu nedenle 1t6 stokas-

tik diferansiyel denklemlerinin niimerik ¢oziimlerinin bulunmasi ¢cok 6nemlidir. It
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stokastik diferansiyel denklemlerinin birka¢ niimerik ¢oziim yontemleri olmasina
karsin bu ¢alismada yalnizca Euler-Maruyama(EM) niimerik ¢6ziim yontemi ele
alinmustir.

Genel anlamda bir
dX (t,w) = @(t, X (t,w)) dt + (t, X (t,w)) dW (t,w) (5.6)

Itd stokastik diferansiyel denkleminin EM semasi¢ = 0,1,..., N — 1 i¢in;

Yipr(w) =Yi(w) + ot Yi(w)) At + ¢ (8, Yi(w)) AW (w)
YE)(W) = X<07 w)

5.7

seklindedir [1,7,10]. Burada Y;(w) ~ X (t;,w), t; = iAt, At =T /N, ve AW,;(w) =
(W (tiz1,w)—W(t;,w)) ~ N(0,At)” dir. Bu metodun At — 0 i¢in gercek ¢dziime
yakinsadig1 gosterilebilir. [2,7]’da bu yakinsama kanitlanmistir ancak en kisa sek-
ilde ispat [2]’de verilmistir. Bu ispat i¢in yine [2]’de verilen bir yardimci teoreme

yani, stokastik Gronwall esitsizligine, ihtiya¢ duyulur.

Teorem 5.5. (Stokastik Gronwall Esitsizligi) €(t,w) ve n(t,w), M?[0,T]" ye ait
olsunve {t;}Y,, [0,T] nin bir ayrisumi olmak iizere, e(t,w),i = 0,1,..., N—1icin
t; <t <ty oldugunda €(t,w) = €(t;,w) olacak sekilde bir basamak fonksiyonu

olsun. Eger1=20,1,..., N icin

ety w)| < |/Oia(s,w)ds—i—/Oib(s,w)dW(s,wﬂ

kosulunu saglayan ve IM*(0, T|’ ye ait olan a(t,w) ve b(t,w) fonksiyonlart varsa ve
lalt, )| < aoln(t, )|+ le(t, )| ve [b(t, )| < Boln(t, w)| + Bule(t, )| esitsiaik-
lerini saglayan negatif olmayan, o, oy, By ve (31 sayilari varsa o zaman ¥t € [0, T
icin
t
Ee(t,w) < 4(aoy/(t) + Fo)? exp((4t)(ar/(t) + 51)?) / En*(s,w)ds (5.8)
0

esitsizligi gecerli olur.

Bu yardimci teorem yardimiyla At — 0 iken EM ¢6ziimiiniin gercek ¢coziime

yakinsadig1 gosterilebilir. Bu amagla ilk once (5.7) EM niimerik semas1 gz Oniine
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alinsin. Buradan;

tit1 tit1
Yii1(w) =Y;(w) +/ o(t;, Yi(w))ds + W(t;, Yi(w))dW (s,w) (5.9)
t; t;
ve (6.25)’ e karsilik gelen integral denklemden ise

tit1

tit1
X(tiJrlaw) = X(tlvw) +/ @(S,X(S,u)))dt—|— ’Lp(S,X(S,W))dW(S,W)
ti t;
(5.10)
yazilabilir. (5.9) ve (5.10)’ den

Visi(w) = X(ti,w) = Yi(w) — X(t,w)

= [ el i) = ol X s )

+ /t i+1(¢(tiayi(w)) — (s, X (s,w)))dW (s,w)

Buradan Vi =0,1,..., N — 1 ve Vt; < s < ;41 icin

ve
e(tN,w) = YN - X(tN,w)

((tn,w) = p(tn, Yn(w)) — @tn, X(tn,w))
T(tn,w) = Y(ty, Yn(w)) — ¥(ty, X(tn,w))
olmak {izere

) = [ Clodds + [ )W s.

elde ederiz. ¢(t, z) ve ¥ (t,z)’ in Lipschitz siirekliliginden ise Vt; < s < t;41 i¢in

X(tp,w) = X(s,w) ve X(ty,w) = X(tn,w) olmak iizere

(s, )| < LAt +]X (s,0) = X(s5,w)] + [e(s,w)])
[7(s,w)| < LAt + | X (s,w) = X(5,w)[ + |e(s, w)])
esitsizlikleri elde edilir. Boylece ag = a3 = [y = (4 = L olmak iizere (5.8)
esitsizliginden
Eé(t,w) < AL*(Vt+1)? exp(4L3(Vt+1)%) /tE(At—l—]X(s,w)—f((s,w)\)st
' (5.11)

39



olur. Diger yandan

E(|X(t,w) — X(t,w)|]?) < CAt (5.12)

oldugu It6 integralinin temel 6zelliklerinden goriilebilir. O zaman (7.6) ve (7.7)
den At — 0 igin
Eé(t,w) = O(At)

olur.
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6 STOKASTIK DIFERANSIYEL DENKLEMLERLE MODELLEME VE
UYGULAMALAR

6.1 Fokker-Planck Denklemi
Tamm 6.1. [1] Bir

dX (t,w) = @(t, X (t,w)) dt + (¢, X (t,w)) dW (t,w)
X(0,w) = Xo(w)

6.1)

Ité stokastik diferansiyel denklemi verilsin, f(t,z) bu stokastik diferansiyel denk-
lemin ¢éziimii olan stokastik siirecin olasilik yogunluk fonksiyonu ve f(0,x), Xo'in

t = 0’ daki olasilik yogunlugu olmak iizere

of(t,x)  O(f(t,@)p(t,x))  1OP(f(t,2)P*(t,x))
ot ox + 2 0x? ©.2)

denklemine Fokker-Planck denklemi denir.

Teorem 6.1. [1] Bir dX (t,w) = (t, X (t,w)) dt + ¥ (t, X (t,w)) dW (t,w) stokas-
tik diferansiyel denklemi verildiginde, f(t,x) bu denklemin ¢oziimii olan X stokas-
tik siirecinin olasulik yogunluk fonksiyonu olmak iizere Fokker-Planck denklemini

saglar.

Bu teoremi kanitlamak icin varyasyon hesabin DuBois-Reymond lemmasi

gereklidir.

Lemma 6.1. (DuBois-Reymond)[17] C3°(M), M C R™ agik kiimesi iizerinde
tamiml, destek kiimesi M’ nin icinde bir kompakt kiime olan tiim sonsuz mertebeden

diferansiyellenebilir fonksiyonlarin uzayr olmak iizere eger Vh € C3°(M) igin

/ f(x)h(z)dz =0
M
ise o zaman hemen her x € M icin f(z) = 0 olur.

Bu lemma yardimiyla Teorem 6.1 kanitlanabilir.

Kanit. (Teorem 6.1)[1] dX (t,w) = p(t, X (t,w))dt + (¢, X (t,w)) dW (t,w) sto-

kastik diferansiyel denklemi verilsin ve F'(x) € CJ(R) olsun. Eger F(z)’ e Itd
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lemmasin1 uygularsak

oF(X 1 O’F(X
arx) = (w02 4 e 0T Y a
OF (X
ﬂb(t,X)%dW(t)
olur. Buradan
dE(F) _ (0F 1 ,0F
it —E(%“W a_)

olur. Buradan
d [ & oF 1 ,0F
E/_Oof(t’x)F@)dx = /_Oof(taff) (%@‘F;ﬂ @) dx

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

> of(t,x) | O(f(t,x)p(t,x))  LOP(f(t x)¢?(t, x))
/_ F(“”){ o a2 ox? }dw:o

(0.9]

olur. O zaman DuBois-Reymond lemmasindan

oft,z) _ O(f(tz)e(t, x)) +192(f(t71’)¢2(t,$))

ot ox 2 0x?
elde edilir. ]

6.2 Stokastik Diferansiyel Denklemlerle Modelleme

Stokastik diferansiyel denklemlerle yapilan modellemeler bilinen adi dife-
ransiyel denklemlerle yapilan modellemelerin bir genislemesidir. Adi diferansiyel
denklemler teorisinde oldugu gibi stokastik diferansiyel denklem modellemelerinde
de yine ilk once kiiciik At zaman araliginda bagimli degiskenin degisimi ele ali-
narak once bir kesikli sistem gecis olasiliklariyla belirlenir. Daha sonra ise beklenen
degisim ve degisimin ikinci momenti belirlenir ve Fokker-Planck denklemi sonu-
cunda ilgili stokastik diferansiyel denklem modeli elde edilir. Bu boliimde [1]’de
verilen modelleme yontemi detaylariyla birlikte ele alinacaktir.

S bir dinamik sistem olsun ve S(¢) bir t aninda S’ nin degerini ve AS ise
At zaman degisiminde S icin degisimi gostersin. Kabul edelim ki kiigiik At zaman
degisiminde S icin degisimler AS = A\, AS = —\ ve AS = 0 olsunlar. Yani
At degisimi i¢in sistemde ya A\’ Iik bir artig ya \” lik bir azalis ya da hig¢ bir de-

gisim olmamaktadir. b(t, z) ve d(t, x) gegis oranlar1 olmak iizere bu degisimler ve
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Tablo 6.1: Degisimler ve Degisimlere Karsilik Gelen Olasiliklar

AS Olasilik

AS] =) p1 = b(t, z)At
ASy = —X  p2 =d(t,x)At
AS3=0  p3=1—(p1+p2)

degisimlere karsilik gelen olasiliklar Tablo 6.1°de verilmistir. Simdi ise boliimiin
bagsinda ag¢iklandig1 gibi degisimin beklenen deger ve sifir etrafinda ikinci momenti
hesaplansin. Bu durumda
3
E(AS) =Y piAS; = Nb(t, 2) At — Md(t, z) At = (b— d)AAE

i=1

veE

E[(AS)’] =) pi(AS)? = Nb(t, 2) At + Nd(t, x) At = (b+ d)N\*At

olur. u(t,x) = E(AS)/At, o*(t,x) = E[(AS)?]/At ve o(t,z) = /o2(t,x)
olarak tanimlansin. p(¢, ), S” nin t anindaki olasilik yogunlugu olmak iizere toplam
olasilik kuralindan
p(t+ At,x) =p(t,z)[1 — (p1 +p2)] +b(t, 2 — Np(t,x — N) At
+d(t,x + Np(t, z + N\)At

(6.3)

yazilabilir. (6.3) denkleminde 2. ve 3. toplananlarin 1. ve 2. carpanlarinin (t,z)

noktasi civarinda 2. mertebeden Taylor polinomlari sirasiyla

~ d(pb) 82(275) 2

b(t,z — Np(t,z — \) =~ pb — e A+ 907 A (6.4)
o Opd) PP (pd)’

d(t,z + Np(t,z + ) = pd + e A+ 97 (6.5)

olur. Eger (6.4) ve (6.5), (6.3)’ de yerine yazilirsa

p(t+ At,x) =p(t,x) — p(t, z)bAt — p(t,x)dAt

Opb 0%pb

At — —)\A 2A
+pbAt (990)\ t+8x2)\ t
2
+pdAt + @Am + 0 pdAQAt
ox 0x?
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elde edilir. Buradan ise At — 0 icin kismi tiirev fonksiyonelinin lineerligini de

kullanarak

dp o — D)) , O*((b+ d)N\’p)

E(t,x) = —T( 7x) + 92 (ta SL’) (6.6)

Fokker-Planck kismi tiirevli diferansiyel denklemi elde edilir. Yani aslinda bu sis-
temin olasilik yogunlugu p(¢, x)

Oy py = Owlto)p) 0%(0*(t, )p)

t t i
Fokker-Planck denklemini saglamig olur. Dier yandan
dS(t,w) = u(t,x)dt + o(t,z)dW(t,w) 6.8)

S(to, w) = So(w)

denkleminin ¢6ziimiiniin olasilik yogunluk fonksiyonunun da Fokker-Planck denk-
lemini sagladig1 daha once goriilmiistii. O halde (6.8) denklemi verilen dinamik
sistem icin uygun bir model olarak alinabilir. Kisaca 6zetlemek gerekirse bir di-
namik sistem verilen metod ile modellenmek istenildiginde 6ncelikle kesikli sistem
ve gecis olasiliklart elde edilmeli daha sonra sistemdeki degisimin sifir etrafinda
birinci ve ikinci momentleri elde edilmeli ve ilgili stokastik diferansiyel denklem

modeli kurulmalidir.

6.3 Parametrelerin Tahminleri

Stokastik diferansiyel denklemlerin somut problemlere uygulanabilmesi i¢in
parametrelerinin tahmin edilmesi gerekmektedir. Stokastik diferansiyel denklem-
lerin parametrelerinin tahminleri i¢in parametrik ve parametrik olmayan bir ¢ok
yontem gelistirilmistir. Bu calismada ise literatiirde yaygin olarak kullanilan quasi-

likelihood yontemi aciklanacak ve kullanilacaktir. Bu amagla
AX (t,0) = p(t, X (t,0); 0)) dt + (1, X (,w): 0) AW (t,w)  (6.9)

parametrelere bagh stokastik diferansiyel denklemi ele alinsin. Burada 6 € R™
m-boyutlu bilinmeyen parametre vektoriidiir. xg, 1, ..., xy degerleri, (6.9) den-
kleminin ¢6ziimii olan X stokastik siirecinin esit zaman araliklarinda gézlemlen-

mis degerleri olmak iizere problem bu gozlemler verildiginde parametre vektoriiniin
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tahmin edilmesidir. P(ty, vx|zx—1,tk—1;0), (ti—1, Tx—1) durumundan (¢, z) duru-
muna gecis olasilik yogunlugu ve Py(z(|0) baslangic durumunun olasilik yogun-
lugu olsun. Bu durumda likelihood fonksiyonu parametre vektoriiniin bir fonksi-

yonu olarak
N

M(0) = Py(x0|0) [ | P(te, welarr, tizsi; 0) (6.10)

=1

olarak yazilir. @’ nin tahmini i¢in (6.10)’ in maksimize edilmesi gerekir. Ya da
bunun yerine L(0) = —In(M(0)) fonksiyonu da minimize edilebilir. Yani 6’ nin

tahmincisi

L(0) = — In(Py(0]6)) — > In(P(ty, zelar_1,te1;0)) (6.11)

i=1
fonksiyonuna minimum deger veren 8* € R™’ dir. Bu siirecte en onemli problem-
lerden birisi gegis olasiliklarinin tahmin edilmesidir. Gegis olasiliklarinin tahmini
icin Euler-Maruyama yonteminden yararlanilabilir. Denklem (6.9) verildiginde il-

gili Euler-Maruyama semasindan ¢ = 1,2,..., N i¢in
X(tz, W) X T+ (p(tifl, Ti—1, H)At + ’l/)(tl',l, Ti—1; 9) V At Th(w) (612)

yazilabilir. Burada X (¢;, w) siirecin ger¢ek degerleri ve ;(w) standart normal dagil-
mus rassal degiskenlerdir. X (¢;,w) yaklagik olarak, n;(w)’nin afin doniisiimii oldu-
gundan Lemma 3’ ten p; = z;_1 + p(t;1,2;1;0)A ve 02 = ?(t; 1, 1;1;0)At
olmak iizere

X (t;,w) ~ N(wi,07)

olur. Ac¢ik halde yazilmak istenirse ge¢is olasilik yogunluk fonksiyonu

1 — (i — pui)”
f(ti7$i|ti—1a l’z‘—l) ~ \/FO-ZQ exp (T (613)

olur. Bu o demektir ki ge¢is olasiliklarimi yaklagik olarak normal olarak kabul ede-
bilir ve (6.11) minimize edilerek parametre vektoriiniin tahmincisini elde edilebilir.
Ancak bu minimizasyon iglemi her zaman analitik olarak yapilamayabilir. O ne-
denle Nelder-Mead niimerik minimizasyon yontemi[11], (6.11)’yi minimize etmek
icin kullanilabilir. Gegis olasiliklar1 bu yontemle elde edilen maksimum likelihood

prosediiriine literatiirde quasi-likelihood prosediirii denir.
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6.4 Radyoaktif Bozunma Probleminin Rassal Diferansiyel Denklemler ile Mod-

ellenmesi

Daha once de belitildigi gibi rassal diferansiyel denklemler rassalligin yal-
nizca baglangi¢ degerden kaynaklandigi stokastik diferansiyel denklemlerdir ve ¢oziim-
leri stokastik analiz gerektirmez. Ama yine de rassal diferansiyel denklemler 6nemli
problemlere cevap vermektedirler. Kuskusuz bir radyoaktif elementin bozunmasinin
tahminleri yillar boyunca 6nemli problemlerden biri olmustur ve temelden detaya
cesitli diferansiyel denklem modelleri ile modellenmistir. Bu modellerde baslangi¢
madde miktar1 deterministik olarak kabul edilmektedir ancak belirli bir bolgedeki
radioaktif madde miktar1 tahmin edilmek isteniyorken bazen baglangi¢c deger kesin
olarak belirlenemeyebilir. Fakat eldeki bazi bilgiler yardimiyla baglangic deger be-
lirli bir dagilima sahip bir rassal degisken olarak belirlenebilir ya da "baslangi¢
deger eger verilen bir dagilima sahip bir rassal degisken olsayd: su andaki kalan
madde miktar1 ne kadar olurdu?" sorusuna cevap bulunmak istenebilir her iki du-
rumda da problem bir rassal diferansiyel denklemle c¢oziilebilir. Rassal diferansiyel
denklemlerde modelin kurulmas: deterministik diferansiyel denklemler teorisi ile
aynidir. Radyoaktif bozunma modeli o zaman su sekilde kurulabilir. N (#), t anin-
daki radyoaktif madde icinde bulunan atom sayisini, At zamandaki degisimi ve
AN ise At zamaninda bozunacak atom sayisini1 gostersin. Yapilan deneyler sonucu
goriilmiistiir ki bir radyoaktif maddenin bozunacak olan atom sayisi, maddede bulu-
nan atom sayis1 ve zaman ile dogru orantilidir. Bu durumda o > 0 maddenin cinsine
bagl bir sabit olmak iizere

—AN = aN(t)At (6.14)

yazilabilir. Buradan eger denklemin her iki tarafi At ye boluniir ve At — 0 olursa

O zaman
dN (%)
dt

diferansiyel denklemi elde edilir ve problem kismen modellenmis olur. Diger yan-

— —aN(t) (6.15)

dan baglangi¢c madde miktar1 kesin olarak bilinmesin ancak baslangi¢c madde miktar1
N(0) = Ny’ in dagilimi bilinsin. Bu informasyonla birlikte ise problem tamamen

modellenmig olur. Denklem (6.15)’ nin diferansiyel denklemler teorisinden iyi bili-
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nen ¢Oziimii

N(t) = Ce™ (6.16)

dir. Buradan 6zel olarak (6.15) denkleminin NV (0) = N, baglangi¢ kogulunu saglayan
coziimii ise
N(t) = Noe (6.17)
olur.
Farzedelimki bir bolgedeki bir radyoaktif maddenin baslangi¢ dagilimi N, ~
N(50br.,4) olsun ve 5 sene sonra bu maddenin ortalama ne kadarimin kalacagini
hesaplamak istensin. Radyoaktif maddenin bozunma sabiti v = 0.1317 y1l=!” olsun.

Bu durumda kullanacagimiz model

dN(t
J = —0.1317N(t)
dt (6.18)
N(0) = Ny ~ N(50,4)
olacaktir. O zaman bu modelin ¢6ziimii (6.17)" den
N(t) = Noe 01317 (6.19)

olur. Tablo 6.2°de 24 gerceklesme icin 5 yil sonraki kalan madde miktar: tahminleri

verilmigtir.

Tablo 6.2: Ger¢eklegsmeler ve 5 yil sonra kalan madde miktarlar

Ger¢eklesme — Kalan Tahmini  Gergeklesme ~— Kalan Tahmini  Ger¢eklesme — Kalan Tahmini

Madde Miktar1 Madde Miktar1 Madde Miktar1
1 26.9680 7 26.1444 13 26.2619
2 25.3382 8 26.3787 14 26.7053
3 25.5324 9 23.1421 15 26.4854
4 24.4042 10 24.5549 16 23.3332
5 25.5220 11 26.9598 17 27.3563
6 24.6729 12 25.6953 18 26.6521

Ayrica Sekil 6.1°de ise bu gerceklesmeler grafik iizerinde gosterilmislerdir.

Tablo 6.2°den ise 5 y1l sonra ortalama 25.5704 br. madde kalacagi sdylenebilir.
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Sekil 6.1: Denklem (6.19) in 18 gerceklesmesi

6.5 Hisse Senedi Fiyatlarimin It6 Stokastik Diferansiyel Denklemi ile Model-

lenmesi ve Samuelson Modeli ile Karsilagtirilmasi

Stokastik diferansiyel denklemlerin en 6nemli uygulama alanlarindan biri fi-
nansal sistemlerdir. Kisa donem faiz oranlarinin ve hisse senedi fiyatlarinin model-
leri stokastik diferansiyel denklemlere dayanmaktadir. Bu uygulamada bir 6nceki
boliimde verilen modelleme yontemi ile [1]’de iki hisse senedi i¢in verilen fiyat mo-
delinin 6zel bir hali elde edilerek daha dnce P.A. Samuelson tarafindan elde edilen
bir modelle veri seti iizerinde euclid metrigine gore karsilagtirilacaktir.

Hisse senetleri fiyatlar siirekli bir stokastik siire¢ olarak ilk kez L. Bachelier
tarafindan "Theorie de la speculation" isimli makalesinde ele alinmistir. Bachelier

hisse senedi fiyatlar i¢in
X(t,w) =X(0,w)+ pt + cW(t,w) (6.20)

stokastik siirecini 6nermistir. Burada X (0, w) bir rassal degiskendir ve hisse sene-
dinin basglangi¢ degerini temsil etmektedir ve W (¢,w) standart Wiener siirecidir.
Ancak bu model negatif degerler alabildiginden ve hisse senedi fiyatlar1 hi¢ bir za-
man negatif olamayacagindan bu model giintimiizde gecerli degildir. Bununla bir-
likte bu ¢aligma stokastik diferansiyel denklemler teorisinin ortaya ¢ikmasinda ve

gelismesinde cok onemli bir rol oynamugtir. P.A. Samuelson ise [10] hisse senedi
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fiyatlar1 i¢in;
o2
X(t,w) = X(0,w)er=F)tFoWtw) (6.21)

modelini dnermistir. Daha sonra bu modelin;
t t
X(t,w)=X(0,w) + u/ X(s,w)ds + O'/ X(s,w)dW(s,w) (6.22)
0 0

integral denkleminin bir ¢oziimii oldugu goriilmiistiir. Burada birinci integral bir
Lebesgue integrali ikinci integral ise Itd integralidir. Simdi bu modele alternatif
modeli ortaya koymak icin kiiciikk At zaman degisimini diistinelim. Bu At zaman
degisimi i¢cin AH hisse senedi fiyatindaki degisimi gostersin. Bu durumda AH
degisimi icin ii¢ durum s6z konusu olur. Bu degisimleri AH = 1, AH = —1 ve
AH = 0 ile gosterelim. Burada kiiciik At degisimi icin AH = 1 hisse senedi fiy-
atindaki bir birimlik artisi, AH = —1 bir birimlik azalist ve AH = 0 ise hisse
senedi fiyatinda herhangi bir de8isim olmadigini gosterir. Hisse senedi fiyatlarin-
daki degisim olasiliklar1 hisse senedi fiyatlariyla dogru orantili olarak kabul edilir
[1]. Bu kabulle birlikte fiyatlardaki degisimler ve bu degisimlere karsilik gelen
olasiliklar, b ve d kazang ve kayip oranlarim gostermek iizere Tablo 6.3’te veril-

migtir. Tablo yardimiyla degisim i¢in sifir etrafindaki birinci ve ikinci momentler

Tablo 6.3: Degisimler ve Degisimlere Karsilik Gelen Olasiliklar

AH Olasilik

AH; =1 p1 = b(t,z)HAL
AHy=—-1 pa=d(t,x)HAL
AH3=0  p3=1—(p1+p2)

elde edilebilir.

3
E(AS) =) piAS; = b(t,x) HAL — d(t,x) HAt = (b— d)HAL

=1
ve

E[(AS)?] = i pi(AS)? = b(t, 2) HAL + d(t, ) HAt = (b + d)HAL

=1
olur. Buradanda p(t,z) = (b — d)H ve o*(t,z) = (b + d)H olarak elde edilir. O

zaman bir Onceki boliimde verilen modelleme yontemine gore hisse senedi fiyatina
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uygun stokastik diferansiyel denklem

dH(t,w) = (b — d)H(t,w)dt + \/(b+ d)H (t,w)dW (t,w)
H(ty,w) = Hy(w)

(6.23)

olacaktir. Bu modelde parametreler birer stokastik siire¢ ifade etmektedirler. An-
cak bu caligmada parametreler sabit olarak kabul edilerek, parametreler (b — d) =
¢ ve (b + d) = 1 olarak alinacaktir. Simdi (6.22) ile (6.23) modellerini Tablo
6.4’te verilen New York Stock Exchange(NYSE)’ islem goren MOTOROLA hisse
senedinin 20.03.09-11.05.09 tarihleri arasi giinliik kapanis fiyatlar1 veri seti {ize-

rinde karsilagtiralim. Bu karsilagtirlmanin yapilabilmesi icin ilk dnce her iki mo-

Tablo 6.4: MOTOROLA hisse senedinin 20.03.09-11.05.09 tarihleri arast giinliik kapanis fiyatlar

veri seti

Fiyat Fiyat Fiyat Fiyat Fiyat Fiyat
1 3.96 7 420 13 454 19 510 25 581 31 571
2 431 8 423 14 454 20 556 26 571 32 587
3 423 9 433 15 49 21 524 27 581 33 631
4 420 10 463 16 481 22 557 28 596 34 622
5 455 11 456 17 468 23 566 29 553 35 650
6 437 12 469 18 487 24 551 30 554 36 627

delin parametrelerinin tahmin edilmesi gerekmektedir. Quasi-likelihood yontemi
kullanilarak parametreler i¢in tahminler (6.22) denklemi icin 4 = 0.0142, 6 =
0.0436 ve (6.23) denklemi icin ¢ = 0.0129, ¥ = 0.0096 olarak elde edilmislerdir.
Parametrelerin tahminleri de elde edildikten sonra artik her iki modelden hisse
senedi fiyat1 tahminlerini elde edebilmek i¢in her iki modelin Euler-Maruyama se-
malar1 kurulmalidir. Verilen bilgiler 1s1ginda (6.22) denkleminin Euler-Maruyama

semast1 ¢ =0,1,..., N — 1icin;

Yit1(w) = Yi(w) + 0.0142Y;(w) At + 0.0436 Y;(w) VAt n;(w)

(6.24)
Yo(w) = 3.96
ve (6.23) denkleminin Euler-Maruyama semasi
Yii1(w) = Yi(w) + 0.0129 Vi (w) At + 1/0.0096 Y; (w) At n;(w) 6.25)

Yo(w) = 3.96
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olacaktir. Bu Euler-Maruyama gsemalar1 kullanillarak At = 128 ve N = 50.000
gerceklesme icin elde edilen MOTOROLA hisse senedinin 20.03.09-11.05.09 tar-

ihleri arasi giinliik kapanig fiyati tahminleri ve gercek degerler birlikte Tablo 6.5°te

verilmislerdir.

Tablo 6.5: Denklem (6.24) ve (6.25) denklemi ile yapilan tahminler

Denklem  Denklem Denklem  Denklem Denklem  Denklem Denklem  Denklem
(6.24)ile  (6.25)ile (6.24)ile  (6.25)ile (6.24)ile  (6.25) ile (6.24)ile  (6.25) ile
tahmin tahmin tahmin tahmin tahmin tahmin tahmin tahmin
1 3,9600 3,9600 10 4,4981 4,4456 19 5,1222 5,0043 28 5,8155 5,6147
2 4,0159 4,0105 11 4,5670 4,5083 20 5,1906 5,0638 29 5,8848 5,6747
3 4,0718 4,0609 12 4,6244 4,5585 21 5,2628 5,1274 30 5,9646 5,7450
4 4,1338 4,1179 13 4,6987 4,6264 22 5,3248 5,1805 31 6,0753 5,8433
5 4,1925 4,1708 14 47656 4,6858 23 54115 5,2591 32 6,1471 5,9052
6 4,2489 4,2211 15 4,8337 47470 24 5,4924 5,3308 33 6,2404 5,9873
7 4,3105 4,2769 16 49015 4,8065 25 5,5769 5,4058 34 6,3248 6,0591
8 4,3685 4,3286 17 4,9664 4,8636 26 5,6521 54715 35 6,4073 6,1309
9 44310 4,3846 18 5,0388 4,9285 27 5,7321 5,5419 36 6,5094 6,2204
Ayrica Sekil 6.2 ve Sekil 6.3’te ise Tablo 6.5’te verilen degerler grafiklendi-
rilmislerdir.
! T T
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<@ EM Tehminler
—4—Gergek Deferter

Zaman
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i

Sekil 6.2: Denklem (6.24) ile yapilan tahminler ve Ger¢ek Degerler

@ EM Tehminler
—+—Geigek Deferiar

it}

35

Sekil 6.3: Denklem (6.25) ile yapilan tahminler ve Ger¢ek Degerler
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Bununla birlikte (6.24) denklemi ve (6.25) denkleminin ikiser ger¢eklesmeleri

Sekil 6.4 ve Sekil 6.5’te sirasiyla gercek degerlerle birlikte grafiklendirilmislerdir.

8

Endeks Defderdean

Zaman

Sekil 6.4: Denklem (6.22)’un ¢6ziimii olan stokastik siirecin iki ger¢eklesmesi ve Gergek Degerler
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35
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Sekil 6.5: Denklem (6.23)’nin ¢6ziimii olan stokastik siirecin iki gerceklesmesi ve Ger¢ek Degerler

Bu ¢alismada model karsilastirma kriteri olarak R?%” nin Oklid metrigi, diger
deyisle « = 0,1,...,35 i¢in x = (xp,1,...,r35) vektorii gercek degerleri ve
x* = (xf,x7,...,x%;) vektoril ise tahmin degerlerini gostermek iizere, d(x,x*) =

S0 (i — 27)?)Y/? kullanilmistr.

Tablo 6.5’te verilen degerler yardimiyla ile hesaplanan uzakliklar ise (6.22)
ve (6.23) igin d(x,x}) = 1.209 ve d(x,x5) = 1.351 olarak elde edilmislerdir. Bu
da (6.22) Samuelson modelinin (6.23) alternatif modelinden ele alinan veri seti i¢in
kullanilan parametre tahmin yontemi, ger¢eklesme sayisi ve tahmin adim sayisida
g0z Oniine alindig1 zaman, standart metrige gore daha iyi oldugunu gostermektedir.
Ancak metrikden elde edilen uzakliklarin bir birlerinden epey uzak olmadiklar1 da
dikkate alinirsa her iki modelin birbirlerine bu veriseti i¢in yakin sonuglar verdigi

de sdylenebilir.
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7 SONUC VE ONERILER

Ekonomiden fizige, biyolojiden miihendislige bir ¢cok alanda ortaya ¢ikan di-
namik sistemlerin pek ¢cogunda rassallik s6z konusudur. O nedenledir ki bu disiplin-
lerde ortaya c¢ikan dinamik sistemlerin modellenmeleri i¢in gerekli olan matematik-
sel arac stokastik diferansiyel denklemlerdir.

Bu amagla bu calismada oncelikle stokastik diferansiyel denklemler teorisi
icin gerekli olan matematiksel temeller verilmis ve iki somut problem i¢in stokastik
diferansiyel denklem modelleri kurulmus ve ¢oziimlenmistir.

Ik olarak, bir radyoaktif bozunma problemi bir rassal diferansiyel denklem
ile modellenmis, bu modelin ¢oziimii elde edilmis, ¢oziime iliskin bazi ¢ikarsamalar
yapilmis ve modelden elde edilen sonuclar, tablo ve sekiller halinde ortaya konul-
mustur.

Ikinci olarak ise hisse senetleri fiyatlari i¢in Samuelson modeli tanitildik-
tan sonra bu calismada verilen modelleme yontemiyle, literatiirde iki hisse senedi
icin bilinen modelin tek hisse senedi i¢in 6zel hali ortaya konulmugstur. Model-
lerin uygulanabilmesi icin MOTOROLA hisse senedinin 20.03.09-11.05.09 tarih-
leri aras1 giinliik kapanis fiyatlar1 veri seti ele alinmisti. MATLAB dilinde yazilan
programlar yardimiyla her iki modelin parametreleri tahmin edilmistir. Daha sonra,
elde edilen modeller niimerik olarak c¢ozdiiriilmiis ve ¢Oziim neticesinde ortaya
cikan niimerik tahminler tablolar ve sekiller yardimiyla ortaya konulmustur. Son
olarak her iki model Euclid metrigine gore karsilastirilmis ve Samuelson mode-
linin calismada verilen yontemle elde edilen modelden daha iyi sonuglar verdigi
gorilmiistiir.

Bu caligmada ele alinan modellerde dahil, genel olarak stokastik diferansiyel
denklem modelleri bir ¢ok sekilde gelistirilebilirler.

Ik olarak, model kurulurken yapilan bazi varsayimlar icin iyilestirmelere
gidilebilir. Bunun i¢in modelin varsayimlar agamasina gelinmeden somut problemin
yapist hakkinda gerekli informasyon toplanmalidir ve hatta ilgilendigimiz 6zel so-
mut problem hakkinda gerekirse varsayimlarda bazi hafifletmelere gidilmelidir. Ay-

rica somut problemin bulundugu ortam, zaman vb. kosullar da dikkate alinarak
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genel varsayimlara nazaran daha 6zel varsayimlara varilmasi modelin 6zel somut
problem hakkinda etkinligini iyice arttiracaktir.

Model etkinliginin arttiritlmasi i¢in 6nemli bir husus da model parametrelerin
tahmin siireci ve yontemidir. Model parametreleri somut problemlerde siklikla za-
mana bagh degiskenler olarak karsimiza ¢ikmaktadir. Ornegin bu calismada hisse
senedi fiyatlari i¢in ele alinan modellerde hisse senedinin volatilitesi olarak da ad-
landirilan o parametresi gercekte, giinden giine hatta dakikadan dakikaya degise-
bilmektedir. Bu nedenle bu parametrenin zamanin bir fonksiyonu olarak ele alin-
mast modele biiyiik 6l¢iide olumlu katkida bulunacaktir. Parametre tahminlerinin
modele katkisinin arttiritlmasi i¢in bir bagka dikkat edilmesi gereken nokta ise tah-
minleme siirecinde ele alinan likelihood fonksiyonunun dogru belirlenebilmesidir.
Bu o demektir ki kesikli sistemin ge¢is olasiliklar1 ne kadar iyi belirlenebilirse tah-
min sonuglarida o dl¢iide daha iyi olacaktir ve buna bagl olarak model sonuglarida
daha kesin olacaktir. Ayrica likelihood fonksiyonu analitik yontemlerle maksimize
edilemedigi zamanlarda kullanilacak niimerik optimizasyon yonteminin de dogru
secimi, probleme uygun modelin gelistirilmesinde 6nem arz etmektedir.

Modelin ¢oziimlenmesinde kullanilan niimerik ¢6ziim yonteminin de tahmin-
ler tizerinde etkisi biiyiiktiir. Stokastik diferansiyel denklemlerin niimerik ¢oziim
yontemleri birden fazladir ve bu yontemlerin bazilarinin etkinlikleri teorik olarak
karsilagtirllmistir[6]. Ancak bir niimerik yontem digerine gore teorik olarak daha iyi
sonuglar versede bazen zaman, maliyet vb. parametrelerin kisitl olusundan dolay1
tahminlerin etkinliginden bir miktar fedakarlik yapilabilir.

Son olarak eger ele alinan problemde baslangi¢ deger deterministik degilde
rassal ise, niimerik yontemin baglangi¢c degerin dagilimina yiiksek baghiligi goz
Oniine alindiginda baslangi¢c degerin dagiliminin miimkiin oldugunca kesin olarak
tahmin edilmesi modelden elde edilen sonuglarin somut problemle gosterecegi tu-

tarlili§1 onemli derecede arttiracagi agiktir.
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