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Bu tez calismasinda, MaxEnt yonteminden yararlanarak, bir zaman serisi
icin tam otokovaryans sayist m ’in biliniyor oldugu varsayimi altinda, m ’den
sonraki gecikmeli otokovaryans kisithh MaxEnt dagilimlarinin bu stokastik siireg
icin kabul edilebilirligi, Jaynes’in konsantrasyon teoremi yardimi ile
aragtirtlmistir.  Otokovaryans kisitlarinin artirllmasiyla elde edilen MaxEnt
dagilimlarinin kabul edilebilirligi siirecinin, otoregresif modelin gecikme sayisini
belirlemek ve parametrelerini tahmin etmek i¢in de isletilebilecegi gosterilmistir.
Ayrica ele alinan istatistiksel veriyi en iyi sekilde temsil eden dagilimin
bulunmasi problemi olan Genellestirilmis Entropi Optimizasyon Probleminin
(GEOP) formiilasyonu verilmis, MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlarinin bu
problemin ¢6ziimii oldugu gosterilmistir. Ardindan, moment fonksiyonlar1 ve
moment degerleri parametreye bagli olan MaxEnt dagilimlar1 i¢in MinMaxEnt ve
MaxMaxEnt dagilimlar1 tanimlanarak, kayip degerli zaman serileri i¢in bu
dagilimlar ele alinmistir. MaxEnt, MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlarinin
entropi degerleri arasinda bagintilar kurularak, s6z konusu dagilimlardan en
biiyiik informasyon igerenin MinMaxEnt oldugu ispatlanmistir. Bu sonug
dogrultusunda kayip deger ve gelecek deger tahminlemesi birer problem olarak
ele alinarak, ¢6ziim i¢in MinMaxEnt dagilimina dayali bir yontem gelistirilmistir.
Gelistirilen yontemin, 6ngorii ve kayip deger sayisina bagli durumlara gore
Matlab’da programlar1 yazilmistir. Gelistirilen yontemin performansi bir, iki, ti¢
ve dort gecikmeli otoregresif modellerden tiiretilen zaman serileri iizerinde, farkl
sayida kayip degerler icin MinMaxEnt dagilimma dayali tahminlerin MSE’leri
(ortalama kare hata) simiilasyon calismasi ile hesaplanarak, degerlendirilmistir.
Bununla birlikte s6z konusu yontem tek, iki ve daha fazla Ongorii igin
kullanilarak, simiilasyon g¢alismasi ile MSE degerleri hesaplanmis ve ydntemin
gecerliligi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: MinMaxEnt Dagilimi, MaxEnt Dagilimi, Kayip Degerli
Zaman Serileri, Kayip Deger ve Gelecek Deger Tahmini,

Otoregresif Modelleme
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In this thesis, via Maximum Entropy Method under the assumption that the
number of exact autocovariances for time series is known, the acceptability of
MaxEnt Distributions with autocovariances beyond the lag m is investigated by
virtue of Jaynes’s concentration theorem. It is proposed that the process for
acceptability of MaxEnt Distributions can be also used to determine lag number
and to estimate parameters of autoregressive model. Moreover, it is given that the
formulation of Generalized Entropy Optimization Problem (GEOP) which
requires obtaining distribution represents given statistical data in the best form
and it is shown that MinMaxEnt and MaxMaxEnt Distributions are a solution of
this problem. Later, MinMaxEnt and MaxMaxEnt for MaxEnt Distributions with
moment functions and moment values dependent on parameter are defined, these
distributions are found for the time series with missing values. By means of
relations established between entropy values of MaxEnt, MinMaxEnt and
MaxMaxEnt distributions, it is proved that the distribution containing the largest
information is MinMaxEnt distribution. Through the result, estimating of missing
and feature value is considered respectively as a problem and a method based on
MinMaxEnt distribution is developed for solving these problems. The
computations are performed by the programmes written in Matlab in order to use
the developed method according to the number of forecast and missing values.
The performance of the developed method is evaluated by mean square errors
(MSE) calculated from simulations for different number of missing values on the
time series generated by models with lag one, two, three and four. Furthermore,
MSE’s are calculated from simulation studies by using mentioned method for one,
two and more forecasting and the validity of this method is shown.

Keywords: MinMaxEnt Distribution, MaxEnt Distribution, Time Series with
Missing Value, Estimating of Missing and Feature Value,

Autoregressive Modelling
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1. GIRiS

Bir stokastik siirecin tek bir gerceklesmesi olarak ifade edilebilen zaman
serisi, zamana bagli 6l¢iilmiis bir veri seti dizisidir. Miihendislikten ekonomiye
bir¢ok alanda zaman serisi ornekleriyle karsilagsmak miimkiindiir. Zaman serisi
formunda bir veri seti ile calismay1 gerektirmeyen bir bilim dali bulmak oldukca
zordur. Bir zaman serisinin karakteristik 6zelligi, onun gelecekteki davranisinin
tam olarak tahmin edilememesidir. Zaman serisi analizi istatistigin 6nemli bir
alanin1 olusturmaktadir. Zamana bagli kayit edilen verilerden olugmasi nedeniyle
de zaman serisinde kayip gozlemler oldukca yaygindir. Kayip deger problemi,
veri analizinde model belirlemenin tipik sorunlarindan biridir. Bir zaman serisi
icin olduk¢a yaygin olan bu sorunun nedenleri, gézlemek istenilen frekanslarda
verinin mevcut olmamasi; kayit hatalarinin olmast ve “aykiri deger” lerin
silinmesi seklinde siralanabilir. Bu nedenle zaman serisi analizinde cesitli
sebeplerle bir ya da birka¢ gézlemin kayip olmas1 durumunda 6nemli bir problem,
modelin tahmin edilmesi ve kayip degerler i¢in tahminlerin elde edilmesidir.
Kayip degerlerin tahminlerinin zaman serisine dahil edilmesi, verinin dogasini
daha iyi anlamaya ve daha iyi 6ngoriiler yapmaya imkan saglar. Bircok caligmada
(Little ve Rubin 1987; Pourahmadi 1989) tamamlanmamis otoregresif zaman
serileri ele alinmig, bu durumda parametre tahminleri ya gbzlenmis verinin tam
Gaussian likelihood fonksiyonu maksimize edilerek ya da EM algoritmasi
kullanilarak yapilmistir (Shumway ve Stoffer, 2000). Ayrica literatiirde kayip
degerlerin yerine konmasi i¢in de bircok metot gelistirilmistir. Pourahmadi (1989)
duragan bir zaman serisinin kayip degerlerini tahmin etmek icin tam bir ¢6ziim
Onermis ve ortalama kare hataya gore en iyi lineer ara deger bulucuyu

(interpolator) belirlemistir. Lineer ara deger bulucu (LI) metoduna gore ozel

olarak AR(I) modelinde,

X, =pX,  +e¢, t=1,...,n,

pl<1 (1.1)



X,, t anindaki gozlem degeri, ¢, ’ler ise beyaz giiriiltiiniin (white noise) bir dizisi
olmak iizere X, kayip degeri %(X X M) bilinen formiilii ile hesaplanir
+p

(Brockwell ve Davis 1991).

Roy ve Chakraborty (2006) ise (1.1)’deki model i¢in iki kayip deger
tahmin metodunu karsilastirmislardir. Ik metot olarak kayip deger yerine geride
kalan (n—l) gbzlem degerinin ortalamasi olan Zn: X, / (n—l) koymay1 Oneren

1=Lerk

ortalama yerlestirme metodu (average replacement method), ikinci metot olarak
X, kayp deger yerine X,,...,X, e dayandirilan pX, , tahminini koymay:
Oneren Ongorii  yerlestirme metodu FR (forecast replacement method)
kullanilmistir. A. Hamaz ve M. Ibazizen (2009) ise LI ile FR metotlariin
olusturdugu kayip deger tahminlerini Pitman yakinlig1 olarak bilinen bir 6l¢iime
gore karsilastirmiglar ve 6zel olarak birinci dereceden otoregresif model igin LI
metodunun FR metodundan {istlinliigiinii gostermislerdir. Farklt zaman serileri
icin kayip degerlerin tahmininde farkli stratejilere ihtiya¢ duyulur ve miimkiin
olan en 1yi tahmini elde etmek icin bu stratejileri kullanmak gerekir.

Zaman serisi analizi yOntemleri stokastik modelleme, deterministik
modelleme ve durum uzayli modelleme olmak iizere iige ayrilmaktadir. Bunlardan
stokastik modelleme, geleneksel Box Jenkins’in otoregresif, hareketli ortalama ve
otoregresif-hareketli ortalama modelleri ile temsil edilebilir. ARIMA modelleri
olarak bilinen bu teknikler istatistiksel kavramlara ve prensiplere dayandirilir ve
birgok zaman serisi Orneklerini modelleyebilir. Bu modeller bilinen veri
orneklerini belirlemek i¢in sistematik bir yaklasim kullanir ve belirlenen
orneklerin ¢esidini Uretebilen wuygun formiilleri seger. Uygun model
belirlendiginde, bilinen zaman serisi verisi, modeldeki parametreler i¢in uygun
degerleri belirlemekte kullanilir. Ayrica ARIMA modelleri, segilen modelin
gecerliligini dogrulamak i¢in birgok istatistiksel testleri de saglar. Bununla birlikte
Box-Jenkins ARIMA modellerinin bir dezavantaji her zaman periyodunda verinin
kaydedildigini varsaymasidir. Bu yiizden kayip degerli zaman serisine Box-
Jenkins ARIMA yaklagimindan 6nce, kayip degerleri tahmin etmek i¢in uygun ara

deger hesaplama tekniklerini uygulamak gerekmektedir. Deterministik modelleme



olarak bilinen yontemde ise zaman serisinin bilinmeyen bir fonksiyona uygunlugu
varsayillir ve bu fonksiyona fit etmeye calisilir. Burada kayip degerler,
fonksiyonun kayip degerde aldigi deger kullanilarak tahmin edilir. Geleneksel
zaman serisi yaklagimlarindan farkli olarak, bu metot zaman {izerinde degiskenler
arasindaki iliskiyi goz ardi etmektedir. Bu yaklagim zaman serisi i¢in “en iyi fit”in
elde edilmesine dayandirilir ve “en iyi fit” siirecinin agik bir sekilde tanimlanmis
olmas1 gerekmektedir. Zaman serisi analizine farkli bir yaklasim durum uzay
modelinin kullanimidir. Bu yaklasim bir zaman serisinin belli bilesenlerin bir
kiimesi oldugu fikri {izerinde durur. Kalman filtreleme ve Maksimum Benzerlik
tahminleme yontemleri durum uzayli modellemenin 6nemli prosediirlerindendir.
Maksimum benzerlik yonteminin modifiye edilmesiyle kayip degerli bir veri seti
icin tahmin ve Ongorii yapmak miimkiin olur. Chi Fung D.S. (2006) yapmuis
oldugu tez calismasinda, kayip degerli zaman serisini modelleyebilmek igin
yukarida s6zii edilen tekniklerden en uygununu belirlemek iizerine aragtirmalar
yapmistir. Deterministik ve stokastik modellemeleri karsilastirmanin yani sira,
kayip deger tahmini ve 6ngorii yapmak icin Box-Jenkins ARIMA modelleri ile
durum uzay modellerini de karsilagtirmigtir.

Bu modelleme ¢alismalarinin yan1 sira Samilov (2006), (2007), (2008)’ de
bir istatistiksel veriyi en iyi sekilde temsil eden dagilimin bulunmasi problemi
olan Genellestirilmis Entropi Optimizasyon probleminin (GEOP) formiilasyonu
ayrintilar1 ile verilmis, sonlu sayida moment kisitlar1 iireten bir moment
fonksiyonlar kiimesine gore istatistiksel veriye en yakin ve en uzak dagilimlarin
bulunmasi problemi ele alinmistir ve farkli istatistiksel veriler iizerinde
uygulanabilirligi gosterilmistir.

Bu tez ¢alismasinda oncelikle stokastik siire¢ ve istatistiksel ozellikleri ile
duragan stokastik siiregler gibi gerekli kavramlar ele alinmis, daha sonra bir
stokastik siirecin tek bir gerceklesmesi olarak diisiiniilen zaman serisi igin

Maksimum Entropi yontemi (MaxEnt) kullanilarak bir dagilim belirlenmistir.
[voy,v,...v,] seklinde ele alnan zaman serisi igin y, k. sirali rassal degisken

olmak tizere gbzlemler arasindaki araligin esit oldugu varsayilir. Ele alinan zaman
serisi i¢in bir diger basitlestiren matematiksel varsayim gézlemlerin ortalamasinin

sifir oldugudur. Bu varsayim kisitlayici degildir ¢iinkdi,



1 T
y=—-Yy, 12
v T+1,Z_;y’ (12)

ifadesi sifir olmasa da zaman serisi,

Vi=yi—Y (1.3)
ile sifir ortalamal1 baska bir zaman serisine doniistiiriilebilir.

Dahas1 gozlenen zaman serilerini iireten stokastik siirecin duragan oldugu
farz edilir. Bu kosul siirecin 6zelliklerinin zamanla degismez olmasi anlamina
gelir. Boylece eger siireg bir olasilik dagilimi ile modellenebiliyorsa, bu dagilimin
istatistiksel Ozellikleri (ortalama ve varyansi) zamandan bagimsizdir. Duragan
olmayan zaman serileri veri iizerinde fark alma gibi uygun bir doniisiimle duragan
hale getirilebilir.

Vi=Via =Y j=012,....,T-1 (1.4)
esitligindeki gibi fark alma islemi veri duraganlasana kadar tekrar edilir. Ozetle
MaxEnt dagilimi kurma siirecinde verilen y kesikli zaman serisi asagidaki
Ozelliklere sahip olmalidir:

e Ormeklemler zamanda es uzayhdur,
e Seri sifir ortalamalidir,
e Stokastik siirecin verdigi gézlemler duragandir.

Ayrica stokastik siirecin dnemli bir 6zelligi y, degeri ve k gecikmeli y;
degeri arasindaki kovaryans ile verilir. Bu k gecikmeli otokovaryans r, olarak
gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir:

e =0ov[y,, ¥, 1= ElV; = 1) — 1)) (1.5)
Burada g, siirecin ortalamasi, y~ ise y nin kompleks eslenigini ifade eder.
Siirecin sifir ortalamali oldugu farz edildigi i¢in yukaridaki esitlik,

ne=Ely;y,.4] (1.6)
esitligine indirgenir ve reel bir zaman serisi i¢in y; =y, olur.

Ayn1 zamanda dura@an bir siireg 7, =7, seklinde eslenik simetri 6zelligi

gosterir. Bir baska deyisle ayni siranin ileri ve geri gecikmeleri birbirinin

kompleks eslenikleridir. Reel bir zaman serisi igin ise 7, = r, olur.



Boylece sifir ortalamali duragan bir stokastik siirecin bir gerceklesmesi
olarak diisliniilen bir zaman serisini tanimlayan dagilimlarin se¢imini kisitlayan

bilgi, y, degerlerinin iliskilerini yansitan otokovaryanslardir. Maksimum Entropi

Formiilasyonunda m gecikmeye kadar otokovaryanslarin veriden tahmin
edilmesindense tam olarak bilindigi (6l¢iilmiis nicelikler oldugu) varsayilir.
Ancak ¢ok nadir 6rneklerde bu durum gegerlidir, cogu durumda ise veri sadece
satir zaman serisinden olugmaktadir. Bu yiizden her bir otokovaryans bizim
bilgimiz dahilinde degil, daha ¢ok veriden ¢ikarilmis olan bir niceliktir. Bu
durum, maksimum entropi formiilasyonunun ihtiyag duydugu tam
otokovaryanslar yerine tahmini otokovaryans fonksiyonunun kullanimini
gerektirir. Problem formiilasyonundaki bu yetersizlik, bir ¢6ziime dogru
ilerledigimizi kabul etmeyi gerektirir. Bununla birlikte, bu noksanlik sonuglarin
yorumlanmast siiresince akilda tutulmalidir (Kapur ve Kesevan 1992).
Bir stokastik siirecin bilgisi bu sekilde verildiginde, onun asagidaki bazi
karakteristikleri istenebilir;
e Maksimum entropiye sahip (en muhtemel ya da en sapmasiz) ve mevcut

bilgiyle uyumlu p(y) olasilik dagilima,

e Bilinen maksimum m gecikmeliler disinda en uyumlu otokovaryanslarin
tahmini (ekstrapolasyon )

Boylece yukarida sozii edilen kosullar1 saglayan reel degerli bir zaman
serisi igin m gecikmeli otokovaryans kisitlar1 (1.6) seklinde verildigi takdirde
boyutu zaman serisinin gozlem degerleri sayisina esit olan ¢ok boyutlu normal
dagilim seklinde ortaya ¢ikan MaxEnt dagilimimin kurulma siireci Bolim 3’de
ayrintilartyla ele alinmistir.

Boliim 4’de ise MaxEnt yonteminden yararlanarak, bir zaman serisi i¢in
tam otokovaryans sayisi m ’in biliniyor oldugu varsayimi altinda, m ’den sonraki
gecikmeli otokovaryans kisithh MaxEnt dagilimlarinin bu stokastik siire¢ icin
kabul edilebilirligi kavrami, Jaynes’in konsantrasyon teoremi yardimi ile
arastirilmistir.

Boliim 5°de de otokovaryans kisitlarinin artirilmasiyla elde edilen MaxEnt

dagilimlarinin  kabul edilebilirligi siirecinin, AR(k) modelinin k£ gecikme



sayisini belirlemek ve parametrelerini tahmin etmek i¢in de isletilebilecegi
Onerilmistir.

Bununla birlikte MaxEnt dagilimindan yola ¢ikarak elde edilen entropi
optimizasyon fonksiyoneli, bir istatistiksel veriyi en iyi sekilde modellemeyi
Oneren genellestirilmis entropi optimizasyon (GEO) dagilimlarinin kurulmasina
imkan saglamaktadir.

Bolim 6’da GEO dagilimlarindan MinMaxEnt ve MaxMaxEnt
dagilimlari, biri sonlu sayida moment kisitlar1 {ireten bir moment fonksiyonlar
kiimesine gore, digeri ise parametreye bagli moment kisitlarina gére olmak iizere
iki ayr1 sekilde tanimlanmustir.

Bolim 7°de parametreye bagli moment kisithh GEO dagilimlari, kayip
degerin bir parametre seklinde otokovaryans kisitlarinda yer almasiyla, kayip
degerli zaman serileri i¢gin MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlart seklinde elde
edilmistir.

Boliim 8’de, kayip degerli zaman serileri i¢cin MinMaxEnt ve MaxMaxEnt
dagilimlarinin entropi degerleri ve MaxEnt dagiliminin entropi degeri yardima ile
gbzlenen zaman serisine uygun olasilik dagiliminin entropi degeri arasinda cesitli
esitsizlikler seklinde ifade edilen bagitilar kurulmustur. Bu tiir bagintilar aracilig1
ile de gozlenmis zaman serisi hakkinda informasyon bagintilar1 olusturulmustur.
Entropi degerleri arasindaki bagintilar Teorem 8.1, Teorem 8.2 ve Teorem 8.3 ile,
informasyon bagintisi ise Teorem 8.4 ile ifade edilmistir. Burada Teorem 8.3. ile
MinMaxEnt dagiliminin kayip deger i¢in bir tahmin {iretebildigi ispatlanarak,
kayip deger tahmini ve 6ngérii yapmak i¢in MinMaxEnt dagilimina dayali yeni
bir yontem gelistirilmistir.

Boliim 9°’da farkli otoregresif modellerden tiiretilen veri setleri lizerinde
simiilasyon caligmalar1 yapilarak, farkli sayida kayip deger ve gelecek deger
tahminleri i¢in MSE’ler (ortalama kare hata) hesaplanmis ve yontemin gecerliligi

gosterilmistir.



2. GENEL KAVRAMLAR

2.1. Stokastik Siirec

Bilindigi gibi bir rassal degisken vy, (Q,g“ ,P) olasilik uzayinda Q
elementer olaylar kiimesi, ¢ ise € ’nin alt kiimelerinden olusan o -cebir olmak
tizere, her ¢ c¢iktisina bir y({) sayisimi atayan, bir bagka degisle Q’y1 reel

sayilar kiimesine gotiiren Olgiilebilir fonksiyondur. Reel sayilar kiimesinin alt

kiimelerinden olusan o, borel sisteminin keyfi 4 € o, kiimesinin ters goriintiisi

olan y~' (A) = {g“ : y(g“ ) € A} kiimesi R reel sayilar kiimesine aitse bu durumda

v Olctilebilir bir fonksiyondur. Bir stokastik siire¢ x(¢) ise her £ ’ye bir x(z,¢)
fonksiyonu atayan bir kuraldir. Boylece bir stokastik siire¢, £ parametresine bagli
zaman fonksiyonlarinin bir ailesi ya da ¢ ve ¢ ’nin bir fonksiyonudur. £ ’nin

tanim kiimesi tiim deneysel ¢iktilar kiimesi iken, ¢’nin tanim kiimesi ise R reel
sayilar kiimesidir.

Eger R reel eksen ise, x(¢) siirekli zamanli bir siireg, e§er R tam sayilar
kiimesi ise, x(¢) kesikli zamanli bir siirectir. Boylece kesikli zamanli bir siireg, bir
rassal degiskenler dizisidir. Ayrica x(¢)’nin degerleri sayilabilir ise, kesikli

duruma sahip bir silireg, sayilabilir degilse siirekli duruma sahip bir siirectir.

Bunlarin kombinasyonlar1 da s6z konusudur.

x(?) stokastik siire¢ i¢in asagidaki yorumlar yapilabilir:
1. x(¢,¢) fonksiyonlarinin bir ailesidir, bu yorumda ¢ ve { degiskenlerdir.

2. Tek bir zaman fonksiyonudur ( ya da verilen silirecin bir 6rnegidir ). Bu

durumda, ¢ bir degisken, ¢ ise sabitlenmistir.
3. Eger ¢ sabitlenir, ¢ bir degisken olursa, o zaman x(¢), verilen siirecin ¢

anindaki durumunu ifade eden bir rassal degiskendir.

4. Eger t ve { sabitlenir ise o zaman x(z,¢") bir sayidir.



Sekil 1.1. Tek bir parcacigin hareketi (Brownian Hareketi)

~N /N
VY,

Sekil 1.2. Rassal amplitiit ve fazli bir jeneratoriin voltaji

Bir stokastik siirece bir fiziksel bir Ornek, bir sividaki molekiillerle
carpismada mikroskobik parcaciklarin hareketidir (brownian hareketi). x(¢)
stireci, tiim parcaciklarin hareketlerinden olusur (ensemble). Bu siirecin tek bir
gerceklesmesi (realization) x(#,¢) , 6zel bir pargacigin hareketidir ve sekil 1.1°de
gosterilmistir. Diger bir 6rnek Sekil 1.2°de ise, rassal bir r amplitiit ve ¢ fazli bir
jeneratoriin voltajidir. Bu durumda x(¢) siireci dogal siniis dalgalarmin bir
ailesinden olusur;

x(t) = rcos(a)t + go).

Tek bir 6rneklem ise;

x(t,$;) = r(¢;)cos(ar + p(¢))
fonksiyonu ile gosterilir.

Tanima gore her iki 6rnekte stokastik siirectir, fakat bununla birlikte onlar

arasinda temel farklar mevcuttur. ilk ©6rnek, ( regular ), sonlu sayida



parametrelerle tanimlanamayan fonksiyonlarin bir ailesinden olusur. Ayrica,

X(#) 'nin bir 6rneklemi olan x(z,{) 'nin gelecegi, ge¢misi ile belirlenemez. Son
olarak, belli kosullar altinda, bir regiiler x(¢) siirecinin istatistikleri tek bir

ornekleme gore belirlenebilir. Ikinci ornek ise ( predictable ) dogal siniis

dalgalarinin bir ailesinden olusur ve » ve ¢ rassal degiskenlerince tamamiyla
belirlenebilir. Dahasi, x(¢,{), ¢ <¢, i¢in biliniyorsa, ¢ > ¢, icin de belirlenir. Son
olarak, x(¢)’nin bir 6érneklemi olan x(z,{) tiim siirecin 6zelliklerini belirlemez,

¢linkii o sadece r ve ¢@’nin () ve @(¢) ozel degerlerine baghidir (Papoulis

1991).

2.2. Stokastik Siireclerin Istatistikleri

Bir stokastik siire¢, her bir ¢ i¢in biri olmak lizere sayillamayan sayida

sonsuz rassal degiskenlerdir. Belirli bir ¢ i¢in x(¢),

F(x,t)=P(x(t) < x)
dagiliml1 bir rassal degiskendir.

Bu fonksiyon #’ye baglidir ve onun degeri, belirli bir # aninda, verilen bu
siirecin x(#,¢4) Orneklemlerinin x sayisin1 agmadigr tiim ¢ c¢iktilarindan olusan
{x(t) < x} olaymin olasiligimma esittir (Sekil 2.3). F (x,t) fonksiyonu, x(¢)
stirecinin birinci mertebeden dagilimi olarak adlandirilir. Onun x ’e gore tiirevi:

8F(x,t)

f(x,t) - ox

X(#) siirecinin birinci mertebeden yogunlugu olarak adlandirilir.

Birinci mertebeden dagilimin frekans yorumu ise Sekil 2.3 dikkate
alinarak yapilabilir. Eger deney » kez tekrarlanirsa, her bir deneme igin biri

olmak iizere n tane x(¢,4;) fonksiyonlart gozlenir. Gozlenen fonksiyonlarin
ordinatlarinin ¢ aninda x ¢izgisini agmayan denemelerinin sayis1 n, (x) olmak

luzere



F(x,t)= o ,(:C)

seklinde yazilabilir.

x(¢) stirecinin ikinci mertebeden dagilimi ise x(#,) ve x(#,) rassal
degiskenlerinin ortak dagilimidir:

F(x,,%,30,t,) = P(x(t,) < x,,X(1,) < x, ).
Buna uygun yogunluk ise

aF(xl,xz;tl,tz)
Ox,0x,

f(xlsxz;tlstz):

seklinde ifade edilir ve burada

o0

F(xl,tl):F(xl,oo;tl,tz) ;f(xl,tl): If(xl,xz;tl,tz)dxz

—00

olur. Bdylece x(¢) siirecinin n. mertebeden dagilimi, x(z,),...,x(z,) rassal

degiskenlerinin F (xl,. ca X5t .,tn) ile ifade edilen ortak dagilimidir.

A x(t,gl.)
_ ¢
-~ /’\v// \__/’
N I \_
I \//\ - ~/{;
ye - J 2
~ ~ NN r

ANEIE

Sekil 2.3. x(t) rassal degiskeninin F(x,t) dagiliminin frekans yorumu

Bir stokastik siirecin istatistiksel 6zelliklerini belirlemek icin her x,, ¢, ve
n igin F (xl,...,xn;tl,...,tn) fonksiyonunun bilgisine ihtiya¢ duyulur. Bununla

birlikte birgok uygulamalar i¢in sadece bazi ortalamalar, ozellikle de x(¢) ve
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x’ (t) 'nin beklenen degerleri kullanilir. Bu nicelikler asagidaki gibi ifade
edilebilir:
Ortalama: x(t)’nin 7(¢) ortalamasi, x(t) rassal degiskeninin beklenen

degeridir:
= El:x(t):l = j- xf(x,t)dx

Otokorelasyon: Bir X(t) stokastik stirecinin R(tl,tz) otokorelasyonu

X (z‘1 ) X (t2 ) carpiminin beklenen degeridir:

R(tl,t2)=E|:X(tl)X(t2)]= I J-xlxzf(xl,xz;tl,tz)a’xldx2 .

R(t,,t,)’nin ¢, =t, =t kosegeni tizerindeki degeri x(#) nin ortalama
issiidiir (average power) :

R(t,t)=E{x2(t)} >0,

Bir x(¢) stokastik siirecinin R(¢,,#,) otokorelasyonu pozitif taniml bir
fonksiyondur. Bir bagka deyisle herhangi a; ve a; i¢in

Zaa R(t t )

seklindedir. Bu asagidaki 6zdesligin bir sonucudur:
0<E{‘Zax } Za { (tj)}.

Otokovaryans: Bir X(t) stokastik siirecinin C(tl,tz) otokovaryansi X(l‘l)

ve x(1,) rassal degiskenlerinin kovaryansidur:

C(tl,t2)= R(tlatz)_ﬂ(tl)ﬂ(tz)'

Baska bir deyisle x(7) stokastik siirecinin C(t,,t,) otokovaryansi

merkezilestirilmis ¥(¢) = x(¢)—(¢) siirecinin otokorelasyonudur:

C(twtz):E[(X(tl)_”(tl))(x(tz)_n(tzn] :

11



Ayrica C(tl,tz) otokvaryansmnin ¢ =t, =t kosegeni lizerindeki degeri
C(t,t) ise x () ’nin varyansina esittir.

Kovaryanslar1 standardize etmek i¢in uygun rassal degiskenleri onlarin

standart sapmasina bélmek uygun olacaktir:

C(t,1,)
C(t,4,)C(t,,1,)

ve bu oran X(t) siirecinin korelasyon katsayisidir. Bir baska deyisle bir X(t)

r(tl,tz):\/

siirecinin  r(t,,¢,) korelasyon katsayisi, x(t)/C(z,¢) normallestirilmis siirecin
otokovaryansidir. Béylece o da pozitif tanimlidir ve onun i¢in
r(t,t, ) <1, r(tt)=1

gecerli olacaktir (Papoulis 1991).

Mliskisiz ve Bagimsiz Artiglar
Eger bir x(t) sirecinin x(¢,)—x(z,),...,x(¢,)—x(z,,) artiglart her bir
t, <...<t, ve n21 igin iliskisiz (veya bagimsiz) rassal degiskenler ise bu

durumda s6z konusu x(t) stireci iliskisiz (veya bagimsiz) artish bir siirectir denir

(Papoulis 1991).

Tamamen rassal siirecler; “Beyaz Giirilti”
Bir {X t} stireci, ¢ =0,%1,%2,..., olmak flizere, iliskisiz rassal degiskenler
dizisinden olusuyorsa, bir baska deyisle tim s#¢ icin COV{X X ,} =0 ise

“tamamen rassal siire¢” olarak adlandirilir (Priestley 1981).

Normal Siirecler
Eger x(t,),...,x(z,) rassal degiskenleri her bir ¢ <...<¢, ve n>1 igin
ortak normal ise bu x(¢) siireci normal olarak adlandirilir. Normal bir siirecin

istatistikleri onun 77(1‘) ortalamasi ve C(tl,tz) otokovaryansi ile tamamiyla

belirlenebilir. Ciinkii aslinda, E{x(¢)}=17(t), o(¢)= C(z,t)dir.

X
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Buradan x(t) ‘nin birinci dereceden yogunluk fonksiyonunun f (x,t) ,
N (77(1‘); C (t,t)) seklinde normal oldugu sonucuna varilir. Benzer sekilde x(¢)’nin

ikinci dereceden yogunlugu da, r(t,,,) x(¢,) ve x(t,) rassal degiskenlerinin

korelasyon katsayis1 olmak iizere, N (n(tl ),n(tz ),\/ C(tl,t1 ),\/ C(tz,t2 ); r(tl,tz ))
ortak normal yogunluktur. Dahasi x(¢) siirecinin n. mertebeden karakteristik
fonksiyonu,
1
eXp{jz ﬂ(ti )a)i _Ez C(ti " )a)ia)k }
i ik
seklinde verilir. Onun ters Fourier déniisiimii olan f(x,,...,x,;t,...,t,) ise x(¢)

siirecinin n. mertebeden yogunlugu olacaktir (Papoulis 1991).

Duragan Siiregler

Siireglerin 6zel bir siifi olan duragan siiregler, istatistiksel 6zelliklerinin
zaman boyunca degismeyen olusuyla karakterize edilirler. Eger X (t) stireci
duragan siire¢ ise, onun istatistiksel 6zellikleri zamana bagli olarak degismeyecegi
i¢in X(l),X(2),X(3),...,X(t),..., rassal degiskenlerinin tiimii ayn1 olasilik
yogunluk fonksiyonuna sahip olmalidir. Bununla birlikte duraganlik o6zelligi
bundan daha fazlasini gerektirir ki ornegin
{X(l),X(4)},{X(Z),X(S)},{X(3),X(6)},..., rassal degiskenleri de ayni iki
degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olmalidir. Benzer sekilde 6rnegin
{X(Z),X(4),X(7)},{X(3),X(5),X(8)},..., rassal degiskenlerinin timi de
ayni li¢ degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip olmalidir ve vb..Bu
ozelliklerin timi su sekilde oOzetlenebilir; herhangi ¢.t,,...,¢, zaman noktalar
kiimesi igin {X (tl),X (tz),...,X (tn )} ‘nin ortak olasilik dagilimi, her zaman

noktasinin ayni miktarda atlatilmasiyla da degismemis kalmalidir. Bu 6zellige
sahip bir siire¢ “tamamen (completely) duragan” olarak adlandirilir ve formal
tanimi agagidaki gibidir.

t ve her bir k  igin,

PEREERX Y

Tanim 2.1. Eger her bir 1.,¢

{X(tl),X(tz),...,X(tn )} ‘nin ortak olasilik dagilimi
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{X(t1 +k),X(t2 +k),...,X(tn +k)} ‘nin ortak olasilik dagilimi ile 6zdes ise, bir
bagka deyisle F(.), rassal degiskenler kiimesinin dagilim fonksiyonu olmak

uzere,

X(4).X(1,) (xl seees Xy ) FX(tlJrk),...,X(thrk) (xl seees Xy )
oluyor ise {X (t)} slireci tamamen duragan siire¢ olarak adlandirilir.

Tamamen duraganlik oldukga agir bir sarttir ve daha hafif bir kosul olan

“m. dereceden duraganlik” kavrami ortaya ¢ikar. Bu zayif kosul altinda, 6rnegin

X (tl)’in olasilik dagiliminin X (t1+k) ‘nin olasilik dagilimi ile 6zdes olmasi

sartinda 1srar edilmez, sadece bu iki dagilimin temel Ozelliklerinin bir baska

deyisle onlarin belirli bir dereceye kadar momentlerinin ayn1 olmasi yeterlidir.
Benzer olarak, {X(tl),X(tz)} ‘nin ortak dagiliminin {X(t1 Jrk),X(t2 +k)} ‘nin

ortak dagilimi ile 6zdes olmasinda 1srar edilmez, sadece belirli dereceye kadar
momentlerinin esitligi beklenir. “m. dereceden duraganlik” kavrami asagidaki

tanim ile daha iyi anlagilir.

Tamm 22. Eger her bir f.,4,...,¢, ve her bir k icin,
{X(t).X(t,),...X(t,)} nin  m.  dereceden  ortak  momentleri,
{X(t,+k),X(t,+k),...,X(t,+k)} 'mn uygun m. dereceden ortak momentleri
var ve esit ise {X (¢)} siireci m. dereceden duragan siireg olarak adlandirihr.

Boylece her bir k& ve m+m,+...4+m <m’yl saglayan tim pozitif

m,,m,,...,m_ tamsayilari i¢in,

E[{X(tl )"} {x ) }J - E[{X(tl k)L (e, ) }}

yazilabilir. Ozel olarak, m, =m, =...=m,_ =0 olarak alindiginda, her bir ¢ ve tim

m, <m’ler igin

E[{X(z)m'}}=E[{X(0)m‘}} (k =-¢ alindiginda)

= t den bagimsiz bir sabit

olur. Ayrica her bir ¢, s ve tim m, + m, < m’yi saglayan m,,m, ’ler i¢in

14



RO EORI RIS ONIEICIN
=sadece (s - t) ‘nin fonksiyonu

elde edilir.
Bu durumda 2. dereceden duraganlik denildiginde asagidaki ozellikler

gecerli olacaktir:
. FE [X (t)] = u, (t’den bagimsiz bir sabit), bir bagka deyisle tiim zaman
noktalarinda ayn1 ortalamaya sahiptir.

ii. E[X2 (t)} =1, (2’den bagimsiz bir sabit)

Boylece var{X (t)} =, —4* =" de ¢ ’den bagimsiz bir sabittir, tiim zaman
noktalarmda ayn1 varyansa sahiptir
iii. Dahasi, her bir fs igin, E[X(¢)X(s)]=sadece (s—¢)’nin
fonksiyonudur. Boylece,
cov {X (1) X (s)} = E[X (1) X (5)] - 42
oldugu igin
=sadece (s—¢) nin fonksiyonu

olur. Bir baska deyisle herhangi iki noktadaki deger arasindaki kovaryans, bu
noktalarin zaman ekseni tlizerindeki yerine degil, bu zaman noktalar1 arasindaki

mesafeye baglidir (Priestley 1981).
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3. ZAMAN SERIiSi iCIN MAXENT DAGILIMININ KURULMASI

MaxEnt Yontemi, tek bir gerceklesmesi (realization) gozlenmis zaman
serisi olan bir stokastik slire¢ i¢in MaxEnt dagilimini bir model olarak
onermektedir. Bir baska deyisle MaxEnt dagilimi, s6z konusu stokastik siirecin
dagilimi i¢in bir tahmindir. Boylece bu boliimde, oncelikle, duragan zaman
serileri i¢in olasilik dagiliminin, otokovaryans fonksiyonlarimin kisit olarak
verilmesiyle Maksimum Entropi Yontemi aracilifiyla elde edilmesi siireci
incelenmistir. Otokovaryans fonksiyonlarin kisit olarak verilmesiyle ortaya
cikan optimizasyon problemine Lagrange Carpanlar1 yontemi uygulandiginda
MaxEnt olasilik dagiliminin, zaman serisinin duragan olmasi nedeniyle varyans-
kovaryans matrisi bir toeplitz matris olan ¢ok degiskenli Normal formunda oldugu
goriilmustiir. Daha sonra Toeplitz matrisin Ozelliklerinden yararlanarak,
otokovaryans fonksiyonlarinin beklenen degerleri, kompleks degiskenli bir
fonksiyonun kontur integrali seklinde ifade edilmistir. Bu iliskiden ortaya ¢ikan
2m+1 sayida denklemin c¢oziilmesiyle Lagrange carpanlarinin degerlerine
ulasiimistir. Elde edilen lagrange carpanlar1 degerleri ile, MaxEnt olasilik dagilimi
belirlenmistir. Ayrica, m gecikmeden sonraki otokovaryans degerlerini tahmin
icin, yinelemeli bir ekstrapolasyon esitligi elde edilmistir. Tiim bu siire¢ bir zaman

serisi iizerinde isletilmis, Matlab’da program yazilarak degerler elde edilmistir.

3.1. Maksimum Entropi Yontemi ve Maksimum Entropi Dagilim

Maksimum entropi dagilimi, Jaynes’in Maksimum Entropi prensibi ile
elde edilen dagilimdir. Maksimum entropi yoOntemi ise istatistiksel verinin
maksimum entropi dagilimi seklinde modellenmesidir. Maksimum entropi
(MaxEnt) dagilimi Shannon entropi dl¢limiinii, verilen moment kisitlart altinda
maksimize eden dagilimdir. Goriildiigii gibi MaxEnt dagilimi bir optimizasyon
probleminin ¢oziimiidiir. MaxEnt yontemi ise istatistiksel veriyi bu dagilim
seklinde modellemeyi Onermektedir. Kesikli X rassal degiskeni i¢in Shannon

entropi dlgiimii H (X)=-)> p,Inp, fonksiyonu seklinde, siirekli X rassal

i=1
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b
degiskeni i¢in H (X ) = —j f (x)ln f (x)dx fonksiyoneli seklinde ifade edilir.

a

Verilen moment kisitlar1  ise  kesikli X rassal degiskeni igin

Zn:pigj (xl.) = J=0,1,...,m5 py =1, g, (x) =1 seklinde, stirekli X rassal
i=1

b
degiskeni igin J-f(x)gj (x)dx=p;5j=0,1,...,m;5 g4, =1,g,(x)=1 seklinde ifade

edilir. S6z konusu optimizasyon problemlerinin ¢oziimii Lagrange carpanlari

yontemi ile gergeklestirilir.

Bir zaman serisi hakkinda verilen bilgi, olasiliklar iizerindeki dogal kisit

ile birlikte, m gecikmeli otokovaryanslarin beklenen degerlerinden olustugunda,

bu zaman serisi icin MaxEnt dagilimimin, sifir ortalamali ve A~ kovaryans

matrisli,

1 1
py)= ?exp(—ay AYJ
(27)2 A2

cok degiskenli normal dagilim oldugu gosterilecektir. Boylece maksimum entropi
yontemi bize, gdzlenmis bir zaman serisi seklinde gergeklesmeye sahip stokastik

stire¢ icin belli bir dagilim 6nermektedir.

3.2. Zaman Serisi icin MaxEnt Olasihk Dagilimi Formu

(—oo,+0) arasinda degisen degiskenlerin ortalama, varyans ve

kovaryanslar1 kisit olarak verildiginde, MaxEnt olasilhik dagiliminin ¢ok

degiskenli (multivariate) Normal Dagilim oldugu gosterilebilir. Buradan yola

cikarak bir zaman serisi y :( Yoy Voo yT) seklinde bir vektor rassal degisken

olarak disiiniildiglinde, sifir ortalamali bu rassal degiskenlerin varyans ve

kovaryanslari,
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E[yy,]=0;. i=0,12,....,T j=012..T

seklinde ifade edilir.Burada y; ile y,’nin kompleks eslenigi gosterilmistir. Bu

zaman serisi i¢in duraganlik varsayimi dikkate alindiginda,
E[y,y0]=0, =1 E[ ¥y =00, =1 - k=01...m (3.1)
esitlikleri elde edilir. Shonnon’un,
H==[ p(y)inp(y)dy (3.2)

ile ifade edilen (3.2) entropi 6l¢iimiini, (3.1) ile verilen kisitlar altinda maksimize
etmek icin Lagrange carpanlart yontemi uygulanir. Bu amacgla olusturulan

yardimci1 fonksiyonel,

U==[,.p(y)inp(y)dy-a(],. p(y)dy-1)
m_T-k .
ZO Oﬂ’j J+k( ]RTI )yjyj+kdy_o-j,j+k)
k=0 j=
m_ T-k

- ﬂ’j+k,j( RTH p(y)yjyﬁkdy o +kj)

k=1j

Il
f=}

seklinde olacaktir. Burada 4, ;,, ve 4,,, ;’ler Lagrange carpanlaridir.

J+k,j

Duraganlik kosullarini ifade eden (3.1) esitliklerindeki gosterimler dikkate

alindiginda yardime1 U fonksiyoneli,

m T—k

U==[ . p(y)inp(y)dy-a(],. p(y)d )

k=0 j=0

/11+k j ( wra P )J’;J’ﬁkdy_’ik)

18
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sekline doniisiir. Burada 4, ,, =4, ve 4, , =4, olarak gosterildiginde

U==[ . p(y)np(y)dy-a(],.p(y)dy-1)

m T—k

DA Jor () 3,7y 1)
k=0  j=0
m T-k

_Zﬂ’k ( IRTl yjijrkdy_rfk)
k=1 Jj=0

olur ve

m

u=|. de+a+z/12rk+z/1 Zrk (3.3)

olarak yazilabilir. Burada

F=—p(y)lnp(y) (a+iﬂ, Zy y}+k+i/1 Zy kaJ

seklindedir.
Cok degiskenli fonksiyonlara bagli fonksiyoneller i¢cin Euler Denkleminin
genellemesi asagidaki gibidir;

F-2F -2F .- %F -0 (3.4)
P ayo 90 ayl q1

P

Burada ¢, = , j=0,1,2,...,T.

j
Ostrogradsky Denklemi olarak anilan bu denklem, asagidaki gibi de
yazilabilir;
L0

F,-Y —F, =0. (3.5)
j =0 ay/ j

Burada F integranti F_ :88_ ’leri igcermedigi i¢in, (3.3) fonksiyonelinin

ekstremalleri, p(y) "ye gore tlirevin sifira esitlenmesiyle, bir bagka ifadeyle

m T-k m T-k
F,= —1—1HP(Y)—[Q+Zﬂkaijk + ﬂ-ka}‘-mj =
k=0 j=0 k=1 j=0

denkleminin ¢6zlimii olarak
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m m

1 T-k . T—k .
Inp(y)=—(a +1)—5{;ﬂk201yjyj+k + ;ﬂ-k;yjyj+k}

veya

m

1 Tk . m T-k .
p)=enla-en- 13450 3 a Sl Go

k=0 j=0
seklinde elde edilir. Burada % carpani, normal dagilim formuna benzetebilmek

icin yapilmis ve bu durumda ortaya ¢ikan 24, ve 24, lagrange carpanlari yerine

yeni sembol kullanilmayarak 4, ve 4, yazilmistir.

p(y) dy =1 dogal kisitinda (3.6) esitligi yerine yazildiginda,

RTH
1 m T—k . m T—k .
J-an exp(_a_l)exp_g{zikzyjyjﬁc +Zikzyjyj+k}dy =1 >
k=0 =0 k=1 =0

1 T—k . m T—k .
exp(a+1) = J‘RTH exp_E{zlkajijrk +Z)lkzyjyj+k}dy

k=0 = k=l j=0
veya
(a+1) = an(L)

olur. Burada

m

Tk
ﬂ’k ZJ’_,’)’_;M +
k=0 j=0

m

1

z(n)=|, exp—E{

seklindedir. (a+1)=InZ (1) esitligi (3.6)’da yerine yazildiginda p(y) MaxEnt

T-k
Ay Zy_fy_,-+k}dy (3.7)

k=1 j=0

Olasilik dagilima,
1 1|

T—k m T-k
p(y) =—exp——{2%2yjy}lk +Zik2y§yj+k} (3.8)
z ()“) 2 (i j=0 k=1 j=0

olarak elde edilir. (3.8) formiilii vektdr-matris gdsterimi ile

()= (3.9)
seklinde yazilabilir.
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Yo
.

Burada y=|:y0 b2 yz...yT],y*: )jl ve
Vr
A A 2, 0]
A, A A 4,
: /171
A: ﬂ’—m : /10 Z‘l /Im
A A, P
oo A A
i 0 /Lm /171 /10 J(rx(r+1)

seklindedir. Goriildiigii gibi A matrisinde 4, =4, oldugundan (7 +1)x (7T +1)
boyutlu bir Toeplitz matristir. Burada A matrisinin gosterimindeki sifirlar boyutu
(T +1)><(T +1)’e tamamlayacak sekildedir. Ayrica | J —i|£m oldugunda 4, ,,
| Jj —i| >m oldugunda ise sifirdir. Boyle matrise “seritli (banded) toeplitz matris”

denir. Bu matrisin kovaryans matrisi olarak nitelendirilebilmesi igin pozitif

taniml1 olmas1 gerekmektedir. 7, =7, oldugundan, (3.9) esitligindeki iistel ifade

igin A, = A, ve bdylece (A* )’ = A olur. Ayn1 zamanda A matrisinin bir Hessian

matris oldugu anlasilir. Bu durumda, (3.9) olasilik yogunluk fonksiyonunun ¢ok

degiskenli normal dagilim formuna sahip oldugu goriiliir.

N boyutly, sifir ortalamali ve £ kovaryans matrisli x =[x, x, ...x, ] bir

vektor rassal degisken icin ¢ok degiskenli normal formu;

1 7lx'2'lx

e? (3.10)

seklindedir. (3.9) formu ile karsilastirildiginda, y’nin sifir ortalamali A™
kovaryans matrisli ¢ok degiskenli normal dagilima sahip oldugu sonucuna varilir
ve bu durumda,

T4
7|

Z(2)=(2x) A“‘i (3.11)

seklinde yazilabilir, buradan MaxEnt olasilik dagimi
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1,
1 —~y'Ay

p(y)=——F7—7¢’ (3.12)

(27[)7 A F

formuna sahip olur.

3.3. Lagrange Carpanlarinin Elde Edilmesi

Yukarida gosterildigi gibi gozlenmis bir zaman serisi seklinde
gerceklesmeye sahip stokastik siire¢ i¢in MaxEnt olasilik dagilimi, m gecikmeli
otokovaryans kisitlar1 verildiginde (3.12) formiili ile ifade edilir. Burada yer alan
A toeplitz matrisinin Lagrange carpanlarindan olusmasi nedeniyle, bu carpanlarin
elde edilmesi onem tasimaktadir. Bu amagla (3.11) formiilii dikkate alinarak

an(l) =%ln(2ﬂ)—%ln|A|

yazilabilir. A matrisi pozitif tanimli oldugundan, onun g¢,,q,,...,q, 0zdegerleri

pozitiftir ve bu matrisin determinant1 6zdegerlerinin ¢arpimu ile,
T
[Al=114,
j=0

seklinde ifade edilebilir. Dolayisiyla,
T
1nz(x):T—“1n(2n)—121nq, (3.13)
2 24
olur. Bilindigi {lizere bir seritli toeplitz matriste m <7 oldugunda, bu toeplitz

matrisin 6zdegerleri asimtotik olarak (T - oo) ,

2ijk

qj=g(zj)=§: Ae™  j=0,12,..,T, P =-1. (3.14)

seklinde yazilabilir (Gray 2001). Burada z;’ler, z'*' =1 denkleminin (7T +1)

sayida kokidiir ve kompleks diizlemde birim ¢ember {izerinde yer alir. Ayrica A

matrisi Hermitian matris oldugu i¢in tiim O6zdegerleri reeldir. S6zii edilen bu

kokler,

27y
— T+l
Zj e

seklinde gosterilir ve (3.14) de yerine yazildiginda,
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q,= g[e p(;ﬂijj:g(zj): Zm: Azt (3.15)

olur. (3.15) esitligi (3.13)’de dikkate alindiginda,

an(l)~TTﬂ{anﬂ)—iilng(exp(;:ﬁn} (3.16)

elde edilir.

Riemann integrali tanimina gore, I f (H)dH integrali, [0, 27[] tanim
0

araligin1 7 +1 pargaya bolerek, her bir par¢anin uzunlugu ile o parganin baslangig

noktasindaki  fonksiyonun degerinin  carpilip, toplanmasiyla yaklasik

T
hesaplanabilir. Dolayisiyla, 27 = Z 27

Jj=0

oldugundan, her bir parcanin uzunlugu,

olur ve

T+1

2
j H)de_;%zf(T?leﬂ

seklinde yazilabilir. Buradan,

LZ/I 1 272']
27z£f(9)d9_hm Zf(Tﬂj

T—>T 41
olur. Bu esitlik 7 ’nin ¢ok biiyiik degerlerinde (3.16) esitligindeki toplam yerine
yaklasik olarak kullanilabilir. Bu ifade de f (9) = g(eia) seklinde kabul
edildiginde,
hm—ZIng( ﬂj:—jlng ¢’ (3.17)

T—o T 41

esitligi yazilabilir. (3.17) esitligi (3.16)’de dikkate alindiginda,
Lan(k) ~ ln(2ﬂ)—LTlng(6i9 )d@
T+1 2 s,

olur. Burada g(e“g) icin (3.15) esitligi kullanilirsa asimptotik olarak,

%mz(x) - {m(zz)—izfln( > ﬂke”"jdé'}
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esitligine ulasilir. Her iki tarafta A, ’ya gore kismi tiirev alindiginda,

2
2 81112{()L) N,___;L_ ————'hl :E: ){ ew%
T+1 o4 2 ~

1 2z ei@k
B r—
Ty Zlkeiak
k=—m
2 8an 0
j—d@ k=0,%1,+2,. (3.18)
T+1
8an(k)

sonucuna varilir. Burada tiirevini elde etmek i¢in daha 6nce ulagilan

k

z(M)=].., exp——{Zﬂ Zy Vit LA ka V) k}dy

esitliginde her iki tarafin In’1 ve A, ’lara gore tiirevi alindiginda,

mz(r)=] - {Zﬂ >, y,+k+Zﬂka y,k}dy

an
Zyjyﬁk
k %,_/
(T+1)fk
nZ (%
nZ( ):—(Tijk (3.19)
o2, 2

olur ve (3.19) esitligi (3.18)’de dikkate ahndlglnda,

Til(TH] - I

sonucuna varilir. Buradan

27 1
7 —ij%de k=0,21,%2,...,+m (3.20)

esitligine ulasilmis olur.
(3.20) esitligi, lagrange carpanlart icin (g ’nin ic¢indeki) her

otokovaryansin beklenen degeri ile iliskili (2m+1) denklem iretir. Bu esitlik

|k|£m01dugunda, yani k, otokovaryans tahminlerinin elde edilebilir oldugu
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bolgede iken, A ’lar1 segmeye imkan verir. |k| >m oldugunda ise (3.20), m’den

biiyiik gecikmelerin otokovaryanslari i¢in tahmin edilmis maksimum entropi

ekstrapolasyonunu ifade eder. Daha sonra bu tahmin edilmis otokovaryanslar 7,

ile gosterilecektir.

Oncelikle (3.20) integralini daha kolay hesaplayabilmek igin, kompleks
diizlemde saat yoniiniin tersinde birim c¢ember {izerinde bir kontur integrale
doniisiimii uygun olacaktir.

z=¢", dz=ie’d6o
doniisiimii yapilarak (3.20)’de yerine yazildiginda,

A 1 5 dz
A —

:E g g(z) iz
1 z*!
= — d. 3.21
"t 27i s, g(z) § (3.21)

elde edilir. Burada ¢ birim ¢emberdir.

Cauchy teoremine gore, f (z) ‘nin analitik (tiireve sahip) oldugu tek

baglantili bir bolge i¢inde herhangi kapali ¢ iizerinde integrali i¢in,

$1(z)dz=0 (3.22)

esitligi gegerlidir. Fakat, eger f(z), z=z, da bir kutba sahip ise, bir baska

deyisle o noktadaki tiirevi tanimsiz ise ve bu nokta c¢’nin i¢inde yer aliyorsa, o

zaman (3.22) esitligi sifir olmayacaktir. Bu durumda Cauchy integralinin degeri,
CJSMQ’Z = 27if (z,) (3.23)
c z= ZO

formiilii ile ifade edilir. (3.21)’deki integrantin kutuplarim1 belirlemek igin ise
g(z) =0 polinomunun koklerini tespit etmek gerekir. (3.15) esitliginden g(z)

acik bir sekilde,

g(z)=%+%+...+£+%+Zqz+...+/1mz’”
z

z z

olarak yazilir ve ortak paydada toplandiginda,

. oaZ et AL Z z z z
(2) Ay A gzt A A 2"+ A2+ A2 L+ A,
g\z)=

m

z
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esitliginden, g(z) nin 2m dereceli polinom ile z" orani seklinde oldugu gdriiliir.

z#0 oldugu i¢in 2m dereceli bu polinomun cebirin esas teoremine gore 2m
sayida kokii vardir. Bu koklerin m tanesi birim ¢ember iginde iken, m tanesi

birim ¢ember disinda olacaktir. Bunu gostermek icin,

g(l):l_mz’" + A, 2" A2+ A, +£+£+...+l—’”

2 m
4 z z z

esitliginden

g*(l)=/1m (z)m Jr/lm_l(z*)m_1 +o+ A4 ()4 NI S

: =) ) =)

elde edilir. Buradan ise,

oldugu grilliir. Bu durumda, g ( " ) =0 ise g (l) =0 dir. Buradan g( ! ) =0

z z

olur. O halde koklerden m tanesi z; ise, diger m tanesi de L olacaktir. Bir

Z;

baska deyisle, zl* ,z;,...,z; kokler oldugunda, geriye kalan kokler l,i,...,i

2 24 Zy

seklinde yazilabilir. Boylece ‘z‘ <1 ise ﬁ>1 olacagi i¢in meveut 2m kokiin m
z

tanesi birim ¢ember iginde ise, m tanesi birim ¢ember disinda kalacaktir.

Bu durumda g(z),

g(z)=G,(2)G, (") (3.24)

seklinde carpanlarina ayrilabilir. Burada,

Gm(z)=go+&+g—§+...+g—: (3.25)
z z
iken,
G, (z*) =g, tgz+gz +..+g 2" (3.26)

olacaktir. Birim ¢ember i¢indeki tiim kokleri G, (Z) , birim ¢ember disindaki tiim

kokleri de G, (z*) icerecek sekilde g ’ler segilir. Bdylece,
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g]n * m
g(z):(go+%+%+...+z j(g0+glz+gzz .. +gz )
olur ve

2(2)= 88+ 8,817+ &7+ + 808"

* * E) * m
+88 +882+88,Z2 t...788,2

+ 8,80 T 882+ 8,8,7 +...+8,8,7" (3.27)

+ 8080+ 8812+ 8087 F et 88nZ"

seklinde yazildiginda, (3.15) esitligindeki z*’larin katsayilar1 olan bilinmeyen

lagrange carpanlari, (3.27) esitligindeki z* ’larin katsayilar1 olan g ’ler cinsinden,

m—k
ﬂk:zgfg;rk ﬂ'k:/llj k:071:2:---:m (328)

m=0

seklinde ifade edilebilir. Boylece g, ’ler elde edildiginde, A, lagrange
carpanlarina ulasilmis olacaktir. g ’lerin elde edilebilmesi i¢in (3.21)

integrantinin hesab1 gerekmektedir.

Bunun i¢in, (3.21) integrantinda g(z) yerine, (3.24) esitligi yazildiginda,

7 =2 c FAS [Gm (2)G, (z*)a’z]1 dz

elde edilir. Asagidaki toplam dikkate alindiginda,

. . . . 1
gl T& T &Nt T &hm =5 { d "'(]Sgl
27i g(Z) . 8(z )
1 (3.29)
. 8(2)
yazilabilir. Bu esitlik daha kompakt bir sekilde,
k IG ( )
— m dZ
Yo 5ad . e ()
olarak gosterilebilir ve
m Zk—l
= —dz 3.30
zg/k J 27Tl<‘ﬁG;(Z*) ( )
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esitligine ulagilir. Burada G, (Z*), birim ¢ember disindaki kokleri igerdigi icin
kontur integral kolayca hesaplanabilir.

1

k>0 icin z*"' analitik oldugundan ve nin  kutup noktasi

olmadigindan, (3.22) ile ifade edilen Couchy teoremine gore bu integralin degeri
sifir olacaktir.
k=0 icin ise,

h(z)=1.gf>(** L)

2mis z(gy+ g z+ gz +...+ 8,2 )

olur. Payda g, parantezine alindiginda,

(e)=59 1 i
i Zgo( 8., %0, & mj
go &o 8o
g; 2 gm
+22z° ... +22 2" toplam1 b ile gosterilerek, paya b
8o &o go
ekleyip cikarmakla,
SB 1+b_bjdz
2 Y zg,\ 1+b
q& -0 jdz,
o ' zg, 1+b
gl g* gm m
R SN N SR Y
27i zg, 1+g1 gzz n +gm m
&o &o &o
1

% * s -1
— 2(g1 +g,z +...+g,z" )

He)= 195 1*_(go) .

2wiy| 28 1,8 ., 8 2, &

& 8o &

esitligine ulagilir. Boylece integrant iki kisma ayrilmis olur. Ikinci kisim f; (z) ile

gosterildiginde,
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veya

1 1

h(z):— *dz—(]Sfl(z)dZ

2mi Y zg,

c

elde edilir. fl(z) ‘nin payr z’nin pozitif kuvvetlerini igerdiginden analitik

. . 1 * * . * * .
fonksiyondur. Paydasi ise —G, (Z ) dir ve G, (Z ) ‘nin  kutup noktalan
&o

cemberin disinda oldugundan, L ile carpmakla kutuplar degismeyecektir. Bu
&o

nedenle f, (z) fonksiyonu birim ¢ember icinde analitiktir ve kontur integrali
(3.22) esitligine gore,

q‘)fl(z)dzzo

olur.

= ! . ldZ
2rig, © z

h(z)

kontur integrali ise, (3.23) Couchy integrali formiiliinde f (z)=1 ve z,=0,

f (ZO) =f (O) =1 oldugu goz Oniine alinarak,

1
h = 27l
(Z) 27rig; &
1
hiz)=— (3.31)
( ) 8o

sonucuna ulasilir. Boylece,

1 k-1

z
%?G;(z*)dzz L k=0

ya da
. 0, k>0
2eh,=9 1 (3.32)
0 g
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elde edilir. (3.32) esitlikleri g, ’lere gore ¢oziilebilen (m +1) sayida denklemlerin

A . A 1
g0r0 +g1r—1 +"'+gmr—m = g*
0

ght&ht+.-+tg,h,=0

gl T8t .+ g, =0

sistemini uretir.

Bu denklemler sisteminin her iki tarafi g,’a boliindiigiinde ve L7 orani,
&o

a; ile gosterildiginde (3.32), matris formunda asagidaki gibi yazilabilir;

_’;0 Foo7, r, 1 1] _l/gog;—
AN S O T B 73 0
Clla =] 0 (3.33)
ry
P Ty T e Ry |la, ] 0 ]

(3.33)’de goriildiigii gibi otokovaryanslar matrisi bir toeplitz matristir ve

7, =7, oldugundan, aym zamanda Hermitian matris olur. Bu otokovaryans
matrisi R, ile isaret edildiginde (3.33),

R,a=s,

seklinde gosterilebilir.
g

Lagrange carpanlart ile a;’ler arasindaki iligki ise (3.28) ve a; =
' &

esitlikleri yardimiyla,

m—k
*
A = z 8,8
m=0
m—k

€ %
= Z 804809 1k

m=0

m—k
A= 8080004, 4 k=0,1,2,...,m (3.34)
m=0

seklinde elde edilir. Boylece, (3.33) sisteminin ¢oziimii olarak a,’ler ve 1/g,g4

elde edilerek, lagrange carpanlari ve dolayisiyla (3.12) ile belirlenmis MaxEnt

olasilik dagilimi bulunmus olur (Kapur ve Kesavan 1992).
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3.3.1 Reel degerli zaman serisi icin Lagrange carpanlar

(3.34) ile elde edilen Lagrange carpanlarinin analitik formunu
olusturabilmek amaciyla bir dizi islem asagidaki gibi gergeklestirilir. Oncelikle

(3.33) matris formu zaman serisinin reel sayilardan olugmasi halinde,

iR R e BT e[
Ko7 i ot || @ 0
a, |= 0
e
Ay Py Fus o B la, | | 0]

sekline doniisiir. (m + 1) bilinmeyene sahip (m + 1) denklemden olusan bu
sistemin ¢Ozimi
a=R's (3.35)

olur. Burada R™' =D olarak dikkate alinarak, m+1=m’ olarak gosterildiginde,

_Dn/‘go‘z INE
. Dzl/.‘go‘z )

=| a, (3.36)

: 2 :
Duflal ] L

D,
elde edilir ve ‘ go‘z =D, ile a, :lf)_“’l, j=1,...,m esitliklerine ulasilir. Bdylece
11

zaman serisinin reel degerli oldugu durumda (3.34) formiilii
) m—k
A :‘go‘ zajaj+k (3.37)
J=0

formiiliine doniisiir ve elde edilen esitlikler yerine yazildiginda, reel degerli zaman

serisi i¢cin Lagrange carpanlari

m'—k D D
k=D, ) ——="= (3.38)
i=1 Dll
seklinde elde edilir.
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3.3.2 Reel degerli zaman serisi icin kovaryans matrisinin determinanti

Reel degerli zaman serisi i¢in Lagrange carpanlari formiilii elde edildikten
sonra, MaxEnt dagilimi formunda ortaya ¢ikan bir toeplitz matris olan kovaryans

matrisinin determinanti i¢in analitik formiil olusturma siirecine gecilir.
|A| degeri i¢in ise Oncelikle A matrisinin Ozdegerleri olan g, ’ler

hesaplanir. Ozdegerler icin asimptotik ifade (3.14) formiilii ile

m 2rijk

q,= Z/?,keTﬂ , j=0,1....T, 2-_1
k=—m

seklinde verilmisti (Gray 2001). Burada Euler formiiliine gore,

27) . .
e ™! =cos —Zﬂ] +isin —27”
T+1 T+1

olarak yazildiginda,

q 2rjk .. (27xjk
= A, | cos +isin| ——
7 kzm "[ (T+1] (T+1D

esitligi elde edilir. Toplam agik bir sekilde yazildiginda,

q,=4,|cos 2z jm —isin 2z jm
/ T+1 T+1
+4, cos(zﬂ‘]m +isin 27 jm
T+1 T+1

+A4 | cos 2ﬂ —isin 2ﬂ
T+1 T+1

+4,| cos 2z +isin 2z + 4
T+1 T+1

ve zaman serisinin reel degerli olmasi halinde A4, =4, esitligi dikkate

alindiginda,
< 27 jk

= > 24 cos
4 kzz; * (T+1

formiiliine ulasilir. A, *nin (38) formiilii burada yerine yazilarak, A matrisinin 6z

jmo (3.39)

degerleri olan g, ’ler i¢in,
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= D, D, 27 jk ™ D;
=Y 2D 1L cos +D, Yy —L 3.40
q; Z 1 Z D121 T+1 1 . D121 ( )

k=1 i=1

Formiilii, 6zdegerlerin ¢arpimu ile ifade edilen |A| determinanti i¢in ise

11l S DiDik 27ij) mD_lZl
|A|—H(22Dnz D c:os(T+1 +D112D121 (3.41)

k=1 i=1 i=1

formiilii elde edilmis olur.

Boylece reel degerli bir zaman serisi verildiginde onun Maksimum Entropi
Dagilimi, sdz konusu zaman serisinin R)' kovaryans matrisinin elemanlari

yardimiyla (3.41) formiilii sayesinde kurulabilir.

3.4. Otokovaryans Fonksiyonlar icin Ekstrapolasyon

m< T varsayim altinda Lagrange carpanlart i¢in ¢0ziim siirecinde,

|k| >m dahil olmak tizere tiim k’lar i¢in gegerli,
2z i0k
7 _1 J‘ e;ﬂdg
2r g(e’)

esitligi elde edilmisti ve bu integrali ¢ozmekle Lagrange carpanlari elde
edilebilirdi. Bu da

R,a=s,
denklemler sisteminin a igin ¢Oziilmesiyle, A’larin elde edilmesine olanak

verirdi. Bu aynmi ifade ayn1 zamanda m gecikmeden sonraki otokovaryans

fonksiyonlarinin beklenen degerleri i¢in m ’den sonraki her gecikme igin R, ’e

ekstra bir satir eklenerek, ekstrapolasyon yapmaya uygun bir metot verir, dyle ki,

R a=s . j=L2,....,T—m

m+j m+j
seklinde yada ¢6ziilmesi gereken ekstra denklemler bakimindan asagidaki gibidir,
Foady +1a +...+ha, =0

V2@ T 1

a,+...+na, =0

(3.42)

rpay +ra,+...+r_,a, =0.
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a bulundugu icin bu denklemler ardi ardina gelen islemlerle kolayca
¢oziilebilir ve her denklem yalnizca bir bilinmeyen igerdigi i¢in de, denklemlerin

hepsi ¢oziilebilecektir. Aslinda tekrarlanan iligki,

Fo=—(af +af ,+..+af  +a

+..+a,f ) (3.43)

j+1f 4l
esitligi ile yazilabilir. Burada & >m ve k— j > m dir.

Boylece goriildiigli gibi Maksimum entropi metodu bilinen m gecikmeli
otokovaryans kisitlar1 sayesinde maksimum 7 gecikmesine kadar olmak iizere
bilinmeyen otkovaryanslarin beklenen degerleri i¢in bir ekstrapolasyon yapmaya
imkan saglar. Ancak elbette ki ekstrapole edilmis otokovaryanslar yeni bir
maksimum entropi dagilimi elde etmek icin ek kisitlar olarak dahil edilse bile,

ekstrapole  edilmis  otokovaryanslarin  bilgisi, p(y) ‘'nin  entropisini

degistirmeyecektir. Maksimum entropi algoritmasi bu otokovaryanslar verilmeden
cekilen maksimum entropi dagilimi ile ayn1 dagilimi iiretecektir, ¢iinkii verilen bu

ekstrapole kisitlar diger m gecikmeli otokovaryanslarin lineer kombinasyonudur.
3.5. MaxEnt Olasihik Dagilminin Elde Edilmesine Dair Bir Uygulama

Yukarida ayrintilartyla ele alinan m gecikmeli otokovaryans kisitlari ile
bir zaman serisi i¢in MaxEnt dagilimmin kurulmasi ve m gecikmeden sonraki
otokovaryanslarin tahmin edilmesi siireci Ek-1’de verilen Matlab’da yazilmis bir
program sayesinde isletilmistir. Uygulama i¢in 1982 yilinin 21 Mayis ile 17
Agustos donemine ait Dow Jones indeksinin giinliik kurlar1 zaman serisi olarak

ele alinmis ve gozlemler Cizelge 3.1.’de verilmistir (Kapur ve Kesavan 1992).
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Cizelge 3.1. Dow Jones indekslerinin giinliik kurlar

841 810 801 805 844 815
840 804 815 807 840 804
845 803 821 819 838 799
836 816 812 830 833 784
832 810 817 833 831 789
829 805 818 832 832 784
823 809 822 837 818 786
822 798 815 837 818 791
824 794 803 837 824 804
819 798 803 838 831 833

Burada 60 gézlem mevcuttur ve 5 gecikmeye kadar otokovaryanslar,

1 6ok 2

(yj _J_’)

A

1, =—

©60 45
formili  ile 7, =267.30,7 =230.25,7, =186.36,7 =142.19,7, =100.49,
75 = 67.18 veriden hesaplanarak, kisit olarak verilir. MaxEnt olasilik dagilimimin

hesaplanabilmesi i¢in gereken degerler;

[267.30 23025 186.36 ... 67.18 ][ 1] [1/|g,|]
23025 26730 23025 ... 100.49 || q, 0

. : . : o l<| o

: : : . 23025 ¢ :
| 67.18 10049 14219 ... 267.30]|a,| | 0

sisteminin Matlab’da ¢oziilmesiyle asagidaki gibi elde edilir;

a, =-09887, a,=0,0849, a,=0,022, a,=0,0786, a,=-0,0079 ve
1/|g,[ =0,0152.
2 m—k
Bu degerler, 4, =| g0| Z:ajawc esitligi ile lagrange carpanlarinin
J=0

bulunmasina olanak verir,
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-0,00012]
0,001313
-0,00086
0,001059
-0,01626

A=|0,03027

-0,01626

0,001059

-0,00086

0,001313

|-0,00012 |

ve buradan da g, ’ler,

_I()JJ 871' 671' 471' 271' 107 ..

—j
q,=4se @ +4 e"o + A e“’ + A e"o +/1e60 +/1 +/1€6° +...+Ae®

=21 cos&]+2;ﬂ cos8 J+24, cos6 Jj+24, cos4 Jj+24 cosz7z]+/'t0
60 60 60 60 60

formiilii yardimiyla Ek-1’de verilen program ile,

=(0.0006, 0.0006, 0.0006, 0.0009, 0.0013, 0.0021, 0.0033,
0.0050, 0.0072, 0.0100, 0.0132, 0.0168, 0.0205, 0.0241,
0.0276, 0.0308, 0.0336, 0.0361, 0.0383, 0.0404, 0.0426,
0.0450, 0.0477, 0.0509, 0.0543, 0.0580, 0.0615, 0.0647,
0.0673, 0.0689, 0.0695, 0.0689, 0.0673, 0.0647, 0.0615,
0.0580, 0.0543, 0.0509, 0.0477, 0.0450, 0.0426, 0.0404,
0.0383, 0.0361, 0.0336, 0.0308, 0.0276, 0.0241, 0.0205,
0.0168, 0.0132, 0.0100, 0.0072, 0.0050, 0.0033, 0.0021,
0.0013, 0.0009, 0.0006, 0.0006 )

seklinde elde edilmistir. Boylece A matrisinin 6zdegerlerine ulasilmis olur ve

T
|A|:Hq ; Ozelliginden yararlanarak, determinant degeri 8.1398¢-110 olarak

J=0
hesaplanir ve nihayet MaxEnt Olasilik dagilimi,

1
Lya
1 SYAY

P(y):Te

(27[)7 ‘A’l‘z
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Y

1,
p(y)=3.3566e-078¢ 2"

seklinde bulunur. Burada A matrisi yukarida elde edilen Lagrange ¢arpanlarindan
olusan bir toeplitz matristir.

Ayrica, bes gecikmeden sonraki otokovaryans degerleri igin yapilan
ekstrapolasyon ile alt1, yedi ve sekiz gecikmeler i¢in otokovaryans degerleri (3.43)
formiilii ile,

7, =57.8921 7, =51.5369 7, =46.0417

olarak bulunmustur.
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4. MAXENT DAGILIMLARININ KABUL EDIiLEBILIRLIiGI

MaxEnt dagilimlarinin  kabul edilebilirligi  denildiginde, tek bir
gerceklesmesi zaman serisi olan duragan bir stokastik siirecin, tam otokovaryans
sayist m’in biliniyor oldugu varsayimi altinda, m disindaki otokovaryansl
MaxEnt dagilimlarinin bu stokastik siire¢ i¢in kabul edilebilirligi anlagilacaktir.
Bu nedenle de oncelikle verilmis zaman serisi i¢in otokovaryans sayist m olan
MaxEnt dagilimi kurularak, Jaynes’in konsantrasyon teoremi yardimi ile bu
dagilimin entropi degeri i¢in “konsantrasyon aralig1” belirlenir. Daha sonra ise m
disindaki otokovaryansli MaxEnt dagilimlarinin entropi degerlerinin bu araliga
girip girmedigi tespit edilerek, s6z konusu MaxEnt dagilimin entropi degerinin
araliga dahil olmas1 halinde kabul edilebilirligine karar verilir.

MaxEnt dagilimlarinin kabul edilebilirligi kavraminin gelistirilmesinde
onemli bir rola sahip ve asagida ayrintilari ile ispatlanacak olan Jaynes’in
konsantrasyon teoremi, gozlem sayisinin biiyiikk degerlerinde, verilen moment
kisitlarint saglayan olasilik dagilimlarinin entropilerinin, ayni kisitlar1 saglayan
MaxEnt dagiliminin entropi degerinin kii¢iik komsulugunda bulundugunu ifade

etmektedir.

4.1. Jaynes’in Entropi Konsantrasyon Teoremi
Bilindigi iizere,
H=-Y pnp, (4.1)
)
entropi fonksiyonuna
2pigj(xi):,uj, j=0,1,....,m (go(x)zl,y():l) (4.2)

kisitlart altinda maksimum deger veren dagilim,

—legj(xi)
j=0

p=e ,i=0,1,...,n (4.3)
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formiilleriyle ~ bulunur.  Burada  A4,,4,,...,4, Lagrange carpanlaridir.
L, g (x),..., g, (x) lineer bagimsiz moment fonksiyonlaridir. (4.3)’1, (4.1)’de

yerine yazmakla H__ ,

Hmax :Zﬂ“jluj (44)

olarak elde edilir.
Simdi ise (4.2) kosullarin1  saglayan  herhangi baska  bir

4,-9,,---,q,dagilimi ele alinsin. Bu dagilimin entropisi ise,

. A (43)
i=1

seklinde gosterildiginde,
AH=H_, —H

farki degerlendirilsin. (4.4) ve (4.5) yardimiyla,

m

H -H= z/l M +qu Ing,

n n

=2 42.48(x Z Ing,

Jj=0 i=1 =1

i=

H_—H q(z/?.gj +1nq,j (4.6)

elde edilir. (4.3) formiiliinden her iki tarafin logaritmasi alindiginda

Zm:ijgj (x,)=—In p, olur ve (4.6)’dan

J=0

n

H -H =Zqi(—lnpl. +lnql.) ,

i=1

Hy —H=Y¢qn 4.7)

i=1 i
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sonucuna varilir.

(47) formillinde ¢, =p,(1+¢), 1+¢&>0 alnsim.  Ayrica,

n n

> 4= p,(1+&)=1 oldugu dikkate alindiginda,
i=1

i=l1

> p(1+4)=1
i=1
zpi +zpi8i =1
i=1 i=1
1+ Zn:pigi =1

i=1

zpi ;=0 (4.8)
i=lI

esitligi elde edilir.
(4.7) formiiliinde ¢, = p, (1 + 6‘1.) oldugu dikkate alindiginda,

AH=Z”:pi(1+gi)lnM
i=1 'z

=Y p(1+&)n(1+e)
i=1

olur.
|5,-| <1 degerleri igin ln(l + (‘%) "nin Taylor agilim1

et &
In(l+eg)=¢ ——+—2—...
n(l+¢)=¢ Tt

oldugu i¢in

2

E.
In(1 Ve ———
n(l+e¢)~e 5

yazilabilir. Boylece,

. 2
AHzZpi(1+£i)[8i—g—£]

i=1

bi| € > i >

i=l1
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n n 2
E.
AH =D pii+d P
i=1 i=1
esitligi elde edilir ve burada (4.8) goz Oniine alinirsa,
" 2
AH:HmaX—HzZpi% (4.9)
i=1

sonucuna varilir.

q, = p, (1+51.) esitliginden elde edilen ¢, .l degeri (4.9)’da yerine
yazildiginda,
1 ’
q, — D
AI_IZI_Imax_I_[:_ pi —_—
2 Zl: ( Pi ]
2
=Ly la=p)
2 i=1 pi
veya

_ 1 Zn:(NQf_pr)z
2N 3 Np;

l

(4.10)

seklinde elde edilir. Burada N toplam gozlem sayisi, Ng,,Ng,,..., Ng, gozlenen

frekanslar (G,), Np,, Np,,..., Np, de beklenen frekanslardir ( B,). Boylece,

. (qu'_Npi)z c (Gi_Bi)2

2NAH ~ = 4.11)
Z‘ Np, Z‘ B,
- . &(G6-B) .
elde edilir. Pearson teoremine gore ZT , v=n—m—1 serbestlik
i=1 i

derecesi ile y* dagilimma sahiptir (Cramer 1966). Bu nedenle de
ONAH ~ y? (4.12)

sonucuna varilir. Bdylece agsagidaki teorem ispatlanmis olur.
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Teorem 4.1. (Jaynes’in Entropi Konsantrasyon teoremi): N ’'nin biiyiik

degerleri i¢in 2N (Hmax —H), n—m—1 serbestlik dereceli y* dagilimina sahiptir.
Jaynes’in Entropi Konsantrasyon teoremine gore verilen (4.2) kosullarini
saglayan herhangi ¢ =(g,.4,,....q,) olasilik dagimmin H entropisinin, ayni

kosullar1 saglayan maksimum entropi dagilimmin / ,, entropisine yakinligi,

v* dagilimi ile degerlendirilebilir. Mevcut olan % tablosu yardimu ile,

P(1 <13(0.95))=0.95, P(x* <%3(0.99))=0.99

yazilabilir. Burada AH = H_, — H oldugu ve (4.12) bagintis1 dikkate alinirsa,

i 2(0.95) |
P Hmax—HSM =0.95
2N
- 2 - 4.13)
0.99
P Hmax—HSM ~0.99
yada
i 2(0.95) |
PlH_ ZHZHmaX—M =0.95
2N
- 2 - 4.14)
0.99
P HmaXZHZHmaX—M ~0.99

esitlikleri gegerli olacaktir. Yukaridaki esitsizlikler, (4.2) kosullarin1 saglayan
herhangi olasilik dagiliminin entropisi H, ayni kosullar1 saglayan maksimum

H %095

max

entropi H i olasilikla

 22(093)

max

dagilimmin entropisi oldugunda,

22(099)

’den, %99 olasilikla da H__ ’den biiyiik olacagini

ifade eder. Bir baska ifadeyle (4.2) kosullarin1 saglayan herhangi bir olasilik
dagiliminin entropi degeri H , aynmi kisitlar1 saglayan MaxEnt dagiliminin entropi
degeri H _, civarinda yogunlasir.

X

4.13) ve (4.14)’den sirasiyla %95 ve %99 entropi araliklart
y

2 2
{Hm _M,Hm} v {H _2(099)
2N

3 (4.15)

max

seklinde elde edilir.
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4.2. Konsantrasyon Teoremi Yardimiyla MaxEnt Dagilimlarimin Kabul

Edilebilirligi

Oncelikle, yukarida ayrintilari ile ele alinan MaxEnt Dagilimi elde etme
stireci Priestley (1981)’den alinan Cizelge 4.1°deki veriler icin iki, ii¢c ve dort

gecikmeye kadar otokovaryans kisitlari
1 N-k _ _
rk:_Z(y_;_J/)(y_,-+k—y) (4.16)
N3

formiilii ile hesaplanarak gergeklestirilmistir.

Cizelge 4.1. MaxEnt dagilimlarinin kabul edilebilirliginde kullanilan veri seti

t y t y t y t y
1 (-022 11| 203 |21 09 |31 -0.85
2 |-03112]-0.78 |22 |-2.18| 32| 1.17
31-024 (13| 1.11 |23 |-1.87 |33 | -0.97
4 1076 |14 | 0.12 |24 | 036 | 34 | 048
51018 |15 2.04 25| 1.12 | 35 | -0.16
6 |-1.29 |16 | 3.26 | 26 | -0.16 | 36 0
7 | 057 | 17| 0.02 |27 | 0.66 | 37 | 0.84
8 |-0.13 |18 | -1.81 |28 | 0.6

9 |-0.84 |19 |-0.07 | 29 | -0.16

10| 0.86 (20| 2.02 | 30 | -2.01

MaxEnt Dagilimi elde etme siirecinde, asagidaki cizelgede yer alan
degerlere ulasilmistir. Burada ayni veri seti lizerinde, verilen kisit sayis1 birer birer
arttirllarak iki, tic ve dort gecikmeye kadar otokovaryanslar kisit olarak
verildiginde elde edilen parametre degerleri ve MaxEnt dagilimlarinin entropi

degerleri asagidaki cizelgede verilmistir.
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Cizelge 4.2. Kisit sayis1 arttirildiginda MaxEnt Dagilimi parametre degerleri

2 Gecikmeli 3 Gecikmeli 4 Gecikmeli
Otokovaryans Otokovaryans Otokovaryans
Kisiti ile MaxEnt | Kisiti ile MaxEnt | Kisiti ile MaxEnt

0] 1.1627 1.1629 1.1630

a —-0.2833 -0.2747 -0.2746

a, 0.6017 0.5977 0.6023

a, - 0.0142 0.0121

a, - - 0.0077

A, 1.6769 1.6663 1.6729

A —-0.5275 -0.5005 -0.5032

A, 0.6996 0.6905 0.7021

A, - 0.0165 0.0116

A, - - 0.0090

A 264.2192 266.1762 266.7758
H_. 49.7123 49.7086 49.7075

Cizelge 4.2°de iki gecikmeli otokovaryans kisitlarinin verilmesiyle elde
edilen maksimum entropi degeri iizerinde Jaynes’in konsantrasyon teoremi
yardimiyla,

H(p)-20) s

H(p'(v)<H(p(v))

v=37-3-1=33, z3,(0.95)=47.3998

olmak iizere,

47.3998

49.7123 - <H <49.7123
2%*37

49.0718 < H £49.7123
aralig1 belirlenebilir. Burada ii¢ gecikmeli otokovaryans kisitinin eklenmesiyle

elde edilen entropi degerinin bu araliga girdigi gozlendiginden, sonradan verilen
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bu kisitin orijinal p(y)’de onemli diizeyde bir sapmaya yol a¢cmadigi ve
dolayisiyla da elimizdeki bilginin tanimlayicist olarak p’(y)’nin daha uygun
olacagi sonucuna vartlir.

Ayn siire¢ dort gecikmeye kadar otokovaryans kisitlarinin verilmesiyle de

isletilerek, elde edilen MaxEnt degerinin belirlenen aralifa girip girmedigi

aragtirildiginda, ii¢ gecikmeli igin entropi araligi
v=37-4-1=32, z;,(0.95)=46.1942

olmak tlizere

46.1942

49.7086 — oy < H <49.7086

49.0844 < H <49.7086
seklinde kurulur. Dort gecikmeye kadar otokovaryans kisithh MaxEnt dagiliminin
entropi degeri 49.7075 de, Jaynes’in konsantrasyon teoremi ile olusturulan araliga

ait oldugundan, uygun bir dagilim olarak ele alinir.
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5. MaxEnt YONTEMINE DAYALI OTOREGRESIF MODELLEME

Bu boéliimde otokovaryans kisitlarinin artirilmasiyla elde edilen MaxEnt

dagilimlarinin kabul edilebilirligi siirecinin, AR(k) otoregresif modelinin &

gecikme sayisint  belirlemek ve parametrelerini tahmin etmek icin de

isletilebilecegi gosterilmistir.

5.1. Otoregresif Modelde Gecikme Sayisimmn MaxEnt Yontemi ile

Belirlenmesi
Istatistikte Box Jenkins modelleri olarak bilinen otoregresif hareketli

ortalamalar modellerinden k. dereceden otoregresif model AR(k), X, bir zaman

serisi, X,

., 1se zaman serisinin i gecikmeli degerleri, bir baska deyisle siirecin

¢t —i aninda aldig1 degerler olmak {izere,
k
X, =YX, +¢ (5.1)
i=1

seklinde tanimlanir. Burada ¢ modelin parametreleri, &, ise beyaz giiriiltii (white

noise) olarak adlandirilan sifir ortalamali, o varyansli bagimsiz ve 6zdes normal

dagilima sahip rassal degiskenler dizisi, hata terimidir.

Boliim 4’de ele alinan, otokovaryans kisitlarinin artirilmasiyla elde edilen

MaxEnt dagilimlarinin kabul edilebilirligi siirecinin, AR(k) modelindeki £

gecikme sayisini belirlemek icin de isletilebilecegi Onerilebilir. Uygulama igin
X,-04X,_,+0.7X,_,=¢, &~N(0,1) ile AR(2) modelinden tiiretilmis Cizelge

5.1’deki 90 degerden olusan zaman serisi kullanilmistir.
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Cizelge 5.1. AR(2) modelinden iiretilen zaman serisi degerleri

-~

X t | x t | x t | x t | x t | x

1 16 | 1.86 |31 0.56 |46 |3.96 |61 |-1.43|76/|0.2
-0.5 |17 (355 [32]1.02 |47 |0.14 |62 |-2.38 |77 | -0.08
-1.66 |18 | -0.55|33 | 1.61 |48 |-2.6 [63|1.15 |78 |-1.2
-0.1 |19|-407|34|-031]49(0.63 |64 |227 |79]|-1.88
-1.11 | 20 | -1 35/-1.04 150|091 [65|045 |80]|0.15
0.81 |21(3.02 {36145 |51 /065 |66 |-1.21 |81 |-0.03
0.53 | 22|1.48 |[37|146 |52|037 |67 |-1.11|82]0.01
021 |23|-1.14 38031 |53|-0.09|68|-0.02|83|0.79
-0.58 |24 | -1.1539|-1.59 |54 081 (69| 1.22 |84 |-0.11
26 |25(028 [40|0.15 |55|/1.27 |70 1.84 |85 |-1.3
0.82 |26|2.07 |41 |139 |56 |-1.72|71|0.04 |86 | 1.37
448 (271095 [ 42069 |57|-293|72|-0.28 |87 |0.23
022 |28(0.19 [ 43|-0.46|58|-0.72 |73 |-0.23 | 88| -1.02
-44712910.09 (44 |-134 |59 242 |74 |0.31 |89 |-2.43
245 |30 |-1.16 | 45|-0.11 {60 | 0.73 | 75| 1.03 | 90 | -0.04

o 0 N N Nt A W N -

e
N L W N =

Degerleri Cizelge 5.1’de verilen zaman serisi i¢in gecikme sayisinin

belirlenmesi amaciyla oncelikle iki kisith MaxEnt dagilimi (MaxEm‘)2 elde

edilmis, daha sonra entropi konsantrasyon araligi belirlenerek, {i¢ kisith MaxEnt

dagilimi (MaxEnt)3 in entropi  degerinin bu araliga dahil olup olmadig

arastirilmak tizere hesaplanan tiim degerler Cizelge 5.2°de verilmistir.
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Cizelge 5.2. Zaman serisi i¢in iki ve ii¢ gecikmeli MaxEnt dagilimlart

MaxEnt
Dag111m1n1 (MaxEnt) 5 (MaxEnt)3
Belirleyen
Degerler
0| 0.9751 0.9939
a, -0.3440 -0.2417
a, 0.7445 0.6972
a, - 0.1374
0 1.6309 1.5538
-0.5852 -0.3125
A, 0.7259 0.6599
A - 0.1366
A 0.1035 0.5759
H_. 128.8383 127.9804

Cizelge 5.2°den yararlanarak Jaynes’in konsantrasyon teoremi yardimiyla
kurulan entropi aralis, v=90-4=86, yg(0.95)=108.6479 oldugu i¢in

108.6479

128.8383 - < H <128.8383

128.8383-0.6035 < H <128.8383,
128.2348 < H <128.8383
seklinde gergeklesir.

Bolim 4’de varilan sonucgtan farkli olarak bu veri seti iizerinde
gerceklestirilen otokovaryans kisitt arttirma islemi sonucunda elde edilen
maksimum entropi degerinin, Jaynes’in konsantrasyon teoremi yardimiyla kurulan
araliga dahil olmadig1 goriilmiistiir. Boylece arttirilan 3. dereceden otokovaryans

kisitinin, serinin MaxEnt olasilik dagilimi {izerinde biiyiik bir sapmaya yol actig1

ve dolayisiyla da (MaxEnt)3 lin, s6z konusu zaman serisi i¢in MaxEnt olasilik
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dagilimi olarak kabul edilmemesi gerektigi sonucuna varilir. Boylelikle AR(k)

modelindeki k& gecikme sayisinin iki olarak se¢ilmesi onerilir.

5.2. Otoregresif Modelde Parametrelerin MaxEnt Yontemi ile Tahmini

Bir zaman serisi analizi yaparken iki temel amag s6z konusudur. ilk olarak
modelin parametreleri, (5.1)’deki ¢ ’ler, tahmin edilerek zamana gore siralanmis
gozlemler dizisinin dogasini belirlemek amaclanirken, ikinci olarak zaman
serisinin gelecek degeri icin tahmin, bir baska degisle 6ngdrii yapmak amaglanir.
Burada sozii edilen parametrelerin tahmini i¢in, literatlirde bilinen yontemlerden

farkli olarak MaxEnt dagilimi kurma siirecinde elde edilen g, ’lerin, ¢,
parametreleri i¢in birer tahmin olusturabilecegi 6nerilmistir. Uygulama i¢in

X, -2.7607X, , +3.8106X, , —2.6535X, , +0.9238X, , =¢,, &~ N(0,1)

seklinde AR (4) modeli ile Matlab’ta tiiretilmis 500 degerden olusan zaman serisi

tizerinde Ek-1’de kodlar1 verilen Matlab programinda MaxEnt dagilimi bulma

stireci isletilerek elde edilen parametre tahminleri Cizelge 5.3°deki gibidir.

Cizelge 5.3. AR(4) modelinin parametreleri ve MaxEnt tahminleri

Model MaxEnt
Parametreleri Parametreleri
) -2.7607 a, -2.5231
b, 3.8106 a, 3.2642
/3 —2.6535 a, —2.1246
b, 0.9238 a, 0.7178

Cizelge 5.3’den goriildiigli gibi model parametreleri ile MaxEnt yontemi

uygulanarak tahmin edilmis parametreler birbirine olduk¢a yakin bulunmustur.
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6. GENELLESTIRILMIiS ENTROPI OPTIMiZASYON PROBLEMLERI

Burada oncelikle Entropi Optimizasyon probleminin (EOP) formiilasyonu,
daha sonra da ele alinan istatistiksel veriyi en iyi sekilde temsil eden dagilimin
bulunmasi problemi olan Genellestirilmis Entropi Optimizasyon probleminin
(GEOP) formiilasyonu verilecektir. Genellestirilmis Entropi Optimizasyon
Yontemi denildiginde ise istatistiksel veriyi GEOP’un ¢6ziimii seklinde

modellemeyi oneren yontem anlasilmaktadir.
EOP: X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f (0)(x), L entropi

optimizasyon Ol¢iimii, g ise m sayida moment kisitt iireten bir moment vektor
fonksiyonu olsun. EOP, verilen g moment fonksiyonuna uygun olan ve L’ye

ekstremum deger veren dagilimin bulunmasi problemidir.
GEOP: X rassal degiskeninin olasilik yogunluk fonksiyonu f (0)(x) , L entropi
optimizasyon Ol¢iimii, K ise verilen moment vektor fonksiyonlar kiimesi olsun.

Verilen K kiimesinden &yle g(l), g(z) e K, moment vektor fonksiyonlarinin
bulunmasi1 gerekir ki g(l)’ln belirledigi entropi optimizasyon yogunluk
fonksiyonu f m(x), verilmis f (0)(x) yogunluk fonksiyonuna L dl¢iimiine gore
en yakin, g(z) ’in belirledigi entropi optimizasyon yogunluk fonksiyonu f @) (x) ,

verilmis  f (0)(x) yogunluk fonksiyonuna L olgliimiine gére en uzak olsun

(Shamilov, 2006).

6.1. Entropi Optimizasyon Ol¢iimiine Dayah Ozel Dagilimlar

Verilen L entropi optimizasyon Sl¢limiinii
b
jf(x)gj(x)dx:,uj, j=0,1,....,m (6.1)

kisitlar altinda optimize etme problemi ele alinsin. Burada, z, =1, g,(x)=1 ve

L, g (x) - (x) lineer bagimsiz moment fonksiyonlaridir.
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Bu boliimde L olarak, Shannon 6l¢iimii veya Kullback-Leibler dlgiimii
kullanilacaktir. Benzer formiilasyan kesikli rassal degiskenler i¢in de verilebilir.

Bu durumda, L bir fonksiyon olarak, (6.1) kisitlar1 da toplam seklinde verilir.

f (0)(x) yogunluk fonksiyonu ve K moment vektor fonksiyonlar
kiimesinden keyfi g(x):(l,gl(x),..., g (x)) secildiginde, bu moment vektor
fonksiyonuna uygun olarak s =(1,44,...,4,) degerleri elde edilir ve L’ye
optimum deger veren bir f (x) entropi optimizasyon dagilimi bulunur. Sonug
olarak, secilen her keyfi g(x) vektor fonksiyonuna karsilik L ’nin bir optimum
degeri elde edilmis olur. Bdylece, L ’nin optimum degeri g(x) vektor

fonksiyonlarina veya uygun f (x) yogunluk fonksiyonlarina bagl bir entropi

optimizasyon fonksiyoneli olarak dikkate alinabilir. Bu nedenle de s6z konusu

fonksiyonel duruma bagli olarak U ( g) yada U ( f ) ile gosterilecektir.

g”C:rnaXHg(x)H metrigine sahip

Clus): [a,b] arah@inda tanimlanmus, ma

stirekli vektor fonksiyonlar uzayi olsun. Burada |||| Euclide uzakligidir.

Eger geC, ,ise p =(L ..., 1, ) vektorii ””c normuna gore g(x)’e
stirekli baghdir. Bagka bir ifadeyle, g(x) ’in |||| - nhormunda kii¢iik degisimine,
n=(14,...,1,) vektoriinin |||| Euclide uzakligina gore kiigiik degisimi karsilik

gelir.

Eger U ( g) , siirekli moment vektor fonksiyonlarin kompakt K kiimesinde

(K € C[a,b]) stirekli ise, bu kiime iizerinde en biiylik ve en kiiciik degerlerini alir.

U fonksiyoneline en kiiciik deger veren g(l) ve en biylk deger veren g(z)

moment vektor fonksiyonlari, 6zel dagilimlarin tanimlanmasini saglamaktadir.

minU (g) = U(g(l)); ?S?U(g) = U(g(z)) (6.2)

gek
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olarak gosterilsin. Boylece g(l) ve g(z) moment vektdr fonksiyonlari, L

Sleiimiinii optimize eden /) (x),f () (x) 6zel olasilik yogunluk fonksiyonlarini

tanimlar.

L Shannon Entropi 6l¢limii olarak ele alindiginda, bir baska deyisle
L=H=—]ff(x)1nf(x)dx (veya H=) p,Inp,)

oldugunda bu dagilimlarin entropileri arasinda asagidaki esitsizlikler gecerli olur:
H(f(o))SU(f(l))SU(f(z)). (6.3)
Aslinda burada U(g), g(x) moment vektdr fonksiyonu ile iiretilen

moment kosullar altinda, entropi fonksiyoneli H ’in maksimum degeridir. Baska

bir ifadeyle H, _, ’dir. Bu nedenle de f 1) (x) olasilik yogunluk fonksiyonunun

belirledigi dagilima MinMaxEnt dagilimi, f (2)(x) olasilik  yogunluk
fonksiyonunun belirledigi dagilima ise MaxMaxEnt dagilimi denir (Shamilov,
2007). Lagrange carpanlar1 yontemiyle f (1) (x), f () (x) yogunluk fonksiyonlari

asagidaki sekilde bulunur:

—i Z.j(l) 7 (x
O (x)=e #7° " (6.4)
_iﬂj(-z) S(x
7O ()= 57, (6.5)
L Kulback-Leibler 6l¢iimii olarak ele alindiginda, bir bagka deyisle
’ f(x) P
L=D(f:q)=[f(x)lh—=dx (veya D=) p/In—+),
(f:q)=1/(x) ) 2 .
oldugunda,
D(f(O):q)zu(f(z):q)zu(f“):q), (6.6)
esitsizlikleri saglanir. Burada
-2 7%, (x) -5 77%,(+)
f(l)(x):q(x)e = ; f(z)(x):q(x)e =0 . (6.7)

Bu durumda U ( g) , g(x) moment vektdr fonksiyonu ile liretilen moment

kosullar1 altinda, D fonksiyonelinin minimum degeridir, bir bagka deyisle

52



D, dir. Bu nedenle de f (1)(x) olasilik yogunluk fonksiyonunun belirledigi

dagilima MinMinxEnt dagilimi, f (2)(x) olasilik yogunluk fonksiyonunun

belirledigi dagilima ise MaxMinxEnt dagilimi denir (Shamilov, 2007).

Not 1: (3) esitsizliginden goriildiigii gibi MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlar

entropi optimizasyon 6l¢iimii
b
L=H=-[f(x)Inf(x)dx

Shannon entropi dl¢iimii oldugunda GEOP’nin ¢oziimleridir. (6) esitsizliginden
goriildiigii gibi MinMinxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlar1 entropi optimizasyon

Olgtimi

L=D(f:q)=if(x)ln%dx

Kullback-Leibler dl¢iimii oldugunda GEOP’ nin ¢dziimleridir.

Not 2: MinMaxEnt , MaxMaxEnt ve  MinMinxEnt , MaxMinxEnt dagilimlarinin

tanimlart U (g) entropi optimizasyon fonksiyonelinin K kompakt moment vektor

fonksiyonlar kiimesinde aldig1 en biiyiik ve en kiiciik degerlerle iligkilidir. Bu

nedenle de U(g) nin ekstremum degerlerinin bulunabildigi durumlarin ele

alinmasi 6nem tasimaktadir. Oncelikle U fonksiyonelinin bazi dzellikleri ele

alinacaktir.

6.2. Shannon Entropi Ol¢iimiine Uygun Entropi Optimizasyon Fonksiyoneli

b
L olgimi, H=-[f (x)ln f (x)dx Shannon entropi Ol¢limii olarak ele

alindiginda, H fonksiyonelinin (6.1) kisitlart altinda maksimum degeri,

—%/lfgj(x)

f(x)=e : (6.8)
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b _ii/g/(x)
oldugunda gergeklesir. Burada A, =lnje a dx, ve A,...,A4, Lagrange

a

carpanlar1 olup
bo-S g
je (x)dx— =0, k=1,2,. (6.9)

sisteminin bir ¢oziimii olarak elde edilebilir. Bu sistemink =(4,,...,4,,) ¢dziimii

g(x) = (l,g1 (x),...,gm (x)) moment vektor fonksiyonuna ve p= (1, ,ul,...,,um)

moment degerlerine baglidir. Bir baska deyisle,

A=i(gn) (6.10)
olarak yazilabilir. Bdylece, f, (6.8) formiili ile, A ise (6.10) ile ifade
edildiginde,

Ho =H(f), (6.11)

olur.

f’in ifadesi (6.11)’de yerine yazildiginda,

ya da

Hoppo =2 AiH; (6.12)

~
Il
f=}

- Agi(x

b - Ag,(x)
olur. Burada 4, =Infe dx ve A =(/?1,...,/1m) ise (6.9)’un (6.10) seklinde

ifade edilmis ¢6ziimiidiir. Sonug olarak,

Ul(g)=Hop ( i “, (6.13)

seklinde yazilabilir (Shamilov, 2009).
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6.3. Kullback-Leibler Ol¢iimiine Uygun Entropi Optimizasyon Fonksiyoneli

()
q(x)

ele alindiginda D( f; q) nun (6.1) kisitlart altinda minimum degeri,

b
L slgtimi, D(f3q)=1]f(x)1 dx Kullback-Leibler olgiimii olarak

F(x)=g(x)e = 6.14)

oldugunda gerceklesir.
Burada A4, 4,,...,4, Lagrange ¢arpanlar

b __”zl/lfg/(x)
fk(i)=‘[q(x)e’=° g (x)dx—py, =0, k=12,...,m. (6.15)
. .. b _m/lfg/(x)
denklemler sisteminin ¢dziimiidiir ve 4, =1In[g(x)e dx .
(6.15) sisteminin ¢dziimii A =(4,,...,4,,)
%= x(gn) (6.16)

seklinde yazilabilir. Burada p = (1, Hyseoos ) , g(x) = (gl, s 8 ) “dir.
Boylece [, (6.14) formiilii ile, A ise (6.16) ile ifade edildiginde,
Dy =D(f34) (6.17)
olur. Sonug olarak,
’ Sagx) L)

Dmln:D(f;q):J.q(x)e Jj=0 lne i dx

a

b _i ﬂ./’gj(x) uL
JaF S
a j=0

Dyin = D(f39) == A1), (6.18)
Jj=0

b 7i/11g1(x)
Burada A4, = lnje a dx ve A= (ﬂq,...,im) ise (6.15)’in (6.16) seklinde ifade

a

edilmis ¢6zlimiidiir. Sonug olarak,
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m

U(8) =Dy =—2 4 (&1)x;. (6.19)

J=0

seklinde yazilabilir (Shamilov, 2007).

Not 3: (6.13) ve (6.19) formiillerinden goriildiigii gibi U entropi fonksiyoneli her
iki durumda da (ﬂq (g,p,),...,im (g,u)) Lagrange ¢arpanlari ve p = (1, ,ul,...,,um)
moment degerlerine baglidir. U (g) fonksiyonelinin K kompakt moment vektor

fonksiyonlar kiimesinde ekstremum degerlerinin bulunmasi olduk¢a zor bir

problemdir ve nadir hallerde direkt olarak ¢dziilebilir. Bu nedenle de U(g) *nin

ekstremum degerlerinin elde edilebildigi 6zel durumlarin ayirt edilmesi 6nemlidir.

Simdi s6z konusu durumlarin bazilari ele alinacaktir.

6.4. Sonlu sayida moment kisitlari ile GEOP

Lineer bagmsiz 1,g(x),...,g,(x) moment fonksiyonlari ile bu

fonksiyonlar ve istatistiksel veri ile elde edilen 1,z,..., 4, moment degerleri

verilmis olsun. K:{gl(x),...,gr (x)} verildiginde, K" K>dan alman
rsayida elemanlarin tiim m ’li kombinasyonlarindan olusan kiimeyi gdstersin.

K" >den alman her bir kombinasyon, verilmis istatistiksel veri ve (6.1)’e uygun
olarak L fonksiyoneli i¢in moment kosulunu belirler. Kombinasyonlar sayist ve
L ’nin bu kombinasyonlara uygun degerlerinin sayis1 sonlu oldugu i¢in, L ’nin bu

degerleri arasindan en biiyligli ve en kiigiigii vardir ve bulunabilir. S6zii edilen bu

degerler, L=H veya L= D( f; q) oldugunda sirasiyla MinMaxEnt, MaxMaxEnt
ve MinMinxEnt , MaxMinxEnt dagilimlarinin bulunmasina imkan verir.

K" kiimesinin elemanlart sayist C!" =[’dir. Bu nedenle de / sayida

moment kisitlart altinda U ( g) ‘nin en biiylik ve en kiiciik degerleri elde edilebilir.

Boylece,
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gljlg U(gj) = U(g(l) ) , max U(gj ) = U(g(z)) olmak {izere g(l) MinMaxEnt

1<j<l
dagilimin g(z) ise MaxMaxEnt dagilimini tanimlar.

L=D( f ;q) olarak alindiginda, (6.19) yardimiyla da MinMinxEnt ve

MaxMinxEnt dagilimlarini elde etmek miimkiindiir. (6.19)’a gore,

IIE}EU(gJ):U(g(l)),maXU(gj)=U(§(2)) olmak tizere g(l) MinMinxEnt

1<<!

dagilimini, g(z) MaxMinxEnt dagilimini tanimlar (Shamilov, 2008a).

6.5. Parametreye Bagh Sonlu Sayida Moment Kisitlar: ile GEOP

Burada GEOP’un kisitlarinin parametreye bagli oldugu durum ele

alinarak, s6z konusu problemin uygulamasi zaman serisinde kayip verilerin
tahmininde Boliim 7°de ele alinacaktir.

b

[£(x)g; (xv)dv=p;(v), j=01.cm (6.20)

a

seklinde kisitlar verilmis olsun. Burada g, (x)sl, Uy =1, v, sayisal veya

vektorel parametre, f (x) ise EO olglimii L ’ye (6.20) kisitlar1 altinda ekstremum

deger veren ve bulunmasi gereken olasilik yogunluk fonksiyonudur.
b
L=H :—jf(x)lnf(x)dx

Shannon entropi dl¢limii olarak ele alindiginda,

(6.13) ile tanimlanan U entropi optimizasyon fonksiyoneli v

parametresine bagli,

U()=U(s) =~ 2.2 (8(50). 01t () (621)

fonksiyonuna doniisiir. MaxMaxEnt ve MinMaxEnt dagilimlari, v parametresinin

G tanim bolgesinde U (v) fonksiyonunun en biiyiikk ve en kiigiik degerleri ile

belirlenir. 4, (g(x,v), p,(v)) Lagrange carpanlarinin v ’ye bagh siirekliligi kapali
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fonksiyonlarin global varlik teoremi ile gosterilebilir. U(v), v ’ye baglh siirekli
fonksiyon oldugundan,

minU (v)= U(v(l)), max U (v) = U(v(z)) (6.22)

veG veG

esitliklerini saglayan v ve v bulunabilir. Bu degerler (6.20)’de yerine
yazilarak sirasiyla U (v)'ye minimum deger veren f 1) (x), U(v)'ye maksimum
deger veren f (2)(x) fonksiyonlar1 bulunabilir. Bu fonksiyonlarin belirledigi

dagilimlar sirasiyla MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlaridir.
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7. ZAMAN SERILERI ICIN GENELLESTIRILMiS ENTROPI
OPTIiMiZASYON DAGILIMLARI

Bolim 3°de gosterildigi gibi bir zaman serisi, MaxEnt yontemi ile ¢ok
boyutlu normal dagilim seklinde modellenebilir. Bu modelden yararlanarak
Bolim 6’da ayrintilartyla ele alinan Genellestirilmis Entropi optimizasyon
Dagilimlarinin bir zaman serisi i¢in kurulabilmesinde oncelikle ¢ok boyutlu
normal dagilimin MaxEnt Dagilimi seklinde elde edilmesi ve bu dagilimin entropi
fonksiyonunun ortaya konmasi gerekmektedir. Bu amagla so6zii edilen konulara

deginilecektir.

7.1. Cok Boyutlu Normal Dagilimin MaxEnt Dagilimi Seklinde Bulunmasi

Daha once ele alindigi gibi n boyutlu normal dagilimimn yogunluk

fonksiyonu

_ 1 ~4(x-1) T (x-1) 71
f(x) (27[)%'2' 7° (7.1)

seklindedir. Burada |Z| ile X wvaryans kovaryans matrisinin determinanti

gosterilmistir. Ortalama, varyans ve kovaryanslar agsagidaki gibi tanimlanir:

E(x)=u, (72)
E(v-u) |=0?, (73)
E[(xl-—,ui)(xj—uj)]:pljo-iaj i,j=12,....n;, (7.4)
Burada,

X Hy oy P12010y ..o P1,010,
<= x.z = /fz 3= P21?'20'1 ‘722 pzn‘.jzo'n

Xn Hy PO C1 P00y ... o’

olmak iizere agsagidaki teorem gecerlidir.
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Teorem 7.1.

H(x)= —9{" f(x)In f(x)dx

fonksiyoneline

[ fx)dx=1
" (7.5)

dogal kisit1 ve (7.4) kisitlart altinda maksimum deger veren dagilim (7.1) formiilii

ile verilen n boyutlu normal dagilimdir.

Ispat: (7.1) fonksiyoneline (7.4) ve (7.5) kisitlar1 altinda maksimum deger veren

f(x) fonksiyonunu bulunmasi bir optimizasyon problemidir ve Lagrange

carpanlar1 yontemi ile bulunabilir. Bu amacla,
=~ [ £l £(0)dx ( | Fx)dx 1j
R" R

33, (Tl ) ook,

i,j=1 -0

yardimci fonksiyoneli i¢in Ostrogradsky Euler Denklemi yazilir:

1 n
—In f'(x)- f(x) A= 2 Ay (=) (x; —u;)=0.
T T s=s)
Buradan,
—1—7‘0—_i A’y(xi_p'i)(xj_u/)

fy=e
veya

e““ﬂ:B,A=[/1ij], i,j=12,....n
oldugunda,

f(x)= Be*(x'”)’/\(x‘“) (7.6)

formiiliine ulagilir. Burada, B sabiti ve A matrisinin elemanlar1 bilinmeyenlerdir.
Bu bilinmeyenler (7.6) formiiliiniin (7.4) ve (7.5) kisitlarinda dikkate alinmasiyla
bulunabilir. Bu amagla (7.6)’y1 (7.5) ve (7.4) kisitlarinda yerine yazmakla,

[ Be O At gy —
W (7.7)

60



[ (% —u[)(xj —N, )Bef(x_“)TA(x'“)dx =p;0,0;,  Lj=12,...,m (7.8)

o
elde edilir. Karakteristik fonksiyonlarin agilimindan bu sistemi saglayacak

dagilimin (7.1) yogunluk fonksiyonu formuna sahip oldugu ortaya c¢ikar. Bu

nedenle A=Y"in (7.8) sistemi i¢in bir ¢oziim oldugu sonucuna varilir
(Shamilov, 2008b). Bir baska deyisle varyans-kovaryans matrisinin tersi bu
sistemin bir ¢éziimiidiir ve bu sistemin tek bir ¢dzlime sahip oldugu bilindiginden

teorem ispatlanmis olur.

7.2. Cok Boyutlu Normal Dagilimin Maksimum Entropi Degeri

Yogunluk fonksiyonu

\/m —lx'Ax
f=——re? (7.9)
(27)

olan n boyutlu normal dagilim ele alinsin. Burada A pozitif tanimlanmis (n X n)

matris, x € R" ve A" varyans kovaryans matrisidir. Yukarida gosterildi ki n
boyutlu normal dagilim uygun kisitlar verildiginde MaxEnt dagilimi olarak elde
edilebilir. Bir bagka deyisle verilen (7.4) ve (7.5) kisitlarin1 saglayan sonsuz
sayida olasilik dagilimlarindan, n boyutlu normal dagilimin maksimum entropi
degerine sahip oldugu gosterilmistir. Bu durumda (7.9) ile gosterilen n boyutlu
normal dagilimin yogunluk fonksiyonunun entropi degeri, maksimum entropi
degeri olacaktir. Shannon entropi Olglimiinden yola c¢ikarak (7.9)un entropi

degeri,

1
H(f)=- 1 dx =— ——XAx+1
(== S f(ax =] f (x) 3% e

seklinde hesaplanir ve buradan

.[|A| .[|A| —lx'Ax 1
H(f)=—| f(x)ln —dx+ —|e? —xAxdx
Rjn ) (2z)Y>  (22)" ;! 2
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A A ——x'Ax
H(f)=-In ‘/r + | e 1 Axdx (7.10)
27[)4 (27[)AR
J|X o
olur. (7.10)’da bulunan [, = ) 7 J. e? —xAde integralinde x=Qy
2
R"

ortoganal doniisiimii yapildiginda,

JAL ¢ lavaen 1, v
1= [ 2 (Qy) A(Qy)|detQ|dy
() AR{ 5 (Qv) A(Qy)[detQ]

A 1
| jeZYQ Qy , 'Adey
(22)* &
sonucuna varilir.
A 0
Burada Q ortogonal matrisi Oyle segilebilir ki Q'AQ .
0 A,

esitligi saglansin. Burada A, ’ler, det|A—/1E|:0 denkleminin kokleridir, bir

baska deyisle A matrisinin 6zdegerleridir. Bu durumda,

F/j j R IZﬂyfdyl d,

1 n
e fgzﬂkyi 1
k=1

|A n to ,
S L —Ayidy ...d
(27r)% ;w J;e p
A] ¢ [“” P ] T L
= e —Avdy. e’ ' d
v jw S AV ]k_[fw by,
olur. Burada
+00 1 5 +00 a2
| e %%yfdy,- =—— [ vde N
1 lﬁ'iyi 1+OO _lﬂv‘)’z‘z
= —Eyie 2 tz + e 2 dyt
+00 —l),.y.z
=—[e? " ay,
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oldugu dikkate alinirsa,

+o0

esitligi elde edilir. /,’de yer alan I

—00

1, 5
_72‘1( k . . o ee e .
e dy, integralinde /4, y, =z, doniisiimii

yapildiginda,

+o0 +00

SR 12 dz 1
e? dy,=|e? = NEY
R N A

olur ve bdylece,

Al ¢ (V2]
L (ay  F2AA,

esitligine ulagilir. . /|A| =2 ..., oldugu bilindiginden

n 1 n

1: _=

=2 2

Il:E

sonucuna varilir.

I,’in degeri (7.10)’da yerine yazilirsa,

Al n A y
H(f)=-InY 2o Y e
) A
72 7
=In (27[) +1Ine” —ln(zﬁe)
A A
(f)—ln—(TZE)z (7.11)

seklinde, » boyutlu normal dagilimin maksimum entropi degeri elde edilmis olur.



7.3. Zaman Serileri icin MinMaxEnt ve MaxMaxEnt Dagilimlar:

Boliim 3’de gosterildigi gibi 7 +1 sayida gézlem degerine sahip bir zaman
serisinin MaxEnt Dagilimi,
1 1,
pY)=———exp —5Y Ay (7.12)
(27)2 A2
seklinde sifir ortalamali ve A kovaryans matrisli bir ¢ok degiskenli normal
dagilima sahiptir. Bu nedenle de MaxMaxEnt ve MinMaxEnt dagilimlarinin

tanimlanmasinda 6nem tasiyan U entropi optimizasyon fonksiyonelinin degeri

cok boyutlu normal dagilimin entropi degeri olan (7.11) formiiliine gore,

T+l
(27[@) 2

U=H, =H(p(y))=In , (7.13)

1
A2
seklinde ifade edilmis olur.

Bolim 3’de olusturulan MaxEnt Dagilimi kurma silirecinde Lagrange

carpanlart ve kovaryans matrisinin determinant1 i¢in analitik formiillerden
goriildiigi gibi 4, ’lar ile |A| ‘nin  #,#,...,7, otokovaryanslarmin bir

m

fonksiyonudur.  7#,#,...,7,, otokovaryanslarinin y,,»,,...,», zaman serisi

gozlem degerlerine bagli olmasi nedeniyle de, (7.13) ile elde edilen U entropi

optimizasyon fonksiyonu da y,,y,,..., y, ‘nin bir fonksiyonu olur. Bu fonksiyon,

Vo> Vis--» Yy gOzlem degerlerinden bir ya da birkacinin bilinmedigi ve tahmin

edilmek istendigi durumlarda, bu degerlerin bilinmeyen parametre olarak dikkate
alinmasiyla yeni dagilimlar tanimlamaya imkan verir. Bu amag¢ dogrultusunda

Vo> Vi»---» ¥y zaman serisi gozlem degerlerinden biri, bilinmeyen y parametresi
olarak alindiginda, entropi optimizasyon fonksiyonu y 'nin bir fonksiyonu olur ve
U ( 7/) ile gosterilir. Burada, bilinmeyen y parametresi zaman serisinin
alabilecegi en kiiciik a ve en biiyiikk B degerleri arasinda degigmektedir. Bu
degerlerin bilinmedigi durumda o =min ( Vos Vise-os yT) ve
B= max( Vos Vise-os yT) seklinde tanimlanabilir. y €[a, f] iken U ( 7/) , 7 ya gore

stirekli bir fonksiyondur. Bu durumda
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min U(}/)=U(7/O). (7.14)
rela,pl

max U(y)=U(y) (7.15)
vela,p]

olsun.

Yukaridaki bilgiler dogrultusunda y,,y,,...,», gozlem degerlerinden
birinin y( v, = 7/) bilinmeyen parametre olarak alinmasiyla, otokovaryans kisitlar
altinda (7.12) formiilii ile elde edilen MaxEnt olasilik yogunluk fonksiyonu da
y ’nin bir fonksiyonu olarak yazilabilir ve p(;/) ile gosterilir. MaxEnt olasilik
yogunluk fonksiyonu ile ayni kisitlar1 saglayan herhangi bir olasilik yogunluk
fonksiyonu ise p, ( }/) yada p, ( y) ile gosterildiginde asagidaki 6zel dagilimlar

tanimlanabilir.

Tanmm 1: U ( 7/) ‘nin minimum deger aldigi nokta y, iken, p( ;/0) dagilimi
MinMaxEnt dagilimi olarak adlandirilacaktir. U ( ;/) nin maksimum deger aldigi
nokta y, iken, p( 7/1) dagilimi, MaxMaxEnt dagilimi olarak adlandirilacaktir.

Boylece verilen zaman serisinde kayip deger olmasi halinde R

m

kovaryans matrisinin bilinmeyen kayip deger » ’ya bagli olmasi nedeniyle, daha

once ayrintilari ile ele alinan MinMaxEnt ve MaxMaxEnt GEO dagilimlari, (7.12)
formu ve dolayisiyla (7.13) seklinde elde edilen maksimum entropi degeri de

y ’ya bagl ortaya cikar. Boylece y ’ya bagli (7.13) fonksiyonunu maksimize eden
7,’in (7.12)’de yerine yazilmasiyla MaxMaxEnt, (7.13) fonksiyonunu minimize
eden y,’n (7.12)’de yerine yazilmasiyla da MinMaxEnt Dagilimlar elde edilmis

olur.

Tanimlanan bu dagilimlar, y,,»,,...,», zaman serisinin bilinmeyen
teriminin tahmin edilmesine ve ongorii (forecast) yapilmasina imkan tanir. Bu
ama¢ dogrultusunda MinMaxEnt, MaxMaxEnt ve MaxEnt dagilimlarinin entropi
degerleri arasinda esitsizlikler seklinde ifade edilmis bagintilar teoremler seklinde

verilecektir.
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8. ZAMAN SERIiSI HAKKINDA INFORMASYON BAGINTILARI

Yukarida ifade edildigi gibi bir zaman serisi verildiginde, bir
gergeklesmesi bu zaman serisi olan bir stokastik siirecin MaxEnt dagilimi, boyutu
zaman serisinin gozlem degerleri sayisina esit olan g¢ok boyutlu normal
dagilimdir. Bu dagilimin yogunluk fonksiyonundan yola c¢ikarak elde edilen
entropi degeri, genellestirilmis entropi optimizasyon dagilimlarinin kurulmasina
imkan saglamistir. S6z konusu GEO dagilimlar1 MinMaxEnt ve MaxMaxEnt
dagilimlar olarak, farkli entropi degerlerine sahip olduklarindan bu degerler ve
MaxEnt dagiliminin entropi degeri yardimi ile gézlenen zaman serisine uygun
entropi degerleri arasinda cesitli esitsizlikler seklinde ifade edilen bagmntilar
kurulabilir. Bu tiir bagmtilar aracilig ile de zaman serisi hakkinda informasyon
bagintilar1 olusturulabilir. So6zii edilen bagintilar asagidaki bdoliimlerde ele
aliacaktir. Entropi degerleri arasindaki bagintilar Teorem 8.1, Teorem 8.2 ve

Teorem 8.3 ile, informasyon bagintisi ise Teorem 8.4 ile ifade edilmistir.

8.1. MaxEnt, MinMaxEnt ve MaxMaxEnt Dagilimlarinin Entropi Degerleri

Arasindaki Bagintilar

Teorem 8.1. y,,v,....,v, , y=»,; 0<k<T kayip (bilinmeyen) degere sahip

reel degerli duragan bir zaman serisi olsun. y €[a, ], a=min y,;f=max y,
0<k<T 0<k<T

iken U (}/) entropi optimization fonksiyonu (7.13) esitligi ile ifade edilir ve

burada |A

, (3.38) esitligi ile elde edilen A, ’lar yardimiyla (3.41) aracilifiyla

7 'ya bagli elde edilir. Bununla birlikte p(,) ve p(y,) sirasiyla MinMaxEnt ve

MaxMaxEnt dagilimlaridir ve

in, Ur)=Ur): max U7)=U 1) &
iken
p(7o)=p(y){ p(n)=p(») |7 (8.2)
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seklinde gosterilebilir. Bu durumda MinMaxEnt- p(y,), MaxEnt-p(y) ve

MaxMaxEnt- p ( 7 ) dagilimlarinin entropileri arasinda

H(p(r,))<H(p(7))<H(p(r)). (8.3)

esitsizlikleri gegerlidir.

Ispat: (3.38) ve (3.41) esitliklerinden sirastyla elde edilen 4, ve |A

, kayip deger
¥, =y bilinmeyen parametreye bagli olduklar1 i¢in, (7.12) formiilii ile tanimlanan
p( y) ve (7.13) formiilii ile tanimlanan U (7/), y €la, f] aralig lizerinde y 'nin
siirekli fonksiyonlaridir. Bu nedenle y e[a,f] araligi iizerinde siirekli bir
fonksiyon olan U(y) en biiyiik ve en kiigik degerlerini alir. Boylece (8.1)
esitliklerini saglayan y, ve y, elde edilebilir ve
U(r)<U(7)<U(n) (8.4)

esitsizligi gecerli olur. Bu esitsizliklerde U ( 7/) nin (7.13) ile ifade edilen tanimi1

dikkate alinirsa, (8.3) esitsizligi (8.4)’lin sonucu olarak alinabilir ve teorem
ispatlanmis olur.

Asagidaki teorem ise, bir zaman serisinin gelecekteki degeri y,,, =y
bilinmeyen parametre olarak ele alindiginda, MinMaxEnt, MaxMaxEnt ve
MaxEnt dagilimlarinin entropileri arasinda esitsizlikler seklindeki baglantiy ifade

eder. Bir bakima Teorem 1’in modifeye edilmis halidir.

Teorem 8.2. y,,»,,...,y, reel degerli duragan bir zaman serisi verilsin ve y,,

Oongdrii  degeri bilinmeyen y parametresi olarak gosterilsin. y €[a, ],

a=miny;f=maxy, ve p(y) (7.12) ile elde edilen y,,y,,....Yr, Vry =7

0<k<T 0<k<T

zaman serisi i¢in MaxEnt dagimi olmak iizere, (3.41) formiilii ile elde edilen |A ,

(3.38) ile elde edilen 4, 'nin bilinmeyen y parametresine bagli olmasi ile p( }70) ,

P ( 7 ) sirastyla MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlaridir. Burada

min U(y)=U(7,); ma’x]U(y):U(fl). (8.5)

yela,B]  yelaB
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iken
p(7)=p() | ir(7)=p() | (8.6)
seklinde gosterilebilir. Bu durumda MinMaxEnt- p( 7o ) , MaxEnt- p( }/) ve

MaxMaxEnt- p(771) dagilimlarinin entropileri arasinda asagidaki esitsizlik gegerli

olacaktir:

H(p(7,))<H(p(7))<H(p(7)) - (8.7)

Yukarida tanimlanan MinMaxEnt dagilimi asagidaki teorem yardimiyla
bir zaman serisi i¢in 6ngorii yapmakta veya kayip deger tahmininde yeni bir
yaklagim olarak kullanilabilecegi daha sonra Boliim 8’de uygulamalari ile birlikte

gosterilecektir.

Teorem 8.3. y,,),...,y; duragan bir zaman serisi, y; =y (veya Vi :7/)

bilinmeyen terimine sahip olmak izere y= [ VosViseros Vps ;/]

(veyay = [yo,...,y,...yT]) seklinde ele alnsin. p(y) yada p(y), bilinmeyen y

parametresine bagli MaxEnt dagilimidir ve burada yela,f], a=miny,,

B=max y, ’dir. U(y) entropi optimizasyon fonksiyonu U (y)=H ( P( y)) iken

7/0 ve 7/1 >
H = max U(y)=H =U(n),
Vrer[li);] (p(}/)) yre?o?,);] (}/) (p(]ﬁ)) (7/1)
in H = min U(y)=H =U(7).
yela ) (p(y)) yelap) (7) (p(VO)) (%)

esitliklerden elde edilmek iizere P(71) MaxMaxEnt ve p(;/o) MinMaxEnt

dagilimlaridir. Bu durumda p(;/o) MinMaxEnt dagilimini iireten y,, bilinmeyen

y degeri i¢in bir tahmin olusturur.

Ispat: p, (7/) , V= [yo,yl,...,yT,y] (veyay = [yo,...,}/,...yT]) seklinde verilen
zaman serisinin olasilik dagilimi iken H ( Do (7/)) entropisine sahip olsun. Daha

sonra Boliim 4’de ayrintilart ile verilen Jaynes’in konsantrasyon teoremine gore,
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p(;/) MaxEnt dagiliminin sagladigi kisitlar1 saglayan herhangi bir olasilik

dagimi  p,(y) iken, onun entropisi H ( Do (7/)) %95  olasilikla

2 2
H(N”)‘%’den, %99 olasilikla H(p(}/))—%’den biiyiik

olacaktir. Diger bir deyisle N ’in biiylik degerleri i¢in verilen kisitlar kiimesini
saglayan olasilik dagilimlarinin birgogunun entropileri maksimum entropi degeri

civarinda toplanir:

(o) 200 < 1 (1)< () 85
(o)A < ()< (00, 9)

Boylece (8.8), (8.9) esitsizlikleri aracigiyla H ( Do ( 7/)) asimtotik olarak
H ( p( 7/)) gibi  disiinillebili. ~ Bu  durumda,  y=[yg, ..., vy, 7]

(veya y=[ VoseeesVoern yT]) seklinde gozlenen zaman serisi hakkinda ¢6zmemiz

gereken belirsizlik ya da kazanmamiz gereken bilgi miktari;

AH =H (p(7))-H(p(7))
ya da

AU =U(y,)-U(y) (8.10)
ile elde edilir. Teorem 8.1 (Teorem 8.2) dikkate alindiginda
U ( 7/0) U ( }/) <U ( 7/1) oldugu bilindiginden, (8.10) esitligindeki AU ’nun
7 =7, oldugunda maksimum degerine ulastig1 sdylenebilir. Sonug olarak y =y,
alindiginda MinMaxEnt dagilmi p(y,) elde edilmis olur. Boylece gozlenen
zaman serisi y = [yo,yl,...,yT,;/] "de (veyay = [yo,...,}/,...yT]) bilinmeyen
parametre y icin, bir bagka deyisle ongorii degeri veya kayip deger i¢in bir
tahmin olarak MinMaxEnt dagilimini {ireten p, degeri alinabilir. Teorem

ispatlanmis olur.
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8.2. MaxEnt Dagiliminin Verdigi Informasyon Yardim ile Zaman Serisi

Hakkinda informasyonun Degerlendirilmesi

Jaynes’in Konsantrasyon teoremi yardimiyla, MaxEnt dagilimi ile aym
kisitlart saglayan bir kayip degerli zaman serisinin tiim dagilimlarinin entropileri

arasinda

H, (r)-—2—<H(y)<H,(7) 8.11)

seklindeki bir esitsizlikten soz edilebilir. Burada H ( 7/) verilmig kisitlar1 saglayan
bilinmeyen » parametresini igeren zaman serisinin herhangi bir olasilik
dagiliminin entropi degeri iken, H ( }/) ise aynt kisitlar1 saglayan yine
bilinmeyen y parametresini igeren MaxEnt dagilimmin entropi degeridir.
Yo>Vi»---» ¥y bir zaman serisini gostermek iizere, y herhangi pozisyondaki bir
kayip degeri gostermektedir ve y € [a, p ] , mlln{ yl.} =a , max { yl.} = [ dir.

y bilinmeyen parametresinin iki degerine karsilik gelen informasyon
kazanimu i¢in bir esitsizlik elde etmek amaciyla, y 'nin iki ayrn1 7, ve 7, degerine

karsilik gelen MaxEnt olasilik dagilimlarinin ve ayni kisitlar1 saglayan olasilik

dagilimlarinin entropi degerleri arasindaki fark ele alinir. Bu nedenle 7, ve 7, i¢in

(8.11) esitsizligi yazilarak,

2

X
H. (7)) 2(T+1)SH(TI)SHmaX(r1) (8.12)
Hmax(rz)—z(];{_’_l)SH(rz)_HmaX(rz)

yada
Hmax(TZ)ZH(TZ)ZHmaX(Tz)—% (8.13)

elde edilir ve (8.12) ve (8.13) esitsizlikleri taraf tarafa ¢ikarildiginda,

2 2

Hmax (Tl)—Hmax (2'2)— 2(7;{+1) SI_I(Tl)_l_l(rz)SI_Imax (Tl)_Hmax (72)+ 2(?_’_1)
(8.14)
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(r,)=AH,, =1, ve

max

sonucuna varilir. Burada H,. (7)-H

max max

H (rl ) -H (TZ) =AH =1, seklinde gosterimler kullanildiginda  (8.14)

esitsizlikleri,
2 2
X Ag<AH +—Z
2(T+1) 2(T+1)
2
X
AH -AH _|< 8.15
| =30 (815

sekline doniigmiis olur. Boylece bu baginti asagidaki teorem seklinde ifade

edilebilir.

Teorem 84. AH__=1,, { yi} gozlenmis zaman serisindeki y kayip degerinin

aldig1 herhangi iki farkli degere uygun gelen MaxEnt dagilimi entropilerinin
farkini1 bir baska deyisle MaxEnt dagiliminin verdigi informasyonu, ayni sekilde

AH =1, de MaxEnt dagilimi ile aymi kisitlar1 saglayan herhangi olasilik

dagiliminin verdigi informasyonu ifade etmek iizere, onlar arasinda,

Ve
I,-1|< 8.16
=) 2(T+1) R
bagintis1 var olmaktadir.

2

Y4
2(T+1)

gbzlenmis zaman serisinin MaxEnt dagiliminin veridigi informasyon miktari, ayni

(8.16) esitsizligi gosteriyor ki yeterince kiigiik ise, { yl.}

kisitlart saglayan olasilik dagilimmin verdigi informasyon miktarina oldukca

yakin olacaktir.
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9. MinMaxEnt YONTEMINE DAYALI KAYIP VE GELECEK
DEGERLERIN TAHMIiNi

Bu boliimde Bolim 8’de ispatlanmis Teorem 8.3 dikkate alinarak zaman
serisinin kayip ve gelecek degerleri i¢in tahminleme problemi ele alinacak ve

tahmin siireci MinMaxEnt dagilimina dayali gerceklestirilecektir.

9.1. MinMaxEnt Dagilimina Dayah Tek Kayip (Ara) Deger Tahmini

Bu boliimde Bolim 8’de ispatlanmis teoremlerin saglandigini ve
MinMaxEnt dagilimi kurma siirecinin kayip deger icin iyi bir tahminleme siireci
olarak isletilebilecegini gostermek amaciyla bir uygulama yapilmistir.
Oncelikle y,,¥,,...,¥; » ¥ =¥,; 0<k<T kayip (bilinmeyen) degere sahip reel

degerli duragan bir zaman serisi oldugunda, ¥ kayip degerli bu zaman serisi i¢in

MinMaxEnt dagilimimin entropisi H ( p(;/o)) ve MaxMaxEnt dagiliminin
entropisi H ( p( 7/1)) hesaplanarak Teorem 8.1 yardimiyla herhangi y degerine

uygun MaxEnt dagilimmin entropisi H ( p(]/)) icin bir aralik belirlenir. Sozii

edilen zaman serisi i¢in hesaplanan MaxEnt dagiliminin entropisinin bu araliga
girdigi gosterilebilir. Bu amagla,

X,-2.7607X,_, +3.8106.X, , —2.6535X, ,+0.9238X, ,=¢,, ¢~ N(0,1)
modelinden Matlab’da tiiretilen ve Cizelge 9.1.’de verilen 30 gozlem degerli bir

zaman serisi ele alinmgtr.
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Cizelge 9.1. AR(4) modelinden tiiretilen zaman serisi

t X, t X, t X,

1 | -1.9172 | 11 | -34.1657 | 21 | -74.6286
2 8.8041 |12 |-56.8119 | 22 | -28.4727
3 5.8994 | 13 | -47.0279 | 23 | 31.9604
4 | 49992 (14| -6.0415 | 24| 72.1508
5 |-11.4250 | 15 | 43.5992 | 25 | 71.8607
6 | -3.6937 |16 | 72.2938 | 26 | 33.8458
7 | 16.4869 | 17 | 60.5811 | 27 | -18.4783
8 | 333703 | 18| 12.9017 | 28 | -55.9572
9 | 30.1568 | 19 | -44.9481 | 29 | -60.8923
10 | 2.4457 | 20 | -80.9485 | 30 | -34.7771

Oncelikle x, =-3.6937 degerinin kayip oldugu varsayilsm. y ile
gosterilen bilinmeyen bu deger, MaxEnt dagilimmin kurulmas: durumunda H__
fonksiyonunda bir parametre olarak yer alir. Bu fonksiyonun minimizasyonunu
gergeklestiren y,, Teorem 8.3’e gore bilinmeyen kayip deger i¢in bir tahmin
teskil edecektir. Matlab’ta yazilan Ek-2’de verilmis bir program aracilifi ile

MinMaxEnt dagilimm iireten bu deger y,=x, =—3.55 olarak elde edilmistir.
Bununla birlikte MinMaxEnt dagiliminin entropisi H ( p(;/o )) =104.1340,

MaxMaxEnt dagiliminin entropisi H ( p( 12 )) =140.5021 olarak hesaplanmistir.

Dolayisiyla Teorem 8.1’e gore,

104.1340 < H ( p(y)) <140.5021
araligt belirlenmis olur. Zaman serisinin MaxEnt dagiliminin entropisi
H (p(x))=104.1346’n1n bu araliga ait oldugu, dolayisiyla Teorem 8.1’in
saglandig1 gosterilmis olur. Ayrica Teorem 8.3’e gore MinMaxEnt dagilimini
belirleyen y, degerinin kayip deger i¢in bir tahmin olusturdugu, y,=-3.55

degerinin —3.6937 kayip degerine olduk¢a yakin olmasi ile gosterilmis olur.
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9.2. MinMaxEnt Dagilimina Dayalhi Tek Kayip Deger Tahmini i¢in

Simiilasyon

Bu boliimde tek bir kayip deger icin yapilan MinMaxEnt dagilimina dayali
tahminleme siireci, ayn1 veri seti lizerinde miimkiin her bir degerin kayip kabul
edilmesiyle gerceklestirilmigtir. Daha sonra tahmin edilmis degerler ile gergek
degerler arasindaki farklarin karelerinin ortalamasi olan ortalama kare hata
(MSE ) Onerilen = tahminleme  siirecinin

hesaplanarak, performansi

degerlendirilmistir. Uygulama olarak Cizelge 9.1°deki zaman serisi tizerinde iki

gecikmeli (MinMaxEm‘)2 ve li¢ gecikmeli (MinMaxEm‘)3 dagilimlarina dayali

hesaplanan tahminler ve (MSE ) degeri Ek-3’deki program araciligi ile Cizelge

9.2°deki gibi elde edilmistir.

Cizelge 9.2. iki ve ii¢ gecikmeli MinMaxEnt kayip deger tahminleri

t X (1) (MinMaxEnt), | (MinMaxEnt ),
1 -1.9172 - -

2 8.8041 - -

3 5.8994 5.6387 -

4 -4.9992 -5.4169 -5.2914
5 |-11.4250 -11.8323 -11.8093
6 | -3.6937 -3.5559 -3.6118
7 | 16.4869 16.1702 16.1592
8 | 33.3703 32.9922 33.2251
9 | 30.1568 29.3102 29.5001
10 | 2.4457 2.5585 2.6745
11 | -34.1657 -34.6224 -34.6565
12 | -56.8119 -56.7917 -56.8670
13 | -47.0279 -46.9790 -47.0769
14 | -6.0415 -6.4423 -6.4176
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Cizelge 9.2. (Devam) Iki ve ii¢ gecikmeli MinMaxEnt kayip deger tahminleri

t X(t) | (MinMaxEnt), (MinMaxEnt),
15 | 43.5992 43.2731 43.4434
16 | 72.2938 71.6972 71.8809
17 | 60.5811 60.2642 60.3586
18 | 12.9017 12.8657 12.8027
19 | -44.9481 -44.9732 -45.0940
20 | -80.9485 -80.9485 -80.9485
21 | -74.6286 -74.4715 -74.77012
22 | -28.4727 -28.3051 -28.3925
23 | 31.9604 31.2631 31.3760
24 | 72.1508 71.8033 72.0291
25| 71.8607 71.3803 71.5250
26 | 33.8458 33.5386 33.5998
27 | -18.4783 -18.5549 -18.5836
28 | -55.9572 -56.1478 -

29 | -60.8923 - -

30 | -34.7771 - -

(MSE) 0.1294 0.0861

Cizelge 9.2°den goriildiigii gibi hem iki hem de {i¢ gecikmeli MinMaxEnt
tahminleme sonuglarinin (MSE ) degerleri oldukga kiiciik ¢cikmistir. Boylece

Onerilen siirecin performansinin iyi oldugu sonucuna varilir. Bununla birlikte

(MinMaxEnt), ile elde edilen tahminlerin (MSE) degeri, (MinMaxEnt), ile elde

edilenden daha kii¢iik olmasi nedeniyle, otokovaryans kisit sayisinin artmasi
sonucu, tahminleme siirecinin performansinin arttig1 gézlenmistir.

Tahminleme yonteminin performansi hakkinda daha iyi bir bilgiye sahip
olabilmek i¢in tek bir zaman serisi i¢in yapilan Cizelge 9.2°deki siireg, her biri 50
gozlem degerine sahip 100 zaman serisi igin isletilerek bir simiilasyon g¢aligmasi

yapilmistir.
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Gergeklestirilen simiilasyon asagidaki adimlardan olusmaktadir:

1. Belirli bir zaman serisi modelinden 50 gézleme sahip veri seti tiiretilir.

2. Belirli m sayida gecikmeli otokovaryans kisithh MinMaxEnt dagilimina
dayal1 tahminler, veri setinin (ilk m ve son m sayida degerleri haric) tiim
degerleri i¢in yapilir.

3. Veri seti i¢in ortalama kare hata hesaplanir.

4. Siire¢ 100 kez tekrarlanir.

Simiilasyon ¢aligmasinda

X, -2.7607X, , +3.8106X, , —2.6535X, , +0.9238X, , =¢,, &~ N(0,1)

modelinden her biri 50 degere sahip 100 ayr1 zaman serisi iiretilerek, Ek-4’de
verilen Matlab’ta yazilmis program araciligiyla, iki gecikmeli otokovaryans kisith
MinMaxEnt dagilimina dayali tahminler yapilmis ve 100 veri seti i¢in elde edilen

MSE degerleri Cizelge 9.3’te verilmistir.

Cizelge 9.3. Tiiretilen 100 zaman serisi i¢in (MinMaxEnt), tahminlerinin MSE degerleri

Z
o

MSE |No| MSE | No| MSE | No | MSE
0.0699 | 26 | 0.0763 | 51 | 0.2270 | 76 | 0.1224
0.3352 | 27 | 0.1029 | 52 | 0.1176 | 77 | 0.1871
0.0906 | 28 | 0.1099 | 53 | 0.2740 | 78 | 0.0910
0.1815 |29 | 0.3705 | 54 | 0.3734 | 79 | 0.1458
0.2406 | 30 | 0.1619 | 55 | 0.1158 | 80 | 0.0605
0.1940 | 31 | 0.0780 | 56 | 0.0735 | 81 | 0.1445
0.1394 | 32 | 0.5575 | 57 | 0.1205 | 82 | 0.0974
0.1156 | 33 | 0.1527 | 58 | 0.3967 | 83 | 0.1649
0.5051 | 34 | 0.1021 | 59 | 0.2581 | 84 | 0.1004
0.0865 | 35 | 0.1921 | 60 | 0.0951 | 85 | 0.0804
0.0775 | 36 | 0.0978 | 61 | 0.0692 | 86 | 0.3792
0.1982 | 37 | 0.5068 | 62 | 0.1343 | 87 | 0.1383
0.0743 | 38 | 0.1007 | 63 | 0.0883 | 88 | 0.4664

o 0 9 SN N AW N -

— ek
W N = D
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Cizelge 9.3. (Devam) Tiiretilen 100 zaman serisi i¢cin (MinMaxEnt), tahminlerinin MSE degerleri

No| MSE | No| MSE | No| MSE | No | MSE
14 | 0.1398 | 39 | 0.0805 | 64 | 0.0998 | 89 | 0.1780
15 [ 0.5759 | 40 | 0.0904 | 65 | 0.1356 | 90 | 0.1030
16 | 0.1246 | 41 | 0.0699 | 66 | 0.5838 | 91 | 0.1060
17 | 0.1907 | 42 | 0.1066 | 67 | 0.3519 | 92 | 0.1581
18 [ 0.0688 | 43 | 0.1057 | 68 | 0.1029 | 93 | 0.0947
19 [ 0.1121 | 44 | 0.1204 | 69 | 0.1418 | 94 | 0.1138
20 | 0.1085 | 45 | 0.2319 | 70 | 0.0707 | 95 | 0.1410
21 | 0.0699 | 46 | 0.2078 | 71 | 0.0925 | 96 | 0.1156
22 | 0.0872 | 47 | 0.2491 | 72 | 0.2429 | 97 | 0.1092
23 |1 0.2822 | 48 | 0.1083 | 73 | 0.1568 | 98 | 0.0939
24 1 0.0793 | 49 | 0.1085 | 74 | 0.1428 | 99 | 0.1581
25 1 0.0452 | 50 | 0.1080 | 75 | 0.2707 | 100 | 0.0997

Cizelge 9.3’den goriildiigii gibi simiilasyon ¢alismasinda 100 farkli zaman
serisinden elde edilen MinMaxEnt dagilimi tahminleri i¢cin MSE degerleri oldukca
kiigiik ¢ikmistir. Boylece s6z konusu tahminleme siirecinin performansinin iyi

oldugu gozlenmistir.

9.3. MinMaxEnt Dagilimma Dayalh Kayip Deger Pozisyonuna gore

Simiilasyon

Bir dnceki boliimde yapilan simiilasyon ¢alismasinda her zaman serisinin
mimkiin tiim ara degerleri birer birer kayip kabul edilerek MSE hesaplanmaisti.
Kayip degerli bir zaman serisinde kayip degerin tahmini i¢in yapilan bazi
calismalarda ise, kayip degerin bulundugu pozisyon i¢in tahminin ortalama kare
hatasinin degisimi incelenmis, bir simiilasyon c¢alismas1 yapilarak farkli
pozisyonlardaki kayip degerler i¢in ayri ayrt MSE’ler hesaplanmistir (Chi Fung
2006).
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Bu nedenle bu bolimde oncelikle

X, +08X,_,+02X,_,=¢, &~N(0,0.5) seklindeki  4R(2) modeli ile

X,+035X, ,+0.18X, ,-0.14X, , =¢,, & ~ N(O,l) seklindeki AR(3)

modelinden tiiretilen veriler iizerinde Ek-5te verilen program araciligi ile

asagidaki adimlardan olusan simiilasyon ¢alismas1 yapilmstir.

l.
2.

Belirli bir zaman serisi modelinden 50 degere sahip veri seti tiiretilir.

Veri setinden belirli bir pozisyondaki deger alinir ve karsilastirma igin
saklanir.

S6z konusu pozisyondaki deger i¢in belirli sayida gecikmeli otokovaryans
kisith MinMaxEnt dagilimina dayali tahmin yapilir.

Ortalama kare hata i¢in, saklanan gercek deger ile tahmin arasindaki
sapma belirlenir.

Siire¢ 100 kez tekrarlanir ve sonunda s6z konusu pozisyona ait MSE ile
MAD (ortalama mutlak sapma) hesaplanir.

Kayip deger pozisyonu N-m’i agsmayana kadar degistirilerek, siirece

devam edilir.
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Cizelge 9.4. Belirli pozisyonlar i¢in 100 zaman serisi iizerinde elde edilen MSE ve MAD degerleri

No | Model | pozisyon MAD | No | Model | pozisyon MAD
MSE MSE

1 AR 2 7 0.4679 1 AR 3 7 0.5618
0.3690 0.4958

2 AR 2 14 0.5168 | 2 AR 3 14 0.5862

0.3927 0.5494

3 AR 2 21 04137 | 3 AR 3 21 0.5109
0.2793 0.4218

4 AR 2 28 0.4297 | 4 AR 3 28 0.4919

0.2823 0.4116

5 AR 2 35 0.4373 5 AR 3 35 0.5774

0.3297 0.5234

6 AR 2 42 0.4659 | 6 AR 3 42 0.5047
0.3258 0.3765

7 AR 2 49 0.3956 | 7 AR 3 49 0.6582

0.2688 0.6882

Cizelge 9.4’de, her biri 50 gozlemlik 100 ayri zaman serisi lizerinde
pozisyonlara gore hesaplanan MSE ve MAD degerleri verilmistir. Pozisyona gore
tahminleme performansimin degisip degismedigini arastirmak amaciyla ise
Cizelge 9.5’te verilen 16 zaman serisi modellerinden tiiretilen zaman serileri
dikkate alinarak 7, 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63 ve 70’inci pozisyondaki kayip
degerler icin MinMaxEnt dagilimina dayali tahmin yapilmis ve 16 ayri modelden
her bir pozisyon i¢in MSE degerleri, Ek-6’da verilen Matlab’da yazilmis program

kullanilarak hesaplanmustir.
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Cizelge 9.5. Simiilasyon i¢in kullanilan zaman serisi modelleri

AR | ¢ | o
I |02 ]0.04
1 |04 ]0.04
1 | 0.6 |0.04
1 | 0.8 0.04
1 [-0.2]0.04
1 [-04]0.04
1 |-0.6 |0.04
1 |-0.8]0.04
1 102104
1 104 04
1 06| 04
1 |08 04
1 [-02] 04
1 [-04] 04
1 [-0.6] 04
1 |-08] 0.4

Cizelge 9.5’de verilen her bir modelden 100 veri seti olusturulmus, her bir

veri seti i¢in belirli bir pozisyondaki kayip deger alinarak, MinMaxEnt dagilimina

dayali tahminler yapilmistir. Gergeklestirilen simiilasyon asagidaki adimlardan

olusmaktadir:

1. Belirli bir zaman serisi modelinden 100 degere sahip veri seti tiiretilir.

2. Veri setinden belirli bir pozisyondaki deger alinir ve karsilagtirma igin
saklanir.

3. S0z konusu pozisyondaki deger i¢in belirli sayida gecikmeli otokovaryans
kisitl MinMaxEnt dagilimina dayali tahmin yapilir.

4. Ortalama kare hata i¢in, saklanan gercek deger ile tahmin arasindaki
sapma belirlenir.

5. Siire¢ 100 kez tekrarlanir ve sonunda MSE hesaplanir.
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Cizelge 9.6. Pozisyon 7°deki kayip deger igin iki gecikmeli MinMaxEnt tahminlerinin MAD ve

MSE degerleri
(MinMaxEnt), (MinMaxEnt),

No | Model | ¢ | O, MAD No | Model | ¢, | o, MAD
MSE MSE

1 | AR1 | 02 |0.04 0.1564 9 | AR1 | 0.2 |04 0.4945
0.0374 0.3745

2 | AR1 | 04 |0.04 0.1609 10 | AR1 |04 |04 0.5089
0.0407 0.4071

3 | AR1 | 0.6 | 0.04 0.1285 11 | AR1 | 06 |04 0.4062
0.0244 0.2441

4 | AR1 | 0.8 |0.04 0.1387 12 | AR1 | 0.8 |04 0.4387
0.0285 0.2845

5 | AR1 |[-0.20.04 0.1547 13| AR1 |-02]04 0.4893
0.0361 0.3608

6 | AR1 |-04]0.04 0.1522 14 | AR1 |-04]04 0.4813
0.0356 0.3556

7 | AR1 |-0.6|0.04 0.1333 15| AR1 |-0.6|04 0.4217
0.0283 0.2835

8 | AR1 |-0.8]0.04 0.1235 16 | AR1 |-08]04 0.3905
0.0224 0.2243
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Cizelge 9.7. Pozisyon 14°deki kayip deger igin iki gecikmeli MinMaxEnt tahminlerinin MAD ve

MSE degerleri
(MinMaxEnt), (MinMaxEnt),

No | Model | ¢ | O, MAD No | Model | ¢ | O, MAD
MSE MSE

1 | AR1 | 02 |0.04 0.1438 9 | AR1 | 0.2 |04 0.4547
0.0358 0.3576

2 | AR1 | 04 |0.04 0.1557 10 | AR1 |04 |04 0.4924
0.0380 0.3799

3 | AR1 | 0.6 | 0.04 0.1487 11 | AR1 | 06 |04 0.4703
0.0319 0.3195

4 | AR1 | 0.8 |0.04 0.1251 12 | AR1 | 0.8 |04 0.3957
0.0244 0.2441

5 | AR1 |[-0.20.04 0.1530 13| AR1 |-02]04 0.4840
0.0379 0.3794

6 | AR1 |-04]0.04 0.1717 14 | AR1 |-04]04 0.5431
0.0464 0.4638

7 | AR1 |-0.6|0.04 0.1402 15| AR1 |-0.6|04 0.4434
0.0293 0.2932

8 | AR1 |-0.8]0.04 0.1312 16 | AR1 |-08]04 0.4147
0.0258 0.2582
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Cizelge 9.8. Pozisyon 21°deki kayip deger igin iki gecikmeli MinMaxEnt tahminlerinin MAD ve

MSE degerleri
(MinMaxEnt), (MinMaxEnt),

No | Model | ¢ | O, MAD No | Model | ¢, | o, MAD
MSE MSE
1 | AR1 | 02 |0.04 0.1563 9 | AR1 | 0.2 |04 0.4943
0.0414 0.4143
2 | AR1 | 04 |0.04 0.1356 10 | AR1 |04 |04 0.4287
0.0275 0.2750
3 | AR1 | 0.6 | 0.04 0.1359 11 | AR1 | 06 |04 0.4297
0.0286 0.2857
4 | AR1 | 0.8 |0.04 0.1321 12 | AR1 | 0.8 |04 0.4177
0.0266 0.2655
5 | AR1 |[-0.20.04 0.1573 13| AR1 |-02]04 0.4975
0.0397 0.3967
6 | AR1 |-04]0.04 0.1462 14 | AR1 |-04]04 0.4624
0.0338 0.3375
7 | AR1 |-0.6|0.04 0.1348 15| AR1 |-0.6|04 0.4264
0.0283 0.2826
8 | AR1 |-0.8]0.04 0.1198 16 | AR1 |-08]04 0.3787
0.0224 0.2242
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Cizelge 9.9. Pozisyon 28’deki kayip deger i¢in iki gecikmeli MinMaxEnt tahminlerinin MAD ve

MSE degerleri
(MinMaxEnt), (MinMaxEnt),

No | Model | ¢ | O, MAD No | Model | ¢, | o, MAD
MSE MSE

1 | AR1 | 02 |0.04 0.1589 9 | AR1 | 0.2 |04 0.5026
0.0415 0.4155

2 | AR1 | 04 |0.04 0.1354 10 | AR1 |04 |04 0.4282
0.0301 0.3007

3 | AR1 | 0.6 | 0.04 0.1448 11 | AR1 | 06 |04 0.4579
0.0352 0.3525

4 | AR1 | 0.8 |0.04 0.1273 12 | AR1 | 0.8 |04 0.4026
0.0253 0.2531

5 | AR1 |[-0.20.04 0.1592 13| AR1 |-02]04 0.5034
0.0391 0.3913

6 | AR1 |-04]0.04 0.1490 14 | AR1 |-04]04 04711
0.0339 0.3387

7 | AR1 |-0.6|0.04 0.1383 15| AR1 |-0.6|04 0.4373
0.0308 0.3076

8 | AR1 |-0.8]0.04 0.1239 16 | AR1 |-08]04 0.3919
0.0233 0.2328
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Cizelge 9.10. Pozisyon 35°deki kayip deger icin iki gecikmeli MinMaxEnt tahminlerinin MAD ve

MSE degerleri
(MinMaxEnt), (MinMaxEnt),

No | Model | ¢ | O, MAD No | Model | ¢, | o, MAD
MSE MSE

1 | AR1 | 02 |0.04 0.1762 9 | AR1 | 0.2 |04 0.5572
0.0471 0.4710

2 | AR1 | 04 |0.04 0.1471 10 | AR1 |04 |04 0.4652
0.0343 0.3428

3 | AR1 | 0.6 | 0.04 0.1127 11 | AR1 | 06 |04 0.3565
0.0205 0.2054

4 | AR1 | 0.8 |0.04 0.1200 12 | AR1 | 0.8 |04 0.3794
0.0226 0.2255

5 | AR1 |[-0.20.04 0.1684 13| AR1 |-02]04 0.5326
0.0444 0.4439

6 | AR1 |-04]0.04 0.1589 14 | AR1 |-04]04 0.5026
0.0412 0.4115

7 | AR1 |-0.6|0.04 0.1549 15| AR1 |-0.6|04 0.4898
0.0405 0.4056

8 | AR1 |-0.8]0.04 0.1518 16 | AR1 |-08]04 0.4800
0.0362 0.3624
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Cizelge 9.11. Pozisyon 42°deki kayip deger icin iki gecikmeli MinMaxEnt tahminlerinin MAD ve

MSE degerleri
(MinMaxEnt), (MinMaxEnt),

No | Model | ¢ | O, MAD No | Model | ¢, | o, MAD
MSE MSE

1 | AR1 | 02 |0.04 0.1492 9 | AR1 | 0.2 |04 0.4718
0.0373 0.3732

2 | AR1 | 04 |0.04 0.1862 10 | AR1 |04 |04 0.5887
0.0475 0.4754

3 | AR1 | 0.6 | 0.04 0.1240 11 | AR1 | 06 |04 0.3921
0.0250 0.3497

4 | AR1 | 0.8 |0.04 0.1195 12 | AR1 | 0.8 |04 0.3780
0.0236 0.2356

5 | AR1 |[-0.20.04 0.1504 13| AR1 |-02]04 0.4756
0.0383 0.3828

6 | AR1 |-04]0.04 0.1500 14 | AR1 |-04]04 0.4745
0.0364 0.3640

7 | AR1 |-0.6|0.04 0.1453 15| AR1 |-0.6|04 0.4595
0.0332 0.3321

8 | AR1 |-0.8]0.04 0.1371 16 | AR1 |-08]04 0.4336
0.0292 0.2920
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Cizelge 9.12. Pozisyon 49°daki kayip deger icin iki gecikmeli MinMaxEnt tahminlerinin MAD ve

MSE degerleri
(MinMaxEnt)2 (MinMaxEnt)2

No | Model | ¢ | O, MAD No | Model | & | o, MAD
MSE MSE

1 | AR1 | 0.2 |0.04 0.1519 9 | AR1 | 0.2 |04 0.4804
0.0378 0.3781

2 | AR1 | 04 |0.04 0.1403 10 | AR1 |04 |04 0.4436
0.0304 0.3037

3 | AR1 | 0.6 | 0.04 0.1451 11 | AR1 | 06 |04 0.4588
0.0324 0.3240

4 | AR1 | 0.8 |0.04 0.1245 12 | AR1 | 0.8 |04 0.3937
0.0227 0.2272

5 | AR1 |[-0.20.04 0.1555 13| AR1 |-02]04 0.4919
0.0388 0.3881

6 | AR1 |-04]0.04 0.1482 14 | AR1 |-04]04 0.4688
0.0350 0.3505

7 | AR1 |-0.6|0.04 0.1337 15| AR1 |-0.6|04 0.4227
0.0280 0.2804

8 | AR1 |-0.80.04 0.1210 16 | AR1 |-0.8|04 0.3825
0.0233 0.2331

87




Cizelge 9.13. Pozisyon 56°daki kayip deger icin iki gecikmeli MinMaxEnt tahminlerinin MAD ve

MSE degerleri
(MinMaxEnt), (MinMaxEnt),

No | Model | ¢ | o, MAD No | Model | ¢ | O, MAD
MSE MSE

1 | AR1 | 0.2 |0.04 0.1666 9 | AR1 | 0.2 |04 0.5267
0.0407 0.4074

2 | AR1 | 04 |0.04 0.1744 10 | AR1 |04 |04 0.5516
0.0479 0.4791

3 | AR1 | 0.6 | 0.04 0.1410 11 | AR1 | 06 |04 0.4459
0.0315 0.3147

4 | AR1 | 0.8 |0.04 0.1009 12 | AR1 | 0.8 |04 0.3190
0.0163 0.1627

5 | AR1 |[-0.20.04 0.1729 13| AR1 |-02]04 0.5467
0.0425 0.4251

6 | AR1 |-04]0.04 0.1642 14 | AR1 |-04]04 0.5193
0.0399 0.3990

7 | AR1 |-0.6|0.04 0.1314 15| AR1 |-0.6|04 0.4156
0.0294 0.2944

8 | AR1 |-0.80.04 0.1164 16 | AR1 |-0.8|04 0.3681
0.0210 0.2098
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Cizelge 9.14. Pozisyon 63°deki kayip deger icin iki gecikmeli MinMaxEnt tahminlerinin MAD ve

MSE degerleri
(MinMaxEnt), (MinMaxEnt),

No | Model | ¢ | o, MAD No | Model | ¢ | O, MAD
MSE MSE

1 | AR1 | 0.2 |0.04 0.1634 9 | AR1 | 0.2 |04 0.5167
0.0377 0.3771

2 | AR1 | 04 |0.04 0.1386 10 | AR1 |04 |04 0.4381
0.0345 0.3451

3 | AR1 | 0.6 | 0.04 0.1275 11 | AR1 | 06 |04 0.4033
0.0246 0.2460

4 | AR1 | 0.8 |0.04 0.1348 12 | AR1 | 0.8 |04 0.4263
0.0287 0.2874

5 | AR1 |[-0.20.04 0.1632 13| AR1 |-02]04 0.5160
0.0404 0.4040

6 | AR1 |-04]0.04 0.1496 14 | AR1 |-04]04 0.4732
0.0360 0.3599

7 | AR1 |-0.6|0.04 0.1474 15| AR1 |-0.6|04 0.4660
0.0341 0.3406

8 | AR1 |-0.80.04 0.1199 16 | AR1 |-0.8|04 0.3792
0.0204 0.2040
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Cizelge 9.15. Pozisyon 70°deki kayip deger icin iki gecikmeli MinMaxEnt tahminlerinin MAD ve

MSE degerleri
(MinMaxEnt), (MinMaxEnt),

No | Model | ¢ | o, MAD No | Model | ¢ | O, MAD
MSE MSE

1 | AR1 | 0.2 |0.04 0.1557 9 | AR1 | 0.2 |04 0.4925
0.0350 0.3504

2 | AR1 | 04 |0.04 0.1384 10 | AR1 |04 |04 0.4376
0.0308 0.3077

3 | AR1 | 0.6 | 0.04 0.1402 11 | AR1 | 06 |04 0.4434
0.0294 0.2939

4 | AR1 | 0.8 |0.04 0.1153 12 | AR1 | 0.8 |04 0.3646
0.0208 0.2077

5 | AR1 |[-0.20.04 0.1513 13| AR1 |-02]04 0.4783
0.0337 0.3375

6 | AR1 |-04]0.04 0.1469 14 | AR1 |-04]04 0.4647
0.0328 0.3277

7 | AR1 |-0.6|0.04 0.1397 15| AR1 |-0.6|04 0.4419
0.0317 0.3167

8 | AR1 |-0.80.04 0.1115 16 | AR1 |-0.8|04 0.3525
0.0208 0.2081

16 ayr1t modelden 100’er gozlemlik zaman serileri tizerinde 7, 14, 21,28,
35,42, 49, 56, 63 ve 70’inci pozisyonlardaki kayip degerler i¢in hesaplanan MSE
ve MAD degerleri Cizelge 9.6-Cizelge 9.15 ile verilmistir.

9.4. MinMaxEnt Dagihmina Dayali iki ve Daha Fazla Kayip Deger Tahmini

Bir 6nceki bolimde, Teorem 8.3 yardimiyla, tek bir kayip deger igin
tahminleme siireci ele alindi. Teorem 8.3., iki veya daha fazla kayip degerin

tahmininde de uygulanabilir.
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Bir zaman serisi ve bilinmeyen kayip degerler v =(7,7,,....7,), n=1
seklinde bir vektor olsun. Bu durumda kisit olarak verilen (4.16) otokovaryans

fonksiyonlari, (3.41) ile ifade edilen |A| determinant fonksiyonu ve dolayisiyla da
(7.11ydeki H,, fonksiyonu y=(7,7,,....7,) olmak iizere n degiskenli
fonksiyonlar olur. MinMaxEnt Dagilimm belirleyen v, = (}/10 TV ) '1n

bulunmas1 ise, ¢ok degiskenli H__ fonksiyonunun minimumunun bulunmasi

max

problemine doniismiis olur. Bu amag¢ dogrultusunda yukarida tek kayip deger

tahmininde kullanilan Cizelge 9.1°deki veri seti i¢in x, =—3.6937 kayip degerinin
yant sira x,, =-34.1657 degerinin de kayip oldugu varsayilarak Teorem 8.3
yardimiyla bu iki kayip deger i¢cin MinMaxEnt dagilimimi belirleyen vy,

vektoriiniin olusturdugu tahminler belirlenir ve gercek degerleriyle karsilastirilir.

Ek-7’de verilen Matlab’da yazilmis programda gerceklestirilen hesaplamalar
sonucunda, MinMaxEnt dagilimin1 belirleyen vektor vy, :(—3.5565 ,—34.6223)

seklinde elde edilir. x, ile x,, i¢in olusturulan bu tahminlerin gergek degerlerle
olan yakinligi, acik bir sekilde goriilmektedir.

Bununla birlikte kayip deger sayist bir kez daha arttirilarak ii¢ kayip
degerli zaman serisinde MinMaxEnt yonteminin tahmin sonuglar1 arastirilmak
tizere Cizelge 9.1.°de verilen 30 gozlemden olusan veri seti ele alinmistir ve
x, =—4.9992, x, =16.4869 ve x,, =2.4457 degerleri kayip olarak kabul edilerek
MinMaxEnt yontemi ile tahminleri yapilmistir. Ek-8’de verilen Matlab’da
yazilmis program sayesinde yapilan hesaplamalar sonucunda MinMaxEnt
yontemi ile elde edilen tahminler, bir baska deyisle MinMaxEnt dagilimini
belirleyen vy, vektori vy, :(—5.4174, 16.1695,2.5574) seklinde alinmstir.
Ayrica, kayp degerin bulundugu pozisyon degistirilerek yine iic kayip degerli
Cizelge 9.1.de verilen seriden ilk 13 gozlemden olusan zaman serisi ele alinmistir

ve bu sefer x; =—11.4250, x, =33.3703 ve x,, =—-34.1657 degerleri kayip kabul
edilerek siire¢ isletilmistir. So6zli edilen program sayesinde 7y, vektori

Yo :(—11.8335, 32.9906, —34.6237) olarak elde edilir ve boOylece tahminlerle
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gercek degerlerin yakin oldugu sonucuna varilir. Ardindan ayni siire¢ yeniden

kaylp deger pozisyonlarn degistirilerek x, =-3.6937, x,=30.1568 ve
X, =—56.8119 degerlerinin kayip kabul edilmesiyle MinMaxEnt yontemi
sayesinde elde edilen vy, =(—3.5566, 29.3103,—56.7928) tahminlerinin de yine

gercek degerlere cok yakin oldugu goriilmiistiir. Ayn1 sekilde dort ve tizeri kayip

degerli zaman serisi i¢in tahminleme siireci isletilebilir.

9.5. MinMaxEnt Dagihmma Dayal Iki Kayip Deger Tahmini icin

Simiilasyon

Bir Onceki boliimde, iki kayip degerli zaman serisinde MinMaxEnt
dagilimma dayali tahminlerin ger¢ek degerlere olduk¢a yakin oldugu
gosterilmisti. Bu boliimde ise Onerilen yontemin iki kayip degerli zaman
serilerindeki performansini degerlendirmek amaciyla, farkli pozisyonlardaki ikili
kayip degerler i¢in bir simiilasyon calismasi yapilarak tahminlerin MSE’leri
hesaplanmustir.

Gergeklestirilen simiilasyon asagidaki adimlardan olusmaktadir:
1. Belirli bir zaman serisi modelinden 50 gézleme sahip veri seti tiiretilir.
2. Iki gecikmeli otokovaryans kisith MinMaxEnt dagilimina dayali tahminler
belirli pozisyonlardaki ikili kayip degerler i¢in yapilir.
3. Sozkonusu tahminlerin ger¢ek degerlerden sapmalart hesaplanir.

4. Siire¢ 50 kez tekrarlandiktan sonra belirli pozisyonlara ait MSE hesaplanir.
Yapilan ¢alismada X, +0.8X, , +0.2X, , =¢,, &~ N(0,0.5) modelinden

her biri 50 degere sahip 50 ayr1 zaman serisi iizerinde, Ek-9’da verilen Matlab’ta
yazilmig program araciligiyla, herbir ikili kayip deger i¢in iki gecikmeli
otokovaryans kisitli MinMaxEnt dagilimina dayali tahminler yapilarak elde edilen
MSE degerleri Cizelge 9.16’da verilmistir. Cizelge simetrik oldugu icin sadece alt

ticgen verilmistir.
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Cizelge 9.16. iki kayip degerli zaman serileri igin MinMaxEnt tahminlerinin MSE degerleri

Pozisyon 7 14 21 28 35 42

14 0.3957 | -

21 0.3412 | 0.3380 | -

28 0.3325 1 0.3310 | 0.2839 | -

35 0.3849 | 0.3579 | 0.3213 | 0.3050 | -

42 0.3708 | 0.3618 | 0.3234 | 0.2975 | 0.3418 | -

49 0.3167 | 0.2990 | 0.2583 | 0.2447 | 0.2766 | 0.2717

Cizelge 9.16°da (x,,x,),(x,,%, ).....(xp. %, ) seklinde ikili kayip degerlerden

olusan zaman serileri i¢in yapilan simiilasyon c¢aligmasi sonucunda elde edilen
MSE degerleri incelendiginde oldukga kiigiik olduklart goériilmektedir ve bdylece
ikili kayip deger tahmininde MinMaxEnt yonteminin performansinin iyi oldugu

sonucuna varilir.

9.6. MinMaxEnt Dagilimina Dayalh Tek Gelecek Deger Tahmini

Bu bolimde y,,»,,...,», reel degerli bir zaman serisinde y,,, Ongorii
degerinin bilinmeyen y parametresi olarak ele alinmasiyla, Teorem 8.2 ve
Teorem 8.3’{in uygulamasinda, Priestley (1981)’den alinmis 59 gézlemden olusan
zaman serisi kullanilmistir. Gergek deger ile MinMaxEnt Yontemi ile elde edilen
ongorii degerinin karsilastirilabilmesi amaciyla, zaman serisi 58 degerli gibi
diisiintiliip, aslinda bilinen 59. deger y,=1.48 i¢in Ongorii yapildig
varsaytlmistir. Ek-10’da kodlar1 verilen yazilmis Matlab programinda yapilan

hesaplamalar sonucunda 7, = y,, =1.58 olarak elde edilmistir. Gergek deger ile

MinMaxEnt dagilimma dayali elde edilen 0©ngorii degerinin  yakinlig

goriilmektedir.

Ayrica MinMaxEnt  dagiliminin  entropisi  H ( p ( Yo )) =85.8204 ,

MaxMaxEnt dagilimmin entropisi H ( p(fl)) =102.5777 olarak elde edilmistir.

Teorem 8.2’ye gore olusturulan entropi araligi
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85.8204 < H(p(y))<102.5777
olur ve y,,»,....,V;, ¥y, zaman serisinin MaxEnt dagilimmm entropisi

H ( p( y)) = 85.8284 ’{in bu araliga girdigi gdsterilmis olur.

9.7. MinMaxEnt Dagilimina Dayali Tek Gelecek Deger Tahmini icin

Simiilasyon

MinMaxEnt dagilimma dayali kayip deger tahminleri icin yapilan
simiilasyon ¢aligmalarina benzer olarak, bu bolimde 6ngorii tahmini igin de
simiilasyon ¢aligmas1t yapilmig, yontemin Ongori yapmak icin gecerliligi
gosterilmistir. Bunun i¢in Cizelge 9.5’de verilen 16 modelden her biri 100
gbzlemlik 100’er zaman serisi tiiretilmis ve 99 gozlem dikkate alinarak 100.
pozisyondaki deger icin Ek-6’da verilen program araciligiyla MSE ve MAD’ler
hesaplanmistir. Elde edilen sonuglar Cizelge 9.17°deki gibidir ve yoOntemin

Ongoril yapmak i¢in de kullanilabilecegi onerilmistir.
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Cizelge 9.17. Tek gelecek deger tahmini igin simiilasyon sonuglari

(MinMaxEnt), (MinMaxEnt),

No | Model | ¢ | O, MAD No | Model | ¢, | O, MAD
MSE MSE

1 | AR1 | 02 |0.04 0.1619 9 | AR1 [ 0.2 |04 0.5121
0.0453 0.4528

2 | AR1 | 04 ]0.04 0.1557 10 | AR1 |04 |04 0.4922
0.0356 0.3557

3 | AR1 | 0.6 | 0.04 0.1814 11 | AR1 | 06 |04 0.5737
0.0527 0.5265

4 | AR1 | 0.8 |0.04 0.1899 12 | AR1 | 08 |04 0.6006
0.0581 0.5810

5 | AR1 |[-0.20.04 0.1612 13 | AR1 |-02]04 0.5097
0.0446 0.4465

6 | AR1 |-040.04 0.1584 14 | AR1 |-04]04 0.5011
0.0372 0.3724

7 | AR1 |-0.6|0.04 0.1757 15| AR1 |-0.6|04 0.5556
0.0505 0.5052

8 | AR1 |-0.8]0.04 0.1988 16 | AR1 |-08]04 0.6288
0.0629 0.6291

Ancak Cizelge 9.17°deki MSE’ler ile tek kayip degerli zaman serilerinde
yapilan simiilasyon c¢aligmalar1 sonuglar1 6rnegin Cizelge 9.15.’deki 70. pozisyon
icin elde edilenler karsilastirildiginda, yontemin kayip degerler icin MSE’lerinin
daha diistik oldugu goriilmektedir. Bu aslinda siirpriz bir sonu¢ degildir, ¢iinkii
kayip degerin (bilinmeyen parametre olarak) gecikme sayisina gore onceki ve de
sonraki degerlerle iligkisi otokovaryans kisitlarinda yer almakta iken, sondan bir
sonraki deger olan gelecek degerin sadece onceki degerlerle iliskisi otokovaryans
kisitlarinda yer almaktadir. Boylece, “sonraki gozlemlerlerle olan iliskinin
eksikliginden dogan bilgi kaybi, gelecek deger icin yapilan tahminlerin

MSE’lerinin daha yiiksek ¢ikmasina neden olur” seklinde bir yorum getirilebilir.
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9.8. MinMaxEnt Dagihmmna Dayali iki ve Daha Fazla Gelecek Deger

Tahmini

Bir 6nceki boliimde gosterildigi gibi tek ongdrii yapmak icin kullanilan
MinMaxEnt dagilimina dayali yontem, iki ve daha fazla gelecek degerin tahmini
icin de gelistirilebilir. S6zkonusu yontem iki ve daha fazla 6ngorii yapmak i¢in iki
tiirli uygulanabilir. Ilki, tek 6ngérii degerinin elde edilmesi i¢in gerceklestirilen
siirecin Ongorii sayisina gore yinelemeli olarak isletilmesidir. Bir bagka deyisle

Vs, gelecek degerinin MinMaxEnt dagilimina dayali tahmininin zaman serisinde
yerine yazilmasiyla elde edilen y=[yg,»,..., Vp, Vi =7,] zaman serisine

yeniden 6ngorii siireci uygulanarak, bir sonraki y,,, degeri elde edilir. Yinelemeli

bu siireg 6ngdrii sayisina bagh olarak tekrarlanir. Tkinci olarak tahminleme siireci
yinelemeli olarak degil, iki ve daha fazla kayip degerin tahminindeki gibi ¢ok

degiskenli H _, fonksiyonunun minimizasyonu ile direkt olarak da uygulanabilir.

Yinelemeli olarak iki 6ngorii degeri elde etmek icin burada oncelikle 58

deger {lzerinden MinMaxEnt yontemi ile Ongdrii yapilarak bulunmus
7o = Jsy =1.58 tahmininin ardindan y =[yy, ..., Vss, Jso =1.58] degerlerinden
olusan zaman serisi lizerinde yeniden MinMaxEnt yontemi uygulanarak Ek-10’da
verilen program araciligi ile 7, = y,, =—0.7750 olarak elde edilmistir. 59. ve 60.
degerler i¢in yapilan bu tahminler gergek degerler ys, =1.48 ve y,, =-1.14 ile

karsilastirildiginda birbirlerine yakinligi goriilmektedir.
Ayrica ayni veri seti lizerinde 59. ve 60. degerlerin tahmini i¢in problemin

yinelemeli olarak degil, ¢ok degiskenli H ., fonksiyonunun minimizasyonu ile

Ek-7’de kodlar verilen programda ¢oziilmesiyle ps, =1.18 ve y,, =-0.9420

olarak elde edilir.
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9.9. MinMaxEnt Dagilimmna Dayah Iki Gelecek Deger Tahmini icin

Simiilasyon

Bu boliimde, Boliim 9.8°de gosterildigi gibi, iki gelecek deger tahmini igin
iki ayn sekilde yapilan tahminleme siireclerinin simiilasyon ¢alismalari

gerceklestirilerek, yinelemeli tahminleme siireci ve c¢ok degiskenli H

max
fonksiyonunun minimizasyonu ile tahminleme siireci, MSE degerlerine gore

karsilastirilmistir.

Uygulamada, parametreleri Cizelge 9.18°de verilen AR(1) modelinden

iki, AR(2) modelinden iki olmak iizere dort modelin her birinden tiiretilen 50

gozlemlik 100’er zaman serileri kullanilmistir. Bu zaman serileri {izerinde her iki
tahminleme siireci ayr1 ayr1 uygulanarak elde edilen Ongorii degerleri igin
hesaplanan MSE’ler Cizelge 9.18’de karsilagtirllmistir. Yinelemeli tahminleme
icin Ek-12’de, ¢ok degiskenli MinMaxEnt tahminleri i¢in Ek-11’de kodlar

verilen Matlab programlar1 yazilarak hesaplamalar yapilmistir.

Cizelge 9.18. Iki gelecek degerin MinMaxEnt tahminleri icin MSE degerleri

Yinelemeli Cok Degiskenli
¢ | o | MinMaxEnt | MinMaxEnt
Model MSE MSE
AR(l) 0.2 [ 0.04 0.0429 0.0432
AR(1) | 0.8 | 0.04 0.0796 0.0728
0.8
AR(2) 0.5 0.6229 0.6055
0.2
AR(2) | 0.4
( ) 0.7 0.5 0.7535 0.6606

Cizelge 9.18’den iki tahminleme siirecinin MSE degerlerinin oldukca
kiigiik ¢ikmasinin yami1 sira, iki silire¢ arasinda Onemli bir fark olmadigi

gOrilmiistiir.
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10. SONUC VE ONERILER

MaxEnt Yontemi, tek bir gerceklesmesi gozlenmis zaman serisi olan bir

stokastik siire¢ icin MaxEnt dagilimini bir model olarak 6nermektedir. Bir bagka

deyisle MaxEnt dagilimi, s6z konusu stokastik siirecin dagilimi icin bir tahmindir.

Bu dagilim ¢ok degiskenli normal dagilimdir ve dagilimi belirleyen analitik

formiiller asimptotik olarak elde edilebilir. Buradan yola ¢ikarak bu tez

calismasinda, asagidaki sonuclar elde edilmistir.

1.

Duragan zaman serileri ic¢in olasilik dagiliminin, otokovaryans
fonksiyonlarmin kisit olarak verilmesiyle Maksimum Entropi Yontemi
aracilifiyla elde edilmesi siireci incelenmis, Matlab’ta program yazilarak
bu dagilim1 belirleyen degerler bulunmustur.

MaxEnt yonteminden yararlanarak, bir zaman serisi i¢in tam otokovaryans
sayist m ’in biliniyor oldugu varsayimi altinda, m ’den sonraki gecikmeli
otokovaryans kisithh MaxEnt dagilimlarinin bu stokastik stire¢ i¢in kabul
edilebilirligi, Jaynes’in konsantrasyon teoremi yardimi ile arastirilmistir.

Otokovaryans kisitlarinin artirilmasiyla elde edilen MaxEnt dagilimlarinin

kabul edilebilirligi siirecinin, AR(k) modelinin k& gecikme sayisini

belirlemek ve parametrelerini tahmin etmek icin de isletilebilecegi
Onerilmistir.

Istatistiksel veriyi en iyi sekilde temsil eden dagilimin bulunmasi problemi
olan Genellestirilmis Entropi Optimizasyon Probleminin (GEOP)
formiilasyonu, moment fonksiyonlar1 ve moment degerleri parametreye
bagli olan MaxEnt dagilimlar: i¢in verilmis, bu problemin ¢éziimii olarak
MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlari elde edilmistir.

Kayip degerli zaman serileri i¢in MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlari,
kayip degerlerin parametreler olarak otokovaryans kisitlarinda yer
almasiyla, moment degerleri parametreye bagli GEOP’nin ¢6ziimii
seklinde kurulmustur.

MaxEnt, MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlarinin entropi degerleri
arasindaki bagintilar Teorem 8.1, Teorem 8.2 ve Teorem 8.3 ile,

informasyon degerleri arasindaki baginti ise Teorem 8.4 ile ifade
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10.

edilmistir. S6z konusu dagilimlardan en biiyiikk informasyon igerenin
MinMaxEnt oldugu gosterilmistir.

MaxEnt dagilimina dayali kayip deger ve gelecek deger tahminleri birer
problem olarak ele alinarak, ¢oziim i¢in MinMaxEnt dagilimina dayali bir
yontem gelistirilmistir.

MinMaxEnt dagilimina dayali gelistirilen yontemin kayip deger ve ongorii
sayisina bagli durumlarina gore Matlab’da programlari yazilmistir.
MinMaxEnt dagilimina dayali gelistirilen yontemin performansi farkli
sayida gecikmeli otoregresif modellerden tiiretilen zaman serileri lizerinde,
farkli sayida kayip degerler igin elde edilen tahminlerin MSE’leri
simiilasyon caligsmasi ile hesaplanarak, degerlendirilmistir.

MinMaxEnt dagilimina dayali gelistirilen yontem tek, iki ve daha fazla
Oongorii i¢in kullanilarak, simiilasyon c¢alismast ile MSE degerleri

hesaplanmis, yontemin gecerliligi gosterilmistir.
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Ek-1 MaxEnt Dagilimi Elde Edilen Matlab Program Kodlar

a=zeros(1,m+1);
lamda=zeros(1,m+1);
r=zeros(1,N-1);
g=zeros(1,N);
%zaman serisi
x=[841,840,845,836,832,829,823,822,824,819,810,804,803,816,810,805,809,798,
794,798,801,815,821,812,817,818,822,815,803,803,805,807,819,830,833,832,837
,837,837,838,844,840,838,833,831,832,818,818,824,831,815,804,799,784,789,78
4,786,791,804,833]
N=size(x,2)
%otokovaryans kisitlarinin sayisi
m=>5
%otokovaryans kisitlarinin hesaplanmasi
[c] = xcov(x,m)
r0=c(m+1)/N
r(1)=c(m+2)/N
r(2)=c(m+3)/N
r(3)=c(m+4)/N
r(4)=c(m+5)/N
r(5)=c(m+6)/N
%R otokovaryans matrisi olusturuluyor.
R=zeros(m+1,m+1);
for i=1:m+1
for j=1:m+1
k=abs(j-1);
if j~=i
R(i,j)=r(k);
else
R(1,j)=r0;

end
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end
end

R;

D=inv(R);
gkare=D(1,1);
a(l)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
a(4)=D(4,1)/D(1,1);
a(5)=D(5,1)/D(1,1);
%Lamdalar hesaplaniyor.
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(G+1)*a(j+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end
lamda;
%aqj'ler hesaplaniyor.
for j=0:N-1
for k=1:m
q(+1)=q(G+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*j)/N);
end
q(+1)=q(j+1)+lamda(1);
end
q;
dett=prod(q); % determinant hesaplaniyor.
%MaxEnt dagiliminin sabiti hesaplaniyor.
sabit=1/((2*pi)(N/2)*dett"(-0.5))
%m gecikmeden sonraki otokovaryans degerleri i¢in ekstrapolasyon yapiliyor.

for k=m+1:N-1
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for j=1:2
r()=r(k)- r(k-j)*a(+1);
end
end

r
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Ek-2 Tek Kayip Deger Tahmini icin Matlab Program Kodlar:

%AR(4) modelinden veri iiretiliyor.

coeff = garchset('R',4,'AR', [2.7607, -3.8106, 2.6535, -0.9238 1,'C' ,0, 'K',1)
[e,ss,x] = garchsim(coeff,30);

%Zaman serisi gdzlem degeri say1s1

N=size(x,1);

%otokovaryans kisit sayisi

m=2;

1=6 Y%kay1p deger pozisyonu

a=vpa(zeros(1,m+1));

lamda=vpa(zeros(1,m+1));

r=vpa(zeros(1,N-1));

g=vpa(zeros(1,N));

c0x=0;

cx=vpa(zeros(1,m));

syms ort

syms t;% kayip deger t parametresi olarak gosteriliyor
top=(sum(x)-x(1));

ort=(top+t)/N;

syms y %kay1p degerli zaman serisi y serisine aktariliyor
for i=1:N
if i==
y(h=t;
else
y()=x();
end
end
%t parametresine(kayip degere)bagli otokovaryans kisitlar
%olusturuluyor

fori=1:N
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c0x=cOx+(y(i)-ort)"2;

end

for k=1:m
for i=1:N-k
ex(K)=ex (K)+((y(i)-ort)*(y(i+k)-ort));
end
end
r0=c0x/N;
r(1)=cx(1)/N;
r(2)=cx(2)/N;
%r(3)=cx(3)/N;

%R otokovaryans matrisi olusturuluyor.
R=vpa(zeros(m+1,m+1));
for i=1:m+1
for j=1:m+1
k=abs(j-1);
if j~=i
R(i)=r(k);
else
R(i,j)=r0;
end
end
end

R;

D=inv(R);
gkare=D(1,1);
a(1)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
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%a(4)=D(4,1)/D(1,1);
%a(5)=D(5,1)/D(1,1);

%Lamdalar hesaplaniyor.
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(G+1)*a(j+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end

lamda;

%4qj'ler hesaplantyor.
for j=0:N-1
for k=1:m
q(+1)=q(+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*j)/N);
end
q(+1)=q(j+1)+lamda(1);
end
q;
% t'ye bagli Determinant hesaplaniyor.Bu ifade mesaa fonksiyonunun igine
% yerlestiriliyor.
dett=prod(q);

%determinant fonk. minimize ediliyor.
fid=fopen('mesaa.m', 'w');
fprintf(fid,'function fu=mesaa(y)\n");
fprintf(fid,'t=y;\n");

s = char(dett);

fprintf(fid,'fu=(%s);\n', s);
fprintf(fid,'return;\n\n");

fclose(fid);
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[tt,fval]=fminbnd(@mesaa, min(x), max(x));

clear mesaa.m

clear(s)

%Hmaxmax hesaplaniyor
Hmaxmax=(N/2)*log(2*pi*exp(1))+1/2*log(1/fval);
%determinant fonksiyonu maksimize ediliyor ve MinMaxEnt ile kayip
%deger tahmini yapiliyor

fid=fopen(‘mesaa.m', 'w');

fprintf(fid,'function fu=mesaa(y)\n");
fprintf(fid,'t=y;\n");

s = char(dett);

fprintf(fid,'fu=-(%s);\n', s);

fprintf(fid,'return;\n\n");

fclose(fid);

[tt,fval][=fminbnd(@mesaa, min(x), max(x));

clear mesaa.m

clear(s)

%Hminmax hesaplaniyor
Hminmax=(N/2)*log(2*pi*exp(1))+1/2*log(1/-fval);
tt %okayip deger tahmini

error=x(1)-tt
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Ek-3 Her Pozisyon icin Tek Kayip Deger Tahminine ait Matlab Program
Kodlar1

coeff = garchset('R',4,'AR', [2.7607, -3.8106, 2.6535, -0.9238 1,'C' ,0, 'K',1)
[e,ss,x] = garchsim(coeff,30);

N=size(x,1);
m=2;
z=0

err=0

%t'ye bagli otokovaryans kisitlart veriliyor.

for [=m:N-m-1 % kayip deger pozisyonu
a=vpa(zeros(1,m+1));
lamda=vpa(zeros(1,m+1));
r=vpa(zeros(1,N-1));
g=vpa(zeros(1,N));
c0x=0;
cx=vpa(zeros(1,m));
z=7+1
top=(sum(x)-x(I1+1));
syms ort
syms t;
ort=(top+t)/N;
syms 'y
for i=1:N
if i==1+1
y(+1)=;
else
y()=x(0);

end
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end
for i=1:N
cOx=cOx+(y(1)-ort)"2;

end

for k=1:m

for i=1:N-k
ex(k)=ex(k)+((y(i)-ort)*(y(i+k)-ort));

end

end

r0=c0x/N;

r(1)=cx(1)/N;

1(2)=cx(2)/N;

%r(3)=cx(3)/N;

%R otokovaryans matrisi olusturuluyor.
R=vpa(zeros(m+1,m+1));
for i=1:m+1
for j=1:m+1
k=abs(j-1);
if j~=i
R(ij)=r(k);
else
R(1,))=r0;
end
end
end
R;

% aj leri iceren A vektorii ile gkare'yi iceren B vektori

D=inv(R);
gkare=D(1,1);
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a(l)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
%a(4)=D(4,1)/D(1,1);
%a(5)=D(5,1)/D(1,1);
%Lamdalar hesaplaniyor.
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(j+1)*a(j+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end
lamda;
%4qj'ler hesaplantyor.
for j=0:N-1
for k=1:m
q(+1)=q(G+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*j)/N);
end
q(+1)=q(j+1)+lamda(1);
end
q;
% t'ye bagli Determinant hesaplaniyor.Bu ifade mesa fonksiyonunun igine

% yerlestiriliyor.

dett=prod(q);

fid=fopen('mesaa.m', 'w');
fprintf(fid,'function fu=mesaa(y)\n');
fprintf(fid,'t=y;\n");

s = char(dett);
fprintf(fid,'fu=-(%s);\n', s);
fprintf(fid,'return;\n\n");
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fclose(fid);
[tt,fval]=fminbnd(@mesaa, min(x), max(x));
clear mesaa.m
clear(s)
Hminmax(z)=(N/2)*log(2*pi*exp(1))+1/2*log(1/-fval);
tet(1+1)=tt
err=err+(x(1+1)-ttt(1+1))"2;
dett=0;
end

error=err/z
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Ek-4 Her Pozisyon icin Tek Kayip Deger Tahminiyle Simiilasyona ait Matlab
Program Kodlar
coeff = garchset('R',4,'AR', [2.7607, -3.8106, 2.6535, -0.9238 1,'C' ,0, 'K',1)
[e,ss,x] = garchsim(coeff, 50,100);
N=size(x,1);
NN=size(x,2);
m=2;
summ=sum(x);
minn=min(x);
maxx=max(X);
er=zeros(1,NN);
SE=zeros(1,NN);
Hmax=zeros(1,NN);
z=0
for d=1:NN
d
clear maplemex
for I=m:N-m-1 % kayip deger pozisyonu
a=vpa(zeros(1,m+1));
lamda=vpa(zeros(1,m+1));
r=vpa(zeros(1,N-1));
g=vpa(zeros(1,N));
c0x=0;
cx=vpa(zeros(1,m));
j=0;
z=z+1
top=(summ(d)-x(1+1,d));
syms ort
syms t;
ort=(top+t)/N;
syms y
for i=1:N
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if i==1+1
y(I+1)=t;
else
y()=x(1,d);
end
end
for i=1:N
cOx=cOx+(y(1)-ort)"2;

end

for k=1:m
for i=1:N-k
ex(K)=ex (K)+((y(i)-orty*(y(i+k)-ort));
end

end

r0=c0x/N;

r(1)=cx(1)/N;

1(2)=cx(2)/N;

%r(3)=cx(3)/N;

%R otokovaryans matrisi olusturuluyor.
R=vpa(zeros(m+1,m+1));
for i=1:m+1
for j=1:m+1
k=abs(j-1);
if j~=i
R(ij)=r(k);
else
R(1,))=r0;
end
end

end
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R;

% aj leri igeren A vektorii ile gkare'yi iceren B vektorii

D=inv(R);
gkare=D(1,1);
a(l)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
%0a(4)=D(4,1)/D(1,1);
%a(5)=D(5,1)/D(1,1);

%Lamdalar hesaplaniyor.
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(G+1)*a(j+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end

lamda;

%aqj'ler hesaplaniyor.

for j=0:N-1

for k=1:m
q(+1)=q(+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*j)/N);

end

q(+1)=q(j+1)+lamda(1);

end

q;
% t'ye bagli Determinant hesaplaniyor.Bu ifade mesaa fonksiyonunun

igine

% yerlestiriliyor.
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end

dett=prod(q);

fid=fopen(‘mesaa.m', 'w');

fprintf(fid,'function fu=mesaa(y)\n');
fprintf(fid,'t=y;\n");

s = char(dett);

fprintf(fid,'fu=-(%s);\n', s);
fprintf(fid,'return;\n\n");

fclose(fid);

[tt,fval]=fminbnd(@mesaa, minn(d), maxx(d));
clear mesaa.m

clear(s)
Hmax(d)=(N/2)*log(2*pi*exp(1))+1/2*log(1/-fval);
tet(1+1,d)=tt;

er(d)=x(1+1,d)-ttt(1+1,d);
SE(d)=SE(d)+(er(d))"2;

dett=0;

MSE(d)=SE(d)/z

end
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Ek-5 Belirli Pozisyonlar i¢cin Tek Kayip Deger Tahminiyle Simiilasyona ait
Matlab Program Kodlar

coeff = garchset('R',2,'AR’, [-0.8, -0.2],'C' ,0, 'K',0.5)
[e,s,x] = garchsim(coeff,50,100);

N=size(x,1);
NN=size(x,2);
m=2;
summ=sum(Xx);
minn=min(x);

maxx=max(X);

er=zeros(N,NN);
SE=0;
AD=0;
1=0
Hmax=zeros(1,NN);
for I=6:N-m:6 %T7'ser 7'ser kayip deger pozisyonu degistiriliyor.
for d=1:NN %Her belirli pozisyon icin 100 zaman serisi iizerinde
tahminler yapiliyor.
clear maplemex
a=vpa(zeros(1,m+1));
lamda=vpa(zeros(1,m+1));
r=vpa(zeros(1,N-1));
g=vpa(zeros(1,N));
c0x=0;
cx=vpa(zeros(1,m));
=0
top=(summ(d)-x(1+1,d));
syms ort

syms t;
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ort=(top+t)/N;
syms 'y
for i=1:N
if i==1+1
y(+1)=t;
else
y()=x(1,d);
end
end
for i=1:N
cOx=cOx+(y(1)-ort)"2;

end

for k=1:m
for i=1:N-k
ex(k)=ex(k)+((y(1)-ort)*(y(i+k)-ort));
end

end

r0=c0x/N;

r(1)=cx(1)/N;

r(2)=cx(2)/N;

%r(3)=cx(3)/N;

%R otokovaryans matrisi olusturuluyor.
R=vpa(zeros(m+1,m+1));
for i=1:m+1
for j=1:m+1
k=abs(j-1);
if j~=i
R(ij)=r(k);
else

R(i,j)=r0;
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end
end
end

R;

D=inv(R);
gkare=D(1,1);
a(1)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
%a(4)=D(4,1)/D(1,1);
%a(5)=D(5,1)/D(1,1);

%Lamdalar hesaplaniyor.
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(j+1)*a(j+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end

lamda;

%qj'ler hesaplaniyor.

for j=0:N-1

for k=1:m
q(+1)=q(G+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*j)/N);

end

q(+D=q(+1)+lamda(l);

end

q;
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% t'ye bagli Determinant hesaplaniyor.Bu ifade mesaa fonksiyonunun
igine

% yerlestiriliyor.

dett=prod(q);

fid=fopen('mesaa.m', 'w');
fprintf(fid,'function fu=mesaa(y)\n');
fprintf(fid,'t=y;\n");
s = char(dett);
fprintf(fid,'fu=-(%s);\n’, s);
fprintf(fid,'return;\n\n");
fclose(fid);
[tt,fval][=fminbnd(@mesaa, minn(d), maxx(d));
clear mesaa.m
clear(s)
Hmax(d)=(N/2)*log(2*pi*exp(1))+1/2*log(1/-fval);
tet(1+1,d)=tt;
er(I+1,d)=x(1+1,d)-ttt(1+1,d);
AD=AD+abs(er(1+1,d));
SE=SE+(er(1+1,d))"2;
dett=0;
end
end
MAD=AD/NN
MSE=SE/NN

121



Ek-6 Belirli Bir Pozisyon icin Tek Kayip Deger Tahminiyle Simiilasyona ait
Matlab Program Kodlar

coeff = garchset('R',1,'AR’, [0.2],'C' ,0, 'K',0.04 )
[e,s,x] = garchsim(coeff,100,100);

N=size(x,1);

NN=size(x,2);

m=2;

summ=sum(x);

minn=min(x);

maxx=max(X);

er=zeros(1,NN);

SE=0;

AD=0;

Hmax=zeros(1,NN);
for d=1:NN

1=48 % (1+1). pozisyon i¢cin MSE hesaplaniyor.
d

clear maplemex
a=vpa(zeros(1,m+1));
lamda=vpa(zeros(1,m+1));
r=vpa(zeros(1,N-1));
gq=vpa(zeros(1,N));

c0x=0;
cx=vpa(zeros(1,m));

=0
top=(summ(d)-x(1+1,d));
syms ort

syms t;

ort=(top+t)/N;

syms 'y

for i=1:N
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if i==1+1
y(I+1)=t;
else
y()=x(1,d);
end
end
for i=1:N
cOx=cOx+(y(1)-ort)"2;

end

for k=1:m
for i=1:N-k
ex(K)=ex (K)+((y(i)-orty*(y(i+k)-ort));
end

end

r0=c0x/N;

r(1)=cx(1)/N;

1(2)=cx(2)/N;

%r(3)=cx(3)/N;

%R otokovaryans matrisi olusturuluyor.
R=vpa(zeros(m+1,m+1));
for i=1:m+1
for j=1:m+1
k=abs(j-1);
if j~=i
R(ij)=r(k);
else
R(1,))=r0;
end
end

end
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R;

D=inv(R);
gkare=D(1,1);
a(l)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
%a(4)=D(4,1)/D(1,1);
%a(5)=D(5,1)/D(1,1);

%Lamdalar hesaplaniyor.
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(j+1)*a(j+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end

lamda;

%aqj'ler hesaplaniyor.

for j=0:N-1

for k=1:m
q(+1)=q(G+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*j)/N);

end

q(+1)=q(+1)+lamda(l);

end

q;
% t'ye bagli Determinant hesaplaniyor.Bu ifade mesaa fonksiyonunun

igine

% yerlestiriliyor.
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dett=prod(q);

fid=fopen(‘mesaa.m', 'w');
fprintf(fid,'function fu=mesaa(y)\n');
fprintf(fid,'t=y;\n");
s = char(dett);
fprintf(fid,'fu=-(%s);\n', s);
fprintf(fid,'return;\n\n");
fclose(fid);
[tt,fval][=fminbnd(@mesaa, minn(d), maxx(d));
clear mesaa.m
clear(s)
Hmax(d)=(N/2)*log(2*pi*exp(1))+1/2*log(1/-fval);
tet(1+1,d)=tt;
er(d)=x(1+1,d)-ttt(1+1,d);
AD=AD+abs(er(d));
SE=SE+(er(d))"2;
dett=0;
end
MAD=AD/NN
MSE=SE/NN
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Ek-7 iki Kayip Deger icin Matlab Program Kodlar1

coeff = garchset('R',4,'AR', [2.7607, -3.8106, 2.6535, -0.9238 1,'C' ,0, 'K',1)
[e,ss,x] = garchsim(coeff,30);

N=size(x,1)

m=2

err=0;

syms t1 %tahmin edilicek ilk kayip deger

syms t2 %tahmin edilecek ikinci kayip deger

syms ort

u=5 %kayip degerler arasindaki pozisyon farki %06ngorii yapmak i¢in u=1 olmali.
w=6 %kay1p degerin baslangi¢ pozisyonu %06ngorii yapmak i¢in w=N-1 olmali.

syms y

a=vpa(zeros(1,m+1));
lamda=vpa(zeros(1,m+1));
r=vpa(zeros(1,N-1));
q=vpa(zeros(1,N));

c0x=0;
cx=vpa(zeros(1,m));

top=sum(x)-x(w)-x(w-+u);

for i=1:N
if i==w
y()=tl;
else
y()=x(1);
if i==w+u
y()=t2;
else

y()=x();
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end
end

end

ort=(top+t1+t2)/N;

for i=1:N
cOx=cOx+(y(1)-ort)"2;

end

for k=1:m
for i=1:N-k
ex(K)=ex (K)+((y()-ort)*(y(i+k)-ort));
end

end

r0=c0x/N;

r(1)=cx(1)/N;

1(2)=cx(2)/N;

%r(3)=cx(3)/N;

R=vpa(zeros(m+1,m+1));
for i=1:m+1
for j=1:m+1
k=abs(j-1);
if j~=i
R(i)=r(k);
else
R(i,j)=r0;
end
end

end
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D=inv(R);
gkare=D(1,1);
a(l)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
%a(4)=D(4,1)/D(1,1)
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(j+1)*a(j+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end
for j=0:N-1
for k=1:m
q(+1)=q(+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*j)/N);
end
q(+1)=q(j+1)+lamda(1);

end

dett=prod(q);
fid=fopen(‘mesaa.m', 'w');
fprintf(fid,'function fu=mesaa(y)\n");
fprintf(fid,'t1=y(1);\n");
fprintf(fid,'t2=y(2);\n");
s = char(dett);
fprintf(fid,'fu=-(%s);\n', s);
fprintf(fid,'return;\n\n");
fclose(fid);

x0=[1,1]

[tt,fval]= fminsearch(@mesaa,x0);

clear mesaa.m

clear(s)
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Hmax=(N/2)*log(2*pi*exp(1))+1/2*log(1/-fval);
ttt(1)=tt(1) %birinci kayip deger tahmini
ttt(2)=tt(2) % ikinci kayip deger tahmini
err(1)=x(w)-ttt(1)

err(2)=x(w-+u)-ttt(2)
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Ek-8 U¢ Kayip Deger Tahmini icin Matlab Program Kodlari

coeff = garchset('R',4,'AR', [2.7607, -3.8106, 2.6535, -0.9238 ],'C' ,0, 'K',1)
[e,ss,x] = garchsim(coeff, 30);
N=size(x,1)

m=2

err=0

error=0

j=0

syms t1 %tahmin edilicek degisken.
syms t2

syms t3

syms ort

w=4 %ilk kayip deger pozisyonu
u=7 %ikinci kayip deger pozisyonu
h=10 %iiciincii kayip deger pozisyonu
syms 'y

a=vpa(zeros(1,m+1));
lamda=vpa(zeros(1,m+1));
r=vpa(zeros(1,N-1));
g=vpa(zeros(1,N));

c0x=0;

cx=vpa(zeros(1,m));

top=(sum(x)-x(w)-x(u)-x(h));

for i=1:N
if i=—=w
y()=tl;
else
y()=x(1);
if i==u

y(i)=t2;
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else
y()=x(1);
ifi==
y(i)=t3;
else
y()=x(1);
end
end
end
end
ort=(top+t1+t2+t3)/N;
for i=1:N
c0x=cOx+(y(i)-ort)"2;

end

for k=1:m
for i=1:N-k
ex(K)=ex (K)+((y(i)-ort)*(y(i+k)-ort));
end

end

r0=c0x/N;

r(1)=cx(1)/N;

1(2)=cx(2)/N;

%r(3)=cx(3)/N;

R=vpa(zeros(m+1,m+1));
for i=1:m+1
for j=1:m+1
k=abs(j-1);
if j~=i
R(i,j)=r(k);

else
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R(i,j)=r0;
end
end

end

D=inv(R);
gkare=D(1,1);
a(l)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
%a(4)=D(4,1)/D(1,1)
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(j+1)*a(j+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end
for j=0:N-1
for k=1:m
q(+1)=q(+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*j)/N);
end
q(+1)=q(j+1)+lamda(1);

end

dett=prod(q);

fid=fopen('mesaa.m', 'w');
fprintf(fid,'function fu = mesaa(y)\n');
fprintf(fid,'t1=y(1)\n");
fprintf(fid,'t2=y(2)\n");
fprintf(fid,'t3=y(3)\n");

s = char(dett);
fprintf(fid,'fu=-(%s);\n', s);
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fprintf(fid,'return;\n\n");

fclose(fid);
x0=[1,1,1]
[tt,fval]= fminsearch((@mesaa,x0)
clear mesaa.m
clear(s)
Hmax=(N/2)*log(2*pi*exp(1))+1/2*log(1/-fval);
tt % kayip degerlerin tahminleri
err(1)=x(w)-tt(1)
err(2)=x(u)-tt(2)
err(3)=x(h)-tt(3)
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Ek-9 iki Kayip Deger Tahmininde Simiilasyon icin Matlab Program Kodlari

coeff = garchset('R',2,'AR', [-0.8, -0.2],'C' ,0, 'K',0.5 )
[e,s,x] = garchsim(coeft,50,50);

N=size(x,1)

NN=size(x,2)

m=2

summ=sum(x);

err=0

error=0

syms t1 %tahmin edilicek ilk kayip deger
syms t2 %tahmin edilecek ikinci kayip deger
syms ort

u=7 %kayip degerler arasindaki pozisyon farki
w=7 %kay1p degerin baslangi¢ pozisyonu

syms y

while w<=N-u
for d=1:NN

clear maplemex
d
a=vpa(zeros(l,m+1));
lamda=vpa(zeros(1,m+1));
r=vpa(zeros(1,N-1));
gq=vpa(zeros(1,N));
c0x=0;
cx=vpa(zeros(1,m));

top=(summ(d)-x(w,d)-x(w+u,d));

fori=1:N

if i==w
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y()=tl;

else

y()=x(1,d);

if i==w+u
y()=t2;

else
y()=x(1,d);

end

end

end

ort=(top+t1+t2)/N;

for i=1:N
cOx=cOx+(y(1)-ort)"2;

end

for k=1:m
for i=1:N-k
ex(k)=ex(k)+((y(i)-ort)*(y(i+k)-ort));
end

end

r0=c0x/N;

r(1)=cx(1)/N;

r(2)=cx(2)/N;

%r(3)=cx(3)/N;

R=vpa(zeros(m+1,m+1));
for i=1:m+1
for j=1:m+1
k=abs(j-1);
if j~=i
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R(i,j)=r(k);
else
R(i,j)=r0;
end
end

end

D=inv(R);
gkare=D(1,1);
a(l)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
%a(4)=D(4,1)/D(1,1)
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(G+1)*a(G+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end
for j=0:N-1
for k=1:m
q(+1)=q(G+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*;)/N);
end
q(+1)=q(j+1 y+lamda(1);

end

dett=prod(q);

fid=fopen(‘mesaa.m', 'w');
fprintf(fid,'function fu=mesaa(y)\n');
fprintf(fid,'t1=y(1);\n");
fprintf(fid,'t2=y(2);\n");

s = char(dett);
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fprintf(fid,'fu=-(%s);\n', s);

fprintf(fid,'return;\n\n");

fclose(fid);
x0=[1,1]
[tt,fval]= fminsearch(@mesaa,x0);
clear mesaa.m
clear(s)
ttt(w)=tt(1);%birinci kayip deger tahmini
ttt(w-+u)=tt(2);% ikinci kayip deger tahmini
err=err-+((x(w,d)-ttt(w)) 2+(x(w-+u,d)-ttt(w+u))"2)
dett=0

end

error(w,w+u)=err/(2*NN)%w ile w+u'uncu kayip deger icin yapilan NN

sayida tahminin MSE'si
w=w+7
err=0

end
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Ek-10 Tek Gelecek Deger Tahmini icin Matlab Program Kodlar:

m=2

s=1% Ongoru sayis1
x=[-0.22,-0.31,-0.24,0.76,0.18,-1.29,0.57,-0.13,-0.84,0.86,2.03,-0.78,-
1.11,0.12,2.04,3.26,0.02,-1.81,-0.07,2.02,0.9,-2.18,-1.87,0.36,1.12,-0.16,0.66,0.6,-
0.16,-2.01,-0.85,1.17,-0.97,0.48,-0.16,0,0.84,1,-0.5,-1.66,-0.1,-
1.11,0.81,0.53,0.21,-0.58,-2.6,0.82,4.48,0.22,-4.47,-2.45,1.86,3.55,-0.55,-4.07 ,-
1,3.02,1.48;]

N=size(x,2);

c0x=0;
cx=vpa(zeros(1,m));
a=vpa(zeros(1,m+1));
lamda=vpa(zeros(1,m+1));
r=vpa(zeros(1,N-1));
g=vpa(zeros(1,N));

syms t

syms t1 %tahmin edilicek degisken.
syms ort
top=sum(x)-x(N);
ort=(top+t)/N;

for i=1:N-s
c0x=cOx+(x(i)-ort)"2;

end

for k=1:m
for i=1:N-s-k
ex(k)=ex(k)+H((x(1)-ort)*(x(i+k)-ort));
end

end

r0=(cOx+(t-ort)"2)/N;
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r(1)=(cx(1)+x(N-1)-ort)*(t-ort))/N;
1(2)=(cx(2)+H(x(N-2)-ort)*(t-ort))/N;

R=vpa(zeros(m+1,m+1));
for i=1:m+1
for j=1:m+1
k=abs(j-1);
if j~=i
R(i)=r(k);
else
R(i)=r0;
end
end

end

D=inv(R);
gkare=D(1,1);
a(l)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
%a(4)=D(4,1)/D(1,1)
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(j+1)*a(G+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end
for j=0:N-1
for k=1:m
q(+1)=q(G+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*j)/N);
end

q(+D=q(+1)+lamda(1);
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end

dett=prod(q);
fid=fopen('mesaa.m', 'w');
fprintf(fid,'function fu=mesaa(y)\n');
fprintf(fid,'t=y;\n");
s = char(dett);
fprintf(fid,'fu=-(%s);\n', s);
fprintf(fid,'return;\n\n");
fclose(fid);
[tt,fval][=fminbnd(@mesaa, min(x), max(x));
clear mesaa.m
clear(s)
err=x(N)-tt
dettt=subs(dett,t,tt);
Hmax=(N/2)*log(2*pi*exp(1))+1/2*log(1/dettt);
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Ek-11 Cok Degiskenli MinMaxEnt ile iki Ongorii icin Matlab Program
Kodlar (Simiilasyon)

%coeff = garchset('R',2,'AR', [-0.8, -0.2],'C' ,0, 'K',0.5)
%] e,s,x] = garchsim(coeff,50,10);

coeff = garchset('R',1,'AR’, [0.8],'C' ,0, 'K',0.04 )
[e,s,x] = garchsim(coeff,50,100);

%coeff = garchset('R',2,'AR', [0.4, -0.7],'C" ,0, 'K',0.5)
%] e,s,x] = garchsim(coeft,50,100);

N=size(x,1)

NN=size(x,2)

m=2

summ=sum(Xx);

err=0

error=0

syms t1 %tahmin edilicek ilk gelecek deger

syms t2 %tahmin edilecek ikinci gelecek deger

syms ort

u=1 %gelecek degerler arasindaki pozisyon farki
w=N-1 %gelecek degerin baslangi¢ pozisyonu

syms 'y

for d=1:NN
clear maplemex
d
a=vpa(zeros(l,m+1));
lamda=vpa(zeros(1,m+1));
r=vpa(zeros(1,N-1));
gq=vpa(zeros(1,N));
c0x=0;
cx=vpa(zeros(1,m));

top=(summ(d)-x(w,d)-x(w-+u,d));
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for i=1:N
if i=—=w
y()=tl;
else
y()=x(1,d);
if i==w+u
y()=t2;
else
y()=x(1,d);
end
end

end

ort=(top+t1+t2)/N;

for i=1:N
c0x=cOx+(y(i)-ort)"2;

end

for k=1:m
for i=1:N-k
ex(k)=ex(k)H((y(1)-ort)*(y(i+k)-ort));
end

end

r0=c0x/N;

r(1)=cx(1)/N;

1(2)=cx(2)/N;

%r(3)=cx(3)/N;

R=vpa(zeros(m+1,m+1));

for i=1:m+1

for j=1:m+1
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k=abs(j-1);
if j~=i
R(ij)=r(k);
else
R(i,j)=r0;
end
end

end

D=inv(R);
gkare=D(1,1);
a(l)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
%a(4)=D(4,1)/D(1,1)
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(j+1)*a(j+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end
for j=0:N-1
for k=1:m
q(+1)=q(+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*j)/N);
end
q(+1)=q(+1)+lamda(l);

end

dett=prod(q);

fid=fopen('mesaa.m’, 'w');
fprintf(fid,'function fu=mesaa(y)\n');
fprintf(fid,'t1=y(1);\n");
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fprintf(fid,'t2=y(2);\n");
s = char(dett);
fprintf(fid,'fu=-(%s);\n', s);
fprintf(fid,'return;\n\n");
fclose(fid);
x0=[1,1]
[tt,fval]= fminsearch(@mesaa,x0);
clear mesaa.m
clear(s)
err=err+((x(w,d)-tt(1))"2+(x(w+u,d)-tt(2))"2)
dett=0
end

error=err/(2*NN) %iki gelecek deger tahmini yapildig: icin 2*NN’e boliindir.
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Ek-12 Yinelemeli MinMaxEnt ile ki Ongérii i¢cin Matlab Program Kodlar:

(Simiilasyon)

coeff = garchset('R',1,'AR’, [0.2],'C' ,0, 'K',0.04 )
[e,s,x] = garchsim(coeff,50,100);

n=size(x,1)

N=size(x,1)-1;

NN=size(x,2);

m=2;

summ=sum(x);

minn=min(x);

maxx=max(X);

er=zeros(1,NN);

SE=0;

for d=1:NN

I=n-2 % (I+1). pozisyon i¢in MSE hesaplaniyor.
top=(summ(d)-x(1+1,d)-x(1+2,d));
d
while 1<n
clear maplemex
a=vpa(zeros(1,m+1));
lamda=vpa(zeros(1,m+1));
r=vpa(zeros(1,N-1));
g=vpa(zeros(1,N));
c0x=0;

cx=vpa(zeros(1,m));

syms ort
syms t;
ort=(top+t)/N;
syms y

for i=1:N

if i==1+1
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y(I+1)=t;
else
y()=x(1,d);
end
end
for i=1:N
cOx=cOx+(y(1)-ort)"2;

end

for k=1:m
for i=1:N-k
ex(k)=ex(k)+((y(1)-ort)*(y(i+k)-ort));
end

end

r0=c0x/N;

r(1)=cx(1)/N;

1(2)=cx(2)/N;

%r(3)=cx(3)/N;

%R otokovaryans matrisi olusturuluyor.
R=vpa(zeros(m+1,m+1));
for i=1:m+1
for j=1:m+1
k=abs(j-1);
if j~=i
R(i)=r(k);
else
R(i)=r0;
end
end
end

R;
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D=inv(R);
gkare=D(1,1);
a(1)=1;
a(2)=D(2,1)/D(1,1);
a(3)=D(3,1)/D(1,1);
%a(4)=D(4,1)/D(1,1);
%a(5)=D(5,1)/D(1,1);

%Lamdalar hesaplaniyor.
for k=0:m
for j=0:m-k
lamda(k+1)=lamda(k+1)+a(G+1)*a(j+k+1);
end
lamda(k+1)=lamda(k+1)*gkare;
end

lamda;

%aqj'ler hesaplaniyor.

for j=0:N-1

for k=1:m

q(+1)=q(+1)+2*lamda(k+1)*cos((2*pi*k*j)/N);

end

q(+1)=q(j+1)+lamda(1);

end

q;

% t'ye bagli Determinant hesaplaniyor.Bu ifade mesaa fonksiyonunun
i¢ine

% yerlestiriliyor.

dett=prod(q);

147



fid=fopen('mesaa.m’, 'w');
fprintf(fid,'function fu=mesaa(y)\n');
fprintf(fid,'t=y;\n");
s = char(dett);
fprintf(fid,'fu=-(%s);\n', s);
fprintf(fid,'return;\n\n");
fclose(fid);
[tt,fval]=fminbnd(@mesaa, minn(d), maxx(d));
clear mesaa.m
clear(s)
ttt(1+1,d)=tt;
er(d)=x(1+1,d)-ttt(1+1,d);
SE=SE+(er(d))"2;

x(1+1,d)=tt;

top=top+x(I+1,d);

1=1+1

N=N+1

dett=0;

end

N=N-2

end

MSE=SE/(2*NN)
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