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Tez calismasinda splayn diizeltme ve regresyon splayni ile regresyonda
piirtizliiliik ceza yaklasimi ele alinmistir. Toplamsal ve genellestirilmis toplamsal
regresyon modellerinin tahmini i¢in farkli algoritmalar ve onlarin yakinsamalari
incelenmistir. Bazi1 acgiklayici degiskenlerin yamt degiskenini dogrusal
etkilemedigi karmagik regresyon problemlerinde, splayn diizeltme ve regresyon
splayn1 yontemlerinin ¢ok ©6nemli oldugu, uygulamalarla ortaya konmustur.
Regresyonda piiriizliiliiliik ceza yaklagiminda iyi bir modelin elde edilmesi,
optimum diizeltme parametresi veya uygun serbestlik derecesinin sec¢imi ile
gerceklestirilir. Bu nedenle, diizeltme parametresinin sec¢imi ile ilgili bazi kriterler
ve bazi serbestlik derecesi tanimlari incelenmistir. Bilylik veri setine sahip ve cok
boyutlu problemlerde, regresyon splaym ile piiriizliiliikk ceza yaklasgiminin daha
kullanish oldugu gosterilmistir. Diger taraftan, ince tabakali splaynlar1 igeren

genellestirilmis toplamsal modellerin ¢ok yararli olabilecegi gozlenmistir.
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In this thesis study, roughness penalty approach is examined by using
smoothing spline and regression spline. Different algorithyms and convergence of
those are studied for estimation of additive and generalized additive regression
models. It is proved in the applications that the smoothing spline and regression
spline methods are very important in complicated problems considering some
explanotory variables have not linear effect on response variables. Obtaining a
good model in roughness penalty approach in regression can be done by choosing
the optimum smoothing parameter or appropriate degrees of freedom. Therefore
some criteria about choosing the smoothing parameter and some defines of
degrees of freedom are examined. It is shown that, when regression spline is used,
roughness penalty method is more convenient in problems with large data input
and multiple dimension. At the same time, it is observed that generalized additive

models with thin plate spline can be beneficial.
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1. GIRIS

Regresyon problemlerinde, verilen veya elde edilen veri kiimesine
dayanarak bagimsiz (agiklayici) degiskenlerin bagimh (yamt) degiskene
fonksiyonel etkisi istatistiksel olarak analiz edilmektedir. Dogrusal regresyon
modeli (Draper ve Smith, 1998; Myers, 1990;Montgomery ve ark., 2001) en basit
regresyon modeli bicimi olarak, bazi1 kosullar saglandiginda, agiklayici
degiskenlerin yanit degiskenini dogrusal olarak etkilemesi ve yanit degiskeninin
normal dagilima sahip olmasi varsayimlan iizerine incelenmektedir. Dogrusal
regresyon problemi i¢in genis teorik ve pratik ¢calismalar yapilmistir ve elde edilen
sonuclar daha karmagik regresyon modellerinin incelenmesi i¢in teorik ve pratik
taban olusturmaktadir. Bir takim kosullar saglandiginda, dogrusal regresyon
yaklagimi baz1 pratik tahmin problemlerinin ¢dziimiinde makul sonuclar elde
edilmesini saglamaktadir. Fakat maalesef, cogu pratik tahmin probleminde
aciklayict degiskenlerin bir kismi yamit degiskenini dogrusal olarak
etkilememektedir. Bu nedenle tam dogrusal olmayan, daha karmagik baginti
iceren regresyon modellerinin incelenmesi ihtiyact ciddi bir sekilde ortaya
cikmaktadir.

Genellestirilmis regresyon modelleri (GLM) (McCullagh ve Nelder,1989;
Myers ve ark., 2002; Dobson, 2002; Nelder ve Wedderburn, 1972) dogrusal
regresyon modellerinin gelistirilmis bir seklidir. GLM’ de yanit dagilimi iistel
aileye ait olan rassal degiskendir ve onun beklenen degeri agiklayict degiskenlerin
dogrusal ifadesinin (dogrusal tahmincinin) bir monoton fonksiyonudur (link
fonksiyonu). Link fonksiyonu dogrusal olmadiginda GLM’nin dogrusal olmadigi
da acgiktir. Dogrusal regresyon, link fonksiyonu beklenen degerin 6zdeslik
fonksiyonu olan bir GLM’ dir. GLM ve dogrusal regresyon parametrik regresyon
problemleri sinifina aittir. Bu problemlerde regresyon fonksiyonlarmin big¢imi
bilinmektedir ve bu fonksiyonlarin tahmini i¢in sadece sonlu sayida parametreyi
tahmin etmek gerekmektedir. Bu nedenle hata veya log-olabilirlik fonksiyonuna
optimum deger veren parametrelerin bulunmasi problemi ortaya g¢ikmaktadir.
Sonug¢ olarak, parametre tahmini normal denklemler veya skor denklemleri
sisteminin ¢oziimii ile belirlenmektedir. Maksimum log-olabilirlik probleminin

¢oziimiinde agirliklandirilmis tekrarli en kiiciik kareler (IRLS - Iteratively



Reweighted Least Squares) algoritmasi uygulanabilmektedir (McCullagh ve
Nelder, 1989; Nelder ve Wedderburn, 1972).

Uygulamada regresyon denklemlerinde, aciklayici degiskenlerin yanit
degiskenine etkisinin sonlu parametre iceren fonksiyonel bir iligkiden daha da
karmagik bir iliskiye sahip oldugu bir¢cok problemle karsilasiimaktadir. Bu
durumda tahmin edilen iligkilendirici fonksiyon belirli simif sonsuz boyutlu
fonksiyonlar uzayindan secilir. Bu durumda, sonlu sayida parametre tahmini
problemi sonsuz boyutlu uzaydan bir eleman tahmini problemine, diger bir
deyisle parametrik olmayan (nonparametrik) regresyon problemine doniigmiis
olur.

Nonparametrik regresyon modellerinden en basiti bir agiklayici degisken
iceren, yani bir diizeltici fonksiyonu olan modeldir (Green ve Silverman, 1994;
Wahba, 1990; Eubank, 1999). Bu modelin gelismis bigimleri olarak asagidaki
modelleri siralamak miimkiindiir: Tek bir agiklayic1 degiskeni nonparametrik
kisma, kalanlarimi ise dogrusal kisma alan kismi parametrik (semiparametrik)
model; bilesenlerinin her biri tek bir agiklayici degiskenin fonksiyonu olan
toplamasal (additive) model; GLM’ nin genel bi¢cimi olan genellestirilmis
toplamsal model (generalized additive model-GAM). Bunun yani sira, bazi
bilesenleri birden fazla agiklayici degiskenin fonksiyonu olan ince tabakali splayn
(thin plate splline-TPS) modelleri daha karmasik ve gelismis modellerdir (Hastie
ve Tibshirani, 1999; Buja ve ark. 1989; Wood, 2003).

Nonparametrik regresyon modellerinin analizinde yer alan temel yaklasim
piiriizliiliik ceza yaklagimidir (Green ve Silverman, 1994; Hastie ve Tibshirani,
1999). Bu yaklasimda, modeldeki bilinmeyen fonksiyonlar1 tahmin etmek icin,
hata kareler toplamina veya log-olabilirlik fonksiyonuna bir ceza terimi eklenir.
Ceza teriminin eklenmesi mevcut problemi, geleneksel enterpolasyon
probleminden gercek regresyon problemine doniistiirmiis olur. Ceza terimi farkli

sekillerde tanimlanabilir (Wahba, 1990; Gu, 2002). Geleneksel olarak ceza terimi

b
J {70} dx integralinin bir A4 diizeltme parametresine ¢arpimi olarak kullanilir

ve f tahmin fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip f(.) fonksiyonlar

uzaymdan segilir. Schonberg’in 1964 yilinda yayinladigi polinomial splaynlarin



optimumluk 6zelligine iligkin ¢alismasi1 (bkz. Teorem 2.2), bahsedilen sonsuz
boyutlu problemi sonlu boyutlu parametrik bir probleme doniistiirmek icin imkan
saglamaktadir. Diger bir ifadeyle, cezali hataya optimum deger veren fonksiyonun
bir kiibik splayn olmasi bulgusu nonparametrik regresyonda tahmin problemini
parametrik hale getirir. Dolayisiyla, nonparametrik regresyon probleminin
polinomial splayn fonksiyonlariyla incelenmesi, modelin analizini ¢ok
kolaylastirmaktadir. Piiriizliiliik ceza yaklasiminda splayn fonksiyonlar: farkl iki
yontemle kullanilabilir. Bunlardan biri splayn diizeltme, digeri ise regresyon
splayni olarak adlandirilir (Hastie ve Tibshirani, 1999; Wood, 2002).

Splayn diizeltmede her bir nonparametrik agiklayic1 degiskenin tiim
gozlem degerlerine uygun degerleri, diigiim noktalar olarak kullanilir. Bu durum,
ozellikle biiyiik veri setine sahip olan veya cok boyutlu toplamsal modeller i¢in
hesaplama zorluklarin1 ortaya c¢ikarmaktadir. Splayn diizeltme ile toplamsal
modeller ve bu modellerde parametre tahmini icin geriye uyum (backfitting)
algoritmasi Buja ve ark. (1989) ve Hastie ve Tibshirani, (1999) tarafindan ayrintil
sekilde incelenmistir.

Regresyon splaym ile piiriizliiliik ceza yaklasiminda splayn fonksiyonu
belirli taban splayn fonksiyonlarinin toplami seklinde ifade edilir ve burada
bilinmeyenler, kullanilan taban fonksiyonlarin katsayilaridir. Bu katsayilar cezali
hatanin minimizasyonu probleminden bulunur. Regresyon splayninda diigiim
noktalarinin sayisi (konumu) veya taban fonksiyonlarmmin sayisi 6zel olarak
secilerek, tiim gozlemlerin sayisindan ¢ok daha kiiciik alinabilir. Bu islem, splayn
diizeltme yontemindeki hesaplama karmagikligini epey hafifletmis olur. Eiler ve
Marx ceza teriminin kesikli yaklagimini ve taban fonksiyonlar1 olarak B-
splayinlar kullanarak regresyon splayni uygulamiglardir. Bu calismalar literatiirde
P-splayn yaklasimi olarak ifade edilmektedir (Eilers ve Marx, 1996; Marx ve
Eilers, 1998). Wood taban fonksiyonlar1 olarak kiibik splayn taban fonksiyonlarini
(Gu, 2002) ve siirekli ceza terimini kullanarak regresyon splaynimi uygulamistir
(Wood, 2000; Wood ve ark., 2002, Wood, 2003; Wood, 2004). Wood’ un
yaklagimi daha genel olup FEiler ve Marx’in P-splayinlan i¢in de uygulanabilir
(Wood, 2002). Bu nedenle tez calismasinda regresyon splaym yonteminin

incelendigi boliimlerde Wood’un yaklasimi temel alinmistir.



Splayn fonksiyonu ile nonparametrik regresyon analizinde diizelticiler
dogrusaldir ve onlarin her biri bir diizeltici matrisle belirlenir. Dogrusal
diizelticiler, verilmis diizeltme parametreleri icin yanit degiskeninin sonlu
dogrusal bir doOniisiimiinii yaparak, problemi enterpolasyondan regresyon
problemi haline doniistirmektedir (Green ve Siverman, 1994; Hastie ve
Tibshirani, 1999). Nonparametrik regresyonda diizeltme parametresinin se¢imi ve
onunla iligkili olan serbestlik derecesinin hesaplanmasi 6nemli problemlerden
biridir ve bu konuda siirekli olarak ¢alismalar yapilmaktadir (bkz. Aydin, 2005).

Bu tez caligmasinda genel yaklagimin piiriizliiliikk ceza yaklagimi olmasi
nedeniyle, splayn diizeltme ve regresyon splayni ile farkli nonparametrik
regresyon modelleri ve tahmin algoritmalar1 incelenmistir. Bu amagla 6nce splayn
enterpolasyonu ve GLM hakkinda 6n bilgiler verilmis (Boliim 2), daha sonra ise
splayn diizeltme (Boliim 3) ve regresyon splaym (Boliim 4) ile ilgili incelemeler
verilmisgtir. Son boliimde (Bolum 5) ise iki simif uygulama problemli i¢in en iyi
sonu¢ veren uygun modeller belirlenmis, genellestirilmis toplamsal regresyon
modellerinin yiiksek diizeydeki énemi sergilenmistir. Uygulamada R ve S-Plus

paket programlarindan yararlanilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde, tezde agiklanan temel konularin kolay anlasilmasi icin
yardimc1 kavram ve bilgiler verilmistir. {1k olarak, regresyonda piiriizliiliik cezas
kavrami, cezali en kiigiik kareler yaklasimi 6zet olarak agiklanmistir. Bir sonraki
alt bolimde ise piiriizlilik ceza yaklasiminda ©nemli rol oynayan splayn
fonksiyonlari, kiibik splayn enterpolasyonu, dogal kiibik splayn enterpolantinin
optimumluk 6zelligi hakkinda gerekli bilgiler verilmistir. Son alt bolimde ise
genellestirilmis toplamsal modeller i¢in alt yapi olusturan genellestirilmis
dogrusal modeller (GLM) ele alinmistir. Bu konuyla ilgili iistel aile dagilimlari,
karakteristikleri ve ozellikleri, GLM icin maksimum olabilirlik tahmini, skor
denklemleri ve bu denklemlerin ¢oziimii i¢in IRLS (Iteratively Reweighted Least
Squares) algoritmasi, log-olabilirlik oran istatistigi ve sapma (deviance) hakkinda

bilgiler verilmistir.

2.1. Piiriizliiliik Cezasi, Cezali En Kiiciik Kareler Regresyonu

Bir¢ok tahmin problemi icin dogrusal modeller, verilen veri kiimesine
uymaz ve bu gibi durumlarda, dogrusal olmayan uyum egrilerinin olusturulmasi
zorunlulugu ortaya cikar. Bir ¢ aciklayict degiskenine sahip dogrusal olmayan
regresyon modeli agsagida (2.1) denkleminde verilmistir.

y= f(t)+hata (2.1)
Burada f(.) belirli niteliklere sahip bilinmeyen bir fonksiyondur. Verilen
(t.,y,) ., i=1L..,n veri kilmesi i¢in, f(.) fonksiyonu en kiiciikk kareler (EKK)
yontemiyle belirli bir simiftan belirlendiginde, klasik enterpolasyon problemi
ortaya ¢ikar. Ornegin, f(.) k dereceden bir polinom olarak arandiginda,
katsayilar1 EKK yontemiyle polinomial enterpolasyon probleminden belirlenir.
f () ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip egri olarak arandiginda, EKK metodu

uygun uzayda f(t,)=y,,i=1,...,n kosullu bir enterpolasyon problemi halini

almis olur. Bu durumda olusturulan f (.) fonksiyonunun egimi hizli sekilde

degisebilir ve veri kiimesinde hata kareler toplaminin sifir olmasina karsin, ortaya

cikan “giiriiltili” dis veriler icin toplam hata ¢ok biiyiik olabilir. Diger bir



ifadeyle (2.1) regresyon probleminin enterpolasyon problemine doniistiiriilmesi
tahmin i¢in istenen bir durum degildir.

Piiriizliliik ceza yaklagiminin temel fikri, egrinin hizli e§im degisimini
Olcerek, tahmin problemleri i¢in verilen verilere uyum ve dalgalanma arasinda
uygun bir uzlagma saglamaktir.

[a,b] araliginda tanimlanan f egrisinin “piiriizliilligti” farkli yollarla
olgiilebilir. Ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip f egrisi icin popiiler

plriizliiliik olciisti olarak
[ 2
[{rroYa 2.2)

integralinin degeri dikkate alinabilir. (2.2) integralinin minimum degerinin bir
dogal kiibik splaynda gergeklestigi, Schonberg’in (1964a, 1964b) calismalarinin
sonuclarinin 6zel bir durumu olarak, bir sonraki alt bolimde Teorem 2.2° de
verilmistir. Bu onemli teorem, (2.2) integralinin minimum degerinin, bir kare
formun degeri olarak hesaplanmasini saglar (bak. Teorem?2.1, formiil (2.10)).

(2.1) regresyon problemi i¢in piiriizliiliik ceza yaklasimi ile egri tahmini
problemini ele alinsin. [a,b] aralifinda tamimlanan ve ikinci mertebeden tiireve

sahip f fonksiyonu ve A diizeltme parametresi verildiginde cezali en kiigiik

kareler toplami, agsagidaki gibi tanimlanir.
n b
S =2 Ay = F)Y + A[{f )F dx (2.3)
i=1 a

Cezali en kiiclik kareler tahmincisi, S(f) fonksiyoneline ikinci mertebeden

tireve sahip f fonksiyonlar uzayinda minimum deger veren f fonksiyonu olur.
b n

(2.3) ifadesinde ﬂJ.{f "(x)}zdx piirtizliiliik ceza terimi, Z{yi -f (ti)}2 ise hata
a i=1

kareler toplamidir. S(f) fonksiyonelinin tanimladig1 egri hata kareler toplaminin

etkisiyle verilere uyum saglamakla beraber piiriizlillik oOlgiisiiyle de

degerlendirilir. Verilmis A i¢in S(f) 'nin minimizasyonu piiriizsiizliik ve verilere

uyum arasinda en iyi bi¢imde uzlagma saglar. A diizeltme parametresi artik

hatalar ile yerel degisim (dalgalanma) arasindaki “degisme oranini” ifade eder. A4

yeteri kadar kiiciik oldugunda S(f) ifadesinde hata kareler toplaminin agirlig



biiyiik olur ve f egri tahmincisi verileri daha yakindan izler. A’nin biiyiik

degerlerinde ise S(f) ifadesinde piiriizliiliikk ceza teriminin agirlig1 biiyiik olur ve

bu durumda f tahmincisi ¢ok kiiciik egrilik sergiler.

2.2. Kiibik Splayn Enterpolasyonu

Tez calismasinda splayn fonksiyonlarinin énemli rol oynamasi nedeniyle
bu alt boliimde kiibik splayn fonksiyonlarinin tanimi, yapisi ve bazi1 6zellikleri

hakkinda bilgi verilmektedir.
t,,ty,...,t, noktalari, [a,b] parasmin a<t, <t,<..<t,<b kosulunu

saglayan noktalari olsun. ¢,, i=1,2,...,n diigiim noktalar: olarak adlandirilir.

Tanim 2.1. [a,b] parcasinda tamimlanmis f(f) fonksiyonuna, asagidaki iki
kosulu sagladiginda a <t, <t, <...<t, <b diigiim noktalaryla kiibik splayn denir.
a. Her bir [ti,tm], i=0,1,2,...,n araliginda f(¢) kiibik polinomdur, yani

1, <t<t, igin, f(t) = ay +a,(t—t,)+ay(t—1,) +a,(t—1,) (2.4)

b. [a,b] pargasinda (1, diigiim noktalari dahil olarak) f(t), f'(t) ve f’(t)

fonksiyonlar siireklidir.
Tanmimdan anlagildigr gibi kiibik splayn, diigiim noktalarinda piiriizsiiz

olarak kiibik polinom parg¢alarinin birlesimidir.

Tanim 2.2. [a,b] parcasinda verilmis kiibik splaynin a ve b ug¢ noktalarinda ikinci

ve iiclincii mertebeden tiirevleri sifir oldugunda, bu splayna dogal kiibik splayn

(Natural Cubic Splayn-NCS) denir.
fl@=f"1)=0, f(a)=f")=0 (2.5)
kosullarina da dogal sinir kosullar: denir.
(2.5) kosullarindan, a,, =a,, =a,, =a,, =0 sonucuna varilir. Bu sonug,

f() fonksiyonunun [a,tl] ve [tn,b] sinir  parcalarinda dogrusal fonksiyon

oldugunu ifade etmektedir.

f() fonksiyonu 7, <...<t diigiim noktalariyla bir dogal kiibik splayn

olsun ve



fi=f@)vey,=7f"(t), i=12,...,n (2.6)
olarak tanimlansin. Dogal kiibik splayn (NCS) i¢in y =7%,=0 olur
f=fr £,) s Y=senn?,)" ve b=t —t, i=1,2,..,n—1 olsun. t,t,,....t,
diigiim noktalarinin yardimiyla Q ve R bant matrisleri tanimlanabilir.

nx(n—2) boyutlu Q(g;) matrisinin elemanlari asagidaki gibi hesaplanir:

q; =0, eger |i—j| 22 ise; i=L..,n; j=2,.,n-1

-1 -1 -1 -1 . (27)
Qi =hics gy =—ho—hs g, =, j=2,.,n-1

Q matrisinin ilk siitunu j=2 ile isaretlenmistir. (n—2)X(n—2) boyutlu simetrik

R(r;) matrisinin r; elemanlari ise agsagidaki gibi hesaplanr.

r; =0 eger |i—j|22 ise

1
’;izg(hl—l—l_hi)’ l:2, ,n_l (2.8)
Lt = T :lhn i=2,.,n=2
’ 6

R matrisi simetriktir ve kesin kosegen dominant matristir, diger bir

ifadeyle [r,|> > |r;|,i=2,...n—1"dir. Bu nedenle de R simetrik pozitif tanimls

i
matristir (Golub ve Loan, 1996).
Dogal kiibik splaynlar i¢in asagidaki iki 6zellik anahtar rol oynamaktadir
(Green ve Silverman, 1994).
Teorem 2.1. (2.6) ile tanimlanan f ve y vektorleri ancak ve ancak
Q'f =Ry (2.9)
kosulu saglandiginda bir f(.) dogal kiibik splaynini belirtir. Bu durumda

piiriizliiliikk ceza terimi soyle hesaplanabilir:
b
jf”(t)zdr =y"Ry =f"Kf (2.10)

Burada K,
K=QR'Q". (2.11)

olarak ifade edilen ceza matrisidir.



Enterpolasyon Splayni

(t,y,), i=1,2,..,n degerlerinin verildigi ve a <f, <...<t, <b kosulunun
saglandigr varsayilsin. f(¢t,)=y,,i=1,...,n kosullu splayn enterpolasyonu

problemi ele alinsin. n=>2 f<t,<..<t

n-1

<t, oldugunda verilen herhangi

Vis Yys-r ¥, degerleri icin f(¢,) = y,,i =1,...,n kosulunu saglayan bir tek dogal
kiibik splayn vardir. Ciinkii Teorem 2.1°de f vektorii yerine y =(y,, Y., )T

vektorii dikkate alindifinda (2.9) esitligi Q"y =Ry sekline doniisiir. R matrisi
(kesin) pozitif tamimli bir matris oldugundan, bu matrisin tersi vardir ve
v =R'Qy ile elde edilen 7y tektir.

Bu asamada, R ve Q matrislerinin yapisina bagl olarak baz1 hesaplamalar
aciklanacaktir. R matrisi tickdsegen (tridiagonal) matristir, ciinkii |i— j| >72 igin
r, =0’°dir. Bu nedenle Ry =z denklemi, R™' bulunmadan , O(n) oranda islem
sonucunda ¢oziilebilir (Golub ve Loan, 1996). Q matrisinin de iickdsegen yapisi,
Q'f carpimmin f'den O(n) oranda islem sonucu elde edilebilecegi sonucunu
dogurur. Q'f *nin kolay hesabi asagidaki gibi yapilir.

— fi+1_fi _fi_f;'_l
h, h.

i i—1

(Q'r) (2.12)

Burada, h, =t,,—t,i=1,2,..,n—1"dir. Sonug olarak, n sayida (t,., yi) noktasi i¢in
dogal kiibik splayn enterpolantinin O(n) oranda islem sonucu elde edilebilirligi

sOylenebilir.

Algoritma: NCS Enterpolasyonu
1. f, =y, i=1..,n kabulet.

2. (2.12) formiiliinii kullanarak z = Q'f vektoriinii bul.

3. Ry =z denkleminden y’y1 bul.

Optimumluk Ozelligi

Dogal kiibik splayn enterpolanti agsagidaki optimumluk 6zelligine sahiptir
(Schoenberg 1964a, 1964b).



Teorem 2.2. n>2 ve a<t <..<t, <b oldugunda, f(.) fonksiyonu y,,y,,...,y,

degerleri i¢in ¢,t,,....,t, noktalarinda NCS enterpolanti ise, herhangi bir

f(.)e Cz[a,b] ve f(t,) =y, i=1..,n kosullu f(.) fonksiyonu icin
b b )
[lrroFa<]| 7] ar 2.13)

olur ve esitlik f(.) = f(.) durumunda saglanir.

Regresyon modellerinde NCS enterpolantinin bu énemli 6zelligi, piiriizsiiz
fonksiyonlar uzayinda piiriizliiliik ceza ifadesinin minimum degerinin bir dogal
kiibik splaynda gerceklestigini gosterir. Bu durum, sonsuz boyutlu optimizasyon

probleminin sonlu boyutlu bir probleme doniistiiriilmesine katki saglar.

2.3. Genellestirilmis Dogrusal Modeller (GLM)

Bir genellestirilmis dogrusal modelin (GLM) temel diisiincesi, yanit
degiskeninin beklenen degerinin uygun bir (link) fonksiyonu icin dogrusal bir

model gelistirmektir. Bir GLM asagida ifade edilen temel yapiya sahiptir.
7,=8(1)=xP (2.14)

Burada u, =E(Y,); g, piiriizsiiz (smooth) bir link fonksiyonu; x,.T, X model

matrisinin . satir1 ve p, bilinmeyen parametre vektoriidiir. Burada yer alan 7, ise,

dogrusal kestirici (linear predictor) olarak adlandirilir. Ek olarak, bir GLM iki

varsayimi dikkate alir: Y;’ler bagimsizdir ve Y, iistel aileden gelen bir dagilima

sahiptir. Dagilimlarin iistel ailesi, Poisson, Binom, Gamma ve Normal dagilim

gibi bir¢ok yaygin dagilimlar igerir.

2.3.1. Dagilimlarin iistel ailesi

Bir GLM’deki yanit degiskeni iistel aileden herhangi bir dagilima sahip
olabilir. Eger bir dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki bicimde
yazilabiliyorsa, o dagilim iistel aileden gelmektedir (Nelder ve Wedderburn,

1972).
f,(0) =exp{[y0-b(8)]/a(P)+c(y.9)} (2.15)

10



Burada b(:), a() ve c(-) keyfi fonksiyonlar; ¢, keyfi bir dlcek parametresi
(scale parameter) ve &, dagilimin kanonik parametresi olarak bilinir. Ornegin,

normal dagilimin iistel ailenin bir dagilimi oldugu kolaylikla goriilebilir.

1 (y-p)’ =y +2yp— i
fﬂ(y)zo_\/gexp{— y—H }zexp[y—w_ln(o-\/g)}

20° 20°

2 2
:exp[yu 6;21 2 2ya2 _m(aﬂ)} .

O=u, bO)=0"/2=1/2, a(@)=¢=0" ve c(,y)=-)"/Q2¢)~In( /g7 )=
y’/(26%)-In(ov/27) olarak ifade edildiginde normal dagilimm, (2.15)'de

verilen tistel aile bicimine uygun oldugu goriilebilmektedir.

Poisson dagiliminin da iistel aileden oldugu hemen goriilebilir:

f.(y) =

”e%p,(_“)=exp[y1nu—ﬂ—1n<y!>].

Buna gore de Poisson dagilimi icin O=In(u), u=exp(d), b(0)=u,
a@=¢=1 ve c(@,y)=—In(y!) elde edilir. Tablo2.1’de iistel ailedeki bazi

dagilimlarin karakteristikleri yer almaktadir.

2.3.2. Ustel aile dagilimlarimn ozellikleri

Olasilik yogunluk fonksiyonunun tanimindan

[f,(nay=1 (2.16)
oldugu bilinmektedir. (2.16) nin her iki tarafinda da 6’ya gore tiirev alinirsa,
ijf()d =0 2.17)
d6)7° yay .
olur. (2.17)’de tiirev alma islemi integral altinda yapilabilir:
dfy(y)
———dy=0 2.18
[Fe—dy (2.18)
Benzer sekilde
d zf oY)
j e dy=0 (2.19)

esitligi elde edilir. Bu sonuclar herhangi bir istel aile rassal degiskeninin beklenen

degerinin ve varyansinin elde edilmesi icin kullanilabilir. Bu amacla (2.15)’den,

11



Tablo 2.1. Bazi iistel aile dagilimlarinin karakteristikleri

Normal Poisson Binomial Gamma Ters Gamma
Notasyon N(u,0°) P(u) B(m,7)/m G(m,v) IG(u,0°)
o sweal) e (M egT ) el (e[ 2]
Aralik —oo L y< oo y=0,12,... y=0,1,..,n y>0 y>0
0 iz log(4) log (27 -1 e
¢ o’ 1 1 L 7
a(9) §(=0") g(=1) f(=1) o(=%) 6(=%)
b(6) 9—22 exp(6) nlog (1 +ef ) —log(—60) —J-20
c(3.9) —4| g2 | —log(y) log(,;j Viogvy)-log{(yT)})  —Hlog2zy'p)+ L |
V(u) 1 u 1(1-4) . 7
g.(1) H log(4) = & i




dfa<y> ={[y-t'®]/a@)} £,(3)

esitligi, (2.18)’den ise

[{ly-5@))/a@)} £,y =0 ve —— [ vty =20 [ 1,37y =0

1
a(g) a(@)
esitligi elde edilir. Beklenen degerin tanimina gore E[Y]= j ¥f,(y)dy oldugu i¢in

1 b'(0)
E[Y]- =0 2.20
a@ a0 220
esitligi bulunur. Buradan
E[Y1=0'(6) (2.21)

olarak elde edilir.
Benzer bir diizenleme, iistel aile rassal degiskeninin varyansinin

bulunmasinda da kullanilabilir. Bu amagla,

D [0/ a@) 1,0 HD - @) a@)f ,) (2.22)
Denklemi elde edilir. (2.21) kullanilarak, (2.22) esitligi asagidaki gibi yazilir.
2
D [ b70) a @) 1,00+ @ {y= Y £,
(2.19)’dan,

JELD by =101 a@)] ] Sy +[Ya@] [y EVY )y =0
ifadesi elde edilir. (2.16)’dan ve varyansin tanimindan
(Var(v) = [{y-E0Y1} f,(»)dy).

AG) + ! Var(Y)=0 (2.23)

a@)  [a@)]

elde edilir. (2.23) tekrar diizenlenirse,

Var(Y) = a(¢)b’(0) (2.24)
e . . , db(0)
esitligi bulunur. (2.21) ve (2.24) ifadeleri sirasiyla, E(Y):b(é?):? ve
d*b(6)

a(@) = d,u ——a(¢) olarak da ifade edilebilir. Burada

Var(¥) =b"@)a(9) == ; o

Var,, a(¢) disinda yanitin varyansi olsun; Var,, yanitin varyansinin

13



Var(Y ) d,u

ortalamasiyla bagimliligin1 gOsterir. Bu nedenle Var a da
y g g g r, ) BT

dt9 olarak ifade edilebilir.

d,u Var,

2.3.3. GLM icin maksimum olabilirlik tahmini

Bir genellestirilmis dogrusal modelin ozelliklerini tasiyan Y,....Y,

bagimsiz rassal degiskenleri g6z Oniinde bulundurulsun. S6z konusu

genellestirilmis dogrusal model,
g(u) =x'B. (E(Y))=p,)

olarak ifade edilir. Bu modeldeki p parametrelerini tahmin etmek gerekir.

Her bir Y, i¢in log-olabilirlik fonksiyonu,

=56, -5,6))/a(@) +c,(5,.9) (2.25)

olarak ifade edilir. Burada, (2.21), (2.24) ve (2.14)’e gore

E(Y,) =, =b'(8), Var(Y,) = a@b"@). g(u,)=x,'B=n,
olur, x,, X j =1,..., p elemanlarina sahip bir vektordiir.

Tiim Y, ’ler i¢in log-olabilirlik fonksiyonu,

Z Z —b,6)]/a(@)+c,(y,, )}

olarak yazilabilir. S ; parametresinin maksimum olabilirlik tahminini elde etmek

icin zincir kurali kullanilarak tiirev alinirsa,

dl. 96, oy,
ﬁ “z{ J ;{ae oL, aﬁ} (&:20)

al,
89

96, /( ]1/ g O O dm _ou,

ou, op; on, 9B, on,
elde edilir. Bu durumda (2.26) denklemi asagidaki hali alir.

= 3,-5©)) fa@) =1y, - 1 Vato)

14



lej =ﬁ: (yi _:ui) ”1 (%jxi
aﬁj i=1 a(p) bl_ (01') a77i

Incelenen genellestirilmis dogrusal model icin dikkate alnan link fonksiyonunun

kanonik link olmasi nedeniyle, 7, = 8, ve dolaysiyla % = g—‘; =b, (8)dir. Bu
771' i

N _ ”
durumda, U, =) b= a) ,,1 b, (6)x, | ve

| a@) po(8)

LS (3, -u)
U =—3(y,—u)x, (2.27)
! a(@) ‘=

elde edilir. Boylece, P icin (2.28) denklem sistemi ¢oziilerek parametrelerin
maksimum olabilirlik tahminleri bulunabilir.

1 N

a(@) 5

Bir¢ok durumda a(¢) ’nin bir sabit olmas1 nedeniyle denklem sistemi,

(v, -, )x, =0 (2.28)

N
Z(yi _lui)xi =0
i=1

4

halini alir. Bu ifade aslinda her bir model parametresi i¢in p = k+1 denklemden

olusan bir sistemdir. Bu denklemler matris formunda asagidaki gibi yazlabilir.
U=X"(y-p)=0 (2.29)

Burada p' = |y, u,,..., ,up]’dir. (2.29) denklem sistemi (U) skor denklemleri

olarak adlandirilir (Nelder ve Wedderburn, 1972). Bu denklemlerin ¢oziimii /RLS

(Iteratively Reweighted Least Squares) algoritmasi kullanilarak coziilebilir. Tlk
olarak ﬂi* ¢Oziimiiniin komsulugunda birinci mertebeden Taylor serisi agilimi

yapilir:
dau; (-
Yi—MH; = an, (771' 77;‘)'
Bir kanonik link i¢in 77, = 8, ve buna gore de

du

d—gi(ﬂ,-* _771‘)

Vi~ Mo =

olacaktir. Buradan,

15



de.

Con o=y - )—- 2.
no=m =0, - u) ” (2.30)
au; . .. < oo e
olur. Burada Var, = d—e‘ dir. Bu nedenle (2.30) asagidaki gibi yazilabilir:
771'* -n= (yi _ﬂi) veya Yi—H; = Varﬂ(ﬂi* _771') (2.31)
Var

U

(2.31) ifadesi (2.28)’de yerine koyulursa,

1 & N
el var,[p,” - 1,)x, =0 (2.32)

elde edilir. V:diag{Varﬂ} olsun. (2.32) matris formunda asagidaki gibi ifade

edilecektir.

1 .
y-n= ) vin' -n)
Eger a(¢) sabit ise skor denklemi asagidaki bicimlerde yazilabilir:
X"(y-p)=0. X'V(n' -n)=0 veya X'V(n -Xp)=0
Bu durumda p’nin maksimum olabilirlik tahmini,
b=(X'VX) X'V

olarak elde edilir. Burada 1]* bilinmemektedir, bu nedenle

R . \dn,
Zi:ﬂi+(yi_ﬂi)d77
M,

ifadesine dayali iteratif bir metot izlenir. Newton-Raphson metoduna dayanan

IRLS kullanildiginda,
b=(X"VX)'X"Vz’ den
¢cOziim elde edilir.

Newton-Raphson metoduna dayanan IRLS asagidaki adimlarla verilebilir

(Montgomery ve ark., 2001).

1. B’nin bir baslangi¢ (b, ) tahminini EKK ile elde et;
V ve u’yii tahmin etmek i¢in b 1 kullan.

N, = Xb, olarak al.

0 Wb

1, 'a dayali olarak z,’i al.
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S. Yeni bir b, tahmini elde et ve uygun yakinsama kriteri saglanana kadar
iterasyona devam et.
p’nin tahmini olarak b, IRLS algoritmas: ile elde edilen son deger olsun.

Eger model varsayimlari (6rnegin, link fonksiyonunun secimi) dogru ise,
asimptotik olarak,

E(b)=p
oldugu gosterilebilir, c¢ilinkii b, (2.29) skor denklemlerinin ¢oziimiidiir.

Tahmincilerin enformasyon matrisi I(b), skor denklemlerinin varyansi ile

asagidaki esitlilkle verilir.

I(h) = Var{ X" (y —u)]} -2 Y2 (2.33)

1
a(p) [a)f

Burada V =diag{0'l.2}’dir ve 0., ,’nin bir fonksiyonudur ve dikkate alinan

dagilima bagimlidir. Bu nedenle b’nin asimptotik varyans-kovaryans matrisi,

Var) =1"'(b) = X" VX[ [a(®)] (2.34)

olarak elde edilir.

2.3.4. Log-olabilirlik oran istatistigi

flgilenilen modelin uyum iyiligini (goodness-of-fit) test etmenin ve
modelleri karsilastirmanin bir yolu, tahmin edilebilecek maksimum parametreyi
iceren ve doymug (saturated) model olarak adlandirilan daha genel bir modelle,
ilgilenilen modeli karsilastirmaktadir. Doymus model, ilgilenilen modelle ayni
dagilima ve link fonksiyonuna sahiptir ve aym zamanda maksimal ya da full
model olarak da adlandirilir.

Genel olarak m, tahminlenebilecek maksimum parametre sayisi olsun.

B,.. . doymus model icin parametre vektdriinii ve b ‘I maksimum

max > Broax
olabilirlik tahmincisini gostersin. L(b__ ,y) olabilirlik fonksiyonu, gdzlemler icin
ayn1 dagilim ve link fonksiyonuna sahip diger olabilirlik fonksiyonlarindan daha
biiyiik olacaktir. Ciinkii bu model verilerin en tam tanimim saglar. L(b,y),

ilgilenilen model i¢in olabilirlik fonksiyonunun maksimum degerini gostersin. Bu

durumda olabilirlik orani,
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LM, .;Y)
— N Tmax>J 7 2.35
" Ly (233)

olarak ifade edilir. Pratikte olabilirlik oraninin logaritmasi kullanilir ve bu ifade
asagida verilmistir.
log(») =1(b,,;y)—1(b;y) (2.36)
log(y) 'nin biiyiik degerleri ilgilenilen modelin, verileri doymus modele gore
zayif tamimladigi anlamina gelir.
2log(y), bir y* dagilimi gosterir. Bu nedenle istatistikte daha yaygin
olarak, log(y) yerine 2log(y) kullanilir. Bu deger Nelder ve Wedderburn (1972)

tarafindan sapma (deviance) olarak adlandirilmistir. Genellestirilmis modeller i¢in

sapma, artik kareler toplani (RSS) roliinii dstlenir ve uyum iyiligi testi

(goodness-of-fit) icin ve modelleri karsilastirmak icin kullanilabilir.
Nonparametrik ve toplamsal modeller icin sapma (deviance), modelleri ve

bu modellerin farklarin1 degerlendirmek i¢in kullanilir. Dagilim teorisi
gelistirilmemis olmasina karsin, x> dagilimi, modelleri karsilastirmak icin

referans dagilim olarak kullanilir (Hastie ve Tibshirani, 1999).

2.3.5. Sapma (deviance) icin érnekleme dagilim

Sapma (deviance), log-olabilirlik oran istatistiginde tanimlandig1 gibi,
D=2[l(b,,:y)—I(by)] (2.37)
dir. Eger b, B parametresinin en c¢ok olabilirlik tahmincisi ise (dolayisiyla

U(b) =0), yaklasik olarak,

l(ﬁ)—l(b)=—%(B—b)TI(b)(l3—b) (2.38)

olur. Bu durumda,
2[l(b:y) ~1(B:y)]= (B=b) I(b)(B ~Db) (2.39)
istatistigi y°(p) dagilimina sahiptir. Burada p, parametre sayisin1 gostermektedir.

Sapma i¢in 6rneklem dagiliminin bu sonucundan,

D=2, :y)—I(b:y)]

2.40
—2fib, s y)~ 1B, )]~ 2Dy 1By ]+ 2B s —1Bry)]
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tiiretilebilir. (2.40) ifadesindeki koseli parantezler igindeki ilk terim bir y°(m)
dagilimina sahiptir. Burada m, doymus modeldeki parametre sayisidir. Ikinci
terim bir x*(p) dagilimma sahiptir ve p, ilgilenilen modeldeki parametre
sayisidir. Uglincii terim V:2[l([$max;y)—l([i;y)] ise, pozitif bir sabittir. Eger
ilgilenilen model verilere neredeyse doymus model kadar iyi uyum yapiyorsa bu

deger sifira yakin olacaktir. Bu durumda sapma (deviance) icin Ornekleme

dagilimi yaklasik olarak,
D=y’ (m—p,v) (2.41)

olacaktir. Burada v, merkezsel olmayan parametredir (Dobson, 2002).
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3. SPLAYN DUZELTME iLE REGRESYON

Bu boliimde nonparametrik ve toplamsal regresyon modelleri icin splayn
diizeltme ile piriizlillik ceza yaklasimi ele almmustir. Splayn diizeltmede
aciklayict degiskenin verilen tim degerleri olusturulan splayn fonksiyonu igin
diigiim noktalar1 olarak goz Oniine alinir. Nonparametrik ve toplamsal regresyon
modellerinde cezali hata kareler toplamina minimum deger veren fonksiyonun
uygun bir splayn olmasi bilgisinden yola ¢ikarak, fonksiyonlar uzayinda ele alinan
optimizasyon problemi sonlu bir parametrik optimizasyon problemine

doniistiiriilebilir.

3.1. Nonparametrik Regresyon Modeli

y,=ft)+¢€, € ~N©O,0°),i=1,2,....,n (3.1a)

regresyon modeli géz oniine alinsin. Burada (y,,t,),i =1,2,...,n, gdzlem verileri;

f (@), kendisi, birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri [a,b] parcasinda siirekli olan
piiriizsiiz bilinmeyen bir fonksiyon; &, i. hata terimidir.

t,,t,,....,t, noktalarinin [a,b] parg¢asinin i¢inde olup, a <t <t, <..<t, <b

kosulunu sagladig1 varsayilir. y,,y,,...y, ise bu diigiim noktalarina uygun

gozlem degerleridir ve n >3 diir.
Cezali en kiiciik kareler problemi ele alinsin. ikinci mertebeden siirekli

tiireve sahip fonksiyonlar uzayinda
n 2 b
Y{v-r@} +A[{f @Y d (3.22)
i=1 Y

cezali hata kareler toplamimi minimum yapan fonksiyon bulunur. Burada 4 >0
sayisina diizeltme parametresi denir. A=0 oldugunda (3.2a) minimizasyon
problemi  f(¢,)=y, kosullu enterpolasyon problemine doniisiir. A — o
oldugunda (3.2a) minimizasyon problemi, dogrusal regresyon uyumunu verir
(f"(®)=0, re[a,b]).

Y=Yy s E=(f @) f)en [, ve  &=(£,6,,..,8,)

vektorleri tanimlansin. Bu durumda (3.1a) regresyon denklemi asagidaki gibi

yazilabilir:
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y=f+e, &~N(0,05°T) (3.1b)
(3.2a) cezali hata kareler toplaminda ceza teriminin yerine (2.10) ifadesi yazilirsa

S(fH=@-0"(y-)+ AH'Kf

3.2b
=f"I+AK)f -2y’ f+y'y (5:20)

kare formu elde edilir. A>0 sayisi igin AK yar pozitif tanimli matris

oldugundan, (I+AK) kesin pozitif tanimli matristir ve (3.2b) kare formunun bir
tek minimumu vardir ve bu minimum (3.3) esitliginde verilmistir.
f=1+AK)'y (3.3)
Burada S, =(I+AK)"' matrisine diizeltme matrisi denir. S,, (3.1a) regresyon
denklemi i¢in ayn1 zamanda sapka (hat) matristir ve i=E(y)=f =Sy.
(3.3) formiilii ile hesaplanan f=(f, f,...., fn)T vektorii  ile

f@)=f., i=12,..,n enterpolasyon kosullar1 tanimlanir.

Teorem 3.1. (Reinsch, 1967) n=3 olsun ve t,t,,..,t, noktalarinin

a<t <t,<..<t,<b kosullarim sagladigim varsayalm. y,y,,..,y, gozlem
degerleri ve A>0 sayist verildiginde, f , f=1+AK)'y deger-vektorii ve

t,t,,....t, digiim noktalarina gore, f(ti): f; kosullu bir dogal kiibik splayn

29eeesly

1
olsun. Bu durumda Vf € C*[a,b] igin,
S(FHS(f) (3.4)
olur. (3.4)’deki esitlik yalniz ve yalniz f ve fayn1 oldugunda saglanir.
Bu onemli teorem, (3.2) cezali hata kareler toplaminin minimumunun bir
dogal kiibik splayn oldugunu gosterir. Bu dogal kiibik splayn, t.,t,,...,t, diigiim
noktalar ve (3.3) deger-vektoriiyle tammlanan  f(t,)=f,, i=L12,...,n kosullu

enterpolasyon splaymdir.

3.2. Semiparametrik (Kismiparametrik) Regresyon
Her bir y,i=12,..,n gozlem degerine p+1 agiklayict degiskenin (p-

boyutlu bir x; vektdrii ve bir ¢, skaleri) uygun oldugu varsayilsin.
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y, =X, B+ f(t,)+&, & ~N©O,0%) (3.5)
seklinde ifade edilen regresyon modeline semiparametrik regresyon modeli denir.
B, regresyon katsayilarinin p boyutlu vektorii; f(-)e C*[a,b], ikinci mertebeden
stirekli tiireve sahip tahmin edilecek bir piiriizsiiz fonksiyon; &,, hata terimidir.
(3.5)°de, X,TB modelin parametrik kismini, f(¢,) ise nonparametrik kismini ifade

eder. (3.5) modeli icin cezali hata kareler toplamu,
n , b

SB. )= {n—x"B-F@)} +A[{f 0} di (3.60)
i=1 a

seklindedir. Semiparametrik regresyonda gozlem noktalar (y,,x,.t,),i=L12,...,n
seklinde ifade edilen p+2 boyutlu noktalardir. Burada ¢, i=1,2,...,n diigtimleri
icin a<t <..<t <b kosulu saglanmayabilir. Diger bir ifadeyle, iist iiste diisen
(tekrarlanan) diigiim noktalan olabilir. Bu yetersizligi ortadan kaldirmak icin N

benzerlik matrisi kullanilir. ¢,z,,....,¢, noktalarimin artan degerleri sirasi

>"n

815 835-+» 8, Olsun (¢ <n). N matrisi s6yle tanimlanur:

1 egers, =5,

NU = _ i=12,...n j=12,...,q
0 egers, #5;

N matrisi, nXq boyutlu matristir. Bu matrisinin her satirimin sadece bir elemani
1, kalan elemanlar1 ise sifirdir. j. siitunda s i elemanina esit olan f,’ler i¢in 1,
kalanlar1 ise 0’dir. Benzerlik matrisi kullamilarak, (3.6a) cezali hata kareler

toplam1 asagidaki gibi yazilabilir.

S@B. f)=(y—XB-Nf)" (y=XB-Nf)+ A[{/ ()} dr

b
J { f ”(t)}z dt =f"Kf oldugu bilinerek, (3.6a) ifadesi (3.2b) kare formuna benzer

olarak,
S(B.f)=(y-XB-Nf)' (y-Xp-Nf)+g'Kg (3.6b)

seklinde yazilabilir. (3.6b) kare formunun minimizasyon problemi, asagidaki blok

matrisli denklemin B ve f ¢6ztimiiniin bulunmasi problemine getirilir.
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X’X X'N B] [X" -
N'X N'N+4K | |7 |IN [ -7)

X matrisi tam siitun rankl ise ve i =1,2,...,n i¢in &, +J,t, dogrusal formuna esit

olan bir XiTﬁ dogrusal kombinasyonu yok ise (3.7) denklemler sisteminin bir tek
¢Ozliimil vardir ve

{XTX X'N }

N'X N'N+/K
matrisi herhangi bir 4>0 i¢in pozitif tanimli matristir (Green ve Silverman,

1994). Bu kosullar, (x;,1,z,) aciklayic1 degiskenlerine sahip tam parametrik

dogrusal model i¢in en kiiciik kareler tahmincisinin tek olmas1 kosullardir. (3.7)
ifadesi, p+¢g denklemler sistemidir ve bu sistemi dogrudan ¢6zmek biiyiik boyut
nedeniyle elverisli olmayabilir. Bu nedenle, farkli niimerik yontemlerin kullanimi

faydalidir.

Backfitting (Geri Uyum) Algoritmasi
(3.7) denklemler sistemi,
X"XpB = X" (y—Nf) (3.8)
(N'"N+AK)f =N' (y - Xp) (3.9)
matris denklemler cifti seklinde yazilabilir. (3.8)’de f bilindiginde, y,’den

f(t,)=(Nf), cikartilarak B en kiiciik kareler yontemiyle bulunabilir. Tersine, B

bilindiginde, (3.9) denklemi y, —XI.T|3 formlarina gore kiibik splayn diizeltmeyi
gerceklestirmeye imkan saglar.

Backfitting olarak bilinen iterasyon prosediirii Gauss-Seidel metoduna
benzemektedir (Friedman ve Stuetzle, 1981; Buja ve ark., 1989). (3.8) ve (3.9)
denklemleri kullanilarak, (3.7) i¢in backfitting iterasyonu asagidaki gibi
yazilabilir.

£ =(N'"N+AK)"'N" (y = Xp"™") (3.10)
B =(X"X)"' X" (y - Nf™) (3.11)
(3.10), (3.11) iteratif siireci herhangi bir ' vektoriinde baslatildiginda, (3.7)

denkleminin tek ¢oziimiine yakinsar (Green ve Silverman, 1994). (3.10) ve (3.11)
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siirecinin her bir dongiisii, denklemleri hesaplama acisindan kolaydir ve
geleneksel metotlarla ¢oziilebilir. (3.11), basit en kiiciik kareler denklemlerini,
(3.10) ise A parametreli, ¢, noktalarinda gozlem degerleri y, —XI.T|3 olan splayn

diizeltme problemini icerir. (3.10) problemi Ornegin, Reinsch algoritmasi

(Reinsch, 1967) kullanilarak, O(n) islem oraninda yerine getirilebilir.

Direkt (Dolaysiz) Metot (Green ve ark., 1985)
(3.9) denklemlerinden,

Nf =N(N'N+AK)'N' (y - XB)
oldugu bulunur. S,,
S, =N(N'N+K)'N" (3.12)
olarak tanimlandiginda,

Nf =S,(y-XB) (3.13)
yazilabilir. Burada (3.12) ile tamimlanan S, diizeltme matrisinin sapka (hat)
matris oldugu kanaatine varilir. (3.13) ifadesini (3.8) denkleminde g6z Oniine
alarak, PB’nin bulunmas: ic¢in, (kdsegen olmayan (I—S) agirlik matrisli)
genellestirilmis en kiiciik karelerin normal denklemleri alinmis olur:

X" I-S)Xp=X"I-S)y (3.14)
(3.14) probleminin ¢oziimii, S sapka (hat) matrisinin 6zel bant yapiya sahip
olmasindan dolayi, Reinsch algoritmasimin yardimiyla kolaylastirilabilir. (3.14)
pXp dogrusal sistemi O(p°) islem sonucunda standart metotlarla bulunabilir.

Son olarak (3.13)’den Nf hizli ve verimli olarak bulunabilir.
Direkt ¢oziim metodunun dezavantaji, onun ortogonal ayrisim
metodlariyla  birlestirilmesinin  miimkiin olmamasidir. Bu durum, hata

yuvarlanmasinin sonucu olarak biiyiik riske neden olur.

Speckman Algoritmasi
Kismi splayn regresyonunda alternatif bir metot, Speckman (1988)

tarafindan verilmistir . (3.5) semiparametrik modeli ele alinsin.

v =x,B+ft)+E (3.15)
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X, aciklayict degiskenlerinin (3.16) denklemi ile ifade edilen ¢, ’lerle bir
regresyon bagimliligi varsayilsin.
X, =&, +, (3.16)
Burada &, t degiskeninin vektor-piiriizsiiz fonksiyonudur; m,, hatalarin vektoriidiir.
f, fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin.
fe) =8 @)B+ (1) (3.17)
Bu durumda,
y; = fo(#;) +hata
seklinde yazilabilir. (3.15)’den (3.17) denklemi ¢ikartilirsa,
v — f,t) ={x,~ &)} B+hata (3.18)
denklemi elde edilir.

Verilmis A diizeltme parametresi i¢cin splayn diizeltmede S,, diizeltme
matrisi olsun. X, satirlar X,.T’ler (i=1,2,...,n), X ise satirlan E_,T(ti)’ler olan
matrislerdir. (3.18) ifadesi asagidaki siirecin (algoritmanin) ileri siiriilmesine
imkan saglamaktadir:

a) {f,(t)} ve X splayn diizeltmelerinin tahmini i¢in uygun olarak

sirasiyla, £, =S,y ve §=S,X"1 hesapla.

b) y=I-S,)y ve X=(I —S,)X artiklarim1 hesapla.

¢) (3.18)’e uygun olan § = Xp+hata dogrusal regresyon denkleminin B

tahminini bul:
B={X"X} X'y (3.19)

d) (3.19)’da elde edilen ﬁ ifadesini (3.15)’de yerine koyarak, y, —X,.Tﬁ

degerleri i¢in splayn diizeltme ile f tahmin fonksiyonunu bul.

Bu algoritma, (3.16) regresyon baghliginin makul olup olmamasina

bakilmaksizin uygulanabilir. (a) adiminda y ve X icin ayn1 S, diizeltme matrisi

uygulanmaktadir.

Speckman siirecinin sapka matrisini elde etmek i¢in tahminlenen degerler

vektori kullanilsin. Bu durumda,
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A=XB+S,(y-XB)=S,y+(I-S,)Xp
=S,y +(I-S)X{X'X} X" (1-8,)y

fi :[sl +5({5(T5<}‘1 f(T(I—Sl)}y (3.20)

olacaktir. Burada H=S§, + X{XTX}_I X"(I1-8,) sapka matristir.

Not: ¢,,i=12,...,n diglimleri i¢in a<t <..<t, <b kosulu saglandiginda (3.5)

regresyon denkleminin direkt ve Speckman metotlariyla tahmincileri uygun olarak

asagidaki formiillerle hesaplanir.
a) Direkt metot icin
B, = {XTX}_I XTy
f,=S,(y-XB,) (3.21)
n, =Xp,+f, =H,y

H, = [sl +X{X'x}" XT}
b) Speckman metodu icin
B, ={X"X} X"a-s,)y

f,=S,(y-XB,) (3.22)
ux :XB€+f€ :Hsy

H, = [Sl +X{X"X}" X’ (I—sﬂ)}

(3.21) ve (3.22) formiillerinde X = (I-S,)X dir. Burada H; ve H, matrisleri

uygun metotlarin sapka (hat) matrisleridir.

3.3. Splayn Diizeltme ile Toplamsal Regresyon Modelleri
Toplamsal (additive) model,

y=.f(t,)+¢ (3.23)
j=1

26



seklinde tanimlanir. Burada 1,1,,....,t, aciklayici degiskenler, y ise bagimh

P
degiskendir. & hatasi ¢,’lerden bagimsiz oldugunda E(g)=0, Var(€) = o’
kosullarin1 ~ saglamaktadir.  f; uygun ¢, degiskenlerinin piiriizsiiz  bir
fonksiyonudur.

Gozlem degerleri (yl.,t“,...,tl.p),i:1,2,...,n oldugunda, (3.23) modeli

asagidaki yazilabilir.
p
V=2 fi)re, =120 (3.24a)
j=l
veya vektor seklinde,

P
y=3f +e. (3.24b)
j=1

(3.24b) denkleminde f j:( S8 )5 fj(tnj))T n-boyutlu bilinmeyen Kkestirici

vektordir. y = (y,, ¥y, y,) Ve £=(&,&,,...€,) dir.

Toplamsal modelin 6nemli 6zelliklerinden biri, bir aciklayic1 degiskenin
yanit yiizeyine etkisinin diger degiskenlerden bagimsiz olmasidir. Pratikte bu p
sayida ayrilmis fonksiyonlarin yardimiyla, kestirici degiskenlerin yanita etkisi
incelenebilir.

Toplamsal modeller Friedman ve Stuetzle (1981) tarafindan ileri siiriilen
izdiisiim takip regresyonu (PPR-projection pursuit regression) modelinin 6zel bir
halidir.

Toplamsal modeldeki tahmin edilen fonksiyonlar dogrusal regresyondaki

B katsayilarina benzemektedir. Dogrusal modellerde karsiya ¢ikabilen tiim

zorluklarla (tuzaklarla) ilgili yorumlar toplamsal modellere de uygulanabilir.

3.3.1. Toplamsal modeller icin tahmin denklemleri

(3.23) toplamsal regresyon modelinin tahmini i¢in splayn diizeltme ile
piiriizliiliik ceza yaklasimi uygulandiginda, ikinci mertebeden siirekli tiireve sahip

fonksiyonlar uzayinda, verilmis A4; >0 diizeltme parametreleri ile
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i{y,- —Zp:f,(t,,)} +izj{fj”(z)}2 dt (3.25)

i=1 j=1

A

genellestirilmis cezali hata Kareler toplamini minimum yapan f;,j=12,...,p

kestirici fonksiyonlarini bulmak gerekir.

Teorem3.1’e  gore, (3.25) ifadesine minimum degeri veren f,

fonksiyonlarinin kiibik splayn oldugu kanaatine varilir. Bu durumda (3.25) cezali

hata kareler toplami asagidaki kare form seklinde yazilabilir:
P r P P T
y-2 8 | |y-2f [+ 2 ALK ], (3.26)
Jj=1 j=1 j=1
Burada K, f ; kestiricisine uygun ceza matrisidir ve tek bir Kkestirici

durumundaki K matrisine benzer olarak tanimlanir (Hastie ve Tibshirani, 1999).

(3.26) ifadesi f i j=12,...,p vektorlerine gore bir kare formdur. Bu ifadenin

f,’lere gore tiirevini sifira esitleyerek,

ﬂjKjfj—(y—ijJz& Jj=12..p (3.27)
J

denklemler sistemi elde edilir. (3.27) denklemler sistemi, tahmin denklemleri

olarak adlandirlir ve asagidaki sekilde yazilabilir:

I s S - §)\f S,y
S, 1 S, - S, |f S,y

:2 : :2 . :2 2 = 2 (3.28)
S, S, S, -~ S, S,y

Burada Sj:Slj:(I+ﬂjKj)_l,j:1,2,...,p uygun j. kestiricinin diizeltme

matrisidir. (3.28) denklemler sistemi dogrusal regresyonda normal denklemeler

sisteminin  benzeridir, burada S  katsayilari yerine (3.28)’i saglayan
f i j=12,..., p vektorleri aranir. (3.28) sistemi kisa sekilde,

Pf =Qy (3.29)
olarak yazilabilir. (3.28) ve (3.29), (npXnp)-boyutlu dogrusal denklemler

sistemidir. Biiyiik veri seti ve c¢ok sayida aciklayict degiskenin bulunmasi
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durumunda, (3.29) denklemler sisteminin geleneksel direkt metotlarla ¢oziimii
zorlagabildiginden, daha elverigli iteratif ¢oziim yontemleri onerilir.
(3.27) esitligi kullanilarak, (3.28) denklemler sistemi
f, =S, (y—ijj, k=12,..p (3.30)
Jj#k
seklinde yazilabilir. (3.30) ifadesi dogrusal denklemler sisteminin ¢oziimii i¢in

kullanilan Gauss-Seidel siirecinin f,f,,..f , vektorlerinin tahmini amaciyla, (3.28)

blok sistemine uygulanmasina imkan saglar.

Backfitting veya Gauss-Seidel algoritmast:
Tamimla: f, :fl.o, i=12,..,p
Dongii:
j=12,..,p
f,-=S,-(y—kaj (3.31)
=y
Kosul: Bireysel fonksiyonlar (vektorler) degismeyinceye kadar dongiiye
devam et.
(3.31) backfitting algoritmasinin yakinsakligi 6nemli problemlerden biridir
(Buja ve ark., 1989). Bu konuya aciklik getirmeden Once, calismanin bu

asamasinda, iki kestiriciye sahip toplamsal modeller ele alinmistir.

3.3.2. iKki diizeltici ile backfitting algoritmasi

Bir ¢ok uygulamada iki nonparametrik aciklayici degisken igeren
toplamsal modellerin incelenmesi gerekir. Diger taraftan, iki diizeltici iceren
regresyon modeli icin backfitting algoritmasi ile ilgili incelemelerin sonuglari
genelde p sayida diizeltici icin de genisletilebilir.

(3.23) regresyon denklemlerinde p=2 oldugu durumda (3.30) tahmin
denklemleri,

f, =S, (y-f,)
f,=S,(y-f)

sekline doniisiir. Bu denklemler,

(3.32)
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(I-SS,)f =S, (I-S,)y
(I-S,8))f, =S,(I-8))y

seklinde yazilarak, uygun ters matrislerin varligi durumunda,
f =(I-SS,)"'S,(I-S,)y

=(I-8, 2)_l ((1-8,) (3330

f,=(I-S,S,) S,(I-S))y

gibi tek ¢oziime sahip olurlar. Ters matrislerin varligi icin ||S1 Sz|| <1 kosulu ortak

bir kosuldur (Buja ve ark., 1989). (3.33a) ifadelerinin,
f, :{I_(I_Slsz)_1 (I_Sl)}y
f, :{I_(I_stl)_1 (I_Sz)}y

ifadelerine denk oldugu dogrudan kanitlanabilir.

(3.33b)

f'.f) baslangic vektorler oldugunda, (3.32) sistemine uygun backfitting
asagidaki siirecle gerceklestirilir:
fl(m) — Sl (y _fz(m—l))

3.34
£, =S, (y-£") R

Burada f"™ ve ", algoritmanin m. adimindaki tahmin vektorleridir. Tiimevarim
metoduyla m >1 durumunda (3.34a) formiillerinden,
m—1
£ =y-> (S8, I-S)y—(S,S,)""'S f,"”

j=0

(3.34b)

m=1
£ =8, (S,8,)’ A-S)y+8,(S,S,)" 'S f,”
j=0
oldugu goriilebilir. [|S, S, <1 kosulu saglandiginda f{"™, £{" yakisak olur ve bu
durumda (3.34b) formiillerinde m — o kosuluyla limite gecerek asagidaki
esitlikler bulunur:
£ ={I-I-S8,)"'d-S)}y
f,7=8,(1-88,)" (I-8))y (3.35)
={I-a-8,8)"a-8,)}y
(3.33b) ve (3.35) ifadelerinin ayn1 oldugu goriilmektedir. (3.35) ifadesini

kullanarak, p =2 durumunda (3.23) regresyon denklemi igin,
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E(y)=y=f"+£ = {I —-(I-S,)I-S,S,)"'d-s, )} y (3.36)
oldugu sonucuna varilir. Burada
H=1-I-S,))I-S8S,)"'d-8,),
(3.23) regresyon denklemine uygun sapka (hat) matristir ve bu matris S, ve
S, ’ye gore simetriktir.
Boylece eger ||S . Sz|| <1 kosulu saglamyorsa, (3.32) tahmin denklemleri

sistemi tutarlidir, ¢oziim tektir ve (3.34) backfitting algoritmast ¢oziime
yakinsamaktadr.

Iki bagimh t, ve t, gozlem vektorlii splayn diizeltme ile bir backfitting
algoritmas1 goz Oniine alinsin. Eger veriler kat1 kollineerlik sergiliyorsa (t, = ct,
seklinde ise) ||SISZ||=1 olur. Genel p-bagimli t,t,,...t veri vektorleri igin
||S1 Sz|| =1 kosulu dogrusal bagimlilik 6rnegidir. S, ve S, matrisleri simetrikse ve
ozdegerleri (—1,1] araliginda yer aliyorsa, (3.32) tahmin denklemleri tutarlidir ve

(3.34) backfitting algoritmast yakinsaktir. Bu durumda £ +£f{” toplami
baslangic f\” noktasindan bagimsiz olarak tek deger alir, ancak f™ ve £\ ayr
ayri farkli degerler alabilir (Buja ve ark., 1989).  Bdoylece eger S, ve S,
matrisleri, dzdegerleri (—1,1] araliginda yer alan simetrik matrisler ise, (3.32)
tahmin denklemleri en az bir ¢dziime sahiptir ve (3.34a) backfitting algoritmas1 bu
¢oziimlerden birine yakinsar. Bu ¢6ziim baslangig f” vektoriine bagimlidir.

Not: Kiibik splayn diizelticiler simetriktir ve 6zdegerleri (0,1] araliginda yer alir.
Bu nedenle de kiibik splayn diizeltmede tahmin denklemleri tutarhidir ve
backfitting algoritmas1 yakinsaktir. Eger ||SISZ||<1 ise coziim tektir ve f.”

baslangi¢ noktasindan bagimsiz olarak backfitting algoritmasi bu tek c¢oziime

yakinsar. Eger ”5132”21 ise ¢oziim vardir ve backfitting algoritmasi f.”

baslangi¢ noktasina bagimli olarak bir ¢oziime yakinsar.

Not: Dogrusal regresyonda X matrisi singular oldugunda (tam siitun rankl

olmadiginda), ﬁ tahmin vektorii tek olmasa bile ﬁ:Xﬁ i¢in tahmin tektir.
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§=£ +£) tahmininin tek olmasi durumu dogrusal regresyonun bu ozelligine

benzerdir.

3.3.3. Coziimiin varhg ve tekligi, Backfitting algoritmasinin

yakinsamasi

Bu asamada, genel p-diizeltici durumuna uygun (3.27) veya (3.28) normal
tahmin denklemler sisteminin ¢Oziimiiniin varlign ve tekligi problemi
incelenmistir.

R(S,) ile S; matrisinin aldig1 deger-vektorleri uzayr ve M, (S,) ile S,

matrisinin & 6zdegerlerine uygun 6zvektorlerinin olusturdugu uzay isaret edilsin.

(3.28) normal denklemler sisteminin tutarli oldugunu gostermek igin

Vye R" icin (3.29)’u saglayan f vektoriiniin varligi kanitlanmalidir. Burada

f=(.£,....f,)", np-boyutlu vektordiir.

Teorem 3.2 (Buja ve ark., 1989). Eger S, j=12,.,p dizeltici matrisleri,
ozdegerleri [0,1] parcasinda yerlesen simetrik matrisler ise, (3.28) normal

denklemleri Vye R" gozlemi icin tutarhdir.

Ispat: (3.28) sisteminin f ¢oziimii, (3.26) cezali hata kareler toplaminin minimum

noktasidir. Teoremde verilen kosullar saglandiginda herhangi bir ;€ R(S,) i¢in

ijK /£, 20 olur. Buna gére de (3.26) kare formu, f; € R(S ;) oldugunda herhangi

bir f vektorii i¢in negatif olmayan degerler alir. Kare form asagidan sinirl
oldugundan, onun en az bir minimum noktas1 ve buna gore de (3.28) sisteminin en

az bir ¢oziimii vardir.m

Not: Simetrik S; matrislerinin 6zdegerleri [0,1) araliginda yerlesirse, (3.28)

normal denklemlerinin c¢oziimleri asagidaki gibi yazilabilir (Breiman ve

Friedman, 1985).

f,=(1-8,)" sj(HZ(I—sj)"sjj y 3.37)
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Teorem 3.2’nin kosullar saglandiginda (3.28) tahmin denklemler sisteminin en az
bir ¢coziimii vardir. Bu durumda, ¢6ziimiin hangi kosullarda tek veya birden ¢ok

oldugu sorusu ortaya cikar.
(3.29) sistemi gz Oniine alinsi. f’g =0,g+#0 kosulunu saglayan
ge R™’ vektoriiniin var oldugu varsayilsin. Bu durumda Pf = Qy seklinde olan

(3.29) denklemlerinin sonsuz sayida ¢oziimii olacaktir, ¢iinkii {fj(.‘”) cj=1.., p}
(3.29) igin ¢oziim ise {f;“’)+cgj:j:1,...,p} de herhangi bir “c” igin ¢dziim
olacaktir.

I3g =0 kosulunu saglayan g vektorlerinin olusturdugu uzaya (3.28)
sisteminin mutabiklik uzay: (concurvity space) denir.

Iki diizeltici (iki nonparametrik degisken) durumunda ||SISZ|| <l ve
”st1”<1 kosullar1 ancak ve ancak mutabiklik uzayr bos oldugunda saglanir.
Boylece mutabiklik, backfitting algoritmasinin davranisinda 6nemli rol oynar.

S, j=L12,..., p matrisleri, dzdegerleri [0,1] araliginda yerlesen simetrik
matrisler olsun. M,(S;), S,, j=L2,.,p matrisinin 1 0ozdegerine uygun
Ozvektorlerin  olusturdugu uzay olsun. Bu durumda ancak ve ancak
g, €M), j=12,.,p ve g, =g +..+g, =0 kosullar1 saglandiginda IA’g:O
olur (Buja ve ark., 1989). Diger bir ifadeyle, mutabiklik (concurvity) ancak ve
ancak M (S;), j=1,2,..., p uzaylan dogrusal bagiml oldugunda ortaya ¢ikabilir.
Diger bir deyisle, hi¢c olmazsa biri sifirdan farkli 6yle g JEM (S j), j=12,..,p
vardir ki, g, =g, +...+g,=0"dir. Verilmis boyle bir dogrusal yozlagsma, (3.29)
sisteminin herhangi fl,...,fp ¢coziimii igin f) +cg1,...,fp +cg, seklinde ek
¢Oziimlerinin ortaya ¢ikmasini saglar.

Boylece, mutabiklik (concurvity) ancak 1 6zdegerine uygun 6zvektorler
uzaymin fonksiyonlarim icerir. Kiibik splayn diizelticileri i¢in bu 6zuzaylar her

bir kestiricinin dogrusal fonksiyonuna (vektore) uygundur ve bu durumda kesin

mutabiklik (concurvity) yalmz kestiriciler kesin kollineer oldugunda ortaya cikar.
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p-diizeltici durumuna uygun (3.31) backfitting algoritmasinin yakinsamasi

problemi ele alinsin. Concurvity tanimi bu soruna cevap vermekte yardimci olur.
C)Zdegerleri [0,1] araliginda yerlesen simetrik S 5 J=L 2,..., p dizelticileri ile
(3.31) backfitting algoritmas1 incelensin.

Eger S, diizelticileri i¢in concurvity uzayr bos ise bu durumda (3.31)

algoritmasi1 (3.28) denkleminin bir tek c¢oziimiine yakinsar. Eger concurvity
durumu var ise backfitting (3.28) denkleminin ¢6ziimlerinden birine (baslangic
noktaya bagli olarak) yakinsar.

3.3.2 ve 3.3.3 alt boliimlerinden sonug olarak sunlar 6zetlenebilir:
L. ki S, ve S, diizelticisi igin

a) Eger ||Sl Sz|| <1 ise bu durumda (3.32) tahmin denklemleri sistemi bir
tek coziime sahiptir ve (3.34a) backfitting algoritmasi bu tek ¢oziime
yakinsar (herhangi bir baslangi¢ nokta i¢in).

b) Eger S, ve S, oOzdegerleri (—1,1] araliginda yerlesen simetrik

matrisler ise (3.32) denklemlerinin en az bir ¢oziimii vardir ve

backfitting algoritmast bu ¢oziimlerden birine yakinsar. Co6ziim

baslangi¢ f\” noktasina bagimhdir.

IL S,....S, simetrik ve 6zdegerleri [0,1] parcasinda yerlesen diizelticiler
icin,
a) Herhangi bir ye R" ic¢in (3.28) tahmin denklemleri en az bir ¢oziime
sahiptir.

b) Asagidaki her bir kosul ayrilikta tahmin denklemlerinin concurvity

uzayimi verir:
b)) Pg=0,g=0

b)) 3g, e M (S)), j=12,...,p, g =g +..+g,=0

c) Eger concurvity uzayi bos ise (3.28) tahmin denklemlerinin bir tek

¢Oziimii vardir ve backfitting bu ¢oziime yakinsar.
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d) Eger concurvity uzayi bos degilse, (3.28) tahmin denklemlerinin en az

bir ¢6ziimil vardir ve backfitting bu ¢6ziimden birine yakinsar.

Semiparametrik Toplamsal Regresyon Modeli
(3.24) toplamsal regresyon modelinde terimlerden biri dogrusal
oldugunda, bu modele semiparametrik toplamsal model denir (Green ve

Silverman, 1994):

P
¥, :xiT|3+ij(tij)+gi, i=1,2,..,n (3.38a)
j=2
veya
P
y=XB+Yf +z (3.38b)
=2

Bu durumda, (3.28) normal denkleminde yer alan S, diizeltme matrisi f, = Xp

fonksiyonuna uygun olur ve
S, =X(X'X)" X" (3.39)
seklinde hesaplanir. (3.30) formiiliine gore, kK =1 oldugunda,
~ p ~
f,=S,|y-Df,
j=2
yazilabilir. Boylece (3.31) backfitting algoritmasi, (3.38) denklemleri i¢in de ayni

derecede uygulanabilir, sadece S, hesaplandiginda (3.39) formiiliinii dikkate

almak gerekir.

Diizeltilmis Backfitting Algoritmasi

Cogu diizelticiler, izdiisiim (projection) ve c¢ekme (shrinking) gibi iki
kisma sahiptirler. Ornegin kiibik splayn diizeltme kestiricileri, sabit ve dogrusal
fonksiyonlarin uygun birim 0©zdegerlerine sahiptir (izdlisim kismi), diger
Ozvektorler ise birden kiiciik 6zdegerlere uygundur (shrinking). Temel fikir, tiim
kestirimler icin izdiisiim islemlerini bir biiyiik izdiisiim isleminde birlestirmek ve
iteratif backfitting tipli islemlerde diizelticinin izdiisim olmayan kismini
kullanmaktir.

Bu diizeltmenin birka¢ avantaji vardir. Splayn diizeltme uygulandiginda,
bazi kestiriciler arasinda korelasyon olabilir. Tim izdisiimleri bir izdiisiim

isleminde birlestirmekle tiim fonksiyon egrileri benzer olarak tahmin edilebilir.
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G ; matrisi M (S,) lzerine ortogonal izdiisim yapan matris olsun, burada

M\(S,), ). S; diizelticinin 1 6zdegerine uygun 6zvektorleri uzayidir. Diizeltilmis

S ; matrisi,

Sj :(I_Gj)

seklinde tamimlanir. S ; matrisi M (S;) uzayr lzerindeki diizeltme degeri

bilesenini ¢ikarma etkisine sahiptir.

Algoritma: (Diizeltilmis Backfitting Algoritmast)

1.

2.

fl,...,f ) baslangic kestiricilerini tanimla ve f+ = fl +..+f ) olarak hesapla.
G, R"de M,(S))+..+M,(S,) lizerine ortogonal (dik) izdiigiim
oldugunda, g=G (y —f+) vektoriinii hesapla.

S, diizelticilerini kullanarak (y—g) icin backfitting tekrarlamalarini

(devirlerini) yap; Bu adimda toplamsal f+ = fl +..+f , glincellenir.
2. ve 3. adimlar1 yakinsama olana kadar tekrar et. Toplam uyum icin son

tahmin f, =g +f, olarak alinur.

Diizeltilmis backfitting algoritmasinin yakinsamasi ile ilgili asagidaki kosullar

saglanir (Hastie ve Tibshirani, 1999):

a.

S )= 1,..., p duzelticileri simetrik ise ve 0zdegerleri [0,1] araliginda yer

aliyorsa, g ve fl,...,fp vektorlerinin yakinsamasi anlaminda, diizeltilmis

backfitting algoritmas1 yakinsaktir.

Sl. diizelticileri ile diizeltilmis backfitting algoritmasinin £, ve
g,€MS,;) fonksiyonlari bakimindan yakinsak oldugu varsayilsin. Bu
durumda f; =g j+f ; Dbilesenleri S j*:G j+(I—G j)S ; duzelticilerine
uygun tahmin denklemlerinin ¢oziimiidiir.

Eger S, diizelticileri simetrik ise S j* =S, olur ve diizeltilmis algoritmanin

¢oziimi S, diizelticilerine uygun tahmin denklemlerinin ¢dziimii olur.
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d. Eger S, simetrik ve Ozdegerleri [0,1] parcasinda ise, bu durumda
S ;=S,-G; ve HS /H < 1°dir. Splayn diizelticiler bu 6zellige sahiptirler ve

splayn diizeltme durumunda diizeltilmis backfitting algoritmasi her zaman
yakinsaktir.
e. Tum agiklayic1 degiskenler icin kiibik splayn kullanildiginda G matrisi,

(l,xl,...,xp) tizerine en kiicilk kareler regresyonunun sapka (hat)

matrisidir.

P ~
f. Yakinsama sonucunda g= Zg ; aynsimu yapilirsa, f, =g, +f, final
j=1

bilesenleri bulunabilir. S, kiibik splayn diizeltici ise ve y baslangicta

verilmigse, bu durumda gj:ﬁjxj olur. Burada ﬁl,...,ﬁp, X,.0n X

.
izerinde y—f+’nin coklu dogrusal regresyonundan elde edilen

katsayilardir.

g A, =(1-§,)'S,, A:iz&j ve B=(I+A) A oldugunda (3.28)
=1

j

tahmin denklemlerinin ¢6ztimii asagidaki gibi yazilabilir.
f.=(1-BG) 'B(I-G)y ve g :G(y—ﬁ)

Bu formiiller asagidaki gibi birlestirilebilir:

f,={G+(I-G)(1-BG) ' B(I-G)}y
f=(1-§,) (y-g-f.) (3.40)
f,=g,+f,

p
Burada g, € M(S);) ve Zgj =g dir.

j=l

3.4. Diizeltme Parametresinin Secimi, Serbestlik Derecesi

Yukarida ele alinan, piiriizlillik ceza yaklasimi uygulanan regresyon
modellerinde, iyi (optimum) diizeltme parametresinin se¢imi 6énemli konulardan

biridir. Eger A ¢ok biiyiik segilirse veriler gerekenin iistiinde diizeltilmis olur, buna
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karsin A cok kiiciik segilirse diizeltme gercek durumun altinda olur. A
parametresinin optimum sec¢imi f tahmin fonksiyonunun, gercek f fonksiyonuna

miimkiin oldugu kadar yakin olmasin saglar.
Bu alt boliimde, nonparametrik regresyonda diizeltme parametresinin

secim kriterleri ve farkli serbestlik derecesi kavramlari verilmistir.

3.4.1. Diizeltme parametresinin se¢imi

(3.1) nonparametrik regresyon modeli i¢in diizeltme parametresinin se¢im

kriterlerinden biri olan capraz gecerlilik (Cross Validation—CV) fonksiyonu,

1 n AL 2
CV(&):;Z{% -7 (r,,)} (3.41a)
i=1
olarak tanimlanir. Burada f/{i , .y, gozlemi ¢ikanldiginda (3.1) modeli ile elde

edilen tahmin fonksiyonudur. (3.41a) formiilii ile tanimlanan capraz gecerlilik

skoru soyle hesaplanabilir:

N 2
_l |y = f@)
CV(A) = . ;{—1_%(1) } (3.41b)

Burada fﬂ(.), tim (7,,y,).i=12,..,n gozlemleri ve A parametresine uygun
splayn diizeltici, S,(4) ise (3.3) ifadesindeki S, =(I+AK)™"' diizeltme (sapka)
matrisinin i. kosegen elemamidir. Uygun A diizeltme parametresi, (3.41b)
fonksiyonunun minimumu probleminden belirlenir.

Genellestirilmis capraz gecerlilik (Generalized Cross Validation—GCV) ise
capraz gegerlilik fonksiyonunun diizeltilmis halidir ve diizeltme parametresinin
seciminde ¢ok yaygin olarak kullanilan bir metottur. Ik olara Craven ve
Wahba’nin 1979 yilinda yayimlanmis olan makalelerinde yer almistir. GCV skoru

yapilanmasinda temel fikir, CV skorundaki S, yerine, onlarin ortalamasi olan

ltr(S ,) ifadesinin yazilmasidir. Boylece GCV(A) fonksiyonu soyle tanimlanir:
n

BEY R AALE .
GCV(A) n;{l_w(sl)} -
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(3.42)’de ifade edilen GCV fonksiyonuna minimum deger veren A, uygun bir
parametre olarak secilir.

Eger tim S,(A) kosegen elemanlar: esit ise (6rnegin ¢, noktalar esit
araliklarla yerlesmis ise) bu durumda GCV ve CV ayni olur. Genelde ise bu iki
metot farkli sonuglar verir ve GCV skoru, diizeltme parametresinin se¢iminde
daha makul goriiniir (Aydin, 2005).

(3.42) seklinde ifade edilen GCV skor fonksiyonu asagidaki sekilde
getirilebilir (Green ve Silverman, 1994):

1 1=-5.4) Y RS
GCV(@):—Z(ﬁJ {v-7"w)}

n i=1 1_711tr(s/1)
Regresyon kaynaklarinda, sapka matrisin kosegen elemanlarma (S, (4),i=1,...,n)

kuvvet (leverage) degerleri denir. §,,, f, noktasindaki y, gdzlem degerinin f ()

tahmin degerine olan etki miktarii belirler. Son formiil GCV’nin CV skorunun
bilyiik kuvvet (leverage) degerine sahip noktalardan cikarilan artiklarin biraz
diisiik agirlikli hali oldugunu gosterir.

Mallows’un C, kriteri de diizeltme parametresinin se¢imi i¢in kullanilabilir

ve asagidaki gibi hesaplanir:
1
C,(A) =;||(sl ~1)y[ +20°(S,) + 0 (3.43)

(3.43) formiiliinde o bilinmediginde, onun farkli 6* tahminleri kullanilabilir
(Gasser ve ark., 1986). Omegin,

5., -]

A2 __IIN v
O-ﬁ'/ =

tr(l—Sﬂp)

Burada pilot (yonetici) A, degeri 6nceden CV veya diger bir kriterden
belirlenebilir.

(Hurvich ve ark.,1998) makalesinde klasik AIC (Akaike Information
Criteri) kriterinin diizeltilmis versiyonu olan diizeltilmis Akaike bilgi kriteri AICc,
A diizeltme parametresinin se¢imi i¢in tasarlanmigtir. Bu kriter asagidaki gibi

hesaplanir:
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[8: -1y 2frss0+1)
n—tr(S,;)—2

AIC.(A)=log (3.44)

Yukarida oldugu gibi, A parametresi (3.44) fonksiyonunun minimizasyonu

probleminden belirlenir.

3.4.2. Serbestlik derecesi

Klasik regresyonda serbestlik derecesi, modeldeki etkili parametre sayisi
ile belirlenir. Nonparametrik regresyonda tanimlanan serbestlik derecesi
kavramlar1 dogrusal regresyona benzer olarak verilebilir. Bu agidan ii¢ farkh

serbestlik derecesi tanimi verilebilir (Buja ve ark., 1989).

a. Dogrusal regresyon igin Zvar(fz,): po’’dir ve p-parametre sayisi

serbestlik derecesidir. Splayn diizeltmede ise covy =SS"c” oldugu igin,

serbestlik derecesi benzer olarak asagidaki gibi tanimlanabilir:
Tamm3.1. Diizelticisi S, olan nonparametrik regresyon modelinin
serbestlik derecesi,
df,(A)=1r(s,8,") (3.45)

sayisina denir.

b. Nonparametrik model icin § =S,y oldugunda artik kareler toplaminin
beklenen degeri,
E[(y—Sﬂy)T(y—Sly)J=[n—tr(ZSﬂ—SlTSl)}O'2—fT(I—Sl)T(I—Sﬂ)f

olur. Burada son terim sapmay1 gosterir. Dogrusal regresyon durumunda

bu ifadedeki birinci terim (n— p)’ye uygundur. Buna gore de serbestlik

derecesi soyle tanimlanabilir:

Tamm3.2. Diizelticisi S; olan nonparametrik regresyon modelinin
serbestlik derecesi,
df,()=1r(28,-8,S,") (3.46)

sayisina denir.
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c. r(S,), ortalama artik kareler (average squared error-ASR) i¢in C,

diizeltmesi olarak motive edilebilir (kullamilabilir). Ornegin C , istatistigi

A2
ASR'ye Z-2ir(S,) eklenerek diizeltilebili. Burada &°, o%'nin
n

tahminidir. Bu, dogrusal regresyonda hata kareler ortalamasina (MSE)
2p6”° eklenmesine benzerdir. Bu bakimdan tr(S,) dogrusal regresyonda

p-parametre sayisina karsilik gelir.

Tammm3.3. Diizelticisi S,; olan nonparametrik regresyon modelinin
serbestlik derecesi,
dfy(A)=1r(S,) (3.47)
sayisina denir.
Splayn diizeltmede serbestlik derecesinin (3.47) tanimi c¢ok popiilerdir
(Green ve Yandell, 1985; O’Sullivan ve ark., 1986; Silverman, 1985).
Not:
1. S simetrik izdiisim matrisi ise, r(S,), tr(2Sl—SlSAT) ve tr(SlSAT)
serbestlik dereceleri iist iiste diiser. Bu durum, dogrusal ve polinomial

regresyon diizeltmede ve regresyon splaynda ortaya ¢ikar.

2. S splayn diizeltici ise,
a. 1r(S,8,")<urS,)<1r(28,-8,8,")

b. (3.45), (3.46) ve (3.47) fonksiyonlarinin her iicii de A
parametresinin artan fonksiyonlaridir.

Yukarida tanimlanan serbestlik derecelerinden herhangi birisi diizeltme

parametresinin degerinin belirlenmesinde uygulanabilir. Bu, otomatik parametre

secimi yapilabilir olmadiginda, diizelticiler sinifinda ayarlanmis diizeltme

parametreleri arasindan se¢im icin makul bir metot saglar. Hesaplama agisindan,

S, matrisinin kdsegen elemanlarinin toplami olan df,(4)=1r(S,) avantaja

sahiptir (Buja ve ark., 1989).
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4. KUBIiK REGRESYON SPLAYNI iLE PURUZLULUK CEZA
YAKLASIMI

Splayn diizeltmede regresyon modelinin yapilanmasi i¢in elde olan gozlem

verilerindeki tim ¢, i=1,2,...,n noktalari, aranan splayn fonksiyonu i¢in diigiim

noktalar1 olarak kullanilir. Diger bir ifadeyle, splayn fonksiyonu taban
fonksiyonlarla ifade edildiginde bu taban fonksiyonlarin sayisi n’den az
olmamalidir. Incelenen problemde ¢ok fazla veri sayisi istenmedigi durumlarda,
splayn diizeltme ile regresyonda asir1 zorluklar ortaya cikmaz. Fakat veri sayisi
cok olan nonparametrik modellerde veya c¢ok degisken igeren toplamsal
modellerde bir dizi sayisal zorluk ortaya ¢ikabilir.

Bu boliimde regresyonda piiriizliiliik ceza yaklasimi igin, taban
fonksiyonlar1 kullanilarak regresyon splayn: modelleri ele alinmistir. Bu amacla
once, genel olarak, regresyonda tahmin fonksiyonunun taban fonksiyonlarin sonlu
dogrusal kombinasyonu seklinde aranmasi teknigi incelenerek, sonsuz boyutlu
minimizasyon probleminin sonlu boyutlu probleme (uygun bir kare formun
minimizasyonu problemine) doniisiimii aciklanmistir. Sonra ise kiibik splayn
taban fonksiyonlan kullamlarak, kiibik regresyon splayni modelleri incelenmistir.
Parametrik olmayan regresyon i¢in kullanilan bu teknik bir sonraki asamada
toplamsal ve genellestirilmis toplamsal regresyon modellerine uygulanmistir. Son
olarak, bir veya birka¢ degiskenin piiriizsiiz fonksiyonu olarak tahmin edilen ince

tabakali splayn regresyon modeli incelenmistir.

4.1. Cezali Regresyon Splaym ile Nonparametrik Regresyon

Cezali regresyon splayni fikrinin ortaya koyuldugu ilk makaleler olarak
Wahba, (1980) ve Parker ve Rice, (1985)’in calismalar1 6rnek gosterilebilir.
Splayn fonksiyonu taban fonksiyonlarin yardimiyla ifade edildiginde, agiklayici
degiskenler icin gercek veri seti yerine, splaynda ¢ok az diigiim noktasinin
kullanimi, hesaplamalarin 6nemli Olgiide kolaylagsmasina ve modelin tahmin
acisindan daha da esnek olmasina neden olur (Wood, 2002 ).

(3.1) nonparametrik regresyon modeli ele alinsin:
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v, = f(t)+€, & ~N(©0,6%),i=1,2,...n

, 4.1)
veyay =f+¢g, &~ N(,0°1)
t,t,,...,t, noktalarinin a<t <t,<..<t,<b kosulunu sagladigi varsayilir.
V1> Y,»--s ¥, bu diigiim noktalarindaki gozlem degerleridir (n=3).

Bolim 3’de, (3.1) regresyon modeli icin (3.2) cezali en kiiciik kareler
toplaminin minimum degerini bir dogal kiibik splaynda aldig1 ifade edilmisti. Bu
boliimde taban fonksiyonlar kullanilarak dogal kiibik splayn i¢in alternatif bir

gosterim incelenmektedir.

4.1.1. Taban Fonksiyonlar Yardimiyla Modelleme

Bir degiskenli f(¢) fonksiyonu asagidaki gibi aransin:
OEDN AN (4.2)
j=1

Burada {bj (0 j:1,2,...,m} uygun Ozelliklere sahip taban fonksiyonlar

kiimesidir. (4.1) modelinde y, ~ N(f(t,),0°) dir ve n-sayida (i=1,2,...,n)
gbzlem degerleri mevcuttur.
(4.1 ) regresyon modeli i¢in (3.2) cezali kareler toplami dikkate alinsin:
n 2 b
” 2
Y- r@} +AJ{r o) di (4.3)
i=1 w
Burada A, diizeltme parametresidir. f (t) tahmin fonksiyonu, ikinci mertebeden
stirekli tiireve sahip fonksiyonlar uzaymda (4.3) ifadesine minimum degerini

veren bir fonksiyondur ve bu fonksiyonun kiibik splayn oldugu bilinmektedir

(Reinsch, 1967). (4.3) ifadesi asagidaki gibi de yazilabilir:

|[Xo.~y| + e Ho (4.4)
b(1,)"

Burada, a=(a,,...a,) ; X=| I [} b)=[b),..p )] ve
b(t,)

Y=y y,) °dir. (4.4) ifadesindeki H matrisi, J(f)= j [f"®[ dt ceza terimi

hesaplanarak agiklanabilir. f”(z) ve [ f ”(t)]2 ifadeleri acik yazilsin:
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0= abln=p"""a
j=1
[0 =00 @) b’ @) a=a'b" @) b ()= a"S()a
Burada s,(t)=b, (b, (1), i, j=1,2,...m"dir ve S(t)= (s, (1)), mxm boyutlu bir
matristir. Bu durumda ceza terimi asagidaki gibi ifade edilebilir:
JI(fH=d (IS(r)dz)a:aTHa (4.5)

Burada H= IS(t)dt , mXm boyutlu bir ceza matrisidir.

Boylece (4.3) ifadesinin minimizasyonu problemi, (4.4) kare formunun

minimizasyonu haline gelir. (4.4) ifadesinin minimum noktasi
a=[X'X+H] X'y (4.6)

olarak bulunur. (4.2) ifadesine dayanarak, f (t)=a"b(t) seklinde tahmin edilir.

4.1.2. Kiibik Splayn Taban

En popiiler taban fonksiyonlarindan biri kiibik splayn tabandir. Bu
durumda da farkh alternatif kiibik splayn tabanlar1 vardir (Gu, 2002). Konunun iyi

anlasilmasi icin, burada kiibik splayn tabanlardan en basit olam1 kullanilmistir.

{xj 1j=1 2,...,m}, f (t) splayn fonksiyonunun diigiim noktalar1 kiimesi olsun.

b, (1) z‘t—x'; S,j:1,2,...,m; b,.,t)=1, b, ()=t seklinde ifade edilen (m+2)

sayida taban fonksiyonu i¢in,

m+2

f@0y=2 ab;(0) 4.7)

bir kiibik splayn fonksiyonunu olusturur. f(t)’in dogal kiibik splayn olmasi i¢in,
2.,=0, 0,x,=0 (4.8a)
j=l j=1

kosullarinin saglanmast gerekir. (4.8a) kosulu, Ca=0 seklinde de ifade

edilebilen bir kosuldur ve bu kosul acik olarak (4.8b)’de verilmistir.
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o ]
aZ
1 1.1 - 1 0O 0 4.8b
* * * * a = .
x x x - x, 00 :3 0 (4.80)
_arn+2_
1 1.1 - 1 00 . -
Burada, C=| , . . . , (2xm+2) boyutlu bir matristir. Bu
X x, x - x, 00

durumda, dogal kiibik splayn durumunda, (4.4) denklemine (4.8) kosullar
eklenmis olur.
Genel olarak, (4.4) denklemine eklenen (4.8) kosulundaki C matrisinin

(gxm) (g < m) boyutlu bir matris oldugu varsayilsin:
Ca=0. 4.9
(4.8b) ifadesinde ¢ =2’dir, m ise m+2’dir. Simdi C matrisi icin QR ayrisimi

yapilsin (Q"Q =QQ" =1I) (Golub ve ark., 1996):
cQ=[0 T,, | veya Q'C’ = i (4.10)
q.m—q 9.9 T ‘

Burada T matrisi (¢gXxg¢) boyutlu iist iicgen bir matristir. Q matrisi, Z matrisi
mXx(m—q) boyutlu, Y ise (mxgqg) boyutlu matrisler oldugunda, Q = [Z Y]
seklinde yazilabilir. (4.9) ve (4.10)’a gore,

cQ=C[z Y]=[cZ cY]=[0 T]
ve buradan,

CZ=0,CY=T 4.11)
olarak almir. (m—gq) boyutlu a, vektorii, a =Za, esitligini saglayan herhangi
bir vektor ise,

Co=(CZ)a,=0 4.12)

olur. Bu durumda (4.9) kosullu (4.4) minimizasyon problemi, kosulsuz problem

olarak asagidaki sekilde yazilabilir.

min [XZa., —y| + 10}, Z"HZa, 4.13)

(4.6) formiiliinde X matrisi XZ ile ve H matrisi Z'HZ ile degistirilerek,
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a, = [ZTXTXZ+/1ZTHZ]_1 7'X"y (4.14)
seklinde bulunabilir ve bu durumda, & =7Ze, olarak belirlenir (Wood ve

Augustin, 2002).

4.2. Regresyon Splayn ile Toplamsal ve Genellestirilmis Toplamsal
Regresyon Modelleri

Bu asamada, cezali regresyon splaynmi uygulanarak toplamsal ve

genellestirilmis toplamsal modellerin yapilanmasi incelenmistir.

4.2.1. Toplamsal Modeller

Kolaylik icin once iki diizeltici terime sahip olan toplamsal model ele

alinsin:
Y =B+ [t)+ ot + €, &~ N(©0,07) (4.152)
Burada (y,,t,,t,,),i=1,2,...,n gozlem degerleridir. (4.15a) modeli,
E(y)=p, =B+ [+ fr(t), v, ~ N(.07) (4.15b)
olarak ifade edilebilir. Bu denklemde f, ve f,, cezal kiibik regresyon splayni ile

aranan diizeltme fonksiyonlaridir ve (4.16) denklemi ile verilmistir.
il 9>
[O=2Bb,®, (=2 B,.,b,®) (4.16)
Jj=1 j=1

(4.16) ifadesindeki b, () ve b,,(-) taban fonksiyonlarinin, sirasiyla f, ve f, igin

kiibik splayn taban fonksiyonlar: oldugu varsayilir. (4.15) modeli i¢in cezali hata

kareler toplami agagidaki gibi ifade edilir:
D= Bo= £ = [0 + AU @)t + A4, [ U (@)l (4.17)
i=1

Bu asamada problem, (4.17) ifadesinin minimize edilmesi ve dogal kiibik splayn
olarak f, ve f, diizeltici fonksiyonlarinin bulunmasidir. Bolim 4.1°de ifade

edilen tasarimi gz Oniinde bulundurarak, (4.17) problemi asagidaki gibi ifade

edilebilir.

min|XB—y| + AB"Hp+ LB H.B (4.18)

Cp=0
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b, ()" b, ()"
Burada X= : : , nx(g,+g,+1) boyutlu bir matris oldugunda,
bl(tn )T bz(tll )T
b, (t)=[by )t @] s k=125 B=(By BB, By I3 H,, i=1,2
matrisleri (g, +¢, +1)x(q,+¢, +1) boyutlu kare matrislerdir ve C matrisi
6x(q, +g,+1) boyutlu bir matristir (Wood ve Augustin, 2002). C matrisinin ilk

dort satirt dogal kiibik splayn kosullari, son iki satir1 ise modelin kesin

tanmimlanmasi kosullaridir:
Zfl(xli):()’ ZfZ(XZi):() 4.19)
i=1 i=1

A, ve A, diizeltme parametreleri, her iki terim igin serbestlik derecesinin

etkisini belirlemede, 6zel yontemlerle bulunur (Wood, 2004). Bu konuya sonraki

boliimlerde deginilecektir.

Verilmis A ve A, diizeltme parametreleri i¢in (4.18) ifadesindeki kare

form S=AB"H,B+ 4B H,B olarak tanimlanarak, asagidaki sekilde yazilabilir:

o

Burada B matrisi B'B=S esitliligini saglayan kok matristir. Tek diizeltici

2

[xp-y| +p"Sp =

durumuna benzer olarak, son ifadenin sag kisminin P’ya gore minimizasyonu
siradan en kiiciik kareler problemidir ve standart dogrusal regresyon modeli gibi
¢oziilebilir. Sonug¢ tahmin ﬁ =By ’dir. Burada B,

B=(X"X+ A Hp+Ap H,B) X"

seklinde ifade edilebilir. Bu durumda, p= Ay ve A sapka (hat) matrisi,

A=X(X"X+AB"H B+ 1P H,p) X .

4.2.2. Genellestirilmis Toplamsal Modeller (GAM)

(4.15) toplamsal modeli genellestirilmis toplamsal modele $6yle
genisletilebilir:
g(u)=XB, Y, ~ ustelaile (4.20)
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Burada X, Boliim 4.2.1° de yapilanan toplamsal modelin tasarum matrisi, g ise
piiriizsiiz monoton “link” fonksiyonudur. (4.15), (4.20) genellestirilmis toplamsal

modelini olusturur. Diizeltici f, fonksiyonlarinin kestirimi i¢in cezali log-

olabilirlik (log-likelihood) yontemi kullanilabilir:

1 .
1L,(B)=—1(p) +5(/11[3TH1[3 + 4,8 H,B) > min (4.21a)
(4.21a) formiilinde [(f)log-olabilirlik fonksiyonu [(B)= ZIOg[ Ja (y)] olarak
i=1
tanimlanir, burada f, (y,) ustel aileye uygun bir olasilik yogunluk fonksiyonudur
(Bkz., Bolum 2.3).
(4.21a) ifadesi kisa olarak asagidaki gibi yazilabilir.
1 :
1,(B)=—1(B)+- B"Hp — min (4.21b)

Burada H:ZZJH ; ve A, diizeltme parametrelerinin verildigi varsayilir.
i

1,(B) 1n minimizasyonu igin 3, lere uygun tiirevler sifira esitlenir:

al al 1 &y — 1 o
b =— % 4[HB] =—— y’—ﬂ’ﬁ+[HB]j:0.

aﬁj aﬁj / ¢ i=1 V(:ui) aﬂ]

Bo6liim2.3.’de anlatildigi gibi, alinan denklem, var(y,) teriminin hesaplandig1

varsayilarak, asagidaki dogrusal olmayan cezali en kiiciik kareler problemi olarak

coziilebilir.

5, = : (y,»—ﬂ,»)erBTHB_
o var(y;)

Negatif cezali log-olabilirligin minimizasyonu problemi, IRLS (Iteratively
Re-weighted Least Squares) algoritmasi yardimi ile gerceklestirilebilir (Nelder ve
Wedderburn, 1972). A ’ler verildiginde, pratikte modelin tahmini i¢in asagidaki
cezali IRLS (PIRLS) semasi1 kullanilabilir:

1. y’nin g ortalamasina bagl olan varyanst V(x ) olsun. Her bir k.

adimda,

2 = XpH + T (y — ) (4.22)

48



yapay veriyi (pseudodata) hesaplaymniz. Burada F[k], I“Ef] = g'(,u,.["])
olarak ifade edilen bir kdsegen matristir.

2. Asagida tamimlanan kosegen W agirlik matrisini hesaplayimiz:
-1
w,= T v |

3. Cezali maksimum olabilirlik kestiriminin iteratif ¢oztimiinii (ﬂ[k“] )

2
[ W (xB—21)|"+B"HB > min 4.23)

Cp=0

minimizasyon probleminden bulunuz (O’Sullivan ve ark., 1986;

Wood ve Augustin, 2002).
Yaygin olarak g linki log fonksiyonudur, bu durumda g’(x#)=u"" olur.

Gamma dagilimi igin ise V(u,) = 4’ dir.

4.3. Serbestlik Derecesi ve Diizeltme Parametresinin Se¢imi

Serbestlik derecesi ve artik varyans tahmini.

Diizeltme parametrelerinin Olgeklenmesi konusunda serbestlik derecesi
onemli rol oynamaktadir. Genellestirilmis toplamsal modellerde (GAM) serbestlik
derecesinin belirlenmesi i¢in farkli fikirler gelistirilebilir. Diizeltme parametreleri
sifira esitlendiginde serbestlik derecesinin, B ’nin boyutuna esit oldugu agiktir.
Diger ekstrem durumda, diizeltme parametreleri cok biiyiik oldugunda, model
asirt esnektir ve bu nedenle de farkli serbestlik derecesine sahiptir. Kurulmus
esnek modelin serbestlik derecesinin Olgiilmesi igin bir yol, etkin serbestlik
derecesinin  tr(A) olarak hesaplanmasidir, burada A sapka matristir.

Genellestirilmis toplamsal model icin sapka matrisi,

-1

-1
A:X(XTX+Z/LHI.] X" =X(X'X+H) X' (4.25)

olarak hesaplanir.
Serbestlik derecesinin belirlenmesi i¢in bir diger yaklasim B vektoriiniin

her bir bileseni icin cezay1 goz oniine almaktir, diger bir ifadeyle ayr1 ayr her bir

diizeltme fonksiyonu igin serbestlik derecesini kullanmaktir. Bu amagla,
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P= (XTX+ H)_1 X" matrisi tanimlansimn. Oyle ki, p =Py ve tr(A) =tr(XP) dir.
P ’nin i. satirt harig tutulup kalan satirlart sifirlanarak elde edilen matris P’ olsun.

Bu durumda P’y vektoriiniin i. bileseni £, kalan bilesenleri ise sifir olur ve
4

tr(A):Ztr(XPio)’dlr. Bu durumda, tr(XRO), i. parametreye bagh -etkili
i=1

serbestlik derecesi olarak diisiiniilebilir. Diger taraftan, tr(XRO) = (PX), oldugu

icin, model parametreleri i¢in etkili serbestlik derecesi vektorii
F=PX=(X'X+H) X'X

matrisinin esas kdsegenidir. Burada ¢tr(A) =¢r(F) oldugu da not edilmelidir. Ceza

terimi olmadiginda parametre tahmini f = (XTX)_IXTy formiilii ile verilir. Ceza
teriminin varligi durumunda ise tahmin vektorii
B=Fp=(X"X+H)'X"X(X"X)'X"y olarak verilebilir. Bu durumda F matrisi,

cezaslz parametre tahmincisini cezali tahminciye doniistiiren matristir.

YA . . P C .
F, = B, ifadesi, F, cezasiz f parametresinin birim degisimine uygun cezali

’ 9B,
,31’ nin degisim Olgiisiinii gostermektedir. Bu durumda, F,’nin nigin i.ceza
parametresi i¢in etkili serbestlik derecesi Olciitii oldugu anlagilir: Cezasiz
parametre 1 serbestlik derecesine sahiptir, ama cezalar F, faktorii yardimiyla

serbestligi etkili olarak kiigiiltiir.

Ozdes link ve normal hatalar durumunda dogrusal regresyona benzer

olarak, o™ asagidaki formiille tahmin edilebilir.

5 V- (4.26)
n—tr(A) ’

Burada tr(A) =tr(F) dir. (4.26) sapmasiz tahmin degildir, ¢linkii
Ely - Ay[*)= o*[n-20r(A) +tr(ATA) [+ 17D (4.27)
burada b = — Ap sapmayi tasvir etmektedir.

Genellestirilmis toplamsal model durumunda, 6lgek parametresi (artik

varyansi) cogunlukla Pearson-benzerlik 6l¢ek tamincisi yardimiyla tahmin edilir:
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. Zv(lai)_l(yi _lui)2
f=- .

n—tr(A)

Diizeltme parametresinin segcimi

GCV kullanilarak, A diizeltme parametresinin secimi igin etkili bir

yaklagim verilebilir (Wood ve Augustin, 2002; Wood, 2004). GCV degeri,

oo nly-Ay[

(4.28)
[n—tr(A)]2
olarak tanimlanir. Burada A sapka (hat) matristir (i = Ay doniisiimiinii yapan

matristir). (4.28) denklemindeki tr(A) iz degeri modelin serbestlik derecesini

tahmin eder. Dogrusal regresyonda sapka matrisi A:X(XTX)_l X" olarak

tanimlanir ve tr(A) = p degeri dogrusal modelin serbestlik derecesini (modeldeki
parametre sayisini) ifade eder. GCV degeri verilerin varyans tahmincisinin

artiklarin serbestlik derecesine orantisidir. V , diizeltme parametrelerinin (A’larin)

bir fonksiyonudur ve en iyi A’ :(210,...,2,:’) vektorii, V(A) fonksiyonunun

minimizasyonun probleminden bulunur. Wood (2004) makalesinde X=QR
ayristmi teknigini kullanarak, genellestirilmis toplamsal modelin diizeltme

parametrelerinin bulunmasini kolaylagtiracak bir yaklagim vermistir.

4.4. ince Tabakah Splayn (Thin Plate Spline-TPS)

Ince tabakali splayn (TPS) cok degiskenli diizeltme fonksiyonunun
tahmini problemi icin, giiriiltiilii gdzlemler verildiginde, ¢ok zarif ve genel bir
¢oziim yaklagimidir. TPS i¢in teorik temeller Duchon (1975, 1976, 1977) ve
Meinguet (1979)’in makalelerinde verilmistir. Bir sonraki bulgu ve uygulamalar
Wahba ve Wendelberger (1980), Hutchinson ve Bishof (1983) ve Seaman ve
Hutchinson (1985)’un makaleleriyle devam etmistir.

X d-boyutlu bir vektdr olsun. n-sayida (y,,X,),i=L2,...,n gozlemleri
kullanilarak, f(x) diizeltme fonksiyonunun tahmin edilmesi problemi ele alinsin.
v, =f(x,)+¢& (4.29)

&, , rassal hata terimidir.
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4.4.1. iki Boyutlu ince Tabakal Splayn

Kolay anlagilmasi bakimindan, ilk olarak d =2 kabul edilsin (xe R?*).
Bir ince tabakali splayn tanimlamadan once, bazi1 temel kavramlara ihtiya¢ vardir.
Bu nedenle re R icin asagidaki gibi bir 77(r) fonksiyonu tanimlansin (Green ve
Silverman, 1994):

er logr®, r>0ise
n(r)y=<16rx (4.30)

0 , dud

x=(t,z)€ R* igin asagidaki iic ¢, fonksiyon tanimlanir:

o (t,z2)=1
@ (t,2)=t (4.31)
P,(t,2)=z
Elemanlan T, =¢,(t,) olan (3xn) boyutlu T matrisi asagidaki gibi tanimlansin:
1 1 - 1
1 1 - 1
T= =\t t, -t (4.32)
Xl X2 oo Xn
Zl Zz LY Zn

Tamm 4.1. Uygun &, ve a; sabitleri i¢in f(x), ancak ve ancak

Fo0=3 8nx—x)+3 a0, 433)
i1 =1

formunda ise, f(x) fonksiyonuna Xx,...,X, noktalarinda bir ince tabakalr splayn
(TPS) denir. Ek olarak, & =(,,...,d,) vektorii i¢in,
Té6=0 (4.34a)

kosulu saglandiginda f’ye dogal ince tabakali splayn denir.

Not: (4.32)’e gore, (4.34a) asagidaki kosula denktir.
>.6,=0, >.6x,=0 (4.34b)
i=1 i=1

(nxn) boyutlu bir E matrisi tanimlansin:

Y e e e 439

7’min (4.30) tanimina gore E, =0, i=1,2,...,n.

52



Bu asamada, dogal ince tabakali splaynin iki 6nemli 6zelligini verilsin

(Green ve Silverman, 1994).

Teorem 4.1 Asagida ifade edilen ceza terimi,

2 2 2
J(f):”(a f+2 o f +a JCJdtldt2 ceza terimi
*R2

at} oo, ot (4.36)
i. ancak ve ancak f dogal ince tabakali splayn oldugunda sonlu olur,
il. fdogal ince tabakali splayn oldugunda
J(f)=8"Ed (4.37)

kare formuna doniisiir.

Teorem 4.2. X,,X,,..,X,, R’ uzayinda kollineer olmayan farkli noktalar ve

n

2y Zy,---, 2, verilen sayilar oldugunda,
fx)=z,i=12,..,n (4.38)
kosullarini saglayan ince tabakal1 splayn vardir ve tektir.
Not: Teorem 4.2’nin ispat1 siirecinde (Green ve Silverman, 1994) uygun TPS nin,
TG
T 0 |la 0
denkleminin ¢o6ziimiinden belirlendigi goriilmektedir. (4.39) esitliginin sol

tarafindaki blok matris tam ranka sahiptir ve bu durumda (4.39) ifadesinin bir tek

(SOJ o
¢Oziimil vardir.
aO

Simdi verilmis (y,,X;),i=1,2,...,n gozlem degerleri icin cezali en kiiciik
karelerden, uygun TPS’nin bulunusu agiklansin:
S(f)=2 1~ ft)F +A7(f) = min (4.40)
(4.40) ifadesi, T ve E matrisleri ile ve (4.37) dikkate alinarak asagidaki gibi ifade
edilebilir.

min $(/f) = (Y-E6-T"a)' (Y—E5-T"a)+ 15"Es 4.41)

Té=0

(4.41) probleminin ¢6ziimii olan TPS’nin katsayilari,
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E+Al T 3_(Y] i
T 0]a) (0 (+:42)

denklemlerinden bulunur. (4.42) denklemleri tek bir ¢oziime sahiptir (sol

kisimdaki blok matris tam rankli oldugu icin). (4.42) denklemleri

= i

E'+iE ET"|(5) (B}l
TE TT" |\a) \T

denklemleri aliir, bu da & ve & nm (4.41) probleminin ¢6ziimii oldugunu

matrisiyle ¢arpilarak

gosterir. (4.33)’le tanimlanan f uygun dogal ince tabakali splayn olur.

4.4.2. d Boyutlu TPS

x vektorii d-boyutlu oldugunda (4.29) regresyon problemi ele alinsin. Bu

durumda f fonksiyonunun TPS tahmini problemi

S =|y—f]+A7,,(f) (4.43)
ifadesine minimum deger veren f fonksiyonu olur, burada y bilesenleri y,
verileri olan vektdr, f=[f(x,),..., f (xn)]T’dir, J,,(f) ceza fonksiyonu, A ise

diizeltme parametresidir. Ceza fonksiyonu asagidaki gibi tanimlanir:

TaN=]Jp 2 - d [ s jdxl...dxd (4.44)

Vi Va
Vit AV, 1!"‘Vd! axl ...axd

(4.44yde 2m>d kosulunun saglandigi varsayilir (Wahba, 1990). m=2 ve
d =2 durumunda (4.44) ifadesi (4.36) sekline doniisiir. (4.43) cezali hata kareler

toplamin1 minimize eden f fonksiyonu, m=2 ve d =2 durumundaki (4.33)

fonksiyonuna benzer olarak,
A~ n M
=2 0m,, (x-x[)+>a,0,x (4.45)
i=1 j=1

biciminde verilir. (4.45) ifadesindeki bilinmeyen ve tahmin edilen kat sayilar

vektorleri uygun olarakd ve o’dir. 8 icin Td=0 kosulu dogal kiibik splayn
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olur. ¢j ,

ij

o ) m+d-1
yaklasimini belirtir, burada T :¢j x), j=L,.M; M=

j=1,..,M fonksiyonlar1 R’ uzayinda derecesi m’yi asmayan polinomlar
olusturan lineer bagimsiz (taban) polinomlardir. ¢, ’lerin  olusturdugu
polinomlarda, (4.44)’le tanimlanan J,, fonksiyonu sifir degerini alir. Diger bir
ifadeyle, ¢, ’lerin olusturdugu alt uzay J,, fonksiyonelinin “sifir uzay1” olur.
m=2 ve d =2 durumunda M =3 ve ¢(x)=1, ¢,(x)=x,, ¢,(X)=x,. (4.45)" de
kalan taban fonksiyonlar asagidaki gibi tanimlanir.

F(d / z_m) 2m—d
22m7z.d/2(m_1)!r
(Dm+1+d/2
22 2 (i 1 m—d 12)!

d tek ise

M (1) = (4.46)

" log(r) d cift ise

m=2 ve d=2 durumunda (4.46) fonksiyonu (4.30) fonksiyonuna doniisiir.

(4.35)’e benzer olarak, elemanlart E; =7, (Hxi—xju) olan E matrisi

tanimlansin. Bu durumda (4.41)’e benzer olarak, ince tabakali splayn tahmincisi
problemi asagidaki gibi yazilabilir.

min §(f)=(Y ~E8~T"af (Y ~E5-T"a)+ 15"Es. 4.47)

To=0
TPS bir taraftan ideal bir diizelticidir: O Oyle tasarlanir ki, verilere uyum ile
piiriizliiliik arasindaki agirlik tam olarak bagdasmis olur ve bulunan fonksiyon
diizeltme hedefini en iyi bigimde saglamis olur. TPS’ nin tasariminda diigiim veya
taban fonksiyon sayisinin se¢imi gibi zor problemler ortaya ¢ikmaz, parametreler
dogal verilere gore belirlenir. Diger taraftan TPS uygulandiginda hesaplama
maliyeti biiylik olabilir, veri ¢ok oldugunda diizelticilerin parametre sayist da
biiyilir ve model tahmini i¢in islem say1s1 parametre sayisinin kiipiiyle orantili olur.
Bu durumda yiiksek maliyete neden olur. Bu nedenle, modelde cok az parametre
sayist kullanan regresyon splayni tercih edilmektedir (6zellikle biiyiik hacimli veri

kiimesi icin).
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4.4.3. Ince Tabakal Regresyon Splayn (TPRS)

Ince tabakali regresyon splaynda temel fikir, “sifir egimli” (o katsayilart
ile bagli) bilesenler degismeyinceye kadar, TPS’ deki “egim” (8 katsayilari ile
bagli) bilesenleri (wiggly components) uzayinin kisa kesilmesidir (Wood, 2003).
Burada esas énem (dikkat), 8 parametreleri uzayi tabanina verilmektedir. Ideal

tabanda verilmis herhangi & icin uyum ve ceza terimlerinin degisimi minimum

olur.

E matrisinin 6z-ayrisimi E =UDU" olsun, burada D matrisi E ’nin
siralanmis 6zdegerlerinden olusan kosegen matris, U matrisi ise siitunlart uygun

ozvektorler olan ortogonal matristir. U, , U matrisinin ilk k siitunundan olusan
matris, D, ise D matrisinin kXxk sol iist, alt matrisi olsun.
0=U,9, yazilarak &, U, matrisinin siitun uzayi ile kisitlansin. Sonug
olarak (4.47) problemi asagidaki gibi yazilabilir.
,min S(f)= ly-U,D,3, -Td| + 15, D,3,

T'U8,=0

(4.48)

Kisittan kurtulmak igin, 4.1.2 alt boliimiindeki (4.9)-(4.14) islemlerini gbz 6niine
alinarak, 6nce C=T"U, matrisi i¢cin CZ, =T"U,Z, =0 kosulunu saglayan Z,
ortogonal matrisi bulunur. Bu matris C' =U;T matrisi icin QR ayrisgtmindan
bulunabilir, ortogonal Q matrisinin son M siitunu Z,’y1 olusturur. 8, =Z,8

seklinde tammlanarak §,, bu M siitun tabanli uzaya smirlanir ve (4.47) kosullu

minimizasyon problemi asagidaki kosulsuz probleme doniisiir:
~ 2 ~ ~
min S(f) = ly-UD,2,5-Td| +1572,'D,2,3 (4.49)
Bu problem icin hesaplama karmasikligi O(k>) oranindadir. (4.49) probleminden

d belirlenerek, 8=U,Z,8 ve (4.45) ifadesini kullanarak gerekli olan ince

tabakali splayn modeli olusturulabilir. E’nin tam o6z-ayrisimi O(n’)islem
gerektirir, bu da TPRS yaklagiminin yararimi olduk¢a sinirlamaktadir. Neyse ki

Lanczos siireci ile U, ve D, *nin bulunmas i¢in O(n’k) islem gerekmektedir.
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4.4.4. Tenzor Carpim Splaym

Yiiksek boyutlu uzayda diizeltme fonksiyonunu yapilandirma
yontemlerinden biri de bir degiskenli diizeltme fonksiyonlar1 ailesini kullanan
tenzor ¢arpum splayni yaklagimidir (Green ve Silverman, 1994; Wood, 2006).

(4.29) regresyon problemi goz Oniine alinsin:

yv,i=fx)+e, i=12,..,n (4.50)
Burada x; d-boyutlu bir vektordiir, diger bir ifadeyle f, d -degiskenli bir
fonksiyondur. Bu degiskenler arasinda istatiksel bir iligkinin oldugu ve
f fonksiyonunun degerini birlikte (bagimh olarak) etkiledigi varsayilir.

Kolaylik i¢in d =3 ve X, =(x,z,v) bicimde oldugu varsayilsin. x,z,v
degiskenlerine uygun ve kiibik taban fonksiyonlarla belirlenen bir degiskenli f,,

f,, f; fonksiyonlar1 asagidaki gibi tanimlansin.

H0 =Y aa (), £,2)=Y.8d,(), [0)=Y b o) 4.51)

4.51yde o, §j, B, bilinmeyen parametreler, a,(x), d ;(2), b.(v) bilinen
(kiibik) taban fonksiyonlaridir. f fonksiyonunun x,z,v degiskenleri arasindaki
iliski, (4.51)’de ifade edilen bir degiskenli fonksiyonlarin kat sayilarini etkiler. x
degiskeninin  fonksiyonu olan f’in x,z  degiskeninin fonksiyonuna

doniistiriilmesi i¢in, onun ¢, parametresi z degiskeninin fonksiyonu olarak d;(z)

92
tabani ile ifade edilebilir: 0{,(1):25.d (z). Bu durum, (4.51)’deki birinci

g
j=1

fonksiyonu kullanarak x,z degiskenlerinin
Q. D
fia(x,2)=Y.>"8,d (2)a,(x) (4.52)
i=l j=1

fonksiyonunu tiiretmesine imkanini saglar. Aym yaklagimla, J, parametresi v

degiskeninin  fonksiyonu olarak b, (v) tabam ile ifade edilebilir:
43

é‘l.j(v) :zé}jkbk (v) ve bu durumda x,z,v degiskenlerinin asagidaki fonksiyonu
j=1

tanimlanmis olur.
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a1 92 43
fraaezv) =23 > 8,b, (V) (D)ar, (x) (4.53)
i=l j=1 k=1

x,z,v degiskenlerinin (4.53) ile tamimlanan fonksiyonu bir degiskenli farkli ii¢
taban fonksiyonun carpimi ile ifade edilmistir. Bu (4.50) regresyon denklemindeki
f fonksiyonunun tahmini i¢in kullanilan splayn fonksiyonudur. (4.53) ifadesinde

4,Xq,Xq; sayida bilinmeyen J, parametreleri cezali en kiiciik Kkareler

toplamindan bulunurlar.

Tamm 4.2: a:X >R , d:Z — R fonksiyonlarinin fenzor c¢arpimi olan
a®d:XXxXZ — R fonksiyonu, a ® d(x,z)=a(x)d(z) bi¢giminde tanimlanir.

Taban fonksiyonlarin dogrusal kombinasyonu olarak tanimlanan
Uil 5]
fl(x)ZZOZ,ai(x), fz(Z):zé‘jdj(Z)
i=1 j=1

fonksiyonlarinin tenzor ¢arpimi ise asagidaki gibi tanimlanir.

a9 G D

[®f(x)=)Y8,a,®d,(x,2)=).> 8,d (2)a,(x). (4.54)

)
i=1 j=1 i=1 1

~
~.

Bu durumda (4.53) formiilii ile ifade edilen f,, fonksiyonu, (4.51)’ de verilen
fi» [, f; fonksiyonlarinin tenzor ¢arpimidir ve asagidaki gibi ifade edilir.

q, 4
1 72
f1 ®f2 ®f3(x,z,v) =i§1j215ijkai ®dj ®bk(X,Z,V)
(4.55)

9, 4 q
= ZEIJE 11(2 lgz‘jkbk (V)dj(Z)ai (x)

(4.54) ve (4.55) formiillerinde @, ®d; ve a,®d;®b, tenzor ¢arpimlari uygun
fi® f,(x,z) ve f,®f,® f,(x,z,v) fonksiyonlan i¢in g, Xg,sayida iki boyutlu
ve g, Xq,Xq, sayida ii¢ boyutlu taban fonksiyonlarin1 olusturur.

Tenzor carpimi tabanim kullanarak (4.36) ceza terimi degerlendirilebilir.

d =3 ve X, =(x,z,v) oldugunu varsayarak, bu amagla dnce (4.55) ifadesindeki
marjinal f,, f, , f, diizeltme fonksiyonlar i¢in ceza teriminin degerlendirilmesi

g0z Oniine almsin. f;, f,, f, diizeltme fonksiyonlari, onlarin degiskenlerine
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uygun olarak f_, f, ve f, olarak isaretlensin. Bir degiskenli bu fonksiyonlar i¢in
uygun marjinal ceza terimleri

J(f)=a'Sa, J (f)=8838, J,(f)=B"SB (4.56)
formunda olur. (4.56)’da S’ ler uygun ceza matrisleri, o, 8 ve B uygun marjinal

diizelticilerin kat say1 vektorleridir.

Kiibik  splayn  durumunda,  Ornegin  J (f)) ceza  terimi

2 2
J.(f) :L(a %c 2) dx olarak tanimlanir. Simdi f, . (x,z,v) fonksiyonunda z

ve v’yi sabit tutularak, xdegiskeninin olusturulan fonksiyonu f,  (x) ile
isaretlensin. Benzer olarak f, (z), f,,.(v) bir degiskenli fonksiyonlari
tanimlanir. Bu durumda f, ., (x,z,v) fonksiyonuna uygun genel ceza terimi dogal
olarak asagidaki gibi tanimlanabilir:

I = A T frdzdv 4 A T (fa)drdv+ A [ T, (f )dvdz (4.57)

Burada A’lar diizeltme parametreleridir. Kiibik splayn yaklasimi Orneginde

marjinal ceza terimleri kullanilarak (4.57) ifadesi s0yle yazilabilir:

J(f)= L,Z,v/@(az% zjzmz [82% zjzm‘(az%v ij dxdzdy (4.58)

(4.58) integralinin sayisal degerlendirilmesi dogrudan yapilabilir. Ornegin,

il
fu.,(x)  fonksiyonu fxlz,v(x)=Zai(z,v)a,(x) bigiminde yazilabilir ve

i=1
o(z,v)=M_PB esitliligini saglayan M_ matrisi bulunabilir, burada B belirli
stralanmis £, katsayilarimin vektoriidiir. Bu nedenle
J (fo)=a(z0)'S a(z,v) =B M, S M_B

ve buradan
[ 7. (fu v =B ([ MLS M, dadv)B. (4.59)

Benzer olarak, (4.57) ifadesindeki ikinci ve liciincii integral terimleri (4.59) kare
formu bi¢iminde yazilabilir. Sonug¢ olarak (4.57) genel ceza terimi B katsayilar

vektoriiniin bir kare formuna doniisiir (Wood, 2006b).
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5. SPLAYN DUZELTME VE REGRESYON SPLAYNI iLE UYGULAMA

Bu boliimde, evlerin bazi 6zelliklerinin satis ve kira fiyatlarina etkisi ve
hava kirliliginin 6liim iizerindeki etkisi gibi iki farkli simif problemde regresyon
plriizliiliik ceza yaklasimi uygulanmistir. Evlerin satis ve kira fiyatlar ile ilgili
problemde splayn diizeltme yaklasimi ile toplamsal modeller, ikinci problemde ise
regresyon splayni ile genellestirilmis toplamsal modeller (GAM) ele alinmistir.

3

Uygun “en iyi “ modeli belirlemek icin basit dogrusal regresyon modellerinden
baslayarak, her asamada daha da karmasik olan farkli nonparametrik regresyon
modelleri incelenmistir. Yapilan uygulamalarda R ve S—-P1lus paket programlari

kullanilmastir.

5.1. Evlerin Ozelliklerinin Satis Fiyatlar: ve Kira Fiyatlar1 Uzerindeki

Etkisinin Splayn Diizeltme ile incelenmesi

Evlerin satis ve kira fiyatlariin belirlenmesinde, evlerin baz1 6zellikleri
onemli bir rol oynar. Bu ozelliklerin evlerin satis ve kira fiyatlarin1 nasil
etkilediginin bilinmesi, konut yatinmcilaria ve kiracilara rehber olmasi agisindan
onemli bir etkendir. Bu amacla calismada iic uygulamaya yer verilmistir: i)
Kanada’daki evlerin o6zelliklerinin satis fiyatlar: tizerindeki etkisinin splayn
diizeltme ile incelenmesi, ii) Eskisehir’deki evlerin ozelliklerinin satig fiyatlar
tizerindeki etkisinin splayn diizeltme ile incelenmesi, iii) Eskisehir’deki evlerin
ozelliklerinin kira fiyatlar: tizerindeki etkisinin splayn diizeltme ile incelenmesi.

Bu uygulamalarin ayrintilar1 asagida aciklanmaktadir.

Uygulamal: Kanada’daki Evlerin Satis Fiyatlari ve Ozellikleri (Omay ve ark.,
2006a)

Calismada kullanilan veriler, Kanada’nin baskenti Ottawa’da 1987 yilinda
satilan 92 miistakil evin satig fiyatlar1 ve evlerin karakteristiklerini gosteren
degiskenlere iliskin gozlem degerlerinden olugmaktadir. S6z konusu veriler

http://www.chass.utoronto.ca/~yatchew/ den alinmis olup, ¢alismada yer verilen

degiskenler asagidaki gibi tanimlanmistir:
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SF (Saleprice): Evin satis fiyati (dolar)

SD (Fireplac) : Somine i¢in yapay (dummy) degisken

GD (Garage) : Garaj i¢in yapay degisken

BD (Luxbath) : Banyo i¢in yapay degisken

NKA (Usespace): Evin net kullanim alani (square feet)

AU (Disthwy) : Evin ana yola uzakligi

KG (Avginc) [lgilenilen semtte yasayan insanlarin ortalama geliri (dolar)
BKA (Lotarea): Evin bahge dahil briit kullanim alani

Uygulamada kullanilan modeli degerlendirmek i¢in, elde edilen uygun
model (incelenen modeller icinde en iyisi) ile yapilan tahmin sonuglari,
degiskenlerin tamaminin dogrusal olarak yer aldigi ¢ok degiskenli parametrik
regresyon modeli, diizeltme gerektirmeyen yapay (dummy) degiskenler disinda
kalan tiim degiskenlerin modelde yer aldig1 toplamsal regresyon modeli ve hem
yapay degiskenlerin hem de nonparametrik degiskenlerin yer aldig1

semiparametrik toplamsal regresyon modeli sonuglari ile karsilastirilmistir.

Dogrusal Model

Tim agiklayic1 degiskenlerin, evlerin satis fiyatlar1 tizerinde dogrusal
etkiye sahip oldugunu varsayarak, asagida ifade edilen dogrusal model

kurulmustur.

SF, = B,+SD.3, +GD.3, + BD.3, + KG.B, + AU B, +
BKA B, +NKA 3, +¢

Bu modele iliskin 6zet istatistikler Tablo5.1’de verilmistir.

S.D

Tablo5.1’de goriildigi gibi, SD ve BKA degiskenlerinin evlerin satis
fiyatlar1 iizerinde istatistiksel olarak anlamli bir etkisi bulunmamaktadir. AU
degiskeninin ise satig fiyatlar1 iizerinde ters yonde bir etkisi gozlenmektedir.
Evlerin ana yola olan uzakliklarindaki bir birimlik artis evlerin fiyatinda 11.3268
birimlik bir azalisa neden olmaktadir. Buna karsilik diger degiskenlerin tiimii ile
evlerin satis fiyatlar1 arasinda ayn1 yonlii bir iliski mevcuttur. Ornegin, evlerin net
kullanim alanlarindaki bir birimlik bir artis, evlerin satis fiyatlarinda 30.8762

birimlik bir artisa neden olmaktadir. Ancak Tablo5.1’deki t-test istatistikleri ve bu
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istatistiklere karsilik gelen olasilik degerleri incelendiginde, SD ve BKA
degiskenleri %10 anlamlilik diizeyinde bile istatistiksel olarak anlamsizdirlar.
Diger taraftan, bu dogrusal model evlerin satis fiyatlarindaki degismelerin sadece
%49.98’ini  aciklayabilmektedir. Bunun yani sira hata kareler toplami
(HKT=46959) ve esdeger olarak, sapma (deviance) degeri (46959.46) oldukca
yiiksektir. Bu durumda, dogrusal parametrik modelin evlerin satis fiyatlar
tizerinde etkili olan degisken etkilerini belirlemek icin yeterli olmadig1 sonucuna
varilabilir. Bu sonugtan yola cikarak bir sonraki adimda, mevcut degiskenler i¢in

semiparametrik toplamsal model olusturulmustur.

TabloS.1. Dogrusal regresyon modeline ait sonuglar

Katsayilar Standart Hata t-ist Pr(> |t| )

(Sabit terim) 68.0650 17.3367 3.926 0.000176

SD 6.7690 6.4285 1.053 0.295375

GD 12.9218 5.3483 2416 0.017856

BD 67.6431 11.0640 6.114 2.95e-08

KG 0.5886 0.2367 2.486 0.014888

AU -11.3268 5.6897 -1.991 0.049760

BKA 1.2333 2.2176 0.556 0.579601

NKA 30.8762 10.1304 3.048 0.003081
R*=0.5383, R} =0.4998 F =13.99 df=7ve 84), p = 6.804e —12

HKT=46959, Sapma (Deviance) = 46959.46

Anlamlilik: 0 “#*¥%*°0.001 “**0.01 “*’0.05 “’0.1 *’1

Semiparametrik Toplamsal Model

Calismada yer verilen yapay degiskenler fonksiyondaki egriligi
etkilemediklerinden diger bir ifadeyle, diizeltme gerektirmeyen degiskenler
olduklarindan modele parametrik kisim olarak dahil edilmistir. Diger taraftan,
bagimli degiskenle iliskisinin tiirii kesin olarak bilinmeyen diger degiskenler ise,
modelin nonparametrik kismini olusturmustur. Uygun semiparametrik modeli
belirleyebilmek icin hem yapay degiskenlerin hem de nonparametrik
degiskenlerin birlikte yer aldigi asagida ifade edilen regresyon modeli

kurulmustur.
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SF, = :BO +SDiﬁ1 +GDiﬁ2 +BDiﬁ3 +
HEG)+ [,(AU)) + f(BKA) + f,(NKA) + €,

Bu modele iliskin 6zet istatistikler Tablo5.2’de yer almaktadir.

(5.2)

Tablo5.2’de goriildiigli gibi, nonparametrik kistmda yer alan NKA
degiskeni istatistiksel olarak anlamli iken diger nonparametrik degiskenler
istatistiksel olarak anlamli degildir. Dolayisiyla bu degiskenlerin modele anlamli
bir katkis1 yoktur. Tablo5.2’nin parametrik kismi incelendiginde, parametrik
katsayilarin anlamli olduklar1 goriilmektedir. Nonparametrik degiskenlerin her
birini tek bir katsayi ile temsil etmek miimkiin olmadig icin bu modelde yer alan

nonparametrik degiskenler, ancak grafiksel olarak goriintiilenebilmektedir.

TabloS5.2. Semiparametrik toplamsal regresyon modeline ait sonuglar

Parametrik Kisim ‘
Katsayilar St. Hata t-ist. Pr(> |l‘ | )
(Sbt.Ter.)
SD 8.1572673 6.273291 1.30031 1.934946e-01
GD 13.1886327 5.296560 2.49002 1.27735e-02
BD 66.7286007 11.093612 6.01506 1.79835e-09
| Nonparametrik Kisim ‘
| Sd Npar Sd Npar F Pr (F) ‘
s(KG) 1 3 1.7385 0.16675
s(AU) 1 3 1.6516 0.18509
s(BKA) 1 3 1.3040 0.27977
s(NKA) 1 3 2.7247 0.05044
R*=0.8061276 Sapma (Deviance) = 35704.24

Anlamlilik: 0 “#*¥%*°0.001 “**°0.01 “*’0.05 0.1 * 1

Nonparametrik degiskenlerin modele istatistiksel olarak anlamh
katkilarinin olmamasi ve modelin yiiksek bir sapmaya (35704.24) sahip olmasi
nedeniyle, s6z konusu semiparametrik toplamsal modelin, evlerin satig fiyatlar
tizerinde etkili olan bagimsiz degiskenlerin belirlenmesinde uygun olmadigi
sonucuna varilmistir. Bir sonraki agamada, yapay degiskenlerin yer almadigi ve
diger degiskenlerin ise modelde nonparametrik olarak yer aldigi toplamsal model

olusturulmustur.
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Toplamsal Model

Yapay degiskenlerin yer almadigi ve diger tiim degiskenlerin
nonparametrik kestirici degisken olarak islem gordiigii toplamsal regresyon
modeli asagida ifade edilmistir. Bu tiir bir modelle yapilan tahmin sonuclari 6zetle
Tablo5.3’de yer almaktadir.

SE. = fL,(KG,))+ f,(AU,) + f,(BKA) + f,(NKA,) + €, (5.3)

Tablo5.3 incelendiginde, modeldeki dort nonparametrik bilesenin gosterdikleri
etkilerin tamaminin istatistiksel olarak anlamli olmadigi goriilmekte ve yukarida
bahsedilen modellere gore ¢ok daha yiiksek bir sapma (58491.08) icerdigi
gozlenmektedir. Ancak bu sapmalarin yapay degiskenlerin etkilerinin modelde
dikkate alinmamis olmasindan ileri geldigi soylenebilir. Acgik olarak
goriilmektedir ki, kurulan toplamsal model evlerin 6zelliklerinin satis fiyatin1 nasil

etkiledigini agiklamakta yeterli (uygun) bir model degildir.

Tablo5.3.Toplamsal regresyon modeline ait sonuglar

| Df Npar ‘ Df Npar F Pr(F)
(Sabit terim) 1 - - -
s(KG) 1 3 1.0140 0.39137
s(AU) 1 3 2.3712 0.07715
s(BKA) 1 3 1.1695 0.32711
s(NKA) 1 3 1.4540 0.23395
R* = 0.6530746 Sapma (Deviance) = 58491.08

Anlamhilik: 0 “*¥%#%°0.001 “**’0.01 “*’0.05 *’0.1 *’1

Uygun Semiparametrik Toplamsal Model

Su ana kadar incelen modellerin ele alinan problem i¢in iyi sonuglar
vermedigi goriilmiistir. Bu durum modele dahil edilen baz1 degiskenlerin
katkilarinin anlamli olmamasi veya dogrusal olarak alinan degiskenlerin gercekte
dogrusal bir etkiye sahip olmamasindan kaynaklanabilir. Bu nedenle c¢esitli
modeller olusturarak ve bu modeller arasinda karsilastirmalar yaparak probleme
en iyi ¢coziimil lireten model elde edilmeye calisilmistir. Bu amacla modele bazi
degiskenler eklenmis bazilar1 ise c¢ikartilmistir. Ayrica, dogrusal olarak islem

goren degiskenlerin bazilari nonparametrik olarak, bazilar ise parametrik olarak

64



ele alinarak ¢ok sayida model olusturulmustur. Elde edilen bu modeller arasindan
secilen en iyi model asagida ifade edilmistir.
SF, = ,+SD.3 +GD,3, + BD,3, + AU, 3, + NKA 5, +
H(KG) + f,(BKA) + &,

Bu modelle yapilan tahmin sonuclar1 Tablo5.4’de verilmistir.

(5.4)

Elde edilen uygun semiparametrik toplamsal regresyon modelinin
nonparametrik kisminda iki nonparametrik bilesen bulunmaktadir. Tablo5.4
incelendiginde, bu degiskenlerin istatistiksel olarak anlamli olduklar
goriilmektedir. Bu modelin parametrik kismi incelendiginde ise parametrik
degiskenlerin tamaminin istatistiksel olarak anlamli olduklar1 goriilmektedir.
Bununla birlikte, dogrusal parametrik modelde oldugu gibi bu modelde de evlerin
anayola uzakliklarimin satis fiyatlar1 iizerinde negatif yonde bir etkiye sahip
oldugu dikkati cekmektedir. Diger bir ifadeyle, evlerin anayola uzakliklarindaki
bir birimlik bir artis, evlerin satis fiyatinda 8.8009994 birimlik bir azalmaya sebep
olmaktadir. Buna karsilik diger degiskenlerin tiimii ile evlerin satis fiyatlar
arasinda ayn1 yonlii iliski mevcuttur. Kurmus oldugumuz uygun modelin belirlilik
katsayis1 incelendiginde, bu modelin evlerin satig fiyatlarindaki degismelerin

%94.10’unu aciklayabildigi gbzlemlenmistir.

Tablo5.4. Uygun semiparametrik toplamsal regresyon modeline ait sonuglar

Parametrik Kisim ‘
Katsayilar St. Hata t-ist. Pr(> |I | )

(Sbt.Ter.)
SD 3.547097 7.256323 0.4888352 6.24983e-01
GD 4.298754 6.130840 0.7011486 4.83103e-01
BD 58.221515 11.814254 4.9280749 8.30437e-07
AU -8.800994 6.844451 -1.28568 1.80159e+00
NKA 35.462532 11.505871 3.0821239 2.05593e-03

| Nonparametrik Kisim ‘

| Sd Npar ‘ Sd Npar ‘ F ‘ Pr (F) ‘
s(KG) 1 18 2.2165 0.02403
s(BKA) 1 34 2.0751 0.02033

| R’ =0.9410437 Sapma (Deviance) = 11708.88 ‘

Anlamhilik: 0 “*¥%#%°0.001 “**’0.01 “*’0.05 *’0.1 *’1
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(3.30) formiilii ile elde edilen nonparametrik kisim ¢ok sayida katsayi
icerdiginden diger bir deyisle vektor olarak elde edildiginden, onu parametrik
olarak ifade edebilmek miimkiin degildir ve bu nedenle nonparametrik bilesenler
ancak grafiksel olarak gosterilebilir. Dolayisiyla, evlerin satis fiyatlar iizerindeki

etkilerini gosteren egriler Sekil5.1°de gosterilmistir.
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SekilS.1. Evlerin satis fiyatlarinin (a) komsu gelirlerine (b) briit kullanim alanina gore
degisimi ve giiven araliklari

Elde edilen tiim modelleri incelemek amaciyla, s6z konusu modeller ile

yapilan tahmin sonuclarindan elde edilen bazi performans gostergeleri

Tablo5.5’de verilmistir.
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Tablo5.5. Modellerin belirlilik katsayilar: ve sapmalari

Modeller ‘ R’ | Sapma |
Parametrik Model ‘ 0.4998 | 46959.46 |
Semipar. Toplamsal Model ‘ 0.8061276 | 35704.24 |
Toplamsal Model ‘ 0.6530746 | 58491.08 |
Uygun S. Toplamsal Model ‘ 0.9410427 | 11708.88 |

Parametrik regresyon modeli evlerin satig fiyatlarindaki degismelerin
%49.98°1 aciklarken, uygun semiparametrik toplamsal modele gore biiyiik dl¢iide
sapma icermektedir. Semiparametrik toplamsal model fiyatlardaki degisimlerin
%80.63 gibi oOnemli bir kismin1 aciklamasina ragmen, uygun modelle
kiyaslandiginda, icerdigi sapmanin oldukca yiiksek oldugu goriilmektedir.
Toplamsal modelin performans gostergeleri incelendiginde, model fiyatlardaki
degismelerin %65,31°ni agiklar, ancak yapay degiskenleri icermemesi ve sahip
oldugu yiiksek sapma nedeniyle diger tiim modellerden daha kotii performans
sergilemektedir. Olusturulan uygun semiparametrik toplamsal model fiyatlardaki
degismelerin %94 iinii acgiklarken, bu modele ait sapma diger modellerin
sapmalarindan daha diisiiktiir. Bu durumda, uygun semiparametrik toplamsal
regresyon modelinin en iyi performans gostergeleriyle diger modellerden daha iyi
oldugu sdylenebilir.

Toplamsal ve semiparametrik toplamsal regresyon modellerinin elde
edilmesinde kullanilan splayn diizeltme yontemi, 4 >0 diizeltme parametresi ve

S, diizeltme matrisini bulundurmas: nedeniyle, siradan en kiiciik kareler

regresyon modelinden daha iyi sonuglar vermektedir. Yapilan uygulamada, 1987
yilinda Kanada’nin bagkenti Ottawa’da satilan 92 miistakil evin karakteristiklerini
gosteren degiskenlerin evlerin satis fiyatlarim1 nasil etkiledigi arastirilmis ve
parametrik regresyon modeli disinda kalan tiim regresyon modelleri i¢in splayn
diizeltme yontemi kullanilmigtir. S6z konusu evlerin satis fiyatlar1 ile evlerin
ozellikleri arasindaki iligkiler, parametrik regresyon modeli, semiparametrik
toplamsal regresyon modeli ve toplamsal regresyon modeli kullanilarak analiz
edilmistir. Analizler sonucunda, hem parametrik dogrusal bilesenleri hem de iki

nonparametrik bileseni bulunduran uygun bir semiparametrik toplamsal regresyon

67



modeli elde edilmistir. Bu regresyon modeline ait 6zet istatistikler, evlerin
ozelliklerinin satig fiyatlar1 iizerindeki etkisini agiklayan en iyi modelin (elde
edilen modeller i¢cinden en iyisi) s6z konusu semiparametrik toplamsal regresyon

modeli oldugunu ortaya koymustur.

Uygulama2: Eskisehir’deki Evlerin Kira Fiyatlar1 ve Ozellikleri (Omay ve
ark., 2007b)

Uygulamada, Eskisehir merkezde bulunan evlerin kira fiyatlarini etkileyen
ve bagimsiz degiskenler olarak dikkate alinan evlerin 6zelliklerinin kira fiyatlar
tizerindeki etkileri incelenmistir. Degiskenlerden bazilariin fiyat ile iliskisinin
sekli (dogrusal veya dogrusal olmayan) 6nceden bilinmeyebilir. Calismanin bu
boliimiinde, bdyle bir iliski sekli incelenerek ve diger regresyon modelleri ile
karsilastirllarak, splayn diizeltme ile wygun bir semiparametrik toplamsal
regresyon modeli belirlenmistir. Yapilan istatistiksel analizlerle belirlenen
modelin anlamlilig1 degerlendirilmistir.

Calismada kullanilan veriler, Eskisehir merkezde ikiden c¢ok kath
binalarda yer alan kiralik evlerden sahsen elde edilmistir. Ele alinan veriler, 2006
Mayis ay1 icersinde 108 kiralik evin kira fiyatlar1 ve karakteristiklerini gosteren
degiskenlere iligkin gdzlem degerlerinden olusmaktadir. S6z konusu degiskenler

asagidaki gibi tanimlanir:

Fiyat : Evlerin kira fiyatlar1 (YTL)

Odas : Evlerde bulanan oda sayilar1

Dakat : Bina icerisinde evlerin kag¢inci katta yer aldig

Katsay: Evlerin bulundugu binadaki kat sayis1

Kombi: Evlerde kombi sistemi olup olmadigin1 gosteren yapay degisken
Depozito: Evlerin kiralanmasi durumunda kiracidan alinan depozito (YTL)
Yas Evlerinin yas1

Ifade edilen bu degiskenlerden, Fiyat, Depozito ve Yas degiskenleri
siirekli degiskenler, Odas, Dakat ve Katsay degiskenleri kesikli degiskenlerdir.
Kombi degiskeni ise evlerde kombi sistemi olup olmadigini gosteren yapay

degiskendir.
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Uygulamada ele alinan modeli degerlendirmek icin, olusturulan uygun
semiparametrik toplamsal modelle (elde edilen en iyi modelle) yapilan tahmin
sonuglari, degiskenlerin tamaminin dogrusal olarak yer aldigi cok degiskenli
dogrusal regresyon modeli ve hem parametrik (diizeltme gerektirmeyen yapay
degisken parametrik kisimda yer alir (Omay ve ark., 2007a)) hem de
nonparametrik degiskenleri iceren semiparametrik regresyon modeli ile yapilan

tahmin sonuclariyla karsilastirilmistir.

Uygun Semiparametrik Toplamsal Regresyon Modeli

Uygun (elde edilen en iyi) semiparametrik toplamsal modeli belirlemek
amaciyla, yapay ve kesikli degiskenlerin disinda kalan mevcut bagimsiz
degiskenlerden bazilari nonparametrik, bazilari ise parametrik olarak ele alinarak,
cesitli regresyon modelleri olusturulmustur. Elde edilen bu modeller arasindan
secilen en iyi (uygun) modelin formu asagida verilmistir ve bu modelle yapilan
tahmin sonuglar1 Tablo5.6’da yer almaktadir.

Fiyat, = Odas, B, + Dakat, B, + Katsay, 3, + Kombi 3, +

fi(Depozito,) + f,(Yas,) + &, (5-5)

Tablo5.6. Uygun semiparametrik toplamsal regresyon modeli sonuglari

‘ Parametrik Kisim ‘
Katsayilar St. Hata t-ist. Pr(> |I | )
Odas 0.2602 0.0291 8.948067 1.26e-12
Dakat -0.0288 0.0166 -1.730918 5.86e-02
Katsay 0.0772 0.0162 4.742307 1.35e-05
Kombi 0.1032 0.0505 2.046119 4.52e-02
‘ Nonparametrik Kisim ‘
‘ Sd Npar ‘ Sd Npar | F ‘ Pr (F) ‘
s(Depozito) 1 17.3 327.12 2.2e-16
s(Yas) 1 34 216.51 2.2e-16
‘ R*=0.7718312 Sapma (Deviance) = 4.0313 ‘

Anlamlilik: 0 “#*¥%*°0.001 “**°0.01 ‘*’0.05 0.1 * 1
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Uygun modelde iki nonparametrik bilesen bulunmaktadir: s(Depozito) ve
s(Yas). Tablo5.6 incelendiginde, hem parametrik hem de nonparametrik
degiskenlerin istatistiksel olarak anlamli olduklar1 goriilmektedir. Bu modelde
evlerin bulundugu katlardaki bir birimlik bir artis, evlerin kira fiyatlarinda 0.0288
birimlik bir azalmaya sebep olmaktadir. Diger bir ifadeyle, binalarn iist katlarinda
kira fiyatlarinin azda olsa diistiigii soylenebilir. Buna karsilik diger degiskenlerin
tiimii ile evlerin kira fiyatlar1 arasinda ayni yonlil iliski mevcuttur. Yani, Odas,
Katsay ve Kombi degiskenlerindeki bir birimlik artis kira fiyatlarina artmasina yol
acmaktadir. Ancak Katsay degiskenin kira fiyatlarinin iizerinde etkisinin ¢ok
diisiik oldugu goriilmektedir (bak. Tablo5.6). Ayrica, uygun model tarafindan
evlerin kira fiyatlarindaki degismelerin %77’ sini aciklanabildigi gbzlemlenmistir.

Tablo5.6’da nonparametrik kisimda yer alan degiskenlere iliskin
katsayilar, parametrik olarak ifade edilemediginden onlar ancak grafiksel olarak
gorlintiilenmistir. S6z konusu egriler (3.30) formiilii kullanilarak, sirasiyla
Depozito ve Yas degiskenlerinin gozlem degerlerinden olusan diigiim
noktalarindaki kira fiyatlarini veren tahmin vektorlerinden elde edilmislerdir. Adi
gecen bu nonparametrik degiskenlerin evlerin kira fiyatlar1 lizerindeki etkileri
Sekil5.2°de goriilen egriler seklinde ortaya cikmustir. Tablo5.6’da goriildiigi gibi
egrilerin fiyatlar lizerinde etkileri istatistiksel acidan anlamlidur.

Tablo5.7°de uygun semiparametrik toplamsal model disinda, elde edilen
diger modellere ait bazi sonuglara da yer verilmistir. Buna gore dogrusal
regresyon modeli, evlerin kira fiyatlarindaki degismelerin %69’unu agiklarken,
uygun semiparametrik toplamsal modele gore bilyiik 6l¢iide sapma icermektedir.
Semiparametrik model fiyatlardaki degisimlerin %62 gibi 6nemli bir kismini
aciklamasina ragmen, uygun semiparametrik toplamsal modelle kiyaslandiginda,
icerdigi sapmanin oldukca yiiksek oldugu goriilmektedir. Olusturulan uygun
semiparametrik toplamsal model fiyatlardaki degismelerin %77 sini aciklarken,
icerdigi sapma diger modellerle kiyaslanmayacak ol¢iide diisiiktiir. Modeller i¢in
hesaplanan AIC degerleri incelendiginde en kii¢iik AIC degerine sahip olan model
uygun semiparametrik toplamsal modeldir. Bu durumda uygun modelin, en iyi
performans gostergeleriyle elde edilen diger modellerden daha iyi oldugu

soylenebilir.
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Sekil5.2. Evlerin kira fiyatlarinin (a) depozitolarina (b) yaslarina gore degisimi ve %95
giiven araliklari

Tablo5.7. Modellerin belirlilik katsayilar1 ve sapmalari

Modeller ‘ R’ ‘ Sapma ‘ AIC ‘
Parametrik Dogrusal Model ‘ 0.6921826 ‘ 29.0474 ‘ 178.6649 ‘
Semiparametrik Model ‘ 0.6207759 ‘ 17.3936 ‘ 174.3281 ‘
Semiparametrik Toplamsal Model ‘ 0.7718312 ‘ 4.0313 ‘ 49.98315 ‘

Eskisehir merkezde bulunan 105 evin kira fiyatlan ile evlerin 6zellikleri

arasindaki iligkiler, parametrik, semiparametrik ve semiparametrik toplamsal
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regresyon modelleri ile analiz edilmistir. Bilinen geleneksel dogrusal
regresyondan farkli olarak, bazi degiskenlerin kira fiyatin1 dogrusal etkilemedigi
gozlenmistir. Bu durum, Ornegin, splayn diizeltme yontemine dayali olan
tahminlerin geleneksel (parametrik regresyon) yontemlerden daha iyi oldugunun
bir gostergesidir. Yapilan analizde, hem parametrik dogrusal bilesenleri hem de
nonparametrik bilesenleri bulunduran uygun bir semiparametrik toplamsal
regresyon modeli ile evlerin kira fiyatlarina iliskin yapilan tahmin sonuglarinin

elde edilen diger modellerden daha iistiin oldugu goriilmiistiir.

Uygulama3. Eskisehir’deki Evlerin Satis Fiyatlar1 ve Ozellikleri (Omay ve
Aydin, 2007a)

Yapilan uygulamada Eskisehir merkezde bulunan satilik evlerin fiyatlarini
etkileyen bagimsiz degiskenlerin, ev fiyatlari tizerindeki etkileri incelenmistir. Bu
degiskenlerden bazilarmin fiyat {izerindeki etkisinin sekli (dogrusal olup
olmadiklar1) 6nceden bilinmeyebilir. Calismanin bu boliimiinde bdyle bir iliski
incelenmis ve satilik ev fiyatlar1 ile ilgili uygun (en iyi) bir semiparametrik
toplamsal regresyon modeli elde edilmistir. Yapilan istatistiksel analizlerle bu
modelin anlamlilig1 degerlendirilmistir.

Calismada kullanmilan veriler, Eskisehir merkezde yer alan ¢ok kath
binalardaki satilik dairelere iliskin bilgilerden, sahsen elde edilmistir. incelenen
veriler, 2006 yil1 Mayis ve Haziran aylar icerisinde 105 satilik evin fiyatlar ve
karakteristiklerini ~ gosteren  degiskenlere iligkin gbzlem degerlerinden

olusmaktadir. S6z konusu degiskenler asagidaki gibi tanimlanir:

Fiyat : Evlerin satis fiyatlar1 (YTL)

Yas : Evlerin yast

Alan : Evlerin kullanim alan1 (m?)

Kgaraj : Apartmanda kapali garaj olup olmadigin1 gosteren yapay degisken
Asansor: Apartmanda asansor olup olmadigini gosteren yapay degisken
Opark1: Apartmanda oyun parki olup olmadigini gésteren yapay degisken
Dogalgaz: Evlerde dogal gaz olup olmadigin1 gosteren yapay degisken
Kapici : Apartmanda kapici olup olmadigini gosteren yapay degisken

Opark: Apartmanda otopark olup olmadigin1 gosteren yapay degisken

72



Bulunan uygun semiparametrik toplamsal regresyon modeli ile elde
edilen tahmin sonuglari, tiim agiklayici degiskenlerin dogrusal olarak yer aldigi
parametrik regresyon modeli ve sadece bir tane nonparametrik degiskene sahip

olan semiparametrik regresyon modelleri tahmin sonuglartyla karsilastirilmistir.

Uygun Semiparametrik Toplamsal Regresyon Modeli

Uygun semiparametrik toplamsal regresyon modelinin belirlenmesinde,
diizeltme parametrelerinin ya da esdeger olarak serbestlik derecesinin secimi en
onemli problemlerden biridir. Bu ¢aligmada, nonparametrik degiskenlerin farkli
serbestlik derecelerine sahip oldugu bir¢ok model olusturulmustur. Elde edilen bu
modeller arasindan segilen en iyi modelle diger bir ifadeyle uygun model asagida
verilmistir ve bu modelle yapilan tahmin sonuglar1 Tablo5.8’de yer almaktadir.

Fiyat, = B, + Kgaraj, 5, + Asansor, 3, + Oparky, 8, + Dogalg az, 3, +

5.6
Kapicr, s + Opark, B, + f,(Yas,) + f,(Alan,) + €, (56)

Tablo5.8 gbz Oniinde bulunduruldugunda, hem parametrik (Kgaraj,
Asansor, Oparki, Dogalgaz, Kapici, Opark) hem de nonparametrik (Yas, Alan)
degiskenlerin istatistiksel olarak anlamli olduklar1 goriilmektedir. Uygun
semiparametrik toplamsal model ile evlerin satis fiyatlarindaki degismelerin
%97’ sinin aciklanabildigi gdzlemlenmistir.

Tablo5.8’de nonparametrik kisimda yer alan degiskenlere iliskin
katsayilar, parametrik olarak ifade edilemediginden onlar ancak grafiksel olarak
gorlintiilenmistir. Bu nonparametrik degiskenlerin evlerin fiyatlar1 iizerindeki
etkileri Sekil5.3’de gosterilmistir.

Bu calismada, elde edilen uygun semiparametrik toplamsal regresyon
modelinin yani sira kullanilan biitiin degiskenlerin parametrik olarak goz oniinde
bulunduruldugu(biitin agiklayici degiskenlerin yamt iizerindeki etkisinin
dogrusal oldugu diisiincesi goz Oniinde bulundurularak) dogrusal regresyon
modeli de elde edilmistir ve bu iki model, sapma ve R’ degerlerine gore
karsilastirilmistir.  Semiparametrik toplamsal regresyonda yanit {izerinde
istatistiksel olarak anlamli etkilere sahip oldugu gozlenen bir¢ok agiklayict
degiskenin (Yas, Kgaraj, Asansor, Opark) parametrik modelde istatistiksel olarak

anlamsiz oldugu gozlenmistir. Ozellikle dikkati ¢eken durum, nonparametrik
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olarak degerlendirildiginde yanit iizerinde anlamli etkiye sahip olan “Yas”
degiskenin, dogrusal modelde anlamsizmis gibi goriinmesidir. Bahsettigimiz bu
anlamsiz degiskenler nedeniyle, tiim degiskenlerin modelde istatistiksel olarak
anlamli oldugu bir model kurmak i¢in, model seciminde kullanilan bir yaklasim
olan geriye dogru model secim (backward model selection) yontemi
uygulanabilir. Bu yontemde en yiiksek p-degerine sahip olan ve belirli bir
anlamhilik diizeyini asan (6rn. 0.05) terim modelden cikarilarak model yeniden
kurulur ve bu islem modelde yer alan tiim degiskenler istatistiksel olarak anlamli
olana kadar devam eder (Wood, 2006a). Geriye dogru model secimi (bckward
elimination) yontemi ile elde edilen model asagida verilmistir ve bu modele
iliskin sonuclar Tablo5.9’da yer almaktadir.

Fiyat, = B, + Alan. B, + Oparki. B, + Dogalg az, 3, + Kapici, 3, + €, (5.7)

Tablo5.8. Uygun semiparametrik toplamsal regresyon modeli sonuglari

| Parametrik Kisim ‘

Katsayilar St. Hata t-ist. Pr(> |l‘ | )
(Sbt. Trm.) 10.1987 0.05999 170.01211 | 3.88587e-55
Kgaraj 0.0796 0.03771 2.11203 4.14965e-02
Asansor -0.1056 0.03772 -2.79872 8.10099¢-03
Oparki -0.1471 0.04394 -3.34829 1.87885e-03
Dogalgaz 0.0827 0.03105 2.66274 1.14053e-02
Kapici 0.3488 0.03353 10.40233 1.54878e-12
Opark -0.1548 0.03094 -5.00234 1.40050e-05

Nonparametrik Kisim

I Sd Npar | Sd Npar | F | Pr (F) }
s(Yas) 1 49 2.8593 0.0006184%%
s(Alan) ‘ 1 9 3.6703 ‘ 0.0023109** ‘
| R’=0.97097 Sapma (Deviance) = 0.7494 ‘

Anlamlilik: 0 “#*¥%*°0.001 “**°0.01 “*’0.05 0.1 * 1
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Sekil5.3: Evlerin fiyatlarinin (a) yaslarina (b) kullanim alanlarina gore degisimi ve %95
giiven araliklar1

Tablo5.9 incelendiginde, dogrusal model icin “Yas”, “Kgaraj”,
“Asansor”, “Opark” degiskenlerinin yanit iizerinde istatistiksel olarak anlaml
etkilere sahip olmadiklar1 goézlenmistir, halbuki biz kurdugumuz semiparametrik
toplamsal regresyon modelinde, bahsedilen bu degiskenlerin yanit iizerinde
anlamli etkilere sahip oldugunu gormiistik. Bu durumda, semiparametrik
toplamsal regresyon modeli yerine dogrusal regresyon modeli kullandigimizda

baz1 degiskenleri goz ardi etmis oluruz.
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Tablo5.9. Dogrusal regresyon modeli sonuglari

Katsayilar Standart Hata t-ist Pr(> | l‘| )
(Sbt. Trm.) 10.22687 0.07239 141.267 <2e-16 ***
Alan 0.00808 0.00065 12.437 < 2e-16 ***
Oparki -0.12625 0.05774 -2.186 0.031147 *
Dogalgaz 0.14808 0.04096 3.616 0.000473 ***
Kapici 0.20502 0.04324 4.742 7.12e-06 ***
R’=0.7082 Sapma (Deviance) = 3.669647

Anlamhilik: 0 “**¥#%°0.001 “**0.01 ‘*’0.05 <’0.1 * "1

Caligmanin bu asamasindan sonra, uygun semiparametrik toplamsal
modele ve dogrusal modele ek olarak iki semiparametrik model daha
kurulmustur: ~ Semiparametrikyas ve semiparametrikaian modelleri.  Bu
modellerden birincisi nonparametrik degisken olarak sadece “Yas” degiskenini
icerirken ikincisi ise sadece “Alan” degiskenini icermektedir ve bu modeller
asagida ifade edilmistir. Geriye dogru model se¢cim yontemi uygulandiktan sonra
elde edilen bu modellere ait sonuglar, sirasiyla, Tablo5.10 ve Tablo5.11°de yer
almaktadir.

Fiyat, = B, + Alan 3, + Asansor, 3, + Oparki. 3, + Dogalg az, 3, +

5.8
Kapicy, 5, + Opark, 5, + f (Yas,) + €, o

Fiyat, = B, + Oparky, 5, + Dogalg az, 5, + Kapici, 5, + f (Alan,) + €, (5.9)

Tablo5.10 incelendiginde, semiparametrikyas modelinde, “Kgaraj”
digindaki tiim degiskenlerin yanit iizerinde istatistiksel olarak anlamali etkilere
sahip olduklar1 goriilmektedir. Semiparametrikyas modelinin sapma degeri
(1.1404), wuygun semiparametrik toplamsal regresyon modelinin sapma
degerinden (0.7494) daha biiyliktiir. Bununla birlikte semiparametrikyas
modelinin R? degeri (0.95338), uygun semiparametrik toplamsal modelin R’
degerinden (0.97097) daha diisiiktiir. Bu sonuglardan yola c¢ikarak, uygun
semiparametrik toplamsal regresyon modelinin semiparametrikyas modelinden

daha iyi oldugu sonucuna varilabilir.
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Tablo5.10. Semiparametriky g regresyon modeli sonuglari

Parametrik Kisim ‘

Katsayilar St. Hata tist. Pr(>[t] )
(Sbt. Trm.) 10.1900 0.06564 15524613 | 2.29312e-65
Alan 0.0101 0.00054 18.51332 | 3.17163e-23
Asansor -0.1215 0.04085 -2.97395 4.62817¢-03
Oparki -0.2009 0.04678 -4.29478 8.69905¢-05
Dogalgaz 0.1249 0.03347 3.73077 5.13714e-04
Kapict 0.3204 0.03661 8.75238 1.96655¢-11
Opark -0.1290 0.03385 -3.81160 |  4.00795e-04

Nonparametrik Kisim

Sd Npar ‘ Sd Npar ‘ F | Pr (F)

R?=0.95338 Sapma (Deviance) = 1.1404

| |
| |
s(Yas) ‘ 1 ‘ 49 ‘ 1.9959 | 0.009371 %+ ‘
| |

Anlamlilik: 0 “#%¥%*°0.001 “**°0.01 “*’0.05 *’0.1 * 1

Tablo5.11, semiparametrika; sx modelinin istatistiksel olarak anlamli olan
sadece {ic parametrik degiskene sahip oldugunu gostermektedir: Oparki,
Dogalgaz, Kapici. Uygun semiparametrik toplamsal modelde istatistiksel olarak
anlaml etkilere sahip olan diger parametrik degiskenler semiparametrikaran
modelde anlamh etkilere sahip degildir. Ek olarak, semiparametrikapan
modelinin sapma degeri (0.7509), uygun semiparametrik toplamsal regresyon
modelinin sapma degerinden (0.7494) daha biiyiiktiir. Bununla birlikte
semiparametrika; ox modelinin R? degeri (0.88175), uygun semiparametrik
toplamsal modelin R® degerinden (0.97097) daha disiiktiir. Bu sonuclar
gostermektedir ki, uygun semiparametrik toplamsal regresyon modeli
semiparametrika; o modelinden daha iyidir. semiparametrika;an modelinde,
uygun semiparametrik toplamsal modelde yer alan bazi degiskenlerin olmayisi,
daha once kurulmug olan dogrusal modeldekine benzer bir problemi ortaya
cikarmaktadir: Eger uygun semiparametrik toplamsal regresyon modeli yerine
semiparametrikapan modeli kurulursa, aslinda yanit iizerinde anlamli etkilere

sahip olan bazi degiskenler g6z ardi edilmis olabilir.
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Tablo5.11. Semiparametrika; an regresyon modeli sonuglari

Parametrik Kisim |

Katsayilar St. Hata t-ist. Pr(> |t | )
(Sbt. Trm.) 10.2355 0.06574 155.69931 3.07323e-111
Oparki -0.1358 0.05243 -2.59001 1.11938e-02
Dogalgaz 0.1291 0.03719 3.47030 8.00249¢-04
Kapict 0.2367 0.03926 6.02922 3.57223e-08

Nonparametrik Kisim

| |
‘ Sd Npar ‘ Sd Npar ‘ F | Pr (F) |
s(Alan) ‘ 1 ‘ 9 ‘ 3.3398 | 0.001447%* |
‘ R’=0.88175 Sapma (Deviance) = 0.7509 |

Anlamhilik: 0 “*¥%#%°0.001 “**°0.01 “*’0.05 *’0.1 *’1

Calismanin bu asamasinda, elde edilmis olan uygun semiparametrik
toplamsal modelin dogrusal, semiparametrikyag ve semiparametrikaran
modellerinden daha iyi olup olmadigini R” ve sapma sonuglar1 temel alinarak

karsilastirilmistir. Bu karsilastirmaya iliskin sonuglar Tablo5.12’de yer almakta.

Tablo5.12. Semiparametrik toplamsal model ve diger modeller igin bazi sonuglar

Modeller ‘ R’ | Sapma ‘
Semiparametrik Toplamsal Model ‘ 0.97097 | 0.74940 ‘
Dogrusal Model ‘ 0.70820 | 3.66965 ‘
Semiparametriky s Modeli ‘ 0.95338 | 1.14040 ‘
Semiparametrik sy Modeli ‘ 0.88175 | 2.75090 ‘

Tablo5.12 gostermektedir ki, semiparametrik toplamsal modelin R’
degeri, diger tiim modellerin R? degerinden daha yiiksektir. Buna karsin, sapma
degeri ise diger modellerden daha diisiiktiir. Bu sonuctan yola cikarak
semiparametrik toplamsal modelin elde edilen diger modellerden daha iyi oldugu
sonucuna varilabilir.

Bu uygulamada, Eskisehir merkezde bulunan 105 evin satig fiyatlar ile
evlerin oOzellikleri arasindaki iligkiler, Onceki uygulamalarda oldugu gibi,

parametrik, semiparametrik ve semiparametrik toplamsal regresyon modelleri ile
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analiz edilmistir. Diger uygulamalardan farkli olarak, bu uygulamada model
kurma asamasinda degiskenlerin belirlenmesinde geriye dogru model se¢im
(backward model selection) yontemi uygulanmistir. Yapilan analizde, tipki diger
iki uygulamada oldugu gibi, hem parametrik dogrusal bilesenleri hem de
nonparametrik bilesenleri bulunduran uygun bir semiparametrik toplamsal
regresyon modeli ile evlerin satis fiyatlarina iligkin yapilan tahmin sonuglariin

diger modellerden daha iistiin oldugu goriilmiistiir.

5.1 alt boliimii icin SONUC: Evlerin satis ve kira fiyatlar ile ilgili
problemlerde splayn diizeltme yontemine dayali olan tahminlerin geleneksel
(parametrik regresyon) yontemlerden daha iyi sonuglar verdigi gozlenmistir.
Yapilan analizde, hem parametrik dogrusal bilesenleri hem de nonparametrik
bilesenleri bulunduran uygun bir semiparametrik toplamsal regresyon modeli ile
evlerin kira/satis fiyatlarina iliskin yapilan tahmin sonuglarinin elde edilen diger
modellerden daha {istiin oldugu goriilmiistiir. Bu nedenle daha o©nce de
vurgulandigr gibi, birgok pratik problemlerin regresyon modellerinde bagimli
degiskeni etkileyen agiklayici degiskenlerin dogasini belirleyerek uygun bir
semiparametrik toplamsal modelin bulunmast ¢ok Onemlidir ve bu durumlarda

splayn diizeltme yaklasimi iyi sonuglar vermektedir.

5.2. Hava Kirliliginin Oliim Oram Uzerine Etkisinin Regresyon Splayn ile

incelenmesi

Hava, yeryliziinii cevreleyen ve atmosferi olusturan gazlarin bir
karistmidir. Saf hava, hacimce %21 oksijen, %78 azot, eser miktarda karbon
dioksit ve su buhari icerir.

Soludugumuz hava saf degildir. Hava, dogal kaynaklar veya insan
aktiviteleri ile atmosfere birakilan kimyasal ve biyolojik binlerce maddelerle
kirlenir. Bu kirleticiler atmosferde bagka Kkirleticiler liretmek iizere reaksiyona
girebilir. Havay1 kirleten maddelere kirletici denir. Bunlar, partikiil madde (PM),
ozon, kiikiirt dioksit, karbon monoksit, azot oksitler, ucucu organik bilesikler,
siilfuir, siilfat ve nitrattir.

Sehir ici bolgelerde hava kirletici kaynaklarin;

1. Isinma ve sanayide kullanilan yakitlar,

79



2. Sanayi tesisleri,
3. Ulasimdaki motorlu tasitlar,
4. Digerleri (¢op depolama alanlari, kanalizasyon, aritma tesisleri v.b.),

diye smiflandirmak miimkiindiir.

Hava kirlenmesine neden olan kirleticileri birincil ve ikincil kirleticiler
diye iki grup altinda toplamak miimkiindiir. Kaynaktan dogrudan atmosfere atilan
kirleticilere birincil Kkirleticiler, atmosferde cesitli reaksiyonlar sonucu olusan
kirleticilere ikincil kirleticiler denir. Kiikiirt dioksit, kiikiirt trioksit, partikiil
maddeler, karbon monoksit, azot monoksit, hidrojen kloriir ve hidrojen floriir gibi
kirleticiler birincil kirleticilerdir. Asit yagmuru, nitrat, siilfat, foto kimyasal smog
(ozon, PAH ve azot dioksit) gibi kirleticiler ikincil kirletici grubuna girer.

Diinyada her yil hava kirliliginden 3 milyon insan 6lmektedir. Bu deger
diinyadaki toplam Oliimiin (ortalama 55 milyon) %5’ni olusturmaktadir.
Oliimlerin %90’ m gelismekte olan iilkelerde goriilmektedir.

Hava kirliliginin saglik iizerindeki olumsuz etkileri sonucu,

= Akciger kanser vakalarinda artis,

= Kronik astim krizi sikliginda artis,

= Gogiis daralmasi sikliginda artis,

= Oksiiriik/balgam sikliginda artis,

= Ust solunum sistemi akut bozuklugunda artis,
= GOz, burun ve bogaz tahribatinda artis,

= Soluk alma kapasitesinde diisiis,

= Artan 6lim,

» |5 veriminde ve iiretimde diisiis,

= Saglik tedavi masrafinda artis,
oldugu gozlenmistir.
Havay1 kirleten maddelerin (kirleticiler), diger bir ifadeyle hava kalitesini

belirleyen maddelerin (degiskenlerin) bazilarinin karakteristiklerine ve insan

saglig1 lizerindeki etkilerine iliskin bazi bilgiler asagida verilmistir.

80



Kiikiirt Dioksit (SO,)

Kiikiirt dioksit 6zellikle kat1 ve siv1 yakitlarda bulunan kiikiirdiin yanmas1
sonucu olusur.

Kiikiirt dioksit, renksiz, yanmaz ve patlamaz bir gazdir. Atmosferdeki
konsantrasyonu 785 ug/m3 ’e (300 ppb) ulastiginda (esik deger) tadi, 1305 ug/m3
(500 ppb) degerine (esik deger) geldiginde kokusu algilanir.

Kiikiirt dioksit suda oldukga fazla ¢oziiniir. Atmosferde kalis siiresi 2 ile 4
giin arasinda degistiginden ¢ok uzun mesafelere tasinabilmektedir. Dolayisiyla
kiikiirt dioksit sadece bulundugu bolgelerde degil tasindigi yerlerde de Onemli
olumsuzluga neden olmaktadir.

Kiikiirt dioksit konsantrasyonunun yiiksek oldugu illerde 1sinmada
kullanilan kalitesiz kat1 ve sivi yakit satis yerleri, siilfiirik asit liretim tesisleri,
termik santraller, giibre {iretim tesisleri, pigment iiretim tesisleri, seramik ve briket
tesisleri, sicak asfalt iiretim tesisleri, zararli attk yakma tesisleri, klor alkali
tesisleri, demir celik sanayisi ve atik yakma tesisleri siki sekilde denetlenmelidir.
Isinmada kalitesiz kat1 ve s1v1 yakit satisina izin verilmemelidir.

Kiikiirt dioksit asidik bir gazdir. Nemle birlesme meylindedir. Kiikiirt
dioksitle kirlenmis hava solundugu zaman; kiikiirt dioksit burun, geniz ve
bogazdaki nemle reaksiyona girerek solunum sistemindeki sinirleri tahrip eder.
Solunun yolu tahris edildiginde, refleks oOksiiriikk krizleri, gogiis sikismasi olur.
Ozellikle astim, kronik akciger hastaligi bulunan kisilerde solunum yollarmin

daralmasina ve kronik solunum hastaligina neden olur.
Partikiil Madde (PM10, PM2.5)

Havadaki partikiil maddeler (PM); 1sinma, motorlu tasitlar ve endiistriyel
tesislerde kati/s1v1 yakitlarin yakilmasi ile bazi endiistriyel tesislerde iiretim islemi
esnasinda olusur. Karbon igceren yakitlarin tam yanmamasi sonucu duman olusur.
Toz boyutu 100-0.1 um, smog boyutu 0.5-0.001 um ve gaz boyutu 0.01-0.00001
um arasinda degisir. Ayrica SO, ve NOy gazlar atmosferde reaksiyona girerek
siilffat ve nitrat partikiilleri haline doniisiirler. Isinmada kullanilan kati ve sivi
yakitlarin tam yanmamasi sonucu partikiil maddeler olusur. Partikiil maddeler,

asit tozlan (nitrat ve siilfat gibi), organik kimyasallar, metaller, toprak veya toz
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partikiilleri, bakteri, kiif, mantar, deniz suyunun buharlagmasi ile ortaya c¢ikan
tuzlar ve alerjik polenlerden olusmaktadir.

Saglik iizerine etkisi partikiil biiyiikliigi ve konsantrasyonuna baglidir.
PM10 (10 mm c¢apindan kiiciik partikiiller) ve PM2.5’un (2.5 mm capindan kii¢iik
partikiiller) giinlilk dalgalanmalarina gore saglik etkileri de degisir. Partikiil
madde cap1 kiigiildiikce saglik tizerindeki olumsuz etkisi o kadar artmaktadir.
Akut etkileri giinliik O©liimlerde artisa, solunum sistemi hastaliklarinin
alevlenmesine, hastane bagvurularinda artisa, bronkodilatator kullanimi ve
oOksiiriik prevalansinda artisa, solunum fonksiyonlarinda azalmaya yol agcmaktadir.
Cok diisiik degerlerde bile (100 mg/m3den az) kisa siireli maruz kalim saglig
etkilemektedir. PM nin diisiik degerlerde uzun siireli etkileri de 6liim ve solunum
sistemi hastaliklarinda artis ve solunum fonksiyonlarinda azalma gibi kronik
etkilere yol agmaktadir.

Partikiil maddeler kiikiirt dioksit ile birlikte insan saglig1 iizerinde daha

ciddi olumsuz etkiye neden olmaktadir. Bu durum 6zellikle kis aylarinda 1sinma

amaci ile kalitesiz kat1 ve sivi yakit kullanan il ve il¢elerde daha ciddi olarak

goriilmektedir.
Karbon Monoksit (CO)

Karbon monoksit, renksiz, kokusuz, zehirli, tatsiz ve asindirici olmayan bir
gazdir. Karbon monoksit suda az ¢oziinen ve normal sartlarda havadan daha az
yogun olan bir gazdir.

Karbon monoksit, yakit i¢indeki karbonun eksik yanmasi ile yani yanma
boliimiinde yeterli hava olmadigi zaman meydana gelir. Trosferde bulunan iz
maddelerden biridir. Atmosferdeki karbon monoksit konsantrasyonu genel olarak
yaz aylarinda daha diisiik, kis aylarinda ise daha yiiksektir. Ciinkii ki aylarinda
ilaveten 1sinma amaci ile yakit kullamilmaktadir. Sehir i¢i bolgelerde karbon
monoksitin birincil ana kaynagi motorlu tasitlar ve 1sinma tesisleri, ikincil 6nemli
kaynagi ise; katt atik depolama tesisleridir. Depolama tesislerinde olusan metan
gazlart atmosferde okside olarak karbon monoksite doniisiirler. Karbon
monoksitin atmosferde bozunma siiresi takriben 2,5 aydir.

Karbon monoksit ¢ok zehirli bir gazdir. Karbon monoksitle zehirlenmenin

ilk belirtisi, gribe benzer. Bas agrisi, uyuklama, yorgunluk, nefes kesilmesi,
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bulanti ve bas donmesi seklinde de etkisini gosterebilir. Karbon monoksitten
zehirlenen cogu kisi grip oldugunu zannederek yanilir. Takip eden etkisi
bilingsizlik, solunum hastalig1 ve 6liimdiir. Karbon monoksit, dzellikle 0-18 yas
aras1 astimli ¢cocuklar iizerinde etkilidir. Karbon monoksitin saglik iizerindeki en
onemli etkisi; kalp ve beyin gibi canli organizmalara oksijen verme kapasitesini
azaltmasidir. Kalp hastas1 kisiler, karbon monoksit kirliligine 6zellikle
hassastirlar. Karbon monoksit kansizliga neden olur. Karbon monoksit hamile
kadinlarda, c¢ocuk diisiirmeye, Olii ¢ocuk dogurmaya, diisiikk agirlikli ¢ocuk

dogurmaya, erken cocuk 6liimiine sebep olabilir.
Ozon (05)

Ozon 3 oksijen atomundan olusan bir gazdir. Ozon, hem yer seviyesinde
ve hem de iist atmosferde olusur. Ozon bulundugu yere gore faydali veya zararl
olabilir.

Ozon dogal olarak, atmosferin iist tabakasinda yer kiirenin 6-30 mil
tizerinde olusur ve koruyucu bir tabaka olarak atmosferi giinesin zararl
ultraviyole 1sinlarindan korur. Faydali olan bu ozon, insanlar tarafindan yapilan
kimyasal maddeler ile kademli olarak tahrip edilmektedir. Yeryiiziiniin bazi
bolgelerinde koruyucu ozon katmani tiikenmistir (6rnegin, yeryiiziiniin kuzey ve
giiney kutuplarinda ozon delikleri olugsmustur).

Yer yiizeyine yakin seviyede; otomobiller, enerji santralleri, endiistriyel
kazanlar, rafineriler, kimyasal fabrikalardan ve benzeri kaynaklardan atmosfere
verilen kirleticiler, giines 1sinlarinin mevcudiyetinde kimyasal olarak reaksiyona
girerek ozonu olusturur. Yer seviyesindeki ozon zararli bir kirleticidir. Ozon

kirliligi, 6zellikle yaz aylarinda giinesli havalarda olusur.

Cocuklar, dis ortamda aktif olan yetiskinler, astim gibi solunum hastalig1
olan ve ozona kars1 ¢ok hassas olan kisiler; ozon maruziyeti i¢in en hassas grubu
olusturur. Ozon maruziyetine karsi en yiiksek risk gruplarindan birisi aktif
cocuklardir, ¢iinkil yaz aylarinin biiyiik bir kismin1 disarida oynayarak gecirirler.
Ancak tiim yas gruplar1 ve disarida aktif olan kisiler de risk altindadir. Ciinkii
fiziksel aktivite sirasinda ozon, akcigerlerin derinliklerine kadar niifuz ederek

zararl etkilerini gosterir ve kalic1 hasarlar yaratabilir.
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Solunum rahatsizlig1 olan kisilerde, astimlilar dahil, ozona maruz kalma
sonucu, akcigerlerin etkilenmesi daha kolaydir. Diger insanlara gore daha diisiik
ozon seviyelerinde de ozonun zararl etkilerini hissedebilirler.

Bilim adamlarinin heniiz nedenini bilmemelerine ragmen, bazi saglikli
insanlarda da ozona kars1 duyarli olabilir.

Ozon, oksiiriik, bogaz tahrisi ve/veya gogiiste rahatsizlik hissine sebebiyet
vererek solunum yollarini tahrig edebilir.

Ozon, akciger fonksiyonunu azaltarak, derin ve kuvvetli nefes almayi
giiclestirebilir. Solunum hizlanir ve normalden daha yiizeysel olur. Akciger
fonksiyonundaki bu azalma, kisinin dis ortamdaki aktivitelerini yerine
getirmekten alikoyabilir.

Ozon, astim1 daha kotii hale getirebilir. Ozon seviyesi yiiksek oldugunda,
astimli olan Kkisiler, bir doktora ve tedaviye ihtiya¢ duyan, astim krizlerine
girebilirler. Bunun nedenlerinden birisi de ozon, insanlari; astim tetikleyicileri
olan evcil hayvanlar, polenler ve ev tozu akarlar1 gibi alerjenlere karst daha hassas
hale getirir.

Ozon, akcigerlerin i¢ yiizeyini iltihaplandirabilir ve zarar verebilir.

Yapilmis olan uygulama calismalarinda, havayi kirleten kiikiirt dioksit
(80,), partikill madde (PM10, PM2.5), karbon monoksit (CO) ve ozon (O3)
maddelerinin 6liim oram1 {izerindeki etkileri incelenmistir. Bu amagcla iki
uygulama calismasi yapilmistir: Birinci uygulamada Los Angeles’daki hava
kirliliginin 6liim orani iizerindeki etkisi; ikinci uygulamada ise Chicago’daki hava
kirliliginin 6liim oram iizerindeki etkisi regresyon splayni kullanilarak ortaya

konmustur.

Uygulamal. Los Angeles’daki Hava Kirliliginin incelenmesi (Memmedli ve

Omay, 2007)
Bu boliimde, Los Angeles’daki hava kirliligi ile kaydedilen 6liim orani
arasindaki  iliski incelenmistir ve bu uygulamada kullamilan veriler

www.ihapss.jhsph.edu adresinden alinmistir. Dikkate alinan veriler, 01/01/1987-

31/12/2000 yillar1 arasinda, Los Angeles’da kaydedilen giinlik 6lim orani ve

hava kalitesi degerleridir. Olgiimler her giin i¢in yapilmigtir. Olmas1 gereken veri
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sayist 5114 iken orijinal veri setinde toplam 15342 veri vardir. Bunun nedeni veri

setinin agecat degiskeni vasitast ile 3 gruba ayrilmis olmasidir:

(1) yas(age)<65
(2) 65<yas<75,
3) yas=>75.

[k 14 yillik veri (ilk 5114 veri) 65 yasindan kiiciik 6liimler icin, ikinci 14 yillik
veri 65-75 yas grubu icin ve son 14 yillik veri ise 75 yasindan biiyiik oliimler
icindir. Yapmis oldugumuz analizlerde, aym giinlerde ve ayni anda kaydedilmis
olan oliim oranlar1 toplanarak bu ii¢ grup birlestirilmis ve toplam 5114 veri ile
calistimugtir. Ilgilenilen yanit degiskeni yillar igerisinde Los Angeles’da meydana
gelen giinlik 6liim oranlandir (death-kazalar disindaki tiim 6lim olaylar).
Gozlenen oliim oranlarina karsilik gelen, 6liim {izerinde anlamh etkilere sahip

olmas1 miimkiin agiklayic1 degiskenler ise agsagida verilmistir:

o3median : ozon seviyeleri (PPB) (O3 Median)

comedian :karbon monoksit seviyeleri (PPB) (CO Median)
pmlO0median: partikiil seviyeleri (mg/m3 ) (PM ;9 Median)
pm25median: partikiil seviyeleri (mg/m3) (PM3 s Median)

tmpd : ortalama sicaklik (F°)

Yukarida ifade edilen hava kalitesi degiskenlerine ek olarak 6liim orant,
time degiskeni ile de degisme egilimindedir. time degiskeni yukarida ifade

edilen 5114 veriyi iki kisma bolmektedir ve su sekilde tanimlanmaktadir:

Giin 1 2 2557 | 2558 5113 5114

time |-2556.5 |-2555.5| ... -0.5 0.5 2555.5 | 2556.5

Hava kirliliginin 6liim oranimi nasil etkiledigini ortaya ¢ikarmak amaciyla
farkli regresyon modelleri kurulmus ve onlarin performanslar1 degerlendirilmistir.
Yapilan analizlerde R programinin temel paketlerinin yan1 sira gamair, mgcv ve
NMMAPSdata paketleri de kullanilmistir. Ele alinan regresyon modelleri sirasiyla

asagida ifade edilmistir:

® Dogrusal Model
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e Genellestirilmis Dogrusal Model (GLM)
e Toplamsal Modeller

e Genellestirilmis Toplamsal Model (GAM)
o Ince Tabakal Splayn (TPS) ile GAM

Ifade edilen bu modellerden, toplamsal model, genellestirilmis toplamsal model
ve ince tabakali splayn kullamilarak olusturulan genellestirilmis toplamsal
modellerde regresyon splaynt kullanilarak model uyumu yapilmistir. Simdi

yukarida ifade edilmis olan tiim modeller tek tek incelensin:

Dogrusal Model

Tiim agiklayici degiskenlerin, 6liim orami iizerinde dogrusal etkiye sahip
oldugunu varsayarak, asagida ifade edilen dogrusal model kurulmustur.

death, = B, +time, 3, + tmpd. 3, + 03median, 5, + comedian, 3, + €, (5.10)

Bu modele iliskin 6zet istatistikler Tablo5.13’de verilmistir. Dogrusal modele

iliskin grafikler ise Sekil5.4’de gosterilmektedir.

Tablo5.13. Dogrusal model i¢in Ozet istatistikler

> summary (LA1)

Call:
Im(formula = death ~ time + tmpd + o3median + comedian, data = la)
Residuals:

Min 10 Median 30 Max

-55.265 -10.923 -1.150 9.077 113.125

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) 2.049e+02 2.891e+00 70.87 <2e-16 ***

time -2.178e-03 1.629%9e-04 -13.37 <2e-16 ***
tmpd -8.680e-01 4.476e-02 -19.39 <2e-16 ***
o3median -3.138e-01 3.025e-02 -10.38 <2e-16 ***
comedian 5.755e-03 3.411e-04 16.87 <2e-16 ***
Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 "' "1

Residual standard error: 17.17 on 5109 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.3169, Adjusted R-squared: 0.3164
F-statistic: 592.6 on 4 and 5109 DF, p-value: < 2.2e-16

> AIC(LAl)
[1] 43601.46

> deviance (LAl)
[1] 1506674

86




Residuals vs Fitted Normal Q-Q
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Sekil5.4. Dogrusal model icin kontrol grafikleri.

Sekil5.4’iin sol iist panelinde yer alan grafik, £ model uyum verilerine

karsi, & model artiklarini ifade eder. Burada fi=Xp ve &§=y—ji dir. Sabit

varyanslilik durumunda bu artiklar sifir dogrusunun altinda ve iistiinde hemen
hemen esit olarak serpilmelidir. Artiklarin ortalamasindaki bir trend genellikle
hatali model yapisinin sonucudur ve boyle bir durumda sabit varyans varsayimi
bozulmaktadir. Bu gibi durumlarda yanit izerinde yapilacak bir doniisiim ya da
genellestirilmis dogrusal model kullanilmast farkli varyanshlik problemini
ortadan kaldirabilir. Sekil5.4’de bazi noktalarin sifir etrafindaki esit sacilimi
bozduklan gozlenmektedir, dolayisiyla problemli bir durum mevcuttur.

Sekil5.4’1in sol alt panelinde yer alan grafik de sabit varyans varsayimini
kontrol etmektedir ve bu grafikte, sapan gozlemlerden kaynaklanan bazi
problemler géze ¢arpmaktadir.

Sekil5.4’#in sag iist panelinde bir normal Q-Q grafigi yer almaktadir. Bu
grafikte standardize artiklar siralanir ve daha sonra standart normal dagilimin
yiizdeliklerine karsi ¢izilir. Eger artiklar normal dagiliyorsa, ¢izilen sekil bir dogru
seklinde goriilecektir. Sekil5.4’deki grafik bu tanimlamaya tam olarak

uymamaktadir, grafigin iist kuyrugunda dogrusalliktan sapma gozlenmektedir.
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Sekil5.4’lin sag alt panelinde her bir verinin kuvvetine (leverage) karsi
standardize edilmis artiklarinin ¢izimi yapilmistir. Kuvvet (leverage) basit olarak
A sapka matrisinin kosegen elemanlarini ifade etmektedir. Biiyiik (genis) bir artik
kombinasyonu ve yiiksek bir kuvvete (leverage) karsilik gelen verinin, genel
uyum iizerinde giiclii bir etkiye sahip oldugunu gostermektedir. Her bir verinin

tam olarak ne kadarlik bir etkiye sahip oldugunun iyi bir 6zeti, onun Cook
Mesafesi (Cook’s Distance) ile saglanir. Eger ,[ll.[k], i. uyumu yapilan deger "

fitted value) ise, k. veri (kX" datum) uyumdan c¢ikarildiginda Cook mesafesi
asagidaki gibi ifade edilir.

— Z(ﬂ:[k] A,)z

k

(p+1)

Burada p, parametre sayisi, n ise veri sayisidir. d, 'min ¢ok biiyiik bir degeri,

model sonuglar1 tizerinde giiclii bir etkiye sahip noktay:r ifade eder. Eger Cook
mesafesinin degeri, model tahminlerinin sadece bir ya da iki veriye ¢ok duyarh
olabilecegini ifade ediyorsa, modelleme sonug¢larinin giicliiligiinii (robustness)
kontrol etmek amaciyla, sikinti yaratan bu noktalar olmaksizin herhangi bir
analizi tekrarlamak genellikle mantikli olabilir. Cook mesafesinin, kuvvet
(leverage) ve standardize artiklarin bir fonksiyonu olarak ifade edilebilmesi
nedeniyle, Cook mesafesinin konturlar1 grafik iizerinde gosterilebilir. Sekil5.4’de

noktalarin hig biri net olarak ¢izgi (kontur) disinda (out of line) goriinmemektedir.

Genellestirilmis Dogrusal Model (GLM)

Oliim verilerini modellemekte kullanilan geleneksel yaklasimlardan biri,
gozlenen Oliimiin Poisson rassal degisken olmasi varsayimidir. Bu varsayimdan
hareketle ve Sekil5.4’iin bir sonucu olarak, dogrusal model yerine genellestirilmis
dogrusal modelin kullanilmast daha wuygun goriinmektedir. Elde edilen
genellestirilmis dogrusal model asagida ifade edilmistir.

log(E[death,]) = B, + time, 3, + tmpd. 3, + pmlOmedian, 3, +
pm25median, 3, + o3median. B, + comedian. 3, + &, (5.11)
death, [l Poi(E[death,])

Bu modele iliskin sonuglar Tablo5.14’de yer almaktadir.
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Yukarida kurulmus olan dogrusal ve genellestirilmis dogrusal modeller
“AIC”  ve “sapma” (deviance) kriterlerine gore karsilastirildiginda,
genellestirilmis dogrusal modelde hem AIC hem de sapma degerinde biiyiik bir
diisiis gozlenmektedir. Fakat genellestirilmis dogrusal model icin kontrol
grafikleri, Sekil5.4’de dogrusal model i¢in ifade edilmis olan grafiklerle hemen
hemen ayn1 goriintiiye sahiptir. Dolayisiyla, genellestirilmis dogrusal modelde de
mevcut problemlerin (6zellikle sapan gozlem probleminin) hala devam ettigi

goriilmektedir.

TabloS.14. Genellestirilmis dogrusal model icin 6zet istatistikler

> summary (LA2)

Call:
glm(formula = death ~ time + tmpd + pmlOmedian + pm25median +
o3median + comedian, family = poisson, data = la)

Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-4.00837 -0.94433 -0.07325 0.72809 6.87172

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>]|z|)
(Intercept) 5.355e+00 4.419e-02 121.171 < 2e-16 ***

time -1.520e-05 2.271e-06 -6.691 2.22e-11 ***

tmpd -5.497e-03 6.866e-04 -8.006 1.18e-15 ***
pmlOmedian -7.174e-04 3.351e-04 -2.141 0.032305 *
pm25median 1.289%9e-03 4.308e-04 2.992 0.002768 **

o3median -1.738e-03 4.629e-04 -3.755 0.000173 ***
comedian 3.404e-05 6.549e-06 5.198 2.01e-07 **x*

Signif. codes: 0O '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 " ' 1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)

Null deviance: 1609.4 on 593 degrees of freedom
Residual deviance: 1081.8 on 587 degrees of freedom
AIC: 5157.5

Sekil5.4’lin sag alt panelinde yer alan grafikte herhangi bir sapan gozlem
mevcut gorilnmemektedir. Fakat buna ragmen, yukarida ifade edildigi gibi, sozii
gecen problemlerin hala devam etmesi nedeniyle, dogrusal ve genellestirilmis
dogrusal modeller icin sapan gozlem adaylarn veri setinden cikarilarak yeniden

modeller kurulmus ve kurulan tiim dogrusal modeller R, hata kareler ortalamasi

(MSE), B ve se(,g) degerleri goz oniinde bulundurularak karsilastirilmistir.

N

Diger taraftan, kurulan tiim genellestirilmis dogrusal modeller ise sapma, [ ve
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se(B) degerleri dikkate alinarak karsilastirilmistir. Sapan gozlem adayi noktalar

Sekil5.4’de de goriildiigii gibi, 4743., 4749. ve 4755. noktalardir ve bu noktalarin

veri setinden ¢ikarilmasi iglemi Tablo5.15’de yer alan sirayla yapilmistir.

Tablo5.15. Kurulan modellerden ¢ikarilan sapan gozlem adaylari

Cikarilan Gozlemler

e 4755, gozlem (1) o 4743, ve 4749. o 4743, 4749, ve
o 4749, gozlem (2) gozlemler (4) 4755. gozlemler (7)
® 4743, gézlem (3) *  4743.ve 4755.
gozlemler (5)
e 4749, ve 4755.
gozlemler (6)

Tablo5.15 incelendiginde, dogrusal ve genellestirilmis dogrusal modeller
icin yediser adet yeni model kuruldugu dikkati ¢ekmektedir ve bu tabloda
parantez i¢inde yer alan sayilar modellere verilen numaralarn gostermektedir. Bu
modellere iliskin baz1 sonuglar Tablo5.16’da yer almaktadir. Tablo5.16’nin ilk

satir1 gézlemler ¢ikarilmadan 6nce kurulan modellere ait sonuglari icermektedir.

Tablo5.16. Sapan gozlem adaylar: ¢ikarilarak kurulan modellere ait sonuglar

| Dogrusal Model (LM) | Gen. Dog. Model (GLM) ‘
Modeller | R’ MSE | Sapma ‘
LM/GLM 0.3164 295 1081.8
1 0.3164 294 1049.0
2 0.3173 294 1055.0
3 0.3174 293 1034.0
4 0.3184 292 1007.0
5 0.3175 292 1007.0
6 0.3173 293 1022.0
7 0.3178 291 973.0

Tablo5.16 incelendiginde dogrusal model icin R’ ve MSE degerleri
acisindan goze carpan farklar yoktur ayni1 zamanda B ve se( B) degerleri de ¢cok

yakin sonuclar vermistir. Genellestirilmis dogrusal model icin sapma degerleri

incelendiginde, 7. model i¢in (iic gozlem de c¢ikarildiginda) bu degerin
digerlerinden biraz farkli oldugu goriilmektedir fakat bu modelin ,3 ve se(,B)

degerleri birbirlerine ¢cok yakin sonuglar vermistir. Bu sonuglar, Sekil5.4’iin sol

alt panelinde yer alan sonucu destekler niteliktedir ve yukarida ifade edilen sapan
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gozlem aday noktalarinin veri setinden ¢ikarilmasi1 gerekmemektedir. Fakat daha
once de bahsedildigi gibi hala mevcut problemler devam etmektedir.

Boyle bir problem ortaya ciktiginda, modelin esnek olmayan halde
olabilmesi siiphesi ile dogrusal regresyon modelleri yerine nonparametrik
regresyon modellerinin (toplamsal ve genellestirilmis toplamsal modeller)

incelenmesi yararli olacaktir.

Toplamsal Model

Elde edilen toplamsal model asagida verilmistir:

death, = B, + pm25median, B, + f,(time,) + f,(tmpd,) +

5.12
f5(pmlOmedian,) + f,(03median;) + &, (>12)

Bu model bir semiparametrik toplamsal modeldir. Modele iliskin sonuglar ise

Tablo5.17°de yer almaktadir.

TabloS.17. Semiparametrik toplamsal model icin 6zet istatistikler

> summary (LA3)

Family: gaussian
Link function: identity

Formula:
death ~ s(time) + s(tmpd) + s(pmlOmedian) + pm25median + s (o3median)

Parametric coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])

(Intercept) 149.60465 0.66348 225.485 <2e-16 **x*
pm25median 0.20888 0.08692 2.403 0.0le66 *
Signif. codes: 0O '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 " ' 1

Approximate significance of smooth terms:

edf Est.rank F p-value
s (time) 7.348 9.000 6.108 3.19e-08 **x*
s (tmpd) 3.311 7.000 5.766 1.8le-06 ***
s (pmlOmedian) 6.738 9.000 3.292 0.000632 ***
s (o3median) 3.015 7.000 10.203 4.53e-12 **x*
Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 "' "1
R-sqg. (adj) = 0.381 Deviance explained = 40.4%
GCV score = 271.38 Scale est. = 261.14 n = 594
> AIC(LA3)
[1] 5015.326

> deviance (LA3)
[1] 149266.1

91



Tablo5.17 incelendiginde kurulan semiparametrik toplamsal modelin
genellestirilmis dogrusal modelden daha diisik AIC kriterine sahip olmasina
karsin sapma degerinin genellestirilmis dogrusal modelin sapma degerinden
oldukca yiiksek oldugu goriilmiistiir.

Semiparametrik toplamsal modele iligkin kontrol grafikleri ise Sekil5.5’de
yer almaktadir ve bu kontrol grafikleri R’de mgcv paketinde yer alan
gam.check komutu kullanilarak elde edilmistir. Sekil5.5’in sol {ist panelinde
normal dagilim varsayimi icin saga carpik (positive skew) bir durum (problemli
bir durum) gozlenmektedir. Sekil5.5’in sol alt paneli de bu durumu destekleyen
bir ¢izim sergilemektedir. Sekil5.5’in sag iist paneli artiklarin uyumu yapilan
degerlere kars1 (fitted value ya da linear predictor) bir ¢izimini gostermektedir ve
bu grafikte sabit varyanshilik varsayimimin tam olarak saglanmadigi
gozlenmektedir. Sekil5.5’in sag alt panelinde ise yanit degerlerinin uyumu yapilan
degerlere (fitted value) karsi ¢izimi yer almaktadir ve bu grafikte de varyansin
ortalamayla birlikte arttig1 goézlenmektedir. Diger bir ifadeyle, sabit varyanslhlik

varsayimi i¢in problemli bir durum s6z konusudur.
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SekilS.5. Semiparametrik toplamsal model icin kontrol grafikleri.
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Sekil5.6’da ise semiparametrik toplamsal modelden elde edilen piiriizsiiz

(smooth) fonksiyon tahminleri yer almaktadir.
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Sekil5.6. Semiparametrik toplamsal modelden elde edilen piiriizsiiz fonksiyon tahminleri

Mevcut problemlerin hala devam etmesi gerceginden ve Oliim

degiskeninin poisson dagilan bir rassal degisken olmasi geleneksel yaklagimindan

yola cikarak, bu noktada, toplamsal modeller yerine genellestirilmis toplamsal

modellerin kullanilmasina karar verilmistir.

Genellestirilmis Toplamsal Model (GAM)

Bu bolimde kurulan modelde iistel aile dagilimi “Poisson”, link

fonksiyonu ise “log” alinarak, bir genellestirilmis toplamsal model kurulmustur.

log(E[death,]) = f,(time,) + f,(tmpd,) + f,(pmlOmedian,) +
f.(pm25median,) + f,(03median,) +
Jfs(comedian.) + €,

death. I Poi(E[death,])

(5.13)

Bu model ile ilgili 6zet istatistikler Tablo5.18’de goriilmektedir. Bu tablo

incelendiginde, genellestirilmis toplamsal modelin AIC degerinin semiparametrik

toplamsal modele gore ¢ok kiiciik bir artis1 gozlense de sapma degerinde gozle

goriiliir bir diisiis gerceklesmistir. Elde edilen genellestirilmis toplamsal modelle
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ilgili kontrol grafikleri, semiparametrik toplamsal modellin kontrol grafikleri ile
hemen hemen aymi goriintilyii sergilemektedir. Bu modele iliskin piiriizsiiz
fonksiyon tahminleri ise Sekil5.7’de yer almaktadir. Sekil5.7 incelendiginde, tiim

degiskenlerin yanit iizerindeki etkisinin nonparametrik oldugu gozlenmektedir.

TabloS.18. Genellestirilmis toplamsal model icin 6zet istatistikler

> summary (LA4)

Family: poisson
Link function: log

Formula:
death ~ s(time) + s(tmpd) + s(pmlOmedian) + s(pm25median) + s(o3median)
+

s (comedian)

Parametric coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>]|z|)
(Intercept) 5.003989 0.003367 1486 <2e-16 **x*

Signif. codes: 0O '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 " ' 1

Approximate significance of smooth terms:
edf Est.rank Chi.sg p-value

s (time) 8.005 9.000 90.79 1.13e-15 ***

s (tmpd) 3.796 8.000 60.62 3.52e-10 ***

s (pmlOmedian) 7.016 9.000 30.82 0.000318 **x*

s (pm25median) 6.523 9.000 22.80 0.006671 **

s (o3median) 3.142 7.000 44.85 1.46e-07 **x*

s (comedian) 8.182 9.000 29.92 0.000452 ***
Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 "' "1
R-sqg. (adj) = 0.395 Deviance explained = 43.5%
UBRE score = 0.65883 Scale est. =1 n = 594
> AIC(LA4)

[1] 5047.006

> deviance (LA4)
[1] 910.0135

Elde edilen bu genellestirilmis toplamsal modelin AIC degerindeki artig
nedeniyle ve kontrol grafiklerinin hem semiparametrik toplamsal model i¢in hem
de genellestirilmis toplamsal model icin hemen hemen ayni goriintiiyii vermesi
nedeniyle bu iki modelin hipotez testi ile karsilastirilmasina karar verilmistir.
Hipotez testi sonuglari Tablo5.19’da yer almaktadir.

Tablo5.19 incelendiginde, 2 numarali modelin (genellestirilmis toplamsal
modelin), istatistiksel olarak daha anlamli sonuglar verdigi, diger bir ifadeyle

yaniti, semiparametrik toplamsal modele gore daha iyi acikladigi goriilmektedir.
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SekilS.7. Genellestirilmis toplamsal modelden elde edilen piiriizsiiz fonksiyon tahminleri

Tablo5.19. Semiparametrik toplamsal ve genellestirilmis toplamsal model i¢in hipotez testi

> anova (LA3,LA4.3,test="F")
Analysis of Deviance Table

Model 1: death ~ s(time) + s(tmpd) + s(pmlOmedian) + pm25median +
s (o3median)
Model 2: death ~ s(time) + s(tmpd) + s(pmlOmedian) +
s (pm25median) + s(o3median) +
s (comedian)

Resid. Df Resid. Dev Df Deviance F Pr (>F)
1 571.589 149266
2 556.336 910 15.253 148356 9726.3 < 2.2e-16 **x
Signif. codes: 0 '***' (0,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 " ' 1

Ince Tabakali Splayn (TPS) ile Olusturulan Genellestirilmis Toplamsal Model

Bu asamadan sonra, pmlOmedian, pm25median ve time agiklayici
degiskenlerini bir piiriizsiiz fonksiyonda iceren, bununla birlikte tmpd ve
o3median aciklayict degiskenlerini de diger bir piiriizsiiz fonksiyonda iceren bir
ince tabakali splayn modeli kurulmaya karar verilmistir. BoOyle bir karar

verilmeden Once ince tabakali splayn i¢in bir ¢ok alternatif model olusturulmus ve
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olusturulan tiim modeller R%, AIC ve sapma degerlerine gore karsilastirilarak, elde
edilen modeller icinden bu kriterlere gore en iyi sonuglar1 veren, birinci ve ikinci
terimi ince tabakali splayn olan asagidaki genellestirilmis toplamsal model
secilmistir:
log(Eldeath.]) = f,(time,, pmlOmedian,, pm25median,) +
f,(tmpd.,03median,) + f,(comedian,) + €, (5.14)
death, [l Poi(E|death.])

Bu modele iliskin 0zet istatistikler Tablo5.20’de verilmistir. Modelle ilgili
kontrol grafikleri ise Sekil5.8’de yer almaktadir.

Tablo5.20. Ince tabakali splayn modeli igin 6zet istatistikler

> summary (LA5)

Family: poisson
Link function: log

Formula:
death ~ s(time, pmlOmedian, pm25median) + s(tmpd, o3median) +
s (comedian)

Parametric coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>]z])
(Intercept) 5.002970 0.003369 1485 <2e-16 ***
Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 "' "1

Approximate significance of smooth terms:
edf Est.rank Chi.sg p-value

s (time, pmlOmedian, pm25median) 74.202 65.000 254.88 < 2e-16 ***
s (tmpd, o3median) 14.250 29.000 76.06 4.3le-06 ***
s (comedian) 7.864 9.000 22.98 0.00624 **
Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 " ' 1
R-sqg. (adj) = 0.5 Deviance explained = 58.2%

UBRE score = 0.46138 Scale est. =1 n = 594

> AIC(LA5)

[1] 4929.725

> deviance (LA5)
[1] 673.4297

Tablo5.20 incelendiginde, bu modele ait AIC ve sapma degerlerinin donceki
tiim modellerden daha diisiik oldugu gozlenmistir. Sekil5.8’de yer alan kontrol
grafikleri incelendiginde, varsayumlarla ilgili problemlerin ortadan kalktigi
goriinmektedir. Simdiye kadar incelenen modellerin sonuglarin1 karsilastirarak,

ince tabakali splayn iceren son modelin diger tiim modellerden daha iyi
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performans gosterdigi sonucuna varilmistir. Diger bir ifadeyle son model, Los

Angeles hava kirliligi-oliim verileri icin daha uygun bir modeldir. Bu modeldeki

pliriizsiiz (smooth) fonksiyonlarin tahminleri ise Sekil5.9°da yer almaktadir.
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Sekil5.9. Ince tabakali splayn igeren son modelden elde edilen piiriizsiiz fonksiyon tahminleri

97



Yapilan uygulamada Los Angelos’da tesbit edilen hava kirliliginin 6lim
oranint nasil etkiledigini ortaya c¢ikarmak amaciyla farkli regresyon modelleri
kurulmus ve onlarin performanslart degerlendirilmistir. Ele alinan regresyon
modelleri sirasiyla dogrusal model, genellestirilmis dogrusal model (GLM),
toplamsal modeller, genellestirilmis toplamsal model (GAM) ve ince tabakali
splayn (TPS) ile GAM’dir. ifade edilen bu modellerden, toplamsal model,
genellestirilmis toplamsal model ve ince tabakali splayn kullanilarak olusturulan
genellestirilmis toplamsal modellerde regresyon splayni kullanilarak model
uyumu yapilmigtir. Kurulan tiim modellerde model varsayimlarinin saglanip
saglanmadigi incelenmistir. Tiim modeller AIC ve sapma degerlerine gore
karsilastirildiginda, ince tabakali splayn ile elde edilen GAM’e ait ait AIC ve
sapma degerlerinin Onceki tiim modellerden daha diisiik oldugu goézlenmistir.
Diger modellerde varsayimlarin tamaminin saglanmamasina karsin, bu modele ait
kontrol grafikleri incelendiginde, varsayimlarla ilgili problemlerin ortadan kalktig1
goriilmektedir. Bu durumda, ince tabakali splayn iceren son modelin diger tiim
modellerden daha iyi performans gosterdigi, diger bir ifadeyle son modelin, Los
Angeles hava kirliligi-6liim verileri i¢cin daha uygun bir model oldugu sonucuna

varilmastir.

Uygulama 2. Chicago’daki Hava Kirliliginin Incelenmesi

Bu boliimde bir onceki boliime benzer olarak, Chicago’daki hava kirliligi
ile kaydedilen o6liim orani arasindaki iligski incelenmistir ve kullanilan veriler

www.ihapss.jhsph.edu adresinden alinmistir. Dikkate alinan veriler, 01/01/1987-

31/12/2000 yillan1 arasinda, Chicago’da kaydedilen giinliikk 6liim orani ve hava
kalitesi degerleridir. Olgiimler her giin icin yapilmistir ve tipki Los Angeles
verilerinde oldugu gibi, agecat degiskeni ile ayrilmis olan ii¢ grup birlestirilerek
5114 veri dikkate ahnmustir. Ilgilenilen yanmit degiskeni yillar icerisinde
Chicago’da meydana gelen giinliik 6liim oranlardir (death-kazalar disindaki
tim olim olaylar1). Gozlenen Olim oranlarina karsilik gelen olasi aciklayict

degiskenler ise asagida verilmistir:

o3median : ozon seviyeleri (PPB)

so2median : kiikiirt dioksit seviyeleri (PPB)
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pml0median: partikiil seviyeleri (mg/m3 )

tmpd : ortalama sicaklik (F°)

Yukarida ifade edilen hava kalitesi degiskenlerine ek olarak, Chicago verilerinde

de oliim oran1 t ime degiskeni ile de degisme egilimindedir.

Bu bolimde de hava kirliliginin 6lim oranimi nasil etkiledigini ortaya
cikarmak amaciyla farkl regresyon modelleri kurulmus ve onlarin performanslari
farkli kriterler goz Oniinde bulundurularak degerlendirilmistir. Yapilan bu
analizlerde de R programinin temel paketlerinin yani sira gamair ve mgcv ve
NMMAPSdata paketleri de kullanilmistir. Ele alinan regresyon modelleri sirasiyla
asagida ifade edilmistir:

® Dogrusal Model
e Genellestirilmis Dogrusal Model (GLM)
e Toplamsal Modeller

a. Tam Toplamsal Model

b. Semiparametrik Toplamsal Model
e Genellestirilmis Toplamsal Model (GAM)
¢ ince Tabakali Splayn (TPS)

Simdi yukarida ifade etmis oldugumuz modelleri tek tek inceleyelim:

Dogrusal Model

Tiim agiklayici degiskenlerin, 6liim orami iizerinde dogrusal etkiye sahip
oldugunu varsayarak, asagida ifade edilen dogrusal model kurulmustur.

death, = B, +time, 8, + o3median. 3, + so2median, 3, + S 15
pmlOmedian, 3, + tmpd B, + €, (5-15)

Bu modele iligkin 6zet istatistikler Tablo5.21°de verilmistir. Dogrusal modele

iliskin grafikler ise Sekil5.10°da gosterilmektedir.
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Tablo5.21. Dogrusal model i¢in dzet istatistikler

> summary (chl)

Call:

Im(formula = death ~ time + o3median + so2median + pmlOmedian +

tmpd, data = chicago)

Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-39.7253 -8.8785 -0.9023 7.7323 304.8217

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) 1.323e+02 7.023e-01 188.394 < 2e-16 ***

time -1.444e-03 1.379e-04 -10.474 < 2e-16 ***
o3median 5.882e-02 2.427e-02 2.424 0.0154 *
so2median 2.363e-01 7.843e-02 3.013 0.0026 **
pmlOmedian 8.722e-02 1.283e-02 6.800 1.17e-11 ***
tmpd -3.307e-01 1.298e-02 -25.472 < 2e-16 ***
Signif. codes: 0 '***' (0,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 '

Residual standard error: 13.95 on 4835 degrees of freedom

Multiple R-Squared: 0.17, Adjusted R-squared: 0.1691
F-statistic: 198 on 5 and 4835 DF, p-value: < 2.2e-16
> AIC(chl)

[1] 39264.51

> deviance (chl)

[1] 941222.5

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
8 - s1180 2 o 31180
(] =1 N
k=]
o @ wn
» |
3 & 03119 e - 03119
3 8 o
-g =] Q3120 N ©3120
e k<]
o o_ s 0 -
°
o S o 4
@ od
T T T T T T T T

100 110 120 130 140 -4 2 0 2 4
Fitted values Theoretical Quantiles
Scale-Location Residuals vs Leverage
© 31180 « T
© & o | od%s
S < = RN
% O3119 o N
o0 — N SN
S o 03119 N, T~
3 5 o Sell vl
N S i Sl Ty
g T wda 0 T ==qos5
@
° °
% % ° 9 &_BM’—IQ
L e aniacat B o |T°% Cook's distance
T T T T T o T T T T 05
100 110 120 130 140 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
Fitted values Leverage

Sekil5.10. Dogrusal model i¢in kontrol grafikleri.
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Sekil5.10’un sol iist panelinde bazi noktalarin sifir etrafindaki esit sagilimi
bozduklar1 gozlenmektedir, dolayisiyla problemli bir durum mevcuttur. Sabit
varyans varsayiminin kontrol edildigi Sekil5.10’un sol alt panelinde de sapan
gozlemlerden kaynaklanan bazi problemler gdze carpmaktadir. Sekil5.10’un sag
ist panelinde yer alan normal Q-Q grafiginin iist kuyrugunda dogrusalliktan
sapma gozlenmektedir. Sekil5.10’un sag alt panelinde yer alan Cook mesafesinin
kontur grafigi lizerinde, noktalarin hi¢ birinin net olarak kontur disinda (out of

line) olmadig1 goriinmektedir.

Genellestirilmis Dogrusal Model (GLM)

Sekil5.10’un bir sonucu olarak ve daha once Los Angeles 6rneginde 6lim
verileri i¢in gdz Oniinde bulundurulmus olan varsayimdan hareketle, dogrusal
model yerine genellestirilmis dogrusal modelin kullanilmas1 daha uygun
goriinmektedir. Kurulmus olan genellestirilmis dogrusal model asagida ifade
edilmistir.

log(E[death,]) = B, + time, 5, + 03median, 3, + so2median, 3, +
pmlOmedian, 3, +tmpd B + &, (5.16)
death, 1 Poi(E[death,])
Bu modele iliskin sonuglar Tablo5.22°de yer almaktadir.

Yukarida kurulmus olan dogrusal ve genellestirilmis dogrusal modeller
“AIC” ve “Sapma” kriterlerine gore karsilastirildiginda, genellestirilmis dogrusal
modelde o6zellikle sapma degerinde biiyiik bir diisiis gozlenmektedir. Fakat
genellestirilmis dogrusal model i¢in kontrol grafikleri, Sekil5.10°da dogrusal
model i¢in ifade edilmis olan grafiklerle hemen hemen aymi goriintiiye sahiptir.
Dolayisiyla, genellestirilmis dogrusal modelde de mevcut problemlerin hala
devam ettigi ve birbirine ¢ok yakin olan 4 sapan gozlemin de hala var oldugu
goriilmektedir.

Veriler daha ayrintili incelendiginde, sapan gozlemlerin verilerde meydana
gelen giinliilk en yliksek Oliim oranlart oldugu ve bunlarin ardisik giinlerde
meydana geldigi gozlenmistir. Oliim oranindaki bu yiikselme, gozlenen oldukga
yiikksek sicaklik ve ozon donemi ile iliskilidir. Asagida s6z konusu durum

gosterilmistir:
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> chicago$death[3114:3123]
[1] 119 116 121 226 411 287 228 159 142 123
> chicago$o3median[3114:3123]
[1] 18.1413783 24.1604249 36.7455450 29.7035454 28.1150909 21.1150086
[7] 5.6497315 2.4096013 0.4478698 -5.2211149
> chicago$tmpd([3114:3123]
[1] 79.0 84.5 92.0 91.5 86.0 83.0 78.5 74.0 75.5 73.5

Tablo5.22. Genellestirilmis dogrusal model icin 6zet istatistikler

> summary (ch2)

Call:
glm(formula = death ~ time + o3median + so2median + pmlOmedian +
tmpd, family = poisson, data = chicago)

Deviance Residuals:
Min 10 Median 30 Max
-4.09431 -0.84778 -0.08558 0.72004 22.39571

Coefficients:
Estimate Std. Error =z value Pr(>]|z|)
(Intercept) 4.892e+00 4.583e-03 1067.449 < 2e-16 ***

time -1.251e-05 9.204e-07 -13.594 < 2e-16 **x*
o3median 4.870e-04 1.621e-04 3.004 0.002668 **
so2median 1.985e-03 5.134e-04 3.866 0.000111 ***
pmlOmedian 7.453e-04 8.442e-05 8.828 < 2e-16 ***

tmpd -2.831e-03 8.558e-05 -33.081 < 2e-16 **x*
Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 "' "1

(Dispersion parameter for poisson family taken to be 1)
Null deviance: 9340.7 on 4840 degrees of freedom
Residual deviance: 7681.5 on 4835 degrees of freedom

AIC: 39542

Number of Fisher Scoring iterations: 4

Boyle bir problem ortaya ¢iktiginda, model son derece esnek olmayan
(inflexible) halde olabilir ve 6liim oraninin sicaklik ve ozonla ilgili baz1 dogrusal
olmayan yanitlarina ihtiya¢ duyulabilir. Bu durumda dogrusal regresyon modelleri

yerine nonparametrik regresyon modellerinin incelenmesi yararl olacaktir.

Toplamsal Modeller

[Ik olarak tam toplamsal (tiim agciklayic1 degiskenler nonparametrik
alinarak) model incelenmistir. Daha sonra, etkilerinin dogrusal oldugu gozlenen
degiskenler modelde parametrik alinarak semiparametrik toplamsal model

olusturulmustur.
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a) Tam Toplamsal Model

Kurulmus olan tam toplamsal model asagida verilmistir:

death, = B, + f (time,) + f (03median,)+ f (so2median,) + 5.17)
S (pmlOmedian,) + f (tmpd,) + €

Modele iliskin sonuglar ise Tablo5.23’de yer almaktadir. Bu tablo incelendiginde
kurulan tam toplamsal modelin genellestirilmis dogrusal modelden daha diisiik
AIC kriterine sahip olmasina karsin sapma degerinin genellestirilmis dogrusal

modelin sapma degerinden oldukc¢a yiiksek oldugu goriilmiistiir.
Tam toplamsal modele iliskin kontrol grafikleri ise Sekil5.11°de yer
almaktadir. Tam toplamsal modele ait kontrol grafiklerinin dogrusal ve

genellestirilmis dogrusal modeller ile hemen hemen aynmi goriiniimde oldugu

gozlenmistir.

Tablo5.23. Tam toplamsal model i¢in dzet istatistikler

> summary (ch3)

Family: gaussian
Link function: identity

Formula:
death ~ s(time) + s(o3median) + s(so2median) + s(pmlOmedian) +
s (tmpd)

Parametric coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])
(Intercept) 115.330 0.195 591.5 <2e-16 ***
Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 "' "1

Approximate significance of smooth terms:
edf Est.rank F  p-value

s (time) 8.114 9.000 22.168 < 2e-16 ***

s (o3median) 2.508 6.000 2.971 0.00676 **

s(so2median) 1.000 1.000 5.929 0.01493 *

s (pmlOmedian) 2.129 5.000 7.511 4.93e-07 ***

s (tmpd) 7.948 9.000 89.976 < 2e-16 ***

Signif. codes: 0 '***' 0.001 '**' Q.01 '*' 0.05 '." 0.1 ' " 1
R-sqg. (adj) = 0.214 Deviance explained = 21.8%

GCV score = 184.91 Scale est. = 184.05 n = 4841

> AIC(ch3)

[1] 39009.52

> deviance (ch3)
[1] 886787.7
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Normal Q-Q Plot Resids vs. linear pred.
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Sekil5.11. Tam toplamsal model i¢in kontrol grafikleri.

Sekil5.12’de ise tam toplamsal modelden elde edilen piiriizsiiz (smooth)
fonksiyon tahminleri yer almaktadir. Bu grafikler incelendiginde so2median
degiskeninin o©liim oram iizerinde dogrusal bir etkiye sahip olabilecegi

goriilmektedir. Bu nedenle so2median modelde parametrik olarak alinmalidir.
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Sekil5.12. Tam toplamsal modelden elde edilen piiriizsiiz fonksiyon tahminleri
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Diger taraftan pmlOmedian ve so2median degerlerinin dagilimi ile
ilgili bir problem gozlenmektedir (bu probleme daha sonraki asamalarda

deginilecektir).

b) Semiparametrik Toplamsal Model

Yukarida ifade edildigi gibi, tam toplamsal modelde so2median
degiskeninin etkisinin dogrusal olarak ortaya cikmasi nedeniyle, bu degisken
parametrik olarak alinarak semiparametrik toplamsal model olusturulmustur.
Kurulan semiparametrik model,

death. = 3, + so2median. 3, + f (time,)+ f (03median.) + (5.18)
f (pmlOmedian,)+ f (tmpd,) + &,
ve bu modele iligkin 6zet istatistikler Tablo5.24’de verilmistir.

Tablo5.24. Semiparametrik toplamsal model icin 6zet istatistikler

> summary (ch4)

Family: gaussian
Link function: identity

Formula:
death ~ s(time) + s(o3median) + so2median + s(pmlOmedian) + s (tmpd)

Parametric coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>]|t])

(Intercept) 115.44866 0.20099 574.398 <2e-16 ***
so2median 0.18852 0.07742 2.435 0.0149 ~*
Signif. codes: 0 '***' (0,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 ' "1

Approximate significance of smooth terms:
edf Est.rank F p-value

s (time) 8.114 9.000 22.168 < 2e-16 ***

s (o3median) 2.508 6.000 2.971 0.00676 **

s (pmlOmedian) 2.129 5.000 7.511 4.93e-07 ***

s (tmpd) 7.948 9.000 89.976 < 2e-16 ***

Signif. codes: 0 '"***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 ' " 1
R-sqg. (adj) = 0.214 Deviance explained = 21.8%

GCV score = 184.91 Scale est. = 184.05 n = 4841

> AIC (ch4)

[1] 39009.52

> deviance (ch4)
[1] 886787.9

Tablo5.24 incelendiginde, tam toplamsal model ile semiparametrik

toplamsal modellerin AIC ve sapma degerlerinde herhangi bir degisme olmadigi
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ve bununla birlikte her iki modele iliskin tahminlenen serbestlik dereceleri, F
degerleri ve karsilik gelen olasilik degerlerinin hemen hemen aymi oldugu
gozlenmistir. Kontrol grafikleri de ayni goriiniimii sergilemektedir. Bu noktada,
pmlOmedian degiskeninin de parametrik olabilecegi siiphesinden yola ¢ikarak
bir diger semiparametrik toplamsal regresyon modeli kurulmustur. Fakat bu
modelin diger modelden daha koétii sonuglar verdigi gézlenmistir ve burada bu
modele yer verilmemistir.

Mevcut problemlerin hala devam etmesi gerceginden ve Oliim
degiskeninin poisson dagilan bir rassal degisken olmasi geleneksel yaklasimindan
yola ¢ikarak, bu noktada, toplamsal modeller yerine genellestirilmis toplamsal

modellerin kullanilmasina karar verilmistir.

Genellestirilmis Toplamsal Model (GAM)

Bu bolimde kurulan modelde iistel aile dagilimi “Poisson”, link
fonksiyonu ise “log” alinarak, genellestirilmis toplamsal model kurulmustur.
log(Eldeath.]) = f,(time,) + f,(03median,) + f,(so2median,)+

f.(pmlOmedian,) + f,(tmpd.) + €, (5.19)
death; 1 Poi(E|[death,])

Bu model ile ilgili 6zet istatistikler Tablo5.25’de goriilmektedir. Bu tablo
incelendiginde, genellestirilmis toplamsal modelin AIC degerinin, tam toplamsal
ve semiparametrik toplamsal modellere gore bir artis1 gozlense de sapma
degerinde gozle goriilir bir disiis gerceklesmistir. Kurmus oldugumuz
genellestirilmis toplamsal modelle ilgili kontrol grafikleri, tam toplamsal ve
semiparametrik toplamsal modellerin kontrol grafikleri ile hemen hemen ayni
goriintiiyli sergilemektedir. Bu modele iligkin piiriizstiz fonksiyon tahminleri ise
Sekil5.13’de yer almaktadir. Sekil5.13 incelendiginde, tiim degiskenlerin yanit
tizerindeki etkisinin nonparametrik oldugu gozlenmektedir. Diger taftan
pmlOmedian ve so2median degerlerinin dagilimi ile ilgili problem
Sekil5.13’de dikkatimizi cekmektedir.

Tiim degiskenlerin yanit lizerinde nonparametrik etkiye sahip oldugunun
gbzlenmesi nedeniyle, bu ornek uygulamada genellestirilmis semiparametrik

toplamsal model incelenmemistir. Fakat hala daha once bahsedilen dort sapan
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gozlemin olmasi, diger taraftan so2median ve pmlOmedian degerlerinin

dagilimlarinin bir problem icermesi sorunlar1 ¢oziilememistir.

Tablo5.25. Genellestirilmis toplamsal model i¢in 6zet istatistikler

> summary (ch5)

Family: poisson
Link function: log

Formula:
death ~ s(time) + s(o3median) + s(so2median) + s(pmlOmedian) +
s (tmpd)

Parametric coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>]|z])
(Intercept) 4.745893 0.001341 3540 <2e-16 ***

Signif. codes: 0O '***' 0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '." 0.1 " ' 1

Approximate significance of smooth terms:
edf Est.rank Chi.sqg p-value

s (time) 8.427 9.000 320.30 < 2e-16 **x*

s (o3median) 7.837 9.000 37.64 2.02e-05 ***

s (so2median) 3.648 8.000 16.42 0.0368 *

s (pmlOmedian) 8.132 9.000 69.79 1.68e-11 **x*

s (tmpd) 8.191 9.000 1239.82 < 2e-16 ***

Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 " ' 1
R-sqg. (adj) = 0.215 Deviance explained = 23.2%

UBRE score = 0.49655 Scale est. =1 n = 4841

> AIC(ch5)

[1] 39093.68

> deviance (ch5)
[1] 7170.341

Bahsedilen bu 4 giinliikk 6liim dalgalanmasi etrafindaki verilerin daha
detayli olarak incelenmesi yapildiginda goriilmiistiir ki, yiiksek sicakliklar yiiksek
O0lim oranlarindan ©Onceki birka¢ giinde kaydedilmistir ve aym1 zamanda bu
donemde yiiksek ozon seviyeleri de gbzlenmistir.

Yiiksek oliim olayinda, kestirici degisken icin uygun birlestirme
(aggregations) ve gecikme (lags) islemleri Onerilebilir. Hava kalitesi degisken
degerleri farkli yollarla birlestirilebilir. incelenen problemde sorunlu giindeki ve
oncesindeki ii¢ giindeki degisken degerlerinin toplaminin alinmast Onerilmistir

(Wood, 2006a):

lag.sum<-function(a,10,11)
## 10 is the smallest lag, 11 the largest
{ n<-length(a)

b<-rep(0,n-11)
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for (i in 0:) (10-11)) b<-b+al[(i+l):(n-11+1i)]
b
}
death<-chicago$death[4:5114]
time<-chicago$time[4:5114]
03<-lag.sum(chicago$o3median, 0, 3)
tmp<-lag.sum(chicago$tmpd, 0, 3)
pmlO<-lag.sum(log(chicago$pmlOmedian+40),0

),0,3)
so2<—-lag.sum(log(chicago$so2median+10),0, 3)

Verilerin ayrmtilt incelenmesi gostermistir ki, ozon ve sicakligin her
ikisinin birlikte asir1 artmasi yiiksek Oliim oranlarina sebep olabilmektedir. Bu
nedenle, bu iki aciklayicit degiskeni bir piiriizsiiz fonksiyonda iceren, bir ince

tabakali splayn modeli kurulmaya karar verilmistir.

3
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Sekil5.13. Genellestirilmis toplamsal modelden elde edilen piiriizsiiz fonksiyon tahminleri

Ince Tabakali Splayn (TPS)

Ikinci terimi ince tabakali splayn olan asagidaki genellestirilmis toplamsal

modeli goz Oniine alalim:
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log(Eldeath.]) = f,(time,) + f,(03,,tmp,) + f,(s02)+ f,(pml0) + &,

5.20
death, [ Poi(E[death,)) (5.20)

Bu modele iliskin 6zet istatistikler incelendiginde, so2 degiskeninin 6liim orani
tizerinde (hem dogrusal ve hem de dogrusal olmayan) anlamli bir etkisi olmadigi
gozlenmistir. Bu nedenle so2 degiskeninin modelden c¢ikarilmasina karar
verilmistir. Kurulan yeni model,

log(Eldeath.]) = f,(time,) + f,(03,,tmp,) + f,(pml0) + &,

5.21
death, 1 Poi(E[death,]) 2D

seklinde ifade edilir. Bu modele iliskin 6zet istatistikler Tablo5.26’de verilmistir.
Modelle ilgili kontrol grafikleri ise Sekil5.14’de yer almaktadir.

Tablo5.26. Yeni ince tabakali splayn modeli i¢in 6zet istatistikler

> summary (chi35)

Family: poisson
Link function: log

Formula:
death ~ s(time) + te(o3, tmp) + s(pml0)

Parametric coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>]|z|)
(Intercept) 4.742981 0.001415 3352 <2e-16 **x*
Signif. codes: 0 '***' (0,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 ' "1

Approximate significance of smooth terms:
edf Est.rank Chi.sg p-value

s (time) 8.169 9.000 262.84 < 2e-16 ***

te(o3,tmp) 23.831 15.000 683.80 < 2e-16 ***

s (pml0) 5.983 9.000 80.08 1.56e-13 ***

Signif. codes: 0 '***' (0.001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.'" 0.1 "' "1
R-sqg. (adj) = 0.34 Deviance explained = 33.5%

UBRE score = 0.3346 Scale est. =1 n = 4362

> AIC(chi35)
[1] 34509.26

> deviance (chi35)
[1] 5743.566

Tablo5.26 incelendiginde, bu modele ait AIC ve sapma degerlerinin
onceki tiim modellerden daha diisiik oldugu gozlenmistir. Sekil5.14’de yer alan
kontrol grafikleri incelendiginde, varsayimlarla ilgili problemlerin ortadan kalktig1
goriinmektedir. Simdiye kadar incelenen modellerin sonuglarin1 karsilastirarak,

ince tabakali splayn iceren son modelin diger tiim modellerden daha iyi
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performans gosterdigi sonucuna varilmistir. Diger bir ifadeyle son model,
Chicago hava kirliligi-6liim verileri i¢in daha uygun bir modeldir. Bu modeldeki

pliriizsiiz (smooth) fonksiyonlarin tahminleri ise Sekil5.15’de yer almaktadir.

Normal Q-Q Plot Resids vs. linear pred.
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Sekil5.14. Ince tabakali splayn iceren son model igin kontrol grafikleri.

Yapilan uygulamada Chicago’daki hava kirliliginin 6liim oranimi nasil
etkiledigini ortaya c¢ikarmak amaciyla farkli regresyon modelleri kurulmus ve
onlarin performanslar1 degerlendirilmistir. Ele alinan regresyon modelleri bir
onceki uygulamada oldugu gibi, sirasiyla dogrusal model, genellestirilmis
dogrusal model (GLM), toplamsal modeller, genellestirilmis toplamsal model
(GAM) ve ince tabakali splayn (TPS) ile GAM’dir. Ifade edilen bu modellerden,
toplamsal model, genellestirilmis toplamsal model ve ince tabakali splayn
kullanilarak olusturulan genellestirilmis toplamsal modellerde regresyon splayni
kullanilarak model uyumu yapilmistir. Kurulan tiim modellerde model
varsayimlarinin saglanip saglanmadigi incelenmistir ve bir sapan gézlem problemi
saptanmustir. Veriler daha ayrintili olarak incelenerek ve uygun birlestirme islemi
yapilarak problem asilmistir. Tiim modeller AIC ve sapma degerlerine gore
karsilastirildiginda, ince tabakali splayn ile elde edilen GAM’e ait AIC ve sapma

degerlerinin Onceki tim modellerden daha diisiik oldugu goézlenmistir. Diger
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modellerde varsayimlarin tamaminin saglanmamasina karsin, bu modele ait
kontrol grafikleri incelendiginde, varsayimlarla ilgili problemlerin ortadan kalktig1
goriilmektedir. Bu durumda, ince tabakali splayn iceren son modelin diger tiim
modellerden daha iyi performans gosterdigi, ve Chicago hava kirliligi-6liim

verileri icin daha uygun bir model oldugu sonucuna varilmaistir.
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Sekil5.15. Ince tabakali splayn igeren son modelden elde edilen piiriizsiiz fonksiyon tahminleri

5.2 alt boliimii icin SONUC: Bu alt bolimde hava kirliliginin 6lim
oranina etkisinin analizi i¢in iki farkli veri seti ele alinmistir. Her iki veri seti igin
ince tabakali splayn iceren genellestirilmis toplamasal bir uygun regresyon
modelinin, elde edilen modeller i¢inde en iyi sonuclar1 verdigi gozlemlenmistir.
ABD’ in diger sehirleri icin de ayni problem incelendiginde benzer sonuglar elde
edilmistir. Bu yanit degiskeninin agiklayici degiskenlerle karmasik bagintist olan
problemler icin genellestirilmis regresyon modellerinin ve regresyon splaym

yonteminin ne derecede onem tasidigini agik¢a gostermektedir.
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6. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda regresyonda piiriizliiliikk ceza yaklasimi icin splayn
diizeltme ve regresyon splaymi yontemleri incelenmistir. Toplamsal modellerde
splayn diizeltme yonteminin temelini cezali en kiigciik kareler regresyonu
olusturur. Cezal1 en kii¢iik kareler yonteminde, siradan en kii¢iik karelerden farkl
olarak hata kareler toplamina bir ceza fonksiyonu eklenir ve bu fonksiyon
sayesinde tamamiyla esnek egimli uyumlar ve sabit egimli uyumlar arasinda bir
uzlasma saglanmis olur. Teorem 3.1’e gore, (3.2) cezali hata kareler toplamini

t, digiim noktalar1 ile bir dogal kiibik

minimum yapan bu fonksiyon ?,t,,...,7,
splayndir ve gozlem noktalarinin tamami diigiim noktas1 olarak dikkate
alimmaktadir. Dogal kiibik splayn diizeltmeyi belirleyen f vektoriiniin (3.3) ifadesi
ile veya toplamsal modellerde (3.28) denklemini dogrudan ¢6zerek hesaplanmasi
pratik acidan elverisli degildir ve bu nedenle farkli niimerik yontemlerin kullanimi
faydalidir: Backfitting algoritmasi, direkt metot, Speckman algoritmasi.

Piiriizliilik ceza yaklasimi uygulanan regresyon modellerinde, iyi
(optimum) diizeltme parametresinin se¢imi ©nemli konulardan biridir. A
parametresinin optimum sec¢imi f tahmin fonksiyonunun, gercek f fonksiyonuna
miimkiin oldugu kadar yakin olmasini saglar. Diizeltme parametresinin se¢imi i¢in
cesitli secim kriterleri dikkate alinabilir: CV kriteri, GCV kriteri, Mallows’un C,
kriteri, AIC kriteri ve AICc Kriteri.

Diizeltme parametresinin otomatik se¢iminin zor oldugu durumlarda
(6rnegin, splayn diizeltme ile elde edilen biiyiik boyutlu toplamsal modellerde)
kullanilabilecek bir yontem uygun serbestlik derecesinin  sec¢imidir.
Nonparametrik regresyonda tanimlanan serbestlik derecesi kavramlari dogrusal
regresyona benzer olarak verilebilir. Bu acidan (3.45), (3.46) ve (3.47)
denklemleri ile ii¢ farkli serbestlik derecesi tanimi verilmistir. ifade edilen bu
serbestlik derecelerinden herhangi birisi diizeltme parametresinin degerinin

belirlenmesinde uygulanabilir. Hesaplama agisindan, S, matrisinin kosegen

elemanlarinin toplamu olan df, (1) =tr(S,) digerlerine gore avantaja sahiptir.

Piiriizliiliik ceza yaklasimi i¢in kullanilan regresyon splayninda, splayn

diizeltme yonteminden farkli olarak biitiin gozlem degerlerinin diigiim noktasi
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olarak secilmesi yerine gozlem sayisindan daha az diigim noktasi
belirlenmektedir. Diger bir ifadeyle, taban fonksiyonlar ile ifade edilen splayn
fonksiyonlarinda bu taban fonksiyonlarin sayis1 gdzlem sayisindan ¢ok az olabilir.
Regresyon splayninda ¢ok az diigiim noktasinin kullanimi, hesaplamalarin dnemli
Olctide kolaylagmasina ve modelin tahmin ag¢isindan daha da esnek olmasina
neden olur. En popiiler taban fonksiyonlarindan biri kiibik splayn tabandir ve
farkli alternatif kiibik splayn tabanlar mevcuttur.

Cezali regresyon splayn1 uygulanarak incelenen genellestirilmis toplamsal

modellerde, diizeltici f;, fonksiyonlarinin kestirimi i¢in cezali log-olabilirlik (log-

likelihood) yontemi kullanilabilir. Negatif cezali log-olabilirligin minimizasyonu
problemi, IRLS (Iteratively Re-weighted Least Squares) algoritmasi yardimi ile
gerceklestirilebilir.

Genellestirilmis toplamsal modellerde diizeltme parametreleri sifira

esitlendiginde serbestlik derecesinin, ’nin boyutuna esit oldugu aciktir. Diger

ekstrem durumda, yani diizeltme parametreleri cok biiyiik oldugunda, model asir
esnektir ve bu nedenle de farkli serbestlik derecesine sahiptir. Kurulmus esnek
modelin serbestlik derecesinin Olciilmesi icin bir yol, etkin serbestlik derecesinin
tr(A) olarak hesaplanmasidir, burada A sapka matristir. Serbestlik derecesinin
belirlenmesi i¢in bir diger yaklasim B vektoriintin her bir bileseni icin cezay1 goz
Oniine almaktir, yani ayr1 ayrt her bir diizeltme fonksiyonu igin serbestlik
derecesini kullanmaktir. Diger taraftan, diizeltme parametresinin se¢imi icin etkili
bir yaklasim GCV kullanilarak verilebilir.

Ince tabakali splayn (TPS), belirli bir agiklayici degisken grubunun
fonksiyonunun, yani birden fazla degiskeni olan regresyon fonksiyonunun tahmini
icin kullanmilan ¢ok degiskenli bir splayndir. TPS yamit degiskeni aciklayici
degiskenlerin bilesiginin etkiledigi problemler icin ¢ok dnemli modeldir. Bu tiirlii
problemlere 6rnek olarak hava kirliliginin 6liime etkisi verilebilir (bkz. boliim 5).
TPS bir degiskenli splayn fonksiyonlarin tenzor ¢arpimi olarak tanimlandiginda,
tenzor taban splayinlar kullanilarak, hesaplamalar kolaylastirilabilir.

Tez caligmasinin 5. bolimiinde yer alan uygulamalarin ilk kisminda,
kiralik ve satilik evlerin fiyatlarinin, s6z konusu evlerin ozelliklerinden nasil

etkilendigini ortaya koymak i¢in kurulan regresyon modellerinde splayn diizeltme
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yontemi kullanilmistir. Yapilan uygulamalarda sirasiyla, i) Kanada’daki evlerin
ozelliklerinin satis fiyatlar1 iizerindeki etkisi, ii) Eskisehir’deki evlerin
ozelliklerinin satis fiyatlarnn iizerindeki etkisi, iii) Eskisehir’deki evlerin
ozelliklerinin kira fiyatlar1 lizerindeki etkisi splayn diizeltme ile incelenmistir.
Yapilan oOrneklerin {iciinde de, nonparametrik regresyon modellerinin elde
edilmesinde kullanilan splayn diizeltme yonteminin, diizeltme parametresi ve
diizeltme matrisini bulundurmasi nedeniyle, siradan en kiigiik kareler regresyonu
modelinden c¢ok daha iyi sonuglar verdigi gosterilmistir. Bu uygulamalarda,
evlerin satig/kira fiyatlar ile evlerin ozellikleri arasindaki iligkiler, genel olarak
parametrik regresyon, semiparametrik regresyon, semiparametrik toplamsal
regresyon ve toplamsal regresyon modelleri kullanilarak analiz edilmistir.
Analizler sonucunda, hem parametrik dogrusal bilesenleri hem de bir kag
nonparametrik bileseni bulunduran uygun semiparametrik (toplamsal) regresyon
modelin diger modellerden daha iyi sonuglar verdigi gézlenmistir.

Diinyada her yil hava kirliliginden 3 milyon insan 6lmektedir. Bu deger
diinyadaki toplam oliimiin (ortalama 55 milyon) %5’ni olusturmaktadir ve
oliimlerin %90’ gelismekte olan iilkelerde goriilmektedir. Bu gerceklerden yola
cikarak, 5. boliimiin ikinci kisminda hava kirliliginin 6liim oram iizerindeki etkisi
kiibik regresyon splayni kullanilarak arastirilmistir. Hava kirleticilerinin, diger bir
ifadeyle hava kalitesini belirleyen maddelerin (degiskenlerin) temelini, Kiikiirt
Dioksit (SO,), Partikiil Madde (PM10, PM2.5), Karbon Monoksit (CO), Ozon
(O3) maddeleri teskil ediyor. Yapilan ikinci kisim uygulamalarda, havay1 kirleten
maddelerin 6lim orani iizerindeki etkileri incelenmistir. Bu amagla tezde iki
uygulama calismasinin sonuglar1 verilmistir: Birinci problem Los Angeles’daki
hava Kkirliliginin 6liim orani iizerindeki etkisi; ikinci ise Chicago’daki hava
kirliliginin 6liim oram iizerindeki etkisi regresyon splayni kullanilarak ortaya
konmustur. Her iki problem icin, genellestirilmis dogrusal (GLM), toplamsal,
genellestirilmis toplamsal (GAM) ve ince tabakali splayn (TPS) ile GAM
modelleri incelenmistir. Tiim modeller AIC ve sapma degerlerine gore
karsilastirilmis ve bunun yani sira kurulan her model i¢in varsayimlarin saglanip
saglanmadig1 tek tek incelenmistir. Ince tabakali splayn bilesenler iceren uygun

bir model diger tiim modellerden daha iyi performans gostermistir. Bu nedenle,
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hava kirliligi-6lim problemi i¢in ince tabakali splayn bilesenler iceren GAM
modellerinin en uygun model oldugu sonucuna varilmistir.
Son olarak, asagidaki 6nerilerimiz yazilabilir:

e Baz aciklayicit degiskenlerin yanit degiskenini dogrusal etkilemedigi
belirlenen problemlerde piiriizliilik ceza yaklastmi ile splayn
regresyonunun uygulanmasi ¢ok yararhdir;

e Veri seti ¢ok bilyiilk olmadiginda, splayn diizeltme yontemi ve model
tahmini icin backfitting algoritmasi kullanilabilir;

e Problemde yanita dogrusal etkisi olan ve dogrusal etkisi olmayan
aciklayicit degiskenlerin belirlenmesi ¢cok 6nemlidir ve bu durumda uygun
semiparametrik regresyon modelinin kullanimi en iyi sonucu verir;

e Veri seti biiyiikk ve ¢cok boyutlu olan problemlerde regresyon splayninin
kullanim1 daha uygundur;

e GAM’da problemin dogasina bagli olarak ince tabakali splayn bilesenlerin
sec¢imi, en iyi modelin belirlenmesinde biiyiik dneme sahiptir;

e Piiriizliililik ceza yaklasiminda iyt bir model, optimum diizeltme
parametresi veya uygun serbestlik derecesinin se¢imi ile belirlenir.

e Bu tez calismasi splayn diizeltme ve regresyon splaym yontemleri ile
regresyonda piiriizliilik ceza yaklasimini 6grenmek isteyenler icin rehber

rol oynamakta ve bu konuda temel bilgileri kapsamaktadir.
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