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Pek cok pratik uygulamada, istatistiksel verilerin dagilimlarinin iki, li¢ tepeli
olduklarinda bilindik istatistiksel dagilimlarin yetersiz kalmasi sonucunda karigim
dagilimlar1 6nem kazanmaktadir. Karisim dagilimlarinin yani sira, giintimiizde
entropi optimizasyon dagilimlarinin da istatistiksel verilere iyi uyum saglamasi da
g0z Oniine alinarak, bu tezde daha uyumlu modeller belirlemek amaciyla, entropi
optimizasyon dagilimlar1 (EOD)’nin olasiliksal karisimi ve EOD ile bilindik
istatistiksel dagilimlarin olasiliksal karigimi arastirma konusu olmustur.

Sunulan tezde 6ncelikle, sonlu sayida karisim dagilimlarinin tanimlanabilirligi
(identifiability) icin Lebesgue-Stieltjes integrali yardimiyla bilinen tanimlanabilirlik
teoremine alternatif bir ispat sunulmustur. Buradan hareketle, parametrik olmayan
EOD’nin sonlu karisim dagilimlarinin tanimlanabilir oldugu ispatlanmig; EOD’nin
bilinen istatistiksel dagilimlar ile karigimini ifade etmek amaciyla parametrik
olmayan EOD bir/iki parametreye bagl ifadesi verilerek parametrelestirilmis EOD
dagilimlart tanimlanmistir. Parametrelestirilmis EOD’nda moment fonksiyonlari
kiimesini 06zel segerek soz konusu parametrik EOD dagilimlarinin karigiminin
tanimlanabilir oldugu ispatlanmigtir. Parametrelestirilmis EOD dagilimlar ile
Lognormal, Weibull ve Gamma dagilimlar ailelerinin ti¢li, dortlii birlesimlerinden
olusmus yeni LGE, GWE, LWE, LGWE olasiliksal karisim modelleri dnerilmistir ve
bu modellerin tanimlanabilir oldugu ispatlanmistir. Bu dagilimlardan farkli olarak da
logaritmik seriler dagilimi ailesi ile kesikli dikdértgen dagilimlar ailesinin
birlesiminden olusmus aileden alinan dagilimlarin sonlu karisimlarinin tanimlanabilir
oldugu ispatlanmistir. Onerilen parametrik olmayan EOD’nin olasiliksal karisim
modelleri goriintii isleme ve hata dagilimi1 problemlerine uygulanmastir.

Anahtar Kelimeler: Olasiliksal Karisim Modeli, Tanimlanabilirlik, Entropi
Optimizasyon Dagilimlari, Parametrelestirme, Farkl
Parametrik Ailelerin Birlesimi
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In many practical applications, the familiar statistical distributions are not
enough when distribution of the statistical data is two, three modal and make the
mixture distributions become important. Nowadays, entropy optimization
distributions (EOD) are known to be well besides mixture distributions. From this
point of view, in this thesis by the aim of finding more appropriate models EOD
probabilistic mixture models and the probabilistic mixture of EOD and familiar
statistical distributions are the investigation topic.

In present thesis, firstly, alternative proof of the known identifiability theorem
for the identifiability of the finite mixture distribution is given by using Lebesgue-
Stieltjes integral. Then, finite mixture of non-parametric EOD are proved to be
identifiable; in order to present the probabilistic mixture of EOD and familiar
statistical distributions, the non-parametric EOD are defined to be parametrized of
one/two parameter. By choosing special moment functions set, the probabilistic
mixture models of parametrized EOD are proved to be identifiable. New LGE, GWE,
LWE, LGWE probabilistic mixture models consist of the double, triple union of the
EOD distributions and Lognormal, Weibull and Gamma distributions family are
proposed and proved to be identifiable. Furthermore, finite mixture distributions of
the union of the logarithimic series distributions family and discrete rectangular
distributions family is proved to be identifiable. The proposed non-parametric EOD
probabilistic mixture models are applied on image processing and error distribution
problems.

Keywords: Probabilistic mixture model, Identifiability, Entropy optimization
distributions, Parametrization, Union of different parametric family.
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1. GIRIS

Pek cok pratik uygulamada, fiziksel girdilerin ve siireclerin istatistiksel dagilimina
gereksinim duyulur. Sade olarak, Normal ya da Ussel dagilimlar gibi bilindik olasilik
dagilimlar siireclere yetersiz ve yanlis modeller olabilmektedirler. Daha kapsamli ve
anlamli istatistiksel dagilimlar istenmektedir, bu yilizden sonlu karisim modellerine
giris yapilmaktadir. Sonlu karisim modelleri 100 yildan fazladir kullanilmaktadir,
fakat son on yilda hesaplama giiciindeki biiyiikk artiy bu konunun popiilerligini
artirmistir (Leisch, 2004). Sonlu karisim modelleri istatistiksel modelleme anlaminda
esnek ve giiclii modelleme 6nermektedir.

Herhangi bir siirekli olasilik yogunluk fonksiyonuna (oyf) keyfi dogrulukta
pliriizsiiz yaklasmay1 saglayacak kapasiteye sahip olmasi sonlu karisimlarin 6nemli
bir Ozelligidir. Bu o0zellik, sonlu karigimlar1 karmasik olasilik  yogunluk
fonksiyonlarin1 temsil etmek icin ideal kilar (Bishop, 1995). Boylece, karigim
dagilimlar1 astronomi, biyoloji, ilag, genetik, psikiyatri, ekonomi, pazarlama ve
mithendislik gibi alanlarda basarili bir sekilde uygulanmaktadir. Ek olarak, karigim
modelleri Ornek tanima, goriinti isleme ve makine Ogrenmesi alanlarinda
kullanighdir. Karisim modellerinin diger 6nemli bir uygulama alani ise market
boliimlendirmesidir (Wedel ve Kamakura 2001).

Sonlu karistm modelleri uygulamalarinin alt yapisinda istatistigin ana
alanlarindaki cesitli teknikler barinir. Bu teknikler, kiimeleme ve gizli sinif analizi,
diskriminant analizi, goriintii analizi ve yasam analizidir (Peel, 2000). Karigim
modelleri duruma gore geleneksel kiimeleme analizi ve kiime-tarzi regresyonun
yerini alir (Leisch, 2004).

Karigsim modellerinin kullanimini igeren ilk analizlerden biri yaklasik 100 yil
once iinlii biometrici Karl Pearson tarafindan ele alinmistir. Pearson (1894) yilindaki

makalesinde Weldon’in (1892) gelistirdigi baz:1 verilere farkli p, ve p, ortalamal

012 ve 022 varyansli ve m, ve m, oranll iki normal olasilik yogunluk

fonksiyonunun karigimin1 uydurmustur. Daha sonraki makalesinde (Pearson, 1906)



biyoloji problemleri ¢alisirken istatistiksel analizleri Oncii yontem olarak
savunmustur.

1990’larda standart dogrusal regresyon modellerini (genellesmis dogrusal
modeller de olabilir) karistirarak genisletilmistir (Wedel ve DeSarbo, 1995).

Everitt ve Hand (1981), Titterington, Smith ve Makov (1985), McLachlan ve
Basford (1988), Lindsay (1995) ve McLachlan ve Peel (2000)’nin monografileri
sonlu karisim modellerinin pek ¢ok uygulamali 6rnekle birlikte genel alt yapisini
vermektedirler. Lindsay (1983) karisim benzerliginin geometrisinin genel teorisini
incelemektedir. Lindsay (1989) sonlu karisim problemlerinde moment ydntemini
calismistir. Cheng ve Traylor (1995) sonlu karisim modellerini de igeren diizensiz
modelleri incelemistir. Bohning (1985; 1986) ve Lesperance ve Kalbfleisch (1992)
sonlu karisim modellerinde uyum esnasinda karsilagilan hesaplama problemlerini
tartismiglardir. Ghosh ve Sen (1985), Chernoff ve Lander (1995), Lemdani ve Pons
(1999), Dacunha-Castelle ve Gassiat (1999), Chen (1998), Chen ve Chen (2001) ve
Chen, Chen ve Kalbfleisch (2001, 2004) karistm modellerinde benzerlik oran
istatistiginin asimptotik dagilimini gelistirmislerdir.

Acikca goriilmektedir ki, karisim dagilimlari analizi modern istatistik
tarihinde oldukga dikkate deger bir konu olarak ele alinmistir. Bu yiizden de, karigim
dagilimlarini elde etmek amaciyla parametre tahmin problemi ortaya ¢ikmistir ve
analizde onemli bir yer edinmistir. Son iki yiiz yildir en ¢ok kullanilan parametre
tahmin yontemi maksimum benzerlik yontemi olmasma karsin en kiiciik kareler
kriteri, grafik yaklagimi gibi 6zellesmis optimizasyon yontemleri de mevcuttur.

Optimizasyon problemlerinde niimerik c¢oziimleri hesaplamak, karigim
dagilimindaki bilesen sayisini belirlemek ve parametreleri tahmin etmek igin
kullanilan parametrik ve parametrik olmayan birgok yontem vardir. Parametrik
karigim modellerini tahmin etmek i¢in en ¢ok popiiler olan hesaplama yontemi ilk
olarak Dempster v.d. tarafindan (1977) yilinda formiillestirilen EM (Expectation-
Maximization) algoritmasidir. EM, maksimum benzerlik ya da sonsal olasilikta yerel
maksimaya yakinsamay1 garanti eden bir iteratif parametre-optimizasyon teknigidir.

Yaygin olarak gizli degisken modellerinde uygulanabilir, tahminlemede, regresyonda



ve siiflamada ve ayrica iyi arastiritlmig teorik kuruluslardaki uygulamalar i¢in yararlh
oldugu ispatlanmigtir (Dempster, Laird, ve Rubin, 1977; McLachlan G. ve Peel 2000;
Wu, 1983). EM algoritmasinin yani sira Newton tipi yontemler; Newton-Raphson
yontemi, quasi-Newton yontemi ve modifiye edilmis Newton yontemleri da
kullanilmaktadir (Du, 2002).

Entropi optimizasyon yontemleriyle parametre tahmini problemine alternatif
coziimler iretilebilmektedir (Kapur, Kesevan 1992 ve Lind 1997, Ranneby 1984).
Ozellikle Lind ve ark. (1989) MinxEnt ydntemini parametre tahminleme ydntemini
olarak gelistirmistir. Ayrica iki dagilim arasindaki informasyon teorisine dayali
Olciilerden olan Kullback-Leibler (Kulback ve ark 1959), Rengi (Rengi, 1961),
Havrda-Rengi, Havrda-Chavrat olciileri (Havrda ve ark 1967) birgok caligmada
tanitilmig ve uygulanmistir. Bu olgiiler i¢in miikemmel bir kaynak olarak (Kapur
1967; Cover 1991; Nailong 1977) verilebilir. Bu calismalarin yani sira, istatistikte
pek cok konu maksimum entropi (MaxEnt) ve minimum capraz entropi (MinxEnt)
yontemleri ve informasyon teorisi uygulanarak incelenmistir (Yolagan, 2004;
Shamilov ve Yolacan, 2006a, 2006b, 2006¢; Yolacan ve Shamilov, 2007; Kullback
1951, 1959; Kapur ve Kesevan 1992; Shamilov 2004; Shamilov ve Mert Kantar
2005).

Cesitli bilimsel alanlarda yapilmis uygulamalar kullanilan veri seti, tahmin
yontemi, karisim tipi ve uygulama alanlari goz Oniine alinarak detayli bir literatiir
arastirmast yapilarak Ek 1’de verilmistir. Bu literatiire dayanarak, bu tezde
uygulanmasi planlanan teori ve uygulamalarin literatiirde yer almadigi tespit
edilmistir.

Ek 1’den de goriilebilecegi gibi pek ¢ok pratik uygulamada, fiziksel girdilerin
ve slireclerin istatistiksel dagilimina gereksinim duyulur. Ancak, bilindik istatistiksel
dagilimlar iki, ii¢ tepeli dagilimlar gibi dagilimlar s6z konusu oldugunda yetersiz
kalmaktadirlar. Boylece, karisim dagilimlarina ihtiya¢ duyulmaktadir ve bu
dagilimlar istatistikte onem kazanmaktadir.

Karisim dagilimlarinin yani sira, gliniimiizde entropi optimizasyon dagilimlari

(EOD)’nin da istatistiksel verilere daha iyi uyum sagladig1 bilinmektedir. Buradan



hareketle, bu tezde daha uyumlu modeller belirlemek amaciyla, EOD karigimi
(EODK) ve EOD ile bilindik istatistiksel dagilimlarin karigimi aragtirma konusu
olmustur. Bu amagla, oncelikle Bolim 2’de karisim dagilimlarinin varlik teoremi
olarak bilinen Tanimlanabilirlik kavrami incelenmistir. Literatlirde Onerilmis olan
karisim dagilimlarinin (Yakowitz, 1968; Khalaf, 1988; Karlis&Meligkotsidou, 2007)
tanimlanabilirligi ~ (Teicher, 1963)’lin  Onerdigi  teorem  dogrulutusunda
ispatlanmaktadir. Bu teorem, daha sonraki pek ¢ok arastirma igin temel olmustur. S6z
konusu bu teorem, ancak ayni parametrik aileden gelen dagilimlarin (6rnegin; sadece
normal dagilimlarin karisimi, sadece gamma dagilimlarinin karigimi v.b) karigimina
olanak vermektedir. Oysa, Atienza, Heras & Munoz-Pichardo (2006) Teicher’in
teoreminin kosullarin1 hafifleterek farkli dagilimlar ailesinden gelen dagilimlarin
karisimini tanimlamaya olanak sunmaktadir.

Ayrica, Bolim 2.3’te ise s6z konusu entropi olasilik dagilimlari tanitilmistir.

Tezin Oziinii olugturan Bolim 3’te Oncelikle, sonlu sayida karisim
dagilimlarinin  tanimlanabilirligi i¢cin Lebesgue-Stieltjes integrali yardimiyla
tanimlanabilirlik teoremine alternatif bir ispat sunulmustur. Ardindan; Boliim 3.4’te
Parametrik olmayan entropi optimizasyon dagilimlar1 (POEOD)’nin sonlu
karisiminin tanimlanabilir oldugu ispatlanmistir; B6liim 3.5°te POEOD dagilimlarinin
bilinen istatistiksel dagilimlar ile karisimini ifade etmek amaciyla Oncelikle
POEOD’nin parametrelestirilmesine ihtiya¢ duyulmustur. Bunun neticesinde, EOD
bir/iki parametreye bagli ifadesi verilerek parametrelestirilmis EOD (PEOD)
tanimlanmistir; Boliim 3.6’da PEOD’da moment fonksiyonlar1 kiimesini 6zel secerek
s6z konusu PEOD’nin karisimmin tanimlanabilir oldugu ispatlanmistir; Bu
dagilimlardan farkli olarak da logaritmik seriler dagilim ailesi ile kesikli dikdortgen
dagilimlar ailesinin birlesiminden olugsmus aileden alinan dagilimlarin sonlu karigimi
tanimlanabilir oldugu Boliim 3.7.1°te ispatlanmistir. Boliim 3.7.2-3.7.5°de PEOD ile
Lognormal, Weibull ve Gamma dagilimlar ailelerinin {iglii, dortlii birlesimlerinden
olusmus yeni LGE, GWE, LWE, LGWE olasiliksal karisim modelleri 6nerilmistir ve

bu modellerin tanimlanabilir oldugu ispatlanmistir.



Olasiliksal dagilimlarin, kodlama teorisindeki onemi goz ardi edilemeyecek
kadar onemli (Yolacan, 2005) oldugundan ve pek c¢ok veri sikigtirma algoritmasi
olasiliksal dagilimlari kullanarak tanimlandigindan (Shamilov&Yolacan, 2007a)
dolay1, Bolim 4’teki ilk uygulama konusu bir goriintii isleme problemi olarak
alinmistir. Ayrica, uygulamadaki cesitliligi belirtmek amaciyla da ve bir cihazin hata

dagilimi {izerine ikinci bir uygulama yapilmistir.



2. TEMEL MATEMATIKSEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu béliimde, olasiliksal dagilimlarin karisimimin tanimlanabilir oldugunun teorik
ispatinda 6onem tastyan Ol¢lim teorisinin ve olasiliksal karisim teorisinin temel tanim

ve teoremleri, ayrica entropi olasilik dagilimlarinin tanimi verilmistir.

2.1 Ol¢iim teorisi ile ilgili temel kavramlar

Olasiliksal karigim dagilimi  Lebesgue-Stieltjes integralinden yola ¢ikarak
tanimlanabildiginden dolay1 dl¢lim teorisinin bu konudaki dnemi goz ardi edilemez.
Bu nedenle, oncelikle Olglim teorisinin temel tanimlarinin verilmesi uygun

bulunmustur.

2.1.1 Olasilik uzayi ve rassal degisken kavram

Olasilik uzay1 (Q, €, P) biciminde tanimlanir. Burada,
Q2 : elemanter olaylar kiimesi,
€: elemanter olaylarin dogurdugu c-cebir,

P: €’cebrinde tanimlanmis olasilik fonksiyonudur.

€, “Q” lizerine kurulmus keyfi o-cebir degildir. Bu Q’nin dyle alt kiimelerinde
olusan bir sistemdir ki herbir alt kiime olaydir. Yani herbir alt kiimeye uygun P, kiime
fonksiyonunun belli bir degeri vardir.

€ asagidaki kosullar sagladiginda o-cebir denir:

1. Qe € P(Q)=1,

2. N islemine gore kapalidir. A, Be €= AUBeC€,

3. Tiimleme islemine gore kapalidir. A €= A e €"dir.

Buradan goziikiiyor ki, AUBe€= ANnBe€ve AUB=ANBdr.

1°,2°ve 3° kosulu saglaniyor ise € cebirdir. 3° sayilabilir sayida toplamlar

icin gegerli ise,

A, e€=>UA, €



olur. Bu durumda €, o-cebirdir.
P olasilik fonksiyonu, P asagidaki kosullar1 saglarsa ona olasilik fonksiyonu

denir:

l. VAe€=0<P(A)<I,
2. P(AUB)=P(A)+P(B) (ANB=0 ise),

3. P(UA)=DPA) (ANA,=D,i#])).

NOT: y=f(x) fonksiyonunun tanim bolgesi &L olsun, & ’in alt kiimeleri

sistemini gdz Oniine alalim. Farzedelim ki alt kiimeler sistemi &, Lebesgue anlamda
olgtilebilir kiimelerden olusmustur. Bu nedenle & ¢°1 &, ile isaret edelim. Boylece

&, o-cebir olusturdugunu kabul edersek y=f(x) soyut fonksiyonunu (X, &, p)

Hn b
bi¢iminde yazilabilir. Burada p, & o-cebirinde tanimlanmig Lebesgue 6l¢iimiidiir.
Simdi benzer tanimi rassal degiskenler i¢in de inceleyelim:
Q2 : elemanter olaylar kiimesi
€: Q elemanter olaylar kiimesi lizerinde kurulmus c-cebir
P: €’cebrinde tanimlanmis kiime fonksiyonu ya da olasilik 6l¢timiidiir.

Boylece (Q2, €, P) olasilik uzayr tanimlamis olur.
Rassal Degiskenin Tanimi

& asagidaki kosullar1 sagladiginda ona rassal degisken denir:

1. &= Q — N, buo anlama geliyor ki, her bir ® € Q i¢in §(w) € R ’dir;

2. (Olgiilebilirlik) Keyfi (-o0,x) borel kiimesinin ters goriintiisii olay olsun. Yani
€’ye ait olsun. Bu demektir ki, Vx € R igin,

g 'm0 x)] = {o:&(0) e (-oox)} = {g < x}e €dir.

¢& rassal degiskeninin dagilim fonksiyonu,



F(x) = P{& < x} = P{w: &(0) € (~ 0, x)} = P{w : &() < x

olur. Goriildiigii gibi F(x) fonksiyonu (- oo,+0) araliginda tanimlanmis fonksiyondur.

2.1.2 Olgiilebilir fonksiyon

X kiimesinin herhangi bir alt kiimeler sistemini &, Y’ nin herhangi bir alt kiimeler
sistemini &, ile gosterelim. Eger keyfi Aed,, f (4 ec ise 0 zaman y=f(x),

(&, <) olgiilebilir fonksiyon dur.

2.1.3 Sade fonksiyonlar

Eger f(x) fonksiyonu (sonlu ya da sonsuz) sayilabilir sayida y,,7,,..,», ...
degerlerine sahipse, bu tiir fonksiyona ‘sade fonksiyon’ denir. 4, = {x f(x) = yn}
oldugunda f(x) fonksiyonunun 4, kiimesinde y, degerine sahip oldugu ve

A =0 A, kiimesinde tanimlandig: anlasilir.

2.1.4 Sade fonksiyonlar i¢in lebesgue integrali

fx) fonksiyonu sayilabilir sayida y,,»,,...,»,,... degerlerine sahip sade fonksiyon

olsun. Onceden tanimlandig1 gibi,
4, =lrixed f0)=y,}=1"0,)

oldugunda f(x) fonksiyonunun tanim kiimesi 4 = U 4, seklinde ifade edilmis olur.

Z y,1u(A) serisi mutlak yakinsak ise f(x) fonksiyonunun 4 kiimesi lizerinde

1

Lebesgue integrali _[ f(x)du ile gosterilir ve
A

[ Fdu=3 yu(4) 2.1)

seklinde tanimlanir.



Burada

2 yitt(4) (2.2)

toplami1 genel anlamda sonsuz bir seridir. Eger (2.2) serisi mutlak yakinsak bir seri ise
fx) fonksiyonuna 4 kiimesi ilizerinde Lebesgue anlamda ‘integrallenebilir fonksiyon’
denir ve bu fonksiyonun integrali olarak, (2.2) serisi kabul edilir. Bagka deyisle, (2.1)
esitligi sadece (2.2) serisi mutlak yakinsak oldugunda gegerlidir (Samilov, 2007).

2.1.5 Lebesgue anlamda integrallenebilir fonksiyon

| fn| <g ve g, A kiimesi lizerinde u’ye gore integrallenebilir olmak iizere, { fn(x)}

sade fonksiyonlar dizisinin her bir f (x) fonksiyonu A4 kiimesi {lizerinde

integarallenebilir ise, baska bir deyisle

[ 1, Godu 2.3)

integrali sonlu bir say1 ve

lim [ £, (x)du (24)

limiti var ise, f(x) fonksiyonuna A kiimesi iizerinde Lebesgue anlamda

integrallenebilir fonksiyon denir ve

[ fdua=1lim [ £, () (2.5)

seklinde yazilir.

2.1.6 Lebesgue teoremi

Lebesgue integralinin 6nemli 6zelliklerinden biri de integral disinda bulunan limit
isleminin integral altina aliabilmesidir. Bu o0zellik Lebesgue Teoremi ile

verilmektedir.



Teorem 2.1: Eger { f (x)} dizisi A iizerinde f (x)’e yaknsiyorsa, biitiin n’ler igin

1,0 < ()
esitsizligi saglaniyorsa ve ¢(x), A lizerinde integrallenebilir ise limit fonksiyonu

f(x)’de A iizerinde integrallenebilirdir ve
lim jfn(x)d,u: [ lim f, (x)d,u: If(x)d,u
n—)OOA An—>w A

esitligi gegerlidir.

2.1.7 Lebesgue-Stieltjes integrali

Lebesgue integrali tanimlandiginda, dikkate alinan fonksiyonun Lebesgue anlaminda
Olciilebilir kiimede tanimlandigi ve Lebesgue anlaminda oOlgiilebilirligi kabul
edilmistir. Simdi Stieltjes 6l¢timii kavramindan yola c¢ikarak, araliklarin Stieltjes
Olclimii, elementer kiimelerin Stieltjes dl¢iimii vb. tanimlamakla, Stieltjes anlaminda
oOlgtilebilir kiime kavrami da tanimlanabilir. Burada 6nemli olan, kapali, agik ve yari
kapal1 araliklarin Stieltjes Ol¢iimiinden yola ¢ikarak genel Stieltjes Ol¢limiini
tanimlamaktir. Olgiimiin yar1 halkadan halkaya genisletilmesi ve genel o6lgiim
kavrami, Lebesgue 6l¢iimiinde oldugu gibidir. Bu acidan 6nemli olan, araliklarin
Stieltjes ol¢timiidiir.

Lebesgue dlgiimiinde oldugu gibi Stieltjes dlgiimiinde de (a,b), (a,b],
[a,b), [a,b] arahiklarmin Slgiimiinii tammlamak gerekir. Bu araliklarin 8lgiimii

herhangi bir F fonksiyonu yardimiyla tanimlanir. F' fonksiyonu, monoton azalmayan
(artan) ve soldan siirekli, baska bir deyisle F(x—0)= F(x) kosulunu saglayan bir
fonksiyon olsun (Sekil 2.1). F(x) fonksiyonu yardimiyla araliklarin Stieltjes
Olctimleri asagidaki gibi tanimlanir (Samilov, 2007):

m[a,b] =F(b+0)-F(a)

m[a,b) =F(b)-F(a)

m(a,b]:F(b+0)—F(a+0)
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m(a,b) = F(b)— F(a+0).

Y y=F(x)

0 X

X

Sekil 2.1. Monoton azalmayan soldan siirekli bir fonksiyon

X, = [xk,xk]

seklinde yazilabildigi i¢in

m(xk):m[xk,xk]:F(xk+O)—F(xk):hk

olur. Sekil 2.1°den goriiliiyor ki, Lebesgue Ol¢imiinden farkli olarak, bir noktanin
Stieltjes Ol¢timii sifir olmayadabilir. Lebesgue integrali kavraminda Lebesgue-
Stieltjes integrali ol¢iimii dikkate alinirsa, Lebesgue-Stieltjes integrali de dnce sade
fonksiyonlar i¢cin daha sonra ise genel Olciilebilir fonksiyonlar i¢in tanimlanabilir.
Lebesgue-Stieltjes ol¢limii . ile isaret edilsin. Bu F fonksiyonu yardimiyla ortaya
¢ikan Ol¢iim anlamina gelir. Eger Lebesgue-Stieltjes Ol¢limiine gore integral

tanimlanmigsa, bu integral asagidaki sekilde yazilir:

ff (X)dpy yada j f(x)dF .

Buradan Lebesgue-Stieltjes integralinin Lebesgue integralinden farkinin sadece

6l¢lim se¢imine bagli oldugu ortaya ¢ikmaktadir.
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Lebesgue olglim teorisi, Stieltjes Ol¢iimii i¢in de gecerlidir. Sade fonksiyon
kavraminda da Olglimiin Stieltjes anlamda tanimlanmasi yardimiyla Lebesgue
stireciyle olgiilebilirlik s6z konusudur. Bu agidan da 6lgiilebilirlik i¢in gerek ve yeter
kosul, verilmis fonksiyonun uniform yakinsayan sade fonksiyonlar dizisinin limiti
gibi gosterilebilmesidir. Bu sdylenilen sonug¢ genel Stieltjes integralini, sade

fonksiyonlarin limiti gibi tanimlamaya olanak saglar. Ornegin f(x) fonksiyonu sade

fonksiyon ise 4, = {x f(x)= yn} Stieltjes anlamda 6l¢iilebilir bir fonksiyondur. 4 °

nin 6l¢iimil 1,.(A,) olsun. Z V.M (A4,) serisi mutlak yakinsak bir seri ise bu serinin

n=1

toplamina, f(x) sade fonksiyonunun A :UAn kiimesi iizerinde Stieltjes integrali

n=1

denir ve I f(x)du,. seklinde ifade edilir ve
A

[rdue =3 y,u.4, dir.
A n=l

Eger f(x) fonksiyonu Lebesgue-Stieltjes anlaminda 6l¢iilebilir bir fonksiyon
ise sade fonksiyonlarin { £, (x)} dizisinin uniform yakinsayan limiti seklinde ifade

edilebilir:  f(x)=1im f (x). Bu durumda f(x) fonksiyonunun A4 kiimesi lizerinde

Lebesgue-Stieltjes integrali,
[ Fdpy =1im [ £, (x)d 1,
A A

seklinde tanimlanir.

2.2 Olasiliksal karisim teorisi ile ilgili temel teoremler

Bu boliimde tanitilacak tanim ve teoremler olasilsal karisim teorisinde temel rollere

sahiptir.
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2.2.1 Dagilimlarin sonlu karisiminin dl¢iim teorisine bagh tanim

(.‘I,S, ,u) bir 6l¢lim uzay1 olsun; burada §, & ’in altkiimelerinden olusan Boolean

o -cebir ve u, § iizerinde tanimlanmis sonlu bir 6l¢iimdiir. Bagka bir deyisle, ¢, S
tizerinde tanimlanmis negatif olmayan ve sayilabilir toplamsal kiime fonksiyonudur,
u(x)<oo.

Eger gergek degerli f fonksiyonu p’ye géreAc X, AeS lizerinde

integrallenebilir ise, integralin degeri | f dp(¢) ile belirtilir.
A

(‘B, o, ,uG) olasilik uzay1 verilmis olsun. Burada X =%9R gercel sayilar
kiimesi, § =g, gercel sayilar kiimesinin alt kiimeleri iizerinde tanimlanmis Borel
o-cebir ve pu=pu; G dagilm fonksiyonunun her bir « degeri igin irettigi
Olgtimdiir.

Bom ={F (x;a):xeiR”,aein”} dagilim fonksiyonlar1 ailesi ve g, .

tarafindan iretilen H karisim dagilimlar sinifi
x :{H:H(x) = F(x;a)dG(a),Gee}
R

olsun; burada tamsayilar n,m>1, R m-boyutlu R” Euclidean uzaymnin bir Borel
altkiimesidir. F(x;a), R" xR} de 6lgiilebilirdir ve &, u,; olgiimlerini iireten m-

boyutlu G dagilimlarinin bir smifidir, H’a karisim dagilimi, F’e ¢ekirdek (kernel,
bilesen) dagilim ve G’ye agirlik dagilimi denir.

2.2.2 Dagilimlarin sonlu karisimina dair baz1 temel teoremler

Teorem 2.2: F(x,c), parametresi o € R olan olasilik dagilm fonksiyonlar ailesi;

F (x,a) , X’in dlgiilebilir bir fonksiyonu ve G(«), keyfi olasilik dagilim fonksiyonu

ise,
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H(x)= | F(x.,a)dG(a), xR (2.6)

—00

de bir olasilik dagilim fonksiyonudur.

Ispat: a) H (x) artan fonksiyondur.
Hatirlatma: x; < x, oldugunda H (x,)< H(x,) ise H (x) artan fonksiyondur.

x| < X, olsun. Buna gore,

H(xz)—H(xl)=1F(x2,a)dG(a)—TF(xl,a)dG(a)

yazilabilir. F (x,a) dagilim fonksiyonu oldugundan, dagilim fonksiyonunun tanimi
geregi artan fonksiyondur. Baska bir deyisle, x; <x, i¢in F(x,a)<F(x,,a)dir.
Dolayisiyla, asagidaki esitsizlik gegerlidir:

F(x,,a)—F(x,a)>0.

Bu durumda,
H(x2)~H (x)= T [F(x2.0)~F (5.0)]dG (@) 20.

H(32)- H (x) 0,
H(xy)2H(x)

olur. x| <x, oldugunda H (x;)< H (x,) bulundugundan H (x) artan fonksiyondur.

b) H(-%)=0 ve H(0)=1"dir.
F(x,a) dagihm fonksiyonu oldugundan F(—o0,a)=0 ve F(w,a)=1 ve G(a)

dagilim fonksiyonu oldugundan G(«)=1, G(—)=0 dir. Buradan,

H(x):ZF(x,a)dG(a),
H(-w)= [ F(~0,a)dG(at)= | 0dG(a)=0,

—00 —00
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H(-0)=0

H(oo)=ZF(oo,a)dG(a)=+f01dG(a)=G(a)‘°° = G()-G(—0)=1-0=1,

H(oo):l

elde edilir. H(—0)=0 ve H(x)=1 saglanmaktadr.

¢) H(x) sagdan siireklidir.
x, R ’de sabit bir nokta ve s, >0, (n = 1,2,...), h, — 0, n— oo olsun.

Ve>0  olmak iizere lim f(x+¢&)=f(x) ise, sagdan siireklilik;

0

lim f(x—¢)=f (x) ise, soldan siireklilik saglanir.

&0

fo(x)=H(x+h,) (n=1,2,...), f(x)=H(x), xeR olsun. Buna gore,

lim F(x+h,,a)=F(xa)

hy—0
yazilabilir. Bu fonksiyonlar R {izerinde G ’ye gore integrallenebilir ve 1 sinir ile
siirhidirlar:

|F (x.) <1

F(x,a), x’de sagdan siirekli oldugundan, Lebesgue Teoremini kullanarak,

lim H (x+h,)= lim | F(x+h,,a)dG()

ve ‘F (x, a)‘ <1 oldugundan Lebesgue Teoremini kullanarak,

hl,:EO_LF(x +h,,a)dG(a)= _{,OhlniI—I)loF(x-l- h,,a)dG(a)= _LF(x,a)dG(a) = H(x)
bulunur.Bu durumda,

lim H (x+h,)=H (x)

hy —0

yazilabilir. Boylece H(x) sagdan siireklidir.
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Teorem 2.3: F (x,a)eEC, parametresi o € R olan dagilim fonksiyonlar ailesi

olsun. Bu durumda,
TF(x,a)dG(a) €E., aeR

saglanir; burada G € E keyfidir.

Ispat: Bir onceki teoremin (c) sikkina benzer bigimce soldan siirekli oldugu

ispatlanabilir.

Teorem 2.4: F(x,c), parametresi a € R olan dagilim fonksiyonlar ailesi ve G ()
keyfi dagilim fonksiyonu verilmis olsun. §, R {izerinde tanimlanmis Borel o -cebir
olsun.

F(x,a) dagilim fonksiyonunun § iizerinde iirettigi o - sonlu 8lgiim,
up(4,a), AeS
ise,

400

H(x)= ] F(x,a)dG(a), xeR

—00

dagilim fonksiyonunun § iizerinde iiretti§i o - sonlu 6l¢iim,
I ﬂF(Aaa)dG(“):ﬂH(A)

olur.

Ispat: a) Oncelikle F (x,a) dagilim fonksiyonunun § {izerinde iirettigi 6l¢lim
Hp (A, a) , Ae S

ise,
H(x)= +IOOF(x,(:z)dG(oc) , xeN

—00

dagilim fonksiyonunun § iizerinde iirettigi
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_?; pp (4,0)dG(a)= py (A)

Olclimiiniin toplamsal oldugunu gdsterelim.

Agikga goriilmektedir ki, x(A4)>0, p(R)=1dir. Ayrica A€ S olmak iizere 1(A)
kiime fonksiyonu o -toplamsaldir. Gergekten de eger 4, €S, ( j=1, 2,...) ayrik ise,

7 (A,a) Ol¢iimiiniin o -toplamsallik 6zelligi Lebesgue Teoremi ile gosterilebilir:

elde edilir.

b) ikinci olarak, bu toplamsal 6lgiimiin o -sonlu oldugunu gosterelim.

X kiimesinin alt kimelerinden olusan &, yari halkasi tizerinde o -toplamsal u
olgtimil tanimlansin. Eger X kiimesi & , kiimesinden almmig sayilabilir sonsuz
sayida kiimelerin toplam1 seklinde gosterilebiliyor ise, bu durumda w4 OSlgiimiine o -
sonlu 6l¢iim denir.

Eger
a <b<a,<b<...,
I(a.b ) ={xeR|a, <x<b} (k=12,..).
ve sonsuz sayida sonlu kiimelerin 6l¢iimlerinin toplami

A=§J@b@)

ise,
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Hy (A): §[H(bk)_H(ak)]

k=1
olur.
Teorem 2.5: H, dagilim fonksiyonu tarafindan § lizerinde iiretilen o -sonlu 6lglim

Mo k=12,..., ve H(x)= OZO:7PF~(X;0{), xeR dagilim fonksiyonu tarafindanS
=1

iizerinde iiretilen o -sonlu dlgiim p(4)= y miu;(A), AeS olsun; burada
=

7,20 (j=12,..) ve gﬁjzl’dir. Bu durumda 7;>0 ‘It g, Olgimleri u
J=1

Olciimiine gore mutlak siireklidir.

Ispat: Ancak ve ancak aH; (4)=0 ise, u(4)= iaj,uj (4)=0"dir. Bu ise belirtilen
j=1

duruma uyum sagliyor.

2.2.3 Tanimlanabilirlik

Tahmin siireclerinin 1yi tanimlanmasi i¢in H karisim dagilimlarinin

tanimlanabilir olmasi gerekir:

Tanm: g, = {F (ra):xeR,ae SR;"} dagilim fonksiyonlar1 ailesi olsun ve §
tarafindan tiretilen A karisim dagilimlart sinifi
N :{H:H(x) = I F(xa)dG(a), Ge6, F(x;a) e&m}
Ry
olsun; burada tamsayilar n,m >1’dir; R, m-boyutlu R” Euclidean uzayinin bir

Borel altkiimesidir; F (x;a) , R xR"’de dlgiilebilirdir ve &, g, 6l¢limlerini lireten
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m-boyutlu G dagilimlarinin bir smifidir. Eger §, K iizerinde bire-bir ise,

& =F " (%), K tammlanabilirdir denir.

Baska bir deyisle “tanimlanabilirlik” ele alinan teorik modeller sinifindaki her
hangi bir dagilimin tek bir sekilde karakterizasyonunun varligidir.

Tanimlanabilirlik ile ilgili zorluklar 6zellikle karisim dagilimlarinda ortaya
cikmaktadir. Bu nedenle sonlu ve sayilabilir karigimlar ile ilgili tanimlanabilirlik
problemleri ¢ok genis arastirilmaktadir. Bu konu ile ilgili ilk arastirmalar Henry
Teicher’a (1960, 1961, 1963) aittir. Teicher (1963) sonlu karisimlarin
tanimlanabilirligi i¢in iki teorem Onermistir; uygulamasini Normal ve Gamma aileleri
icin yapmustir. Khalaf (1981) Teicher’in ikinci teoremini m-boyutlu i¢in tanimlayarak
s0z konusu teoremi daha genis ifade etmistir ve ¢cok sayida sonlu karigim siniflarinin
(logaritmik seriler, dikdortgen, kesikli dikdortgen, merkezsel olmayan y?, lojistik
vb. dagilimlarin) tanimlanabilirligini incelemistir. Chandra (1977) Teicher’in
Teoreminde log X’in moment iireten fonksiyonunu doniisiim olarak kullanilmasini
onererek teoremin bir yenilenmisini vermistir. Khalaf (1988) Chandra’nin ifade ettigi
yenilenmis Teicher’in Teoremini kullanarak Weibull, Lognormal, Chi, Pareto ve gii¢
fonksiyon dagilimlar1 i¢in sonlu karisimlarin tanimlanabilirligini ispatlamistir.
Barndorff-Nielsen (1965) iissel ailelerin karigimlar1 i¢in bir yeterlilik kosulu
vermistir. Henna (1994) carpim uzayinin parametre uzayl olmasi varsayimi altinda
Teicher’in Teoreminin bir yenilemesini vermektedir. Oysa vermis oldugu c¢esitli
kosullar tek parametrelilerin sirasini icermektedir ve pek ¢ok durumda kosullarin
kontrollii olduk¢a zordur. Henna (1994) Log-Gamma ve ters Log-Gamma
dagilimlarin1 birer dizi gibi alarak s6z konusu dagilimlarin karisimlarinin
tanimlanabilirligini elde etmistir. Karlis ve Meligkotsidou (2007) Teicher’in 2.
Teoremini uygulayarak ¢ok degiskenli Poisson dagilimlarinin  karistminin
tanimlanabilirligini ispatlamigtir. 2007 yilindaki bu c¢alisma Teicher (1963)’lin
onerdigi teoremlerin hala gilincelligini korudugunu ortaya koymaktadir. Bu nedenle

oncelikle Teicher’in (1963) 6nerdigi teoremler verilmistir.
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Teicher 1. Teoremi (Teicher, 1963): S:{Fl(x),...,Fk(x)} sonlu dagilimlar

k k
ailesinin K = {Z ¢.F(x):¢, >0, ZC. = 1} biitin  sonlu karisgimlar  sinifinin
i=1

i
i=1

tanimlanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ‘Fi (xj)

‘nin 1<, j<k sifir

olmayacak sekilde & tane x,,x,,...,x, gercel degerlerin var olmasidir.

Ispat: Gereklilik: Varsayalim ki teoremin kosullar1 saglanmiyor. Yani,

R(x)  B(x) F(x)

F, F, F,
VX, Yp5..., Y, 1IN 1) 2(:yl) ]‘(yl) =0 (2.7)

K (yk—l) F, (J’/H) F, (yk—l)
ise,
k
> a,F/(x)=,0,burada a,=a,(y,....7,,) (2.8)
i=1
olur.

Eger y,,...,y,,’nin tim secenekleri i¢in @, =0, 1<i<k ise, (2.7) ve

dolayisiyla (2.8) k yerine k-1 yerlestirerek saglanir. r, baz1 y,,...,», secenekleri

icin a, = 0 olacak sekilde en biiyllk tam sayr olsun. E(y)ZF,(y), i#]

oldugundan gereklilik geregi 2 <r < k—1’dir. Béylece, bu y,,...,y, secenekleri i¢in,

r

r+l r+l

> aF(x)=,0, a %0, > a=0. (2.9)
i=1 i=1

olur. Varsayalim ki,
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S, ={i:1<i<r+la >0}, S,={i:1<i<r+la <0}, S,={L2,....k}-S,-S,
olsun.

(2.9)’a gore b =max,

ieS,

|ai| tanimladigindan S, ve S, bos degiller:

D 2a.F(x)+ Y (2b+a)F(x)+ D F(x)=, Y aF(x)+ Y 2bF (x)+ Y F(x) (2.10)

ieS| ieS, ieS; ieS, ieS, ieS;

(2.10)’daki tiim katsayilar pozitif ve sol yandakilerin toplami sag yandakilerin
toplamma esittir. Her iki yani bu degere bélerek, K ’nin tanimlanamaz oldugu

sonucuna ulasilir oysa bu gerekliligin koydugu hipoteze zittir.

k
Yeterlilik: ZC[F; (x) =

i=1 i

k k k
cF, (x) iliskisini ele alalim, burada Z ¢, = Z c =1,
=1 i=1

i
i=1

k k
buradan ise Y d.F,(x)=, 0, d,=c,—c dir. Ozellikle, D d,F,(x)=0, 1< j <k olur.

i=1 i=1
Yeterlilik hipotezine gére, d, =, 0 ve ¢, =c, oldugundan belirtilen determinant sifira

esit olmaz. Boylece tanimlanabilirlik gegerli olur. o

Teicher II. Teoremi (Teicher, 1963): n,m>1  tamsayilar1 igin,
Bom = { F(x;a):xeR",aeR) } dagilim fonksiyonlar ailesi ¢(¢) doniisiimleri ile

verilsin, burada ¢ =(¢,,...,t,), t€S , (@’nin tanim bolgesi) i¢in dyle tanimlansin ki

by,

M :F — ¢ dogrusal ve bire-bir olsun. Varsayalim ki, §,, 'nin Oyle bir siralamasi

(=) vardir ki,
F < F, (Fj (x)= F(x;aj )) ifadenin anlam sudur:
1) S(p] C S(/,2 >dir;

2) Oylebazi T € S o (T, @,”den bagimsiz) var olsun ki,
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lim(%(t)J:O yada lim (% (t)}o olsun.

¢1(Z‘) t;>T; 1< j<n (01 (l‘)

Bu durumda §, , 'nin J{ biitiin sonlu karigimlar sinifi tanimlanabilirdir.

Ispat: Gereklilik: § ’nin iiyelerinden iki sonlu kiimenin verildigini varsayalim:
8 ={F.1<i<k} ve §, ={F.1<i<k}
Bu kiimeler i¢in,

2.11)

T -
o
e
—_—
=
~—~

Ml
=

T 1
o
oo
—_
=
~
S

A\
)
uﬁ
IA
\.P—‘
T 1
)
Il
T
o>
Il
—_

elde edilsin.

Genel durumda da gegerli olmak iizere, birikimli dagilim fonksiyonlar1 i < j
icin F; < F}, ﬁl < 13“1 olacak sekilde indeksleyelim. Eger F| # 13“1 ise, genellesmeden
kayipsiz varsayalim ki F <13‘1 ’dir. Bu durumda, F <13‘j, 1<y <k ve (2.11)’in

donstiirilmis versiyonundan, t€7; =S, = [t o (t) # O] ,

¢ [é’j (1))@ (f)]

bulunur. 7,’de #—1t iken ¢, =0 olur, ancak bu (2.11)’deki ¢, >0 ifadesi ile

C +éci [‘/’i (1)/o (t)] ~ é

J

celismektedir. Boylece, F| = ﬁl ve her hangi bir ¢ € 7 i¢in,

Lk L A
(q _c‘)+i§2[(pi (0)/e ()]=. P [4,(1)/on(1)]
olur.

Tekrar 7, ’de t —> ¢, iken, ¢, = ¢, oldugudan,

k k. oA
S GF (x)=, X & (x) @.12)
i= Jj=
olur.
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Bu islemi sonlu sayida tekrar ederek , F; = ﬁl vec =C,i= 1,2,...,min(k,l€).

~ A k
Ayrica, efer k#k ise, bagka bir deyisle k>k ise X ¢, F;(x)=0 olur. Bunun
i=k+1
anlami ise ¢, =0 k+1<i<k’dir ve (5) ile ¢elismektedir. Boylece, k = k, ¢, =C; ve

F;, = Fi, 1<i<k olur ve dolayisiyla § =3, ve K'’niin tanimlanabilirligi anlamina

gelir. O

Teicher (1963) ve Henna (1994) teoremlerinin sundugu kosullarin pek c¢ok
durumda kontrollii olduk¢a zor oldugunu ifade eden Atienza (2006) daha hafif
varsayimlar altinda ve daha genis alanda uygulanabilen bir tarzda Teicher’in 2.
Teoreminin yenilenmis versiyonunu vermektedir. Ayrica ne Teicher’n ne de
Hanna’nin teoreminin gegerli olmadig1 bir 6rnek incelemistir ve onerdigi yenilenmis
teoremin ¢alistigin1 gostermistir. Atienza (2006) ifade ettigi teoremde goze ¢arpan en
biiyiik yenilik, Teicher’in Teoremi ayni1 parametrik aileden olan dagilimlarin karigimi
icin uygulanirken Atienza-Garcia-Munoz Teoremi farkli parametrik aileden olan
dagilimlarin bilesiminin karisimi i¢in uygulanabilmektedir. Teicher’in (1963) ifade
ettigi 2. Teoremin en giincel yenilenmis versiyonu olmasindan dolay1 Atienza’nin

(2006) Onerdigi teorem asagida verilmistir.

Atienza-Garcia-Munoz Teoremi (Atienza ve ark, 2006):

{Ci}l.( eCz{{ci}f_l‘heZ+;ci>O, Vi=1,...,h %c.zl},
- =1

%:{H‘E{ci}; €C,3F,...F eF:H()=

Il
—

olsun ve § dagilimlar ailesi verilsin. M : F(x)— ¢ (¢), dogrusal doniisiim; Gergel
@p fonksiyonunun tamim kiimesi S(F)c R‘ ve S (F)= {t teS(F),pp (1) 0}
olsun. § dagilimlar ailesinde < siralamanin var oldugunu varsayalim dyle ki,

!

HF)esS,(F ) vardir ve asagidaki kosullari saglar:
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a)F,, F,,...F,e§ ,F <F, j=2,m icin,

(F)e {so(ﬂ)ﬂ@S(ﬂ)ﬂ

olur;

b) F, < F, ise,

lim §0F2 (t)
t—>1(R) ¢r; (1)

elde edilir. Bu durumda § dagilimlar ailesinin tiim sonlu karigimlarindan olusan H

sinifl tanimlanabilirdir.

ispat:
k N R
Bazi {cl.};, {éj}j:leC ve F,..F,F,. . F, ¥ icin asagidaki esitligin

verildigini varsayalim:

1 ¢;F;

M=

1

~.
i M=

i=1

Genel halde de gegerli olmak {izere varsayabilir ki, i<j ve 1’7151’:“1 icin
kslé, F, < F,, I%<15j’d1r.

Dolayisiyla, F| < ﬁj , J=2,....k dir.

DL

1

A=5,(R)n| A s(F,.)H

S (1:")} kiimesinde (a)’ya gore (F)e A" vardir. Her
i=2

Il
—

hangi bir ¢ € 4 i¢in,

k k
X cior; (t)= X ¢jop (1)
i=1 j=1 J

k . Pr (t )
>¢ lim
= i(R) g (1) = ouR) gy (1)
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elde edilir. (b)’ye gore,

ve ¢ =¢ olur. Toplam iizerinden bu islem siirdiiriilirse ¢, =¢, ve F,=F,

i:1,2,...,min{k,1€} bulunur. Son olarak k =k olur. Gergekten de, eger k>k
k N A

saglanirsa, Y ¢;F;(x)=0 elde edilir, bu nedenle k+1<;<k igin ¢; =0 dr.
J=k+1

Boylece K tanimlanabilirdir. o
Atienza-Garcia-Munoz Teoremi ile Teicher’in Teoreminin Karsilastirilmasi

Atienza-Garcia-Munoz Teoreminin Teicher’in teoreminden olan farkliligini tespit
etmek amaciyla oncelikle, Atienza-Garcia-Munoz Teoreminde yer alan ve asagida
belirtilen bazi onemli ifadelerin alt1 ¢izilmistir ve bu ifadelerin anlami iizerinde

inceleme yapilmistir:

o S(F)=tr:teS(F)g ()0

’

o F)eS,(F)

S,(F)={t:teS(F)¢.(t)= 0} sayilabilir sayida ya da sonsuz sayida t’den olusur.

!

Cilinkii  Atienza-Garcia-Munoz ~Teoreminin  kosuluna  gore t(F)eS,(F)
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saglanmaktadir. Goriildiigi gibi, S,(F)={t:t e S(F), 4, (t)# 0} kiimesi sonlu sayida

noktadan olusamaz. S,(F), teS(F) limit noktalarindan olusmus kiimeyi
simgeliyor; dolayisiyla t(F ) limit noktalaridir. Bu bakimdan, t(F ) ’lerin say1st sonlu

ya da sonsuz olabilir. #(F)’ler iizerinde ii¢ kosul s6z konusudur:

’

1. (F)e S, (F) ,

Atienza-Garcia-Munoz Teoremini Teicher’inkinden hemen farklandiran doniisiimiin
dogrusal ve bire-bir 6zelliklerinin birlikte gerektirmemesi, baska bir deyisle doniisiim
sadece dogrusal donilisiim olmasidir. Daha sonra teoremin birinci kosulunun ifadesi

goze c¢arpmaktadir.  Teicher’da Sy S S, kosuluna  karsin  Atienza’da

!

k
HF)e {SO (F)n (n S(F, )ﬂ ifadesi yer almaktadir. Bu farklilik ise daha hafif
i=2

varsayimlar1 gerektirmektedir.

2.2.4 Karisim dagiliminin geometrik yorumu

Parametresi x € R olan olasilik dagilim fonksiyonlar kiimesi denilmesinin nedeni:
G(z,x) her bir x igin z’ye bagli bir dagilim fonksiyonunu ifade eder; boylece, G(z,x)
x parametresine bagli dagilim fonksiyonlar ailesidir.

(2.13) esitligi Lebesgue-Stieltjes integralini ifade etmektedir. Sekil 2.2°de 4 = ¢,

aliirsa (2.13) esitligini asagidaki gibi ifade edebiliriz:

26



F(z):+j:G(z,x)dH(x) (2.13)

zG(z,O)Oz1 +G(z,xl)052

Geometrik olarak G(z,x) ii¢ boyutlu uzayda bir konveks yiizeyi ifade eder. Bu
yizeyi x=x; diizlemi ile kestigimizde kesikte G(z,xl.) bir degiskenli dagilim

fonksiyonu ortaya cikar.

=

Sekil 2.2. Karisim dagiliminin geometrik yorumu

H(x) fonksiyonu kesikli ya da mutlak siirekli olasilik dagilim fonksiyonu

olarak gecmektedir. Burada H (x)singiiler dagilim degildir ¢iinkii singiiler oldugunda

Stieltjes integrali tanimlanamaz. f (x) fonksiyonu mutlak stirekli bir fonksiyon ise o
hemen hemen her yerde diferansiyellenebilir ve bu fonksiyonun tirevi f ’(t)
Lebesgue anlaminda integrallenebilir fonksiyondur. Bu durumda f (x) fonksiyonu
kendi tiirevi olan f '(t) fonksiyonu yardimiyla telafi edilebilir. Bir bagka deyisle,

f(t) singiiler ya da kesikli oldugunda,
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f(x)=zf’(t)dt+c:f(x)—f(0)+c

formiili gecerli degil.

2.3 Entropi optimizasyon dagilimlar ile ilgili temel tanimlar

Bu boliimde, Maksimum Entropi (MaxEnt) Dagiliminin ve Minimum Capraz Entropi
(MinxEnt) Dagilimmin siirekli ve kesikli rassal degisken i¢in tanimi; takibinde
Minimum-Maksimum Entropi (MinMaxEnt) Dagilimi, Maksimum-Maksimum
Entropi (MaxMaxEnt) Dagilimi, Minimum-Minimum Capraz Entropi (MinMinxEnt)
Dagilimi ve Maksimum-Minimum Capraz Entropi (MaxMinxEnt) Dagilimi siirekli

ve kesikli rassal degisken i¢in ayr1 ayr1 tanimi verilmistir.

2.3.1 MaxEnt dagilimlar:

Bu alt boliimde, Shannon entropi Ol¢limiine gore tanimlanan Maksimum Entropi

Dagilimlar: tanitilmaktadir.

a) Kesikli rassal degisken icin MaxEnt dagilimi

X rassal degiskeninin kesikli tek degiskenli dagilimlari g6z Onilinde
bulundurulmaktadir. (X ,P)={(x1, 21)s(%,05), (s pn)}, burada n sonlu say1

olmak tizere X, rassal degiskeninin aldig1 degerler ve P, bu degerlerin ortaya ¢ikma

olasiliklaridir:

H=-%pInp, (2.14)
i=1

2 pig; (%)= py =012 m. 2.15)

Burada, g, =1, go(x)=1, p;20, i=12,...,n; m+1<n, gj(xi), g;(x)

fonksiyonunun x = x; noktasindaki degeridir.
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(2.15) kasitlart altinda (2.14) Shannon 6l¢iimiiniin (Kapur ve Kesavan, 1992)

maksimize edilmesi problemi

- g Ajg(%i)
p=e’ i=12,...,n (2.16)

¢Oziimiine sahiptir, burada A, (i =0,1,..., m) Langrange carpanlaridir.
P= ( Diseees pn) ise kesikli Maksimum Entropi Dagiimi olarak bilinmektedir

(Kapur&Kesavan, 1992).

b) Siirekli rassal degisken icin MaxEnt dagilimi

f (x) olasilik yogunluk fonksiyonu verilsin:

H=—{ f(x)n f(x)dx. 2.17)

]ff(x)gj(x)dx:yj, j=0,1,2,....om. (2.18)

Burada, s, =1, g,(x)=1"dir.

(2.18) kasitlart altinda (2.17) Shannon Olglimiiniin  maksimize edilmesi

problemi

m
-3 2jg;(x)

f(x)=e /™ (2.19)
¢Oziimiine sahiptir; burada 4 (i=0,1,...,m) Langrange carpanlanidir. f(x) ise

siirekli Maksimum Entropi dagilimi olarak bilinmektedir (Kapur ve Kesavan, 1992).

¢) Kesikli rassal degisken icin MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlar

Eger P = (pl(o),...,p,ﬂo)) verildiyse, g(x)= (l,gl (x),....2, (x)) moment vektor

fonksiyonuna gore ,u:(l, ,ul,...,,um) moment vektér degerleri elde edilebilir.
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H_. = éo A,41; moment vektor fonksiyonu g(x)’e dayanan bir fonksiyonel olarak

alinmaktadir ve MaxEnt fonksiyoneli olarak adlandirilmaktadir. P = ( Dise-es pn) ya
da g(x)= (1, g (x),....8, (x)) e gore H’in maksimum degeri U(p) ve U(g)

notasyonlari igtendegismeli kullanilmaktadir (Shamilov, 2006).

Varsayalim ki,

minU(g)zU(g(l)); maxU(g)zU(g(z))

gek gek
olsun, burada K, g(x) moment vektor fonksiyonlarindan olusmus kompakt kiimedir.
Sonugta, U(g(l)) < U(g(z)) olur.

gV (x) moment vektor fonksiyonuna gére elde edilen PV = ( V..., p,(,l))

dagilimma kesikli MinMaxEnt dagiimi ve g'? (x) moment vektdr fonksiyonuna

gore elde edilen p(z) = ( pfz),..., pflz)) dagilimina kesikli MaxMaxEnt dagilimi denir

(Shamilov, 2006).

d) Siirekli rassal degisken icin MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlarn

f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu verilsin. g(x)= (1, g (x),....8, (x)) moment

vektor fonksiyonuna gore u = (1, Hise.o ym) moment vektdr degerleri elde edilebilir.

H § A;u; moment vektor fonksiyonu g(x) ’e dayanan bir fonksiyonel olarak
=0

max ~
J

alinmaktadir ve siirekli MaxEnt fonksiyoneli olarak adlandirilmaktadir. f (x)

olasilik yogunluk fonksiyonu ya da g(x) moment vektor fonksiyonuna gére H’in

maksimum degeri i¢in U(f) ve U(g) notasyonlari i¢tendegismeli kullanilmaktadir.

Varsayalim ki,

minU(g)zU(g(l)); maxU(g)zU(g(z))

gek gek
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olsun, burada K g(x) moment vektor fonksiyonlarindan olusmus kompakt kiimedir.
Sonugta, U ( g(l)) <U ( g(z)) elde edilir.
g\ (x) moment vektdr fonksiyonuna gore elde edilen f M (x) dagilimma

siirekli MinMaxEnt dagilimi ve g(z)(x) moment vektdr fonksiyonuna gore elde

edilen f (2) (x) dagilimina siirekli MaxMaxEnt dagilimi denir (Shamilov, 2006).

2.3.2 MinxEnt dagilimlar:

Bu boliimde, Jaynes’in Kullback-Leibler oOl¢timiine gore tanimlanan MinxEnt

Dagilimlari tanitilmaktadir.

a) Kesikli rassal degisken icin MinxEnt dagilimi

(X,P)={(xl,pl),(xz,pz),...,(xn,pn)}, n sonlu sayr olmak iizere X rassal

degiskeninin aldig1 degerler ve P, bu degerlerin ortaya ¢ikmasi olasiliklaridir:

D(p:q)= flp,- 2, (2.20)
i= q;
S pig; ()= J=012.0m. (2.21)

burada, =1, g,(x)=1 p;20, i=12,...,n; m+l<n’dir ve g¢=(g....q,)

orneklemden alinmis 6nsel dagilimi ifade etmektedir.
(2.21) kasitlar1 altinda (2.20) Kullback-Leibler 6l¢iimiiniin minimize edilmesi

problemi

- g Ajg(xi)
pi=qe’”’ Ji=12,...,n (2.22)
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1

¢Oziimiine sahiptir ve burada A (i :O,l,...,m), Langrange ¢arpanlaridir.
P=( Dise-es pn) ise  kesikli MinxEnt Dagiimi  olarak  bilinmektedir

(Kapur&Kesavan, 1992).

b) Siirekli rassal degisken icin MinxEnt dagilim

f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu verilsin:

D(f:q)z—if(x)ln%dx, (2.23)
Iff(x)gj(x)dx:,uj, j=0,1,2,....m. (2.24)

Burada, 1, =1 ve g,(x)=1"dir; g;(x;), g, (x) fonksiyonunun x = x; noktasindaki
b
degeridir ve ¢(x), 6nsel dagilimdr; [ f'(x)dx =1"dir.

(2.24) kisitlart altinda (2.23) Kullback-Leibler 6l¢iimiiniin minimize edilmesi

problemi

m
-3 Ajg;(x)

f(x)=q(x)e ™ (2.25)
¢Oziimiine sahiptir, burada 4, (i:O,l,...,m) Langrange carpanlaridir, f(x) ise

siirekli MinxEnt Dagilimi olarak bilinmektedir (Kapur&Kesavan, 1992).

¢) Kesikli rassal degisken icin MaxMinxEnt ve MinMinxEnt dagilimi

P = (pl(o), - pf}”) verildigini varsayalim. g(x)= (l,g1 (x),..0.8m (x)) moment

vektor fonksiyonuna gore u = (1, Hyseoos ,um) moment vektdr degerleri elde edilebilir.

D moment vektor fonksiyonu g(x) ’e dayanan bir fonksiyonel olarak alinmaktadir.

Bu fonksiyonele MinxEnt fonksiyoneli denir. p:( Dise-os pn) ya da
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g(x) = (l,g1 (x) yeoes &m (x)) ’e gore D’nin minimum degeri V(p) ve V(g) notasyonlari

icten degismeli kullanilmaktadir (Shamilov, 2006; Shamilov 2007). Buna gore,

max V (g)= V(g(l)); min¥ (g)= V(g(z))

gek gek
olsun; burada K g(x) moment vektdr fonksiyonlarindan olusmus kompakt kiimedir.

Sonugta,

V(g(‘))z V(g(2))

yazilabilir. g(l) (x) moment  vektdor  fonksiyonuna  gore elde edilen
Pl = ( V..., p,sl)) dagilimina kesikli MaxMinxEnt dagihmi ve g (x) moment

vektor fonksiyonuna gore elde edilen p(z) :( pl(z),...,p,gz)) dagilimina kesikli

MinMinxEnt dagilimi denir (Shamilov, 2006; Shamilov, 2007).

d) Siirekli rassal degisken icin MaxMinxEnt ve MinMinxEnt dagilimi

fo(x) olasilik yogunluk fonksiyonu verilsin. g(x)= (1, g (x),....8, (x)) moment

vektor fonksiyonuna gore u=(1, 4, ..., 4, ) moment vektdr degerleri elde edilebilir.

D, = _éo A;u; moment vektor fonksiyonu g (x)’e dayanan bir fonksiyonel olarak

alinmaktadir ve siirekli MinxEnt fonksiyoneli denir. f (x) olasilik yogunluk
fonksiyonu ya da g(x) moment vektdr fonksiyonuna gére D’nin minimum degeri

icin V(f) ve V(g) notasyonlar1 kullanilmaktadir. Buna gore,

max (g) = "), miny () =7 (¢

gek
olsun; burada K g(x) moment vektdr fonksiyonlarindan olugsmus kompakt kiimedir.

Sonugta,

(R
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elde edilir.

g(l)(x) moment vektdr fonksiyonuna gore elde edilen f (1)(x) dagilimima
siirekli MaxMinxEnt dagiimi ve ¢ (x) moment vektor fonksiyonuna gore elde

edilen f (2)(x) dagilmina siirekli MinMinxEnt dagilimi denir (Shamilov, 2006;

Shamilov, 2007).
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3. ONERILEN OLASILIKSAL KARISIM MODELLERI

Tanimlanabilirlik varsayimi — bagka bir ifade ile ele alman modeller smifinin
herhangi biri i¢in tek bir karakterizasyonun varligi pek cok istatistiksel teori ve
uygulamanin temelinde yatmaktadir. Uygulamada tanimlanabilirligi ele almak
onemlidir ¢linkii tanimlanabilirlik olmadan, tahmin siireclerinin iyi tanimlanmis olma
sans1 yoktur. Bagka bir deyisle, teorideki tanimlanabilirlik uygulamadaki karisim
dagiliminin tanimlanabilir olmasi1 (var olmasi) igin varsayilmasi gereken kosulu
belirlemeye olanak tanir. Boylece, teoride elde edilen kosulun saglanmasina dikkat
edilerek daha dogru bir tahmin siireci gerceklestirilir.

Buradan yola ¢ikarak, bu boliimde, tanimlanabilirlik kavramina dikkat ederek
cesitli olasiliksal karigim modelleri ayr1 ayr1 boliimlerde tanimlanarak yeni modeller
onerilmesi hedeflenmistir.

Bu amagla, oncelikle onerilen olasiliksal karisim modellerinin uygulamali
teorik olduguna Alt Boliim 3.1°de dikkat ¢ekilmistir.

Alt Boliim 3.2°de sonlu karigimlar sinifinin tanimu literatiirde yer alan gesitli
kaynaklardan (Teicher, 1963; Yakowitz, 1968; Chandra, 1977) farkli olarak Stieltjes
integrali yardimiyla ifade edilmektedir.

Alt Boliim 3.3’te ise Tanimlanabilirlik teoremi sonlu sayida dagilimlar ailesini
Lebesgue-Stieltjes integrali yardimiyla ifade edip dogrusal operatoriin ters
operatdriiniin varligina dayali bir yontemle alternatif bir ispat verilmektedir. S6z
konusu ispat daha sadedir ve tanimlanabilirlik kavramini da daha iyi ifade etmektedir.

Alt Bolim 3.4’te POEOD’nin sonlu karisimlarinin tanimlanabilirligi, Alt
Bolim 3.5’te so6z konusu POEOD’nin parametrelestirilmesi ve Alt Bolim 3.6’da

PEOD’nin sonlu karigiminin tanimlanabilirligi verilmistir
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3.1 Uygulamah teorik modeller kavrami

Olasilik teorisi bir matematiksel disiplin olarak soyut modeler seklinde gelistirilmigtir
ve onun sonuglar1 aksiyomlara dayalidir. Istatistik ise teorinin gercel problemlere
uygulanmasi ile ugragsmaktadir ve sonuglar1 gézlemlere dayalidir (Shamilov, 2007).
Teori ve uygulama birbirinden ayrilmaz bir ikilidir, ayn1 bir paranin iki ayr yiizi
gibidir (Wallace, 2000). Baska bir deyisle, aslinda uygulanilan teoridir ve teorize
edilen uygulamadir (Ted Nellen, 1993). Ancak, soyut olarak ifade edilen modeller
gercek hayatta uygulamasi ile uyum saglayamayabilir. Ornegin, 6zellikle sosyal
bilimlerde teorilerin agiklama giiciiniin sinirli oldugu verisi altinda gesitli teoriler
uygulamalarindaki gergegi yansitmalarina bakilarak kiyaslanabilmektedir (Kayacan,
2000). Baska bir deyisle, One siiriilen teorilerin giici ger¢cek hayattaki
uygulanabilirligine baghdir. Bu gibi c¢aligmalarin sonucu ‘“uygulamali teorik”
kavramini ortaya c¢ikarmistir (Kayacan, 2000). Buradan haraketle, bu tezde onerilen
cesitli teorik modellerin gercek hayatta uygulanabilir olmasi nedeniyle, Onerilen

olasiliksal karigim modeleri ayn1 zamanda uygulamali teorik modelerdir.

3.2 Sonlu karisimlar sinifinin stieltjes integrali yardimiyla ifadesi

Tanimlanabilirlik teoreminin farkli kaynaklarda (Teicher, 1963; Yakowitz, 1968;
Chandra, 1977; Atienza, Heras & Munoz-Pichardo, 2006) farkli ispat bigimleri
vardir. Cekirdek rolii oynayan Teicher’in 1. ve 2. Teoremi ve Teicher’in ifade ettigi
ispatlar Alt Bolim 2.4.1°de verilmistir. Bu boliimde ise Teicher’in 1. Teoreminin
ispatina alternatif bir ispat vermek amaciyla, tanimlanabilirlik kavramimi daha iyi
ifade eden formiil (3.1) elde edilmistir. S6z konusu teoremin ispati sonlu karigim
dagilimimin Lebesgue-Stieltjes integrali seklinde ifadesine dayalidir. Buradan yola
cikarak, sonlu karisim dagilimlarinin Lebesgue-Stieltjes integrali yardimiyla ifadesi

asagidaki gibi sunulur:
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Som ailesi, (m=1; n=1)

F(x), acla.a)
F(x), aela,a)
F(x,a)= : :
Fo(x),  @<lor.ar)
Fi(x), aelag.)

seklinde tanimlanir.

S, u; Olglimiini tlreten m-boyutlu (m=1) G dagilimlarinin bir smftir.

Burada,
0, a<a
, ae[al,az)
G(a)z ¢ +c,, ae[al,%)
o +... e, ae[al,ak)
1, ae[ak,ﬂ)

seklinde tanimlanur. G(a) dagiliminin grafigi Sekil 3.1°de verilmistir.

Sekil 3.1.G () dagilmunin grafigi
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Goriildiigi  gibi, G(a) fonksiyonu soldan siirekli parcali sabit bir

fonksiyondur. Soldan siirekli monoton artan bu G(a) fonksiyonu ile {iretilen

Stieltjes 6l¢limii asagidaki gibi tanimlanir:

tgla.a,)=G(ay)-G(e)=¢

uG[a2,a3)=G(a3)—G(a2)=cl +c,—¢ =c,

Hg [O‘Haak): G(ak)_G(ak—l): Cr-1
Hg [akaﬂ) =G(p)-G(ey)=¢

Lebesgue-Stieltjes integral tanimina gore,

zmxawcmyﬂﬂ@ﬂd%ﬂg+g@ﬁ@pp%pmﬁ

elde edilir.

Eger F(x;a)=0, a <, oldugunu varsayarsak

M=

H(x)= ] F(xa)dG(a) =3 F,(x)ug [@ @)

! (3.1)
¢ F; (x)

1

!
8
i

M=

i=1

seklinde tanimlanir.
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3.3 Teicher’in 1. Teoremine alternatif bir ispat

Bu alt boliimde, Alt Boliim 3.2°de verilen sonlu karisim dagilimlarinin Lebesgue-

Stieltjes integrali yardimiyla ifadesine dayanark Teicher’in I. Teoremine alternatif bir

ispat verilmistir.

Teorem 3.1: § = {F1 (x),....F, (x)} sonlu dagilimlar ailesinin

biitiin sonlu karigimlar smifinin tanimlanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

K (x) N 4 (x) dagilimlarinin dogrusal bagimsiz olmasidir.

k k
Alternatif Ispat. Gereklilik: 3 = {Z ¢F(x):i¢,20, D¢ = 1} smifi tanimlanabilir
i=1

i=1

olsun. F;(x),...,F, (x)lerin dogrusal bagimsiz oldugunu ispatlayalim.

Formiil ( 3.1 )’e gore,

H = [ F(x.a)dG(a)=YeF (x) (3.2)

yazilabilir. Tanimlanabilirligin tanimina gore, sonuncu H =AG seklinde

yazdigimizda dogrusal A operatdriiniin tersi vardir ve G=A"'H (ya da

k
©&=A"{J}) gerekir. Baska bir deyisle her bir H =) cF,(x)’e kars: tek bir tane

i=1
G dagilim fonksiyonunun var oldugunu ispatlamak gerekir.

F,(x) ler dogrusal bagimli olsun ve G, (a)# G, (a) igin,
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esitliklerini saglayan ¢, ve ¢, ’lar var olsun. Bu durumda,

> (=) (+)=0

yazilabilir.

F (x) ler dogrusal bagimli olduklari i¢in en az bir tane ¢, —¢; # 0 vardir. Bu

sonug dogru olamaz ¢iinkii G, («)# G, («)’y1 saglamak zorundadir. Bu sonug

siifinin tanimlanabilir olmasina zittir. Gereklilik ispatlandi.

Yeterlilik:  F}(x),...,F,(x)dagihm fonksiyonlar1 dogrusal bagimsiz olsun. X

simifinin tanimlanabilirligini ispatlayalim. Baska bir deyisle A operatoriiniin ters

operatdriiniin varhgm gosterelim. Tersini varsayalim, yani F,(x),...,F, (x)dagihm

fonksiyonlar1 dogrusal bagimsiz olmalarina karsin A operatorii ters operatore sahip
olmasin.

Bu durumda,

¢F (%)= [ F(xa)dG,(«), (3.3)

—0

™

I
—

o

c.F (x)= I F(x;a)dG,(a) (3.4)

1

™

I
—

i —0

ve G, (a)#G,(a) olmasina karsin

ZCiF; (x) = Z C.F(x)
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k
(32) ve (3.3)’ten Y (¢, —&)F,(x)=0 elde edilir. F(x),....F,(x) dagim
i=1
fonksiyonlar1 dogrusal bagimsiz oldugu i¢in ¢ —¢ =0; ¢,;=¢; i=L2,....k

olmalidir. Buise G, (a)=G,(a) oldugunu gosterir.

Boylece A operatorii ters operatdre sahiptir. Teorem ispatlandi. O

3.4 POEOD’min sonlu karisimina iliskin olasiliksal karisim modelleri

Alt Bolim 2.3’te tanitilan MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarin parametreye sahip
olmadiklar acik¢a bellidir. S6z konusu dagilimlar parametrisi olmayan dagilimlar

oldugundan dagilimmn x,,...,x, noktalarinda aldig1 gergel degerler s6z konusudur. Bu

acidan bu alt boliimde oncelikle, MaxEnt, MinMaxEnt, MaxMaxEnt, MinxEnt,
MaxMinxEnt ve MinMinxEnt dagilimlarinin kesikli rassal degisken ve siirekli rassal

degisken icin sonlu karisimlarinin tanimlanabilirligi incelenmistir.

3.4.1 Kesikli rassal degiskenler icin MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarinin sonlu

karisiminin tammmlanabilirligi

Sonlu sayida MaxEnt dagilimlarinin karisimlarinin tanimlanabilirligi (bkz. Alt Boliim

2.2.3) i¢in gerek ve yeter kosulu ifade eden asagidaki teoremi ispatlayalim.

] _ﬂo(l)_gﬂj(l)gj(/)(xi) l L
Teorem 3.2: p( )(xi)ze J=1 Epi( ), i=Ln, 1=1,2 olmak iizere

verilmis kesikli MaxEnt dagilimlarinin dagilim fonksiyonlar1 £ (x) ve F, (x) olsun.

n=1i¢in §, = {Fl (x),F(x):xe ER"} dagilimlarinin

5£:{H:H:iciFi(x); ¢, >0, ici :1}
i=1

i=1
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seklindeki karigimlar ailesinin tanimlanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

(xl.,x. ), i=1,2,...,n-1, araliklarinda X,, X, noktalarini igeren Oyle farkli araliklarin

i+l

olmasidir ki,

R(%) F(%)
(%) FB(%)

kosulu saglansin.

A= #0

Ispat: Sekil 3.2°de gosterilen MaxEnt dagilim fonksiyonlarmmn ikili karisimlarinin

tanimlanabilir oldugunu ispatlayalim.

Gy G4
) | —
I —— —— —
o
-
i =T
_Lj'Pa A
p I
|P1 11
| W X . 2 X
N .
1 2 1 1 2 111

Sekil 3.2. MaxEnt bilesenlerinin dagilim grafigi

Teorem 3.2’nin kosullarina gore

1 -8 30O 2= 22D .
p( )(xi):e j=1 Epi()’p( )(xi)ze Jj=1 = !

yazilabilir. Bu dagilimlarin birikimli fonksiyonlart uygun olarak £ (x) ve F,(x)

olsun. Birikimli fonksiyon tanimina gore,
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0, x<x 0, x<x
20, o el xef[x,x,)
04 0 & p

'+ p, xe[x,x PP Te
E(X): '1 2 .[l 3) Fé(X): .1 2 [1)(33)

Pl(l) +~~~+Pk—1(l)’ xe[xpxk—l) pl(Z) +"'+pk—1(2)’ xe[xl,xk—l)

1, xe[x.x,) 1, xe[x.%,)
olur.

2
H’ya ait H = ZCiE (x) dagilimimin tamimlanabilirligi i¢in gerek ve yeter

i=1
kosul 7 (x) ve F,(x) dagilimlarimin dogrusal bagimsiz olmasidir.
F (x) ve F,(x) fonksiyonlarmm dogrusal bagimsizligi i¢in gerek ve yeter

kosul

kosulunu saglayan X, X, noktalarnin bulunmasidir. X, X, noktalarinin her biri
i# j i¢in farklt (x,_;,x,), (X_,-_px_,-) araliklarina ait olmalidir. Ciinkii ayn1 bir araliga

ait olurlarsa, bu durumda A =0 olurdu.o

Cikarsama 1: Ozel durumda,
5 e(x.x); X e(x,x)

olsun. Buna gore,

Pl(l) Pl(l) + pz(l)
(2)

2
Pl( )+P2

oldugundan determinant i¢indeki ikinci siitundan birinci siitunu ¢ikarirsak,
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JAGE) AE) (Y Y] m,@_, 0,2
A_Fz(il) Fz(iz)_pl(z) pz(z)—l’l P2 =py'p T #0
ya da
) ¢p2(1)
n® pl

olmasi A0 oldugunu, bir baska ifade ile F(x) ve F,(x) dagilmlarmmn dogrusal

bagimsiz oldugunu gosterir. 0

Sonu¢ olarak goriiliiyor ki, 6zel durumda verilmis iki dagilimin iki uygun
noktadaki olasiliklar1 orani farkliysa dagilimlar dogrusal bagimsizdir.
Benzer bir sekilde MaxEnt dagilimlarinin  sonlu  karigimlarinin

tanimlanabilirligi icin gerek ve yeter kosul ifade edilebilir.

l _ﬂo(l)_g /lj(l)gj(l)(xl-) l
Teorem 3.3: p( )(xl-):e = Epl-(), i=Ln I=Lk; k<n-1

olmak iizere verilmis kesikli MaxEnt dagilimlarinin birikimli dagilimi E(x),

Fy(x),....F,(x) olsun. @, :{E (x),ﬂ(x),...,ﬂ(x):xei)%l} dagilimlarinin
k k

H= {H ‘H = ZC,.F,. (x); ¢, >0, ch_ = 1} seklindeki ~ karistmlar  ailesinin
i=1 i=1

tanimlanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (xi,xi+1 ) ,1=1,2,...,n-1, araliklarinda k

sayida X,,X,,...,X, noktalarmi igeren dyle farkli araliklarin olmasidir ki,

R(%) F(x) . F(%)
Fz(_l) F (%) = Fz(fk)i

1

A= .

0 (3.5)
F (%) F(%) o Fe(%)

kosulu saglansin.
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ispat: Fl(x), Fz(x),..., Fk(x) MaxEnt birikimli dagilim fonksiyonlar

asagidaki sekilde tanimlanir:

0, xX<x
", xe[x,%,)
"+ p), xelx,x)

Fe)=1

Bu dagihimlarim tamimlanabilirligi 7, (x), F,(x),..., F,(x) fonksiyonlarmmn

dogrusal bagimsizligina esdegerdir. S6z konusu fonksiyonlarin dogrusal bagimsizlig

icin gerek ve yeter kosul A # 0 olmasidir (Teicher, 1963) .0

Ozel durumda,
5 e(x,x), 5 e(x.x), .5 e(x,x,)
oldugunda Teorem 3.3’iin (3.5) kosulu asagidaki sekle doniisiir:

] [0 AV Al

Fz(.)”q) Fz(.xz) o Fz(.fck)zpfz) pf2)+pg2) p§2)+pg2)+._.+p/(€2) 20

(k) (k) (k) (k)

+p2 tee pl +p2 +...+pk

. Fi(%) pfk) pfk)

Son siitundan baslamak iizere her bir satirdan bir 6nceki siitunu cikarirsak,

(3.5) kosulu,

pfl) pgl) pl(cl)
NG
pl(k) pgk) pl(ck)
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seklinde ifade edilir.

_5 2.0, (O,
TR T - A L S )
Teorem 3.4: p‘/(x;)=¢q; e ’ =p;/, i=Ln; [=1,k olmak iizere

verilmis kesikli MinxEnt dagilimlarinin birikimli dagilim fonksiyonlar Fl(x),

F(x),.... F/(x) olsun. § :{E (x),ﬂ(x),...,ﬂ(x):xeml} dagilimlarinin
k k

H= {H H = ZQFi (x); ¢, 20, ZCI. = 1} seklindeki ~ kanigimlar  ailesinin
i=1 i=1

tanimlanabilir olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul (x,.,x.

" ) i=1,2,....n-1 araliklar

icinden k sayida X,,X,,...,X, noktalarini igeren dyle farkl araliklarin olmasidir ki
(3.6)

kosulu saglansin.

Ispat: F (x) , F, (x) yeoes I (x) birikimli dagilimlarin tanimlanabilirligi s6z konusu

fonksiyonlarin dogrusal bagimsizligina esdegerdir. Bu fonksiyonlarin dogrusal

bagimsizligi i¢in gerek ve yeter kosul A # 0 olmasidir.o

Cikarsama 2: Ozel durumda, X €(x,x,,), i=1k, oldugunda Teorem 3.3’te

i+1

oldugu gibi,
MU

L
pl(k) pgk) pl(ck)
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saglanir. Burada pl-(l) , Teorem 3.4’te ifade edildigi gibidir.

3.4.2 Kesikli rassal degiskenler icin MaxEnt ve MinxEnt dagilimlar ailesinin

birlesiminin sonlu karistminin tanimlanabilirligi

Alt Bolim 2.3.1’de MaxEnt dagilimi ve Alt Bolim 2.3.2°de MinxEnt dagiliminin
tanim1 verilmistir. Ayrica Alt Boliim 3.4.1°de kesikli rassal degisken i¢cin MaxEnt
dagilimi

205 5 (0, ()
Deyoe * 175 0 Tm 1-TF: kene
p(x;)=e =p;/, i=Ln I=Lk; k<n-1

ve kesikli rassal degisken i¢in MinxEnt dagilimi1

-5 10z -(l)(x,-)
f’(l)(xi)=éie A Eﬁi(l)a i=ln =1k

seklinde ifade edilmistir.

Tanim:

1) MaxEnt

2) MinMaxEnt

3) MaxMaxEnt

4) MinxEnt

5) MaxMinxEnt

6) MinMinxEnt

olmak tizere 1-6 dagilimlarina parametrik olmayan entropi optimizasyon dagilimlar:
denir.

MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarinin birikimli dagilimlar ailesi sirasiyla

SMaxEnt = {Fl F(x)= X p(l)(xi)a xeR",l :L_k} , 3.7

X;<x
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SMinxEnt = {Fl ) (x) = 2 ﬁ(l)(xi)a X e SRn’ lzl,—k} (3.8)

x;<x
olarak tanimlanir.
Baska bir ifade ile (3.7) ve (3.8) aileleri, g(x) = (l,g1 (x), - (x)) moment

kiimesinden secilen moment kisitlarinin keyfi kombinasyonuna gore alinan kisitlar
altinda elde edilmis entropi optimizasyon dagilimlarindan olugmus ailelerdir.

Bu durumda 4 birlesim ailesi,

U= SMaxEnt U SMiannt

seklinde tanimlansin.

Teorem 3.5: & 'nun tiim sonlu karisim dagilimlarindan olusmus K, sinifi,

h
¢ =1y,
=1

1

e}t eCz{{ci}le‘h €Zt;e, >0, Vi=l,...,h;

K, :{Hu

olsun. Y ’nun Ky ’ya ait tim H karisimlar1 tanimlanabilirdir.

k
E{Ci}:;l EC’EIFi""’F;c E-'S:H('):ZC[F; ()’ F()Eu’ i’[:SMaxEnt USMiannt}
i=1

Ispat: Teorem 3.5, Teorem 3.1 kosullar1 geregince saglanir.0

Teorem 3.6: POEOD ailelerinin her birinden olugan tiim sonlu karigimlar (6rnegin,
sadece (1) dagilimlarindan olusan, sadece (2) dagilimlarindan olusan vb.) ve bu
dagilim ailelerinin (6rnegin (1)ve (2), (2), (5) ve (6) vb.) ikili, iiclii ve k’l1 keyfi

birlesiminden olusan tiim sonlu karisimlar tanimlanabilirdir.

Ispat: S6z konusu (1)-(6) dagilimlariniin karisimlarinin tanimlanabilir olmasi igin

gerek ve yeter kosul, Teorem 3.3 ve Teorem 3.4 geregince saglanir. O
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3.4.3 Siirekli rassal degiskenler icin MaxEnt dagilimimin ikili karisiminin

tanimlanabilirligi ve alternatif bir yeter kosul

Stirekli rassal degisken icin MaxEnt dagilimmin tanimi Alt Bo6lim 2.3.1°de

verilmistir ve

m
- X 4gj(x)

fx)=e
seklinde ifade edilmistir.

Teorem 3.7: § = {Fl (x),F(x):xe iRl} , birikimli  dagilimlar  ailesinin

2 2
K= {H tH=) cF(x):c20Yc= 1} tim  ikili  karigimlar  smmifinin
i=1

i=1
tammlanabilir olmasi igin yeter kosul F(x) ve F,(x) birikimli dagihm
fonksiyonlar1 igin F{ (x)# F,(x) kosulunu saglayan en az bir tane x, noktasmnimn

olmasidir.

Ispat: F(x)# F,(x) kosulunu saglayan en az bir tane x, olsun.

F(x) ve F5(x) siirekli fonksiyonlar oldugu igin F (x)# F (x) kosulu
xo'm (xg—&,x9+¢) komsulugunda da saglanir. Fj(x) ve F(x) siirekli rassal
degiskenlerin dagilm fonksiyonlar1 olduklan igin F'(x) ve F)(x) siirekli

tiirevlerine sahipler. F (x) ve F,(x)’in Wronskian determinanti hesaplamr

(Elsgolts, 1970):
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= AR )| (0 ()] ~(n (1) |

_ F(x))
=F (x)F,(x)| In E(X)J . (3.9)

F(x) ve F5(x) birikimli dagilim fonksiyonlar olduklart igin 0 < Fj (x)<1,

0 < F (x) <1°dir. Bu nedenle, (3.9) dikkate alinirsa, W=0dan,

ortaya ¢ikar. Buradan, birikimli dagilim fonksiyonlarinin 6zellikleri dikkate alinirsa

fim 2(%)

=1
X—>0 Fi(x)

bulunur. Bu sonu¢ F(x)=F,(x) oldugunu gosterir. Teoremin kosuluna gore

F(x)=F(x)
olamaz. Bu nedenle W #0 olmalidir. W =0 olmasi F(x) ve Fp(x)

fonksiyonlarinin dogrusal bagimsizligin1 gostermektedir. O

Cikarsama 3. F (x) entropi optimizasyon birikimli dagilim fonksiyonu ise, bu

durumda Teorem 3.7 gecerlidir.
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3.5 Parametrelestirilmis entropi optimizasyon dagilimlari

Bu béliimde, parametrik olmayan olasilik dagilimlari olan MaxEnt ve MinxEnt
dagilimlarinin kesikli ve siirekli rassal degiskenler igin parametrelestirilmesi

gosterilmistir.

3.5.1 MaxEnt dagihmlarimin parametrelestirilmesi

Bu alt bolimde Alt Bolim 2.3.1°de tanimlanan parametrik olmayan MaxEnt
dagilimlarinin bir parametreli ya da iki parametreli olarak ifade edilmis; bdylece, bir
parametreli kesikli MaxEnt Dagilimlari, bir parametreli siirekli MaxEnt Dagilimlari

ve iki parametreli siirekli MaxEnt Dagilimlarinin tanimi verilmistir.

a) Bir Parametreli Kesikli MaxEnt Dagilimlar

P=( DisDase-es pn), X rassal degiskeninin x,x,,...,x, degerlerinin ortaya ¢ikma
olasiliklaridir. Varsayalim ki, sistem hakkindaki tek bilgi beklenen deger u olsun.

Baska bir deyisle verilen bilgiler,

L pg(x)=u
’;l (3.10)
'21 pi=1

olsun. Vi i¢in p, >0’dir. Bu kisitlar1 saglayan sonsuz sayida olasilik dagilimi

olabilir. Eger sisten hakkinda bagka bir informasyon yok ise,
H=-%p.Inp, (3.11)
i=1

Shannon entropi Ol¢iimiinii (3.10) kisitlar1 altinda maksimize eden olasilik

dagilimi se¢ilir.Bu durumuda Langrange ¢arpanlarina bagli yardimci fonksiyon,
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LE_ilpilnpi_(/l_l)(ilpi _1)_2(i1pig(xi)_ﬂj.

olur.

L’nin p,, p,,..., p, ye gore kismi tiirevleri alinarak sifira esitlendiginde,

8—L=—1npi—ﬂ—ig(xi):07 i=l,2,...,n

op;
ve buradan,

_ el 0,

i 5

e,

elde edilir. p, ’lerin bu degerleri i p; =1’de yerine yazilirsa,

i=l1

§ o AAsl) _ g

yada

et 3 e el o
=1

bulunur. Buradan, (3.17) ve (3.14)’te
- -1
o ( 2 e—zg(xi))
i=1

yerine yazilirsa,

_ R
Pi:(ze_lg()q)) e_lg(Xi)’ i=12,...,n

i=1
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(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)



~ 1
elde edilir, burada (Z e_ﬂg(x")j =K alinirsa,

i=1
p=Ke ) =12, n (3.19)
elde edilir.

(3.19), bir parametreli kesikli MaxEnt dagilimidir. Eger g(xi) bir sistemin

enerji diizeylerini ifade ediyorsa, (3.19) dagilimi literatiirde bilinen Maxwell-

Boltzmann dagilimin ifade etmektedir (Kapur&Kesavan, 1991).

b) Bir Parametreli Siirekli MaxEnt Dagilimlar1

f (x) olasilik yogunluk fonksiyonu verilsin. Shannon entropi 6l¢iimii,

H=—f £(x)Inf (x)dr. (3.20)
b

jf(x)dle

, (3.21)
Tg(x)f (x)dx=u

olsun. (3.21) kisitlar1 altinda (3.20)’yi maksimize eden olasilik dagilimi segilir. Bu

durumuda, Langrange ¢arpanlarina bagli yardimci fonksiyon,

L:—ijjf(x)lnf(x)dx—(/1—1)@f(x)dx—lj—ﬂ:@g(x)f(x)dx—,uj (3.22)
L :lj)(—f(x)lnf(x)—(ﬁ—l)f(x)—/ig(x)f(x))dx—(/l—l)+/iu,

olur.

F=—f(x)inf(x)-(2-1)f (x)-Zg(x).f (x)

alinirsa,
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b 3 3
L=[F(f,AAu)dx—(A=1)+Au
a

olur. Euler denklemi (Elsgolts, 1970),
d
Fr——Fg =0
= nxf
bi¢imindedir. F r= 0 oldugu i¢in,

F, =—1nf(x)—/1—ﬁjg(x):0

elde edilir. Buradan,

f (X) _ e—i—ig(x)

bulunur. Simdi,

b

I f (x) dx =1

esitliginde (3.24) yerine yazilirsa,

lfe%*jg(x)dx =1,

b -~
e e g =1 ,

P 4
et = (I e’ig(x)dxj

elde edilir. (3.27), (3.24)’ten,
b el g ) gie)
f (x) =|fe dx | e
by - 1
bulunur. ( | e_ﬂg(x)dxj =K almirsa,

f (x)=Ke )
elde edilir.
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(3.24)
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(3.26)

(3.27)

(3.28)
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(3.29) olasilik yogunluk dagilimi parametresi A olan bir parametreli siirekli

MaxEnt dagilimidr.

¢) Iki Parametreli Siirekli MaxEnt Dagilimlari

f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu verilsin ve g = {1, g1(x). 22 (x)} moment kisit

fonksiyonlar1 olsun:

H=—f £(x)Inf (x)dx. (3.30)
b

If(x)dx =1,

‘ (3.31)
g (x)f (x)dv=p;,j=1.2

(3.31) kusitlar1 altinda (3.30)’u maksimize eden olasihik dagilimi segilir. Bu

durumuda, Langrange ¢arpanlarina bagli yardimci fonksiyon,

L:—if(X)lnf(x) —(l—l)(if(x)cbc—l)—/i(?gl(x) f(x)dx—,ulj—/zl(i (%) /() - ﬂzJ (3.32)

a

b . - -
= [~ ()i () A1) £ )+ (0.0 + A ) () e 21 s
olur. Burada

F :—f(x)lnf(x)+()L—l)f(x)+/ig1 (x)f(x)+/%g2 (x)f(x)
alinirsa,

b ~ = ~ =
L= IF(f,/L/L/Lm,uz)dx +A=1+mA+ A
a

yazilabilir. Euler denklemi,

d
Ff—EFf'zO
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bi¢imindedir. F =0 oldugu i¢in Euler denklemi

Fy=—In f(x)—A-1g (x)- g, (x)=0. (3.33)

elde edilir. Buradan,

£(x)= oA (x)-Aga(x) (3.34)

bulunur. Simdi,
b
If (x) dx=1

esitliginde (3.34) yerine yazilirsa,

(e Falo)-dealx) gy (3.35)

o If e—ig1(X)fﬂ:gz(X) dx=1, (3.36)
b _x 7 !

S ( ! o nx)-Tea() dxj (3.37)

bulunur. (3.37), (3.34)’ten

£(x)= (Zj’ o 81(x)-Ae2(x) dle o)z () (3.38)

a

b i : -1
elde edilir, burada ( [ e_}'gl(x)_igz(x)dxj =K almirsa,

£ (x) = KeFat)-2a) (3.39)

(3.39) olasilik yogunluk dagilimi parametreleri 1 ve j olan iki parametreli siirekli

MaxEnt dagilimidir.
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3.5.2 MinxEnt dagilimlarinin parametrelestirilmesi

Bu alt boliimde Alt Bolim 2.3.2°de tanimlanan parametrik olmayan MinxEnt
dagilimlarinin  bir parametreli ya da iki parametreli olarak ifade edilmesi
gosterilmistir. Boylece, bir parametreli kesikli MinxEnt dagilimlari, bir parametreli
siirekli MinxEnt dagilimlar1 ve iki parametreli siirekli MinxEnt Dagilimlar

tanimlanmustir.

a) Bir Parametreli Kesikli MinxEnt Dagihimlar:
P=(py,pys-sP,), X rassal degiskeninin x,x,,...,x, degerlerinin ortaya ¢ikma

olasiliklari, q(x) ise sistem hakkindaki onsel dagilim olsun. Varsayalim ki, sistem

hakkindaki tek bilgi beklenen deger x olsun:

; Pig(x;)=p
’;1 (3.40)
'21 p;=1
Vi i¢in p; > 0’dir. Buna gore,
X _ n pl
D(p:q)=3% p;ln—- (3.41)
i=1 ,

1

biciminde verilen Kullback-Leibler entropi oOl¢iimiinii, (3.40) kisitlar1 altinda
minimize eden olasilik dagilimi secilir. Bu durumda Langrange g¢arpanlarina baglh

yardimci1 fonksiyon,

L=ipilnﬁ+(ﬂ—1)(§pi—1)+Z(§pig(x[)—y) (3.42)
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L’nin p,, p,,..., p, ye gore kismi tiirevleri alinarak

oL p, 1 p o
—=Ih~+—""+(A-1)+1g(x;).
op; g9 Pig ( ) ( )

q;

=lnﬁ+/1+/{g(xi), i=12,...
q;

elde edilir. oL =0’dan,
op;

Infit 1+ 2g(x)=0,
4q;

DPi _ 2-2e(x)

4q;
ve buradan,

D = q_e%%g()ﬁ)

bulunur. Simdi, p, ’lerin bu degerleri

esitliginde yerine yazilirsa,

% qie—i—ig(xi) =1
i=1

ety ql-e_ig(x" )21
i=l1

olur. Buradan,

. -1
o= ( 5 ql_e—ig(%‘)j
il

Bulunur. (3.47), (3.45)’ten,
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N -1 -
:ql(z ql.e—ﬂgvf)j e 0 =10, (3.48)
i=1

-1
elde edilir. Burada (Z g;e (x’)) =K alinirsa,

p=Kge ™ i=12,...n (3.49)

elde edilir. (3.49) olasilik dagilimi bir parametreli kesikli MinxEnt dagilim: denir.

b) Bir parametreli siirekli MinxEnt Dagilimlar:

f (x) olasilik yogunluk fonksiyonu i¢in

’ /(%)
D(f:q)=] In——-+d 3.50
(F20)=17 ()7 (3.:50)
biciminde verilen Kullback-Leibler 6l¢iimiinii
[ff(x)dx =1
Z (3.51)
Ig(x)f(x)dx:,u

kisitlar1 altinda minimize eden olasilik dagilimi segilir. Bu durumda, Langrange

carpanlaria bagl yardimci fonksiyon,

/() b (0

L= jf() q(x)dx+(/1 1)(({f(x)dx—1)+Z(£g(x)f(x)dx—,u) (3.52)
S0, 4o x)+Ag(x) f(x)dx+1-A-ud

e (o) 2o a1

olarak olusturulur. Burada,

F:f(x)lng((;c;+(/I—1)f(x)+ﬂ:g(x)f(x)

alinirsa,
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b
L=[F(f,AAp)dc+1-A-pl

olur. Euler denklemi

d
Ff_EFf':O

bi¢gimindedir. F r= 0 oldugu i¢cin

f(x)=q(x)e

elde edilir. Simdi, £ (x)’in (3.54)’teki degeri
b

If (x) dx =1

esitliginde yerine yazilirsa,

b -A-Ag(x) -1
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- -1
f(x) = q(x)(}j)q(x)e_lg(x)j e e (3.58)

. 1
elde edilir. Burada ( [ q(x)e_ig(x)j = K alinirsa,

f(x)=Kq(x)eiig(x) (3.59)

bulunur. (3.59) olasilik dagilimina bir parametreli siirekli MinxEnt dagilim: denir.

¢) Iki Parametreli Siirekli MinxEnt Dagihmlar

f(x) olasilik yogunluk fonksiyonu verilsin ve g = {1, g1(x).g (x)} moment kisit

fonksiyonlar1 olsun:

\_? f(x)
D(f.q)—({f(x)lnmd , (3.60)
?f(x)dle
: (3.61)
Igj(x)f(x)dx:,uj,jzl,2

(3.61) kisitlar1 altinda (3.60)’1 minimize eden olasilik dagilimi segilir. Bu durumda

Langrange carpanlarina bagl yardimci fonksiyon,

b o) b (b (b
L=If(X)1nﬂdx+(i—1) [ ()1 +A) [g1(x)f(x)de—p (+A) [ 22(x)f(x)de—sp

a a

_ j{ AL () £ () A (4) £ () + () f(x)}dx+(l—/1)—ﬁﬂl i (3.62)

seklinde olusturulur. Burada,

F= f(x)ln jq”((;c)) +(/I—l)f(x)+ﬂjg1 (x)f(x)%—jgz (x)f(x)

alinirsa,
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b -z -
L= JF(f,/l,/i,/l,ﬂl,uz)dﬁ(1—/1)—/1/11—/1#2
a

elde edilir. Euler denklemi,

d
Ff_EFf'ZO

bi¢gimindedir. F r= 0 oldugu i¢in,

Ff =0,
F, =1nf(x)+/1+/{g (x)+jg (x)=0
S q(x) 1 2

ve buradan,

£(x)=q(x) e—/l—igl(x)—jgz(X)
bulunur. (3.64)

If f (x) dx =1

esitliginde yerine yazilirsa,

b

Iq (x)efﬂfigl(X)*/igz(X)dx —1,

a

o lf q (x)efi&(X)*jgz(X)dx ~1,
b - : -l
o= (I q(x) elgl(X)ﬂgz(X)dxj ,

£(x)= (? q(x) eigl(f)jgz(X)ayxj_1 q(x) e*igl(X)*jgz(X)

b 5 : -1
elde edilir. Burada ( [ q(x)eﬁg‘(x)igz(x)dxj =K almursa,

a

7(x)= Kq(x)e—igl(x)—ﬂgz(X)

bulunur.
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(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)
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(3.69) olasilik yogunluk dagilimi parametreleri 1 ve j olan iki parametreli siirekli

MinxEnt dagilimidir.

3.6 Parametrelestirilmis entropi optimizasyon dagilimlarinin sonlu karisiminin

tanimlanabilirligi

Bu alt boliimde, Alt Boliim 3.5°te tanimlanan ayni parametrik aileden olan PEOD’nin
sonlu karigimlarinin tanimlanabilirligine iliskin teoremler verilmistir.
3.6.1 Parametrik MaxEnt dagilimlarin sonlu karistminmin tanimlanabilirligi

Siirekli rassal degigken i¢in bir parametreli MaxEnt dagilimi Alt Bo6lim 3.5.1°de
tamimlanmustir. Bir parametreli stirekli MaxEnt dagiliminin genel halde moment

tireten fonksiyonunun elde edilmesinde ortaya ¢ikan zorluk nedeniyle, bu alt béliimde

s0z konusu dagilimi kullanilarak tanimlanan olasiliksal karisim modelinde g(x) =X

alinmistir. Bu dagilimin tanimindan yola ¢ikarak Teorem 3.8 ifade edilir. Buradaki

bir parametreli MaxEnt dagiliminin yogunluk fonksiyonunda x (O, oo) "dur ve
x ~ ~
[ KeHdu = 5(1 — e_’q“x)
0 A
esitligi saglanir.
Teorem 3.8: Siirekli rassal degisken i¢in
X 7 ~
Sse = {F F (x;/I) = K.e_ﬂ”du, x>0,4> O} bir parametreli MaxEnt dagilimlar
0

ailesinin tiim sonlu karigimlar sinifi tanimlanabilirdir.

Ispat: M, X rassal degiskenini F dagihm fonksiyonunun moment iireten

fonksiyonuna doniistiiren bir operator olsun:
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=a | "dF + B e dF,

=aM (F)+ M (F,).
Goriildiigi gibi, M operatdrii dogrusal operatordiir.

F € 3§, olsun. Moment lireten fonksiyon,

g ()=M (F (x,/i)) = E(etx) = O(Jjeth.e_ixdx = K?: A g = Ko(j? e’(i”)xdx

I P ) K K
e

elde edilir; ¢ < A *dir.

N

F €. e, ve 4 <A, olsun. Buna gore,

¢Fl(t):j:lKl B Z‘E(—OO,ZI),

K s
¢F2(t)= /@it’ te(_ooﬂ%)

elde edilir. Burada
o - -1

K, = (f eﬁlxdxj ,
0

) -1
K, = (J e_ﬂzxdx)
0

bi¢cimindedir. Tanima gore,

!

t(F)e[S(F)nS(F)],
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’

() e[ (=0.A)n(-=.4)]

(F)e[(=.4)]
olsun. Bu durumda,
H(F)=4
secilebilir.

Teoremin diger bir kosuluna gore, yerel siralamanin saglandig gosterilsin:

K2
t 7 _ 7 _
lim¢F2():lim/17 LKy i At
=7 ¢F1 ) 4 ~Kl K, =a\ A, —t
7t

~ ~ - . ¢F2 (t) . j’l _t - . .
A <4, oldugunda lim =lim =——=0 olur ve F| < F, saglanir. Boylece, bir
=4 ¢F1 (1) A4 A, —t

parametreli siirekli MaxEnt dagilimlar ailesinin tim sonlu karigimlar simnifi

tanimlanabilirdir. Teoremin kosullar saglandigindan teorem ispatlandi. o

g(x) moment kisit fonksiyonu g(x)zx2 secilirse Teorem 3.9 gegerlidir.

Buradaki bir parametreli MaxEnt dagiliminin yogunluk fonksiyonunda x e (—oo,oo)

- x 72 Vix
ve >0 olsun. | K.e ™ a’uzﬁ~ [ €% dz’dir.
A0

—00

QI

o X 72 .
Teorem 3.9: Siirekli rassal degisken i¢in F, ={F : F(x;/I) = | Ke ™ du,i> 0}
—00

bir parametreli MaxEnt dagilimlar ailesinin tim sonlu karigimlar sinifi

tanimlanabilirdir.

Ispat: M, X rassal degiskeninin F dagilim fonksiyonunun moment iireten

fonksiyonuna doniistliren bir dogrusal operatordiir (Bkz. Teorem 3.8 ispati).
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F €3, olsun:

o O =M(F (1)) =E(e")= T K™ ax=K] e dv=K | )

—00

dx

Sonuncu integrali ¢ozmek igin

o —(sziZBx+C) = _4c-8’
[ e dx = Ze 4 (3.70)
—0

formiiliinden (Benuput, 1969) yararlanalim. (3.70) formiiliine gore,

2
t—~ o) ) -1
or (=K %e“ , burada K =( [ e dxj ,

S, (F)={t:1&(-0.).0. (1) %0}

bulunur.

FeFe.BeF, ve A >4 olsun:
B

gpFl(z):Kl\/%e%, Sy (F)={t:1 e (~0,0). 0, (1) 0],
P

(on(t):Kz\/%e%, S(F,)={t:te(~0,20),0, ()0}

elde edilir. Burada

-1
o  z
K, :( [ e Hr dxj ,

-1
0 it
K, :( [ e dxj
bi¢imindedir.

Atienza-Garcia-Munoz Teoreminin kosuluna gore,

(R)<[S(F)ns(7)] .

!

l‘(Fi) € [(—oo,oo) N (—oo,oo)} ,
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((F)e[(~0,0)]

olsun. Bu durumda,

(F)==

secelim.

Teoremin diger bir kosuluna gore, yerel siralamanin saglandigi gosterilmeli:

2

[z &

K2 —€ — 2(1 1

t , L

hmsz():hm AZ _hmﬁ %64[4 32]
2

— =
t—0 ¢F1 (l‘) t—>o © \/;64[/{] t—m Kl
L=
4

- - t
i1 oldugunda fim?2"

=0’dir ve F <F, saglanir. Dolayisiyla
11— ¢FI (l‘)

teoremin kosullar1 saglanir ve Teorem ispatlandi. O

g= (1, g1 (x) ) (x)) moment fonksiyonlar1 kiimesi g = (1, x,xz) secilirse

Teorem 3.10 gegerlidir ve

A
X——=
2
2
X ) 4j ﬁ 2
[ Ke M= gy = eT | e7dz
—0 1 0

olur.

Teorem 3.10: Siirekli rassal degisken i¢in iki parametreli MaxEnt

~ = X S ) ~ =
Bee = {F : F(x;l,/l) = [ Ke MM gy 11> 0} iki parametreli MaxEnt dagilimlar

—00

ailesinin tiim sonlu karigimlar sinifi tanimlanabilirdir.
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Ispat: M, X rassal degiskenin F dagilim fonksiyonunun moment iireten fonksiyonuna
doniistiiren bir dogrusal operatordiir (Bkz. Teorem 3.9 ispati).

F €3, olsun:

¢F (t) =M (F (Xg 1,;)) = E(etx) = ‘*'.FO ethe—ix—/{xzdx
~ = too — :xz 7 .

:K?Oetxfﬁxfﬂxzdx:K i (l +A-1) )

—00 —00

dx

(3.70) formiiliine gore,

(i)

(DF (t):K\/Z:e 4/% ’
A

S, (F)={t:te(—oo,oo),(oF (t);tO}

olur.

F €% . Fp €840 Ve 2:1 <2:2 olsun:

(pFl(t)zKl\/%e e SO(E)z{t:te(—OO,OO),q)F] (t);tO}

\

¢F2(I)ZK2\/%6 41 , S(F;)Z{tile(—oo,oo),¢Fz (t);tO}_

Tanima gore,

(B)e[S,(F)ns(5)] .
(F)e[(-0.)(0.)]
(F)<[(-)]

oldugu i¢in

()=

secilir.
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Yerel siralamanin saglandlgl gésterilsin

K 4],1
1
~ 2 ~ 2 ~
A, —t —t ~
lim ( = ) —(21 = ) =11m(ﬂ,2 —t)2 é—é(ﬂj
4 A N A (4
~ 2
Sy A
lim(ﬂ]—_] = lim| L =1 oldugundan
t—o0 —t t—o 12
—2-1
t
hm(}:z —t)z [é—é}
—>®0 12 j‘l
limitini incelemek yeterli olur
/i < /i icin,
1 2111
*( —’) [T_TJ
lime A =0

1[(@;)2_(«;)2}
m%z() K ihme4 " . =0
t—o0 ) l(l‘) Kl 22 t—o0

elde edilir ve F, < F, saglanir. Teorem ispatlandi.0
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3.6.2 Parametrik MinxEnt dagilmlarinin sonlu karisiminin tanimlanabilirligi

MinxEnt dagiliminin olusturulmasi q(x) onsel dagilimimnin se¢imine baglidir. Bu
nedenle, bu alt boliimde parametrik MinxEnt dagilimlarinin sonlu karigiminin
tanimlanabilirligi q(x) ve g(x)’in 6zel durumumlar1 g6z ontline alinarak incelenmistir

ve teoremler olarak ifade edilmistir.

g(x)=x ve g(x)=x segilerek Teorem 3.11 ifade edilebilir. Burada bir

parametreli MinxEnt dagilimlarinin yogunluk fonksiyonunda xe(O,oo) dir ve

X ~ ﬂjx

[ Kue ™ du = % [ ze ?dz
0 A7 0
yazilabilir.

Teorem 3.11: Siirekli rassal degisken igin,

~ X /i ~
Bse = F:F(x;/l)=jKue_ Ydu, x>0,1>0
0

olsun. §, bir parametreli MinxEnt dagilimlar ailesinin tiim sonlu karigimlar sinifi

tanimlanabilirdir.

Ispat: M, X rassal degiskeninin F dagilim fonksiyonunun moment iireten

fonksiyonuna doniistiiren bir dogrusal operatordiir (Bkz. Teorem 3.9 ispati).

F 3, olsun:

(DF(I):M(F (x;/?j))zE(e’x):oge’xK_xe—jxdx:Ko(j:xetx—ixdx:K*goxe—(i—z)xdx
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—(/i—t)x 0

K e K K
=——= ——= =— 0-1)=

it{ (ﬁt)|0} (1_1)2( ) (-1

@ (¢) 'nin tanim bolgesi ¢ € (—oo,/i) elde edilir.

F €385e; 5 €3, olsun:

goFl(t):~L SO(F])Z{I:IE(—OO,A),(DFI (t);tO},

(h-)

¢F2(I)Z~L S(E)z{t:te(—oo,/iz),(sz (t);tO}.

(Bt

Tanima gore,

’

t(F)e[Sy(R)NS(R)],
((R)e| (-0 h) (- 2)]

A, < A, olsun. Bu durumda,

() el(==7)]

olur. Boylece, t(Fl) = ﬁq secilsin ve yerel siralamanin saglandigi gosterilsin:

’

~ 2 ~ 2
ey (A=) g (A1)
lim =lim =lim—-——>=
t—7 ¢F1 (l‘) =>4 Kl t—>4 K] (2'2 —f)
~ 2
(4-1)
olur ve F, < F, saglanir. Bdylece, Teorem ispatlandi.o

3.7 Farkh parametrik dagilmlar ailesinin birlesimine iliskin olasihksal karisim

modelleri

Teicher’mm Teoremi (1963) sadece ayni parametrik aileden olan dagilimlarin

karisimlarin1 tanimlanabilir olup olmadigini arastirmaya olanak sunmaktadir. Oysa
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Atienza-Garcia-Munoz Teoremi (2006) farkli parametrik ailelerden olan olasilik
dagilimlarinin karigimlarinin tanimlanabilir olup olmadigini arastirma alan1 agmustir.
Atienza ¢alismasinda, en fazla {i¢ birlesimden olusmus bir aileden alinan karisimlarin
tanimlanabilirligini incelemistir ve sonlu sayida birlesimden olusmus bir aileden
aliman karigimlarin tanimlanabilirliginin de inceleme konusu oldugunu belirtmistir.
Bu agidan bu alt boliimde, farkli parametrik ailelere ait olan dagilimlarin ikili, ti¢lii
ve dortlil birlesimleri ele alinmistir. S6z konusu birlesimlerden olusmus karigimlarin

tanimlanabilir oldugu ispatlanmustir.

3.7.1 iki dagihm ailesinin birlesiminden olusmus olasiliksal karisim modelleri:

LSDR olasihiksal karisim modelleri

Bu alt boliimde, kesikli rassal degisken i¢in tanimlanmis Logaritmik Seriler Olasilik
Dagilimlart Ailesi ile Kesikli Dikdortgen Olasilik Dagilimi Ailesinin birlesiminden
olusan yeni bir aile tanimlanmistir. Tanimlanan ailenin karisim dagiliminin
tanimlanabilir oldugu ispatlanmistir. Benzer yontemle, diger kesikli rassal

degiskenlerin dagilimlarinin olasilik karisim modelleri de ele alinabilir.

Tamim 3.1: Logaritmik seriler olasilik dagilimlar ailesi (LS)

SLS={F:F(x,a): o K(“i} x=1,2,3,...; K=—[log(l—a)]l,0<a<l}

X <x X;

ve kesikli dikdortgen olasilik dagilimlar ailesi (DR)

xj<x

Son ={F1F(x;7,ﬂ)= z (k+1)1ax:%7+ﬂ’--"7+kﬂ}

olsun.

U=3F,U%,, logaritmik seriler olasiik dagilimlar1 ailesi ile kesikli

dikdortgen olasilik dagilimlar ailesinin birlesimini ifade eden yeni bir aile

tanimlansin. Burada,
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¢ =1

i=1 1

{cl.}k eC={{ci}fl‘h€Z+;ci>0, Vi=1,...h ;

olmak iizere U = & U %, *nun tiim sonlu karisimlarindan olusmus K, smufi,

Ko ={Hu‘3{c,}l_k1 CCIFFo e H()=Y eF (). F()el, u:gLSU&)R}

i=1
olsun. U’nun K, ’ya ait tiim sonlu H, karisim dagilimlarma LSDR olasiliksal

karisim modelleri denilsin.
Teorem 3.12: LSDR olasiliksal karisim modelleri tamimlanabilirdir.

Ispat: M, X rassal degiskeninin F dagilim fonksiyonunu moment iireten
fonksiyonuna doniistiiren bir operator olsun. Bu operatoriin dogrusal oldugu Teorem

3.9’in ispatinda verilmistir.

a) SLsz{F:F(x,a)z 3 K(a—xj, x=1,2,3,...; Kz—[log(l—a)]_l,0<a<1}

X;<x X

F €%, olsun. Dagilim fonksiyonu F (x,a)olan X rassal degiskeninin moment

tireten fonksiyonu bulunur:

Or (t) = E(e[x) = M[F(x,a)}

or (1) = fe’xK(“x]

x=1 X
—KS3 (aet )" .
x=1 X

ae' =a olsun. Bu durumda,

or (0 -k 3L

x=1 X

olur.
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OZO: f(n) (xo)

n=0 n!

(x—xy)" Taylor serisinde f(x)=-log(l-x) almrsa

s (4) =—log(l-a) elde edilir. Bdylece, K =—[log(l—a)]71 ,(0<a<1) oldugu

x=1 X

dikkate alindiginda,

or (1) = K[—log(l— a)] = —[log(l —a)Tl [—log(l —a)]
ya da
log(l—aet)
log(1-a)
elde edilir.

¢7F(t =

So (F) = {t ite S(F), Pr (t) # O} kiimesini belirlemek amaciyla logaritma

i¢indeki ifade incelenir ve

(1—aef)>0,

1>aé,

al>eé R

—loga >t,

t<—-loga

elde edilir. Bu durumda S, (F)={t:t&(—0,~loga),p (1) # 0} oldugu ortaya gikar.
Tanimlanabilirlik i¢in yeter kosulu ifade eden Atienza-Garcia-Munoz Teoremini
uygulamak igin,

F,F, € §, olsun ve

log(l—alet)

Q)Fl (l‘)zw, te(—oo,—logal),
log(l—azet)

g0F2 (l‘)=w, te(—oo,—logaz)

seklindedir. Burada «, < ¢ dir.
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Atienza-Garcia-Munoz Teoreminin kosuluna gore,

’

t(Fl)e[So(Fl)ﬁS(QH

olmak zorundadir. Bagka bir deyisle

!

t(F)e [(—oo,—log o) (-0, —loga, )]

ya da

t(F) e (-0, ~logey )

olmak zorundadir. Buradan,

t(F)=—loge

alalim. Teoremin kosullar1 arasinda yerel siralamanin saglandigi gosterilsin:

log(l — aze’)

Pr, (¢) i log(l-a,) log(1-¢;) log(l—aze’)

Im ——~-= Im = lim
t—>—loga) ¢F1 ([) t—>—logag log(l—alet) log(l—az)t—hlogal log(l_alet)
log(1-«,)
ya da
or (1) log(l—aze’)
lim —2—~-=K lim

t——logay ¢F] (t) t—>-logaq log(l—alet) ‘

Sonuncu limitte, L Hospital kurali uygulanir:

e
ko Celmed) e
t—>—logey log(l_alef) ta—logalilet
1-a

a, (1-ae’

x m 2lmed)

t—>—logg o (1 — azet)

a, (l —a,e )
a, <, oldugunda lim ———=

=0 saglanir. Dolayistyla,
t—>—logag o (1 —a,e )
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t
lim sz—():O

t—>—logag ¢F1 (t)
olur ve F <F, yerel siralamasi saglanir. Teoremin kosullar1 saglandigindan,

F,F, € §,5 oldugunda H, tanimlanabilirdir.

b) Spr :{F:F(x;y,ﬂ): > (k+1)_l,xzy,}/+ﬂ,...,7/+kﬂ}

X <X
F € Fpp olsun. Dagilm fonksiyonu F(x;y,/) olan X rassal degiskeninin moment

tireten fonksiyonu:
or (1) = E(etx) = M[F(x;y,ﬂ)] )

olur. Buradan,

ek o1 1 & H(y+ip) 1,k 1Bi
)= X e —=——-2e =——¢"Ye
¢F() x=y k+1 k+1i=0 k+1 =0
elde edilir.
k tﬁi . . . - .« . k t,Bi 1 - eﬂt(k_H) 5 .
> e bir geometrik seri oldugu i¢in, ¥ "' = A dir. Sonuncu ifade
i=0 i=0 —e

@ (¢) de yerine yazilirsa,

(l_eﬂt(k+l))(_l)

¢F(t)=k1+le’7 (=)o)
e (M) -1)
(k+1)(e” 1)

ya da

1

Pr (t) = (k+ 1)—1 o7 (eﬁt(kﬂ) —1)(eﬁ’ _1),

bulunur. ¢ (t) moment lireten fonksiyonun tanim bolgesi ¢ (—oo,oo) ve
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So (F) = {t ite (—00,00),(pF (t) # O}
seklinde elde edilir.
F,F, e §pr oldugunda, baska bir deyisle dagilim fonksiyonlarmin her birinin

Spr ye ait oldugu durumda yerel siralamanin saglandig gosterilsin. Burada

2 (f) = (k + 1)‘1 N (eﬁlt(k+1) B 1)(eﬂlt B 1),1

ve
Or, (1) = (k1) 72 (200 ) (P2 —1)
olsun.

t(F) = +o0 igin,

-1

t (eﬂzt(kH) —l)(eﬂlt —1)
(eﬂlf(k”) _ 1)(6/321 _1)

t
bulunur. y, >y,,6, =4, yada y, =y,, f, </, oldugunda lim(DFz—Et)) =0 elde edilir
{—0 ¢)F1

ve teoremin kosullar1 saglanir, dolayisiyla F,F, e¥p, oldugunda H,,

tanimlanabilirdir.
-1
©) pr :{F:F(x;;/,ﬂ): EX(k+1) ,x=7,7+ﬂ,...,y+kﬂ}

Ve

SLS:{F:F(x,a): » K{“x], x=1,2,3,...; K:—[log(l—a)]_l,0<a<l}

x<X X

olsun.
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F e8pr, F, €F,.s oldugunda, bagka bir deyisle dagilim fonksiyonlar1 farkli

parametrik ailelere ait oldugunda yerel siralamanin saglandigi gosterilsin.

b)’den

on (t) _ (k + 1)—1 e (eﬁt(lwrl) —1)(eﬂz _ 1)71 , So (Fi) = {t e (—oo,oo),(pF1 (t) #* O} ,
’ log(l—aet)

ve a)’dan, ¢y, (1)= m , So(Fy)= {t it e(~oo,~loga),pp (t)# O}

elde edilmistir.

Teoremin bagka bir kosuluna gore,

!

t(Fl)E[So (Fl)mS(Fz)]

ya da

t(E ) € ((—oo,oo)ﬂ(—oo,—log 05))’
olur. Buradan,

t(F;)e(~o0,~loga)
kosulunu saglayan t(Fl) ’in var olmasi gerekmektedir.
t(F1 ) =—oo seklinde secilsin. Yerel siralamanin saglandigini gostermek
amaciyla asagidaki limit hesaplanir:
log (1 —aé' )

P, (t) _ tim log(l—a)
=g (1) o (k1) e (eﬁ’("“) —1)(eﬂf —1)_1

(k+1) . [log(l—ae‘)}(eﬂt —1)

Tlog(l—a) o g7 (#601)

B (k+1) . (eﬁt—l) i log(l—ae’)
= ]og(l — a) z—1>r—rio (eﬁt(kH) _1) ,_l)rgo el
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Burada,

t
—ae

log(1-aeé’ : (1=)r
lim #: lim l=2¢ — _ % {im £
t—>—0 e’r t——0 7/et7 y o= 1-— aet
olur.
A7) . P (t)
0 <y <1 oldugunda lim -=0, dolayisiyla, lim 2° =0 saglanir ve
t—>-0 ] —¢ge t—>—o0 (DFI (Z‘)

F, < F, yerel siralamanin saglandig1 belirlenir. Bagka bir deyisle teoremin kosullar

saglanir, dolayisiyla F| € §pg, F, € ;¢ oldugunda H, tanimlanabilirdir.

X <x X;

d) SLS:{F:F(x,a): » K(“’}, x=1,23,...; K:—[log(l—a)]_1,0<a<l},

Sou ={FF ()= 5 (00 = rp P 4451

Xj<x

F efs, F, €8pp

olsun.
a) asamasindan,
log(1-aé'
g (1) =ﬁ, So(F)= {t:t e (—o0,~loga),py (1) # 0}

ve b) asamasindan ise,

-1

0, (1) = (k1) e (PN 1) (e 1), 5, (F) ={:1 & (~o0,), 0y, (1) % 0}

elde edilmistir.

Atienza-Garcia-Munoz Teoremin baska bir kosulu,

!

t(F)e[So(R)nS(R)],
((R) & (~o~logar)(~.c0))

ve 1(F)e(—o,~loga) seklinde ¢(F) noktasinmn olmasidir. Boylece,

t(F)=-loga
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alalim. Bu durumda,

' ¢F2 (t) ] (k+1)_1 e (eﬂl(kJrl) _1)(eﬂt _1)—1
lim = lim
t—>—loga wFl ([) t—>—loga log(l_ae’)
log(1-a)
log(l—a) ' & (eﬂt(k+1) _1) .
= m =
(k+1) 1>-loga (log(l—ae’))(eﬁt —1)
t
olur. lim or (1) =0 saglanir, dolayisiyla F{ € 5,5, F, €§pp oldugunda F < F,

t—>—loga ¢F1 (t)

yerel siralama saglanir ve H,, tanimlanabilirdir.

a), b), ¢) ve d)’den sonug olarak U =§, Uy nun Ky smifindaki H, tim

sonlu karigimlarinin tanimlanabilir oldugu elde edilir. Teorem ispatlandi. O

3.7.2 U¢ dagilimlar ailesinin birlesiminden olusmus olasiliksal karisim modelleri

Bu alt boliimde, siirekli rassal degisken i¢in tanimlanmis Lognormal, Gamma,
Weibull ve MaxEnt Olasilik Dagilimi1 Ailelerinin tglii birlesiminden olusan yeni
aileler tanimlanarak, tanimlanan ailelerin sonlu karisim dagilimlarinin tanimlanabilir
oldugu ispatlanmistir. Bu amagla, Tanim 3.2°’de bu alt bdliimde dikkate alinacak

olasilik dagilimlar ailelerinin tanimi verilmektedir.

exp{—(logu - ,u)2 /202}

N2rwou

du + kimesine surekli

Tamm 3.2: §, =<F:F(x;u,0)=

O =

rassal X degiskenin Lognormal Olasilik Dagilimlar Ailesi (L),

—a

x b
So ={F:F(x;a,b)=(j)r(a)

X degiskenin Gamma Dagilimlar Ailesi (G),

ua_le(fu/b)du, a,b>0, x>0} kiimesine stirekli rassal
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(*Llc/dc)

Sy = {F F(x;e,d)= f%u“le du, ¢,d >0, x> 0} kiimesine siirekli rassal
0

X degiskenin Weibull Dagilimlar Ailesi (W),
X
g = {F F(xp)=[Ke ™ du, x>0,ue ER} kiimesine siirekli rassal X degiskenin

0

bir parametreli MaxEnt Olasilik Dagilimlar Ailesi (E) denilsin.

Burada,
2 log x—u
TCXP{_(logu—ﬂ) /20-2}d 1 l \/?O' _tzd
U=—+— e dt,
0 \2rou 2 Jr oo

Y b7 (~ulb)

du =
T (a)" Ma)
)j(iu"_le(_u /d )du 21—67; ,
0d*

X
[K.e " du= 5(1 - e_”x)
0 H

bigimindedir.

3.7.3 LGE olasiliksal karisim modelleri

U =35, US;US; Lognormal, Gamma ve bir parametreli siirekli MaxEnt Olasilik
Dagilimi Ailelerinin birlesimini ifade eden bir aile olarak tanimlanir.
h

Tanmm 3.3: {ci}f_l eC= {{ci}é_l ‘h €Z";¢; >0, Vi=1,...,h; Y ¢;=1; olmak tizere
- = i=1

U, = F, US;US 'in tiim sonlu karisimlarindan olusmus .7Cui sinifi,
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k

Ky, ={H% ‘a{c,.}f_‘:l €C.3F,...F,eF:Hy ()= c¢F (), F()el, U =3LU3GU3E}
i=1

olsun. U’in J, ’ya ait tim sonlu H, karigim dagilimlarina LGE  olasiliksal

karisim modelleri denilsin.
Teorem 3.13: LGE olasiliksal karisim modelleri tamimlanabilirdir.

Ispat: a) F,F, €3, oldugunda H, ’nun tanimlanabilir oldugunu ispatlayalim.

Burada,

exp{—(logu -~ ,u)2 /Zaz}d
u

N2mwou ’

5, =1F:F(x;u,0)=

O =

Feg,

olsun. M, logX’in F dagilim fonksiyonunu moment iireten fonksiyonuna doniistiiren

bir dogrusal operatdr olsun:

M[F(x:p.0)]=E(e")= Ze’k’gxdF(x;y, o)

Oncelikle, F (x; ') nin logX’in moment iireten fonksiyonu asagidaki gibi bulunur:
M[F(x;u,0)]= E(e”"gx) ,

or(1)= E(e”ogx) = M[F]

O g1 ~(logx—u)? 1262
_Fere L, dx
—o0 N2mox
T
= [ xe 20 dx
270 —o
1 © | —%[7%0'2 logx+10g2x72ylogx+y2:l
- [ x e 20 dx
N27mo o
1 o T 12|:10g2x72(logx)(t0'2+y)+y2}
- [ xle 20 dx
N27mo —o
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1 w —ﬂlz{[(log x)—(t02+,u)}2—(to*2 +y)2+,u2}

[ x e dx
270 —o
1 o - 12|:(logx)—(t0'2+,u):i2 %(mzﬁu)z —ﬂ—zz
Z\/zfjxe” eo e 297 dx
TO —»
2
Lo ke,
2ro —o0
Boylece,
252 1 s TP 252
o - (logx)—{¢
(oF(t):\/%o_e 2 +w_j xle 202[ ) (U W” dxzﬁe 2 +wl, (3.71)

elde edilir. Burada

2
In Ojo x_le_Z:'z [(logX)—<to-2+ﬂ)} i

—00

bigimindedir. (3.71) integralini hesaplamak igin,
1 2
y= F[(log x)— (t02 + y)}
degisken degistirmesi uygulanir. Bu durumda,
_ 1 2 _ 1 2
Jy= E[(log x)— (ta + ,uﬂ = E[(log x)—to’ - ,u] ,

J2yo +to? + u=logx

ve

\/—Uﬁ—to- K (\/70' 1/2] N +,ud

olur. Buradan,

2
I = J I: J2yo+to? +,uj| —y[\/go' y_l/zJe@GHJ +ydy

2

—00

:@{Te—yy—l/zdy} V2o {2[e_y “12g }
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=J§ofe):\/5m/;=\/ﬂa

bulunur. Sonuncu deger (3.71)’de yerine yazilirsa,

t20'2
or()=p—e * “ro,
o
ya da
t20'2
—+tu
o (t)=e 2

elde edilir. Boylece logX’in moment iireten fonksiyonu bulunur. Bu fonksiyonun
tanim kiimesi ¢ € (—oo,oo) *dir.

Atienza-Garcia-Munoz Teoremini uygulamak amaciyla,
So(F)={t:te(~0,%),0x (¢)0} kiimesini ele alinsin.

F,F, € §, olsun:

t20'12

(oFl(t)ze 2 +t/t1, SO(FI):{t:te(—oo,oo),¢ﬁ(t);tO},
tzzzzml2

Pr, (t):e , S(Fz)z{t:te(—oo,oo),goF2 (t);tO}.

Buradan,

’

((F)e[S(R)nS(R)],
((F)e[(-om) 1 (~=0,)]
((F)e[(-o)]

yazilabilir. t(F1 ) = oo secilebilir. Sonra, yerel siralamanin saglandigi gosterelsin:

2 2
t7op
Ny )
Pr, () . e? . t(u2—ﬂ1)+7( 2—01)
=llm-———=1lime
t—+0 Q)Fl (t) t—>+0  t7o] " t—+0
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t
U > M, Oy =0, yada i = i,, 0, >0, oldugunda lim %r, (1) =0 saglanir.

t—>+0 ¢Fl ( t)
Atienza-Garcia-Munoz Teoreminin kosullar1  saglandigindan ve F, F, eg;

oldugundan £, < F, dir; K, ’ya ait tim H, karisimlari tanimlanabilirdir.

b) £}, F, € §; oldugunda H, ’nun tanimlanabilirligi incelenmeli. Bu durumda,

o3
b Ly g b

=<F:F(x;a,b)= = b>0 0
SG (-xaaa ) E[)1_,((1) r(a) > aa > ’ X >
ve
Feg;
olsun.

M, X rassal degiskeninin F dagilim fonksiyonunu moment iireten
fonksiyonuna doniistiiren bir operator olsun. Bu operatoriin dogrusal oldugu Teorem

3.8’in ispatinda verilmistir:
pp(0)=E[ ¢ |=M[F(x;a,b)]

b™" it (~x/b
etlogx x° le( X )dx

r'(a)

«@ L a-1 (-x/b
[ eloex’ yalo(=/b) gy

o — 8

_ b T v ) foeim) g
F(a) 0
Sonuncu integrali hesaplamak i¢in,x/b =y degisken degistirme yapilir. Bu
durumda,

x=by; dx=bdy seklindedir ve
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ve
Sy(F)={t:te(~a,),p(t)=0}
elde edilir. Simdi tanimlanabilirlik teoremi ile ilgili kosullarin saglandigina dikkat
edilmelidir.

F, F, € §; olsun:

¢ﬁ(t):LF(t+al), Sy(F)={t:te(-a,),0, (t)=0},

()

(on(t):Fl()z rlova). S(F)={t:te(-a,%).0, (1) 20].

Tanima gore,

!

t(F)e[S(F)nS(F)],

((R)e[(-a,) (a3, ]

olur. Bu durumda,

1(F)e [(—al,oo)]’
oldugundan

t(F)=o segilsin. Bdylece,
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t
LF(H—az)

t t

- ?F O _ o Lla2) _T(a) . (5_2] T(t+ap)
t—>0 PR (0t pl [(a2) 10 b1 ) T(+ar)

F(t+a1)

T'(ar)
elde edilir.
Stirling formiiliine gore (Spira, 1971),
ol

I(x)~27zx 27" (3.72)

Ve

T(t+ap) \/E(Haz)(”a?;j )
V27 (t+a )(”"l_ij (trar)

r (t +a] )
olur. Buradan,

(b_zTM{b_sz (Haz)(waz—;je—(uaz)
b ) T(t+a)) b (t+a1)(t+a1_;)e_(t+al)

yazilabilir.

(b t(t+a2)(t+a2—;j (t+az)
/(1) _(b?j (+a )(Hal _;j r+ay)

olsun.

ve
v (1)=Inf(t)

olsun. Bu durumda,
l//(t)=tln%+[t+a2 —%jln(i+a2)—(t+al —%jln(t+a1)—(t+a2 —t—ay)

:tlnil—2+tln(t+a2)+(a2 —%jln(l‘+a2)—t1n(t+a1)+(a1 —%jln(t+a1)+a1 -ay
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:tln%+t{ln(l+a2)—ln(t+a1)}+(a2 —%Jln(t+a2)+(a1 —%)ln(r+a1)+a1—a2

=tln%+t{ln(t+a2)}+(a2—%jln(t+az)+£a1 —%jln(t+a1)+a1 —ay

(t+a1)

bulunur. Son ifadeden limit alinirsa,

lim (1) = fim /2 + bim t{ln(t+a2)}+ lim {(az—;jhu(waz){m —;)m(t+a1)}+a1—a2

t—0 t—>o B o | (1ta)] o
olur. Burada her bir limiti ayr1 ayr1 inceleyelim.

(1) bp <b oldugunda lim tlnb—2 =—o0 olur.

t—o0

(t+a2)

o 92)
(i) lim t{ln (”"2)}= fim ) g
t—>0 (t+a1)

—_—

t

L’Hospital kurali uygulanirsa,

(t+ay) (HalH(Ha])(Haz)} 2

t+ap ¢ 2
_lra) g (1+a1) = lim ——" (a1 —ay)
1 t—>0 _ 1o (t+ay)(t+ay)

2

lim
t—0

~ | —

elde edilir. Son ifadede pay ve payda i ’ye boliiniirse,

2
2 1
lim — L (a1 —ap)= lim - (a1—ap)
>0 (t+ay)(t+a) =0 t“+t(a)+ay)+ajay
12 12
1
= lim - (aq)—apy)=ay—ay,
500 1+(a1+a2)+a1a2
t 12
lim ¢ ln(t+a2) =a) —qj
{—>00 (t+ar)
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elde edilir.

(iii) ap, ap <% oldugunda, lim {(az —%jln (t+a2)+(a1 —%jln(t+a1 )}:—oo

—0
olur.
(i),(ii) ve (i) den,
tEr)noo(p(t) = tEr)I;Ot{ln ((Z:Z?))}+tirr;o{(a2 —%jln(t+a2)+(a1 —%jln(t+a1)}+ a—ay
lim y () =—o0
t—0
elde edilir.

w(t)=1Inf(¢) oldugu hatirlanirsa, limy (f)=-0 ve lim f(¢)=0 oldugu

t—0 t_)w

goriiliir. Boylece,

or (0 _T(a) Lb_zjtr(ﬁaz)
ol F(t+a1)

im =
t—o0 PR (1) I'(a3) 1>

elde edilir. Dolayisiyla,
b, <b, ay,ay <l
2
kosullar1 altinda F, < F, saglanir. Bdylece, 7“”1 ya ait tiim H:ul karisimlari
tanimlanabilirdir.
¢) f},F, €8 oldugunda H, 'nin tammlanabilirligi Teorem 3.9’un ispatinda
incelenmistir.
d) €3, F,e(8:;UB;) oldugunda H,, *mn tammlanabilirligini inceleyelim.
dl) F, e3,; F, €§; olsun:

2o’

(;)Fl(t)ze 2

+tu

, SO(E)={t:te(—oo,oo),gz)F1 (t);t()},

t

Pr, (1) = Flza)r(Ha)’ S(Q)z{t:te(—a,oo),gopz (t);to}.

Burada,
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!

t(F)e[S(F)nS(F)],
((F)e[(-n0)(-a.0)]
oldugu i¢in

t(F1 ) € (—a,OO)’

olur ve 7(F )= olarak segilebilir.

bt

—I(t+
9.0 . T(a) (va) (bj’l“(ﬁa)
lim———=1im — = lim| — —
t—0 ¢)Fl (t) t—>o0 et;HH F(Cl) t—o0 eﬂ et;

incelenmelidir.

(3.72)’den yararlanarak,

1
[(t+a)~ \/ﬁ(t + a)t+a7 e )

ve buradan,

1
( b j T (t+a) ( b j 27 (t+a) 2 e )

H 1’52

e Lo e ro”
e 2 2
yazilabilir.
1
b\ N2z (t+a) 2t
/ (t){?j e
e 2
ve

v (1)=Inf(2)

olsun. Buna gore,

1//(t):tln(%)+(z+a—%)ln(:+a)—[t+a+tzjz]ﬂnﬂ

e

elde edilir. Inx < x oldugundan,

l//(f)<tln(%]+(t+a—%j(t+d)—(t+a+tz;‘z]—kln\/ﬁ

e
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b 2 » I a tZO'Z
=tlh| — |+t " +at+at+a" ————— t—a— +In27
(e“] 2 2 2

2
2 o b 3 2 3a
=t |1—-—— |+t| In—+2a—— |+a ——+11’1’\/27Z'
( 2 ] ( “ 2) 2

e

b 3
2( sz t(ln#+2a—2) a2—32a+ln\/27r
=2 1-Z |

: 2 T 2
21-2- 212
2 2

b 3
2( 62] (lnﬂ+za—2j a2—32a+1n\/27r
=21-Z 1+

e
+ 0_2
2

2
t[l—aJ
2
b 3
2 (lnﬂ+2a—) a2—3—a+ln\/27r
(1—“—J 1+ 2 2

bulunur. Son ifadeden limit alinirsa,
e N :
2

2
{1—“]
2
3

b 3a
In—+2a-—= 20« N,
( p a 2) a 5 +In~27

2
Slimtz(l—%jlim e .
{—0 1—0
tl—i t2 l_i
2 2

b

3 3a
In—+2a-—= 2_ 0« N,
( 7 2] a 2 +In~27x

olur. Burada lim{1+~—¢ + 5
2 (o)
o 1-—

t—© 2
t(l —GJ
2
2

1—% < 0 olursa, bagka bir deyisle o’ >2 olursa,

liml//(t) < lim#?

t— t—0

yazilabilir.
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2
lim 72 (1—"—]:_00
t—00 2

olur. Boylece,

lim l//(t) =—00

t—00

elde edilir. y(¢)=Inf(r) oldugu hatirlanirsa, limy (1)=-o olduguna gore

t—00

lim /(¢) =0 oldugu goriiliir. Boylece,

t—0

¢ _ 1 i (bjfr(zﬂz):o

o) Tl le)

e ?

Q)

elde edilir. Bunun sonucunda, o* >2 oldugunda lim(sz—

=0 ve F < F, saglanir.
2 g, (1) 1~ sag

Boylece, K, ’ya ait tim H, karigimlar1 tanimlanabilirdir.

d2) F eg;F, €8 oldugunda H, 'nin tamimlanabilirligini incelenmelidir. Bu

durumda,

S, (E)Z{t:te(—oo,oo),q)ﬁ (t);t()}

olsun. F;, € §; i¢in F fonksiyonu i¢in logX’in moment iireten fonksiyonu,

o (1)=E(e"™)= T@”"g*K.e*ﬂxczx = KT ey
0

0
e _. o 1 5 1
yazilabilir. gx =y degisken degistirme uygulanirsa x =—y oldugunda dx=—dy
H H

Ve

t t+1
HE! 1 1Yy ¢, .
or-fl o] jar=n{z) Ly

0 0

ya da
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7]

t+1
0 :K(éj (e +1)
olur. Burada

S(Fz)z{t:te(—l,oo),(pF2 (t);tO} ,

t(R)e[Sy(F)nS(F)].
t(F)e (—l,oo)'
oldugu igin #( £} )= oo segilebilir.

Simdi yerel siralamanin diger kosulunun saglandigini géstermek i¢in

t+1
tim 22 :Klim(%j L(e+])
t—o ¢F| (Z‘) t—w lu

incelenmelidir. (3.72)’den,

1
L(t+1)~ 2z (141) 2
yazilabilir ve

1
( 1 jm F(t + 1) [ 1 jm \/E(t + 1)(14—1)—5 e—(z+l)

2
y2 ity
e 2

y7i

Ly
e 2

seklinde ifade edilebilir.

1+1 (t+1)—l ~(t+1)
1 N2z (t+1 2e
R

ve
v (1)=Mn f(t)

olsun. Bu durumda,

2 2
l//(t):_(Hl)ln[Hln\/g+(t+%jln(t+l)—(t+l+t 20 +tluJ

elde edilir. Inx < x oldugundan,
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2 _2
g//(t)<—(t+1)ln[1+ln\/ﬁ+£t+%)(z+1)—[r+1+t;7 +tyj

2o?

2

:—tln[z—ln[z+ln\/27z+t2+t+§+%—t—l— —tu

2
=t2[1—%)+t{—ln[1+%—,u}—ln[1+ln\/27r—%

o1
o2 t{—lnw—ﬂ} ln\/Zﬂ—ln[J—l
2l 1-Z- |11 2

2
+ 2
2

t2 1_12
2

| 1

2 —Ing+—--pp In27r-Inji——

o |.. 2 2
(1— jhm 1+

bulunur. Son ifadeden limit alinirsa,
+

B3 t—0 2 2
7 t1-2 21-2-
2 2

|
{—lnw—u} ln\/Zﬂ—ln[t—l
. 2 2
lim<1+ > + >
{—0
t l_i tz l_i
2 2

2
saglanir. o” >2 olursa limy (¢) =lim¢? (1 —%J =—oo elde edilir. Bu durumda,

t—>0 t—>0

limy (¢)< lim#’

t—0 t—0

yazilabilir. Burada

=1

limy () =—o0 olduguna gore, lim f(1)=0 oldugu goriilmektedir.
{—0

t—0

t
=0ve F <F, saglanir. Boylece, H,

o> >2 oldugunda lim

karisimlar1 tanimlanabilirdir.

) H, ’in tanimlanabilirligini inceleyelim.

el) F| €5, F, € § olsun:
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t

0 () =—2—T(1+a), S, (F)={t:1e(-a,»),p, (1) #0},

I'(a)
o, (1) =K(%JM [(t+1), S(F,)= {t:te(—l,oo),gopz (1)+ 0} :

Burada

(R)e[S,(B)nS(B)]

!

t(E ) € [(—a,oo) M (—1,00)]
oldugu igin,
t(E ) =0

secilebilir.
Yerel siralamanin diger kosulunun da saglandigini géstermek gerekir.

Oncelikle,

t+1
1
K[J I(r+1) ;
lim ZAQ =lim 'ltl = TF(a)hm(Tj
t—w ¢E (l‘) t—m Lr(t_'_a) 7, -0 ,Ub F(t+a)

I'(a)

incelenmesi gerekir. (3.72)’ye gore,

L(+1) 2r(e+ 1)(”1)% et

L(t+a) 2z (t+ a)(m)_% e )

olur. Buradan,

FJHHU{LJQHWJM
ib) T(t+a) \ b (Ha)(m_gje_(m)
yazilabilir.

f(6)= [;)t ( (r+1) 2 e

t+ a)[”“‘ﬁ e )

ve

95



v (6)=In (1)

olsun. Bu durumda,

l//(t):—tlnﬁb+(t+%}ln(t+l)—[t+a—%jln(t+a)—(t+1—t—a)
elde edilir. Dlizenleme yapilirsa,

(6)==tln @+ tln(e+1)+In(1+1)=rIn(t+a)+In(+a)-aln(r+a) + a1

:—tln,[zb+t{ln%}+%ln(t+1)+(%—a]1n(t+a)+a—l

elde edilir. Inx < x oldugundan,

w (1)< tlnyb+t{ln(( * ))} 1( t+1)+ (%—ajln(1+a)+a—l
—tlnub+t{ln((tt:jl))} +(— a}ln(t+a)+a—1

:%(l—zm,&b)ﬂ{ln ((::cll))}+(%—ajln(t+a)+a—1+%

yazilabilir. Son ifadeden limit alinirsa,

t— t— 2 t—© ) t—o

limt//()<11m (1 2lnﬂb)+llmt{ln(Z+1)}+lim(l—ajln(z‘+a)+a—l+%
+a
elde edilir.

(i) jib > 1 ise, hm - (1 21n fib) = —o0dur.

(1+1)
s { (t+1)} o (1+a) . . 0
(i) lim¢#<ln-——-=, ifadesi lim———= seklinde yazilabilir. Burada —
t—>0 ( t+ a) t—o 0

—_—

t

belirsizligi s6z konusu oldugundan L’Hospital kurali uygulanabilir. Boylece,
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¢ t+1 2
L ()] o () (1+a) ,
t—>0 1 f—>0 _l
t £
a—1
I 5o Py (a+t+a
tZ

olur. Burada, pay ve payda 7> ’ye boliiniirse,

. a-1
llm—(+—l):1—a
t—© 1+ a +£

l2

elde edilir ve

limt{lnw}:l—a

t—o (t+a)

bulunur.

(111) a >% ise lim(l—ajln(t+a):—oo olur.

t—o0

(i), (ii) ve (iii)

limy ()= 1im£(1—21n[1b)+limt{ln (H_l)}+1im(l_a)1n(t+a)+a_1+%

t—0 t—0 D t—0 (t + a) t—w
ifadesinde yerine yazilirsa,

limy (1) =—o0

t—o0

elde edilir.

w(¢t)=Inf(¢) oldugu hatirlanirsa, limy (1)=—o0 olduguna gére lim f(¢)=0"dur.
t—o0

t—0

Bu durumda,

t t
fim 220 =§r(a)1im(~ij L) g,
t—0 (DF, (t) y7i t—o0 /Jb F(t+a)
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4
olur. Boylece, jb>1 ve a >% oldugunda lim(DFz—((t)):O saglandig1 tespit edilir
t—0 ¢Fl

ve F| < F, saglanir. Bu durumda, H,, karisimlari tanimlanabilirdir.

e2) F| € §g; F, €5, olsun:

@, (t):K(%]MF(t+1), S, (Fl)z{t:te(—l,oo),(pﬂ (t)iO},

7]

t

o= T, S(R)={r1e(a0) 0, ()#0]

Burada

!/

t(Fl)e[So(Fl)mS(Fz)]

ya da

!

t(F)e [(—l,oo)ﬁ(—a,oo)]

oldugu i¢in 7( F}) =0 segilebilir. Bu durumda

t

F(t+a) ~
tim 229 _ ji L(9) -_£ 'm(b~)’r(t+a)
= . (l‘) t%wK[l

~]ml“(t+1)

y7i

incelemek gerekir. Burada, (3.72)’yi kullanarak,

[(t+a) 2z (t+ a)(M)% el

P o (ran) e

olur. Bu durumda,

1
~N\! I'(t+a v \t+a (HLFEJ e_(m’)
(+1) (t+l)(t+2j e
yazilabilir.
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_(haY (t+a)(t+“_%j el
R

olsun ve y (¢)=1In f(¢) almsin. Boylece,
l//(t)=tln(b,[z)+(t+a—%jln(t+a)—(t+%]ln(t+l)—(t+a—t—1)

=tln(b[z)+t1n(t+a)+(a—%jln(t+a)—tln(t+1)—%ln(t+l)—a+l

=tln(bﬂ)+t1n{%}+(a—%jln(t+a)—%ln(t+l)—a+l

elde edilir. Son ifadeden limit alinirsa,

tim (1) :tli_)rgthq(bﬁ)+t1i_>rgtm{%}+tli)r&(a—%jln(t+a)—tli)rgoéln(t+1)—a+1
bulunur.

(i) 0<bii<1 olursa, lim 7In(bj1)=—o0 dur.

{—0

(i) lim zln{(”“)}: lim %

t—>0 (l‘—l—l)

=9 belirsizligi oldugundan L’Hospital
t—>0 1 0

t

kurali uygulanirsa,

[z+1}(z+l)—(r+a)

t+a

2
lim lim (Gnrl) IO S bl B
{—o0 1 t—0 b t—00 (t+a)(t+l)
t [2

elde edilir. Son ifadede pay ve payda t? ’ye boliiniirse,
lim — (1+;S =a-1
N CL
t 12

bulunur. Boylece
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1imt1n{(t+a)}=a—1

t—>0

olur.

(111) a<% ise, lim (a—ljln(m—a):—oo olur.
t—0

(iv) lim l1n(t+1) =00 ’dir

t—o0 2

(1)-(iv) ifadeleri dikkate alinarak

t—0 t—>0 {—0 (t+1) t—>0 f—0 2

esitliginde yerine yazilirsa, lim y (t) =—oo elde edilir. Buradan da lim 1 (t) =0dr.

t—>00 t—0

lim () = lim ¢In(bz)+ lim thq{(t+a)}+ lim (a—%)ln(Ha)— lim l1n(t+1)—a+1

Bu durumda, 0 <bii<1 ve a< % oldugunda

AN lim (b2 ['(t+a)

M () K@) ) Ty T

elde edilir ve

(1)
lim =

0
t—0 ¢Fl (l‘)

olur. Boylece F| < F, saglanir ve H, karisimlari tamimlanabilirdir.

(a), (b), (¢), (d), (e)’den Teorem 3.13 ispatlandi.c

3.7.4 GWE olasiliksal karisim modelleri

U, =F;US,yUS; Gamma, Weibull ve bir parametreli siirekli MaxEnt Olasilik

Dagilimi Ailelerinin birlesimini ifade eden bir aile olarak tanimlanir.
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k

Tamm 3.4: {cl. }izl

¢ =1
1

co=fiel e >0 viet i

olmak tizere U, = F;U Sy U "in tlim sonlu karisimlarindan olusmus X, sinifi

k

Ky, :{H,uz ‘a{c,.}f:l eC,3F,....F,eF:Hy, ()=D.¢F () F()el, U, =3GU;§WU3E}
i=1

olsun.W,’in XK, ’ye ait tiim sonluH, karisim dagilimlarma GWE  olasiliksal

karisim modelleri denilsin.
Teorem 3.14: GWE olasiliksal karisim modelleri tanimlanabilirdir.

Ispat: a) F,F, 3, olduunda H,, ’'nin tanimlanabilir oldugu Teorem 3.13’tn
ispatinda b) asamasinda ispatlanmustir.

(—uc/dc)

b) 3 :{F:F(x; ¢,d)= Iiu“e du, ¢,d >0, x> O} verilsin.

F, F, € §y oldugunda H, 'nin tammlanabilirligi incelenmelidir.
F e gy olsun.

M, X rassal degiskeninin F dagilim fonksiyonunu moment {ireten fonksiyonu

olsun. Baska bir ifade ile X’in F dagilim fonksiyonuna uygun ¢ (¢) fonksiyonunu

bulma olanagi saglayan dogrusal operatdr olsun:

7x"/d°’)

C 1 (
—xe dx

Sonuncu integralde
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x/d° =y
degisken degistirme uygulansin. Bu durumda,
xt=dy,

x:dyl/c

3

dx :iy(l—c)/cd
c

c Attel _od o (1-e)se
Pp(t) =— I(dy” ) e y_y(l )/ dy
d c

0
0

- c e—yd

d° c (I)y 4
r

=d'[yce’dy

Sy(F) nin tammmna gbre, S, (F)={t:t€(-c,),p,(t)#0} dir. Yerel

siralama icin gereken kosullar belirlenmelidir.

F,F, € §y olsun:

(oFl(t)zdlfF[L+1], S, (E):{t:te(—cl,oo),(pF1 (t);tO},

G

(%)

gon(t):dz‘F(iH], S(F)={t:te(c,.).0, (t)#0}.
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Burada

’

t(F)e[S(R)nS(FR)],

((F) e[ (~e0)n(-e0) |

olur. ¢ <c, olsun. Bu durumda, #(F)e [(—cl,oo)]’ dir. Boylece, ¢(F)

secilebilir. Bu durumda

, N R
r(+1] ﬂ{nj e[]

c, B c,
LAV
len] (e T
1

olur. Buradan,

w r(cflﬂj

yazilabilir.

olsun. Bu durumda () =1n f () incelensin:
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y/(t):tln(ﬁj+[L+ljln[i+1)—{i+l}n[i+1}—(i+1———1
dl (&) 2 (%) q 2 q (&5)

t
+—1In

:ﬂn[d_z] (LH
dl 6’2 Cz
= tln[d—2J+ t{iln
d &
elde edilir. Burada

A:z{iln(iﬂ
%) %)
}—ln(L+1
q

(LH
€2

L

q

ve

le In i+l
2 (&5)

)
|

=
)

t
——1In
q

—ln(L+1

s o
HEa)

s
Faal

L

a

W (t) =tln (d—zj + A+ B olmak iizere A ve B ayr1 ayr1 incelenirse,

d

L+1

%)

LR

1ﬂ1
[
E

t

|
&

lnt+Lln
%)

LR

q

iln

1 ¢

1

—+
q

IJ
+7
t

Ha2)
D)
a3
+1} o

ilnt—iln

a A

1

%)

l In
q

1

a

In¢

ve

'
Int ¢y Int ¢ lnt
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B:l In L+1 —In i+1 :l In
2 6’2 Cl 2

Boyle A ve B ifadelerini diizenledikten sonra y (t) ’de limit alinirsa,

lim y ()= lim {tln(fl—zj+A+B}: lim tln[d—2j+ lim 4+ lim B

t—00 t—>0 1 t— d ) t>o  t>o
olur.

(1) dy <d; oldugunda lim ¢In {d—2j =—o0 olur.

t—>0 dl
1 I 1 1 1 1
- —In —+; —In —+; | |
(i) lim A= lim | tIned——— 42 2 D7 a \a 1) s
t—>0  t—oo ¢ q Int Int cyInt ¢ lnt

=—oo olur. Boylece lim 4 =—o elde edilir.
t—>00

= lim tln{L—iJ “dir.
l‘—)OO_ 02 Cl

. . 1 1
¢ <cpise, lim|tInt| ———
1—>00

(ii1)) lim B = lim l In—<
t— f—>o0 2 i+1 2 Cy
Cl t

(1),(i1) ve (iii)’e gore
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lim y(¢) = lim tln{d—2J+ lim A+ lim B=-w

t—o t—>0 dy ) t>o  t>w
yada

lim y () = —o0

t—0

olur. Buradan lim f (t) =0 elde edilir. Bunun anlamu ise,
100

lim
t—o0 (DFI (l‘) t—o0

t
t
(DFZ():lim(%j G ~0
T {t + lj
G
t
olmasidir. Baska bir deyisle, ¢; <cy, dp <d; oldugunda 1im¢F2—8 =0 saglanir ve
t—0 ¢FI
dolayisiyla F, < F, saglanir. Dolayisiyla, F,F, €, oldugunda ﬂ(ruz ’ya ait tiim

Hq, karisimlari tanimlanabilirdir.

2
¢) F,F, €3, oldugunda Hru2 ’in tanimlanabilir oldugu Teorem 3.8’un ispatinda
incelenmigtir

d) Fe$;, F, SWUSE oldugunda Hyty ’lin tanmmlanabilirligini inceleyelim:

dl) F, €3, F, €38, olsun:

t

(oFl(t):b—F(t+a), SO(Fi)z{t:te(—a,oo),goFI (t);tO},

F(a)
Pp, (1) =df1“££+lj, S(Fz) :{t:te(—c,oo),gon (t);t 0}.

Burada

!

t(Fl)e[So(Fl)mS(Fz)]

yada
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!

t(Fi) € [(—a,oo)m(—c,oo):l
olur. 7(F)=o0 segilsin ve

t
d’F(HJ
t
lim%z()=lim ¢ =F(

mr(t+a)

a)lim

t—0

g

b) T(t+a)

r (z + 1)
incelensin. Burada, N/ ’yi (3.72)’de kullanarak,
I(t+a)

r(’+1j NoT (t+1 N R

c
[(t+a) \/E(t N a)(m)_% o)

yazilabilir. Buradan,

t 1

t (Z*Ej {54
(CHJ e (C j

(t + a)[”aé} e )

e oy

b F(t+a) b

elde edilebilir.

()=t f (1

olsun. Buna gore,

y/(t):tln(%}{é+%jln(£+1j—(z+a—%jln(t+a)—(éﬂ—t—aj
:tln(%)+éln(£+lj+%ln(£+lj—tln(t+a)—(a—%jln(t+a)—t(%—1j+a—l
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g o 2

a
d 11 (1 1y 1 1 (11 m(“jll
=tIn —j+tlnt —+——1In| —+- +—+—ln(—+—j—1——t+———
b ¢ clnt \c¢ t) 2t 2tlnt \c t Int Int clnt

—(d—%jln(t+a)+a—l

elde edilir. Buradan, lim y/(t) islemi dikkate alimmalidir. Bu amagla, Oncelikle

{—>0
ln(1+aj
w(t) ifadesi igerisinde lim ——2

belirsizligi incelenmelidir:
t—o0 Int

lim
t—oo Int t—>00 In¢

In 1+a)
( t) ln(t+a)—lnt:{ i 1n(t+a)}_

t—o0 Int

1

) )] —lz{lim }—1:
>0 L t—oo (t+a)
t

elde edilir. Bu durumda,

lim y ()= lim tln(ij+ lim tlnt(l—lj— lim (a—ljln(t+a)+(a—l).
t—>0 t—>0 t—>0 c t—oo\ 2

Son ifadedeki limitler ayr1 ayr1 incelenirse,

(1) d <b oldugunda lim tln(i) =—o0 olur,
t—00

(i) ¢ >1 oldugunda lim tlnt(l— IJ = —oo olur,
[—>0 ¢

(iii)a > 1 oldugunda lim (a —lJ In(¢+a)=co olur,
2 t—o
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(i),(ii) ve (iii)’ten lim y(¢)=—-c0 ve buradan lim f(z)=0 elde edilir.

t—o0 t—>0

Boylece,

t
tF(HJ
t
tim 229 (4 1im(dj ¢ J_g

2 o (1) b) T(t+a)

ya da

9 (1)
lim =

0
t—0 §0F, (t)

saglanir. Dolayisiyla, d <b, c¢>1 ve a >% oldugunda ancak yerel siralama F, < F,

saglanir. Ancak, bu kosullarin neticesinde, .%uz ‘ya ait tlim Huz karigimlari

tanimlanabilirdir

F e38y; F, €§; olsun. Bu durumda,

(oFl(t):d’F(£+1J, Sy (F)={t:te(c.0).0, (t) =0},

t

(on(t):%a)F(t+a), S(F2)={t:te(—a,oo),goF2 (t);tO}

olur. Tanima gore,

(R)<[s,(R)ns(R)].
(R)e[(-e.2)n(-a.)]
oldugundan

(F)=o0

secilebilir. Boylece,

t

(¢
@ () T(a) (1+a) 1 . (bj’ I'(t+a)
lim =1lim = lim| — | ——%
g (1) dff(t#j M)\ F(tHJ
c c
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incelenmelidir. (3.72) formiiliinden,
1

F(t+a) N2z(r+a)™2e ™

t - LA 1,

o) st

c

elde edilir ve dolayisiyla,

o)

c 2

(37%"@ (Ha))(f )

+
t
& R | C
C

olur.
1
(dJ (Z+1j((tf+;) e‘(cﬂj
‘:(t) =In f(¢)
olsun:

l//(t):tln(§j+(t+a—%jln(t+a)—(é+%]ln(

=tIn %}L(HG_%}H(H@_(

o |~

L+1j—(z+a—£—lj
c c

+%)[ln(t+c)—1nc]—(t+a—£—lj

=tIn S}L(Ha—%jln(t+a)—(£+%)ln(t+c)+(é

d

lim l,y(t) islemine donelim.
t—
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2 c



(1) b<d oldugunda lim ¢In (éj =—o0 olur.
t—0

[t+ljln(t+c) (1+1j
(i) lim ¢ 2 ~fim e 20) p In(ee)

=00 (t+a—1)ln(t+a) =00 (1+a—1)t_>°° In(¢+a)
2 t 2t

elde edilir; boylece

(t+;jln(t+c)

) c
lim =—

tﬁoo(t+a—;jln(t+a)

oldugundan,

lim (H“_%jln(”a) 1= C+;jln(r+€) = lim (H—a—%jln(r—i—a)(l—lj

>0 (t+a—;jln(t+a) [—>® ¢

bulunur. Bu durumda c¢<1 oldugunda lim (t +a —%] ln(t + a)(l —lj =— elde

t—o0 c
edilir.
(i) lim t(1+l—llnc+ilnc—3—1j=oo’d1r.
t—o c c 2t t t
s . 9 (D) s .
b<d ve c<1 oldugunda lim (t) =0 ve F, <F, saglanir. f](qtz ya ait
—0 ¢FI

tim H(uz karigimlar1 tanimlanabilirdir.

d2) F €§;, F, ey, oldugunda H, ’tin tammlanabilir oldugu Teorem 3.13’lin

ispatinda (el) asamasinda ispatlanmustir.
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e) F edy, F,ed; oldugunda ve tersine F| €, £, €§y oldugunda H, ’nin

tanimlanabilirligini inceleyelim.

el) F €8y F, € 5 olsun:

¢Fl(z)=d’r(1+1j, S, (F)={t:te(-c.%). 0, (1) %0},
C

P, (t):K(%JMF(HI), S(Fz)z{t:te(—l,oo),(sz (z);to}.

]

Tanima gore,

(R)e[S,(F)ns(5)] .
((F)e[(~e) (1)
oldugu i¢in

((F)=o

segilebilir.

Yerel siralamanin saglandigini gosteren diger kosullar1 da ele alinirsa,

t+1
1
K|l —| T'(t+1 ‘
RO [,u] (1) K . (1] r(¢+1)
lim———=1im =—Ilim| —
e (1) d’F(t+1) #om\pd T(t+1j
c c

incelenmelidir. Burada, (3.72) formiiliinii kullanarak,

C(i+1)  2x(e+ 1)(”])_% ety

- ‘1
(et) (o)
c
yazilabilir. Buradan,

) (1) efden
B e

—+1 e
bulunur.

ad

c
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()=t f (1)

olsun:

y/(t)=tln%+(t+%jln(t+1)—(£+%jln(£+lj—(t+l—é—lj

:—tln,&d+tln(t+l)+%ln(t+1)—£ln££+lj—%ln££+lj—t(l—l)

C (& C C

!
:—tln[zd+t{ln(t+1)—lln(£+lJ—1+l}+l G
C

C C C
t+1
=—tIn gd +t<{In t(l+lj —lln t(l+l) —1+l +l lnu
t c c t c| 2 (t"'lj

1 1 1 1
In| 1+~ ~In| —+-

t 1 ¢ c t 1 1 1 (t+1)
e +—— = In—%

=—tInpd+tlnt1+ _— - .
Int c Int Int clnz| 2 (z‘ j

—+1
C

)
Inf 1+-
lim 1//(1‘) incelemek icin Oncelikle son ifadede yer alan ANV belirsizlik

t—o0 Int
ifadesinin limiti incelenirse,
1 1
| 1“[12) _In(e+1)=Int  In(t+1) o
lim —<=Ilm ————=lim —~-1= lim +-1=0
t—o0 Int t—>00 Int t—o0 It t—o |
t

bulunur. Buradan,
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. . L 1 1 (1+1)
lim l//(t)z lim —¢In id + lim ¢tInt{l1——;+— lim | In
t—>00 t—>00 t—>o0 ¢} 2t (tHj
c

lim y ()= lim —¢In 2d + lim tlnt{l—l}+l
t—0 t—o0 f—>00 c] 2

elde edilir.

ya da

(1) zzd > 0 oldugunda lim —¢In jid = —o0 olur.
t—0o0

(i1)c <1 oldugunda lim tlnt{l —l} =—oo elde edilir.
t— c

t
(DFZ( ) =0 olur

Boylece, (1) ve (i1)’den goriiliiyor ki, zd >0 ve ¢ <1 oldugunda lim (t)
t—0 ¢F]

ve F < F, saglanir. Béylece, H,, tanimlanabilirdir.

e2) F € g F, € 8y olsun.

@ (t)=K(l~]M T(t+1), SO(Fl)z{t:te(—l,oo),qul (t);t()},

]

Pr, (1) :d’l“(£+lj, S(F)={t:te(-c.0).p, (1) %0}
c >

Diger yandan,

() <[5 (F)ns(5)].

!

(R)<[(-1)(-e.0)]

oldugu i¢in
t(F) = seilebilir.

Yerel siralama kosulunu inceleyelim:
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o ( dfr(tﬂ] i r(’+1j
lim—< =i ¢ = Ziim(fd) —5—=.
t—o0 t t—o© 1+l K t—o0 F t+ 1

(1) K[{] r(t+1) (+1)

7

(3.72)’den,

(ﬁd)f F(ZH)

r (t + 1) H (l N 1)(t+1)7% ef(prl)

bulunur.

f(f)=(ﬂd)t(c

T

olsun. Burada y (¢) =1n £ (¢) alinrsa,

y/(t):tln([zd)+[£+%)ln(£+IJ—(H%)ln(tﬂ)—(%ﬂ—t—l]

:tln([zd)+£1n(£+1j+%1n(£+l}—tln(t+1)—%ln(t+l)—t(l—lj

C C C C

:tln(,[zd)+t{%ln(é+lj—ln(t+1)+1—%}+%{ln(£+lj—ln(1+l)}

bulunur.

A:t{%ln(£+lj—ln(t+l)+l—%} ve Bz%{ln(é+l]—ln(i+l)}

elde edilir. Bu durumda,
w(t)=tIn(id)+A+B
olur. Bu ifadeden limit alinirsa,

lim y(7)= lim ¢In(fd)+ lim A+ lim B olur, burada limitleri ayri ayn
t— t—>0 {—>0 t—0

inceleyelim.
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(i) 0< fzd <1 olursa lim ¢1n(fid ) = —oo dur.

t—0

(ii)A:t{lln(£+lj—ln(t+1)+l—l}:t{lln[t(l+ ﬂ—ln{t(Hlﬂﬂ—l}
¢ \c c c c t c
=t{llnt+lln(l+1]—1nt—1n(1+lj+l—l}
c c c t t c
i ln[1+1j ln(l+lj ) !
P Y S U P A

~ | —

c cint Int Int clnt|’
ve
! ln(1+1) 1n[1+1j { |
lim A= lim | flngd—+—S 4 .,
t—>00 f—>o0 c clnt Int Int clnt

bulunur. Burada,

ln(1+lj ln(1+1j
t . t .
—  Z - 1lim|-———<|=lim

t—> In¢ t—0 Int t—>0 Int

~ lim {_ 1n(t+1)—lnt}: lim [_ln(t+l)+1}
t—w Int¢ t—w Int

olur. Son ifadeye L’Hospital kurali uygulanirsa,

ln(”lj
Nt )

1 1
. Int+1 : t+1 . t+1
lim | — +l|=lim|-—“—+1|{=1lm|-+——+1|=0
t—0 Int¢ >0 1 0 1
t t
oldugundan
ln(l+1)
lim —— g
t—>o Int
olur.
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Bu durumda,

ln(l+1) ln(1+lj
c t 1 t 1 1

Iim A= lim | tInt<—+
f—>00 f—>00 c clnt Int Int clnt

= lim {tlnt[l— lﬂ
t—0 C

¢>1 olursa lim A= —o olur.
f—>0

t

—+1
ooy o t 1 (c+ j 1
(111) B—E{ln(—+lJ—ln(t+l)}—5 In =—<1In

c

elde edilir.

lim B = —llnc
t—o©

elde edilir.

(1), (i1) ve (iii) dikkate alindiginda, lim y/(t)z—oo elde edilir. Buradan,

t—>0

lim f(¢)=0 almnir.

{—0

Boylece, 0 < jid <1, ¢>1 oldugunda,

. F(tﬂj
. P _ . ~ 7\ C
o T

t
elde edilmis olur. Bunun sonucunda, lim #r, ()

=0 ve F| < F, saglanir. Dolayisiyla,
t—0 q)Fl (t)

H " tanimlanabilirdir.

a), b), ¢), d), e)’den Teorem 3.14 ispatlandi.oO
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NOT: dl)’e dikkat edilecek olursa a=1 oldugunda bu iki dagilimin ayni dagilimi
ifade ettigi belirlenir.

3.7.5 LWE olasiliksal karisim modelleri

U, =5, Uy US: Lognormal, Weibull ve bir parametreli siirekli MaxEnt Olasilik

Dagilim1 Ailelerinin birlesimini ifade eden bir aile olarak tanimlanur.

i=1 i=1

Tanmm 3.5: {ci}k eC:{{ci}h
i=1

h
heZ¥ ;¢ >0, Vi=1,..,h Zci:l} olmak

tizere U, = §; USy U '1n tiim sonlu karisimlarindan olusmus f]{‘u3 smifi

k
k
Fap, ={H‘u_», \H{ci},-zl €C.3R,....F € Hyg (1) = ,ZlciFi(')’ F()et, % =3LUSWUSE}
1=
olsun. U, lin J{ru3 ’ya ait tiim sonlu Hru3 karisim dagilimlarma LWE olasiliksal

karisim modelleri denilsin.
Teorem 3.15: LWE olasiliksal karisim modelleri tanimlanabilirdir.

Ispat: a) F,F, eF, oldugunda H(u3 tanimlanabilir oldugu Teorem 3.13’lin a)

asamasinda ispatlanmustir.

b) F,F, €§y oldugunda Hyyy tanimlanabilir oldugu Teorem 3.14’in ispatinin b)

asamasinda ispatlanmustir.

¢) F,F,ed; oldugunda Hyyy tanimlanabilir oldugu Teorem 3.8’un ispatinda
incelenmistir

d) Fes§,, F, e§yUSg i¢in Hyyy tanimlanabilirligini inceleyelim.

dl) F, €3, F, € §y olsun:

o’

(oFl(t):e 2

+tu

, SO(E)z{t:te(—oo,oo),goF1 (t);t()}
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A%~
¢F2(t):dtr(£+1j, S(F)={t:te(-c.).p, (t)#0}.

Burada

!

t(Fl)e[So(Fl)mS(Fz)]
ya da

t(F1 ) € (—c,oo)’

oldugu i¢in

(F)=o

secilebilir. Burada,

incelenmelidir. (3.72)’den yararlanarak,
£+1)7l L
(o)
c c
olur. Boylece,

e £+l p
d (c ) d c
u R o o’

e

e ? e

elde edilir.
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2 2
W(t)ztlnd—tlneﬂ +In+/27 +(£+%)1n[£+1j—££+1+%}

C C C

elde edilir. Inx < x oldugundan,

2 2
V/(t)<(£+%j(£+lj—[£+l+t; ]+tlnd—tlneﬂ+ln\/2ﬂ
C

C C

2 2
SR SPSLIN S I +tind —tlne +In27
2 ¢ 2 c 2

2
_ 21 L nd—ime s in2x
2 2 2ct

bulunur. Boylece,

2
lim (1)< tim -2 2~ L~ 1| tim sind+ tim —rinet +1ny2z
t—>0 {—>00 2 2 2]t t—>0

olur. Burada,

2 2
i) tim 2| LUy o2 L
t—0 2 02 2ct {—>o0 2 02
olur.

02 >i2 ise
c

2
im -2 <L |-
t— 2 2

olur.

i1) 0<d <1 lim tInd = —oo ’dur.
t—o0

iii) lim —¢Ine” = —oo *dur.
t—0

120



i), i) ve iii)’ten lim z//(t):—oo elde edilir. Baska bir deyisle, o2 >i,
{—>0 c2
?r, (1)

0<d <1 oldugunda lim
t—0 ¢F] (l‘)

=0 ve F <F, saglanir. Sonug olarak, K, ’ya ait

tim H,, karigimlar1 tanimlanabilirdir.

d2) F eg,, F, e oldugunda H, tammlanabilir oldugu Teorem 3.13’lin d2)

asamasinda ispatlanmistir.

el) F| €8y, F, €§; oldugunda H, tammlanabilir oldugu Teorem 3.14’in el) ispat

asamasinda verilmistir.

€2) F € 8z, F, € 3§y oldugunda H, tanimlanabilir oldugu Teorem 3.14’in e2) ispat

asamasinda verilmistir.

a), b), ¢), d), e)’den Teorem 3.15 ispatlandi.o

3.7.6 Dort dagilimlar ailesinin birlesiminden olusmus sonlu karisim

dagilimlarinin tanimlanabilirligi: LGWE olasiliksal karisim modelleri

Bu alt boliimde Alt Bolim 3.2.2°de incelenen Lognormal, Gamma, Weibull ve bir
parametreli siirekli MaxEnt Olasilik Dagilimi1  Ailelerinin birlesiminden olusan

U, =T, US;UTwUSE ailesinin  tlim sonlu kangimlarindan olusmus H,,

karisimlarinin tanimlanabilir olmasi incelenmistir ve teorem olarak ifade edilmistir.

Tanim 3.6: {cl-}ll.czl eC= {{ci}flzl

h
heZ ;c;>0, Yi=1l,...,k ch-zl}
i=1

olmak iizere U, =3F,UT;UTwUSE 'lin tiim sonlu karisimlarindan olusmus ‘7(‘114

sinifl
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k
k
Ty, ={Hru4 ‘3{‘7}1‘:1 €C,3H,....Fy eF: Hyy ()= _zlc,-F,-(-), F()elly, Uy :gLugGugwugE}
1=
olsun. U,’in *7{‘ll4 ’ya ait tiim sonlu Hru4 karisgim dagilimlarima LGWE olasiliksal

karisim modelleri denilsin.

Teorem 3.16: LGWE olasiliksal karisim modelleri tamimlanabilirdir.

Ispat: Teorem 3.13-3.15 geregince ispatlandi.o
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4. OLASILIKSAL KARISIM MODELLERININ UYGULAMALARI

Olasiliksal dagilimlarin, kodlama teorisindeki énemi g6z ardi edilemeyecek kadar
onemlidir (Yolacan, 2005). Iletisim teorisinde, pek ¢ok veri sikistirma algoritmasi
olasiliksal dagilimlari kullanarak tanimlanmistir (6rn: farkli dillerdeki alfabenin
olasiliksal dagilimi) (Shamilov&Yolacan, 2007a). Veri sikistirma uygulamalari
icinde en Onemli olam1 goriintli sikistirma uygulamalaridir. Kodlama teorisindeki bu
aragtirmalar dogrultusunda, goriintii sikistirma uygulamalarinda normal olasiliksal
dagilim yerine olasiliksal karisim dagilimlarinin 6nem kazandigi tespit edilmektedir.
Buradan hareketli, bu boliimde Boliim 3’te tanimlanabilirligi ifade edilen parametrik
olmayan EOD’nin karisim dagilimi (EODK) goriintii isleme iizerine uygulamasi
verilmistir. Uygulama sirasinda 6zellikle dikkat edilmesi gereken husus uygulanacak
karisim dagilimimin uygulamasina ge¢gmeden once teoride ifade edilen kosullarin
saglanip saglanilmadiginin kontrol edilmesidir. Aksi halde, uygulamanin dogrulugu
hakkinda bir garanti verilemez.

Buradan hareketle, bu alt boliimdeki uygulamalar asagidaki adimlar goz

oniinde tutularak yapilmistir:

Adim 1: Ilgili problem igin veri setinin tanitilmasi; [

Adim 2: Problemin ¢6ziimii i¢in MATLAB paket programinda gerekli kodlarin
yazilmast;

Adim 3: POEOD’larmin elde edilmesi;

Adim 4: MinMaxEnt, MaxMaxEnt, MinMinxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlarinin
tespit edilmesi,

Adim 5: POEOD’larinin olasiliksal karisim modellerinin 6nerilmesi;

Adim 6: Onerilen olasiliksal karistm modelleri i¢in tanimlanabilirlik teoreminin yeter
kosullarinin kontrol edilmesi;

Adim 7: Onerilen olasiliksal karistm modellerinin parametre tahmini;

Adim 8: Karsilastirma ve en iyi uyum saglayan modelin tespiti.
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Adim 7°de kullanilan parametre tahmin yontemi Alt Boliim 4.1°de tanitilmus,
Alt Bolim 4.2-4.3’te iki farkli problem iizerinde belirlenen adimlar izlenerek

olasiliksal karisim modellerinin uygulamasi gosterilmistir.

4.1 Maksimum esitlik ilkesi yardimiyla EODK parametre tahmini

Bu calismada Onerilen karisim dagilimlarinin parametrelerini tahmin etmek igin
entropi Ol¢limiine dayali Maksimum Esitlik ilkesi kullanilmigtir. Maksimum Esitlik
ilkesinde Shannon’un entropi Ol¢iimii olasiliga gore degil de parametreye gore
maksimize edilir. Ayrica, entropi Olglimii belirsizligin bir ol¢iimii gibi degil de
esitligin bir olciimi gibi alinmaktadir (Kapur&Kesavan, 1991). Maksimum Esitlik
ilkesinin Maksimum Benzerlik ilkesi ile esdeger sonuglar verdigi normal dagilimin
karistm dagilimi {izerinde incelenmistir. Maksimum Benzerlik ilkesinin karisim
dagilimlarinin parametre tahmininde kullanilabilirligi onerilmistir

(Shamilov&Yolacan, 2007b). Maksimum esitlik ilkesine dayali karigim dagiliminin

parametre tahmini asagidaki islemlerle gerceklestirilebilir. az(al,az,... a ) ve

>%n

b= (b],bz,...,bn) entropi optimizasyon dagilimlar1 verilsin. Bu dagilimlarin karigimi

P=(p,,p,,....p,) olsun. Karisim dagilimimn tanimma gore,
pi=qa;+cyb; ey =1

olur. Burada ¢, ¢, karisim dagiliminin parametreleridir. Shannon o&l¢limiiniin

tanimina gore,

n
H(c)= _.lei In p;
1=

#(e)=—$ [a(a-)-0 Jn[a(u-n)+4]

yazilabilir. Buradan H ’(cl) hesaplanilarak bir dizi islemler sonucunda
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H'(¢)=1n ﬁl[ecl (a;-b;)+eb; " b
i=

bulunur. Burada e, In’nin tabanidir.  Shannon Ol¢limiinii maksimize eden ¢
parametresini bulmak amaciyla,
H '(Cl) =0

esitligini saglayan c|, ¢, parametreleri bulunmalidir. Buradan,

a;—b;
F(c):]_[[ecl(ai—bi)+ebi] -1=0,
i=1
ya da
F(c)=0 4.1)

olur. Agik bir ¢oziime sahip olmadigi i¢in bu ¢alismada parametreyi yaklasik bulmak

amaciyla Yariya Bolme Yontemi kullanilmistir.

4.2 Bir goriintii isleme problemi iizerine uygulama

Miihendislikte, goriintii sikistirma uygulamalarinda olasiliksal dagilimlarin dnemi
bilinmektedir (Hayes, 1996). Buradan hareketle, bu boliimde segilen bir surat
gorlintiisii icin  POEOD’larinin  olasiliksal karigim modelleri belirlenmistir ve
uygulanabilirligi  gosterilmistir. Bu amagla Oncelikle belirlenen Adim 1

gercgeklestirilmistir:
Adim 1: Tlgili problem icin veri setinin tanitilmast

Secilen bir goriintlinlin olasiliksal dagiliminin belirlenebilmesi i¢in dncelikle
s0z konusu goriintiiniin iglenmesi gerekir. Bu amagla, ele alinan goriintii Sekil

4.1°deki gibi bir matrise benzetilir; burada goriintiiniin en kii¢liik elemanina piksel

denir.
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Situnl aty

Satwrl ari

W =D

P
Filcsel

Sekil 4.1. Sayisal resmin temel yapisi

Is1g1 temel alarak, dogadaki tiim renklerin kodlar1 bu {i¢ temel renge referansla
belirtilir. Her renk %100 oraninda karistirildiginda beyaz ve %0 oraninda
karigtinnldigindaysa siyah elde edilir. Bu uzayda, ana renkler olan kirmizi, mavi ve
yesil belirtilmedigi icin, bu ana renklerin tanimi degistikge, tiim renkler degisir. Bu
nedenle, her bir piksel RGB renk kodlari ile ifade edilebilir. Internet'te kullanilan
renk sistemi Sekil 4.2°de verilen RGB renk sistemidir. Bunun nedeni, 1953'te ilk
fotograf makinesi Polaroidde ve ondan sonra da televizyonlarda standart kabul
edilmis olmasidir. RGB renk kodlar1 i¢in en parlak olan nokta i¢in 255 ve en karanlik

olan nokta i¢in 0 kodunu atar (Wikipedia, 2007).

Sekil 4.2. RGB renk uzay1
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Sekil 4.2°den hareketle her bir goriintiiniin her bir pikseli (R, G, B) ii¢ boyutlu
bir vektorle kodlanabilir. Sekil 4.2°da goriilen kiipiin kosen degerleri gorilintiiniin gri
diizey kodlarini belirtir. Bir goriintii, gri diizey degerleri sayesinde tek boyutta
islenebilir. Pek ¢ok goriintli isleme calismasi, kolaylik saglamasi nedeniyle asagidaki

formiil yardimiyla gri diizey degerleri iizerinden yapilmistir (Bourke, 2000):

Y = 0.299R+0.587 G+ 0.114 B.

Buradan hareketle, bu ¢alismada goriintiiniin dagiliminin elde edilmesi i¢in gri
diizey degerleri dikkate almmstir. C# programlama dilinde bir gorsel program
yazilmigtir (EK 2). Yazilan programin calistirilmasit sonucunda goriilen ara yiiz

Sekil 4.3’te gosterilmistir. Secilen goriintli 256x256 piksellik alanda incelenmistir.

Resing HiStograns

Resim Histogram

Sekil 4.3. Goriintiiyii histograma ¢eviren C# programinin ara yiizii ve histogram

¢izimi
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Buradan hareketle, bu program oncelikle <Resim A¢> butonu ile istenilen
gorlintiiyli segcmeye olanak verir ve sonrasinda <Histogram Ciz> butonu ile secilen
gorlintiiniin RGB degerlerini dikkate alarak goriintiiniin  sag yaninda goriilen
histogrami ¢izer. Ayrica,<Dosyaya Kaydet> butonu ile goriintiideki her bir pikselin
sahip oldugu gri diizey kodunu bir seri seklinde ayr1 bir dosyaya kaydetmeyi saglar.

Boylece, bu calisma icin gerekli veri seti elde edilmis olur. Sekil 4.3’te
goriilen histogramin sag yanindaki sivri dagilimin 255’e yakin kod degerlerine sahip
olmasi, bu sivri dagilimin goriintiinlin arka taraftaki beyaz fondan kaynaklandigim
belirtir. Bu durumda arka fonun g6z ardi edilmesi ile kisinin sadece yiiz
gorlntiisiiniin dagiliminin elde edilmesi miimkiindiir. Bu durum g6z 6niine alinarak,
yliz gorintiisiiniin frekans dagilimi Sekil 4.4’teki gibi elde edilmistir ve aralik

degerleri Cizelge 4.1°de verilmistir.

Frekans Dagilimi

700

600

500 =

400

OFrekans Dagilimi

300

200

100 T
0 ‘

Sekil 4.4. Ele alinan goriintiideki yiiziin frekans dagilimi

128



Cizelge 4.1. Yiiz goriintiisiiniin frekans dagilimi

Renk 1-16 17-32 33-48 49-64 65-80
arahg

Frekans 126 439 489 469 564
Renk 81-96 97-112 113-128 129-144 145-160
arahg

Frekans 658 481 430 477 233

Adim 2: Problemin ¢oziimii icin MATLAB paket programinda gerekli kodlarin

yazilmast

Bu kesimde, Adim 1’de elde edilen goriintiiniin dagilimini temsil etmesi
amaciyla icin Alt Boliim 2.3’te tanitilan POEOD’larinin elde edilmesi amaglanmustir.
Matlab paket programinda s6z konusu cihazin hata dagilimi i¢cin POEOD’ nin elde
edilmesi amaciyla gerekli Matlab kodlar1 yazilmistir ve Ek 2’te verilmistir. S6z
konusu kodlar, MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarindaki Langrange carpanlarin1 Newton
yontemini kullanarak hesaplamaktadir. Hesaplamalar sirasinda, moment vektorler
kiimesi {x, x%, log(x), (log(x))%, log(1+x?)} atanmus; sonra, bu kiimeden 2’li, 3’li,
4’14, 5’li ve 6’lh kisit kombinasyonlar1 dikkate alinarak MaxEnt ve MinxEnt

dagilimlarinin hesaplanmasi i¢in islem kodlar1 yazilmistir.
Adim 3: POEOD’larinin elde edilmesi

POEOD’larinin elde edilmesi i¢in Adim 2’de agiklanan Ek 2’de verilen
Matlab kodlarindan olugan m dosyasinin c¢alistirilmasi sonucunda Cizelge 4.2-4.6’da

verilen MaxEnt dagilimlar elde edilmistir ve dagilimlar1 Sekil 4.5-4.9°da verilmistir.

Burada isaret edilen moment kisitlari,
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) i=1 . 2.x 3. x° 4. log(x) 5. (log(x))* 6. log(1+x%)

seklinde belirtilmistir.

Cizelge 4.2. Goriintii dagilimu i¢in iki kisit altinda MaxEnt dagilimlari

Gozlem |Py, Pys P14 Pis Pis
Degerleri
0.0289 0.0935 {0.1029 (0.0733 [0.0913 |[0.0781
0.1005 0.0948 |0.1026 |0.084 0.0928 |0.0856
0.112 0.0962 |0.1022 (0.091 0.095 0.0916
0.1074 0.0977 10.1017 ]0.0965 |0.0972 |0.0965
0.1292 0.0991 |0.101 0.1009 ]0.0993 |0.1006
0.1507 0.1006 |0.1002 (0.1047 |0.1012 {0.1041
0.1102 0.1022 ]0.0992 (0.1081 |0.1031 |[0.1071
0.0985 0.1037 {0.0981 |(0.1111 |0.105 0.1098
0.1093 0.1053 {0.0968 |[0.1139 |0.1067 |[0.1122
0.0534 0.1069 [0.0954 (0.1165 |0.1084 (0.1143

Entropi 3.3206 |3.3215 |3.3089 |3.3197 |3.3124

0,16

0,14

0,12

—e— Godzlem Degerleri

0,1

—a—112
13
114
—x— 115

0,08

0,06

——116

0,04

0,02

Sekil 4.5. Goriintli dagilim i¢in iki kisit altinda MaxEnt dagilimlar

130



Cizelge 4.3. Goriintii dagilimu igin ii¢ kisit altinda MaxEnt dagilimlar

Gozlem Pi23 | Pr2a | Pras | Pras | Pisa
Degerleri
0.0289 0.0502 {0.0809 [0.0843{0.0952(0.093
0.1005 0.0737 (0 0.0678 |0 0
0.112 0.0988 [0.0792 | 0.0866 | 0.0664 | 0.0626
0.1074 0.121 |0.1506|0.108 |0.1435|0.1364
0.1292 0.135410.173 |0.1237(0.1727|0.1707
0.1507 0.137910.1635]0.1295(0.1658 | 0.1706
0.1102 0.128510.1353(0.124 |0.1362|0.1442
0.0985 0.109310.099410.1106|0.0973 {0.1022
0.1093 0.084910.0668 | 0.092210.0642 | 0.0621
0.0534 0.0602 (0.0512|0.0733 |0.0586 | 0.0583
Entropi 3.253 |3.0615)|3.2896|3.0652|3.0586
Gozlem
Degerleri Piss | Pise | Pias | Pras | Piss
0.0289 0.0579(0.1039 |0.066 |0.0269 |0.076
0.1005 0.0712 (0 0 0.1018 |0
0.112 0.0958 [0.059 [0.109 [0.1249(0.0928
0.1074 0.119 |0.1317(0.163 |0.125 |0.1593
0.1292 0.1345(0.1689(0.1689(0.1192(0.1726
0.1507 0.13760.1705|0.1519(0.1123 |0.1573
0.1102 0.128710.143410.1251|0.1058 | 0.1286
0.0985 0.109110.099210.096 |0.0997|0.0963
0.1093 0.085410.0584|0.0698 | 0.0945 | 0.0678
0.0534 0.0608 | 0.065 |0.0503|0.0898|0.0493
Entropi 3.2602 |3.0621 |3.065 |3.2543|3.0632
0,2
0,18 -
0.16 | / "N :i;z;em Degerleri
0,14 11214
: N 2
0,12 1 %/W' \K( —— :Illilz
0.1 T /> e N\ —e— 11314

—+— 11315
—— 11316

11415
11416
11516

10

Sekil 4.6. Goriintii dagilimi igin ti¢ kisit altinda MaxEnt dagilimlari
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Cizelge 4.4. Gorlintli dagilimi i¢in dort kisit altinda MaxEnt dagilimlari

Gozlem Pi234 [P1235 |Pr236 |Pr24s |Praas
Degerleri
0.0289 0.036 |0.0287(0.0402 {0.0332(0.0317
0.1005 0.0794 10.0921 |0.0755{0.0823 | 0.0847
0.112 0.112210.1154 {0.1092 |0.1162 [ 0.1178
0.1074 0.1306 10.1247 {0.1303 {0.1322 0.1319
0.1292 0.1364 10.129 |0.1372(0.1341 (0.1329
0.1507 0.1304 {0.1284 10.1326 {0.1272 {0.1257
0.1102 0.1186(0.121610.1194 {0.1152{0.1144
0.0985 0.1021 {0.107510.1028 {0.1009 | 0.1009
0.1093 0.0853 {0.087710.0849 {0.0863 | 0.0867
0.0534 0.0689 {0.0648 | 0.0679 {0.0724 {0.0734
Entropi 3.2456 | 3.2388 | 3.2486 | 3.2458 | 3.2455
Gozlem
Degerleri Pi2s6 | Pi3as| Pisae| Prise|Prasse
0.0289 0.0341 10.0339 (0.0318 {0.0354 {0.0315
0.1005 0.0809 | 0.0817 |0.0853 {0.0797 | 0.0846
0.112 0.11630.1145(0.1159(0.114 |0.1196
0.1074 0.133 |0.1313/0.1303|0.1318 {0.1329
0.1292 0.13451(0.1346 |10.1333 {0.1355(0.1319
0.1507 0.1269 {0.129 [0.1279{0.1292 {0.1237
0.1102 0.11451(0.117310.117 (0.1169]0.1123
0.0985 0.1003 {0.1021 {0.1023 {0.1016 | 0.0998
0.1093 0.0863 [ 0.0858 10.0862 [ 0.0856 |0.0875
0.0534 0.0731 {0.0698 10.0701 {0.0702 |0.0763
Entropi 3.2469 | 3.2448 | 3.2436 | 3.2461 | 3.2471
0,16
014 ———"‘-\/\% —e— Gozlem Degerleri
0,12 /" ’:\\ S \f —m— 1121314 °
/\/ &\Kﬂ e
f \ —x— 1121415
V4 I S f et
0,06 \ 113141 5
0.04 | ’/ 1131416
o/ 1131516
o~ 1141516
0,02
(o] T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 4.7. Gortintli dagilimi i¢in dort kisit altinda MaxEnt dagilimlari
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Cizelge 4.5. Gorlintli dagilimi i¢in bes kisit altinda MaxEnt dagilimi

Gozlem |Pi2345 |P12346 |Pr23s56 |Pr24se |Prsase
Degerleri
0.0289 0.0289 [0.0292 |0.0289 10.0294 |0.0293
0.1005 0.0993 [0.0992 |0.0992 |0.0986 |0.0989
0.112 0.1119 |0.1101 |0.1118 |0.1089 |0.1095
0.1074 0.1169 |(0.1173 |(0.1171 |0.1187 |0.118
0.1292 0.1238 [0.1258 [0.1242 [0.1283 [0.1268
0.1507 0.1297 [0.131 0.1299 (0.1318 [0.1317
0.1102 0.1278 (0.1269 [0.1276 [0.1253 [0.1263
0.0985 0.1139 |0.1121 |0.1135 |0.1089 |0.1106
0.1093 0.0887 [0.088 0.0885 [0.0867 [0.0872
0.0534 0.059 0.0603 [0.0594 [0.0633 [0.0617
Entropi 3.2369 [3.2379 [3.2371 |3.2397 |3.2387

0,08

—e— GOzlem Degerleri
—u— 112131415
112131416

0,06

0,04

0,02

112131516
—x— 112141516
—e— 113141516

Sekil 4.8. Gortintli dagilimi i¢in bes kisit altinda MaxEnt dagilim
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Cizelge 4.6. Gorlintli dagilimi i¢in alt1 kisit altinda MaxEnt dagilimi

Gozlem P123.45.6
Degerleri
0.0289 0.0303
0.1005 0.09
0.112 0.1255
0.1074 0.1203
0.1292 0.1159
0.1507 0.1208
0.1102 0.1276
0.0985 0.1223
0.1093 0.0946
0.0534 0.0528
Entropi 3.2329
0,16
0,14 /\

0: 12 S / ,)(-\q

0,1 /\'7\./ \\V><‘\
0.08 //'/ \\\ e Gozlem Degerleri
/ \ = 11213141516

0,06 \

0,04 /

0,02

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 4.9. Gortintli dagilimi i¢in alt1 kisit altinda MaxEnt

Ek 2’deki m dosyasinin P0O=[0.10; 0.10; 0.11; 0.09; 0.12; 0.10; 0.10; 0.09;
0.11; 0.08] onsel dagilimi alinarak calistirilmasi sonucunda Cizelge 4.7-4.11

MinxEnt dagilimlari elde edilmistir ve Sekil 4.10-4.14’te gdsterilmistir.

134



Cizelge 4.7. Gorlintli dagilimi i¢in iki kisit altinda MinxEnt dagilim1

Gézlem |F 12 P*y3 P*14 P*y5 P*16
Degerleri

0.0289 0.1368 |0.1411 |0.1125 |0.1314 |[0.1185
0.1005 0.1246 |0.1362 |0.0997 |0.1228 |0.1056
0.112 0.0271 (0.0429 [0.0069 |0.0246 [0.0105
0.1074 0.1955 |0.2122 [0.1823 |0.1926 [0.1837
0.1292 0.0001 |0.0001 [0.0001 |0.0001 {0.0001
0.1507 0.0758 |0.0846 |0.0794 |0.0743 |0.0774
0.1102 0.0635 |0.0636 |[0.0766 |0.0641 |0.0731
0.0985 0.1467 |0.1348 [0.1695 |0.1499 [0.1648
0.1093 0.0001 |0.0001 |[0.0001 |0.0001 |0.0001
0.0534 0.2301 |0.1845 |0.2731 |0.2403 |0.2664

Entropi 2.7968 |2.8538 |2.703 2.783 2.724

0,3

0,25

0,2

0,15

A

-

BUATEAN

//

—e— Gozlem Degerleri
—=— 112

113

114
—x— 115

—o— 116

A

RW=A0N
VAR

2 3

¥

9

10

Sekil 4.10. Goriintii dagilimi i¢in iki kisit altinda MinxEnt dagilimi
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Cizelge 4.8. Goriintii dagilimi igin ii¢ kisit altinda MinxEnt dagilimlari

Gozlem P*123 | P*124 | P*125 | P*126 | P¥134
Degerleri
0.0289 0.029710.0035{0.1281 |0 0.0125
0.1005 0.095610.1317]0.0465|0.1649 |0.1154
0.112 0.056 |0.086 |0.0122]0.124410.0744
0.1074 0.262310.269910.2377|0.0435|0.2695
0.1292 0.010210.0001|0.0001 |{0.0987|0.0054
0.1507 0.157910.1287|0.1557|0.1824 | 0.1446
0.1102 0.123210.0908 | 0.1257(0.1225|0.1069
0.0985 0.163710.1419(0.17020.0723 | 0.1512
0.1093 0.0001 {0.0001 {0.0001 {0.1913 |{0.0001
0.0534 0.101410.1476 10.1238 | 0.0001 | 0.1199
Entropi 2.836 |2.7302|2.758 |2.8787|2.7957
Gozlem
Degerleri P*135 | P*13.6 | P*145 | P*1.46 | P¥156
0.0289 0.046610.0191{0.0025|0.0124 {0.0008
0.1005 0.082310.104210.1489|0.1639|0.1395
0.112 0.047210.0682|0.08760.0771 | 0.0887
0.1074 0.26 0.2692(0.2578 [0.2343 {0.2651
0.1292 0.0121{0.0092 {0.0001 {0.0001 {0.0001
0.1507 0.1615|0.1502 |0.1088 | 0.0889 (0.1168
0.1102 0.126510.112210.0764 | 0.0667 | 0.0814
0.0985 0.1654|0.1543 10.1385(0.1419(0.1389
0.1093 0.0001 {0.0001 {0.0001 {0.0001 [0.0001
0.0534 0.098510.1134(0.1796 10.2148 | 0.1688
Entropi 2.853412.8222(2.71392.7288 |2.7077

0,3

—e— Gozlem Degerleri
—=— 11213
11214
11215
—— 11216
—e— 11314
—+— 11315
—— 11316
11415
11416
11516

Sekil 4.11. Goriintii dagilimi i¢in ti¢ kisit altinda MinxEnt dagilimlar
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Cizelge 4.9. Goriintii dagilimi i¢in dort kisit altinda MinxEnt dagilimlari

Gozlem
Degerleri P*123.4| P*1235 | P*123.6 | P*1.245 | P*12.46
0.0289 0.0353 10.0272 10.038 |0.0351 {0.0334
0.1005 0.0918 |0.0979 |0.0915 |0.0845 |0.083
0.112 0.0518 |0.0575 |0.049 {0.0589 |0.0648
0.1074 0.2601 [0.2626 |0.2576 [0.27 0.2746
0.1292 0.0103 {0.0097 |0.0096 |0.0147 |0.0149
0.1507 0.1599 |0.1571 |0.1611 |0.1559 |0.1521
0.1102 0.1261 |0.1225 |0.1285 |0.1156 |0.1098
0.0985 0.1662 |0.1633 |0.1686 |0.1545 |0.1497
0.1093 0.0001 [0.0001 |0.0001 {0.0001 [0.0001
0.0534 0.0985 10.1022 [0.0962 {0.1108 |0.1178
Entropi 2.8406 |2.8318 |2.8389 |2.8567 | 2.8566
Gozlem
Degerleri P*1256| P*1.3.4.5 | P*13.4.6 | P*1.35.6 | P* 1456
0.0289 0.0365 |0.0344 10.0325 |0.036 |0.0336
0.1005 0.0824 10.0901 |0.0894 |0.0886 |0.0789
0.112 0.0593 |0.0547 |0.0588 |0.0541 |0.0717
0.1074 0.2709 |0.2637 |0.2673 |0.2636 | 0.2804
0.1292 0.0151 |10.0118 |0.0126 {0.0121 |0.0147
0.1507 0.1556 |0.1585 |0.1563 [0.1588 |0.1463
0.1102 0.1147 10.1224 |0.1184 {0.1226 |0.1015
0.0985 0.1537 10.1621 |0.1583 |0.1622 |{0.1433
0.1093 0.0001 |0.0001 |0.0001 {0.0001 |0.0001
0.0534 0.1119 |10.1023 |0.1064 |0.1021 |0.1296
Entropi 2.859 |2.8464 |2.8487 |2.8484 | 2.8543

—e— GOzlem Degerleri
—m— 1121314
1121315
1121316
—¥— 1121415
—e— 1121416
—+— 1121516
—— 1131415
1131416
1131516
1141516

Sekil 4.12. Goriintii dagilimi i¢in dort kisit altinda MinxEnt dagilimlari

137



Cizelge 4.10. Gorlintli dagilimi i¢in bes kisit altinda MinxEnt dagilimlari

Giozlem | P 12345 |P* 12346 |P¥ 12356 | P¥12456 | P¥13456
Degerleri
0.0289 0.0276 (0.0281 [0.0275 [0.0283 [0.0283
0.1005 0.1149 |0.1136 |0.1146 (0.1198 |0.113
0.112 0.0482 (0.0473 (0.048 0.0001 ]0.0464
0.1074 0.2453 [0.2467 |0.246 0.3246 |0.2477
0.1292 0.0001 [0.0011 |0.0001 |0.0001 |0.0028
0.1507 0.1587 10.1599 [0.1592 (0.137 0.1607
0.1102 0.1352 (0.1345 |0.1349 |0.0755 |0.1333
0.0985 0.1802 (0.1779 |0.1793 0.1431 |0.1753
0.1093 0.0001 |0.0001 [0.0001 |0.1558 |0.0001
0.0534 0.0899 [0.091 0.0903 |0.0159 |0.0924
Entropi 2.7793 |2.788 2.779 2.6277 12.7986
0,35
0,3 K
A
—e— Godzlem Degerleri
02 | —=— 112131415
' - 112131416
o 112131516
0.15 —x— 112141516
o1 A /\\/ . : —e— 113141516
0,05 1 /V
0 : —% , ,
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 4.13. Goriintii dagilimi igin bes kisit altinda MinxEnt dagilimlari

138




Cizelge 4.11. Goriintii dagilimi i¢in alt1 kisit altinda MinxEnt dagilimi

Gozlem
Degerleri | P*1,3.4.5.6
0.0289 0.0298
0.1005 0.0995
0.112 0.0731
0.1074 0.2422
0.1292 0.0001
0.1507 0.1344
0.1102 0.1342
0.0985 0.2041
0.1093 0.0001
0.0534 0.0827

Entropi 2.7969

0,3

0,25

0,2

—e— Go6zlem Degerleri
—u— 11213141516

0,1

0,05

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Sekil 4.14. Goriintii dagilimi i¢in alt1 kisit altinda MinxEnt dagilimi
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Adim 4: MinMaxEnt, MaxMaxEnt, MinMinxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlarinin

tespit edilmesi

Bu asamada, oncelikle Cizelge 4.2-4.6’nin her biri ayr1 ayri incelenerek en
kii¢iik entropi degerine sahip olan MaxEnt dagilimlar1 ve en biiyiik entropi degerine
sahip olan MaxEnt dagilimlari, bagka bir deyisle MinMaxEnt ve MaxMaxEnt
dagilimlar1 sirastyla Cizelge 4.12-4.13’te verilmistir.

Cizelge 4.12. MinMaxEnt dagilimlar

P14 P134 Pi123s P1234s P123456
0.0733 0.093 0.0287 0.0289 0.0303
0.084 0 0.0921 0.0993 0.09
0.091 0.0626 0.1154 0.1119 0.1255
0.0965 0.1364 0.1247 0.1169 0.1203
0.1009 0.1707 0.129 0.1238 0.1159
0.1047 0.1706 0.1284 0.1297 0.1208
0.1081 0.1442 0.1216 0.1278 0.1276
0.1111 0.1022 0.1075 0.1139 0.1223
0.1139 0.0621 0.0877 0.0887 0.0946
0.1165 0.0583 0.0648 0.059 0.0528

Cizelge 4.13. MaxMaxEnt dagilimlari

P2 Pi3s P23 P12456
0.0935 0.0579 0.0402 0.0294
0.0948 0.0712 0.0755 0.0986
0.0962 0.0958 0.1092 0.1089
0.0977 0.119 0.1303 0.1187
0.0991 0.1345 0.1372 0.1283
0.1006 0.1376 0.1326 0.1318
0.1022 0.1287 0.1194 0.1253
0.1037 0.1091 0.1028 0.1089
0.1053 0.0854 0.0849 0.0867
0.1069 0.0608 0.0679 0.0633

Cizelge 4.7-4.11°den  en kiiciik entropi degerine sahip olan MinxEnt

dagilimlar1 ile en biiylik entropi degerine sahip olan MinxEnt dagilimlar
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belirlenmistir. Baska bir ifade ile MinMinxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlar1 Cizelge
4.14-4.15’teki gibi bulunmustur.

Cizelge 4.14. MinMinxEnt dagilimlar

P4 Piss P123s P12456 P123.456
0.1125 0.0008 0.0272 0.0283 0.0298
0.0997 0.1395 0.0979 0.1198 0.0995
0.0069 0.0887 0.0575 0.0001 0.0731
0.1823 0.2651 0.2626 0.3246 0.2422
0.0001 0.0001 0.0097 0.0001 0.0001
0.0794 0.1168 0.1571 0.137 0.1344
0.0766 0.0814 0.1225 0.0755 0.1342
0.1695 0.1389 0.1633 0.1431 0.2041
0.0001 0.0001 0.0001 0.1558 0.0001
0.2731 0.1688 0.1022 0.0159 0.0827

Cizelge 4.15. MaxMinxEnt dagilimlari

Pis P12 Pi2s6 P13456
0.1411 0 0.0365 0.0283
0.1362 0.1649 0.0824 0.113
0.0429 0.1244 0.0593 0.0464
0.2122 0.0435 0.2709 0.2477
0.0001 0.0987 0.0151 0.0028
0.0846 0.1824 0.1556 0.1607
0.0636 0.1225 0.1147 0.1333
0.1348 0.0723 0.1537 0.1753
0.0001 0.1913 0.0001 0.0001
0.1845 0.0001 0.1119 0.0924

Adim 5: POEOD ’nin olasiliksal karisim modellerinin onerilmesi

Bu adimda cesitli olasiliksal karisim modellerini belirlemek i¢in asagida

verilen POEOD’1 kullanilmustir:
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ﬂﬂﬂﬂﬂ

»»»»»

Bu dagilimlar1 kullanarak asagidaki modeller belirlenmistir:

Ml=c P+ ¢y PP M9=c1 PP+ ¢p PP

M2=c| PV+ ¢y PO M10=¢| PP+ ¢y PO
M3=c| PV+ ¢y PO Ml11=¢| PP+ ¢y PV
Md=c| PP+ ¢y PV M12=¢| PP+ ¢y PO
M5=c| PP+ ¢y PY M13=c PY+ ¢ PO
M6=c| PP+ ¢p PP M14=c P+ ¢ PO
M7= PP+ ¢p PO M15=c PP+ ¢y PV
M8=c| PP+ ¢y P M16=c| P+ ¢y P

Adim 6: Onerilen olasiliksal karisim modelleri icin tanimlanabilirlik teoreminin

yeter kosullarinin kontrol edilmesi

MI1-M16 olasiliksal karistm modellerinin tanimlanabilirligi i¢in Teorem 3.2,
Teorem 3.4 ve Teorem 3.5’in ifade ettigi kosul saglanmali. Cikarsama 1 ve 2
geregince so6z konusu kosul,
Fi(%) F(%)
F (%) F(%)
olmasidir. Bu amagla Adim 5’te ifade edilen dagilimlarin birikimli dagilim

fonksiyonlar1 Sekil 4.15-4.16’daki gibi elde edilmistir

#0
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Sekil 4.16. Fs-F birikimli dagilim fonksiyonlar1

M1-M16 olasiliksal karigim modelleri i¢in sirasiyla,

A=

F(%) F(%) [0.0289 0.1282

b = =-0.0004 =0,
F (%) F(%) [0.0303 0.1203
F(x X : :
1()51) Fl(~2)200289 01282:_0.03457&0’
F5(%) Fs(%) |0.298 0.1293
F(x X : .
1()il) 171(}):00289 01282:_0.01017&0’
Fg(%) Fg(%) |0.1411 02773
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0.0298
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0.1411

0.0935
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0.0935
0.0298

0.0935
0.1411

0.0935
0.1649

0.0294
0.0298

0.0294
0.1411

0.0298
0.1411

0.0298
0.1649

0.1411
0.1649

0.1203
0.1883

0.1203
0.128

0.1203
0.1293

0.1203
0.2773

0.1883
0.128

0.1883
0.1293

0.1883
0.2773

0.1883

0.2893

0.128
0.1293

0.128

0.2773

0.1293
0.2773

0.1293
0.2893

0.2773
0.2893

=-0.0055 %0,

=0.00034 =0,

=0.00033 £ 0,

=-0.0086 %0,

=0.0064 %0,

=0.0065 %0,

=-0.0006 %0,

=-0.0040 % 0,

=-0.0000129 =0,

=-0.0099 =0,

=-0.01#0,

=-0.0127=0,

=-0.0049 %0
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kosullar1 saglandigindan s6z konusu olasiliksal karisim modelleri tanimlanabilirdir.

Adim 7: Onerilen olasiliksal karisim modellerinin parametre tahmini

Burada, Adim 5’te Onerilen ve Adim 6’da tanimlanabilirligi gosterilen
olasiliksal karigim modellerinin parametre tahmini Alt Boliim 4.1°de anlatilan yontem
kullanilarak yapilmistir. Bu amacla MATLAB paket programinda yazilan kodlar Ek
4’te verilmistir ve POEOD’larinin olasiliksal karisim modelleri asagidaki gibi

bulunmustur:

M1=0.9514 P+ 0.0486 P?
M2=0.9998 PV+0.0002 P*
M3=0.7469 P‘V+0.2531 P©
M4=0.0025 P+ 0.9975 P
M5=0.0358 P¥+ 0.9642 P
M6=0.9996 P?+0.0004 P*
M7=0.7382 P¥+0.2618 P©
M8=0.9999 P®+0.0001 P

M9=0.9995 P®+ 0.0005 P®

M10=0.9892 P®+ 0.0108 P©
M11=0.9993 P®+ 0.0007 P
M12=0.9991P“+0.0009 P®

M13=0.7523 P“+0.2477 P©
M14=0.4129 P®+ 0.5871 P©
M15=0.4804 P+ 0.5196 P
M16=0.4785 P+ 0.5215 P7

Adim 8: Karsilastirma ve en iyi uyum saglayan modelin tespiti

Bu adimda, Adim 7°de oOnerilen olasiliksal karisim modellerinin uyum
degerleri ve OKHK ve R” karsilastirma olgiitleri hesaplanmustir. Ayrica, goriintii
dagilimi i¢in olusturulan MinMaxEnt dagilim1 P® de incelenerek dnerilen modellerin
performansi degerlendirilmesi amaglanmistir. Bu amagla, Cizelge 4.16-4.17°de bu
uygulama icin Onerilen olasiliksal karisim modellerinin uyum degerleri ve ilgili

karsilastirma olgiitleri verilmistir.
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Cizelge 4.16. M1-M8 olasiliksal karigim modellerinin uyum degerleri ve
karsilagtirma Ol¢timleri

Gozlem
Degerleri || M1 M2 M3 M4

0.0289 0.029 10.0289 |0.0573 |0.0933
0.1005 0.0988 10.0993 |0.1086 |0.0948
0.112 0.1126 |0.1119 |0.0944 |0.0963
0.1074 0.1171 {0.1169 |0.141 0.0978
0.1292 0.1234 10.1238 |0.0925 |0.0991
0.1507 0.1293 10.1297 [0.1183 [0.1007
0.1102 0.1278 10.1278 |0.1116 |0.1023
0.0985 0.1143 |0.1139 [0.1192 |0.1037
0.1093 0.089  10.0887 |0.0663 |0.1053
0.0534 0.0587 10.059 10.0908 |0.1068

R? 0.8563 |0.8584 02778 [0.0146

OKHK 0.0126 |0.0125 [0.0290 |0.0330

Gozlem
Degerleri | M5 M6 M7 M8

0.0289 0.0294 10.0303 |0.0593 |0.0935
0.1005 0.0983 10.09 0.1021 ]0.0948
0.112 0.1095 ]0.1255 [0.1039 [0.0962
0.1074 0.1188 [0.1203 [0.1444 |0.0977
0.1292 0.1279 10.1159 [0.0856 |0.0991
0.1507 0.1314 ]0.1208 [0.1113 [0.1006
0.1102 0.1254 10.1276 [0.1108 [0.1022
0.0985 0.1094 [0.1223 |0.1256 |0.1037
0.1093 0.087 10.0946 [0.0699 |0.1053
0.0534 0.0629 10.0528 ]0.0873 ]0.1069

R’ 0.8685 |0.7701 [0.2254 10.0104

OKHK 0.0121 |0.0162 |0.0304 [0.0331

Cizelge 4.16 incelenerek M1, M2 ve M5 olasiliksal karistm modellerinin

performansinin diger modellere gore daha iyi oldugu tespit edilmistir
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Cizelge 4.17. M9-M 16 olasiliksal karisim modellerinin uyum degerleri ve
karsilagtirma Ol¢timleri

Gozlem
Degerleri | M9 M10 Mi11 M12

0.0289 0.0935 [0.094 [0.0934 |0.0294
0.1005 0.0948 [0.0952 [0.0948 |0.0986
0.112 0.0962 [0.0956 [0.0962 |0.1089
0.1074 0.0978 |0.0989 [0.0977 |0.1188
0.1292 0.0991 [0.098 0.0991 [0.1282
0.1507 0.1006 |0.1004 |0.1007 |0.1318
0.1102 0.1022 |0.1018 |0.1022 |0.1253
0.0985 0.1038 |0.104 |0.1037 |0.109

0.1093 0.1052 |0.1042 |0.1054 |0.0866
0.0534 0.1069 |0.1077 |0.1068 |0.0633

R’ 0.0104 10.0002 |0.0130 |0.8684

OKHK 0.0331 ]0.0334 |0.0330 |0.0121

Gozlem
Degerleri| M13 M14 M15 M16

0.0289 0.0571 |0.0951 |0.0143 |0.0675
0.1005 0.1079 |0.121 0.1335 [0.1512
0.112 0.0926 [0.0554 [0.0998 |0.0854
0.1074 0.1419 |0.2246 |0.139 |0.1242
0.1292 0.0965 |0.0001 [0.0513 [0.0515
0.1507 0.1201 |0.1052 |0.1593 |0.1356
0.1102 0.11 0.0928 10.1281 [0.0943
0.0985 0.1153 |0.1634 |0.1356 |0.1022
0.1093 0.0652 |0.0001 [0.0994 |0.0998
0.0534 0.0933 10.1425 ]0.0398 |0.0883

R’ 0.2873 |0.0513 [0.5096 [0.1129

OKHK 0.0287 10.0805 [0.0325 ]0.0359

Cizelge 4.17°de M 12 olasiliksal karisim modeli yiiksek R? ve diisiik OKHK

sahip olmasi nedeniyle diger modellere gore daha dogru sonuglar vermektedir.
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Cizelge 4.18. Gorlintii dagilimi i¢in MinMaxEnt dagilimi ve karsilagtirma dlgtimleri

Gozlem |MinMaxEnt
Degerleri | P
0.0289 0.0303
0.1005 0.09
0.112 0.1255
0.1074 0.1203
0.1292 0.1159
0.1507 0.1208
0.1102 0.1276
0.0985 0.1223
0.1093 0.0946
0.0534 0.0528

R’ 0.7701

OKHK 0.0161

Cizelge 4.18, Cizelge 4.16-4.17 ile karsilastirildiginda M1, M2, M5 ve M12
olasiliksal karisim modellerinin daha yiiksek R’ ve daha diisik OKHK degerine sahip
olmalarindan dolay1 goriintii dagilimi i¢in bu modellerin daha uygun oldugu tespit

edilmistir. Ayrica, Sekil 4.17°de de gosterilmistir.

—e34— Gozlem Degerleri

B ES —-— M1
—a— M2
0,08 —+
M5
0.06 —— M12
/ —a— MinMaxEnt

Sekil 4.17. Dagilimlarin Karsilagtirilmasi
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Sonug olarak, bu boliimde yapilan uygulama sonucunda goriintii dagilimi i¢in

M5 ve M12 modellerinin uyum sagladigi tespit edilmistir. Burada

M5=0.0358 PP+ 0.9642 P¥

modeli bes kisit altinda MaxMaxEnt dagilimi ile altt kisit altinda MinMaxEnt

dagiliminin olasiliksal karisim modeli ve

M12=0.9991P*+0.0009 P,

modeli bes kisit altinda MaxMaxEnt dagilimi ile alti kisit altinda MinMinxEnt
dagiliminin olasiliksal karigim modelidir.

Boylece, bu uygulama ile goriintii isleme probleminde POEOD dagilimlarinin
olasiliksal karistm modelleri 6rneklenmistir ve belirlenen bir goriintii icin EOD’1nin

olasiliksal karisim modellerinin veriye iyi uyum sagladig tespit edilmistir.

4.3 Bir cihazin hata dagilimi iizerine uygulama

Bu alt boliimde hata dagilimi igin EOD’larinin olasiliksal karistm modelleri

belirlenmistir. Bunun i¢in belirlenen adimlar sirastyla uygulanmastir.

Advm 1: Tlgili problem icin veri setinin tanitilmast

Hata dagilimi1 problemi i¢in, radyo dalgalar1 ile mesafe 6lgen bir cihazin hata dagilim
(Benmnens, 1969) ele alinmistir. S6z konusu hata dagilimi (Cizelge 4.19, Sekil 4.18)

incelendiginde, onun bilinen istatistiksel dagilimlarla ifade edilemedigi bilinmektedir

(Samilov, 2006a; Usta, 20006).

150



Cizelge 4.19. Radyo dalgalari ile mesafe 6lgen cihazin hata dagilimi

Araliklar Frekans
20-30 21
30-40 72
40-50 66
50-60 38
60-70 51
70-80 56
80-90 64
90-100 32

g0
BO
40 +
207
0

. &
PEPLEI

m Frekanslar

—a—fr

Sekil 4.18. Radyo dalgalari ile mesafe 6l¢en cihazin hata grafigi

Ayrica soz konusu dagilima MinMaxEnt dagilimi iyi uyum saglamaktadir.
Buradan hareketle, bu bolimde MinMaxEnt dagilimlarinin yani sira MinxEnt
dagilimlar1 da elde edilmistir ve POEOD olan bu dagilimlarin olasiliksal karigim

modelleri tespit edilmesi amaglanmistir. Buradan hareketle, Adim 2’ye gegilmistir.
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Adim 2: Problemin ¢oziimii icin MATLAB paket programinda gerekli kodlarin

yazilmasi

Bu adimda, Alt Boliim 2.3’te tanitilan POEOD’larinin elde edilmesi amaglanmistir.
Bu amagla, Matlab paket programinda s6z konusu cihazin hata dagilimi icin
POEOD’nin elde edilmesi icin gerekli Matlab kodlar1 yazilmistir ve Ek 2’te
verilmistir.

S6z konusu kodlar, MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarindaki Langrange ¢arpanlarini
Newton yontemini kullanarak hesaplamaktadir. Hesaplamalar sirasinda, moment
vektorler kiimesi {x, x%, log(x), (log(x))*, log(1+x*)} atanmustir.

Takibinde, bu kiimeden 2°li, 3’1ii, 4’li, 5’1i ve 6’11 kisit kombinasyonlar1 dikkate
alimarak MaxEnt ve MinxEnt dagilimlarinin hesaplanmasi i¢in islem kodlari

yazilmistir.
Adim 3: POEOD’larinin elde edilmesi

POEOD’larinin elde edilmesi i¢in Adim 2’de agiklanan Ek 2’de verilen Matlab
kodlarindan olugan m dosyasiin ¢alistirllmasi sonucunda Cizelge 4.20-4.24’te
verilen MaxEnt dagilimlar1 elde edilmistir ve Sekil 4.19-4.23’te dagilimlarin seyri

verilmistir. Burada isaret edilen moment kisitlari,

2.X;

3. xz;

4. log(x);

5. (log(x))’;
6. log(1+x%)

seklindedir.
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Cizelge 4.20. Hata dagilimi i¢in iki kisit altinda MaxEnt dagilimlari

Gozlem MaxEnt Dagilimlar
Degerleri P1,2 P1,4 P1,5 P1,6
0.0525 0.1229 10.1287 10.1079 |0.1238 0.1134
0.18 0.1235 (0.1282 0.1163 |0.124 0.1182
0.165 0.1241 (0.1275 (0.1216 (0.1244 0.122
0.095 0.1247 10.1264 (0.1255 1|0.1248 0.125
0.1275 0.1253 (0.125 (0.1286 [0.1252 0.1275
0.14 0.1259 (0.1234 0.1312 (0.1256 0.1296
0.16 0.1265 (0.1215 (0.1334 (0.1259 0.1313
0.08 0.1271 (0.1193 [0.1354 (0.1262 0.1329
Entropi 2.9999 12.9995 12.9964 3 2.9981
0,2
—&— Gozlem Degerleri
0,15 /\\\ A e
o e e N R % X E\ X 18
, ¥
AW 14
0,05 —k— 115
—e— 116
0
2 3 4 5 6 8

Sekil 4.19. Hata dagilimi i¢in iki kisit altinda MaxEnt dagilimlari
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Cizelge 4.21. Hata dagilimi i¢in ii¢ kisit altinda MaxEnt Dagilimlari

MaxEnt Dagilimlar:

Gozlem Degerleri| P123

Pioa | Pias | Piogs | Pi3a

0.0525 0.0926 0.0742 (0.1168 |0.0831 |0.0805
0.18 0.1169 0.127 0.1431 |0.1206 0.121
0.165 0.1369 0.1509 0.128 (0.1454 (0.1442
0.095 0.1486 0.1541 0.1166 (0.1533 |0.1528
0.1275 0.1494 0.1471 0.1122 (0.1478 (0.1496
0.14 0.1392 0.133 0.1154 (0.1343 |0.1368
0.16 0.1203 0.1154 0.1252 0.117 0.1182
0.08 0.0961 0.0983 10.1427 10.0984 |0.0969
Entropi 2.9794 2.9663 12.9941 2.9737 2.9714
MaxEnt Dagihmlan
Gozlem Degerleri Pi3s | Pise | Pias | Pras | Pise
0.0525 0.1046 0.0872 0.067 (0.0587 10.072
0.18 0.1155 0.1182 (0.1355 (0.1502 10.1302
0.165 0.1324 0.1409 0.157 (0.1614 (0.1548
0.095 0.1438 0.1512 |0.1549 |0.1502 (0.1554
0.1275 0.1455 10.1491 (0.1431 (0.1368 (0.1451
0.14 0.1373 |0.1373 10.1286 [0.1242 (0.1293
0.16 0.1211 0.119 (0.1135 0.1137 (0.114
0.08 0.0999 0.0972 10.1004 [0.1048 |0.0992
Entropi 2.9875 2.9763 12.9593 2.9504 2.9638
0,2 . o
0.18 o —&— Gozlem Degerleri
0,16 [\“ : 2 +1'§'i
N By V4]
0,14 ’—’Z - T ] 11215
0,12 % \ A ‘ \ —%— 11216
0,1 Z v | |—e— 1314
0,08 - / —+— 11315
o e
0,04
0,02 11416
11516
0
1 2 3 4 5 7 8

Sekil 4.20. Hata dagilimi i¢in ti¢ kisit altinda MaxEnt Dagilimlar1
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Cizelge 4.22. Hata dagilimi igin dort kisit altinda MaxEnt Dagilimlari

MaxEnt Dagilimlar
Gozlem Degerleri Pi234 P1235 [Pi23s Praas [Proase
0.0525 0.0643 10.0532 0.0745 10.0579 |0.0551
0.18 0.1436 10.1639 0.1296 |0.1582 0.166
0.165 0.1616 |0.1611 [0.1575 10.1628 0.1604
0.095 0.151 10.1421 0.1541 (0.1437 |0.1401
0.1275 0.1331 |0.1286 [0.1381 |0.1273 0.1259
0.14 0.1194 10.1217 0.1225 0.1176 [0.1186
0.16 0.113 10.1169 |0.1127 (0.1146 |0.1159
0.08 0.1139 0.1127 [0.111 [0.1179 0.118
Entropi 2.9593 2.9441 12.9694 2.9509 2.9466
MaxEnt Dagilimlar
Gozlem DegerleriPi2s6 | Pisas Piaag PirasePrass
0.0525 0.0587 10.0601 0.0561 10.0626 0.0543
0.18 0.1574 10.152 [0.1611 |0.1478 0.1702
0.165 0.1629 10.1628 [0.1618 |0.1638 0.1587
0.095 0.1439 10.1475 |0.1433 |0.1486 0.1372
0.1275 0.1266 10.1299 0.128 0.1307 0.1248
0.14 0.1173 10.1187 |0.119 (0.1177 10.1185
0.16 0.1145 (0.1138 [0.115 (0.113 0.117
0.08 0.1186 (0.1153 |0.1155 [0.1159 |0.1194
Entropi 2.952 12.9539 2.9482 2.9568 2.9451
0,2
0.18 » —e— Gozlem Degerleri
0,16 ﬁ;\\‘« - —m— 1121314
0,14 N o\ 121315
/ S 1121316
0.12 4 ——y . ‘ Y
, e — —¥— 1121415
01 / \/ \ —o— 1121416
0,08 7/ > —+— 1121516
. —— 1131415
0,06 =4 1131416
0,04 1131516
0,02 1141516
0
1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil 4.21. Hata dagilimi i¢in dort kisit altinda MaxEnt dagilimlari
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Cizelge 4.23. Hata dagilimi i¢in bes kisit altinda MaxEnt Dagilimlari

Gozlem

Degerleri MaxEnt Dagilimlar:

Pi2345 [P12346 [P123s6 [Pi24s6 [P134s6

0.0525 |0.0509 |0.0512 |0.0509 |0.0514 |0.0513
0.18 0.1937 0.1933 0.1936 (0.1923 (0.1928
0.165 0.1324 0.1308 (0.132  (0.1299 (0.1302
0.095 0.1176 0.1195 (0.1184 (0.1228 (0.1211
0.1275 10.131 0.1331 (0.1317 (0.1354 (0.1344
0.14 0.147  (0.1458 (0.1464 (0.1424 (0.1443
0.16 0.1366 0.1339 |0.1356 |0.1295 |0.1317
0.08 0.0907 10.0924 10.0914 0.0963 |0.0941

Entropi 2.9241 2.9262 |2.9248 2.9296 |2.9279
0,25
0,2 1
—&— Gozlem Degerleri
0,15 - —— 112131415
112131416
/ 112131516
0,1 —¥— 112141516
/ —o— 113141516
0,05 -

Sekil 4.22. Hata dagilimi i¢in bes kisit altinda MaxEnt dagilimlari
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Cizelge 4.24. Hata dagilimi i¢in alt1 kisit altinda MaxEnt Dagilimlari

. MaxEnt
Gozlem o
DegerleriDaglhmlan

P123.45.6
0.0525 10.0524
0.18 0.1813
0.165 0.1587
0.095 0.1089
0.1275 |0.112
0.14 0.1483
0.16 0.1586
0.08 0.0798
Entropi 2.9139

0,2

0,18
0,16

0,14

0,12
0,1

0,08

—&— Gozlem Degerleri
—u— 112134156

0,06
0,04

0,02

Sekil 4.23. Hata dagilimi icin alt1 kisit altinda MaxEnt Dagilimlari

Ek 2°deki m dosyasinin P0=[0.1; 0.15; 0.13; 0.12; 0.11; 0.14; 0.125; 0.125]

onsel dagilimi alinarak ¢alistirilmasi sonucunda Cizelge 4.25-4.29°da verilen

MinxEnt dagilimlar: elde edilmistir ve Sekil 4.24-4.28”de dagilimlar1 gdsterilmistir.
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Cizelge 4.25. Hata dagilimi i¢in iki kisit altinda MinxEnt Dagilimlari

Gozlem MinxEnt Dagilim
DegerlenP*l.z P*13 P*14 P*15 P*16
0.0525 10.1008 (0.1051 [0.0896 {0.101 0.0935
0.18 0.1506 (0.1545 |0.145 0.1508 (0.1463
0.165 0.1304 0.1334 |0.1282 10.1305 |0.1285
0.095 0.1201 (0.122 0.1205 0.1201 |0.1201
0.1275 10.1099 (0.1101 1|0.1122 (0.1098 (0.1114
0.14 0.1396 0.1378 10.1437 (0.1395 |0.1425
0.16 0.1244 |0.1201 |0.1299 (0.1242 (0.1284
0.08 0.1242  0.117 0.1309 0.124 0.1293
Entropi 2.9900 2.9897 12.9863 |2.99 2.9881
0,2
0,18
0,16
0,14
—o— GoOzlem Degerleri
0,12 —— 112
01 113
114
0,08 —¥— 115
0.06 —o— 116
’ é
0,04
0,02
0
1 2 3 5 6 7 8

Sekil 4.24. Hata dagilimi i¢in iki kisit altinda MinxEnt dagilimi
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Cizelge 4.26. Hata dagilimi i¢in {i¢ kisit altinda MinxEnt Dagilimlar1

MinxEnt Dagilimlar:

Gozlem Degerleril P* 53 | P¥*154 | P*125 | P¥126 | P¥134

0.0525 0.0738 (0.0621 |0.0991 |0.0674 |0.0659

0.18 0.1467 0.1566 |0.1559 |0.1512 [0.1518

0.165 0.142 10.1502 |0.1316 [0.1476 [0.1468

0.095 0.1395 (0.1413 |0.1179 [0.1414 [0.1411

0.1275 0.1292 (0.1255 10.1062 [0.1269 [0.1279

0.14 0.1513 (0.1453 |0.1367 0.1469 [0.1485

0.16 0.1205 (0.1172 10.1242 0.1178 [0.1188

0.08 0.0971 10.1018 |0.1284 (0.1008 [0.0992

Entropi 2.9681 2.9557 2.9872 12.9625 2.9603

MinxEnt Dagilimlari

Gozlem Degerleril P* 35 | P¥*136 | P*145 | P¥146 | P¥is6

0.0525 0.0826 (0.0701 |0.0581 [0.0544 [0.0606

0.18 0.1435 10.1487 0.1629 0.1716 |0.1595

0.165 0.1385 (0.1448 |0.153 1|0.1541 [0.152

0.095 0.1371 (0.1406 |0.1402 |0.1367 [0.141

0.1275 0.1279 (0.1284 |0.1224 |0.1179 [0.1237

0.14 0.1508 (0.1494 10.1423 |0.1394 (0.1433

0.16 0.121 1(0.1193 |0.1163 [0.1165 [0.1163

0.08 0.0987 10.0987 10.1048 0.1094 [0.1035

Entropi 2.9764 2.965 [2.95 [2.9436 12.9536

0.2 —&— Gozlem Degerleri

0,18 » —=— 11213
Qmjr\\ X 124
0.141 / S = 11215
012 // \7 N \\\F —%— 1126
0.1 j —o— 1134
0081 = —— 135
g:gi " — 136
0,02 1415
0 1416

1 2 3 4 5 6 7 8 156

Sekil 4.25. Hata dagilimi i¢in ii¢ kisit altinda MinxEnt dagilimlari
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Cizelge 4.27. Hata dagilimi i¢in dort kisit altinda MinxEnt Dagilimlari

MinxEnt Dagilimlari

Gozlem Degerleri P*1.23.4[P*1235 P*1.23.6 [P*1.2.45 [P¥1246

0.0525 0.0594 10.0526 [0.0653 (0.0557 10.0541

0.18 0.1612 0.1723 |0.1537 0.169 10.1729

0.165 0.1528 10.1538 [0.1501 (0.1544 |0.1541

0.095 0.1404 0.1367 0.1415 0.1376 0.1359

0.1275 0.1222 10.1191 |0.1249 0.1182 0.1169

0.14 0.1417 0.1414 |0.1441 (0.1391 0.1387

0.16 0.116 10.1176 [0.1166 0.1162 0.1167

0.08 0.1062 0.1066 0.1039 0.1099 |0.1107

Entropi 2.9525 2.9404 [2.9605 |2.9462 |2.9429

MinxEnt Dagilimlar

Gozlem DegerleriP*125.6 | P*13.45 P*13.4.6 P*1354P 1456

0.0525 0.0563 0.057 10.0546 (0.0584 0.0536

0.18 0.1683 0.1657 0.1706 (0.1638 10.1751

0.165 0.1546 0.1539 0.154 (0.1538 0.1538

0.095 0.1377 10.1391 |0.1373 (0.1397 |0.1345

0.1275 0.118 10.1202 |0.1187 (0.1206 [0.1155

0.14 0.1387 0.1404 [0.14  (0.1403 |0.1381

0.16 0.116 0.116 [0.1165 0.1158 0.1171

0.08 0.1104 10.1076 [0.1083 (0.1077 |0.1123

Entropi 2.9472 2.9484 2.944 12.9507 2.9418
0.2 —&— Gozlem Degerleri

0.18 n —=— 11234

0.16 ﬁf_\/&g\ A 1121315

0,14 NS e

0.12 // \ \./ N : \\ 1121316

’0 1 / \7 ' e —%— 112415

00,8 / \ —— 12416

' f - —+— 1121516

g:gi [t —— 113415

0,02 113416

0 1131516

1 2 3 4 5 6 7 8 14156

Sekil 4.26. Hata dagilimi i¢in dort kisit altinda MinxEnt dagilimlari
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Cizelge 4.28. Hata dagilimi i¢in bes kisit altinda MinxEnt dagilimlari

MinxEnt Dagilimlar:
P*12345 P*12346 P*12356 P*1.2456 [P*13456

Gozlem
Degerleri

0.0525 10.0512 0.0514 (0.0512 [0.0516 |0.0515
0.18 0.1915 |0.191 0.1914 10.1901 |0.1905
0.165 0.1368 10.1359 |0.1365 [0.1354 |0.1355
0.095 0.1189 10.1203 |0.1195 |0.1229 (0.1216
0.1275 {0.1194 |0.1208 |0.1199 |0.1222 |0.1216
0.14 0.1584 0.1576 0.158  [0.1552 [0.1566
0.16 0.1333 0.1313 0.1324 |0.1275 [0.1295
0.08 0.0906 10.0919 10.0912  0.095  10.0932
Entropi 2.9225  2.9244 2.9231 2.9277 2.926

0,25
0,2 - - .
A —&— Gozlem Degerleri
—a— 11213415
0,15 AN A
/ 11213416
o \v . 121356
/ A —%— 1241516
——
0,05 | 11341516

Sekil 4.27. Hata dagilimi i¢in bes kisit altinda MinxEnt dagilimlar
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Cizelge 4.29. Hata dagilimi i¢in alt1 kisit altinda MinxEnt Dagilimlari

MinxEnt

Gozlem |py, 51 1miar]

Degerleri

P*123.45.6

0.0525 [0.0524

0.18 0.1811
0.165  (0.1586
0.095  0.1119
0.1275 (0.1029
0.14 0.1601
0.16 0.1513
0.08 0.0816
Entropi 2.9124

0,2

s B
0,12 / AN 7 \
' / L/ \ —e— Gozlem Degerleri

0,1
0.08 / ¥ \ —l— 11213141516
0,06 /

]
0,04
0,02
0
1 2 3 4 5 6 7 8

Sekil 4.28. Hata dagilimi igin alt1 kisit altinda MinxEnt dagilimlari

Adim 4: MinMaxEnt, MaxMaxEnt, MinMinxEnt ve MaxMaxEnt dagilimlarinin

tespit edilmesi

Bu asamada, dncelikle Cizelge 4.20-4.24’{in her biri ayr1 ayr1 incelenerek en

kii¢iik entropi degerine sahip olan MaxEnt dagilimlar1 ve en biiyiik entropi degerine
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sahip olan MaxEnt dagilimlari, baska bir deyisle MinMaxEnt ve MaxMaxEnt
dagilimlar1 sirastyla Cizelge 4.30-4.31°de gosterildigi gibi tespit edilmistir.

Cizelge 4.30. MinMaxEnt dagilimlari

P14 P Pi23s Pi123.45 P123.45.6
0.1079 0.0587 0.0532 0.0509 0.0524
0.1163 0.1502 0.1639 0.1937 0.1813
0.1216 0.1614 0.1611 0.1324 0.1587
0.1255 0.1502 0.1421 0.1176 0.1089
0.1286 0.1368 0.1286 0.131 0.112
0.1312 0.1242 0.1217 0.147 0.1483
0.1334 0.1137 0.1169 0.1366 0.1586
0.1354 0.1048 0.1127 0.0907 0.0798

Cizelge 4.31. MaxMaxEnt dagilimlari

Pis Pi2s P23 Pi12.456
0.1238 0.1168 0.0745 0.0514
0.124 0.1431 0.1296 0.1923
0.1244 0.128 0.1575 0.1299
0.1248 0.1166 0.1541 0.1228
0.1252 0.1122 0.1381 0.1354
0.1256 0.1154 0.1225 0.1424
0.1259 0.1252 0.1127 0.1295
0.1262 0.1427 0.111 0.0963

Cizelge 4.25-4.29’dan en kiigiik entropi degerine sahip olan MinxEnt
dagilimlar1 ile en biiyiikk entropi degerine sahip olan MinxEnt dagilimlar
belirlenmistir. Baska bir ifade ile MinMinxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlar1 Cizelge
4.32-4.33’teki gibi bulunmustur.
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Cizelge 4.32. MinMinxEnt Dagilimlari

P P*146 P*1235 P*12345 P*123.45.6
0.0896 0.0544 0.0526 0.0512 0.0524
0.145 0.1716 0.1723 0.1915 0.1811
0.1282 0.1541 0.1538 0.1368 0.1586
0.1205 0.1367 0.1367 0.1189 0.1119
0.1122 0.1179 0.1191 0.1194 0.1029
0.1437 0.1394 0.1414 0.1584 0.1601
0.1299 0.1165 0.1176 0.1333 0.1513
0.1309 0.1094 0.1066 0.0906 0.0816

Cizelge 4.33. MaxMinxEnt Dagilimlari

P*y, P*i25 P*1236 P*1245.6
0.1008 0.0991 0.0653 0.0516
0.1506 0.1559 0.1537 0.1901
0.1304 0.1316 0.1501 0.1354
0.1201 0.1179 0.1415 0.1229
0.1099 0.1062 0.1249 0.1222
0.1396 0.1367 0.1441 0.1552
0.1244 0.1242 0.1166 0.1275
0.1242 0.1284 0.1039 0.095

Adim 5: POEOD ’larinin olasuliksal karisim modellerinin onerilmesi

Adim 1- 4 dikkate alinarak, bu alt boélimde POEOD’larinin olasiliksal karisim
modelleri 6nerilmistir. S6z konusu modellerde kullanilan dagilimlar,

p= Pi2345

PO=Py s
PW=P* 53,5
olarak belirlenmistir.

Bu durumda 6nerilen modeller,
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M1= clP(l) + czP(z) ,
m2=eP?) ser P,

M3= Clp(l) + czP(4)

seklindedir.

Adim 6: Onerilen olasiliksal karisim modelleri icin tanmimlanabilirlik teoreminin

yeter kosullarinin kontrol edilmesi

Oncelikle M1 ve M2 modellerinin tanimlanabilirligi i¢in Teorem 3.2 nin ifade
ettigi kosul, M3 ve M4 icin Teorem 3.4’iin ifade ettii kosul ve M5 i¢in Teorem

3.5’in ifade ettigi kosul saglanmali. Cikarsama 1 ve 2 geregince s6z konusu kosul,

R(%) R(%)
F(%) B(%)

olmasidir.

#0

Bu amagla Adim 5’te ifade edilen dagilimlarin birikimli olasilik dagilimlari

Sekil 4.29°daki gibi elde edilmistir.
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Sekil 4.29. Birikimli dagilim fonksiyonlar1

F (%) F(%)| [0.0509 0.2446
— 5 = =-0.00092 =0
Fz (Xl) Fz (Xz) 0.0524 0.2337
kosulu saglandigindan M1 ve
F(x) BK(x . .
_ z(icl) 2()?) _[00524 02337} oo
F3 (Xl) F3 (Xz) 0.1238 0.2478
kosulu saglandigindan M2 ve
_IA(ER) AR

~ ‘0.0509 0.2446

=-0.00017#0
0.0512 0.2427

Fy(%) Fy(%)

kosulu saglandigindan M3 tanimlanabilirdir.
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Adim 7: Onerilen olasiliksal karisum modellerinin parametre tahmini

Bu adimda, Adim 5’te onerilen ve Adim 6’da tanimlanabilirligi gosterilen olasiliksal
karistm modellerinin parametre tahmini Alt Bolim 4.1°de anlatilan yontem
kullanilarak yapilmistir. Bu amagla MATLAB paket programinda yazilan kodlar Ek

4’te verilmistir ve asagidaki gibi bulunmustur:

M1=0994785P1) +0.005215P2)
1m2=0001275P2) 1+ 0.998725P(3)

w3 =0893625P1) 4 0.106375P(4).
Adim 8: Karsilastirma ve en iyi uyum saglayan modelin tespiti

Bu adimda karsilagtirma yapabilmek amaciyla literatiirde siklikla kullanilan Normal

dagilimlarin karisim modeli ilgili veri seti i¢in,
MK 1=0.399X1+0.6006X2

yazilabilir. Burada XI1~N(38.69, 7.508), X2~ N(74.98, 14.551) seklinde
olusturulmustur.

MK modelinin elde edilmesi igin kullanilan R Paket Program kodlar1 Ek 3’te
verilmistir.

Ayrica, (Shamilov, 2006d; Usta, 2006)’da MinMaxEnt dagilimin veri setine
iyl uyum sagladig1 vurgulanmasindan dolay1, s6z konusu veri seti i¢in olusturulmus
P tek basina MK2 modeli ile verilmistir.

M1, M2, M3, MK1 ve MK2 modellerinin uyum degerleri Cizelge 4.34’de ve
ilgili OKHK ve R? Olciitleri Cizelge 4.35’te verilmistir
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Cizelge 4.34. Uyum Degerleri

Araliklar | Gozlem Degerleri | M1 M2 M3 MK1 MK2
20-30 20 20.96 20.99640120.46720 | 19.98839 | 20.96000
30-40 72 72.56 72.49080|76.69360 | 72.93058 | 72.52000
40-50 66 63.44 63.46250|54.53280 | 66.65404 | 63.48000
50-60 38 43.56 43.56810(47.50470|36.26237 | 43.56000
60-70 51 44.84 44.80670 |48.25360 | 51.87108 | 44.80000
70-80 56 59.32 59.30840|62.87490 | 64.58776 | 59.32000
80-90 64 63.4 63.42330|53.46040 | 51.42724 | 63.44000
90-100 32 31.96 31.94370|36.24430|36.27852 | 31.92000
Cizelge 4.35. Karsilasgtirma icin OKHK ve R? 5lgiitleri

Onerilen Olasiliksal Karisim | Karsilastirilan

Modelleri Kontrol Modeller
Olgiitler Ml M2 M3 MK MK?2
OKHK 3.317228|3.322547|7.31427 |5.648027|3.321114
R’ 0.962627|0.962521|0.817477|0.893149{0.962521

Son ¢izelge incelendiginde M1 olasiliksal karigtm modelinin en diigiik hatal

ve yiiksek R* degerine sahip olmasi nedeni ile veriye diger modellerden daha iyi

uyum sagladig1 gézlenmektedir. Benzer tespit, Sekil 4.30 incelenerek de yapilabilir.
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Sekil 4.30. Dagilimlarin uyumu
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Baska Dbir deyisle, MinMaxEnt dagilimmin (MK2) tek basina
kullanilmasindansa MinMaxEnt dagilimlarinin olasiliksal ~karigiminin - (M1)

kullanilmasinin daha uyumlu degerler elde ettigi tespit edilmistir.

Sonu¢ olarak, radyo dalgalarmi Olgen cihazin hata dagiliminin iki tepeli
olmas1 nedeniyle belirli bir istatistiksel dagilimla ifade edilememesi sonucunda bu
dagilim incelenmistir. ki normal dagilimm karisimi olarak ifade edilebilen bu
dagilimi MinMaxEnt dagilimlarinin karigimi olarak daha iyi ifade edilebildigi tespit

edilmistir.
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5. SONUC VE ONERILER

Sunulan tezin Ozilinli, tanimlanabilir yeni olasiliksal karigtm modellerinin
tanimlanmas1 olusturmaktadir. Bu amagla Oncelikle, sonlu sayida karisim
dagilimlarinin  tanimlanabilirligi  i¢in Lebesgue-Stieltjes integrali yardimiyla
Teicher’in 1. Teoremine alternatif bir ispat sunulmustur. Buradan hareketle, onerilen
olasiliksal karisim modellerinin uygulamasinda goz oniine alinmasi gereken kosullari
belirlemek amaciyla Onerilen modellerin tanimlanabilirliginin ispatlanmasi zorunlu
hale gelmektedir. Bu yiizden sirasiyla,

1. POEOD’nin sonlu karigiminin tanimlanabilir oldugu ispatlanmistir;

2. POEOD’nin bilinen istatistiksel dagilimlar ile karisimini ifade etmek amaciyla
oncelikle POEOD’nin parametrelestirilmesine gerek duyulmustur. Bunun
neticesinde, EOD dagilimlar bir/iki parametreye bagl ifadesi verilerek PEOD
tanimlanmistir;

3.  PEOD’da moment fonksiyonlar1 kiimesini 6zel se¢erek s6z konusu PEOD’nin
karisiminin tanimlanabilir oldugu ispatlanmustir;

4. PEOD ile Lognormal, Weibull ve Gamma dagilimlar ailelerinin ii¢lii, dortlii
birlesimlerinden olusmus yeni LGE, GWE, LWE, LGWE olasiliksal karisim
modelleri 6nerilmistir ve bu modellerin tanimlanabilir oldugu ispatlanmistir. Bu
dagilimlardan farkli olarak da logaritmik seriler dagilimi ailesi ile kesikli
dikdortgen dagilimlar ailesinin birlesiminden olugsmus aileden alinan
dagilimlarin sonlu karisimi tanimlanabilir oldugu ispatlanmistir;

5.  Ayrica, farkl olarak da logaritmik seriler dagilimi ailesi ile kesikli dikdortgen
dagilimlar ailesinin birlesiminden olusmus aileden alinan dagilimlarin sonlu

karigimlarinin tanimlanabilir oldugu ispatlanmistir.

Tanimlanabilirligi ispatlanan POEOD’nin olasiliksal karisim modellerinin gergek

hayatta uygulama buldugunu betimlemek amaciyla iki problem ele alinmstir.
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1.  Goriintii Isleme Problemi: Olasiliksal dagilimlarin, kodlama teorisindeki énemi
gbz ard1 edilemeyecek kadar onemli (Yolacan, 2005) oldugundan ve pek ¢ok
veri sikistirma algoritmasi olasiliksal dagilimlart kullanarak tanimlandigindan
(Yolacan&Shamilov, 2007a) dolay1, Bolim 4’teki ilk uygulama konusu bir
goriintii igleme problemi olarak alinmistir. Segilen bir goriintiiniin Onerilen
POEOD olasiliksal karigim modelleri yanindan temsil edilebilecegi tespit
edilmistir. Boylece, goriintiiniin kendisinin saklanmasi bilgisayarin belleginde
fazla yer kaplamasindan dolayr goriintiiniin depolanmasi ya da aktarilmasi
islemlerinde s6z konusu Onerilen modellerin kullanilmasi Onerilebilir. Bu
asamada depolanan gorilintiiniin ters gOriintlisiiniin elde edilmesi gibi ek
problemler de ortaya ¢ikmaktadir. Ancak bu problemler farkli bir arastirma
konusu teskil ettiginden bu tezde incelenmemistir.

2. Hata Dagilimi Problemi: Radyo dalgalar1 ile mesafe 6l¢en bir cihazin hata
dagilimi ele alinmistir. S6z konusu bu dagilim bilinen istatistiksel dagilimlar ile
ifade edilemeyen iki modlu bir dagilima sahiptir. MaxEnt dagilimi ile ifade
edilebilirligi incelenmis olan bu dagilimin MaxEnt olasiliksal karisim modeli

aracilig1 ile daha iyi temsil edildigi tespit edilmistir.

Sonugta, bu tezde daha uyumlu modeller belirlemek amaciyla, EOD’nin
olasiliksal karisimi ve EOD ile bilindik istatistiksel dagilimlarin olasiliksal karigim
modelleri gelistirilmistir. Bu modeller istatistigin, biyolojinin, miihendisligin ¢esitli

alanlarinda basariyla uygulanabilir.
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Ek-1 Sonlu karisim modellerinin literatiirdeki uygulamalari

UYGULAMA KARISIM Tahmin Referans
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Cesitli Macdonald
(1975)
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Cesitli Clark (1976)
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(1973)
Levrek uzunluklar1 (yasa Normaller GR Cassie (1954)
gore)
Alaca alabalik Normaller GR Everett (1973)
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Maas regresyonu Regresyonlar MD Quandt ve
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UYGULAMA KARISIM Veri Tahmin Referans
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Aligveris sayist Poisson bilesen D ML Paul (1978)
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TIBBI
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sonuglari)
Klinik test skorlar1 Cok degiskenli R B Titterington (1976)
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UYGULAMA KARISIM Veri Tahmin  Referans
TiPi Seti  Yontemi
PSIKOLOJI
Yanit zamanlar Lognormaller D - Broadbent
(1966)
GR Cox (1966)
Reaksiyon zamanlar1 Kesikli H - Thomas
(1969)
PALEONTOLOJI
Foraminifer ¢ap1 (tipleri) Normaller H MM Ghose(1970)
R Cesitli Clark (1976)
Misirhilarin -+ altgene  genisligi  Normaller D MM Martin (1936)
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(1972)
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(1977)
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ML Hasselblad
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SEDIMENTOLOJI/JJEOLOJI

devam...
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(1973)
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isseller ve Blocker
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agirhik (1983)
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BOTANIK
Polen tanecikleri Normaller D GR(FD) Usinger
(1975)
Polen tanecikleri Multinomial D ML, MD Gordon ve
Prentice
(1977)

Iris veri seti Tek R CA Scott ve
degiskenli Symons(1971)
normaller
Cok ML Wolfe (1970)
degiskenli
normaller

ML O’Neill
(1978)
Bayes Binder (1978)
CA
ML Everitt ve
Hand (1981)
Bitki ¢iftlerinin yiikseklik farki Normaller D Bayes Box ve Tiao
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ML Aitkin ve
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Wilson (1980)
Bitki uzunlugu Normaller D MM,ML Rao (1948)
GR Tanaka (1962)
R Cesitli Clark (1976)
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UYGULAMA KARISIM TiPI Veri  Tahmin Referans
Seti Yontemi
BOTANIK
devam...
Polen sayimi (bilesenler D MM Mosimann
multinomial) (1962)
Cigek verme zamani Normaller D MM, ML Tan ve Chang
(1972)
ZIRAAT
Ekin yogunlugu Bilinen - ML Peters ve
bilesenler Coberly (1976)
Arpa verimi Faktoriyel model R Bayes CA  Binder (1978)
Panikiil uzunlugu Normaller D MM, ML Tan ve Chang
(piring soyu) (1972)
ZOOLOJI
Kus hiz1 (gruplar) - H CA Larkin (1979)
Tripanazoma Normaller D MM Pearson (1914)
uzunluklari (soylar)
R Cesitli Clark (1976)
D GR Fowlkes (1979)
D ML Everitt ve Hand
(1981)
Yenge¢ alin genisligi Normaller D MM Pearson (1894)
R Cesitli Clark (1976)
Digsel uzaklik (karides Normaller D MM Pearson (1894)
cinsiyete gore)
R Cesitli Clark (1976)
Deniz kabugu genisligi Normaller H GR Harding (1949)
(cinsiyete gore)
Fare c¢esitleri kafatast Cok degiskenli - ML Do ve
genisligi normaller McLachlan
(1984)
Yumurta sayimi Poisson D MM Muench (1936)
Fare 6liim zamani Binomial D MM Muench (1936)
Yunusun ylizme Von Mises R ML Mardia ve
yonleri Sutton (1975)
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UYGULAMA KARISIM Veri Tahmin Referans
TIPI Seti  Yontemi
ZOOLOJI
devam...
Yilanbaligi uzunlugu ~ Normaller H FD Taylor (1965)
Plankton frekansi Normaller D GR Cassie (1962)
Tavuk yumurta Normaller H ML Covey-Crump
kanalindaki (1970)
genisligi
Misir kurtguk lavrasi (Neyman A) D MM Neyman (1939)
(Neyman) D MM Beall (1940)
(Poisson D MM McGuire, Brindley
bilesenler) ve Bancroft (1957)
Lavra (Poisson, D Ad hoc Kati ve Gurland
Pascal) (1961)
BOZULMA
ZAMANI, vb.
Lambanin Ussel D - Davis (1952)
(yiplerine gore)
fletken 6mrii Ussel D ML Mendenhall ve
Hader (1958)
Otobiis Omiir siiresi Normal+iissel H - Davis (1952)
Elektron tiipleri Weibull D GR Kao (1959)
Telefon Lognormal D GR Fowlkes (1979)
uzunlugu
Lazer 6mrii Normaller R GR Fowlkes (1979)
Emniyet Weibull/iissel - ML Mandelbaum ve
Haris (1982)
KARISIK
Yiizey kusurlari Poisson D MM Rider (1961)
Cohen (1965)
Gece sicakligi normaller D MM Charlier ve
mevsim) Wicksell (1924)
Raf hasar veri Regresyonlar R ML Aitkin ve
(hata) Tunnicliffe
Wilson (1980)
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UYGULAMA KARISIM TiPi  Veri Tahmin  Referans
Seti  Yontemi
KARISIK
devam...
Oliim haberci Poisson D MM Schilling (1947)
frekans1
(mevsimler)
D ML Hasselblad (1969)
D MM Everitt ve Hand
(1981)
Erkek Oltimleri Deneysel Bayes D ML Laird (1978)
(nedenleriyle)
Jeodezik dl¢iimler Normaller H MM Gridgeman (1970)
Kuyruklu yildiz Poisson D MM Schilling (1947)
frekansi
Jiiri kararlari Binomial D MM, MD Gelfand ve
solomon (1975)
Kelime frekanslart  (Poisson D ML Sichel (1975)
bilesenler)
Maya hiicre (Neyman A) D MM Neyman (1939)
frekanslari
Genetik iireme Kesikli - ML, CA Bryant ve
Williamson (1978)
Kuyruktaki kisi (Geometrik - - Barndorff-Nielsen
sayis1 (yogun an) bilesen) (1979)
Hipsometri egrisi Normaller D GR Taner (1962)
Duman pargaciklar1 Teorik egriler D - Lipscomb, Rubin
genisligi ve Sturdivant
(1947)
Radyoaktif iz ssel - FD Brownell ve
siirlici Callahan (1963)
Sprey yogunlugu Truncated normal MD Wilkins (1961)
ya da Cauchy
Deniz-buz kalinligi ~ Ozellesmemis C - Wadhams (1981)
Arsenic yanit Probit modeller D GR, ML Ashford ve Walker
(1972)
Trafikte bosluklar Ussel D MM, ML Ashton (1971)
Suc frekanslari Geometrik D ML Haris (1983)
Yagis Normaller - ML Leytham (1984)
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Ek-2 MaxEnt ve MinxEnt dagilimlar icin yazilan MATLAB kodlar

clear all

syms x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9 x10

syms T

syms TP

%DATA

dat=[1, 2, 3,4,5,6,7,8,9, 10];

% A matrisindeki 1'ler sativinin olusturulmasi
s=length(dat);

for i=1:s
b(i)=1;
end

%
PO=(1/s)*ones(s,1);
%Gozlenen olasiliklar
Histol=[0 001224479 11151418 172222222023 27 29 28 28 2529 28 35
292933323232423234323127322826312825282923312731243131
302935252930323031303329383134363537383631374237404752
49 52 52 42 47 40 42 39 36 30 38 34 27 31 34 33 31 29 28 28 30 28 29 29 27 28 29
3334 31332929292823242530192130243026302530323129282932
29312935333030241917171713141014 1211161213 1515 18]
n=0;
for k=1:10
t=0;
for i=(1+n*16):(k*16)
t=t+Histo1(i);
H(k)=t;
end
n=n+1;
end
pr=H/sum(H);
%g(j) fonksiyonlari
gl=inline('x");g2=inline('x."2");g3=inline('log(x)");g4=inline('(log(x)."2)");
g5=inline('log(1+x.72)");
% p(x)*g(x)'in olusturulmasi
pgl=gl(dat)™*pr; pg2=g2(dat)*pr; pg3=g3(dat)*pr; pgd=g4(dat)"*pr;
pg5=g5(dat)*pr;
for i=1:s
gxpx1()=pgl(i,i); gxpx2(1)=pg2(i,i); gxpx3(1)=pg3(i1);
gxpx4(1)=pg4(L,i); gxpx5(1)=pg5(ii);
end
% Katsayilar matrisi A
G=[b; gl(dat);g2(dat); g3(dat); g4(dat); g5(dat)];
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% Moment hesabi be b vektorunun elde edilmesi
GP=[gxpx1 ; gxpx2; gxpx3; gxpx4; gxpx5];
M=[1; sum(gxpx1); sum(gxpx2); sum(gxpx3); sum(gxpx4); sum(gxpx5)];
%
ub=[1;1;1;1;1;1;1;1;1; 1];
Ib=[0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0; 0];
%
Kisitboyut=size(G);
Kisitsayisi=Kisitboyut(1,1);
%---Herbir kisit kombinasyonu icin Maximum Entropi dagiliminin bulunmasi
for k=1:Kisitsayisi-1
kisit=k;
combos = combntns([2:Kisitsayisi],k)
ks=size(combos,1)
for i=1:ks
sayac=i;
KV=combos(i,:); %kombinasyon siralama vektoru
KVT=KV'
A1=G(1,:);
A2=G(KVT,:);
A=[A1;A2];
b1=M(1,:);
b2=M(KVT,:);
b=[bl; b2];
P=fmincon(inline('sum(x.*log(x))"),P0,[],[],A,b,Ib,ub,[]);
for j=1:s
if P(j)==0
P(3)=0.000001;
end
end
MaximumEntropyDist(i,:,k)=P
entropi(i,:,k)=-(P'*log2(P))
Top(i,:,k)=sum(MaximumEntropyDist(i,:,k));
end
end
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Ek-3 iki normal dagihmin karisiminin elde edilmesi icin R kodlar1

> elek
x frek
1 30 21
240 72
3 50 66
4 60 38
570 51
6 80 56
7 90 64
8 Inf 32
> sum(elek$frek)
> fitcass1<-mix(elek, mixparam(c(40, 90),1),"norm",mixconstr(consigma="CCV"))
> summary(fitcassl)

Parameters:

pi mu sigma
1 0.3994 38.69 7.508
2 0.6006 74.98 14.551

Standard Errors:

pl.se mu.se sigma.se
10.02987 0.8658 0.4415
20.02987 1.1622  NA

Analysis of Variance Table
Df Chisq Pr(>Chisq)
Residuals 34.7372 0.1921

> fitted(fitcass1)$mixed
[1] 19.98839 72.93058 66.65404 36.26237 51.87108 64.58776 51.42724
[8] 36.27852
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Ek-4 Yariya bolme yontemi ile maksimum esitlik parametre tahmini icin

gelistirilen kodlar

---- fonk3.m ----
function f = fonk3(teta)
a=[0.1411 0.1362 0.0429 0.2122
0.0001 0.0846 0.0636 0.1348 0.0001
0.1845];
b=[0 0.1649 0.1244 0.0435 0.0987
0.1824 0.1225 0.0723 0.1913
0.00017;
for i=1:10

c(i)=((exp(1)*teta*(a(i)-
b(1)))+(exp(1)*b(i)))"(a(i)-b(1));
end
y=(prod(c));
f=y-1;
------ Kokbulma.m
L=0; m=1; delta=0.0001;
yL=feval('fonk3',L);

ym=feval('fonk3',m);

if yL*ym>0

disp('l ve m baslangic degerleri uygun
secilmediginden yakinsama
saglanamadt');

end

max 1=1+round((log(L-m)-
log(delta))/log(2));

for k=1:max1
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p=(L+m)/2; yp=feval('fonk3',p);
if yp==

L=p;

m=p

else if ym*yp>0

m=p;ym=yp;

else

L=p;yL=yp;

end

if m-L<delta

break

end

end

p=(L+m)/2

disp(‘hesaplamada yapilan hata
miktar1")

hata=abs(m-L)

disp('bulunan p degeri f fonksiyonunu
yp kadar hata ile sagliyor")
yp=feval('fonk3',p)
disp(‘iterasyon sayist')

k

end



