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Bu tezde, MaxEnt metodu yardimiyla moment fonksiyonlarina bagl yeni
bir fonksiyonel tamimlanarak, bu fonksiyonele minimum deger veren ve
informasyonu maksimum yapan bir dagilim belirleme siireci gelistirilmistir. Bu
siire¢ sonucu elde edilmis dagilim MinMaxEnt olarak adlandirilmistir. Bu
dagilimin anakiitlenin dagilimina MaxEnt dl¢iimiine gore en yakin dagilim oldugu
gosterilmistir. Gelistirilen bu siirec MaxEnt metodunun bir genellesmesi olarak
distiniilebilir.

Benzer sekilde Kullback-Leibler (K-L) 0l¢iisii yardimiyla moment
fonksiyonlarina bagli yeni bir fonksiyonel tanimlanmis ve bu fonksiyonele
maksimum deger veren ve Kullback-Leibler Oolgiisiine gore ana kiitlenin
dagilimina en yakin dagilim bulma siireci gelistirilmigtir. Bu siire¢ sonucu elde
edilmis dagilim MaxMinxEnt olarak adlandirilmistir.

Uygulama olarak, MinMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlar1 kullanilarak,
Eskisehir bolgesinde Olgiilen riizgdr hizinin dagilimlar1 bulunmus ve klasik
istatistigin bir modeli olan, riizgar alaninda uygulanabilirligi kabul edilen 2-
parametreli Weibull dagilimiyla karsilastirilmistir. Sonug olarak, MinMaxEnt ve
MaxMinxEnt dagilimlar1 riizgar hizin1 modellemede Weibull’a gore daha iyi
sonuglar verdigi gdsterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Maximum Entropi, Kullback-Leibler 6lgiisii, MinMaxEnt

ve MaxMinxEnt dagilimlari, Model belirleme kriterleri
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In this thesis, a new functional which depends on moment functions is
defined by means of MaxEnt measure. By using mentioned functional, the process
of determining a distribution is developed. This distribution has the greatest
information and is closest to the distribution of the population in the sence of
MaxEnt measure. It is naturel to call the determined distribution as MinMaxEnt
distribution. This process can be seen as the generalization of MaxEnt method.

Morever, a functional which depends on moment functions is defined by
means of Kullback-Leibler (K-L) measure. By using mentioned functional, the
process of determining a distribution is developed. This distribution is closest to
the distribution of the population in the sence of K-L measure. It is naturel to call
the determined distribution as MaxMinxEnt distribution. This process can be seen
as the generalization of MinxEnt method

In application, using MinMaxEnt and MaxMinxEnt distributions, the
distribution of the wind speed measured in Eskisehir are found and compared with
2-parameter Weibull distribution which is classical statistical model, accepted in
wind study. Consequently, it is showed that MinMaxEnt and MaxMinxEnt
distributions give better results for wind speed distributions, compared to the
Weibull which is widely used in wind studies.

Keywords: Maximum Entropy, Kullback-Leibler measure, MinMaxEnt and

MaxMinxEnt distributions, Model selection criteria
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1. GIRIS

Temelde entropi termodinamigin bir kavrami olmakla beraber istatistiksel
mekanikte entropinin yeri ve metodlarinin gelistirmesinde rolii biiyiiktiir.
Shannon (1948) “Mathematical theory of communication” adli ¢aligmasinda,
entropi kavramini informasyonla iligkilendirmis ve ardindan Jaynes (1957), ilgili
sistemin moment kisitlarina goére Shannon’un entropi Ol¢limiinii maksimize
ederek olasilik dagilimlarinin elde edilebildigi MaxEnt (Maksimum entropi)
olarak adlandirdigir bir metot gelistirmistir. Daha sonraki yillarda, Kullback,
Leibler, Rengi rassalligin s6z konusu oldugu ortamlarda, ilgilenilen olasiliklarin
hesaplanmasinda entropi ve MaxEnt metodunun basariyla uygulanabilecegini
gostermislerdir (Kullback ve Leibler 1951; Kullback 1959; Rengi 1961).

Hem istatistik hem de MaxEnt kismi veya tamamlanmamis
informasyondan yola ¢ikarak sonu¢ ¢ikarsama ile ilgilenir. MaxEnt’de miimkiin
olan sonsuz momentler igerisinden sadece birka¢ momentin bilinmesi ile olasilik
yogunluk fonksiyonunu tahmin etmeye c¢alisilirken, istatistikte ise sonsuz sayida
miimkiin rassal Orneklemler igerisinden sadece bir rassal drneklem miimkiin
oldugunda yogunluk fonksiyonunu tahmin etmeye c¢aligilir. Boylece bu iki
disiplinin birbiriyle igten iligkili olduklar1 ve birbiri iizerinde etkileri oldugu
sasirtict degildir.

Istatistik biliminde, olasilik dagilimlari temel yap: taslarindan birisidir.
(Shamilov ve ark. 2005), (Shamilov ve Mert 2005). Yiizyillar boyunca, ¢ok
sayida olasilik dagilimlari; kesikli veya siirekli, tek degiskenli ya da ¢ok
degiskenli, degisik diisiincelerden 6zdeslestirilmistir. Burada, MaxEnt gii¢lii bir
birlestirici etki saglar ¢iinkli pek ¢ok olasilik dagilimi bazi basit momentlerin
bilgisi altinda, entropi maksimize edilerek elde edilebilir. Bazi dagilimlarin
sadece birkag momentiyle karakterize edildigini bulmak memnun edici bir
kolayliktir. MaxEnt metodu, cesitli dagilimlarin karakterize edici momentlerini
bulmak i¢in bize bir ara¢ saglamaktadir.

Istatistiksel cikarsamanin temel hedeflerinden biri, sadece bir rassal
orneklem verildiginde yogunluk fonksiyonunu tahmin etmektir. Yogunluk
fonksiyonunun formu bilinir ve yogunluk fonksiyonundaki parametreler rassal

orneklem degerlerini kullanarak tahmin edilir. Benzer yolla, olasilik



yogunlugunun karakterize edici momentleri goriintii ile verilir ve bu momentlerin
degerleri rassal 6rneklemde ilgili momentlerin degerlerinde aritmetik ortalamasi
gibi elde edilir. Bu tahminler Fisher’in maksimum benzerlik metodu (Maximum
Likelihood) kullanildiginda elde ettigi tahminleri ile aynidir.

Hem MaxEnt hem Istatistik kendilerini olasilik yogunluk fonksiyonu
hakkinda bilgi elde etmek icin yonlendirmisdir. Istatistikte bunu rassal
orneklemden elde ederken, MaxEnt’de informasyon momentler hakkindaki
bilgiden elde edilmektedir. Fisher, parametrelerde bulunan informasyonu ele
alirken, Shannon ve Jaynes momentlerde bulunan informasyonu ele almistir.

Giliniimiizde ise entropi optimizasyon metodlari, istatistik, matematik,
cografya, uzay bilimleri, ekonomi, finans, pazarlama, sistem analizi, goriintii
isleme, model belirleme gibi alanlarda 6nemli uygulamalara sahiptir.

Ozellikle istatistikte pek ¢ok konu maksimum entropi (MaxEnt) ve
minimum c¢apraz entropi (MinxEnt) metodlar1 uygulanarak incelenmistir.
(Kullback 1951, 1959; Kapur, Kesevan 1992; Shamilov 2004; Shamilov ve Mert
Kantar 2005; Shamilov ve Yolacan 2005). En 6nemli konulardan bir tanesi
MaxEnt  metoduyla  non-parametrik  bir  yogunluk  fonksiyonunun
bulunabilmesidir. Bu yogunluk fonksiyonuna MaxEnt yogunluk fonksiyonu
denilmektedir. Fonksiyon olduk¢a esnek giiclii olmasinin yani sira MaxEnt
metodunda eger moment kisitlar1 6zel bir dagilimin karakterize eden momentleri
ise bu durumda metodun buldugu sonu¢ dagilimin kendisidir. Ornegin moment
kisitt x ve x* alindiginda metot MaxEnt dagilim olarak normal dagilim, x ve Inx
moment kisit1 alindiginda MaxEnt dagilimi olarak Gama dagilimin1 bulmaktadir.
Literatiirde, MaxEnt dagilimlarinin uygulandigi pek ¢ok ¢alisma vardir. Ozellikle
Ebrahimi (1996, 1997, 2000) yasam dagilimlar1 i¢in MaxEnt metodunu farkli
sekillerde uygulamistir. Zellner (1997) ve Zellner ve Tobias (2001) de Bayesian
metottaki onsel dagilimin tahmininde MaxEnt metodlar1 uygulamiglardir. Ximing
(2003)’de MaxEnt metoduyla Amerika’nin gelir dagilimini elde etmistir ve klasik
istatistiksel modeller olan Log-normal, gamma dagilimlartyla karsilastirmistir.
Ayrica yine ayni yazar makalesinde, cesitli kriterlere gore, elde edilen MaxEnt
dagilimlar1 ile Log-normal, gamma dagilimlarin1 karsilastirarak MaxEnt

dagilimlarinin hatasinin en kii¢iik oldugu bu dagilimin olduk¢a esnek oldugunu



gostermistir. (Buchen ve Kelly 1996; Cozzolino ve Zahner1973) de MaxEnt’i
finans alaninda uygulamistir. Enerji alaninda bu metodun ilk kullanimi Li
(2005)’nin  iki farkli makalesi, Ramirez Carta (2005) c¢alismalariyla
gerceklesmistir. Bu ii¢ calismada riizgar hizinin dagiliminin modellenmesinde
MaxEnt metodu kullanilarak MaxEnt dagilimlari elde edilmis ve klasik
istatistiksel dagilim modelleriyle karsilastirilmistir. Ayrica bu makalelerde riizgar
hizin1 modellemede MaxEnt dagilimlarinin kullanilmasi 6nerilmis ve riizgar giicii
tahminlerinin belirlenen MaxEnt dagilimlar1 kullanilarak, daha az hatayla tahmin
edilebilecegi onerilmistir.

Son yillarada ise Ozellikle Pandey (2000, 2001) MinxEnt metodunu
kullanarak quantile fonksiyonunun dogrudan tahminini yapmistir.

Ayrica istatistikte onemli yeri olan parametre tahmini problemine de
entropi optimizasyon metodlartyla alternatif ¢oziimler iiretilebilmektedir (Kapur,
Kesevan 1992 ve Lind 1997, Cheng 1984, Ranneby 1984). Ozellikle Lind ve ark.
(1989) MinxEnt metodunu parametre tahminleme metodu olarak gelistirmistir.
Ayrica iki dagilim arasindaki informasyon teorisine dayali Olgiilerden olan
Kullback-Leibler (Kulback ve ark 1959), Rengi (Rengi, 1961), Havrda-Rengi,
Havrda-Chavrat olgiileri (Havrda ve ark 1967) bircok c¢alismada tanitilmis ve
uygulanmistir. Bu dlgiiler i¢in mitkemmel bir kaynak olarak (Kapur 1967; Kapur
1996; Cover 1991; Nailong 1977) verilebilir.

Bununla birlikte, olasilik dagilimlarinin karakterizasyonu, kontenjans
Tablolarinda informasyon analizi, rassal degiskenler arasinda bagimsizlik
Olctimii, normallik testleri (Park ve Park 2001) gibi istatistigin 6nemli konular1 da
entropi optimizasyon metodlariyla degerlendirilebilmektedir. Ayrica iki dagilim
arasindaki yonlendirilmis K-L mesafesi (0lglisli) yaygin olarak farkli alanlada
kullanilmaktadir. Bu mesafenin tahmini olarak tiiretilen Akaike-Iinformasyon
kriteri (AIC) (Akaike 1973, 1978), AIC nin kiiciik 6rneklem (AIC., QAIC,) ve
Takeuchi informasyon kriteri (TIC) modelin belirlenmesinde kullanilan
informasyon kriterleri kullanimlarindan biridir. Bu kriterler model belirleme
kriteri olarak kabul gérmiis ve bir¢cok alana uygulanmistir.

Bu calismada, MaxEnt metodu yardimiyla moment fonksiyonlarina bagli

bir fonksiyonel tanimlanarak, bu fonksiyonele minimum deger veren ve



informasyonu maksimum yapan bir dagilim belirleme siireci gelistirilmistir.
Gelistirilen bu siireg MaxEnt metodunun bir genellesmesi olarak diisiiniilebilir.
S6z konusu siire¢ kesikli ve siirekli rassal degiskenler icin gegerlidir. Bu siirecin
MaxEnt metodundan farki, MaxEnt 6l¢iimii yogunluk fonksiyonlarina bagl iken,
tanimlanan fonksiyonelin moment fonksiyonlarmin bir fonksiyoneli olmasidir.
Bu siirecten elde edilen dagilima MinMaxEnt dagilimi1 denilmistir.

Uygulama olarak, gelistirilen siire¢ yardimiyla Eskisehir bolgesinde
Ol¢giilen riizgar hizinin MinMaxEnt dagilimi bulunmus ve klasik istatistigin bir
modeli olan ve riizgar alaninda uygulanabilirligi kabul edilen Weibull dagilimiyla
karsilastirilmistir (Celik 2004; Akpimar ve Akpinar 2005; Ulgen ve Hepbasli
2002).

MinMaxEnt dagilimimin belirlenmesi siirecine benzer sekilde, Kullback-
Leibler (K-L) ol¢iisii yardimiyla moment fonksiyonlarina bagli yeni bir
fonksiyonel tanimlanmis ve bu fonksiyonele maksimum deger veren ve
Kullback-Leibler 6lciisiine gore ana kiitlenin gergek dagilimina en yakin dagilim
bulma siireci gelistirilmigtir. S6z konusu siire¢ kesikli ve siirekli rassal
degiskenler i¢in gegerlidir. Bu siirecte, MinxEnt 6l¢iisii yogunluk fonksiyonlarina
bagl iken burada tanimlanan fonksiyonel moment fonksiyonlarina baghdir. Bu
sebepten dolay1 tanimlanan fonksiyonele moment fonksiyonlarina baghh K-L
fonksiyoneli denilmistir. Bu sekilde ifade edilmesinin sebebi siirekli K-L
Ol¢iisiiniin de fonksiyonel olmasidir ve bu iki fonksiyonelin karistirtlmamasidir.
Gelistiren bu siire¢ riizgar dagilimini belirlemede kullanilmustir.

Bu tezde, bundan sonraki béliimler su sekilde diizenlenmistir. Ikinci
boliimde Maksimum Entropi (MaxEnt) Metodu kesikli ve siirekli rassal degisken
icin verilmis, metodun bazi 6zellikleri yine ayni boliimde ele alinmigtir. Amag:
MaxEnt metodu yardimiyla tanimlanacak olan fonksiyonelin var olmasi ve
gereken Ozelliklere sahip olmasinin kaniti i¢in temel olusturmaktir.

Uciincii béliimde Kullback-leibler dlgiisiine dayali olarak gelistirilmis olan
minimum c¢apraz entropi (MinxEnt) metodu ele alinmistir. Amag: MinxEnt
metodu yardimiyla tanimlanacak olan fonksiyonelin var olmasi ve gereken

ozelliklere sahip olmasinin kanit1 i¢in temel olusturmaktir.



Dordiincii boliimde gelistirilen bu siireclerden elde edilmis dagilimlar1 diger
dagilimlar1 karsilastirmak i¢in literatiirde bilinen informasyon teorisine dayali
model secim kriterleri ve istatistiksel kriterler verilmistir.

Besinci bolimde MaxEnt metoduna bagli olarak yeni bir fonksiyonel
tanimlanmis ve bu fonksiyonelin bazi 6zellikleri arastiriimistir. Bu fonksiyonelin
sahip oldugu o6zelliklerden yararlanarak bu fonksiyonele minimum deger veren
dagilimin maksimum informasyon icerdigi gosterilmistir. Ayrica bu dagilima
0zel olarak MinMaxEnt dagilimi denilmistir. Yine ayni bdliimde gelistilen
MinMaxEnt dagilimi kullanilarak Eskisehir bolgesinde Olgiilen riizgar hizinin
dagilimi bulunmus ve klasik istatistigin bir modeli olan ve rlizgar alaninda
uygulanabilirligi kanitlanmis Weibull dagilimiyla karsilagtirilmistir.

Altinc1 bolimde MinxEnt metodundan yararlanarak yeni bir fonksiyonel
tanimlanmis ve bu fonksiyonele, moment fonksiyonlarina bagli Kullback-Leibler
fonksiyoneli denilmistir. Bu fonksiyonele maksimum deger veren moment
fonksiyonuna karsi gelen dagilimin Kullback-Leibler 6l¢iisiine gore ana kiitlenin
dagilimma (ger¢ek dagilima) en yakin dagilim oldugu gosterilmis, yeni bir
dagilim belirleme siireci optimizasyon metodunun bir genellesmesi gibi ifade
edilmistir. Belirlenen bu dagilima MaxMinxEnt denilmistir. Yine ayni1 boliimde
gelistiren bu siire¢ riizgar dagilimini belirlemede kullanilmastir.

Son boliimde ise tezde yapilanlar Ozetlenerek, gelecek arastirmalara
iligkin baz1 diisiinceler vurgulanmustir.

Ayrica bu tezde kullanilan riizgar hiz1 verisi Anadolu Meydan Meteoroloji

Miidiirliglinden alinmistir (Anadolu Univesitesi, 2005).



2. MAKSIMUM ENTROPi METODU

Rassal degiskenin moment degerleri verildiginde, Shanon’un entropi
Ol¢iistinii maksimize ederek sistemin dagilimini belirleme metoduna MaxEnt
metodu, elde edilen dagilimada MaxEnt dagilimi denilmektedir. (Jaynes, 1948).
Rassal ornekten elde edilen moment degerlerine sahip ¢ok sayida dagilim
olmakla beraber entopiyi maksimum yapan dagilim bu dagilimlar arasindan en
yansiz olanidir (Jaynes, 1957; Kapur, 1992). MaxEnt metodunun istatistik
disiplinlerine ¢ok sayida uygulamalar1 vardir. Daha once belirtildigi gibi MaxEnt
metodundan elde edilen en 6nemli sonuglardan birisi, literatiirde ele alinan teorik
dagilimlarin baz1 basit karakterize edici momentlerine gére maksimum entropi
dagilimlar: gibi olusturulabilmesidir.

Bu bolimde, MaxEnt metoduna ait bazi bilgiler verilmistir. Amag: MaxEnt
metodu yardimiyla tanimlanacak olan fonksiyonelin var olmasi ve gereken

ozelliklere sahip olmasinin kanit1 i¢in temel olusturmaktir.
2.1. Kesikli Rassal Degiskenler Icin MaxEnt Metodu

X rassal degiskeninin sonlu sayida X,X,,...,X, durumlarinda bulunma

olasiliklar1 p;, ps,..., P, oldugunda, sistemin entropisi

H(x) = _Zi p; In p; (2.1)
seklindedir. Bu sistem hakkinda asagida moment kisitlar1 seklinde ifade edilen
i pigr(xi):ar9 rzlaam (22)
i-1

informasyonunun verildigini varsayilsm. Burada g,(X)’e ( r =1L...,m) moment
fonksiyonlar1, a,’ye (r=1L...,m) moment degerleri ve (2.2) ye ise moment

kisitlart denilmektedir.
Rassal degiskenin aldigi degerlerin olasiliklar1 toplaminin da 1 oldugu, bilinen

kisit olduguna gore (2.2)’ye ek olarak,

PG00 =1 o) = Gy 06) == Gy (%) = 2.3)



kisiti her zaman kabul edilmelidir. Bu tezde moment fonksiyonlarinin
olusturdugu

go(x1) go(xz) "'go(xm)"'go(xn)

gl(xl) gl(xz) "'gl(xm) gl(xn)

A= 24)

On (X)) 9 (%) -G (X)) G (X))
matrisinin rankinin m+1 oldugu kabul edilmistir.

MaxEnt, (2.1) fonksiyonuna (2.2) ve (2.3) kisitlar1 altinda maksimum
deger veren p;, P,,..., P, olasiliklari1 belirleme metodudur. (2.1), (2.2), (2.3)
problemi kosullu ekstremum problemidir ve bu problemin ¢dziimlenmesinde
Lagrange metodu uygulanmaktadir. Kosullu ekstremum probleminin ¢6ziim

metoduna gore verilmis kosullart A,,4,,4,,...,4,, Lagrange c¢arpanlarn ile

carparak, yardimci L fonksiyonu

=3 pInp, —i&[igr(xnpi —arj—(ﬂo P -1 @3)

seklinde kurulur. Ekstremumun varlik teoremine gore yardimct (2.5)

fonksiyonunun p,’ lere gore kismi tiirevlerinin sifira esit olmasi gerekir.

Boylelikle p,, p,,..., p, olasiliklart A,,4,,4,,...,4,, Lagrange ¢arpanlarina bagl

olarak elde edilir. 4,,4,,4,,...,4, carpanlarida (2.2), (2.3) esitligi yardimiyla

bulunur.

L yardimer fonksiyonunun p,’ lere gore kismi tiirevleri;

S_L:_(ln P +Lpi]_ﬂ“lgl(xi)_/’i’zgz(xi)_'”_ﬂ’mgm(xi)_(ﬂ“o _1)
Pi Pi

=—(In p, +1)—Zm:/1rgr(xi)—(/10 ~1),i=12,...,n (2.6)

r=1

elde edilir. (2.6) esitliginin sag tarafi sifira esitlenerek,

Buradan

P = exp(_ﬂ“o ) exp{_ i ﬂ’r g, (Xi )} (27)



Bilinmeyen A4,,4,,4,,...,4, degerleri ise (2.2) ve (2.3) esitliklerinden

m

bulunabilir. (2.7) esitligi, (2.3)’ de yerine yazildiginda

1= (exp{— A —iﬂrgr(xl)}+~~+e><p{—ﬂo —iﬁrgr(xn)}j

r=1

ifadesi elde edilir. Bu ifade asagidaki gibi

exp(—4, )(Zn: exp{— zn_q: A9, (% )}j =1 (2.8)

i=l

yazilir. (2.2) kisitindan
Zgr(xi)exp{— Ay —Z/ljgj(xi)} =a,r=1..,m (2.9)
=1 j=1

seklinde yazilir. (2.4) ve (Papuluous, 1991, sayfa:190).
(2.7)’den (2.10) ve

exp(ﬂ“o) :(iexp{_iﬂ“rgr(xi )}] (210)
ve (2.9)’ dan
a, exp(4,) = igr(xoexp{—izrgr(xi )}, r=1L..m 2.11)

(2.11) olur. (2.10) ve (2.11) den

Sa, 00ew|- 340,000

a, = . r=12,..m (2.12)

iexp{_ iﬂ“r g, (Xi )}

(2.12) oldugu elde edilir. (2.10) dan A, carpaninin A,,4,,...,4, ¢arpanlarinin bir

fonksiyonu oldugu, (2.12) esitliginden a,,a,,...,a,’in A4,,4,,...,4, larm bir

-
fonksiyonu oldugu goriiliir. (Kapur 1992)

Kesikli sistem MaxEnt metodu ile incelendiginde dikkat edilmelidir ki
burada m+1sayida kisit, ancak n sayida bilinmeyen olasilik vardir. Metodun
uygulanabilmesi icin gereken kosullardan birisi m+1<n olmasidir. Bu kosul

alinda n sayida pq,...,p, bilinmeyenlerin n—m-1 sayida olan1 serbest

degisken olarak kalir ve bu ise bilinmeyenler i¢cin sonsuz sayida degerlerin



bulunmasini gerektirir. MaxEnt metodu bu sonsuz sayida degerler arasindan

entropi fonksiyonuna maksimum degeri veren p,..., P, leri seger.

Kesikli sistemler i¢in MaxEnt dagilimi bulunmasi problemi c¢ok degiskenli

fonksiyonlar i¢in kosullu bir ekstremum problemidir.

2.1.1. 4,,4,,..., 4, Lagrange Carpanlarinin Varhgi

A Ay, Ay larm varhigim gostermek igin (2.12) esitligi
f, (A dn) =4

' o 2.13
fo(Asndy)=2 @13

m

r=1

m 1500 m)
zexp{_ zﬂ“rgr(xi )}

i=1 r=l1

Zg (x)exp{ iﬂrgmxi)}
Cf=(f

burada f,(4,,....4,)=

A=A Ay) Ve (ay,...,a,) dir.

D( flﬂ o m)
D(Ass )

f (A)=a kapali fonksiyon seklinde yazilip, determinantinin

sifirdan farki oldugunu gdstermek gerekir.

Buna gore (2.13)’te A, ’ye gore tiirev alinirsa
_Zgr(Xi)gr(xi)exp{_zlrgr(xi)}Zexp{_zﬂ‘rgr(xi)}
04, n m 2
{Z CXp{—Zﬂrgr(Xi)}}
i=1 r=1
—Zg (% )exp{ Zﬂrg (X )}Z gr<xi>exp{—2&gr<xi)}

r=1 i=1 r=1

_ - ,
{Z exp{—ler 9, (Xi )} }
i=1 r=1

veya



of )
= E(9. () + E(g, (XD E(g, (X)) = Var(g, (X)) r=l..m  (214)

of

r _

_igr(xi)gs(xi)exp{_iﬂ’rgr(xi)} iexp{_iﬂ’rgr(xi )}
oA, n m 2
{Z exp{_zﬂ‘rgr(xi }}

i=1 r=1

_igr(xi)exp{_ilrgr(xi)} i gs(Xi)exp{_iﬂrgr(Xi)}

i r=1

el gaanl]

2

veya

of, __ :
51~ "E(0.009,00) + E(9, (X) E(g, (X)) = ~Cou(g, ()9, |

r<s,r=1,..m.
(2.14) ve (2.15) den

o o, o

04 04, 04 Var[g,(X)] Cov[g,(X)g,(X)] -+ Cov[g,(X)g,,(X)]
ooty o | (e (0] ot (4 X0

oA oy oAy |=| COE (08 O0IVarlg, (0] - Covg, (X)gn (X)]

(2.16)
:af_m;f_;méf_ Cov[g,,(X)g,(X)] Cov[g,,(X)g,(X)]---Var[g,,(X)]
oA, 04, A

m

Bulunan matris varyans-covaryans matrisinin tersidir. Varyans- kovaryans matrisi
pozitif tanimli simetrik oldugu i¢in bu matrisin determinant1 0’ dan farklidir.

Ciinkii her simetrik A matrisi D kdsegen matris olmak tizere, Q"AQ = D olacak

bicimde ortogonal bir Q vardir. Burada D matrisinin kdsegen elemanlart A’ nin

Ozdegerleridir. A pozitif tanimli oldugu i¢in 6zdegerleride pozitiftir. Dolayisiyla

IQ'AQ| =|Q|A|Q|=|A/=|D| = 4,...4,,, burada A,,..., 4, lar A’ nin 6zdegerleridir.

£0. (2.17)

10



Kapal1 fonksiyonun varlik teoremine (Spivak, 1965) gore Jacobian sifirdan farkl

oldugu i¢in 4,,4,,...,4, lar a,,a,,...,a,,” lar yardimiyla ifade edilebilir. Boylece

f ' (@) = A vardir denilebilir.

2.1.2. Varyans-Covaryans matrisi

X =(X,,..., X)) vektor rassal degiskeni, m=(m,,....,m ) X rassal degiskeninin
moment vektdrii olsun. Var(X;)=E(X; -m,)?, i, j=1...,n;
Cov(X;, X)) =E[(X; =m)(X;-m;)], i#] seklinde tanimlamr. X  rassal

degiskeninin varyans-covaryans matrisi

Var(X,) Cov(X,,X,) - Cov(X,,X,)

Cov(X,,X,) Var(X -+ Cov(X,, X,
(X0, X;) Var(X,) (X2, X,) o8
Cov(X,,X,) Cov(X,,X,) --- Var(X,)
seklinde tanimlanir. (2.4) ve (Papulous, syf 190).
n 2
E{Zti(xi —mi)} >0 (2.19)
oldugu agiktir. Bu beklenen deger asagidaki formda yazilabilir.
n 2 n n
E{Ztmxi —mn} = 2 LTECG —m)” +D HE(X —m)E(X; —m;) 520
i i=1 i#] (2.20)

=1"At,
burada t=(t,,...,t,), A varyans-covaryans matrisidir. (2.20) ve (2.21) den A

matrisinin pozitif tanimli oldugu goriilmektedir.
2.1.3. Kosullu Ekstremumun Varhgi

Kosullu ekstremumunun varligimi gostermek i¢in Taylor agiliminin 2. teriminin
negatif oldugunu gostermek yeterlidir. Bunun i¢in (2.6)’in p; ye ve p; ye gore
tiirevleri hesaplanir:
o’L 1 d’L
o’ P P,

=0,i#j. (2.21)

11



Buradan,
P =exp(—ﬂo)exp{—zﬂrgr(xi)}, i=1,..,n yi p°=(p,", D)
r=1

(2.5) deki L fonksiyonu f(p)olarak gostererek ve p° noktasinda Taylor serisine

acilirsa

+o(p?),

d2f(p°
f(p)=f(p°)+df(p°>+%)

+o(p?)

Af = £(p)- f(p°)=df(p°)+@

dp,)? f(p”)+o(p?)

0. 1 oO.
=(——dp, +..+ dp ) f(p®)+—(—dp, +...+
(6p1 P . p,)f(p") 2(8p1 P o

0. 0.
=0+(—dp, +...+—dp,)> f(p”)
op, : op,
o2 f 0% f
dp, +...+a—2dpn)+0(/02)

n

1
—(
2 aplz

2 2

o f
dpdp, +...+
aplapl PPEP: 0

n-1 n

+(

dp,_,dp,) (2.22)

Af = _%@dpf +...+pidpn2)+0<p2>a

1 n

2
lim 0(”2 ) _0; p= J(dp,)? +...+(dp,)?
P> p

(2.2) ve (2.3) moment kosullarindan

dp, +...+dp, =0; Z g,(x,)dp, =0, r =1,...,m elde edilir. Bu sonugtan

i=1

dp,,...,dp,,,,” ler dp,,.,...,dp, ’ler yardimiyla ifade edilebilir

dp, =a,.,'dp,., +...+a,'dp,, i =1..,m+1 oldugu dikkate alindiginda Af her

zaman negatiftir. Boylece (2.7) degeri, (2.1) fonksiyonunun kosullu

maksimumudur.

12



2.14. A,Lagrange Carpanmm A,4,,...,4, Lagrange Carpanlarina gore
Konveksligi
A, Lagrange carpaninin A,,4,,...,4, carpanlarma gore Konveksligi

(2.10) esitliginden tiirev alinarak gosterilebilir. (2.10) esitliginden

81 n m
eXP(lO)aTO:_Z gr(xi)exp{_zlrgr(xi)}’ (223)
(2.23)’den
o igr(xi)exp{_iﬂrgr(xi)}
= o ——E[g,(X)]=-a,, (2.24)
(2.24)’ den

620 610 azl zgr (Xi)exp{_zlrgr(xi)}

or on, onr (2, =E[g,” (X)),
Ve
82/10 ) )
o = E[g,” (X)]- E[g, (X)]* =Var[g, (¥)] (2.25)

r

bulunur. (2.23)’den A, e gore tekrar kismu tiirev alinirsa

04, : )
exp%)az,azs exp(4, )ﬁﬁ Z:l:gr(Xi)gs(Xi)exp{—;Argr(xi)},
0’4, 04, A
hon on an - OO0 0L
)

220 g, (X)g, ()1 Elg, (XIEL, (X)] = Covg, (X)g, ()1, (226)

A, Lagrange carpami diger A,,4,,...,4, carpanlarinin fonksiyonudur. Bu

m

nedenle Hessian matrisi (2.26) ve (2.25) den asagidaki sekilde ifade edilebilir.

13



0% 0% A

01> 0M0A, OAOA,
0% 0%, 34
04,00, OA0A, 0A04, |=

0’k A X
04,04, 04,04, 0OA_°

m

Var[g, (X)] Cov[g,(X)g,(X)]--- Covlg,(X)g, (X)]

Cov[g,(X)g,(X)] Var[g,(X)]--- Cov[g,(X)gy (X)] (2.27)

Covg,, (X)g,(X)] Covgy(X)g,(X)]-- Var[g, (X)]

(2.27) matrisi varyans-covaryans matrisidir. Bu matrisin pozitif taniml1 oldugu

icin 4,’mn A, 4,,..., 4, in konveks bir fonksiyonu oldugu gosterilmis olur.

2.1.5. Entropi Fonksiyonunu Maksimum Degeri

(2.1) entropi fonksiyonunu maksimum yapan deger (2.7) esitligi ile ifade
edildigine gore, entropinin maksimum degeri H_ :

n

Hmax :_z P In P :_z pi(_ﬂo _/’i’lgl(xi)_"'_/’i’mgm(xi))’
i=1

i=1
veya
H..=4 +4a +..+4,a, (2.28)

olur.

2.1.6. H_ ’m a,.a,,...,a,’ e gore Konkavhgi

(2.28) den H_, 'm A,,4,,4,,...,4, ve a,,a,,...,a,, 1n bir fonksiyonu oldugu
goriilmektedir. A, parametresi 4;,4,,...,4,, nin fonksiyonu oldugu i¢in (2.12)
den a,,a,,...,a, lerinde fonksiyonudur. H__ ’mn a,,a,,...,a,lerin konkav bir
fonksiyonu oldugunu gostermek i¢in, H _, ' a,a,,...,a, lere gore ikinci

mertebeden kismi tlirevlerinin olusturdugu Hessian matrisi negatif tanimli oldugu

gosterilmelidir. Bu amagla gereken tiirevler asagidaki sekilde bulunur.

14



H m m
oH .. :Za/lo 04, i, +Zas
oa = 0, 0a, pwr

r S

oA
oa

S

(2.29)

(2.24) den % = —a, oldugu bilindigine goére

Ve

*H_ oA 0°H,.. oA

= Vi

da’ Oa

r r

r

(S .
oda,da, oOa

S

Sonug olarak S "1 Hesian matrisi :

oA 04, 04
da, oa, oa,
oA, 04, 04,

m

Z=|0a o0a, o0a

04, 04, 04

m e

0a, oOa, oOa

m

m

(2.30)

(2.31)

(2.32)

seklindedir. Z ’nin negatif tanimli oldugunu gostermek icin asagida tanimlanmis

Q matrisini ile Z arasinda ZQ =1

Burada | birim matristir.

baglantis1 oldugunu gdstermek gerekir.

da, 0Oa, Oa,
04, 04, 04,
da, ca, oOa,

Q=| 04, 04, 04, (2.33)
da, oa, oOa,
o4, 04, 04,

(2.33)’de

b, = 04, _ 04, 0a, N 04, 0a, . 04, oa,, (2.34)
04, Oa, 04, oOa, 0/ oa,, 04,

I, k=1
oldugu igin, ZQ = (b, ) = { dir. Béylece Q =Z ' dir.

0, k=l

(2.12)’ den A, ’e gore tiirev alinirsa

15



S

- gr(xnexp{—Zﬁrgr(xi)} ng<xi>exp{—21rgr(xi)”
i=1 r=1 i=1

r=1

]

=—(E[9, (X)g,(X)] - E[g, (X)]E[g5(X)])

2Zr = _{|:§ exp{— rZZI;Lr 9, (Xi )} :|; o (Xi )gs (Xi ) CXP{— rzﬂ/lr 9, (Xi )}

veya
da,
o, Cov[g, (X)g,(X)] (2.35)
5
?{ — Var[g, (X)]. (2.36)

;
(2.36) dan Q matrisinin varyans-covaryans matrisinin ters isaretlisi oldugu
goriilmektedir. Bu durumda Q matrisi negatif tanimli, dolayisiyla onun tersi olan

Z matrisi de negatif tanimhidir. Z matrisi H__ 1 a,,a,,...,a,lere gore ikinci

max

mertebeden kismi tlirevlerinin olusturdugu matris olduguna gore, H

max

a,,a,,...,a,lerin konkav bir fonksiyonudur.

2.2. Siirekli Rassal Degiskenler i¢in Maksimum Entropi Metodu

X sirekli rassal degiseninin olasilik  yogunluk  fonksiyonu
f (X) oldugunda, bu sistemin entropisi

b

H () :—j f (x)In f (x)dx (2.37)

a

seklinde tanimlanir. X sistemi hakkinda asagidaki moment kisitlar1 seklinde

ifade edilen informasyonun verildigi varsayilsin:

b

[fog,(0dx=a, r=1..,m. (2.38)

a
Burada kesikli sistemde oldugu gibi g, (X) moment fonksiyonlar:1 ve a, moment

degerleridir. Siirekli sistemler icin de

16



[ foodx=1 (2.39)

kisit1 gegerlidir.
(2.37) entropi fonksiyonelinin (2.39) kisiti altinda maksimum degeri

H_.. =In(b—a) seklinde bulunur.

Stirekli sistem i¢cin MaxEnt, (2.37) fonksiyoneline (2.38) ve (2.39) kisitlari

altinda maksimum deger veren f(X) fonksiyonunun bulunmasi metodudur.
f (X) ’in bulunmasinda Euler-Lagrange metodu kullanilabilir. Oncelikle Lagrange

yardimci fonksiyoneli olusturulur.

b b m b
L= —j f(x)In f(x)dx— (4, —1)[j Foodx—11- " 4, [j f(x)g(x)dx—a, ],

L:f[‘ fC0)1n f(x)—(%—l)f(x)—i&f(X)g(X)]dHiﬁ,ar+(/10—1),

F

L= j F(x)dx, (2.40)

L fonksiyonelin ekstremum degere sahip olmasi i¢in gerek kosul bu

fonksiyonelin birinci varyasyonunun 0’ a esit olmasidir. Dolayisiyla f(X)
fonksiyonu L fonksiyoneline minimum deger verirse L Euler-Lagrange
denklemini saglamalidir.
Euler-Lagrange esitligine gore L yi minimum veya maksimum yapan f(X),
asagidaki esitligini saglayan fonksiyondur.

oF d ( oF

of (x) dx of'(x)
(2.41) denkleminden f(x) asagidaki sekilde

f(x)=exp(-4, —4,0,(X) —...— 4,0, (X)) (2.42)
bulunur. A4,,4,,4,,...,4," ler (2.38) ve (2.39) kisitlarindan bulunur. f(x)

)=0 (2.41)

fonksiyonunun L fonksiyoneline maksimum deger verdigi 2.2.2 bdliimiinde

gosterilecektir. f(x) MaxEnt fonksiyonu, moment kisitlar1 (2.38) ve (2.39) da

yerine yazilirsa
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b m
8, exp(4) = [ 9, (0 exp(=)_ 4,9, (x))dx, (2:43)
a i=l

ve (2.44) ve (2.45) yardimiyla

b m
exp(4y) = [exp(=) 2,9, (0)dx, (2.44)
a j=1

b m b m
[9:(0exp(=)_2,9,00)dx, [ g, ()exp(=) 2,9, (x))dx
a j=1 a j=1

exp(4,) J.exp(—zmlxlj 9,00 (2.45)
a j=1

r=1..m
Kesikli sistemde oldugu gibi 4,’m A4,,4,,...,4, ’in konveks bir fonksiyonu
oldugu ve H_, 'm a,,a,,...,a, lerin konkav bir fonksiyonu oldugu kolayca

gosterilebilir.

2.2.1. A,,4,,...,4,, Lagrange Carpanlarinin Varhg

Ay Ays. . Ay o varlign kesikli sistemde oldugu gibi (2.45) esitligi
f (2’1 EARS m) a

(2.46)

M
m

f. (A, h,)=2

| gAx)exp{—iﬂrgr(x)}

burada f, (4,,....4,) =2 . b= ),

Iexp{— Zﬂ”r g, (X)}

a

A= (s Ay) VE (800r2,) dir.

12°°97"m

Sistemin A, lere gore ¢coziime sahip olmasi gosterilmelidir

anm

D(t,,..., ) determinantinin sifirdan farki oldugunu goésterilirse, 4,,...,4,, varlig

D41 Am)

kanitlanmis olur.
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(2.46)’ dan

b m b m
~[9.099,0 exp(—zz,-g,-(x))dxjexp{—zzrgr(x)}
a j=1 a r=1

o {Texp{—izrgm}}z

a r=1

—jgr(x)exp{—iﬂrgxx)} | gr(x)exp{—iﬁrgr(m}

oo

o :
o= B0, () - E(g, (X)) E(g, (X)))= ~Var(g, (X)) =1 (248)

r

(2.47)

buradan

-| gr<x>gs(x)exp(—iﬂjgJ-(x))dx [ exp{—iﬂrgr(m}

04, b m 2
{f exp{— PIAP (X)}}
- gr(X)eXp{—iﬂrgr(X)}f gs<xexp{—izrgr(x>}

oo oo

of, _ _ =— )
0 (B0, 009,000 E(g, (X E(8, (X)) =~Covtg, (08, 00, .

buradan

Bulunan matris

afl 8f1 “ee 8f1
P O (Varlg, (X)) Coug, (X)g,(X)] -+ Covlg,(X)gy (X)]
2 2.2 C X)g,(X)] V XY ... C X)a. (X
on ot oay |=-| COME:006,00] Varlg, Q0T - Colg, (X)gn (X))
oot o | \CoMEL(X)G, (X)) Colg, (X)g, (X)) Varlg, (X)
oA, 04, OA,
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varyans-covaryans matrisinin tersidir. Varyans-kovaryans matrisi pozitif tanimli
oldugu i¢in
D(f,,..., ) _

£0. (2.50)
D(A,,es Ay)

dir. Dolayisiyla f~' (a) = A vardir.

2.2.2. Kosullu Ekstremumun Varhgi

MaxEnt fonksiyonunun entropi fonksiyoneline maksimum deger verdigi, bilinen

bir esitsizlikten yola ¢ikilarak yapilacaktir. In(x)<x-1, her x>0 ig¢in gegerli

b
oldugu bilinmektedir. Burada k(x) yogunluk fonksiyonu ve t(x) >0, .[ t(x)dx <1

kosullarin1 saglayan fonksiyon olsun. X yerine, % ifadesi esitsizlikte yerine
X
yazilirsa
i) 10 2.51)
k() k(x)
t(x)
Int(x) —Ink(x)<——=-1
nte) k(<15 (2.52)
kK(x)Int(x) — k(x)Ink(x) <t(x) — k(x)
olur.
(2.52) esitsizligin her iki tarafindan integral alindiginda
b b b b
j k(x) Int(x)dx — j k(x) In k(x)dx < j t(X)dx — j k(x)dx <0
b b
- j k(x) In k(x)dx < —j k() In t(x)dx (2.53)

(2.53) esitsizligi elde edilir.
(2.53) esitsizliginde k(x) moment kosullarini saglayan keyfi dagilim fonksiyonu,

t(x) *de (2.42) deki MaxEnt fonksiyonu olsun. Bu durumda (2.53) esitsizligi
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b b
—j K(x) In k(x)dx < — j k(x) Int(x)dx
: : (2.54)
—j K(x) In k(x)dx < —j K(X)(=Ag = 4,0, == A, g, )dx = H

olarak sekillenir. Boylece (2.42) MaxEnt fonksiyonunun (2.37) entropi

fonksiyoneline en biiyiik deger verdigi gosterilmis olur.

2.2.3. A,Carpaninin 4, 4,,...,4, Lagrange Carpanlarina gore Konveksligi

A,’m A,4,,...,4, carpanlarinin konveks bir fonksiyonu oldugunu goéstermek

icin (2.44) esitliginden tilirev alinirsa,

04yt m
eXpM‘))a—; = —Igr(X)eXP{—Z/Lg r(X)}, (2.55)

oy j g, (x)exp{ 34,0, (x)}

r=1

- E[gr(x)]z_ara

04, exp(4,)
04,
0 —_a, 2.56
R (2.56)
(2.55)’den tekrar tiirev alinirsa
o4, 0’4
(0)6—5 eXP(/lo)aTrg
(2.57)
=f9f<x>exp{—2&gr<x>}=E[gf(xn,
a r=1
veya
0% 4,
o = E[g,” (X)]- E[g, (X))’ =Var[g, (X)]. (2.58)
(2.55)’den A, e gore tekrar tiirev alinirsa
0%, oA, 4,
y) %0 %o
P o TP o
(2.59)

= _I gr (X)gs (X) eXp{_ Zﬂ’r gr (X)}’
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0’4, 04, A,
+ =E[g, (X)g.(X)]. 2.60
oion. T oa o, [9, (X)g,(X)] (2.60)

Buradan,

*2, ) i
YR = E[g, (X)9,(X)] - E[g, (X)]E[g, (X)] = Cov[g, (X)g, (X)].

2/10

0
= Cov[g, (X)g, (X
oA 00, Vg, (X)g5(X)

(2.61)

(2.44)’e gore Hessian matrisi asagidaki gibi bulunur.

%A, 04, 0%,
04, 04,04, 0,04,
0*h, 04, %4,
04,00, OMOA, OA0A, |=

*h, 0%, 0%A,
OAn0Ay 0AndA, 02,7

Var[g, (X)] Cov[g,(X)g,(X)] -~ Cov[g,(X)gy(X)]

Cov[g,(X)g,(X)] Var[g,(X)]--- Cov[g,(X)g,(X)] (2.62)

Cov[g,, (X)g,(X)] Cov[g,(X)g,(X)]--- Var[g, (X)]

(2.62) matrisi varyans-kovaryans matrisi olarak pozitif tanimli matristir. Budan

dolayr Hessian matrisinin  determinanti  pozitiftir. Bu sonu¢ A,

carpaninin 4, 4,,..., 4, carpanlarinin konveks fonksiyonu oldugunu gosterir.
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3. MINIMUM CAPRAZ ENTROPi METODU

Bu boliimde kesikli ve siirekli sistemler i¢in MinxEnt metodu incelenerek
bu metodun belirledigi minimum ¢apraz entropi (MinxEnt) dagiliminin bazi
ozellikleri arastirilmistir. Burada amag: Kullback-Leibler fonksiyoneli ve moment
fonksiyonlar1 yardimiyla kurulacak olan yeni fonksiyonel icin temel

olusturmaktir.

3.1.Kesikli Rassal Degiskenler icin MinxEnt Metodu

D(p:a)=3 P, ln% G.1)
2.pi=1 (3.2)
2. Pig(x)=a,, (3.3)

MinxEnt metodu, (3.1) Kullback-Leibler 6lgiimiiniinii, (3.2), (3.3) kisitlarina

bagli olarak minimize eden dagilimi bulma metodudur. Burada ¢, dagilim: 6nsel

dagilimdir. S6zkonusu dagilim Lagrange g¢arpanlart metoduyla bulunabilir. Bu

amagcla

L=Y"p, 1n%+(/1o —l)(i P, —1}&4{% pigr(xn—arj (3.4)

yardimci fonksiyon olusturulur. Ekstremumun varlik teoremine gore yardimci

(3.4) fonksiyonunun p,’lere gore kismi tiirevlerinin sifira esit olmasi1 gerekir.
Boylelikle p,, p,,..., p, olasiliklart A,,4,,4,,...,4,, Lagrange carpanlarina bagl

elde edilir. A4,,4,,4,,...,4, carpanlart ise (3.2), (3.3) kosullar1 yardimiyla

m
bulunur.

L yardimci fonksiyonunun p,’lere gore kismi tiirevleri;

%:(lnqﬂfﬁpij”qgl(xiw@gz<xi)+...+ﬂmgm(xi>+<ﬂo—1> (3:5)
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o

" _+Zzg (X)+ 4, » (3.6)

elde edilir. Esitlik (3.6) nin sag tarafi sifira esitlenerek,

P, =q; exp(=4, — 4,0, (X)) —...— 4,9, (X)), 1 =L...,n (3.7)
sonucu elde edilir. Belirlenen bu dagilima MinxEnt dagilimi denilmektedir
(Kapur ve Kesevan, 1992).

Burada, A, carpam (3.2) kosulundan, a,,a,,...,a, ’in yani sira (,,q,,...,q, 'e de

bagli olacaktir.

exp(ﬂ’o) :(iqi exp{_iﬂrgr(xi)}] (38)

ve (3.3) kosulundan

iqigr(xi)exp{—iﬂrgr(xi)}
a = i=1 r=1
Zqi exp{_z/’i’rgr(xi)}

bulunur. (3.8) esitliginden A4,’m A4,,4,,...,4,’in bir fonksiyonu oldugu, esitlik

, r=L2,...m (3.9)

(3.9)’den a,,a ‘in A, 4,,..., 4, lerin bir fonksiyonu oldugu goriiliir.

2505 Ay
MinxEnt’de verilen bir dagilimdan bir olasiliksal uzakligi minimize
ederken MaxEnt’de belirsizligi maksimize ederiz.
Bununla beraber, onsel olasilik dagilimi en belirsiz dagilim olarak
gerceklestigi 6zel durumda iki prensip arasinda ¢ok yakin bir iliski vardir. Bazi
kisitlara gore en belirsiz dagilima yakin olmak ayni kisitlara gére maksimal

olarak belirsiz olma anlamina gelir.

3.1.1.Kosullu Ekstremumun Varhg

(3.5) den.

2 2
0 I;:L; oL =0,1# ] (3.10)
8pi P apiapj

elde edilir. (3.7) de ifade edilen MinxEnt dagilimi p° = ( pl0 yeees pno) olsun. (3.4)

ile ifade edilen fonksiyonun p° 1 kiigiik komsulugunda Taylor agilimi yazilsin.
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+o(p?),

L(p) = L(p") +dL(p’) + TP

burada,

2
p=+dp,” +...+dp,” ve lim O(L;)=O.

p—0 p

AL = L(p)—L(p°)=dL<p°>+%+0<p2>, G.11)

0. 0. 1 o. 0.
AL =(—=dp, +...+ —dp )L(p°) + = (—dp, +...+ —dp )*L(p°) + 2
(8p P 5 PHL(P") 2(8 P, 5 P, L(p")+o(p?)

1 n 1 n

0. 0. 1 o°L 0L

=0+ (—dp, +...+ —dp,)’ L(p°)==(——dp, +...+——dp,
(6p1 P, o, P, L(pP) 2(aplz P, . P,)

+( oL dp,dp, + +82—Ldp dp,) +o(p?)

aplapl 1 2 apn_lapn n-1 n p

1 1 2 1 2 2

AL=—(—dp,’ +..+—dp,>) +0(p>), (3.12)
2p, Py

(3.2) ve (3.3) kosullarindan

dp, +...+dp, =0; Z:qigr(xi)dpi =0, r =1,...,m elde edilir. Bu sonuctan

i=1

dp,,....dp, " ler dp,,,,,...,dp, * ler yardimiyla ifade edilebilir.

dp, =«,.,'dp, ., +...+a, dp,, i =1..,m+1 dikkate alndiginda AL her zaman

pozitiftir. Boylece (3.7) degeri, (3.5) fonksiyonelinin kosullu minimumudur.

3.1.2. 4,,4,,..., 4, Lagrange Carpanlarimin Varhgi

Bu bolimde moment kosullarini saglayacak olan 4,4,,...,4, larin var oldugu
kanitlanmistir. 4,,4,,..., 4, larin varligin gostermek i¢in (3.9) esitligi
f,(4,4,) =8,

' C 3.13
fo (A dy) =2 G-19)

m
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iq(xi)gr(xi)exp{—iﬂrgmxi )}

burada f (4,,....,4,,)= =l - - - , f=(f . 1)
Zexp{_ Z ﬂ“r g, (Xi )}
i=1 r=1

A=(4,..s 4,) ve (a,,...,a, ) dir.

f (1)=a kapali fonksiyon seklinde yazilip, % determinantinin

sifirdan farki oldugunu gostermek gerekir.

_igr(xi)gr(xi)qi exp{_ilrgr(xi)}iqi exp{_i//lrgr(xi)}
r {Zi: qi exp{_i&rgr(xi)}}

m

—qu (X)exp{ Z 9, (X)}qu (X)exp{ iﬂvrgr(xi)}

{i_l eXP{ Zﬂrg (X)}}Z )

Varyans-Kovaryans tanimlarindan yararlanarak

(3.14)

M:"

= —(E(g,2 (X)) - E(g, (X)) E(g, (X)))=—Var(g, (X)): r=L..m (3.15)

8/1
seklinde ifade edilebilir.

=9, ()G, (%) exp{— Zﬂrgr(xn}zqi exp{— Zxrgwxi)}
r=1 i=1 r=1

o o
oA

R e

r=1

- Z gr(xi )q| exp{_ Zﬂ’rgr (Xi )}Zqigs(xi)exp{_ Zirgr(xi)}
_ i=1 r=1 i=1 r=1 )
{Z Q; exp{— Zﬂ“r 9, (Xi )} }

i=1 r=1

Varyans-Kovaryans kavramlari uygulanarak (3.16) (Cramer, 1966)

(3.16)

5 =—(E(g, (X)g, (X)) - E(g, (X)) E(g,(X))) (3.17)

=-Cov(g,(X)g,(X)); r=s,r=1...,m
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seklinde ifade edilir.

of, of,  of
oA, 04, OA,
of, of,  of,
oA, 04, A,
o, of, o,
oA, 04, 0A,

matrisi varyans-covaryans matrisinin ters igaretlisidir. Varyans- kovaryans matrisi

pozitif tanimli oldugu i¢in bu matrisin determinant1 sifirdan farklidir.

3.1.3. 4,Carpaminin 4,,4,,...,4,, Lagrange Carpanlarina gore Konveksligi

(3.8)’den diferansiyel almakla;

aﬂ n m
exp(dy) =t = —(Z 0,9, (%) exp{— > 49, (% )}] (3.18)
r i=1 r=1
elde edilir.
Buradan

(iql gr (Xi )exp{— iﬂ’r gr (Xi )}]

04
04, exp(4)
veya
04
X , r=12,....m 3.19
= Ela.C0)=- (3.19)

sonucuna varilir.

(3.18) esitligiden tekrar A, ’ye gore tilirev alinirsa,

0’2, d,
exp(A, ) — 7 0 +exp(4,) [azj Zg (X,); exp( Zi g, (X )J (3.20)
veya
%2, (o4, n ~
o +(%j ;pg (%)= Zpg (%) =E[g; (X)], (3.21)

elde edilir. (3.21) de (3.19) dikkate alindiginda
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0”2y _ 2 _ 2
i Elo? ()]~ E[g, ()] (3.22)
82/20 =Var[g,(X)] (3.23)

esitligine varilir. Yine (3.18)’de A, ’ye gore tiirev alindiginda,

0% OA, OA : m
exp(ﬂo)m +exp(4,) 6/1(: 6/12 = ; 9, (%), (X)q; exp[— jz_;ij 9 } (3.24)
62/10 04, 04, n n
cion Fan on ;p.gr( D9, (%) ;p.gr( D9, (%) (3.25)
2
T O g, (x)g,(X)] (3.26)

04,04, OA, OA,

olarak bulunur ve (3.19), (3.26) da yerine yazildiginda

0% i
Sion " E[g, (09, (0]~ E[g, (0 ]E[g. ()] = Cov(g, (x), g, (X)) (3.27)
esitligi elde edilir.

Boylece ozetle (3.23) ve (3.26) esitliklerinden A, parametresinin

AsAy,.s A, lere  baglh  bir fonksiyon oldugu  goriilmektedir. 4,

A Ay, Ay lere gore Hessian matrisi asagidaki gibidir.

0’%, 0%, 0’2,
o2 0A0h,  OAOA,
0’a, 0, 0’2,
04,04, O aA0A, (3.28)
o'a,  8'a, %A,
04,04, 0404, AL

gibi olur. Ve (3.28)’in yardimiyla da tekrar agagidaki gibi yazilabilir.

Var[g, (X)] Cov[g,(X),g,(X)] -+ Cov[g,(X),8,(X)]

Cov[g,(X),0,(X)]  Var[g,(X)] - Cov[g,(X),g,(X)] (3.29)

Cov[g,,(X),9,(X)] Cov[g,(X).g,(X)] -~ Var[g,(X)]
Varyans-kovaryans matrisi daima pozitif tanimli oldugundan, ayn sekilde A,’n

A Ay, Ay ye bagl ikinci derece kismi tlirevlerinin Hessian matrisi de pozitif
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tanimli olacaktir. Boylece A,’m, A4,,4,,...,4, nin konveks bir fonksiyonu

oldugu kanitlanmis olur.

3.14. D, ’in a,,..,a, ‘e gore Konveksligi

D(p:q)= Z p; In g (3.30)

Kullback-Leibler 6l¢timiinde (3.7) dagilim1 dikkate alinirsa,
= z P (_io _j’lgl(xi)_ﬁZQZ(Xi)_"'_ﬁ“mgm(Xi )) (3-31)
i=1

elde edilir, burada da (3.3) kisit1 géz Oniine alinirsa,

A, —Aa, —-Aa, —--—A4.a, (3.32)

esitligine ulasilir.
Bu esitlikte a, "ye gore tiirev alindiginda,

_ 28/1 8/1 _Zas O, ) (3.33)
T 04, Oa, < 0a,

esitligi bulunur ve bu esitlik lizerinden de a, ’ye ve a,’ye gore tiirevler ayr1 ayri

alindiginda
2 2

0 DI2nin _ o4 ve 9D _ 04 (3.34)
oa, oa, oa,0a, a,

elde edilir. Boylece a,,a,,...,a,’ye bagh olarak, D_. ’in a,a,,...,a, gore

Hessian matrisi

-0A,/da, —0A,/0a, --- —04/0a,
-0A,/0a, —0A,/0a, --- —04,/0a,
H = : : N : (3.35)
-0A,/0a, —-0A,/0a, --- —0A,/0a,
seklindedir.
D, ’in a,..,a,’lere gore Hessian matrisinin pozitif taniml oldugunu

gosterebilmek i¢in
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—0a,/0A, —0a, /04, - —oa /oA,

HA = —-o0a,/0A, —o0a,/0A, -+ —0a,/04, (336)
—-oa, /04, —o0a,/0A, -+ —o0a,/0A,
matrisi ele almr. Ciinkii  HH ™' =1 matrisin c¢arpimi  birim matristir.
0, k=l
Ok ]9 % oldugundan,
o4, |, k=I
4 L i=]
HH O =(by) =] | ) (337)
0, 1#]
dir.
. oa
(3.36) matrisinin elemanlari (M’ (3.9) dan bulunursa
aa n n n n
6/{ = _Z piz pjgr(xi)gs(xi)+z pigr(xi)z P9 (%) (3.38)
S =1 j=l1 =1 j=l1
=—{Elg, (X)9.(X)]- E[g, OE[g, )]
veya
oa
= = —Cov[g, (X), g, (X)] (3.39)
04
oa
—=-Var|g, (X 3.40
) [9:00)] (3.40)

r

elde edilir. (3.39) ve (3.40) degerleri (3.37) deki H ™' matrisinde yerine yazilirsa

elde edilen matris varyans-covaryans matrisi olur ki bu H ™" matrisinin pozitif
tanimli oldugu gosterir. Boylece pozitif tanimli bir matrisin tersi de pozitif

taniml1 olacagindan, H matrisi pozitif tanimlanir ve de dolayisiyla D_. ’in

a,,a,,...,a, nin konveks bir fonksiyonu oldugu ortaya ¢ikar.

3.2. Siirekli Rassal Degiskenler Icin MinxEnt Metodu

Bu metot K-L 6l¢limiiniin

b
D( f :q):j f(x)ln%dx (3.41)
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b
j f(x)dx =1 (3.42)

b
fo.00f0dx=a,,r=1,.,m, (3.43)

(3.42) ve (3.43) kisitlar1 altinda minimize eden dagilimi bulma metodudur.

S6zkonusu dagilim Lagrange ¢arpanlari metoduyla bulunabilir.

L —T f(x)ln@dxﬂi -1) T f(x)dx—1 +Zm:/1 ig (x)f(x)dx—a, [(3.44)
a q(x) ’ a r=l1 ' a ' ' '

seklinde kurulur.

L= J.(f(x)l f((x))+(/1 —1)f(x)+leg(x)f(x)jdx (4 -D— 2/1 . (3.45)

F

F=f)ln ;((X))+(;t “DFX)+Y 40,0 f(x) olsun.

r=1

Bu durumda (3.45)

b
L= .[ F(x)dx olur. (3.45) L fonksiyoneline minimum deger veren f(X)

a
fonksiyonunun ekstremumunun varligr i¢in gerek kosula gore Euler-Lagrange

kosulunu saglamalidir.

oF
of (X) _&(af (x)) 0 (3.46)

(3.46) denkleminden
f(x) =a()exp(=4, = 4,9,(X) —... = 4,9, (X)) (3.47)
seklinde bulunur. A4,,4,,4,,..., 4, ler (3.42) ve (3.43) kosullarin1 saglamalidir.

MinxEnt yogunluk fonksiyonu moment kosullarinda yerine yazilirsa asagidaki

esitlikler ortaya cikar

exp(y) = [AEXD(-3 2,8, ()X (3.48)

a, exp(iy) = [ 9,000 exp(- . 4,9, ().,
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[0, 00800 exp(-3. 2,9, ()0
_ Jr=L,m (3.49)

b m
[exp(=2 4,9 (x))dx

Kesikli sistemde oldugu gibi A,’n A,,4,,...,4,,’in konkav bir fonksiyonu

oldugu ve S ’m a,,a,,...,a, lerin konveks bir fonksiyonu oldugu kolayca

max

gosterilebilir.

3.2.1. 4,,4,,..., 4, Lagrange Carpanlarimin Varhgi

A Ay, Ay i varlign kesikli sistemde oldugu gibi (3.49) esitligi
fl (ﬂl 2°t7fm ) a

(A A ):5 (3-50)

12°°97"m

f

m

b m
jq(x)gr(x)exp{—ergr(x)}
burada f,(4,,..,A,)== = L f=(f,.., f)

b m
jexp{_ Z /’i’r g, (X)}

A=(4,,...4,) ve (a,,...,a,) dir.

Sistemin A,,...,4,, lere gore ¢ézlime sahip olmasi gdsterilmelidir.

Dy t) determinantinin sifirdan farki oldugunu goésterilirse, 4,,...,4,, varligi

D41 Am)

kanitlanmis olur.

(3.50) den

- [ g% (0ax) exp(—iﬂ,—g,—(x»dxjexp{— iﬂrgxx)}

o { | exp{ girgxx)}}z
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b m b m
~ 9, 00a(%) exp{—Zﬂrgr(x)} | gr(x)q(x>exp{—Zﬂrgr(x>}
_ : m :
{ | exp{— 2 A gr(x)}}

of :
S =—(E(e ()~ B9, (X)) E(g, (X)))=~Var(g, (X)): r=L.m. (3.52)

. (3.51)

veya

(3.50) de r #s oldugunda

b m b m
= [9:09.(0exp(=2_ 4,9, x| exp{—ZArgrm}
a j=1 a r=1
A, n m 2
{Z exp{— Zﬂ‘r g, (X)} }

i=1 r=1

- gr(x)exp{—i&gm} | gs(x>exp{—i&gr<x)}

o g

of, _ _ =— )
51~ (E(9:009.00)~ (9, (X)) E(g. (X)) =-Cou(@, ()8, (0% 1y o

rs, r=1...,m

(3.53)

(3.52), (3.53), (3.54) yardimiyla

of, of,  of
oA, 04,  0A,
of, of, o Var[g;(X)] Covg,(X)g5(X)] - Covig, (X)gn (X)]
2 2 2
o, on, on, |=| COME008,00) Varlgy (0] - Covlg 005 0] | 5 55
P Covgp (X)g; (X)] COV[G g (X)g, (X)]-+- Var[gp (X)]
61:m a‘I:m a‘I:m
04y 04y Oy

# 0 dir. Clinkii (3.55) matrisi varyans-kovaryans matrisinin ters
D(4,,....4,)

isaretlisidir. (3.50) denklemi ¢dziime sahiptir. Dolayisiyla f ™' (a)=A vardir ve

A’ a’ya siirekli baghdir.
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3.2.2. Kosullu Ekstremumun Varhgi

(3.47) MinxEnt fonksiyonunun Kulback-Leibler fonksiyoneline minimum deger

verdigi bilinen bir esitisizlikten yola ¢ikilarak yapilacaktir. In(X) < Xx—1, her

x>0 igin gegerli oldugu bilinmektedir. Burada k(X) yogunluk fonksiyonu,

b
t(x)>0 ve J.t(x)dx <1 olsun. X yerine, % ifadesi esitsizlikte yerine yazilirsa

a

i) M0 (3.56)
k(x) k(x)

_ )
Int(x) — Ink(x) < 0 (3.57)

K(X) Int(x) — k(x) Ink(x) <t(x) — k(x).

Son esitsizligin her iki tarafindan integral alindiginda

b b b b

[ kO Iteodx - [k Inkodx < [ tedx - [ k(x)dx (3.58)
b

(3.58)’in her iki tarafina — '[ k(x)Inq(x)dx eklendiginde

I K(X) Int(x)dx — j K(x)Ink(x)dx — .[ k(x)In q(x)dx

< j't(x)dx — j. k(x)dx — T k(x)In q(x)dx

jk(x)ln@s jk(x)ln@dx (3.59)
2 ax) 3 a(x)

elde edilir. (3.59) da k(x) = f(x) yerine yazildiginda son esitsizlik

b

jk(x)lnt(—x) <D(f :q) (3.60)

: q(x)

sekline doniisiir. (3.60) esitsizligi (3.41) Kullback-Leibler fonksiyonelinin
t(x)

b
I k(x) lnﬁdx ile smirli oldugunu gostermektedir. Burada t(X) yerine
a a(x

Lagrange carpanlart metodundan elde edilmis dagilim yazilirsa

34



J.k(X)ln a(x)exp(-4, = 4,9,(X) —...— 4,9, (X)) <D(f :q) (3.61)
2 q(x)

veya

- —iira, <D(f:q) (3.62)

sonucuna varilir. Bu sonuctan D(f :q) fonksiyonelinin alttan sinirli oldugu
belirlenmis olmaktadir. Bu sonu¢ keyfi f yogunluk fonksiyonu icin gegerli
oldugundan f(x)=q(x)exp(-4, —4,9,(X)—...—1,9,,(x)) fonksiyonu Kullback-

Leibler fonksiyoneline minimum deger veren dagilimdir sonucuna ulasilir.

3.2.3. 4, Carpanmmin A, 4,,...,4, Lagrange Carpanlarina gore Konveksligi

A, ’m A, A,,..., A, konveks bir fonksiyonu oldugunu gostermek ic¢in (3.49)

esitliginden A, ’ye gore tiirev alinirsa,

PR n
exp(io)%z—j g(x)g,(x) exp{—Zﬂrgr(x)}’ (3.63)
¢ m
oi jgr(X)Q(X)exp{—ZA,gr(x)}
oh exp(y) = —Elg, (X)]=-4,. (3.64)

(3.64)’den A, ’ye gore tekrar diferansiyel alinirsa

) fgrz(X)Q(X)GXP{—iirg,(X)}
oAy 04y Oy % = I
o1, 03, 0’ exp(4,) =E[g (X)), (3.64)
boylece
0’4, ) ,
Y Elg,”(X)]-E[g, (X)]" =Var[g, (x)]. (3.65)

r

(3.64)’den A, ’ye (r #5) gore tekrar tiirev alinirsa

b m

- X)g.(X)exps— > 4.0,(X
a%+%%_£wm4>4;am%
OA0A, O A, exp(4y) '

(3.66)
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(3.64) den tekrar A, ’e gore tekrar tlirev alinirsa

A, ok 4

oion. " on o, =E[9, (X)g,(X)], (3.67)

0*h B )
hon E[g,(X)g,(X)]-E[g,(X)]E[g,(X)] = Cov[g,(X)g(X)] (3.68)

sonucuna ulasilir. A,’mn A,,4,,...,4, 'nin fonksiyonu olduguna gore (3.65) ve
(3.68) yardimiyla olusturulan Hessian matrisi:

0*4, 04,  9°4,
o> OMdA, MDA,
*h, 04, %4,
04,04, 0M0A, OAOA, |=

0’2y 0%, 074,
OAnOA 0404,  0A,.°

Var[g,(X)] Cov[g,(X)g,(X)]--- Cov[g,(X)gy(X)]
COV[gz(X)gl(X)] Var[gz(x)] COV[gl(X)gm(X)] (3 69)

Cov[g,, (X)g,(X)] Cov[g,(X)g,(X)]--- Var[g, (X)]

oldugu sonucuna ulasilir. (3.69) matrisi varyans-kovaryans matrisi oldugu i¢in A,

parametresi A,,4,,...,4,, ’nin konveks fonksiyonudur.
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4. INFORMASYON TEORIiSINE DAYALI MODEL BELIiRLEME
KRITERLERI

Bu béliimde, istatistiksel modellerin belirlenmesinde kullanilan informasyon
teorsine dayal1 bazi kriterler ve hataya dayali kriterler verilerek, tezde belirlenen
dagilim modellerini karsilastirmak i¢in kullanilmistir.

Bu kriterlerden  Akaike-Informasyon kriteri (AIC) (Akaike, 1973, 1778),
AlIC’nin kiigiik 6rneklem (AIC., QAIC.) ve Takeuchi informasyon kriteri (TIC)
iki dagilim arasindaki yonlendirilmis Kullback-Leibler mesafesinin tahmini
olarak tiiretilir. Bayes informasyon kriteri (BIC), Minimum tarif uzunlugu
(Minimum describe Length (MDL)) , Tutarlilik ve Fisher informasyon
(Consistent and Fisher information) (QF) kriterleri ise boyut tutarliligim

belirleyen kriterlerdir. Ayrica istatistikte hataya dayali kriterler kok ortalama kare
hata (Root mean square error, (RMSE)), Ki-Kare ( 7°) ve modelin belirlilik

katsayis1 olarak bilinen R? de model se¢im kriteri olarak kullanilmaktadir.

4.1. Akaike Informasyon kriteri

AIC kriteri bilinmeyen ger¢ek dagilim ile Onerilen model arasindaki K-L
mesafesinin beklenen degerinin tahmini ile olusturulur. AIC veriye uygun ayni
zamanda en az parametreye sahip modeli 6nermektedir. Kriterin farkli kanitlari
literatiirde mevcut olmakla beraber (Burnham, 2002) kaynaginda sade bir hali
bulunmaktadir. Bu kriter, aday modeller arasindan en kiiciik AIC degere sahip
olan dagilimi secer. Eger model kiimesi dogru se¢ilmemis ise bu durumda kriter
iyi bir model 6nermeyecektir (Kenneth,2002).

Iki model arasindaki Kullback-Leibler informasyon 6l¢iisii

D(f(x):9(x.6) = [ f(x)In G 4.1)
9(x,0)

seklindedir. Burada f(x) gercek dagilim, g(x,0) onerilen model dagilimdir.

AIC:

AIC =-2log(L(8]x) + 2K 4.2)
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seklindedir. Burada L loglikelihood fonksiyonu, K modeldeki parametre sayisidir.
AIC o6rneklem sayis1 (N) kiiciik oldugunda kotii sonuglar verdigi i¢in (Sigaura
1978; Sakamoto ve ark 1986; Hurvich ve Tsai,1989) tarafindan kiigiik 6rneklem
icin modifiye edilmistir. Kii¢iik 6rneklem i¢in AIC, kriteri:

2K (K +1)

AIC, = AIC +2K + ,
N-K-1

(4.3)

( 4.3) dikkat edildigi gibi, N, degeri K ya gore yeterince biiylik ise son terim
thmal edilebilir.

Takeuchi ‘nin kriteri olan TIC’nin ifadesi asagidaki gibidir.

TIC=-2 log(L(§|x)+2tr{K‘1 (0)J ()} . (4.4)

2

Burada K =Var, (a—aelog(g(x, 0)) ve J =—E,( log(g(x, 8)) (4.5)

06,00,

tr{K~'(6)J(#)} ise carpim matrisinin izidir. Burada Varyans ve beklenen deger

g(x,0) gore alinsayd1 2tr{K '(6)J(0)}=K parametre sayisina esit olup TIC=AIC

olacagi gorinmektedir.
4.2. Bayes Informasyon Kriteri

Schward “Boyut tutarlilig1” olarak bilinen BIC’i gelistirdi. Bu kriter tamamiyla
Bayes teorisinden tiiretilmis olup pek ¢ok alana uygulanmaktadir.

Bayes informasyon kriteri asagidaki gibi tanimlanir:
BIC = —2log(L(0|x)+ K log(N). (4.6)

Yine burada, K modeldeki parametre sayisi, N ise 6rneklem sayisidir.
4.3. Istatistiksel kriterler

Istatistikte daha ¢ok hataya dayali kriterler kullanilmaktadir. Bunlardan en
onemlileri agagidakilerdir .

RMSE:

N
Z(Yi -X;)?

RMSE :MT; (4.7)
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Modelin tahmin giicliniin bir Ol¢iisii olan Belirlilik katsayisinin formiilii

Rz =1- i=1 ; (48)

=g _ 4.9)

Burada vy, , i. gercek veri, X;, i. dagilimindan tahmin edilen veri, N gézlem sayist,

K parametre sayisi veya kisit sayisidir. Buraya kadar verilen kriterlerden R’
disindakiler, en kiigiik degerlerine gore en iyi dagilimi belirlerler. Ancak R* ise,
bir modelin tahmin giicliniin bir 6l¢iisii olarak 0 ve 1 arasinda degisir ve 1’e
yaklagmasi modelin tahmin giiciiniin arttiginin gostergesidir.

Ayrica bu tezde kullanilmamakla birlikte informasyon teorisine dayali
kriterler mevcuttur. Daha ¢ok Kodlama teorisinde kullanilan Minimum
tanimlama uzunlugu (Minimum describtion Length (MDL)) en az karmagsikliga
sahip modeli secer, regresyonda daha ¢ok uygulanan Carpiklik informasyon
Olciisii (Deviance information criterion, DIC), Autoregressive zaman serisi

modellerini belirlemek i¢in Hannan ve Qinn kriteri mevcuttur.
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5. GENELLESTIRILMIS MAKSIMUM ENTROPi METODU VE
GELISTIiRIiLMIiS DAGILIMLAR

Bu bolimde, MaxEnt fonksiyonelinden faydalanarak, —moment
fonksiyonlarma bagli olarak yeni bir fonksiyonel tanimlanmis ve onun bazi
ozellikleri arastirilmigtir. Ayrica fonksiyonelin bazi 6zelliklerinden faydalanilarak
yeni bir dagilim belirleme siireci gelistirilmistir. Tanimlanan bu yeni fonksiyona
MinMaxEnt dagilimi denilecektir. Bu siire¢ kesikli ve siirekli rassal degiskenler

icin ayr1 ayr1 incelenecektir.

5.1. Kesikli Rassal Degiskenler I¢in Maksimum Entropi Fonksiyonu ve

Moment Fonksiyonlar:1 Yardimiyla Tanimlanmis Bir Fonksiyonel

X,,X,,..., X, rassal &rnek (RO) ve bu degerlere karst gelen olasiliklar

1° n

p]a pz---, pn olsun.
HO9=-2pInp, 5.1)

entropi fonksiyonunun

>p-l (5.2)

D PG (%) =, F=1.,m (5.3)
i=l

g=(9,,...,9,,) moment vektor fonksiyonu ve u=(4,,...,4,) moment vektor
degeri, k=1,...m; m+1<n kisitlar1 altinda maksimum degere sahiptir. Bu

maksimum degeri bulmak i¢in Lagrange carpanlar1 metodu uygulanarak

entropinin maksimum degeri H_, :

H,.. =4 +A4 +...+ A4, . (5.4)
oldugu (2.1.5) in (2.28) formiiliiyle gosterilmistir. Bu formiilde A,,4,,4,,...,4,
Lagrange c¢arpanlari, g,...,4, ler  0,(X),d,(X),...,d,,(X)’e uygun moment
degerleridir. (5.4) esitligiyle tanimlanmis H . ’a (9,,...,d,,)’

moment vektorlerine bagli fonksiyonel gibi bakilabilir.
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Tanmm 5.1. g =(9,,...,9,,) moment vektdr fonksiyonlarina bagli H_, degerine

max

sahip
S(9)=H (3.5)

fonksiyoneline, moment fonksiyonlarina bagli MaxEnt fonksiyoneli denilecektir.
MaxEnt fonksiyoneli asagidaki teoremler seklinde verilecek olan Ozelliklere

sahiptir.

Teorem 5.1. (5.5) ile ifade edilen S(g) fonksiyoneli siirekli vektér moment

fonksiyonlar1 kiimesinde (C[a,b]) siireklidir.

Kamt. Her bir ¢g(x) m-boyutlu moment vektér fonksiyonu i¢in entropi

fonksiyonu H (2.1.5) boliimiinde kanitlandigi gibi maksimum degere sahiptir.

Boylece her moment vektér fonksiyonunu H ‘m maksimumu ile karsilastiran

fonksiyonel S(g) (5.5) formiiliiyle tanimlansin. gV (x), ¥ (x) moment vektor

fonksiyonlar: ve £, 1#® moment vektor degerleri olsun. Bu durumda

n

O = =3 pi (9 (x) - 9V (%), (5.6)
i=

diger bir deyisle

e =< > p o™ 00 - 00| <Y Jo -,
i=1 i=1

~Jo™ -g"]..
o<l -9 5
burada || .| Euclid normu ve |g| = Xrg[;af]”g(x)” C[a,b] uzaymmn normudur.
(5.7) den gérillmektedir ki

o g <. 59
oldugunda

|u® =<z, (e=0). (5.9)
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esitsizligi saglanmaktadir. (5.9) da x moment vektdr degeri g(X)’e C[a,b]
normuna gore g(X) ’e siirekli baghdir.

Burada A, parametresi A,,...,4, °‘lere ve A,,...,4, parametreleride
g(x) lere gore u,..., 1, 'lere siirekli bir sekilde baglhidir. ( bak. boliim 2 ) (5.8) ve
(5.9) dikkate alinirsa S(g) fonksiyoneli siirekli fonksiyonlar kiimesinde siirekli

bir fonksiyoneldir. Boylece Teorem 5.1. kanitlanmis olur.

Teorem 5.2. (5.5) ile ifade edilen S(g) fonksiyoneli, (C[a,b]) uzayinin verilen

kompakt kiimesinde en biiyiik ve en kiiciik degerine ulasir.
Bu teoremin kaniti lineer uzaym kompakt kiimesinde tanimlanmis stirekli

fonksiyonellerin bir 6zelliginden ortaya ¢ikmaktadir.

5.2. Kesikli Rassal Degiskenler icin MinMaxEnt Dagilimi

(5.5) ile tanimlanmis S(g) < C[a,b] fonksiyoneline, K kompakt moment vektor

fonksiyonlar1 kiimesinde minimum deger veren moment vektdr fonksiyonu g

olsun.

min $(g) = S(g). (5.10)
ge

(5.3) moment kisitlarinda 9 =(9d,,...,d,,) yerine g moment kosulu

yazildiginda (5.1) fonksiyonuna (5.2), (5.3) kosullar1 altinda maksimum deger
veren P=(p,,....P,) dagilimma MinMaxEnt dagilimi denilecektir. Kisaca

(0)

MinMaxEnt dagilimi S fonksiyoneline minimum deger veren ¢ moment

vektor fonksiyonuna uygun MaxEnt dagilimidir. Bu stiregte dikkat edilmesi
gereken husus fonksiyonlar kiimesinde tanimlanan MaxEnt fonksiyonundan
farkli olarak, momentler kiimesinde tanimlanan bir fonksiyonelin minimumumun

bulunmasidir. S6zkonusu MinMaxEnt dagilimi
_ 5 (0) P
p; = exp(—4y - _zlﬂj g; (X)), 1=L..,n (5.11)
j=

seklindedir. MinMaxEnt dagilimi, rassal Ornekten elde edilen dagilimlar

icerisinde en biiyiik informasyon igeren dagilimdir.
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Teorem 5.3. P =(p1(0),..., pn(o)) (5.11) esitligiyle tanimlanmis MinMaxEnt

dagilimi olsun. Bu dagilim rassal 6rnekten elde edilen dagilimlar icerisinde en

biiylik informasyonu i¢eren dagilimdir.

Kamt. n duruma sahip rassal degiskenin (5.2) kosullar1 altinda maksimum

entropisi Inn dir. (5.1) ve (5.2) kosullar1 altinda entropi H(p)oldugu i¢in P
dagiliminin igerdigi informasyon | =lnn—H(p) seklindedir.
MinMaxEnt dagilimi entropi fonksiyonuna en kii¢iik deger veren dagilim oldugu
icin

H(p)>S(g") (5.12)

kosulu saglanir. Boylece Teorem 5.3. kanitlanmis olur.

5.3. Siirekli Rassal Degiskenler I¢in Maksimum Entropi Fonksiyonu ve

Moment Fonksiyonlar1 Yardimiyla Tanimlanmis Bir Fonksiyonel

H(x) = —? f(X)In f(x)dx (5.13)

asagidaki moment kosullar seklinde ifade edilen

b

[f00g.00dx =g, r=1..,m (5.14)
? f(x)dx =1 (5.15)

(5.13) entropi fonksiyoneli (5.14) ve (5.15) kisitlar1 altinda maksimuma sahiptir.
Bu maksimum degeri bulmak i¢in Lagrange carpanlari metodu uygulanarak

entropi fonksiyonelinin maksimum degeri H . :

H .. =4 +Au+..+ A4, . (5.16)
oldugu gosterilmistir. Bu formiilde A4,,4,,4,,...,4, Lagrange carpanlari,
Myl ity ‘ler g,(X),d,(X),...,9,,(X) e uygun moment degerleridir. (5.16)
esitligiyle tanimlanmus H_, ’a kesiklide oldugu gibi (9,,...,d,) moment

vektorlerine bagli fonksiyonel gibi bakilabilir.
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Tanmm 5.2. g =(9,,...,9,,) moment vektdr fonksiyonlarina bagli H_, degerine
sahip
S(g)=H_,. (5.17)

fonksiyoneline moment fonksiyonlarina bagli MaxEnt fonksiyoneli denilecektir.
MaxEnt fonksiyoneli 5.4. boliimde teoremler seklinde verilecek olan

Ozelliklere sahiptir.

5.4. Siirekli Rassal Degiskenler icin MinMaxEnt Dagilimi

MinMaxEnt dagilimi (5.14) moment kisitlarinda ¢ =(g,,...,d,,) yerine ¢

moment kosulu yazildiginda (5.13) fonksiyoneline (5.14), (5.15) kosullar altinda

maksimum deger veren dagilimina MinMaxEnt dagilimi1 denilecektir. Kisaca
MinMaxEnt dagilimi S fonksiyoneline minimum deger veren g'“ moment

fonksiyonuna kars1 gelen MaxEnt dagilimidir. (Shamilov ve ark. 2006)

Teorem 5.4. (5.17) ile ifade edilen S(g) fonksiyoneli siirekli vektér moment

fonksiyonlar1 kiimesinde (C[a,b]) siireklidir.

Kamit. (5.14) esitliginden
b
u® =1 =[(g¥ 00 -9 ()T, (5.18)

veya

o< Jlo™ -0 o]0 o~ 10
a a C

- Hg(z) _ ga)ch' f (X)dx = ng) —g® c (5.19)
:Hgm —g® j

C
-] <o ], 520

(5.20) fonksiyonel olarak u, C[a,b] uzayinda, g(X) moment vektor

fonksiyonuna siirekli bir sekilde baglidir. Diger taraftan A, parametresi A,,...,4

19°++9 7 'm
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lere ve A,,...,4,, parametreleri u,...,u, lere siirekli bir sekilde baghdir (bkz.
Bolim 2). (5.20)’den S(g)’nin @ ’nin siirekli bir fonksiyonu oldugu

goriilmektedir. Boylece Teorem 5.4 kanitlanmis oldu.

Teorem 5.5. (5.17) ile ifade edilen S(g) fonksiyoneli, (C[a,b] )siirekli moment
fonksiyonlarinin kompakt bir kiimesinde en biiyiik ve en kiigiik degerini alir.
Bu teoremin kanit1 lineer uzayda kompakt kiimede tanimlanan siirekli

fonksiyonellerin bir 6zelliginden ortalaya ¢ikmaktadir. (Kantorovi¢ ve Akilov,

1982).

Teorem 5.6. Siirekli sistemler i¢in tanimlanmis MinMaxEnt dagilimi, rassal
ornekten elde edilen dagilimlar igerisinde en biiyiilk informasyonu igeren

dagilimdir.

Kanit. (5.13) entropi fonksiyonelinin (5.15) kosulu altinda maksimum degeri
H, .. =In(b—a) seklinde oldugu Bolim 2 de gosterilmisti. (5.13) ve (5.14)
kosullar1 altinda entropi H(p) oldugu i¢in P dagiliminin i¢erdigi informasyon

| =In(b—a)-H(p) (5.21)
seklindedir.

MinMaxEnt dagilimi entropi fonksiyoneline en kiigiik deger veren dagilim
oldugu i¢in

H(p)=S(g") (5.22)

kosulu saglanir. Boylece Teorem 5.6 kanitlanmis olur.

5.5. MinMaxEnt ve MaxMaxEnt dagilim dizisi

Kesikli sistem MaxEnt metodu ile incelendiginde dikkat edilmelidir ki
burada m+1sayida kisit, ancak n sayida bilinmeyen olasilik vardir. Metodun
uygulanabilmesi i¢in gereken kosullardan birisi m+1<n olmasidir. Teorem 5

gosteriyor ki H = S(g) fonksiyoneli sonsuz sayirda moment fonksiyonlarinin

mq

olusturdugu kiimede tanimli oldugu i¢in kendinin en biiyiik ve en kiiciik degerini
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bu kiimede alir. S(g) fonksiyoneli § de minimum degerini, a de maksimum
degerini alsin. Bu durumda S(g) S ’in minimum degeri, S(QNT) S ’in maksimum
degeridir. Sonlu bir {S(@k )}, {S(E ‘ )} dizisi i¢in, asagidaki esitsizlik saglanir.

S(8,)25(8,)>5(8,)25(8,)2 2 S(F.1) 2 S (T -

~

C~5k dagilimi, §, moment fonksiyonuna karsilik gelen MaxEnt dagilimu, C~5k

dagilimi ise 6 momentine karsilik gelen MaxEnt dagilimi olsun. Diger bir deyisle

Gk MinMaxEnt, Gk MaxMaxEnt dagilimi1 denilsin. MinMaxEnt ve MaxMaxEnt
dagilimlar1 yardimiyla (5.21) esitsizligi

S(G,)>5(6,)>5(G,)>5(6,)>..>5G. )>S(B. )>H(P),

m+1 m+1

seklinde yazilabilir. Burada P anakiitlenin gercek dagilimidir.

Aymni esitsizlikler stirekli durum ig¢inde gecerlidir. Sadece siirekli durumda

(S(80)}. 18(3,)}. dizisi sonsuz dizidir.
5.6. Riizgar Hizininin MinMaxEnt dagilimi: Weibull Dagilimina Alternatif

Son yillarda petrol ve gaz gibi tlikenir enerji kaynaklarindaki azalis
dikkate alinarak yenilenebilir enerji kaynaklarina olan ilgi oldukca artmustir.
Riizgar yenilenebilir enerji kaynaklarindan en 6nemlilerinden biridir. Dolayisiyla
onun dagilimi arastirmasi uygulama agisindan diisiiniildiiginde oldukca
degerlidir. Bu anlamda burada sunulan dagilim belirleme siireci riizgar giicii ve
enerjisi tahminlerinde kullanilabilecektir. Riizgdr hizinin dagilim fonksiyonu
ayrica riizgar enerjisini degerlendirmede Onemlidir. Riizgar giicli, enerjisi ve
rliizgarin pek ¢cok parametresi onun dagilimi yardimiyla belirlenir. Riizgér verisine
en uygun dagilim ne kadar iyi belirlenirse riizgar giizii ve enerjisi tahminleri o
kadar az hataya sahip olur. (Celik, 2004,2005, Akpinar, 2004).

Bu boliimde riizgar hiz1 verisini modellemede ¢ok yaygin bir sekilde kullanilan
Weibull (Celik, 2003, 2005, Akpinar, 2004, Al-Nassar ve dk, 2005, Ulgen ark,

2002) dagilimina alternatif olarak MinMaxEnt bulunarak karsilastirmalar
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yapilmustir. Bu karsilastirmalar yapilirken RMSE, y*> , R*, AIC, BIC; K-L,

kriterleri kullanilmustir.
Entropi optimizasyon ilkelerinin riizgar alaninda ilk uygulamalar1 Li ve Li
(2005) de iki farkli yayinla ve Ramirez ve Carta (2005) gerceklestirmistir. Li
maksimum entropi prensibini diinyanin ¢esitli bolgelerinden alman riizgar
verisine uygulamis ve Weibull dagilimi ile MaxEnt dagilimlarini karilagtirmistir.
Li bu ¢alismasinda moment kosullar1 olarak riizgarin kiitlesini, momentumunu,
enerjisini almis ve bu kosullara gére MaxEnt dagilimini belirlemistir. MaxEnt
dagilimlart giinliik, aylik, sezonluk ve yillik riizgar verisine uygulayarak
karsilagtirmalar yapmistir. Bu boliimde ise, Li (2005)’nin uyguladigi MaxEnt
dagilimindan farkli olarak Eskisehir bolgesinde oOlgiilen riizgar hizi verisi igin
MinMaxEnt dagilimi belirlenerek bu veriden bulunan Weibull dagilimiyla
karsilastirilmistir.
Bu boliimde Eskisehir bolgesi riizgar hizi i¢in Weibull, MinMaxEnt
dagilimlar1 belirlenerek karsilastirilacaktir.
MinMaxEnt dagilimi belirlenmesi siireci asagidaki gibi verilir:
1. Moment kisitlar1 belirlenmesi
2 Her moment kisitina uygun olarak MaxEnt dagilimini belirlenmesi
3 Belirlenen MaxEnt dagilimlarinin entropisini hesaplanmasi
4.  MaxEnt dagiliminin igerdigi informasyonu belirlenmesi.
5 En biiylik informasyonu igeren moment kisitinin belirlenmesi.
6 Bu se¢ilen moment kisitina kars1 gelen dagilima MinMaxEnt dagiliminin
bulunmasi.
1.de ifade edilen moment kisitlar1 X, x>, x*, In(X),In(x +1) (In(x))*, In(x*> +1)
seklinde belirlenmigtir. Bu kisitlarin  se¢imi yapilirken, bilinen istatistiksel
dagilimlarin karakterize edici momentleri diistiniilmiistir. Ornegin x ve x°
momentleri normal dagilimin, x ve Inx momentleri Gama dagiliminin karakterize
edici momentleridir.
1. deki tim kisitlar iki bileskeye sahip moment vektor fonksiyonunu
olusturmaktadir. Ciinkii tiim dagilimlar (5.15) le ifade edilen toplamsallik

kosulunu saglarlar.
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1. deki tiim kisitlarin ikiserli kombinasyonu yapilarak 2-6 adimlarini
tekrarlanarak ii¢ bileskeli moment vektér fonksiyonuna uygun MinMaxEnt
dagilimi belirlenir. Burada secilen ikili kosullar, {i¢ bileskeli moment vektoriine
uygun kosulu belirler. Bu sekilde belirlenen iki bilegskeli moment vektor
fonksiyonuna uygun MaxEnt, li¢ ve dort bileskeli moment vektor fonksiyonuna
uygun MaxEnt dagilimlart Cizelge 5.1, Cizelge 5.2 ve Cizelge 5.3 de
listelenmistir. Daha fazla bileskeli moment vektdor fonksiyonuna uygun

MinMaxEnt dagiliminin entropisinin daha kii¢iik olacagi agiktir.

Cizelge 5.1. Aralik aymda olgiilen riizgar hizi igin iki bileskeli moment vektor fonksiyonuna

uygun MaxEnt dagilimlarinin entropileri

Kisitlar Entropi
(1, %) 3.1589
(1, x%) 3.0445
(1, x%) 3.0017
(1, Inx) 3.3497
(1, In(1+x)) 3.2924
(1, (Inx)?) 3.1037

Cizelge 5.2. Aralik ayinda olgiilen riizgar hizi i¢in {i¢ bileskeli moment vektoér fonksiyonuna

uygun MaxEnt dagilimlariin entropileri

Kisitlar Entropi  Kisitlar Entropi
(1, x, x%) 29486 (1, x°, (Inx)?) 2.9969
(1, x, x%) 29667 (1, x°, In(1+x%) 2.9585
(1, x, Inx) 29253 (1, Inx, In(x+1)) 2.9702
(1, x, In(x+1)) 2.9284 (1, Inx, (Inx)®) 2.9523
(1, x, (Inx)?) 3.0548 (1, Inx, In(1+x7)) 3.0036
(1,x, In(1+x%))  2.9428 (1, In(x+1), (Inx)?)) 2.9486
1, %% x%) 29816 (1, In(x+1),In(1+x%))  3.1428
(1, x%, Inx) 29263 (1, (Inx)%, In(1+x%)  2.9422
(1, x*.In(x+1))  2.9362

(1, X%, In(x)*) 3.0310

(1, x% In(1+x%)  2.9443

(1, x°, Inx) 2.9415

(1, x°, In(1+x))  2.9526
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Cizelge 5.3. Aralik ayinda odlgiilen riizgar hiz1 i¢in dort bileskeli moment vektor fonksiyonuna

uygun MaxEnt dagilimlarinin entropileri

Kisitlar Entopi

(1, x,x%, %) 2.9421

(1, %, X%, Inx) 2.9217

(1, x, %%, In(x+1)) 2.9283

(1, x, X%, (Inx)%) 29133

(1%, %%, In(1+x%)) 2.9422

(1, x, x3’1nx) 2.9194

(1,x, %, In(x+1)) 2.9275

(1, x, x*, In(x)%) 2.9081

(1,x,%°, In(1+x%)) 2.9423
Kisitlar Entropi
(1, x, Inx, In(x+1)) 2.925
(1, x, Inx,In(x)?) 2.9249
(1, x, Inx, In(1+x?)) 2.9252
(1, x, In(x+1), (Inx)?) 2.9252
(1, x, In(x+1), In(1+x7)) 2.9223
(1, %, (Inx)?, In(1+x%)) 2.9278
(1, x%, %, Inx) 2.9257
(1, x% x°, In(1+x)) 2.9339
(1, x%, x*, In(x)?) 2.9254
(1, X%, X%, In(1+x?)) 2.9421
(1, x%, Inx, In(1+x)) 2.9179
(1, x%, Inx, (Inx)?) 2.9186
(1, X%, Inx, In(1+x%)) 29164
(1, x%, In(1+x), (Inx)?) 2.9191
(1, X%, In(1+x), In(1+x?)) 2.9124
(1, %, (Inx)%, In(1+x?)) 2.9212
(1, X, Inx, In(1+x)) 29124
(1, x°, Inx, (Inx)?) 29136
(1, X, Inx, In(1+x%)) 2.9103
(1, x*, In(1+x), (Inx)?) 29141
(1, %, In(1+x), In(1+x?)) 2.9071
(1, X, In(x), In(1+x%)) 2.9162
(1, Inx, In(1+x), (Inx)?) 2.9278
(1, Inx, In(1+x), In(1+x)) 2.9396
(1, Inx, (Inx), In(1+x%)) 2.9332
(1,In(1+x), (Inx)?, In(1+x%)) 2.9346
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Cizelge 5.1, Cizelge 5.2 ve Cizelge 5.3’ den sonug olarak iki bileskeli moment

vektdr fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimi (f_,(x)), (1,X’) moment

kisitina karsilik gelen dagilim, ii¢ bileskeli moment vektér fonksiyonuna uygun

MinMaxEnt dagilmi (f_,(x)), (1, X, Inx) moment kosuluna karsiik gelen

dagilim ve dort bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt

dagilm (f_,(x)), (1, x*,Inx, In(1+x%)) moment kisita karsilik gelen dagilimdir

denilebilir.
Cizelge 5.4’ de ornek olarak 2005 yili Aralik ayina ait birimi m/s olan hiz
(v) verileri kullanilarak elde edilen frekans dagilimlari, iki bileskeli moment

vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt ( f_,(x)), li¢ bileskeli moment vektor
fonksiyonuna uygun MinMaxEnt (f_.(x)), dort bileskeli moment vektor
fonksiyonuna uygun MinMaxEnt ( f_,(x)), ve Weibull ( f, (X)) dagilimlarindan

hesaplanan teorik frekanslar verilmistir. Diger aylar iginde benzer Cizelgeler
olusturulmustur. Bu Cizelgede dagilimlarin veriyi modelleme derecesini
istatistiksel olarak belirleyen kriterler verilmistir. Ayrica tiim 2005 yili aylar i¢in
bu kriterler hesaplanarak Cizelge 5.5 seklinde verilmistir.

Bu sekilde 2005 yilindaki on iki ay icin MinMaxEnt dagilimi belirlenmis,
ornek olarak aralik ayi i¢in frekans dagilimlar verilenerek Cizelge 5.5 deki gibi
diizenlenmistir. Bununla birlikte her ay i¢in bu Cizelgeler olusturulmus,
hesaplanan MinMaxEnt dagilimlar1 ve Weibull dagilimi Bolim 4 te verilen

RMSE, y 2, RZ, AIC, BIC, K-L kriterlere gore karsilagtirilmistir. Bu kriterlerden,

R? disindakiler en kiiciik degerlerine gore en iyi dagilimi belirlerken, R* de ise en

bityiik degerine gore secim yapilir. Cizelge 5.4° de en biiyiik R? f.. ve f_, de

mx4

gerceklesmistir. Ayni sekilde ;(2, AIC, BIC, K-L kriterleri en kii¢iik f_., ve f

mx4

dagilimlarinda elde edilmistir.
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Cizelge 5.4. Aralik ayinda Olciilen riizgdr hizi icin MinMaxEnt dagilimlart ve Weibull

dagilimindan elde edilen teorik frekanslar

\% frekans fi fw 1:m><2 fmx3 fmx4
0.5 86 0.1230  0.1011  0.1555  0.1224  0.1250
1.5 92 0.1316  0.1699  0.1542  0.1306  0.1302
2.5 101 0.1445  0.1785  0.1494  0.1422  0.1404
35 107 0.1531  0.1588  0.1393  0.1504  0.1488
4.5 91 0.1302  0.1272  0.1229  0.1474  0.1469
5.5 92 0.1316  0.0942  0.1012  0.1276  0.1282
6.5 73 0.1044  0.0654  0.0765  0.0930  0.0939
7.5 36 0.0515  0.0429  0.0523  0.0544  0.0548
8.5 15 0.0215  0.0268  0.0318  0.0243  0.0241
9.5 6 0.0086  0.0160  0.0169  0.0079  0.0076

RMSE 0.0249  0.0192  0.0068  0.0067
X’ 0.0008  0.0004  0.0000  0.0000
R’ 0.752 0852 0981  (og]

AIC 5524 5407 1575 8
BIC 5585  54.68  16.66 921
K-L 0.0718  0.0281  0.0030  0.0029

Cizelge 5.5 de bir yillik riizgar hiz1 verisi i¢in MinMaxEnt dagilimlarinin,
Weibull dagilimiyla gesitli kriterlere gore karsilastirmasi verilmistir. Cizelge
5.5’den RMSE, Xz, R%, AIC, BIC, K-L kiterlerine gore tiim aylar i¢in dort
bileskeli moment vektdér fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagiliminin riizgar
modellemede iyi sonuglar verdigi goriilmiistiir. Bu tabloda iki, ii¢ ve dort
bileskeli moment vektdr fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagilimlar1 ayr1 ayri

Weibull dagilimiyla karsilastirildiginda, f_, MinMaxEnt dagiliminin Weibull” a

gbre veriye uyumunun iyi olmadigi, kriterlerin sonuglarmma gore sdylenebilir.

Bununla birlikte f_, MinMaxEnt dagiliminin Weibull” a gore riizgar verisine

uyumunun tiim aylar gozlendiginde oldukga 1yi oldugu yine kriterlerin bir sonucu

olarak goriilebilir. Ayrica ii¢ bileskeli moment vektdr fonksiyonuna uygun
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MinMaxEnt dagilimlarinin Weibull’a gore ¢cok daha iyi sonuglar vermesi, kisit

bilesen sayisinin da {i¢ olmasinin yeterli oldugu kanisina da gotiirmektedir.

Cizelge 5.5. 2005 yili tim aylarinda olgiilen riizgar hizi i¢in MinMaxEnt dagilimlarinin ve

Weibull dagiliminin karsilastirilmast

Ocak
RMSE X? R? AIC BIC K-L

fw 0.0190 0.0004 0.934 71.92 7272 0.023
fe  0.0400 0.0019 0.710 69.58 70.37 0.098
m3  0.0146 0.0002 0.961 19.24 20.43 0.021

fis  0.0052 0.0000 0.995 8 9.59 0.003

Subat
RMSE X R> AIC BIC K-L

fw 0.014 0.0002 0.925 63.78 64.58 0.0435
e 00196 0.0004 0.853 6220 62.99 0.0321
ma  0.0118 0.0001 0.946 1640 17.59 0.0194

fa 00116 0.0002 0.948 8 9.59 0.0115

Mart
RMSE X° R> AIC BIC K-L

fw 0.0178 0.0003 0.937 80.22 81.19 0.0252
fe 00384 0.0017 0709 78.72 79.69 0.1072
ma3  0.0149 0.0002 0.956 1821 19.67 0.0176

fa 00079 0.0000 0.987 8 9.93  0.0069

Nisan
RMSE X? R? AIC BIC K-L

fw 0.0225 0.0006 0.8908 66.11 6691 0.0424
foe 00423 00021 06158 6396 64.76 0.1186
ma3  0.0136 0.0002 0.9602 15.81 17.01 0.0151

fa  0.0108 0.0001 0.9749 8 9.59 0.0070
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Mayis

RMSE X’ R’ AIC BIC K-L

fu 00180 00003 0952 8648 87.45 0.0340

foc 00417 0.0020 0742 86.63 87.60 0.1236

fs 00109 0.0001 0982 1833 19.78 0.0159

fa  0.0080 0.0000 0990 8 9.93  0.0138
Haziran

RMSE X’ R’ AIC BIC K-L

fu 00227 00006 09152 60.64 6125 0.0238

foe  0.0570 0.0040 0.4694 56.09 56.70 0.1841

fos 00195 0.0005 09373 1611 17.02 0.0151

fs  0.0185 0.0005 09436 8 921 0.0131
Temmuz

RMSE X’ R’ AIC BIC K-L

fu 00185 00004 09236 6792 68.71 0.0305

fe  0.0439  0.0023 0.5693 64.65 6544 0.1463

fos 00185 0.0005 09233 1874 19.94 0.0277

fs 00165 0.0005 09387 8 9.59  0.0203
Agustos

RMSE X° R* AIC BIC K-L

fu 00194 00005 0925 8148 8245 0.0376

fe  0.0522 0.0032 0467 75.16 76.13 0.2121

fs  0.0135 0.0002 0964 2220 23.66 0.0157

fa 00125 00002 0969 8 9.93  0.0145
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Eyliil
RMSE X? R? AIC BIC K-L

fu 0.0165 0.0004 0.9529 50.69 51.09 0.0246

m  0.0508 0.0033 0.5533 48.03 4842 0.1286
fos 00168 0.0004 09509 15.04 15.63 0.0178

fona 0.0150 0.0004 0.9611 8 8.78 0.0159

Ekim
RMSE X? R? AIC BIC K-L

fw 0.0180 0.0004 0.9317 5937 59.97 0.0298
m2  0.0316 0.0012 0.7905 58.96 59.56 0.0572
fos 00101 0.0001 09785 18.74 19.65 0.0077

fs  0.0089 0.0001 0.9832 8 9.21 0.0066

Kasim
RMSE X? R> AIC BIC K-L

fu 00230 00006 0790 63.63 64.43 0.0808
m2  0.0128 0.0002 0.935 62.72 63.51 0.0172
ma3  0.0109 0.0001 0.952 16.07 17.26 0.0114

fa 00102 0.0001 0.958 8 9.59  0.0099

Aralik
RMSE  X? R®> AIC BIC K-L

fw 0.0249 0.0008 0.752 55.24 55.85 0.0718
e 00192 0.0004 0852 54.07 54.68 0.0281
ma3  0.0068 0.0000 0.981 15.75 16.66 0.0030

fa 00067 0.0000 0981 800 921 0.0029

Ornek olarak Mayis ve Aralik aylar riizgar verisi icin elde edilen
MinMaxEnt ve Weibull olasilik yogunluk fonksiyonlarinin grafigini Sekil 5.1 de
verilmigtir. Sekil 5.1 den de iki, {i¢ ve dort bileskeli moment vektor fonksiyonuna

uygun MinMaxEnt dagiliminin veriye uyumu goriilmektedir. Bununla birlikte
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moment kosullar1 arttifinda bu modellemenin daha iyi olacagi asikardir. Sekil
5.1°de ii¢ ve dort bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt

dagilimlarinin veriye ne derece iyi uyum gosterdigi oldukca net sergilenmistir.

Sekil 5.1. Mayis ve Aralik aymda 6lgiilen riizgdr hizinin MinMaxEnt dagilimlart ve Weibull

dagilimu

Aralik

Son uygulama olarak, incelenen (Celik 2004) makalesindeki riizgar verilerinin
MinMaxEnt dagilimi belirlenmistir. Celik, (Celik 2004) makalesinde riizgar
dagilimi olarak ¢esitli dagilimlar test ederek Weibull dagilina uygun oldugu
sonucuna ulagsmistir Son olarak yukarida yapilan uygulama (Celik, 2003) de
verilen riizgar verisi i¢in uygulanarak sonuglar yorumlanmistir. Celik riizgar
modellerken iki farkli dagilim kullanarak ¢esitli hataya bagli kriterlere gore
Weibull dagiliminin inceledigi riizgar verisini daha iyi modelledigini gormiistiir.
Bu uygulamada ayn1 veriyi modellemek i¢in MinMaxEnt dagilimlar: kullanilarak
karsilastirmalar yapilarak Cizelge 5.6 seklinde verilmistir.

Cizelge5.6 ‘den riizgari modellemek i¢in kullanilan Weibull dagilimina

MinMaxEnt dagilimlarinin alternatif oldugu gosterilmis olur.
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Sekil 5.2, riizgar verisi icin elde edilen MinMaxEnt ve Weibull olasilik yogunluk

fonksiyonlariin grafigini vermektedir.

Cizelge 5.6. (Celik 2004) alinan riizgar hiz1 verisi i¢in MinMaxEnt dagilimlarinin Weibull

dagilimlari ile karsilastiriimast.

Y4 frekans fi fw f mx2 f mx3
0-1 195 0.2624  0.2609 0.2491 0.2588
1-2 231 03109  0.2711 0.3246  0.2983
2-3 127 0.1709  0.1958 0.1843 0.1878
3-4 74 0.0996  0.1237 0.1000  0.1103
4-5 52 0.0700  0.0716  0.0560  0.0637
5-6 30 0.0404 0.0388 0.0326 0.0364
6-7 17 0.0229  0.0200  0.0198  0.0205
7-8 8 0.0108 0.0098 0.0124  0.0114
8-9 6 0.0081 0.0046  0.0080  0.0062

9-10 1 0.0013 0.0021 0.0053 0.0033
10-11 1 0.0013 0.0009 0.0036  0.0017
11-12 1 0.0013 0.0004  0.0025 0.0009
12-13 0 0 0.0002 0.0018 0.0004
RMSE 0.0147  0.0081 0.0070

Xz 0.0003 0.0000  0.0000

R? 0.9792 0.9937 0.9952
AIC 115.96 102.25 111.45
BIC 117.09 103.38 113.15
K-L 0.0147 0.0081 0.0070

Sekil 5.2 den iki ve ti¢ bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt
dagilimlarinin veriye iyi uyum gosterdigi goriilmektedir. Ozellikle ii¢ bileskeli
moment vektdr fonksiyonuna uygun MinMaxEnt dagiliminin veriye oldukga iyi

uydugu Sekil 5.2°de gézlenmektedir.
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Sekil 5.2. (Celik 2004) alinan riizgar hiz1 verisi i¢cin MinMaxEnt dagilimlar1 ve Weibull dagilimi
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6. GENELLESTIRILMIiS MINIMUM CAPRAZ ENTROPi METODU VE
GELISTIRILMIiS DAGILIMLAR

Bu boliimde Kullback-Leibler informasyon 6l¢iisii kullanilarak yeni bir
fonksiyonel tanimlanmis (moment fonksiyonlarina baghh Kullback-Leibler
fonksiyoneli) ve onun Ozellikleri arastirlmistir. Kesikli ve siirekli rassal
degiskenler icin tanimlanan fonksiyonel yardimiyla genellestirilmis Kullback
Leibler optimization ilkesi Onerilmistir. Onerilen bu optimizasyon ilkesi
yardimiyla sistemin gergek dagilimina Kullback-Leibler 6lgiisiine gore en yakin
dagilimi belirleme siireci gerceklestirilmistir. Ayrica, bu siire¢ yardimiyla elde

edilen dagilimin i¢erdigi informasyon i¢in alt ve {ist sinir elde edilmistir.

6.1. Kesikli Rassal Degiskenler icin Kullback-Leibler Fonksiyonu ve

Moment Fonksiyonlar: Yardimiyla Tanimlanmis Bir Fonksiyonel

Kullbak’in minimum c¢apraz entopi metodunda, bazt moment kisitlarina
gore Onsel dagilim arasindaki K-L mesafesi minimize edilerek bir fonksiyon
belirlenir. Burada moment kosullar1 6nceden verilir ve buna gore onsel dagilima
en yakin dagilim belirlenir. Bu metotta 6nsel dagilim uniform alinirsa, MaxEnt
metodu, MinxEnt metodunun bir 6zel sonucu olarak ortaya ¢ikar.

Bu metodun amaci, Bolim 3. de verildigi gibi Lagrange carpanlari
metodu yardimiyla bir yardimci fonksiyonel kurularak, bu fonksiyonun minimum
degerini bulmaktir. Buradan farkli bir bakis agisiyla, K-L 6l¢iimiiniin minimum
degerlerine karsilik gelen moment fonksiyonlarma bagli bir fonksiyonel
tanimlanabilir. Bu fonksiyonel K-L dl¢ilisiinden farkli olarak moment
fonksiyonlarina baglidir. Bu fonksiyonel “moment fonksiyonlarina bagli K-L
fonksiyoneli” olarak adlandirilmistir. Dikkat edilmelidir ki siirekli sistemler icin
K-L olglisii dagilim fonksiyonlarinin bir fonksiyonelidir. Ancak burada
tanimlanan fonksiyonel moment fonksiyonlar1 kiimesinde tanimlanmustir.

Tanimlanan fonksiyonelin moment fonksiyonlar1 kiimesinde stirekli
oldugu ve moment fonksiyonlarinin kompakt bir kiimesinde en biiyiik ve en

kiigiik degere ulastigi kanitlanacaktir. Ayrica fonksiyonelin maksimum deger
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aldigi moment fonksiyonun belirledigi dagilim K-L mesafesine gore gercek
dagilima en yakin olacaktir. Bu dagilima MaxMinxEnt dagilim1 denilecektir.

Bu siirecte dikkate edilmelidir ki: k sayida moment kosulu verildiginde,

k
(m<k), ( j sayida farkli moment segilerek bunlara karsi gelen dagilimlar
m

belirlenebilir. Bdylece bu sekilde kurulan moment fonksiyonlari test edilerek K-L
oOl¢iistine gore gergek dagilima en yakin dagilim belirlenmis olur.

Kullback-Leibler fonksiyoneli asagidaki gibi kurulur.

D(p:a)=2.p, ln% (6.1)

Zpi =1
i=1

) , r=1..m (6.2)
Z Pig, (%)= 4,
i=1

(6.1) K-L fonksiyonu, (6.2) moment kisitlar1 altinda minimize edilir. Burada

g(x)=(9,(x),....,.0, (X)), u=(y,....u,)" verilen moment fonksiyonlar1 ve

moment degeridir.

(6.1)’e (6.2) kosullar1 altinda minimum deger veren p=(p,,..., P,) dagilimini

bulmak i¢in yardimci fonksiyon

le P IH%H%—I)@ p —1)+[Zm:zj

n
j=1 i=1

9;(X)p; —ﬂr] (6.3)

kurularak (6.3) den p; lere gore kismi tiirev alinarak 0’a esitlendiginde

P =0 exp(4, + 2. 4,9,(X), i=L..,n (6.4)
j=1

alinir.

Boylece

a; exp(4, + le gj(xi )
j=1

Din = Zqi exp(4, + zij g;(x;)In q (6.5)
j=1 j=t i
D in =ﬂ“0+zﬂj:uj =U(9) (6.6)
=1
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(6.4)’ in K-L 6l¢iistine minimum deger verdigi gosterilebilir.
Herhangi bir g moment fonksiyonuna karsin D . belli bir degere sahiptir. Bu
nedenle de U(g) moment fonksiyonlar kiimesinde tanimlanmis bir

fonksiyoneldir.

(6.4) den p dagiliminin entropisi,

H(P) ==Y p,Inp, =Y p{lnqwmiﬂ,-g,-(xi)J 6.7)

:_Zn: o Ing —[ﬂo+iﬂjgj(xi)J

>

H(p)=-2_p;Ing; -U(g) (6.8)

i=1

Informasyon entropi degisimi olduguna gore Inn ile (6.8) farki informasyondur.

| =Inn—H =Inn+) p;Ing; +U(g). (6.9)

i=1

Tamm 6.1.
Tanimlanan U(g) fonksiyonelinin 0Ozellikleri asagida teoremler seklinde

verilmistir.

Teorem 6.1. (6.10) U (g) fonksiyoneli moment vektor fonksiyonlarinin (C[a,b])’e

ait kiimesi lizerinde stireklidir.

Kamt. Her bir ¢g(X) m-boyutlu moment fonksiyonu i¢in K-L fonksiyonu
minimum degere sahiptir. Bdylece her moment fonksiyonunu U ‘un minimumu

ile karsilastiran fonksiyonel U(g) ile tanimlansm. g®(x), g'¥(x) moment

vektor fonksiyonlart ve ", 4® uygun moment vektdr degerleri olsun. (6.2)

den
= = 3 pi(g@ ) - gV (), (6.11)

diger bir deyisle
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| = 1)< pla® ) - 8" )] <X piJo -9,
i=1 i=1

Jo -g°],.
- <l -] 61
burada || .| Euclid normu ve |g|_ = Xrgaaf]”g(x)” C[a,b] uzayinin normudur.
(6.12)’den goriildiigii gibi, Ve >0, 38(s)>0 vardir ki

lo® -9, <o, (6.13)
|e® = u®| <. (e=0). (6.14)

(6.14)’den x moment vektdr fonksiyonu g(x)’e C[a,b] normuna gore baghdir.

(6.2) kosullarima goére D’yi minimumunu elde etmek i¢in Lagrange metodu

uygulanirsa, asagidaki MaxMinxEnt dagilimi elde edilir.
P =0; exp(—4, — Y 4;9;(x)), i=L...,n. (6.15)
j=l1

(6.2) ve (6.1) kosullarina goére D’yi minimum yaparak elde edilen U(Q)

fonksiyoneli asagidaki formdadir.
U(Q)=2, + D A4 (6.16)
j=1

Burada A, parametresi A,,...,4, ‘lere ve A,,..., 4, parametreleri y,,..., u, lere
stirekli bir sekilde baglidir. Boylece U(g) fonksiyoneli siirekli fonksiyonlar

kiimesi lizerinde siirekli bir fonksiyoneldir. Boylece Teorem 6.1. kanitlanmis

olur.

Teorem 6.2 (6.10) ile verilen U(Q) fonksiyoneli verilen kompakt kiimede en

biiylik ve en kiigiik degerine ulasir.
Bu teoremin kanit1 lineer uzayda kompakt kiimede tanimlanan stirekli

fonksiyonellerin bir 6zelliginden ortaya ¢ikmaktadir.

Teorem 6.3. minQ, = ve max(; = olsun. Bu durumda

Inne+U(g)<I <Inng+U(Q) (6.17)
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esitsizligi gecerlidir.

Kamit. (6.4) MinxEnt dagiliminin entropisi

H(p):_z p; In pi:_z p; Ing;, —U(Q) (6.18)

i=1
seklindedir.

Informasyon | =Inn—H(p) olduguna gore

MinxEnt dagiliminin informasyonu

I:Inn—H(p)zlnn—{—Zn:pi Ing, -U(9)} (6.19)

i=1

I =Inn+) p;Ing, +U(Q) (6.20)

i=1
Son esitlikte min(; = ve max(; = £ dikkate alinirsa
1 I

Inne+U(g)<I <Inng+U(Q) (6.21)

seklinde bulunur.
6.2. Kesikli Rassal Degiskenler icin MaxMinxEnt Dagilimi

(6.10) esitligiyle tanimlananU (g) fonksiyoneline K < C[a,b]kompakt moment
vektor fonksiyonlar kiimesinde maksimum deger veren moment vektor

(0)

fonksiyonu g olsun:

rglixU(g)=U(9<°))~ (6.22)

Bu g vektér moment fonksiyonuna karsilik gelen dagilim, MaxMinxEnt
dagilimi yada en kii¢iik MaxMinxEnt dagilimi olarak adlandirilacaktir. Kisaca

g‘” moment fonksiyonuna uygun olan ve (6.15) formiiliiyle belirlenen

p@=(p, s p,”)

P =0; exp(—4, — zﬂj 9”(x)), i=1..,n (6.23)
=1

MaxMinxEnt dagilimidir. MaxMinxEnt dagiliminin bulunmas: siirecinde dikkat

edilmesi gereken fonksiyonlar kiimesi {izerinde tanimlanan MinxEnt
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fonksiyonundan farkli olarak, momentler kiimesinde tanimlanan bir fonksiyonelin
minimumunun bu moment fonksiyonuna goére bulunabilmesidir.
MaxMinxEnt dagilimi, rassal oOrnekten elde edilen dagilimlar igerisinde

anakiitlenin ger¢ek dagilimina K-L Sl¢iisiine gore en yakin dagilimdir.

6.3. Siirekli Rassal Degiskenler icin Kullback-Leibler Fonksiyonu ve

Moment Fonksiyonlar1 Yardimiyla Tanimlanmis Bir Fonksiyonel

Dagilim  fonksiyonlar1  iizerinde  tanimlanmig  Kullback-Leibler

fonksiyoneli

D(f ();9(x) = j oo X (624
gibi ifade edilir.

J 900 0=

: , (6.25)

j'f(x)dx:l

moment kisitlar1 altinda (6.24)’e¢ minimum deger veren fonksiyon (3.7)

formiiliiyle verilmisti. Burada g(X)=(d,(X),...,0,,(X))’ moment fonksiyonlari,

Mu=(uy,..., ;) moment degeridir. Bu durumda D

min

b

jf( )In f((x)) dx _J‘ f(x)(ﬂ +z/1 J (X )de (6.26)
Dmin = /10 + Zm:/’i“u] . (627)
Tamm 6.2.

U(9) =Dy (6.28)

(6.28) esitligiyle tanimlanan U(g) fonksiyoneline moment vektor fonksiyonlari

na bagli K-L fonksiyoneli adlandirilsin. Moment fonksiyonlarina bagli K-L

fonksiyoneli asagidaki teoremlerle ifade edilen 6zelliklere sahiptir.
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Teorem 6.4 (6.28) U(g) fonksiyoneli moment vektor fonksiyonlarinin kompakt
kiimesinde (K < C[a,b]) stireklidir.
Kanit. (6.25) kisitina gore

b
1 =1 =[(@® (0 -9 0)f (x)dx (6.29)
buradan

| = )< j)'Hg‘z’ () - g (0| f () < i”g @ —g®| fdx
a a C

:Hgm _ g(”Hj f (X)dx :Hg(z) —g® C (6.30)
:Hgm —g® j
C
veya
=] a0 =

(6.31) den moment vektorii 4 ’niin g(x)’e siirekli bir sekilde bagli oldugu
goriilmektedir. Boylece U(g) fonksiyoneli moment fonksiyonlari kiimesinde

sureklidir.

Teorem 6.4 kanitlanmis olur.

Teorem 6.5 (6.28) U(g) fonksiyoneli verilen kompakt kiimede en biiyiik ve en

kiiciik degerine ulasir.
6.4. Siirekli Rassal Degiskenler icin MaxMinxEnt Dagilimi

(6.28) ile tanimlanmig U(g) fonksiyoneline K kompakt moment vektor
fonksiyonlar kiimesinde maksimum deger veren moment vektdr fonksiyonu g
olsun:

max U (g) =U(g?). (6.32)
ge

Bu g vektér moment fonksiyonuna karsilik gelen dagilim, MaxMinxEnt

dagilimi yada en biiylikk MinxEnt dagilimi olarak adlandirilacaktir. Kisaca
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MaxMinxEnt dagilimi U(g) fonksiyoneline maksimum deger veren g¢”

moment fonksiyonuna karsi gelen MinxEnt dagilimidir. Bu siirecte dikkat
edilmesi gereken fonksiyonlar kiimesi iizerinde tanimlanan Kullbak-Leibler
fonksiyonundan farkli olarak, momentler kiimesinde tanimlanan bir fonksiyonelin

minimumunun bu moment fonksiyonuna gore bulunabilmesidir.
0 =aq()exp(4o + 4,9, (X)) (6.33)
j=1

seklindedir. MaxMinxEnt dagilimi, rassal ornekten elde edilen dagilimlar
icerisinde K-L Ol¢limiine gore gercek dagilima en yakin dagilimdir.

Bu teoremlerden sonug olarak asagidaki sonug verilebilir.

b
H(f)= —I f(X)In f(x)dx entropi fonksiyonelinin

j f(x)dx =1 (6.34)

kosulu altinda H__ =In(b—a) ve entropideki degisim informasyon olduguna

max

gore U(g) ye minimum deger veren dagilimin entropisi yani (6.4) dagiliminin

entopisi

b

b m
H(f)= —j f(x)In f(x)dx = —j f (x)(ln 400+ 4, + 4,9, (x)de (6.35)

b
Hz—j f (x)Inq(x)dx —U(g) (6.36)

olarak elde edilir.

Informasyon ise,

b
I :ln(b—a)+‘[ f(X)Ing(x)dx+U(g), (6.37)
seklinde ifade edilir.

Sonug¢. Eger g dagilimi icin 0 < < q(X) £ £ dolayisiyla Ina <Ilnq(x) <In g

ise

Inb—a)a+U(g)< | <In(b-a)F+U(Q9) (6.38)
gecerlidir.
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Kamt. (6.37) informasyon formiiliinde, (6.38) esitsizligi dikkate alinirsa,
b b
In(b—a)+ [ f(x)Inadx+U(g) <1 <In(b-a)+ [ f(x)In fdx+U(g) (6.39)

esitsizligi gerceklesir. Buradan

Inb—a)a+U(g)<1 <In(b-a)s+U(Q). (6.40)
Bu sonug, maxU(g)=U(g'”) esitligini saglayan g'° kars1 gelen MaxMinxEnt

dagilimi i¢in alt ve st sinirdir.
6.5. Riizgar Hizzimmin MaxMinxEnt dagilimi: Weibull dagilimina Alternatif

Bu boliimde, gelistilen MaxMinxEnt dagilimi kullanilarak Eskisehir
bolgesinde, 10m yiikseklikte 6l¢iilen riizgar hizinin dagilimi bulunmus ve klasik
istatistigin bir dagilim modeli olan ve riizgar alaninda uygulanabilirligi kabul
edilmis Weibull dagilimiyla karsilastirilmistir. Bu uygulamada Boliim 5.den
farkli olarak oOnsel bir dagilimin bilinmesi de sézkonusudur. Yani aranilan
dagilimin 6ncesinde elimizde bir onsel dagilim mevcut olmalidir. Burada ilk
olarak onsel dagilimmin sec¢imi i¢in incelenen ayin bir onceki ay1 diisiiniilmiis
ancak mevsimselligin oldugu diisiincesiyle bunun dogru olmayacagi kanisina
vartlmistir. Clinkii aylarla birlikte degisen mevsimden kaynaklanan verilerin
dagiliminda oldukca farklilik goriilmektedir. Bu durumda optimal sec¢im
incelenen ayin dagilimini ararken oOnsel olarak bir onceki yilin ayni ayimnin
dagilimimi distiniilebilir fikri agir basmaktadir. Bununla birlikte elimizde bunu
saglayacak 2 yillik data mevcut degildir. Baska bir fikir riizgar ¢alismalarinda
yaygin olarak kullanilan Weibull dagilimi olabilecegidir. Bu tezde ise Onsel
dagilimmn MinMaxEnt dagilimi olacagi fikri Onerilmistir. Bu sekilde Onerilen
onsel dagilima baglh olarak MaxMinxEnt dagilimlar1 belirlenmistir. Bulunan
sonuclar Cizelge 6 seklinde 6zetlenmistir.

MaxMinxEnt dagilimi belirlenmesi siireci asagidaki gibi verilir:
1. Onsel dagilimi belirlenmesi (Burada MinMaxEnt dagilimi alinir)
2. Moment kisitlarini belirlenmesi
3. Her moment kisitina uygun olarak MinxEnt dagilimin1 belirlenmesi

4. Belirlenen MinxEnt dagilimlarinin K-L 6l¢iisiinii hesaplanmasi
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5. En biiyiik K-L 6l¢iisiinii veren moment kosulunu belirlenmesi
6. Bu secilen moment kisitina karsi gelen dagilima MaxMinxEnt dagilimi

denmektedir.
1. deki moment kisitlar1 (X, X*, In(X), In(x +1), (In(x))*, In(x* +1))

seklinde belirlenmistir. 1. deki tiim moment kisitlarina ek olarak her zaman
olasiliklarin toplaminin 1 oldugu kisit1 vardir. Bir deki tiim fonksiyonlar, iki
bileskeli moment vektoriine uygun kisit1 belirler. 1. deki tim moment kisitlarinin
ikiserli kombinasyonlar1 ele alinarak 2-5 adimlari tekrarlanir ve bdylece ii¢
bileskeli moment vektoriine uygun kisit belirlenir. Tiim bu moment vektdrlerine
uygun MaxMinxEnt dagilimi belirlenir.

Bu sekilde belirlenen iki ve ii¢ bileskeli moment vektdr fonksiyonuna uygun

MaxMinxEnt dagilimlarin entropisi Cizelge 6.1 ve Cizelge 6.2 de listelenmistir.

Cizelge 6.1. Aralik ayinda Olgiilen riizgar hizi igin, iki bileskeli moment vektdr fonksiyonuna

uygun MaxMinxEnt dagilimlarindan hesaplanan K-L 6l¢timii

Moment Kisitlar K-L olgiisii
(1, x) 0.0000
(1,x%) 0.0000
(1, Inx) 3.3398e-6
(1, In(1+x)) 2.224¢-6
(1, (Inx)?) 0.0000
(1, In(1+x?) 2.587e-6

Cizelge 6.2. Aralik aymda o6lgiilen riizgar hiz1 i¢in ii¢ bileskeli moment vektor fonksiyonuna

uygun MaxMinxEnt dagilimlarindan hesaplanan K-L dl¢timi

Moment Kisitlar K-L olgisii

(1, x, x%) 1.2467e-5

(1, x, Inx) 1.2609¢-5

(1, x, In(x+1)) 1.8328¢-5

(1, x, (Inx)?) 0.0000

(1, x, In(1+x%)) 2.55e-5

(1, x*, Inx) 1.3339¢-5

(1, %, In(x+1)) 1.5886e-5

(1, X%, In(x)%) 1.323e-5
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Moment Kisitlar K-L olgiisti

(1, x*, In(1+x%)) 1.9254¢-004
(1, Inx, In(x+1)) 6.9281e-004
(1, Inx, (Inx)?) 7.0650e-004
(1, Inx, In(1+x%)) 6.1391¢-004
(1, In(1+x), (Inx)?) 7.0707e-004
(1, In(1+x)&In(1+x?) 8.0013¢-005
(1, (Inx)?, In(1+x%)) 7.2263e-004

Cizelge 6.1 ve Cizelge 6.2° den sonu¢ olarak iki bileskeli moment vektor
fonksiyonuna uygun MaxMinxEnt dagilimi (1, Inx) moment kosuluna uygun
dagilimdir ve ii¢ bileskeli moment vektor fonksiyonuna uygun MinMaxEnt
dagilimi (1, (Inx)*,In(1+x?)) moment kosuluna kars gelen dagilimdir denilebilir.
Bu sekilde 2005 yilindaki on iki ay i¢in MaxMinxEnt dagilimi
belirlenmis, ornek olarak aralik ayi i¢in frekans dagilimlari belirlenerek Cizelge
6.3 deki gibi diizenlenmistir. Bununla birlikte her ay ic¢in bu Cizelgeler
olusturulmus, hesaplanan MaxMinxEnt dagilimlar1 ve Weibull dagilimi Boliim 4°
te verilen kriterlere gore karsilagtirilmistir.
Cizelge 6.3’e drnek olarak 2005 yil1 Aralik ayina ait hiz verileri kullanilarak
elde edilen frekans dagilimlari, iki bileskeye sahip moment kisit1 altinda

MaxMinxEnt ( f_,(x)) ii¢ bileskeye sahip moment kisit1 altinda MaxMinxEnt
(f () ve Weibull (f,(x)) dagilimlarindan hesaplanan teorik frekanslar

verilmigtir. Diger aylar i¢inde benzer Cizelgeler olusturulmustur. Ayrica Cizelge
6.3’ de dagilimlarin veriyi modelleme derecesini istatistiksel olarak belirleyen
kriterler verilmistir. Cizelge 6.3 dikkate alindiginda, tiim kriterlerin MaxMinxEnt
dagilimlar1 lehinde oldugu goriilmektedir. Ayrica iki ve ili¢ bileskeli moment
vektor fonksiyonuna uygun MaxMinxEnt dagilimlari, kriterlere gore

karsilastirildiginda sonuglarin birbirine ¢ok yakin oldugu gozlenmektedir.
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Cizelge 6.3. Aralik ayinda oOlgiillen rlizgdr hizi i¢in MaxMinxEnt dagilimlar1 ve Weibull

dagilimindan elde edilen teorik frekanslar

v frekans fi fw kaz ka3
0.5 86 0.1230  0.1011  0.1231  0.1239
1.5 92 0.1316  0.1699  0.1309  0.1310
2.5 101 0.1445 0.1785 0.1422  0.1416
3.5 107 0.1531  0.1588  0.1503  0.1495
45 91 0.1302  0.1272  0.1471  0.1466
55 92 0.1316  0.0942  0.1273  0.1272
6.5 73 0.1044  0.0654  0.0927  0.0930
75 36 0.0515  0.0429  0.0542  0.0547
8.5 15 0.0215  0.0268  0.0242  0.0246
9.5 6 0.0086  0.0160  0.0079  0.0081

RMSE 0.0249  0.0068  0.0067
x’ 0.0007  0.0000  0.0000
R? 0.7523  0.9811  0.9816

AIC 55.24 4.01 5.94
BIC 55.85 4.62 6.84
K-L 0.0718  0.0030  0.0030

Ayrica tim 2005 yilmma ait aylar i¢in bu kriterler hesaplanarak Cizelge 6.4

seklinde verilmistir.

Cizelge 6.4. 2005 yili tim aylarinda olgiilen riizgdr hiz1 igin MaxMinxEnt dagilimlarinin ve

Weibull dagilimimin karsilastiriimast

Ocak
RMSE X? R’ AIC  BIC K-L
fo 00190 00004 09345 7192 7272 0.0231
fio 00148 00002 09604 430 509  0.0215
fs 00161 00003 09526 7.05 824  0.0203
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Subat

RMSE X? R’ AIC  BIC K-L
fu 00140 00002 09252 6378 64.58  0.0435
fo 00117 00001 09470 405 484  0.0193
fos 00109 00001 09544 614 733 0.0185
Mart
RMSE X2 R’ AIC BIC K-L
fu 00178 00003 09372 8022 81.19 0.0252
fo 00149 00002 09552 41916 516  0.0176
fs 00143 00002 09591 6.1487 7.60  0.0170
Nisan
RMSE X? R’ AIC  BIC K-L
fu 00137 00006 08908 6611 6691 0.0424
fo 00225 00002 09593 423 503 0.0150
fua 00144 00002 09550 651 770 0.0141
Mayis
RMSE X2 R’ AIC  BIC K-L
fu 00180 00003 09521 8648 87.45 0.0344
fio 00108 00001 09827 418 515  0.0159
fos 00099 00001 09854 629 775  0.0150
Haziran
RMSE X? R’ AIC  BIC K-L
fu 00227 00006 09152 60.64 6125 0.0238
fo 00194 00004 09379 407 467 00151
fos 00187 00005 09424 624  7.14 00142
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Temmuz

RMSE X? R’ AIC  BIC K-L
fu 00185 00004 09236 6792 6871  0.0305
fio 00185 00004 09234 401 480  0.0277
fos 00181 00004 09263 609 728 00274
Agustos
RMSE X2 R’ AIC  BIC K-L
fu 00154 00002 09557 8478 8575  0.0245
fo 00141 00002 09629 361 458  0.0165
fs 00135 00002 09660 659 804  0.0159
Eyliil
RMSE X? R’ AIC  BIC K-L
fu 00165 00003 09529 5069 51.09  0.0246
fio 00168 00003 09509 4.03 443  0.0178
fos 00166 00004 09518 615 674 00175
Ekim
RMSE X2 R’ AIC  BIC K-L
fu 00180 00004 09317 5937 5997  0.0298
fio 00101 00001 09785 401 461  0.0077
fes 00100 00001 09788 607 698  0.0076
Kasim
RMSE x? R? AIC  BIC K-L
fu 00230 00006 07901 63.63 491  0.0808
fo 00108 00001 09534 412 6443  0.0113
fos 00103 00001 09578 573 693  0.0110
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Aralik
RMSE X2 R? AIC BIC K-L

fw 0.0249  0.0007 0.7523 5524 5585 0.0718
fi 0.0068  0.0000  0.9811 4.01 4.62 0.0030

ka3 0.0067  0.0000 0.9816 5.94 6.84 0.0030

MaxMinxEnt ve Weibull dagilimlarinin istatistiksel olarak karsilastiriimasi
Cizelge 6.4 da verilmistir. Bu Cizelgeye gore en biiyik R? degeri 0.9854 ile
Mayis ayi li¢ bileskeye sahip moment kisit1 altinda MaxMinxEnt kullaniliginda
elde edilmistir. Eylil ayr diginda, hemen hemen tiim kriterler MaxMinxEnt
dagilimlarinin veriye iyi uyumunun Weibull dagilimina gore daha iyi oldugunu
gostermektedir. Bunula birlikte, iki ve {i¢ bileskeli moment vektér fonksiyonuna
uygun MaxMinxEnt dagilimlart kendi aralarinda karsilastirildiginda, ikisinin
acikca birbirlerine gore iistiinliigli vardir denilemez.

Kisacas1 tiim aylar dikkate alindiginda Weibull dagilimi MaxMinxEnt dagilimlari
karsisinda Ttstiinliik saglayamamustir denilebilir. Bu Cizelgeden, dagilimlarin
karsilagtirllmas1  disinda, kosullarin  arttirilmast  veriye uygunlugu arttirir
diistincesinin dogru olmadig1 da goriilmektedir.

Ayrica ornek olarak Aralik ayi riizgar versisine uygun MaxMinxEnt ve Weibull

olasilik yogunluk fonksiyonlarin grafigi verilmektedir.

Sekil 6.1. Aralik ayinda 6lgiilen riizgar hizinin MaxMinxEnt dagilimlar1 ve Weibull dagilimi

ARALIK
140 T

m NinMaxEnt2
= ma MinkaxEntl
120 Weibull

100 F

frequency
oo
=

o
=

40

20

s

Sekil 6.1 dikkate alindiginda, MaxMinxEnt dagilimlarinin veriye uyumunun

oldukea iyi oldugu goriilmektedir.

72



7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu calismada elde edilen sonuglar asagidaki gibi 6zetlenebilir.

1. Bu ¢aligmada, MaxEnt metodu yardimiyla moment fonksiyonlarina bagl
bir fonksiyonel tanmimlanarak, bu fonksiyonele minimum deger veren ve
informasyonu maksimum yapan bir dagilim belirleme siireci gelistirilmistir.
Belirlenen dagilima MinMaxEnt dagilimi denilmistir.

2. Soz konusu siireg kesikli ve siirekli rassal degiskenler icin gecerlidir. Bu
sirecin  MaxEnt metodundan farki, MaxEnt fonksiyoneli yogunluk
fonksiyonlarina bagli iken, tanimlanan fonksiyonel moment fonksiyonlarina
baghdir.

3. Moment fonksiyonlarina bagli olan bu fonksiyonele minimum deger
veren moment fonksiyonuna karsilik gelen dagilimin icerdigi informasyonun en
bliyiik oldugu gosterilmistir.

4. Kullback-Leibler (K-L) dl¢iisti yardimiyla moment fonksiyonlarina bagl
yeni bir fonksiyonel tanimlanmis ve bu fonksiyonele maksimum deger veren ve
K-L olgiisiine gore ana kiitlenin gercek dagilimina en yakin dagilim bulma siireci
gelistirilmistir. Belirlenen dagilima MaxMinxEnt dagilimi denilmistir.

5. S6z konusu siire¢ kesikli ve siirekli rassal degiskenler icin gecerlidir. Bu
stirecte, MinxEnt fonksiyoneli yogunluk fonksiyonlar1 {izerinde tanimliyken,
tanimlanan fonksiyonel moment fonksiyonlar1 tizerinde tanimlidir

6. Uygulamada bir grup moment yardimiyla degisen bir fonksiyonel
tanimlanmis ve bu momentlerden elde edilen bir dizi yardimiyla

1. maksimum informasyona sahip dagilimin belirlenmesi siireci
saglanmigtir

ii. Kullback-Leibler fonksiyoneline en biiyiik deger veren ve ana
kiitlenin gerg¢ek dagilimina K-L 6l¢iisiine gore en yakin dagilim belirleme siireci
saglanmistir.

7. Tanimlanan siiregler riizgar hizinin dagilimini  modellemek igin
kullanilmais, riizgarin MinMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlar1 belirlenmistir.

8. Onerilen bu dagilimlar, riizgar calismalarinda uygulanabilirligi kabul

edilmis olan Weibull dagilimiyla karsilastirilmistir. Yapilan karsilagtirmalar
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sonucunda riizgar hizm1  modellemede MinMaxEnt ve MaxMinxEnt
dagilimlarinin Weibull’ a gore veriye uyumunun c¢ok daha iyi oldugu, cesitli
istatistiksel kriterler kullanilarak goriilmiistiir. Boylece Onerilen dagilimlarin
rlizgar hiz1 icin Weibull’a alternatif olarak kullanilabilecegini gdstermistir. Bu
anlamda burada sunulan MinMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlari, riizgar giicii ve
enerjisi tahminlerinde kullanilabilecektir.

9. Burada gelistirilmis siireg, genel bir siirectir ve bu siirecler sonucu elde
edilen MinMaxEnt ve MaxMinxEnt dagilimlari, tiim istatistiksel dagilimlara

alternatif olarak kullanilabilir.
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