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Bu tezde semiparametrik regresyon modelinin kestirimi igin kismi
splayn ve Speckman yaklasimi adi altinda iki farkli yaklasim incelenmistir.
Adi gecen bu iki yaklasim, bir uygulama Uzerinde MATLAB ortaminda
yazilan bir programla gerceklestirilmis ve modelin hem parametrik hem de
parametrik olmayan bileseni hakkinda ¢ikarsamalar yapilmistir. Parametrik
olmayan ve semiparametrik regresyon modellerinin kestiriminde ise, cezal
en kicUk kareleri esas alan splayn dizeltme yodntemi kullaniimistir. Bu
yontemin gerceklestirilmesinde en dnemli etmenlerden biri olan dizeltme
parametresinin secimiyle ilgili yaygin olarak kullanilan se¢im kriterleri
incelenmistir. S6z konusu bu se¢im kriterlerinden hangisinin daha iyi bir
dizeltme parametresini sectigini belirlemek amaciyla, MATLAB ortaminda

yazilan bir program yardimiyla bir similasyon calismasi yapiimistir.

Anahtar Kelimeler: Parametrik olmayan regresyon, Semiparametrik
regresyon, Cezali en kucguk kareler yontemi, Splayn
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In this thesis, two different approaches called partial spline and
Speckman approach are examined in order to estimate semiparametric
regression model. The two approaches in question carried out using program
that coded in MATLAB environment and the inferences are made for both
the parametric and the nonparametric components of the model. Smoothing
spline method based on penalized least square is used for estimation of
nonparametric and semiparametric regression models. The selection criteria,
one of the most important and commonly used factors in choosing smoothing
parameter of implementation of that method are examined. In order to find
out which is the best among those selection criteria, a simulation study is

performed using the program that coded in MATLAB environment.
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1.GIRIS

Son yillarda istatistikte parametrik olmayan (nonparametrik) ve
semiparametrik (yar1 parametrik) regresyon alaninda yapilan calismalara ilgi
oldukga artmistir. Bu konuyla ilgili yeteri kadar calismalar yapilmis ve farkli
metot ve teknikler 6nerilmis olmasina ragmen tlkemizde bu konuda su ana kadar
ayrintili bir calisma yapilmamistir. Bu calisma boyle bir eksikligi gidermek
amaciyla yapilmistir. Bilindigi gibi, regresyon analizi bagimli ve bagimsiz
degiskenler arasindaki ortalama iliskinin matematiksel bir fonksiyonla ifade
edilmesinde, bagimsiz degiskenlere bagimli degiskenin dogrusal bir iligki
icersinde oldugunu varsayar. Aciktir ki yontem bazi varsayimlara dayanir ve bu
varsayimlarin saglanamamasi durumunda yapilan tahminler “iyi bir tahmin® olma
Ozelligini kaybeder. S6z konusu varsayimlardan en énemlisi, bagimli ve bagimsiz
degiskenler arasindaki iliskinin seklinin biliniyor olmasidir. Oysa degiskenlerin
dogasi geregi iliski seklinin bilinmedigi pek cok durumla karsilasmak
mdmkinddr. Bu durumda, parametrik regresyonun dogrusallik varsayiminin
esnetilmesine olanak saglayan regresyon yontemleri gereksinimi ortaya ¢ikar.
Boyle bir gereksinim dogrulutusunda, pirizsuz bir ana kitle regresyon
fonksiyonunun dogrusallik varsayimini esneten parametrik olmayan regresyon,

bir ¢c6ziim ydntemi olarak g6zénune alinabilir.

Bu calismanin temel amaci, klasik ( parametrik ) regresyon teknikleri ile
uygun sonu¢ vermeyen bu tir regresyon problemlerine ¢6zim bulmak amaciyla
yapilan bu arastirmada, dncelikle Kkarsilasilan bu tir problemlerin ¢ézima igin,
modern regresyon analizinin konusunu olusturan, oldukca genis bir uygulama
alanina sahip ve parametrik olmayan bir yontem olarak islem goren
semiparametrik regresyon tanitilmistir. Ayica semiparametrik regresyon
modelinin  parametrelerine iliskin tahmin ve cikarsamalar yapilarak,
semiparametrik regresyon modelinin istatistiksel acidan degerlendirilmesine

olanak saglanmistir.

Semiparametrik regresyon modeli, parametrik ve parametrik olmayan
regresyon fonksiyonun toplamsal olarak birlesiminden olusmasi nedeniyle boyle

modellere, kismi dogrusal regresyon modelleri de denir. Semiparametrik



regresyon, parametrik degiskenlerin etkilerinin sifir olmasi ya da bu tir
degiskenlerin analizde yer almadigi durumlarda parametrik olmayan regresyon
olarak islem gorur. Ayrica semiparametrik regresyon modelinde yer alan
parametrik olmayan fonksiyon, onsel bir sekle sahip olmayan ¢ok genis ve esnek
fonksiyonlar sinifindan segilir. Bagka bir anlatimla bu modeller, en az esneklikten
(dusuk dereceli bir polinom) en cok esneklige (ylksek dereceli bir polinom -
interpolasyon) dogru bir genisletmeye sahip, bir dlizeltme parametresi ile indeksli
ve az sayida parametreyle Ozetlenemeyen bir parametrik olmayan regresyon
fonksiyonunu igermesi nedeniyle, parametrik regresyon modellerinden ¢ok daha
esnektir. Son yillarda giderek populerlik kazanan bu tur regresyon modellerinin
kestirimde kullanilan yéntemlerden biri de, splayn dizeltme ydntemidir. Splayn
duzeltme yoOnteminin esasini, cezali en klguk kareler regresyonu olusturur.
Parametrik olmayan ve semiparametrik regresyon modellerinin kestiriminde
kullanilan cezali en kiguk kareler yonteminde, siradan en kiguk karelerden farkl
olarak, hata kareler toplamina bir diizeltme parametresine sahip ceza fonksiyonu
eklenir. Bu ceza fonksiyonu sayesinde, tamamiyle esnek egimli uyumlar ve sabit
egimli uyumlar arasinda bir uzlagma saglanir ve bdylece s6z konusu modelle gok

daha tutarli tanminler yapilir.

Bu konuda bu calismayi destekleyen cok sayida parametrik olmayan ve
semiparametrik regresyon calismasi vardir: Engle, Granger, Rice ve Weiss (1986)
gunlik ortalama hava sicakhgl ile elektrik satiglari arasindaki iligkinin
semiparametrik tahmini, Speckman (1988) kismi dogrusal modelin bir
uygulamasi, Robinson (1988) semiparametrik regresyon modelinin kestirimi,
Hurvich, Simonoff ve Tasi (1988) gelistirilmis Akaike bilgi kriterini kullanarak
parametrik olmayan regresyonda diizeltme parametresinin se¢imi, Wahba (1990)
gbzleme dayali veriler icin splayn modelleri, Hardle (1991) uygulamali
parametrik olmayan regresyon konusu, Green ve Silverman (1994)
genellestirilmis dogrusal modeller ve parametrik olmayan regresyonda purizlulik
ceza yaklasimi, Eubank, Kambour, Kim, Kiple ve Reese (1998) kismi dogrusal
modellerde tahmin, Yatchew (1988) iktisatta parametrik olmayan regresyon
teknikleri, Eubank (1999) parametrik olmayan regresyon ve splayn dizeltme,

Schamlesee ve Stoker (1999) Amerika Birlesik Devletlerinde hane halki benzin



tiketiminin kismi dogrusal modelle analizi, Michael G. Schimek (2000) Splayn
duzeltme ile kismi dogrusal modellerde tahmin ve c¢ikarsamalar, Kim, Park ve
Kim (2002) semiparametrik regresyon modellerinde diagnostik etkiler, Lee (2002)
splayn duzeltme igin dizeltme parametresi secimi konusunda bir similasyon
calismasi, Lee (2003) farkh pirtzsizlik tahminlerini birlestirerek iyilestirilmis
splayn dizeltme regresyonu, David, Wand ve Carrol (2003) semiparametrik
regresyon, Hardle, Muler, Sperlich ve Werwatz (2004) parametrik olmayan ve

semiparametrik modeller ve burada yer verilmeyen v.b’leri.

Bu calisma bes bélimden olusmaktadir. Birinci bélim olarak ele alinan
giris bolumunde, tezin konusu ve 6nemi, bu konuda yapilan calismalar, tezin
icerigi ve uygulama alani icin yapilan incelemeler ana cizgileriyle gdzden

gecirilmistir.

Ikinci bolimde parametrik, parametrik olmayan ve semiparametrik
regresyon yaklasimi olmak Uzere ¢ farkli regresyon yaklasimi, regresyonda
duzeltme kavrami, purizlulik ceza yaklasimi ve splayn dizeltme ydntemi disinda
kalan diger parametrik olmayan regresyon tekniklerinin genel bir incelemesi

yapilmistir.

Uclincti  bolumde, splayn fonksiyonu ve parcali kiibik splayn’nin
tanimlanmasindan sonra, kibik splayn interpolasyonu icin Lagrange ve lokal
polinominal yontem olmak Uzere iki farkli yaklagsim incelenmistir. Daha sonra
splayn dizeltme yontemine temel olusturan dogal kiibik splayn interpolasyonu ve
dogal kubik splayn interpolantinin optimumluk 6zellikleri, parametrik olmayan
regresyon ortaminda splayn diizeltme kestiricisinin elde edilmesi, splany dizeltme
kestiricinin minimum olma 0zelligi ve son olarak da splayn diizeltme kestiricisi
olan dogal kibik splayni elde etmek icin splayn diizeltme yontemine bir alternatif

olarak dustinllen Reinsch algoritmasi ele alinmistir.

Dordincu bolimde, esas itibariyle semiparametrik regresyon konusu ele
alinmis olup, s6z konusu modelin kestiriminde, kismi splayn ve Speckman
yaklasimi adi altinda iki farkli yaklasim incelenmistir. izleyen bélimlerde,
semiparametrik regresyon modeline iliskin ¢ikarsamalar, hem parametrik bilesen

hem de parametrik olmayan bilesen icin gerceklestirilmistir. Teorik olarak



incelenen s6z konusu semiparametrik regresyon calismasini uygulamayla
desteklemek amaciyla, evlerin satis fiyatlari ile evlerin karakteristiklerini gosteren
degiskenler arasindaki iliskinin arastirilmasina iliskin bir uygulama yapilmistir.
Yapilan 6rnek uygulamada ki tim sayisal degerlendirmeler, MATLAB ortaminda
gelistirilen bir programla gerceklestirilmistir. S6z konusu uygulamada parametrik
regresyon modeli ile semiparametrik regresyon modelinin kestirimi icin
basvurulan Speckman ydntemi ve kismi splayn yontemlerinin performanslari
karsilastirmali bir bicimde incelenmistir. Bunun yani sira, semiparametrik
regresyon modelleri hakkinda splayn diizeltme yontemini esas alan kestirimlere

iliskin tahmin ve ¢ikarsamalara da yer verilmistir.

Son olarak besinci bélimde, splayn dizeltme ydnteminin esasini olusturan
cezali kareler toplamina eklenen ceza fonksiyonunun katsayisinin diger bir
deyisle, diizeltme parametresinin se¢imine konu olan se¢im kriterleriyle ilgili bazi
temel kavramlar ele alinmis, s6z konusu diizeltme parametresinin secimi icin
yaygin olarak kullanilan secim kriterlerinden klasik ve risk tahmin yontemleri adi
altinda, “capraz-gecerlilik, genellestirilmis ¢apraz gecerlilik, iyilestirilmis Akaike
bilgi kriteri, Mallows’un Cp kriteri, klasik pilotlari kullanan risk tahmini ve lokal
risk tahmini” kriterleri incelenmistir. Adi gecen bu kriterlerden hangisinin daha
iyi bir tahmin sonucu veren diizeltme parametresini sectigini belirlemek amaciyla
da bir Monte Carlo simulasyon deney calismasi yapilmistir. Similasyon c¢alismasi
bir dnceki bolimde oldugu gibi, MATLAB programi ortaminda gelistirilen bir
program yardimiyla gercgeklestirilmistir. Yapilan kestirimlerde, splayn dizeltme
kestiricilerinin kalitesini degerlendirmek icin MSE (hata kareler ortalamasi)
performans 6lc¢u kriteri olarak alinmistir. Adi gecen bu performans kriterine gore,
yontemler basari siralamasina tabi tutularak en iyi yontem ve dolayisiyla en iyi

duzeltme parametresi belirlenmistir.



2. REGRESYON TURLERINE GENEL BIR YAKLASIM VE
REGRESYONDA DUZELTME KAVRAMI

Regresyon, istatistikte en yaygin kullanim alanina sahip yodntemlerden
biridir. Regresyon analizinin amaci, z,...,z, bagimsiz (agiklayici) degiskenler
(covariates) dizisine gore y bagimh (aciklanan) degiskeninin (response variable)
kosullu ortalamasinin fonksiyonel bagimliligini ortaya koymaktir. Bilinen klasik

dogrusal regresyon modeli,
yi :BO +Blzi1+"'+BkZik +8i7 | :1,...,n

seklinde ifade edilir. Burada, ¢,, sifir ortalamali, sabit varyansli ve aciklayici
degiskenlerden bagimsiz bir hata terimidir. Ayrica, z,,...,z, degiskenlerine gore
y ’nin kosullu ortalamasi, z,...,z, degiskenlerinin bir dogrusal fonksiyonudur.

Genellikle boyle bir dogrusal model cok vyararli olmasina karsin, verilerin
dogrusal olmamasi (nonlinearity) halinde, bu tir modelin uygun olmadigi agiktir.
Bazen bu problem, bagimsiz degiskenlerde dontsim yapilarak atlatilabilir.
Bununla birlikte, uygulamada veriler gozoniine alinarak en uygun fonksiyonel
sekli tahmin etmek zordur. Ancak parametrik olmayan regresyonla, bagimsiz
degiskenlere gore bagimli degiskenin fonksiyonel bagimhiligini belirtmeksizin

verilere uygun modeller olusturulabilir.

Onsel bir parametrik modelin uygun oldugu diisiiniilebilen durumlarda
bile, bagimsiz degiskenlere gore bagiml degiskenin fonksiyonel bagliligini ortaya
cikarmada, parametrik olmayan regresyon yararli bir tekniktir. Ancak, karsilasilan

bircok problemde, verilerin dogasina gore y bagimli degiskeni, bagimsiz

degiskenlerden bazilari ile dogrusal, bazilari ile de dogrusal olmayan bir iligki
icerisinde olabilir. Bu gibi durumlarda, sade parametrik ya da parametrik olmayan
modeller uygun degildir. Boyle durumlarda, hem parametrik hem de parametrik
olmayan kismi bilinyesinde bulunduran ve toplamsal modellerin 6zel bir durumu

olan semiparametrik regresyon daha uygun sonuglar verir.

Yukarida s6zu edilenlerden de anlasilacagl gibi, bagimsiz degiskenlere

gore bagimli degiskeninin fonksiyonel bagliligini ortaya cikarmada parametrik,



parametrik olmayan ve semiparametrik regresyon olmak Gzere (g farkli regresyon
tlrd s6z konusu olmaktadir. Bu bélimde, sirasiyla bu regresyon yaklasimlari ve

regresyonda diizeltme kavrami ana cizgileriyle ele alinmistir.

2.1. Parametrik Regresyon

Geleneksel parametrik regresyon yaklasimi, uygun bagimh ve bagimsiz
degiskenler ile bu degiskenler arasindaki ortalama iliskinin matematiksel bir
fonksiyonla ifade edilmesini ve bu fonksiyonda yer alan parametrelerinin acik bir
sekilde belirtilmesini gerektirir. Genel olarak kullanilan fonksiyonel sekiller, Box-
Cox donustmlerinin yani sira, dogrusal, yari-logaritmik ve logaritmik-dogrusal
olan modellerdir. Esasinda dogrusal ve dogrusallastiriimis modellerin bu ailesi
icin belirli varsayimlar, bagimsiz degiskenler ile bagimh degisken arasinda agik

ve kesin, deterministik bir iligkiyi belirtir [1].

Parametrik regresyon ortaminda regresyon fonksiyonunun seklini
ilgilendiren  hipotezler olduk¢a sinirlayicidir.  Séz  konusu  regresyon

fonksiyonunun, bagimsiz Z=(z,,...,z,) degiskenlerinin belirli bir fonksiyonu

olarak, drnegin, Z’in logaritmik, parabolik veya dogrusal bir fonksiyonu olarak

yazilabildigini varsayar. Ayrica, E (y|Z) sarth beklenen degeri, Z’in bir
fonksiyonudur. Bu durumda, E(y| Z) = f(Z) kosullu ortalamasi, 6rnegin, f(2)
regresyon fonksiyonu Z degiskenlerinin dogrusal bir fonksiyonu olup, Z
biliniyoriken y ’nin ortalama dagiliminin Z ile fonksiyonel iliskisini gosterir.
Bagska bir deyisle, Z=(z,,...,z, ) bagimsiz degiskenlerindeki degisime karsilik y
bagimli degiskenin ortalama tepkisini dile getirir. Bu fonksiyonel iliskiyi gosteren

“klasik dogrusal regresyon” modeli,

y=E(y|Z)+e

2p4s (2.1)

seklinde ifade edilir. (2.1) modelinde yer alan y, bagimli degiskene karsi gelen
gozlem degerlerinin (nx1) boyutlu vektorl, Z, bagimsiz degiskenlerin gozlem
degerlerini iceren (nx(k+1)) boyutlu bir matrisi, B, tahmin edilen (k +1) tane

parametrik regresyon Katsayilarini ve €=y-E (y|Z), go6zlenemeyen fakat



pozitif ya da negatif degerler alabilen, sifir ortalamali ve sabit varyansl bir rassal

degisken olan hata terimlerini gosterir.

Parametrik regresyon yaklasiminda temel amag, verilerin (2.1) regresyon

modeline uyumuna gore, en iyi B degerlerini bulmaktir. Bu bakis agisindan, (2.1)

denkleminin 6nemli bir karakteristigi, onun parametrik seklidir: Regresyon

fonksiyonu, bilinmeyen B parametreleri tarafindan yonetilir. Diger bir ifadeyle,
dogrusal regresyon fonksiyonunu belirlemek icin, bilinmeyen B parametrelerini

tahmin etmek zorunludur. Bu yaklasim parametrik olarak adlandirilir, ¢linki
regresyon fonksiyonunun belirgin bir sekli bilinmekte ve az sayida parametre ile

(burada B regresyon katsayilari ile) regresyon fonksiyonu yazilabilir. Boylelikle,

parametrik modeller tumuyle bir parametre vektoriyle belirtilirler. Uyum
modelleri kolayca yorumlanabilir ve model altindaki varsayimlar saglanirsa,
parametrik regresyonla uygun tahminler elde edilir. Bununla birlikte, eger

varsayimlar bozulursa, parametrik tahminler uygun olmayabilir [2].

Parametrik regresyon, s6z konusu regresyon fonksiyonunun parametrik bir
sekle sahip oldugunu varsayarak, elde edilen modelin veriler tarafindan
desteklenip desteklenmedigini ortaya koyar. Ancak bu yaklasimla ilgili bazi

problemler de s6z konusudur: Biricisi, karmasik sekle sahip olan bir f

fonksiyonunu parametrik bir fonksiyon ile modellemek zordur. ikincisi, bazen
verilerin birkag parametrik sekil (model) arasindan hangisine uydugunu gormek
zor olabilir. Ayrica, boyle bir modelleme stratejisi ¢ok sayida optimumluk
Ozelligine sahip olmasina ragmen, belirsizlik altinda (risk ortaminda)
gerceklestirilen model tahminleri yanli veya uygun olmayan sonuclar verebilir.
Uygulamada Kkarsilasilan 0zel problem dogrultusunda, parametrik regresyon
modeline alternatif parametrik modeller ve standart testler dikkate alinabilir, fakat
dikkate alinan her hangi bir parametrik modelin dogru olacaginin hicbir garantisi
yoktur. Acikcasi, gercek fonksiyonlarin herhangi bir parametrik aileye ait
oldugunun da higbir garantisi yoktur. Boylece, uyglamalarda parametrik tahmin
icin gerekli olan guclu sinirlamalari (parametrik model varsayimlari) yiuklemenin

maliyeti de dikkate alinmalidir [3].



2.2. Parametrik Olmayan Regresyon

Parametrik Kestiricilerle, parametreler ve degiskenleri iliskilendiren bir

fonksiyonel sekil ve verilen x bagimsiz degiskenler dizisine gore y bagiml
degiskeninin kosullu beklenen degerini ortaya ¢ikarmaya c¢alisirlirken, parametrik
olmayan kestiricilerle, 6nsel spesifik bir fonksiyonel sekilden bagimsiz, dogrudan
sarth beklenenini kesfetmeye calisilir [1]. Ornegin, (x,Y,),i=1...,n, gozlem
degerleri verildiginde, x =(x,,...,X,) kestirici (bagimsiz) degiskenlerinin ve y
bagimli (agiklanan) degiskeninin dlgumleri arasindaki iliskiyi agiklayan en yaygin
yontem, E( y|x) = f(x) kosullu beklenen fonksiyonunu tahmin etmektir. Boyle

bir iliskiyi aciklayan genel parametrik olmayan regresyon modeli,

y=E(y[x)+e

(2.2)
=f(X)+e =f(x,..x,)+¢

biciminde ifade edilir. (2.2) modelinde belirtilen f, parametreleri
belirginlenmemis bir fonksiyonel iliskiyi gosteren bilinmeyen bir fonksiyondur.
Diger bir ifadeyle, az sayida parametre ile basit olarak 6zetlenemeyen, belirgin bir
sekle sahip olmayan ve kestirici x degiskenlerinin bir fonksiyonudur. Ayrica
(2.2)’de yer alan ¢, rassal hata terimi olup E (e | x) =0, ve Var (¢| X) = o°(X)
kosulunu saglayan bagimsiz bir rassal degiskendir [4]. (2.2) modeline karsi gelen
bir regresyon egrisi, degiskenler arasindaki genel bir iliskiyi tanimlar. Bu iliski
hakkinda bazi bilgilere sahip olunmasi 6nemlidir. Regresyon fonksiyonunun sekli
bize x degiskenlerinin belirli x, degerleri igcin daha ylksek y. gozlemlerinin
hari¢ tutulacagini veya iki degisken arasinda bagliligin 6zel bir tlrinu gosterip

gostermedigini anlatir [5].

Parametrik olmayan regresyonun amaci parametreleri tahmin etmekten

cok, dogrudan f regresyon fonksiyonunu tahmin etmektir. (2.2) modelinin

onemli 6zel bir durumu, yalnizca bir x agiklayici degiskenin yer aldigi “basit™

parametrik olmayan regresyon modeli,

y, = f(x)+¢ ,i=L..,n



biciminde olup, bu model bir x degiskenine karsl y degiskenin aldigi degerlerin

dagiliminin grafiksel olarak gosterilmesinde kullanilan énemli bir uygulamadan
dolayi, genellikle “dagilim grafigini diizeltme ya da dlzginlestirme™ ( scatterplot
smoothing ) olarak adlandirilir [6].

Model (2.2) ile belirtilen bir regresyon egrisini tahmin edecek parametrik
olmayan yaklasimin dort ana amaci vardir. Birincisi, iki degisken arasinda genel
bir iliskiyi aciklayan bir model saglamak. ikincisi, sabit bir parametrik modeli
referans almaksizin yapilacak gézlemlerin bir kestirimini vermek. Ugiinclst, izole
edilen noktalarin etkisini bulmak icin bir ara¢ saglamak ve dordincisi de, komsu
x degerleri arasinda interpolasyon veya kayip degerleri yerine getiren esnek bir

metot olusturmaktir.

Parametrik olmayan modelleme, birlesik dagilimlarin sekli Gzerine
kisitlamalar getirir. Bu nedenle fonksiyonel sekile iliskin ¢ok sey anlatmaz.
Bununla Dbirlikte, regresyon egrisi kestiricisinin  uygunlugu, parametrik
modellemeden ¢ok daha genel sartlar altinda ortaya konulur. Kuramda Rust [7]
dogrusal olmayan modellerde, normal olmayan hatalarin ve heterokadastikligin
(degisen varyans) otomatik olarak barindirildigini vurgular. Ayrica, fonksiyonel
sekli kisitlamanin esnetilmesi ile de esnek bir etkilesim saglanmaya calistlir.
Diger taraftan, esnekligin artmasi da modele bir maliyet getirir. Parametrik
olmayan kestiricinin yakinsama orani, genellikle parametrik kestiricilerden daha
yavastir. BoOylece, parametrik olmayan cok boyutlu yuzeylerin dogru olarak
tahmini ¢ok buylk 6rneklem hacimleri gerektirir. Ancak, parametrik modellerde
oldugu gibi, bu tir modellerde de istatistiksel dogruluk, 6rneklem hacminin degil,

kestiricilerin varyans ve kovaryanslarinin bir fonksiyonudur [3].

Buraya kadar sozu edilenlerden de anlasilacag! gibi, parametrik olmayan
regresyon yaklasimi ile y degiskeni igin farkli x degerlerine uygun olan bir
beklenen deger elde edilmeye calisilir. Bu yapisiyla da parametrik olmayan
regresyon, regresyon fonksiyonunun onsel bir sekline (6rnegin dogrusal, karesel
v.b gibi) sahip olunmaksizin her bir x icin ortalama y degeri tahminde
kullanilarak, parametrik regresyonun bir alternatifi olur. BOyle bir regresyon

fonksiyonu belirli bir tanimlamaya sahip olmadigl ve az sayida parametre ile
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Ozetlenemedigi icin, model parametrik olmayan (nonparametric) olarak

adlandirtlir ve bu modeller problemedeki f regresyon fonksiyonuna puriizsuzluk

gibi  kisitlamalar yukleyerek, bilinen parametrik modelleri destekler ve
esneklikleri ile de yeni modellere yol agarlar.

Parametrik olmayan regresyonla, cok genis esnek fonksiyonlar sinifindan
amaca uygun bir modelin secimi gerceklestirilir. Bu fonksiyonlar en az
esneklikten (dustk dereceli bir polinom) en ¢ok esneklige (interpolasyon) siiren
bir genisletme ve bir duzeltme parametresi ile indekslenir. Dizeltme duzeyine
bagli olan bu fonksiyonlar karmasik bir parametrik sekle sahip olabilirler. Diger
yandan, s6z konusu probleme iliskin ele alinan ¢ok sayida aciklayici degisken
varsa, parametrik olmayan regresyon modelleri yanhs tahminler Uretebilir ve

onlar1 yorumlamak zor olabilir [2].

2.3. Semiparametrik Regresyon

Semiparametrik (semiparametric) regresyon modelleri bagimli degiskenin
bazi aciklayici degiskenlerle dogrusal, fakat diger bazi agiklayici degiskenlerle
dogrusal olmayan iligki icerisindeki regresyon modelleridir. Gergekte bu
modeller, standart regresyon tekniklerini genellestirdiginden toplamsal

modellerinin 6zel bir durumunu olustururlar.

Semiparametrik modeller, dogrusal parametrik bilesen ve dogrusal
olmayan parametrik olmayan bilesenlerin her ikisini de icerdiginden ayni
zamanda, kismi dogrusal modellerdir. Bu modeller “boyutlulugun verdigi sikinti”
nedeniyle tamamiyla parametrik olmayan regresyona tercih edilebilen ve her bir
degiskenin etkisinin daha kolay yorumlanmasina olanak saglayan regresyon
modelleridir. Bu yapisiyla “semiparametrik regresyon modelleri” hem parametrik
hem de parametrik olmayan bilesenleri birlestirdiklerinden dolay! standart
dogrusal modellerden ¢ok daha esnektir [8].

Semiparemetrik toplamsal modellerdeki cikarsamalar son zamanlarda
dikkate deger bir ilgi gormektedir. Bu modellerde, bagimli degisken bir ya da
daha fazla aciklayici degiskenle dogrusal olarak iligkili fakat diger ek degisken ya

da degiskenlerle iliskisinin  kolayca parametrelestirilmedigi  varsayilir.
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Degiskenlerin skaler oldugu ve f fonksiyonunun parametrik bir aile icerisinde
bulunmadigi bilinen semiparametrik regresyon modeli,

y=E(y|Zx)+e

=ZB+ f(X)+¢ @3)

seklinde ifade edilir. (2.3) modelinde belirtilen f, ikinci mertebeden surekli
tireve sahip olan fonksiyonlar uzayinin bir elamanidir. Diger bir deyisle,
f eC?[a,b] olup modelin diizeltme kismi olarak bilinir ve parametreleri
belirginlestirilmemis bir fonksiyonel iliskiyi gOsterir. Ayrica

E(a| Z,X)=0ve Var(s‘ Z,x) = o oldugu baska bir anlatimla, € hata terimlerinin

sifir ortalamali ve o* varyansi ile istatistiksel bagimsiz ve normal olarak dagildig

(normally and independently distributed-NID) ve Z=(z,...,z,) bagimsiz
degiskenlerinin kosullu ortalamasi x =(x,,...,x,) Kestirici degiskenlerinin
purtzstz bir fonksiyonu oldugu varsayilir [9]. (2.3) regresyon modelleri, B
parametre vektorunt ve E (y| Z,x)=ZB+ f(x) ortalama vektorinl etkin olarak

tahmin etmesinin yani sira, uyumun sayisal olarak 6zetlemesi ve grafiksel olarak

goruntulemesine de olanak saglarlar.

Karsilasilan bir problemde ¢ok sayida aciklayici degiskene baglh olan bir

y degiskeni gozlemlendigini varsayalim. Coklu dogrusal regresyonda bu

bagliligin dogrusal oldugu varsayilir ve genel dogrusal modellerin bilinen teorileri
tahminde kullanilir. Semiparametrik modellerin felsefesi, en basit sekliyle, x
olarak adlandirilan agiklayici degiskenlerin sadece biri Gzerinde dogrusallik
varsayimini esnetmek ve z olarak adlandirilan, kalan aciklayici degiskenler

vektoru uzerinde dogrusal bagliligl korumaktir.

Semiparametrik modeller parametrik ve parametrik olmayan modellerin
bilesenlerini birlestirdigi igin (2.3) modelindeki ikinci terimin esneklige sahip
olmasi birinci terimin kolay yorumlanabilirligini bozmaz. Bdylece, bu tir
regresyon Yyaklasimi bir kisim degisken icin parametrik olmayan regresyonun
esneklik avantajina ve kalan tum diger degiskenler icin de parametrik regresyonun

etkinlik avantajina sahiptir [3].
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2.4. Regresyonda Duzeltme Kavrami

Bircok durumda, ylzlerce noktadan olusan egriler cok karmasik bir sekle
sahip olmasi nedeniyle, bunlari yuksek dereceden polinomiyal modellerle bile
temsil etmek olanaksiz hale gelir. Dlzeltme fikrinin esasini, verileri bir egriye
uydurmak ve daha basit fonksiyonlarin birlesimi olabilen esnek fonksiyonlari

kullanmak  olusturur. Duzeltici (duzeltilmis egri) ise, Xx,..,X, gibi kestirici
degiskenlerinin (predictor variable) bir fonksiyonu olarak bir y bagiml
degiskeninin trendini 6zetlemek igin bir ara¢ olusturur. Dizelticinin en énemli

ozelligi onun parametrik olmayan dogasidir: y ve x,...,X, kestirici degiskenleri

arasindaki bagimsizlik igin kati kurallari dikkate almaz [10].
Regresyon analizinin amaci, bilinmeyen regresyon fonksiyonu igin uygun
bir tahmin tretmektir. Bagl olarak gozlemsel hatalari azaltarak y 'nin x’e gore

ortalama bagimhihiginin énemli ayrintilarini vermek, yorumu kolaylastirir. Boyle
bir egri yaklastirma (tahmin) islemi genel olarak “dlzeltme (smoothing)” olarak

adlandirihir [5]. f regresyon fonksiyonunu tahmin edecek en popller klasik
yontemlerden biri dogrusal regresyon yaklagimidir. Kullanilan bu teknik,

(x,y;), 1=1..,n, veridizisi igcin f(x)=xp fonksiyonuna gore
RSS ()= 3 (y; - f (x)))’ (2.4)

seklinde ifade edilen artik (hata) kareler toplamini minimum vyaparak, f
fonksiyonunu tahmin eder. (2.2) denklemindeki f dogasina gore yaklasik olarak
dogrusalsa tahmin icin bu yaklasim etkin olabilir. Fakat f fonksiyonunun dogasi

dogrusal degilse bu yaklasim basarisiz da olabilir. Boyle bir basarisizlik drnegi
Sekil 2.1°de verilen drnekte gorilmektedir. S6z konusu sekilde gorulen dogrusal
regresyon uyumu, sadece degiskenler arasinda bir iligskinin varligini 6nermeye

hizmet eder.
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Sekil 2. 2: Benzetim veri dizisi i¢in dogrusal regresyon ve interpolasyon

Sekil 2.1°de géruldugu gibi, f regresyon fonksiyonun bir diger kestiricisi
de (x.,Yy;), i=1..,n, verilerinin interpolasyonu sayesinde elde edilebilir. Bu

kestirici igin dogrularla birlestirilen gdzlemlerde, bireysel egimler ile esasen sabit
egimlilik saglanir. Boyle bir kestirici igin RSS ( f ) =0 olur. Verideki bilginin ¢ok
azini kullanan, dogrusal regresyon uyumundan farkl olarak bu uyum gergekte,
cok daha fazla bilgi icerir. Ancak, verilerin yararl bir 6zetini saglamada basarisiz
olur ve daha da 6nemlisi, modelin rassal-giriltt (hata) kavramindan kaynaklanan
ve (2.2) denkleminde regresyon fonksiyonuna bagli olabilen verilerdeki
Ozelliklerin ya da esas egilimin (trendin) doyurucu bir bigimde agiklanmasini
gerceklestirmez.

Aciktir ki bu durumda, dogrusal regresyon ve interpolasyon uyumlarinin
esnetilmesi saglayan daha esnek yodntemlerin kullanmasi zorunlu hale gelir.
Acikca goruluyor ki, veri uydurmada basarili olmak igin, baslangi¢ tahmin
kosullarini degistirmeli ve tasarimlarda, degisen egimli f fonksiyonlari tizerinde

hata kareler toplaminin minimizasyonunu dikkate alinmahdir.

2.4.1. Purazlaluk Ceza Yaklasimi

Genel olarak, en basit sekliyle “plruzliluk ceza yaklasimi” polinom
regresyondan cok az bir farkla regresyon dogrusu boyunca klasik dogrusal
regresyonda ki model varsayimlarini esneten bir yontem olarak bilinir. Puruzltliuk

ceza yaklasiminin esas amaci hizli olarak dalgalanan bir egrinin egilimini 6lgmek
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ve daha sonra egri tahmininde oldukca farkli iki amac olan sabit egimli uyumlar
ve esnek egimli uyumlar arasinda gerekli uzlasmayi gerceklestirecek bir sekilde
tahmin problemini ortaya koymaktir [11]. Basit dogrusal regresyonun Sekil
2.1°deki veriler icin uygun olmadigl gorilmektedir. S6z konusu Sekil 2.1’deki
g0zlem degerleri, iki “asir’” uyumlar diger bir deyisle, tamamiyla esnek egimli
uyumlar ve sabit egimli uyumlar arasinda bir uzlagsmaya gereksinimiz oldugu
izlenimi vermektedir. Bunu saglamanin bir yolu da modele, regresyon

fonksiyonunun egimiyle iliskili olarak ceza kisminin eklenmesi olabilir.

f eC?[a,b] olmak Uzere bir f egrisi verilsin, f egrisinin ne kadar

“plrizlu veya dalgali” oldugunu 6lgmenin birka¢ yolu vardir. Bunlardan en

yaygini, iki kez surekli tureve sahip bir f fonksiyonunun egiminin degisim orani,
f" yardimiyla tanimlanir ve uyum fonksiyonunun egimindeki toplam degisim

Olglsu, asagidaki gibi hesaplanir:
b
J(f)= j f"(x)?dx (2.5)

Boylece, ikinci mertebeden sirekli tireve sahip tim fonksiyonlar Uzerinde
minimum olabilen, egimdeki hizli degisimler icin cezay: birlestiren baslangic
tahmin kriterinin degistirilmis bicimi,

RSS(f)+4J(f), 4>0 (2.6)

olur. (2.6)’daki A’ya diuzeltme parametresi denir. A dlzeltme parametresinin
degeri, bir uyumun egiminin esneklikten yoksunlugunu veya esneklik Uzerine

koyulan 6nemin bir 6lcust olarak gordlebilir. A blyukse, (2.6) esitligindeki ana

bilesen J () puruzltluk ceza terimi olacak ve bdylece minimum f cok az
egrilik gosterecektir. Limit durumunda ise, A sonsuza yoneleceginden jf”z terimi
sifira yaklasir ve f egrisi Sekil 2.1°deki gibi bir dogrusal regresyon uyumuna

yaklasir. Diger taraftan, A oldukca kugukse, (2.6) esitligine ana katki hata kareler

toplami olur ve f tahmin egrisi, veriyi yakindan izleyecektir. Limit durumunda
ise, A sifira yaklastig igin, fegrisi Sekil 2.1’de gordlen interpolasyon egrisine

yaklasacaktir. Agikca goruldugu gibi bu noktada temel sorun, verileri en iyi temsil
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eden bir egri tahmini elde etmek icin en uygun A degerinin secimi etrafinda
yogunlasir. Bu konu ile ilgili tim ayrintilar t¢iunct ve besinci bolumlerde ele

alinmistir.

2.5. Parametrik Olmayan Regresyonda Duzeltme Teknikleri

Duzeltme teknikleri ile, farkli dlcimler arasinda fonksiyonel bir iligki
bulmaya calistlir. Standart (parametrik) regresyon ifadesinde oldugu gibi, verilerin
bir ya da daha fazla aciklayici degisken ve bir bagimh degisken 6lctimlerinden
olustugu varsayihr. Standart regresyon teknikleri, Kkestiriciler ve bagimli
degiskenler arasindaki iliskiyi tanimlamak icin bir fonksiyonel sekil (bir dogru
denklemi gibi) belirtirler. Duizeltme teknikleri ise, uyum egrisinin seklini

belirtmek igin kendileri veri noktalari saglayan daha esnek yaklagimlardir [12].

Uygulamada splayn diizeltme yonteminin disinda en yaygin kullanilan

diizeltme teknikleri asagida siralanmistir ( bak: [5, 9] ):

I.) k. En Yakin Komgsu Diizeltmesi
I1.) Kernel (Cekirdek) Dizeltmesi
I11.) Ortagonal Serilerin Kestiricileri
IV.) Lokal Regresyon Kestiricileri
V.) Splayn Regresyonu

Tum bu tekniklerde, bir diizeltme diizeyinin belirtilmesi gerekir. Bu dizey
dizeltme parametresi veya dugim sayilarinin bir fonksiyonudur. Yukarida
siralanan tekniklerden herhangi birine uygun uyum egrisi, asagida tanimlanan

vektorle belirlenir:
f,i (X) = S,iy

Burada belirtilen S, , pozitif bir dizeltme dlzeyi ve x degiskenine bagli olan,
fakat y degiskenine bagli olmayan (nxn) tipinde bir dizeltme ya da sapka

matrisi olarak bilinir. Tum bu diizeltme teknikleri bu sekilde ki yazilistan dolay!
dogrusal dizelticiler olarak adlandirilirlar. Dogrusal modellerin bir¢ok 6zelligi bu

kestiricilerle elde edilmistir.
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Bu tekniklerin temel amaci, ortalama fonksiyonu igin parametrik bir sekil
belirtmek degil, verileri saglayacak bir fonksiyonel sekil belirlemektir. izleyen
bolimde adi gecen duzeltme teknikleri ana ¢izgileriyle ele alinmistir. Ancak, esas
konuyu olusturmasi nedeniyle “splayn dizeltme” teknigi, Uglncl bolimde

ayrintili olarak ele alinmistir.
2.5.1. k- En Yakin Komsu Duzeltme

Vi=f(x)+e,i=L..,n modeli ile ilgili (x,y,),....(X,,y,) gozlem
vektorleri gbzonine alinsin. Burada {xi}i”:l, x degiskeninin [a,b] araliginda aldig|
fakli degerleri gosterir. Ayrica, x, noktasindaki f ’in Kestiricisi sekilde de

goruldig gibi,x’e en yakin k tane komsuya ait olan vy, degerlerinin

ortalamasidir. Diger bir deyisle,

Nin X in 4 en yakin komsusu
|

[ [ |
a X b X

v

k-en yakin komsu (k—NN) tahmini, degisen komsuluklarda agirlikli bir
ortalamadir. Bu komsuluk, Oklid uzakhgindaki x ’nin k.en yakin komsular

arasinda bulunan x degiskenleri araciligi ile tanimlanir. Kuramda, k — NN agirlik
dizisi, Loftsgaarden ve Quesenbery [13] tarafindan tanitilmis ve siniflandirma
amagclari icin Cover ve Hart [14] tarafindan kullaniimistir. Bigcimsel olarak, “k-en

yakin komsu kestiricisi’,
f (0 =73 W, (), (2.7)
i=1
seklinde tanimlanir. Bu esitlikte yer alan {W,;(x)} ", ifadesi,

(2.8)

Wki(X):{n/k ieJ,ise; }

0 diger durimlarda

ve
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J, ={i:x, x'enyakin k tane g6zlemden biri}

seklinde belirtilen indeks dizisi ile tanimlanan bir agirlik dizisidir. k dizeltme
parametresi olup tahmin edilen egrinin puruzsizluginin derecesini dizenler ve
kernel duzelticilerinin bant genisligine (duzeltme parametresi) benzer bir rol

oynar. Bu yontemle elde elden f fonksiyonu sireklidir. Eger k biylkse, f
fonksiyonu daha yavas degisir. k =n ise, f fonksiyonu y ’nin ortalamasina esit

ve sabittir. k kicukse, f daha hizli degisir [15].

Agirhiklarin olusturmasinda bilgi vermek igin asagidaki Ornegi dikkate
alalim. {(xi,yi)}i1 ={(1,5).(7,12),(3,1),(2,0),(5,4)} oldugunu varsayalim. x =4
ve k=3 igin fk(x)’in k —NN tahminini hesaplayalim. x’e en yakin k
gézlemleri son g veri noktasidir, bu yiizden J, = J, ={3,4,5} ve boylece

Wkl (4) = 0! Wk2(4) = 0, Wk3(4) = 1/3,
W,,(4)=1/3 ve W, (4)=1/3

olur. Buna gore k — NN tahmini,

f,(4) =(1+0+4)/3=5/3

olarak hesaplanir.

2.5.2. Kernel Dizeltmesi

Bu bolimde, (2.2) parametrik olmayan regresyon modeli kestiricisinin
daha genel bir sekli dikkate alinmaktadir. Boyle bir parametrik olmayan regresyon
kestiricisi, ilk kez Nadarya [16] ve Watson [17] tarafindan Onerilmistir:

f(9= Wy, (2.9)

Bu durumda x’e bagh W, (x) agirliklari yardimiyla, y,’nin bir agirlikli toplami

olarak x noktasinda regresyon fonksiyonunu tahmin edilir. Lokal ortalama
agirhklari elde etmek icin kavramsal olarak en uygun yol, bir 6lcek parametresi
tarafindan kontrol edilen, her iki yonde azalan ve merkezi sifirda bulunan tek

moda sahip bir dagihmi kullanmaktir. Bu amacla uygulamada, genellikle
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“kernel” olarak bilinen olasilik yogunluk fonksiyonlar kullanilir [9]. Surekli ve
sinirli kernel fonksiyonu, asagida belirtildigi gibi integrali 1’e esit olan simetrik

reel bir K fonksiyonudur:
[Ku)du=1 (2.10)

Kernel diizeltme icin agirlik dizisi

1 X —X 1

— K 1 e

in ( 7 j W

1&, (x=-x) 13
;mZK[ 2 j An;K(u)

1

W, (x) = (2.11)

biciminde ifade edilir. Burada,

n: Gozlemlerin sayisi

K: Segilen kernel fonksiyonu

A : Dlzeltme penceresinin yaricapina karsi gelen, bir diizeltme parametresi
W, (x) =W (x,x) : X=X uzakhgina bagli ve i.gozlem vy, ’ye atanan agirlik

olarak tanimlanir.

Bu durumda, i.g6zlemin w agirligl, x—x uzakhginin bir fonksiyonudur.

Genellikle, uzaklik kictkse agirhk yuksek ve uzaklik blyukse agirlik distk olur.
Agirliklar K tarafindan belirtilir ve bant genisligi (diizeltme parametresi) olarak
bilinen, A tarafindan kontrol edilir. Diger bir deyisle, agirliklarin hacmi A

tarafindan parametrelestirilir [5]. Buna gore, W,(x) agirhk dizisi (2.9)’da yerine

yazildiginda, kernel tahmini asagidaki sekli alir:

(2.12)

(2.12) tahmin genellikle, ““Nadarya —Watson kestiricisi’* olarak adlandirilir.

Uygulamada kullanilan farkli tipte kernel fonksiyonlari vardir. Ancak
kernel fonksiyonunun secimi bant genisliginin seciminden daha az 6nemsizdir.

Bazi kernel fonksiyonlari asagida verilmistir:
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12
1. Normal kernel K(u):ie( 2 ),u €[00, 0]

2z

2. Duzgin kernel (dikdortgen veya kutu) : K(u) :%, uel[-L1]
3. Ucgensel kernel : (1-|uf), u e[-1,1]

4.  Epanechnikov kernel: %(1—u2), uel-11]
T .. 19 2y2
5. Dordinct dereceden kernel (Quartic): E(l—u )5, ue[-11]

6.  Altinci dereceden kernel (triweight) 2—2(1—u2)3, uel-11]

Kernel fonksiyonlari iginde en basit olani [-1,1] araliginda % ve diger

durumlarda sifir degerini alan, dizgin kernel fonksiyonudur. Fakat normal ve
diger kernel fonksiyonlari da yaygin olarak kullanilir [18]. (2.12) kernel
fonksiyonlarinda, 4 parametresinin énemli bir rol oynar: Blyik A degeleri icin
egri ¢cok yavas degisir ve dizeltme 6nemlidir. Bu durumda, tahminin varyansi
sinirh, fakat tahmin oldukga sapmalidir. Kigik A degerleri icin egri oldukca
duzensizdir ve sapmalar sinirl fakat tahminin varyansi buyuktir. Bu ylzden, A

parametresi sapmalar ve tahminin dogrulugu arasinda bir uzlasma saglar [15].

2.5.3. Ortogonal Serilerin Kestiricileri

Regresyon fonksiyonunun asagidaki sekilde bir Fourier serisi olarak

gosterilebildigi varsayilsin:
f(x) = B,0,(x (2.13)
j=0

Burada {p;|  bilinen bir taban olusturan fonksiyon ve {ﬂj}io bilinmeyen

j=0
Fourier katsayilaridir. Taban olusturan fonksiyonlarin iyi bilinen &drnekleri
Laguerre ve Lengendre polinomlaridir. Once taban olusturan fonksiyon belirlenir,

daha sonra g; fourier katsayilari tahmin edilerek f fonksiyonu tahmin edilir.

(2.13)’de sonsuz sayida sifirdan farkli j; katsayilarinin olabileceginden, verilen
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sinirh n 6rneklem hacmi igin, sadece katsayilarin bir alt kimesi etkin olarak
. S ~ . . . .
tahmin edilebilir [5]. {,b’j}_ , &N kiglk kareler parametre tahminleri olmak uzere,
j=

(2.13)’de t(n) terim dikkate alinirsa, f fonksiyonunun “ortogonal seri
kestiricisi’” asagidaki gibi tahmin edilir:
t(n)

fin 00 = 2 510,00 = W, (0 @14

Burada W, (x) = (W,,...W,,)", W,(X)=¢ (@ ®)"®] ile elde edilir ve ayrica
Do = (@6 (X000, 2, (X)) VE @, = (@0, 0,)" i

Bu kestiriciler kolaylikla hesaplanabilir. Ayrica, toplamsal yapilara ve
semiparametrik modellere uzantisi uygundur. Ortogonal seriler Kkestiricileri

tekniginin en 6nemli dezavantaji t(n) dlzeltme parametresi ve temel sistemin

nasil secilecegi konusunda oldukca az sayida ¢alisma olmasidir [4].

2.5.4. Lokal Regresyon Kestiricileri

Lokal ortalamanin dogal bir uzantisi, lokal regresyon dustncesidir.
Prensip olarak regresyon fonksiyonu, herhangi bir x noktasinin komsulugunda
distik dereceden bir polinom (dogrusal bir fonksiyon) ile ¢ok iyi tahmin edilebilir.
A, lokal komsuluklarin hacmi (blyaklgl) olsun. O zaman verilen bir x noktasi

icin veriler asagidaki gibi modellendirebilir:
y, =a(x)+b(x)x, +hata, x—A <X, <X+ A4

Burada a(x) ve b(x) iki lokal parametredir. Ele alinan gozlemler esit agirhikli ise,

dogal olarak bu model asagidaki gibi lokal regresyon problemine gotirir:
_— 2
min iZﬂ:{yi —a(x)—b(x)x} (2.15)

(2.15) ifadesini minimum yapan a(x)ve 6(x) bulunarak, bir x noktasinda elde

edilen regresyon fonksiyonunun Kestiricisi,

f (x) = 4(x) + b(x)x (2.16)
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olarak elde edilir [19]. Bagimsiz degiskeninin tim olasi degerlerinin kiimesindeki

noktalarin dizisinde bu islem tekrar edilerek, f regresyon fonksiyonunun

parametrik olmayan kestiricisi elde edilir.

Yukaridaki fikrin gelistirilmis bir durumu, x noktasindan uzak bir x;

gozleminden baslayarak katki yukleyen, bir piriizsiz agirhik fonksiyonunu dahil
etmektir. Diger bir ifadeyle, daha uzak gozlemlere daha disik ve daha yakin
gOzlemlere daha yiiksek agirhk atayan agirhikli regresyon yapilabilir. Bunu elde
etmenin dogal bir yolu A bant genisligi parametresi tarafindan kontrol edilen ve
bir kernel fonksiyonu tarafindan belirtilmis olan agirliklari saglamaktir. Bu

durumda lokal agirlikli regresyon,

minzn:[yi—a(x)—b(x)xi]2 K(X‘;Xj (2.17)

a,b =1

ifadesinin minimum problemine donisur. Esitlik (2.15)’de oldugu gibi, (2.17)’yi
minimum yapan a(x)ve 6(x) bulunur. Bu islemden bazen kernel regresyonu

olarak soz edilir ¢linkil lokal regresyona kernel agirliklarini uygular. (2.17)’deki
dogrusal fonksiyon bir polinom ile yer degistirerek, islem lokal polinom
regresyona genellestirilebilir.

2.5.5. Splayn Regresyonu

Splayn dizeltme tahmini, n tane polinomial pargadan olustugundan
tahmini tanimlamak icin parametre sayisi ¢cok fazladir. Sadece bir plrizlulik
cezasl konularak tahminin varyansi kontrol altina alinabilir. Varyansi kontrol
altina almanin alternatif bir yolu da modeldeki polinomial parca sayisini (boylece,

parametre sayisini) azaltmaktir. Boylece, her bir x, veri noktasinda (splayn
diizeltmede yapildigi gibi) bir digum koymak yerine, daha az sayida k; <,...,<Kk,

digim noktalari kullanilabilir.

Spalyn duzeltme her bir x, i=1,...,n, veri noktasinda bir diigiim noktasi

koyar. Daha az sayida diiglim noktasinin kullanimi, bu digim noktalarini koyacak

yer sorununu ortaya cikarir. Splayn egrisi [x;, x.,,] araliklariyla sinirlandirilan

basit bir kibik polinom oldugundan, f (x) fonksiyonunun daha karmasik bir
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sekle sahip oldugu bolgelerde ¢ok sayida diigiime sahip olmasi gerekir. Digim

noktalari igin basit digim se¢cme semalari genellikle yeterlidir.

Parametrik olmayan egri tahmininde splayn diizeltme yonteminin alternatif
yaklasimi olan splayn regresyon diizeltmede, splayn regresyonu uyumunu elde
etmek icgin birkag yontem vardir. Bu yontemlerden biri de, regresyon yoluyla
splayn interpolasyonudur. Burada amag¢ purizsiz oldugu varsayilan (2.2)

modelindeki f fonksiyonunun tanminidir. Ozel olarak, asagida verilen m sayida

dugim noktasi iceren r.dereceden splayn fonksiyonu (budanmis Gstel temel

fonksiyon) ile f fonksiyonu ¢ok iyi tahmin edilebilir:
f(X)=by +bx+...+bXx"+ > B, (x—k;)] (2.18)
j=1

Burada r, splayn regresyonunun derecesi (genellikle dnceden secilir) ve
k;, J.diglm noktasl, B = (bo,...,b,,,B,,...,,Bm )T regresyon katsayilarinin dizisi ve
(a), =max(0,a) Ayrica min(x)<k,..,<k, <max(x) ve {k,..k,}dizisi

{xl, xn} ’nin bir alt kiimesi olugu varsayilir [20].

A

Esitlik (2.18) ile verilen splayn regresyon fonksiyonunun tahmini olan f
fonksiyonu, r, m, k=(k,....k,)" ve B=(b,,...b,,4,....3,) parametrelerinin

tahmini yoluyla elde edilebilir:
f(x)=by +bx+..+0:X" + D B, (x—K,) (2.19)
j=1

Burada yer alan  r,m,kve p sabitleri sirasiyla r,m,k vep  sabitlerinin
tahminleridir. Eger r,mve k onceden belirtilirse, 0 zaman

B=(b,,..b,A,.B,) Katsayilarinin kestiricileri,

Loxo X Ok (k)]
X:
_l Xn o o Xr: (Xn_kl):— (Xn_km):_
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seklinde verilen bagimsiz degiskenler matrisinin tanimlandigl en kicuk kareler

regresyonu yoluyla tahmin edilebilir:
B=(X"X)XTy.

(2.18) kullanilarak f (x)’i elde etmek i¢in, £ parametrelerinin tahminin yani sira,
dugumlerin yerini ve sayisini segmek gerekir. Bu islemi gerceklestirmek icin iki
genel strateji vardir. Birinci strateji, siradan en kiguk kareler kullanilarak g
parametrelerinin tahmini ve oldukca az sayida digim noktalarini se¢mektir. Bu
strateji ile, diguimlerin secimi son derece onemlidir. Ikinci strateji ise, oldukca
cok sayida digim kullanmaktir. Ancak, B parametrelerinin tahmini icin siradan
en kuguk kareler kullanilmaz. Birinci stratejinin tersine, ikici strateji igin
dugtimlerin seciminin énemi daha azdir: Onemli olan g parametrelerinin nasil

tahmin edilecegidir (6rnegin, cezali en kicuk kareler ile) [21].

Model (2.2)’de belirtilen f fonksiyonunun tahmini icin (2.18)’deki
budanmis Ustel taban olusturan fonksiyonlara (truncated power basis functions)

alternatif olarak, k,....,k, digim noktali, B,...,B kubik B —Splaynlari

m 1100 Pmtr

kullanilabilir. k =k(j), j=1,...,m, azalmayan bir dizi olak izere, k . digim dizisi

icin r. dereceden. j. B—Splayn (basis spline), B, ile gosterilir ve
B (%) = (Kppy — KK Ky Ik = %), XD (2.20)

ile tanimlanir. Genel olarak B,

irx Notasyonu yerine B; kullanilir [22].

Daha genel olarak, ki,...,k, dugim noktalari ile r>0 dereceden [a, b]

araligindaki B —splayn fonksiyonlari asagidaki gibi tanimlanan ardisik tekrar

bagintilaridir:

k1=k2 =k3 =k4 =a, kj <Kk; (j:l,...m)ve k5+r :k6+r =k7+r =k8+r =b

J+r

olsun. Bu durumda, r. dereceden j. B —splayn

X—kK: K., —X )
B”(X)zk —Jk |3j’r_l(x)+kJ+r " Ba(), kj <x<ki ,j=Ll..m+4 (2.21)
J. k.

j+r-1 j+r j

seklinde ifade edilir. Ayrica burada, r =1 igin:
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1 k; <x<kj,

0, diger durumlarda

Bj,l(X):{

olarak tanmimlanir [22]. Buradan hareketle, kibik B —splayn, B;(x)= B, (x)
biciminde ifade edilir. Boylece, secilen dugtmler ile bir kiibik splayn
m+4
f(x)=zlﬁij (X) (2-22)
j=1
olarak ifade edilir. 5;, j=1,...,m+4 bilinmeyen regresyon katsayilari, en kiictik

kareler regresyonu yoluyla asagidaki gibi tahmin edilir:

min Z[y S8, (xoj 229

A

Buna gore, B;, j=1..,m+4, tahmin edilen regresyon katsayilarini gostermek

Uzere, splayn regresyonuna gore parametrik olmayan regresyon fonksiyonu,

m+4

f09=258,( (2.24)

seklinde tahmin edilir.
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3. KUBIK SPLAYN INTERPOLASYONU VE PARAMETRIK OLMAYAN
REGRESYONDA SPLAYN DUZELTME YONTEMIi

Kelime anlami agag parcasinin ince bir seridi olan splayn (spline), bir dizi
veri noktalarina polinomial bir egri uydurma ya da bu noktalar arasindan purlizsiz
olarak gecen ve birgok parcadan olusan esnek bir egridir. Splayn fonksiyonlar bu
fikrin uygulamasi olan yeni bir matematiksel aractir. Bu fonksiyonlarin temel
distincesi, tanimlanan araligl bagimsiz (tasarim) degiskenlerin gozlem degerleri
yardimiyla alt araliklara bolerek, her bir alt aralikta farkh bir polinomial
fonksiyon ile bagiml ve bagimsiz degiskenler arasindaki iliskiyi modellendirerek

istenilen mertebeden tiirevi olan surekli bir fonksiyon elde etmektir.

Modern istatistik teorisi, verilere parametrik olmayan modellerin uyumu
ile baslamistir. Splaynlar parametrik olmayan fonksiyonu tahmin eden
yontemlerden biri olarak sunulur ve genellikle parametrik olmayan regresyon
ortaminda ele alinir. Bu fonksiyonlar klasik parametrik ¢ikarsamanin bir gelisimi
olup parametrik ve parametrik olmayan modeller arasindaki boslugu doldururlar.
Splaynlar parametrik bir fonksiyon seklinde degilken, ¢ogu durumlarda bir
polinomial gosterime sahip olan temel fonksiyonlarin bir birlesimi olarak
yazilabilir ve boylece bir anlamda parametrik olur. Bu boélimde, genel splayn
fonksiyonunun taniminin yani sira, kiibik splayn ve dogal kibik splayn’nin bir
incelemesi ile parametrik olmayan regresyon ortaminda splayn’nin kullanimi

aciklanacaktir.

3.1.  Splayn Fonksiyonu ve Parcali Kubik Splayn

(%,Y: ), gozlem degerleri olsun. Herhangi bir [a,b] araliginda
A= X, <X, << X, <X, =D kosulunu  saglayan  x,  reel  sayilarinin
(@, %), (X X5 )y ey (X5 X ) een (X 45 X, )y (X, D) alt araliklarina boltnduglnu ve her
bir x <x<x_,,1=0,1..,n alt araliginda k.dereceden bir f.(x) polinom
fonksiyonu tanimlandigini varsayalim. Buradaki x, sayilari, “digum noktalari

olarak adlandirilir. Polinomlardan olusan ve splayn adi verilen f(x) fonksiyonu,

Sekil 3.1°deki gibi alt araliklarda tanimlanan f;(x), f,(x),..., f;(x),..., f, (X)
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(Xiv2.Yis2) ;

h0 h1 hi+1

Xo X1 X2 .. Xj Xi+1 Xis2 ... Xn Xn+1

Sekil 3.1: f; (x) polinom fonksiyonlar veh, = X, — X, i. altaraligin uzunlugu (i =0,1,...,n)
olmak izere bir f splayn fonksiyonunun grafigi.

bicimindeki k.dereceden (k >1) polinom fonksiyonlarin Dbirlesimi olarak

tanimlanir:

f(x)="1(x), x<x<x,,1=01..n

i+1?
ve
fi(X.1) = fia(X), 1=0,1...,n

Burada f,(X), X <Xx<X 1=01..,n.,, olmak Uzere k.dereceden bir

i+
polinomdur. k =1 i¢in f(x) parcali-dogrusal splayn, k =2 icgin karesel splayn,
k =3 oldugunda kubik splayn, ve benzer sekilde farkli dereceden splayn
fonksiyonlari tanimlanabilir. Buna gore, s6z konusu [a,b] araliginda tanimlanan
ve asagidaki Ozelliklere sahip bir f (x) fonksiyonu kubik splayn olarak

adlandirthr [23-26]:
I f()="f (x) =a+b (x-%)+c (X-%x)*+d. (X-%)*, X <X<X,,, i =0,..,n.
Il. f(x)=1y,, i=1,..,n. Splayn her bir veri noktasindan gecer.
M. f, (x,,)=f, (X)), 1=0,1,..,n-1. Splayn surekli bir fonksiyon seklindedir.
V. f'(x,,)=f.(x,), 1=0.1,..,n-1. Splayn purtizsiiz bir fonksiyon seklindedir.

v
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V. (%)= f1 (%), 1=01,..,n-1 Ikinci tirevi dugiim noktalarinda streklidir.

Yukarda belirtilen 0Ozelliklerinden de anlasilacagi gibi, [a,b] araligl
uzerinde tanimh bir f fonksiyonu asagidaki iki kosulu sagliyorsa bir kubik
splayn’dir:  Birincisi, (@, %), (X, %), (X, Xi,1)s--0 (X,,0) alt araliklarinin her
birinde f kubik polinomdur; ikincisi f *in kendisi, birinci ve ikinci tirevleri her
bir x, diglm noktalarinda, bdylece [a,b] araliginin timi tUzerinde stireklidir. Bu

sekilde, polinomial pargalar x. digum noktalarinda kesintisiz uyum saglar.

Kibik splayni elde etmenin birkag yolu vardir. Her bir kiibik parcanin dort

polinom katsayisi ile belirlenmesi kubik splaynin en acik sekillerinden biridir:
F )=, (x) =8 +h (x-%)+¢ (x-%)* +d (x-%), x <x<x,, 1=0,..n (3.1)

Burada a,b,c ved,i=0,1..,n sabitleri i.polinomun Katsayilaridir.

X, =ave X, =b olarak tanimlanir. f ve ilk iki turevi Gzerindeki streklilik
kosullar, katsayilar arasindaki degisik iliskileri ifade eder. Ornegin, i=01,..,n-1

icin x._,.dugim noktasindaki f fonksiyonunun surekliligi asagidaki esitlikleri

i+1

Verir:
fi+1 (Xi+1) = di+1(Xi-¢-l - Xi+1)3 + Ci+1(Xi+l - Xi+1)2 + bi+1(Xi+1 - Xi+1) + ai+l = ai+l
ve f,(x,,)= f.,.(X.,) esitoldugundan

fi (Xi+1) = di (Xi+l - Xi)3 +C; (Xi+l - Xi)2 + bi (Xi+1 - Xi) +a; =a,.

[a,b] araliginda bir kibik splayn, a ve b uc¢ noktalarinda ikinci ve Gglnci
tirevlerinde sifir degerini alirsa buna dogal kubik splayn (natural cubic spline —
NCS ) denir. Bu ek kosullar dogal sinir kosullari olarak adlandirilir. Buna gore,
d,=c,=d,=c,=0 oldugu bulunur. Bu durum, Sekil 3.2°de gosterilen dogal
kubik splaynin grafiginde goruldigu gibi [a, x,] ve [x,, b] araliklarinda f (x)

fonksiyonunun dogrusal olmasini saglar.
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y=f()

fi+1 (X)
Y

1
]
a X X2 .. X Xi+1 Xit2 .. Xn1 Xn b

| hy hi i b oy .
> X
Sekil 3.2: f;(x) kibik parcalar, h, = X.,, — X, i.altaraligin uzunlugu ve X, i =1,...,n ,

diigiim noktalari olmak tizere bir dogal kiibik splayn fonksiyonu grafigi.

3.1.1. Kibik Splayn interpolasyonu: Lagrange Yontemi

f (x) parcali kibik polinom oldugundan, onun f"(x), ikinci mertebeden
tirevi [a,b] arahginda pargali dogrusaldir. f"(x)= f,"(x) fonksiyonu igin
[x,x.,] (1=0,1,..,n) araliginda dogrusal lagrange interpolasyon formilu

asagidaki gibidir:

£"(x) = f”(x) Xia | f”(le)—, X <X<X., 1=0.1..n, (3.2)
X

i+1 i+1 i
f(x) fonksiyonunun x, diguim noktasindaki ikinci mertebeden tlrevi
M; = f"(x) ile, iaraligin uzunlugu h =x,, —x olarak gosterilirse, (3.2)

formullnd asagidaki gibi yazilabilir:

F(0= 6700 =Xy —X)+ 2 (x-x), X <X<X

i=0,1...n. (3.3)

f (x) fonksiyonunu elde etmek icin (3.3) esitliginin iki kez integrali alinir. Buna

gore p; ve g, gibi iki integral sabiti ile f(x) fonksiyonu asagidaki gibi olur:

£09= gﬁ(xﬂ—x) “é"ﬁl(x X)+ B 06 —X)+G(X—X), X XX, i =010, (34)
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y, = f,(x) ve y,, = fi(x,,) olduguna gore, p; ve q;, i=01..,n sabitlerinin
belirlenmesi igin (3.4)’de x vyerine sirasiylax, ve x, Yyazilarak asagidaki

denklemler elde edilir.
Y, :%hf +ph ve vy, :%hiﬂqihi, i=0,1..,n, (3.5)

(3.5)’den p; ve q; sabitleri bulunarak (3.4) denkleminde yerine yazildiginda,

sonug olarak f.(x) kubik fonksiyonu icin asagidaki ifade yazilabilir:

Mo o Mag el X MUV [ Y Mal
fi(x)—6h (%2—%) +6h (X=%) +[h 5 j(m X)+[h 5 ](X X), (2.6)

X <Xx<x,,1=01..,n
(3.6) ifadesinde sadece M,, i=0,,...,n sayilar bilinmeyenlerdir. Bu degerleri

bulmak icin parcali kiibik splayn’nin tanimindaki 1V. 6zelligi uygulamak gerekir.

Buna gore, (3.6) fonksiyonunun tirevi asagidaki gibi olur:

h

M; M, y. Mh. y.. M_h
fix)=——"(x . =X)%> +—*L(x—x)? — (L1 i+1  Vlidl 37
I( |) 2hl ( i+1 ) + 2h| ( |) (hl 6 )+ hi 6 ( )
(38.7)’de x yerine x, yazilirsa, sonug olarak
M. M. Yo=Y,
fix)=——~—h ——*Lq +d., d. =2ist i 3.8
|( |) 3 i 6 i i i h ( )

ifadesini elde edilir. f',(x) icin benzer bir ifade elde etmek amaciyla (3.7)

esitligindeki i indisi (i—1) indisiyle degistirilebilir:

00 = e+ Mt g, g, =Y 39)

3 h.
M., i1=01..,n sayilarinin bulunmasi i¢in kibik splaynin tanimindaki IV.
Ozelligi, baska bir anlatimla f/'(x)=f'(x), i=1..,n esitligi uygulanir.

Bdylece, (3.8) ve (3.9) ifadelerini kullanarak, M,, i=0,1...,n Katsayilari i¢in

asagidaki lineer denklemler sistemi elde edilir:
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h h

i i-1

hi_lMi_1+(2hi_1+2hi)Mi+hiMi+1=6(y”1_y‘—y‘_y“lj, i=1.,n. (3.10)

(3.10) denklemleri (n+2) sayida M,, M,, .., M, bilinmeyenlerini iceren n

tane lineer denklemler sistemidir. Degiskenlerin sayisi denklemlerin sayisindan
iki fazladir. Farkl kibik splaynlarin taniminda a ve b ug¢ noktalarinda farkh
kosullar verilerek degiskenler ve denklemlerin sayisi arasindaki esitsizlik
kaldirilir. Asagidaki Tabloda sinir (ug) noktalarindaki kosullara bagli olarak gesitli
klbik splaynlar gosterilmistir [23]: Tablo 3.1’de yer alan stratejilerdeki bagintilar
ile sirasiyla kisaca su ifadeler anlatilmaktadir: Birlestirilen (kenetli) splayn,
f'(a)=d,ve f'(b)=d,,, birinci turev sinir kosullarini iceren bir kibik splayni

n+1
belirtir ve sinirlardaki egimleri icerir. Dogal kibik splayn, f”"(a)=0ve f"(b)=0

serbest sinir kosullarina sahip bir kiibik splayn olup diigiim noktalari arasindan

Tablo 3.1: Kiibik Splayn icin Sinir Noktalarinin Kisitlamalari

Stratejinin Tanimi M, ve M, "e iliskin Denklemler
(i) Birlegtirilen (kenetli) kubik splayn: 3 , M

MO:h_ dO_f(XO)_T1 ]
f'(%,), T'(x,,,) turevlerini igerir. o

3 M
M, =—]f'(x,)-d ]-—"
n+1 hn[ (Xn+l) n] 2

(ii) Dogal kiibik splayn ( esnek bir egri): M,=0,M_,, =0

f'(x,)=f"(x,,)=0

(iii) Extrapole edilen kibik splayn: Sinir M. =M h, (M, —M,)
0~ 1T
noktalarina gére f ”(X)’in extrapolasyonu. hy
Mn+1 — Mn + hn(M;]_ Mn—l)

(iv) Parabol olarak sonuglanan kibik | M, =M,, M
splayn: Sinir noktalari gevresinde f"(X)

sabittir.

(v) Ayarlanmis kilbik splayn: Her bir simir | My = £"(x)), M, = f"(x,.,)

noktasinda f "(X) bilinir.
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gecen esnek bir egridir. Extrapole edilen splayn, f"(a)’yr belirlemek igin
X, Ve X, 'deki i¢ dugtmlerden, f"(b)’yi belirlemek igin x ve X, deki
dugumlerden elde edilen extrapolasyonu kullanan bir kibik splayndir. Extrapole
edilen splayn, son kubigi komsu kubigin bir uzantisi olmasi varsayimina
esdegerdir. Diger bir deyisle, splayn sekilleri [x,,x,] araliginda tek bir kubik egri
ve bir digeri [x. ,,X,,,] araliginda tek kibik egridir. Parabolik olarak sonuglanan
splayn, [x,,x] araliginda f"(x)=0 ve [X,,X,,] arahginda f"(x)=0
varsayimlarini  kullanan bir kubik splayndir. [X,,x] araliginda f"(x)=0
varsayimi kibigi [x,,x] araliginda karesel olmaya zorlar ve benzer bir durum
[x,,x%,,,] araliginda da gergeklesir. Ayarlanmig splayn, f”(a) ve f"(b) ikinci
tirev sinir kosullari acikca belirtilen bir kiibik splayndir. f"(a) ve f"(b) ikinci

tirev degerleri, her bir u¢ noktadaki egrilikte ayarlama yaparlar.

3.1.2. Kiibik Splayn interpolasyonu : Lokal Polinomial Yéntem

Bu yaklasimda dogrudan kibik splayn tanimindaki 1-1V 0Ozelliklerini
kullanarak, interpolyasyon kat sayilarinin bulunmasi igin denklemlerin yazilmasi

amaclanmaktadir. 1.6zellige dayanarak splayn fonksiyonunu séyle yazilabilir:
f()="f ()=a+h (Xx-x)+c (x-x)* +d, (x-%)°, X <X <X, i=0L..,n (3.11)
11— 111 6zelligi ve (3.11) ifadesine gore
y, = f.(x)=a,,1=01..,n (3.12)
ve
Yia = fi(X,,)=a +bh +ch?+d,h’, i=01..,n (3.13)

olarak yazilir. Burada h, =x;,, —X; i.nci alt arahigin uzunlugunu gostermektedir.

Simdi (3.11)’de birinci ve ikinci tirevleri hesaplanirsa,
f'(x)=h. +2c, (x—x)+3d, (x—x )’ (3.14)

f,"(x)=2c; +6d; (X —X;) (3.15)
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olarak elde edilir. f (x) fonksiyonunun x; digum noktasindaki ikinci mertebeden
tirevi M. =f"(x) ve iarahgin uzunlugu h=x_.-x, 1=0L..,n ile

gosterilirse, kibik splayn taniminin 11, 111 &zellikleri ve (3.11) — (3.15)

formullerinin yardimiyla katsayilar asagidaki gibi hesaplanabilir:

’ﬂi =Y
TS s (Mgt 2M;)
1A 6 =040 (3.16)
o= M, 12
,_':fi = (M, — M) 164

Bdylece splayn egri uydurma problemi M., i=01...,n ikinci tlrev degerlerini
bulmaya indirgenir. Kibik splaynin tanimindaki 1V-6zelligi uygulanirsa, dnce

(3.14)’deki i indisi (i—1)’le degistirilerek,
fL(x) =b, + 2¢, (X—X_)+ 3di—1(X_Xi71)2
oldugu bulunur. 1\V’e gore fH'(xi) = fi'(xi), i=12,..,n ve (3.16) formalleri bu

esitliklerde g6z onine alinirsa, bilinmeyen M;, i=0,1,...,n katsayilarini iceren

asagidaki denklemler sistemi elde edilir:

h M., +(2h_,+2h)M, +hM. , = 6[ y‘+1hi_ i ; y“], i=1.,n (3.17)
-1

(3.17) lineer denklemler sisteminin (3.10)’un aynisi oldugu gorulmektedir.

3.2.  Dogal Kubik Splayn’nin Temel Ozellikleri

Kibik splayn’nin tanimina ek olarak, [a, b] gdzlem araliginin ug
noktalarinda f fonksiyonunun ikinci mertebeden tirevlerinin sifir olmasi kosulu
eklenirse kibik splayn, dogal kiibik splayn olarak adlandirilir. Bu durumda [a, xl]
ve [xn,b] araliklarinda f(x) splayn fonksiyonu dogrusal olur. Bu nedenle x, ve
X, dugim noktalarinda ikinci mertebeden turevler sifirdir. Boylelikle, dogal
kubik splayn igin (3.17) ifadesinde M,=M,=M_ =M, , =0 olur. Boylece,

belirlenecek M ’lerin sayisi (n-2)’ye indirilir. Bu durumda (3.17) denklemlerinde
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(x,,x,) araligindaki digum noktalarinin ele alinmasi yeterli olur ve uygun i
indisi i=2,...,n—1 arasinda degistirilebilir. Boylece i=2,..,n—1 degerleri igin
(3.17) denklemler sistemi (M, =M_ =0 kosuluna gore) sonu¢ olarak soyle

yazilir:

1 1 1 Y=Y YTV | _
6!\1Mi1+§(hl+h)Mi+EhiMm_[ " h ] 1=23.,n-1 (3.18)

(3.18) denklemleri acik sekilde asagidaki gibi yazilabilir:

. 1 1 1 11 1
=2, 0 +=(h+h)M,+=hM, =—y, —(—+—)y,+—

3 ()M, +M, nyl (n hz)yz h2y3
. 1 1 1 1 1 1 1
=3, gtherg(th“%)Merghstt ZEYz—(EJrE)YﬁEW

(3.19)
. 1 1 1 1 1 1 1
i=n-2, =h _,M =(h h_,)M =h_ M , =— —(—+— —
6 n-3"""'n-3 + 3( n-3 + n—z) n-2 + 6 hn—2 n-1 hn,3 yn73 (hn73 + hniz)yn—z + hn72 yn—l
. 1 1 1 1 1 1
i=n-1, “h M _,+=( _,+h M _,+0 = —y  —(—+—)y  +—
6 n-2""'n-2 3(hn—2 hn—l) n-1 hm2 yn—z (hn72 hn,l)yml hml yn

(3.19) (veya (3.18)) sisteminin matris formundaki sekli de kisaca asagidaki gibi

olur:

RM=Q'y (3.20)
Burada R, (n—2)x(n-2)simetrik matris, M, (n—-2) sutun vektér, Q,
nx(n—2) matris ve y, n boyutlu sttun vektérdir. M™ =(M,,M,,..,.M_ ),

Y =Y, Y,) olup R(r) ve Q(g;) bant matrislerinin elemanlari ise

asagidaki gibi hesaplanir:

1 .
th, i=j-1,
1(m4+hJ,i=L _ _
=13 i=23,..,n-1ve j=23,..,n-1 (3.21)
0, |i-j|22
1 ..
5 h;, = j+1




0;

Burada h = x,, —

Q"y matrislerinin agik bir sekilde gésterilisi asagidaki seklide yazilir:

RM =

0

ve
1 ..
] 1= J_ll
hH
L 1 1} o
—| T+ =1
= hi, b
0, |i—j|22
1 L
—, = J+1
hj J

1
5

0

o

Lien)

i=12,...,nvej=23,..,n-1
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(3.22)

X, 1=12,.,n=1 dir. (3.20) denkleminde belirtilen RM ve

1y 0 o |
6 M,
1 1
Loy in o
3 6 M
1 1 1 ’
Eh3 §(h3+h4) Eh4 0 .
. 0 M.
1 1 1 n-2
0 E hn—3 5 (hn—3 + hn—z) E hn—2 J
1 1 Moy
0 E hn—z § (hn—z + hn—l)_
1 0l -
h, Y,
11
hZ h3 h3 y2
=Q'y
hi _( hl hl ) hl O yn—l
-3 n-3 n-2 n-2
0 o 1 PERNESOEN E
hn—z hn—Z hn—l hn—l

R ve Q matrisleri ¢ kdsegen (tridiagonal) matrislerdir, baska bir deyisle

indisleri |i— j|>2 kosulunu saglayan elemanlar sifirdir. Buna gore de RM =b

(burada b=Q"y) denklemi R™ bulunmadan daha kolay (dogrusal islem
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kullanarak) coziilebilir. Q"y vektorii ise (3.18) sisteminin sag kismindaki

vektordur.
R matrisi her bir i igin |rii|>zi¢j‘rij‘ anlaminda kesin kdsegen

dominanttir. Dogrusal cebirdeki standart inceleme bu 6zellik durumunda R
matrisinin kesin pozitif tanimli matris oldugunu gostermektedir [11]. Bu yuzden,

R matrisinin tersi vardir ve bu durumda,

K=QR'Q’ (3.23)

seklinde belirtilen yeni bir K matrisi tanimlanabilir.

f(x) splayn fonksiyonunun x;, i=1,2,...,n digim notalarinda aldigi
degerler vektorinl f ile gosterelim. Kibik splayn tanimindaki Il ¢zelligine gore
f=(y.,Y,,....y,) Vverilen 'y gbzlem degerlerinin vektori olur. Sonraki
bolimlerde pirazlik ceza fonksiyonu iceren parametrik olmayan regresyon
modellerinde kullanilan f(x) dogal kiibik splayn fonksiyonu igin f vektorinin
A dlzeltme parametresine bagli olarak farkh bir sekilde belirtildigi
gosterilecektir. Buna gore, splayn duzeltme yénteminde y go6zlem vektori yerine
f vektorinl kullanacaktir. (3.18)’deki denklemin sag kismini gbz éniine alarak

Q'f vektorinun koordinatlari asagidaki gibi hesaplanabilir:

T _ fi+l — fi _ fi — fi—l
(Q'F) == — - (3:24)

i i—1

Izleyen bolumlerde ele alinacak olan splayn diizeltme yontemiyle tahmin

yapmada, asagidaki teoremlerden yararlanilacaktir.
Teorem 3.1. f ve M vektdrlerinin dogal kubik splayn belirtmesi igin
RM = Q'f (3.25)

ifadesi gerek ve yeter kosuldur. (3.25)’in saglanmasi durumunda puruzlilik
cezasl sOyle yazilabilir [11]:
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b
jf"z(x)dx = M'RM = fTKf (3.26)

Ispat: Teoremin birinci kisminin dogrulugu dogal kiibik splaynin yukarida
gosterilen yapisindan dogrudan alinir. Buna gore, (3.25)’nin saglandigini kabul
ederek, (3.26) ifadesinin dogru oldugunu ispat edelim. Kismi integral kurali

uygulanarak, (3.26) esitligi asagidaki gibi yazilabilir:
b b b
[fr200dc =[O0t 0qdx = 00T = [ £700f'(x)dx

f"(@)=1"(b)=0 ve f"(x) fonksiyonunun her bir (x;,Xx;,,)araliginda sabit ve

[x,,x,] parcasinin disinda sifir oldugundan dolay!
b b n-1 Xis1
[20gdx = = [F70)f(dx = F70¢7) [ £'(x)ex .
a a i=1 X;

(%, %;,,) araliginda f"(x) = w ve f(x;)= f; oldugu icin

b n-1
[treom = S MM

a i=1 i

olur. Diger taraftan, M, =M _ =0 oldugu igin

b
I f VIZ(X)dX — ZM |+1 fi _ fi r: fi—l )

| -1

Bu son ifadede sirasiyla (3.24), (3.25), (3.23) esitliklerini gbz 6niine alirsak sonug
olarak asagidakileri yazilabilir:

b
J'f”z(x)dx= M'Q'f = M'TRM = fTQR'Q"f = f' K f

Bu ifade ile teoremin ispati tamamlanmis olur.

Bu noktada, dogal kibik splayn interpolyasyonunun  6nemli

ozelliklerinden biri olan optimumluk 6zelligi ele alinacaktir. C°[a,b] simgesi

[a,b] araliginda ikinci mertebeden sirekli tiireve sahip fonksiyonlar uzayini
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gostermek iizere, dogal kiibik splayn interpolanti; verileri interpole eden C?*[a,b]
sinifinda bulunan tim plrizsiz fonksiyonlar arasinda, J'f”(x)2 puarazlulik

cezasinin minimum yapan bir 6zellige sahiptir.

Teorem 3.2. n>2 ve f(x) fonksiyonunun [a,b] arahgindaki ( f,,x;),
1=12,..,n, a<x <..<x,<b kosulunu saglayan gozlem degerlerine uygun
dogal kubik splayn interpolanti oldugunu varsayalim. Bu durumda g(x)= f;,

i=1,2,..,n kosulunu saglayan her hangi bir g(x) e C*[a,b] fonksiyonu igin
b b
j f72(x) dx < j 9”2 (x) dx . (3.27)

(3.27) ifadesindeki esitlik durumu ancak ve ancak f (x) = g(x) oldugunda saglanir.
Ispat: [a,b] araliginda h(x)=g(x)— f(x) fonksiyonunu tanimlayalim.
h(x)=0, i=12,..,n olur. f"(x)dogal kiibik splayninin a ve b u¢ noktalarinda

tirevinin sifir oldugu g6z 6nune alinarak, kismi integral kurali uygulanirsa,

asagidaki esitlik yazilabilir:

b b b
j f7()h"(x) dx = "(x)h'(x) T2 = —j f"(x)h'(x) dx = — j f"(x)h'(x) dx
[%.%,,]araliginda f"(x)= f"(x") sabit oldugundan,

T f7(x)h"(x) dx = -T f"O0h'(x) dx = i f "'(x:)T h(x) dx
: A E (3.28)

=5 170 0.0 -h(x)} =0

sonucuna ulasilir. Simdi (3.28)’i kullanarak asagidaki integrali degerlendirelim:

f 9" (X)dx = T( £7(x)+h"(x))2dx :T £72(x)dlx + zf f(x)h"(x)dx + T h"2(x)dx

| f 72 (x)dx + b h"2(x)dx > b f 72 (x)dx (3.29)
[ s
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Bu durumda (3.27) esitsizligini elde etmis oluruz. Buna gore (3.29)’da esitlilik

b
durumu ancak J.h”z(x)dx:O icin saglanir. Diger bir ifadeyle, s6z konusu esitlik

a

h(x) fonksiyonunun [a,b] araliginda lineer olmasi durumunda saglanabilir. Bu
durumda, h(x) fonksiyonu x , i=12,...,n noktalarinda sifir degerlerini alan bir

lineer fonksiyon ve n>2 oldugunda h(x)=0 olur. Diger bir deyisle,

f (x) = g(x) sonucu ortaya ¢ikar. Boylece, teoremin ispati tamamlanmis olur.

3.3.  Parametrik Olmayan Regresyonda Splayn Dlzeltme Ydntemi

Cezali en kucguk kareler regresyonu ve splayn duzeltme yontemi son
yillarda popilerlik kazanan esnek veri uydurma metodolojileri icin sikca
kullanilan tekniklerdir. Temel splayn duzeltme kavraminin baslangici Whittaker
(1923)’e dayanirken, splayn diizeltme ve onun tirlerinin modern gelisimine daha
cok Grace Wahba’nin katkisi olmustur. Bu baglamda, splayn modellerle ilgili cok
daha ayrintili bilgi Wahba [27]’de bulunabilir.

Bir y bagimh degiskeni ve bu bagimh degiskenle ne tir bir iliski
icerisinde oldugu bilinmeyen bir x agiklayici degiskenin yer aldigi parametrik

olmayan regresyon modeli asagidaki sekilde tanimlanir:
V= TOq)+g, a<x<.<x <b, &~N(00c?) (3.30)

Burada,

f € C?[a,b]: Bilinmeyen bir piiriizsiiz fonksiyon

(y;)i, : Bagimli degiskenine ait gdzlem degerleri

(x ), : Parametrik olmayan agiklayici degiskene ait gdzlem degerleri

(&),: Bagimsiz ve dzdes olarak dagilan, o ortak varyansli ve sifir ortalamali
rassal hata terimleridir.

Parametrik olmayan regresyonda ama¢ bilinmeyen gercek f(X)

fonksiyonunu tahmin etmektir [28]. Geleneksel olarak, dikkate alinacak esas

problem, gozlenen verilerden (3.30) modeline uygun f ’in tahminidir. f

fonksiyonunu tahmin etmek igin kullanilan en popiler yontemlerden biri dogrusal
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regresyonudur. Dogrusal regresyonda f(x) fonksiyonu f (x) =a+bx seklinde
tahmin edilir. Sirasiyla, ave b sabit ve egim Kkestiricileri, f(x)=a+ X

seklindeki tum fonksiyonlar icin
RSS(f)=21{y- f )}’ (3.31)

ile verilen hata kareler toplamini minimum yaparak elde edilir. (3.30) modeline
uygun gozlem verileri igin f fonksiyonu yaklasik olarak dogrusalsa tahmin igin
dogrusal regresyon yaklasimi etkin olabilir. Eger (3.30) modeline uygun f
dogrusal degilse, birinci bolimde belirtildigi gibi sabit egim kosulu
bozulmaktadir. Buna goére, dogrusal regresyon bdyle durumlarda uygun sonuglar
vermez. Bu nedenle, veri uydurmada basarili olabilmek icin, dogrusal regresyon
modelinde ©ne sdrilen tahmin kosullari degistirmeli ve tasarimlarda degisen

egimli f fonksiyonlari tizerinde RSS () ifadesinin, diger bir deyisle hata kareler

toplaminin minimizasyonunu dikkate alinmalidir.

Parametrik (dogrusal ve dogrusal olmayan) regresyonda bir f fonksiyonu

timiyle az ve sonlu sayida parametre ile belirtilir (yukaridaki dogrusal regresyon
orneginde a ve B parametreleri gibi). Boylece, en uygun bir parametre vektorinin
bulunmasi icin (3.31)’in minimizasyonu sonlu ve disiuk boyutlu bir uzayda
arastirilir. Dolayisiyla, parametrik regresyonda tahmin problemleri sinirh ya da
sonlu boyutlu bir uzayda arastirilir. Bunun yerine tum olasi fonksiyonlara gore
(3.31) ile verilen hata kareler toplamini minimum yapmaya c¢alisildigini
varsayalim. Bu durumda sonsuz boyutlu uzayda minimizasyon problemi ele
alinmis olur. Bu problem, 06nceki parametrik regresyon problemi ile
kiyaslandiginda daha zor ve karmasiktir. Boyle bir problem, dikkate alinacak
fonksiyonlar sinifini belirtilerek biraz da olsa kolaylastirilabilir. Ornegin, birinci

ve ikinci tarevleri [a,b] araligl tzerinde sirekli olan bitun f fonksiyonlarinin

olusturdugu C®[a,b] kiimesinde (uzayinda) hata fonksiyonunun minimizasyonu

dikkate alinabilir. Bununla birlikte, dogal kubik splaynlarin adi gecen
fonksiyonlar sinifinda  minimumu gerceklestirmesi, parametrik olarak ifade

edilemeyen problemi bir anlamda parametrik hale getirilmis olur. Bu durumda
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sonsuz boyutlu problemin sonlu boyutlu bir probleme indirgenmesiyle ¢6zimin

bulunmasi yeterince kolaylasir.

Bu durumda, hata kareler toplamini minimum yapacak fonksiyonlar
kiimesine kati parametrik kisitlamalar yuklemeksizin, egrinin purtzItlugi icin bir
ceza uygulanabilir. iki kez tiirevi alinan bir f egrisinin purtzluligini 6lgmenin
sezgisel olarak cekici bir yolu, j {f"(x)}" dx Kareli ikinci tirev integralini
hesaplamaktir: Bu 06lcime gore sadece dogrusal f(x) fonksiyonlari sifir
pirizluliige sahipken, diger C°[a,b] sinifindaki tim fonksiyonlar, pozitif bir

purazlulige sahiptirler.

C’[a,b] de verilen herhangi bir f fonksiyonu ve A pozitif bir skaler

(A >0) olsun. Splayn diizeltme yonteminin esasi, f € C*[a,b] uzayindaki tum f

fonksiyonlari arasinda,

i=1

S(f) =24y~ f O +2 {1700} dx (332)

esitligi ile belirtilen S(f) *““cezal en kicuk kareler kriterini” minimum yapmaktir.

Diger bir ifadeyle, splayn dizeltme kestiricisi olan f tahmin egrisi C’[a,b]
uzayinin fonksiyonlari arasinda S(f) cezal kriterini minimum yapan egri olarak

tanimlanir.

Esitlik (3.32) ifadesindeki ilk terim, hata kareler toplamini (RSS) gosterir
ve bu ifade uyumdan yoksunlugu cezalandirir. Diger bir deyisle, uyumun verilere
yakinhgini 6lger. Ikinci terim purtzltltk (PS) cezasini gosterir ve bu prizliltge
bir ceza yikler. Diger bir deyisle, fonksiyondaki egriligi cezalandirir. Cezali
kriterde yer alan A ise, birinci bolimde de aciklandigli gibi dlzeltme

b
parametresini belirtir ve bu parametre J'{f”(x)}zdx ile 6lcimlenen egrinin

a
e el n 2 . p .
purizliligt ve Y {y,- f (x)}" ile dlcimlenen verilere uyumunu dengeler.
i=1

Ayrica, A parametresi 0 dan +oo’a degisirken, ¢6zum interpolasyondan basit bir

dogrusal modele degisir. Eger A = oo alinirsa, o zaman (3.32) denklemi sabit
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egimli dogrusal regresyon uyumu Uretir, buna karsilik A = 0 ahinirsa timdayle

esnek egimli bir interpolasyon uyumuna karsi gelir [29].
Problem (3.32) icin ¢6zim splayn diizeltme kestiricisi olarak adlandirilir

ve X,.., X, digtmleri ile bir “dogal kiibik splayn™ olarak bilinir. izleyen béliimde

f *in nasil elde edildigi gosterilecektir,

A

Bolim 3.1.1°de anlatilan kubik splayn interpolasyonu f tahmininin

A

onemli Ozelliklerinin elde edilmesine olanak saglar. Bunlardan en 6nemlisi, f
tahmininin x, noktalarindaki dugtmlerle bagh bir dogal kiibik splayn olmasidir.
f nin dogal kubik splayn olarak bilinmesi dnemli bir ilerlemedir. Cunki bu
durumda sonsuz boyutlu C?°[a,b] piriizsiiz  fonksiyonlar  kiimesinde
minimizasyon problemi, (x;,y.) gozlem noktalari ve A duzeltme parametresiyle
bagh olarak tanimlanan dogal kibik splaynlar dikkate alinarak, S(f)
minimizasyon problemiyle degistirilmis olur. Bu durumda f tahmin fonksiyonu

splayn seklinde belirtilebilir.

Bolim 3.2° de belirtildigi gibi, f fonksiyonunun f, M vektorleri ve Q,

R matrisleri ile tanimlanan bir dogal kibik splayn oldugu varsayilsin. S(f) cezal

kareler toplami, matris ve vektor terimleriyle ifade edilerek onu minimum yapan

f asagidaki sekilde tahmin edilebilir.

Yy = (Y. Y,)" verilen gozlem degerleri vektorii olsun. x dugim
noktalarinda f(x) degerlerinin vektori, f=(f,...,f) =(f(x),... f(x,)

oldugundan f ’e gore (3.31) deki hata kareler toplami,

Sy o)) =y - (y-f)
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olarak yazilabilir. (3.26) ifadesine gore If”z purdzlilik ceza terimi,
b
fTKf degerine esittir. Buna gore, jf”(x)zdx=fTKf oldugunu g6z oniinde

bulundurarak, cezali en kiigiik kareler toplami asagidaki sekilde yazilabilir:

S(1) = 3 (- 06)f" +4] £ (0P

(y-f) (y-f)+ Af TKF .

Sonug olarak cezali kareler toplami,
S(f)=fT(1+AK)F-2y"f+y'y (3.33)

seklinde ifade edilir. f splayn diizeltme kestiricisi (3.32) veya (3.33)’de belirtilen

cezali en kuglk kareler toplamini minimum yapan egri olarak belirtilmektedir.
(3.23) formilu ile tanimlanan K matrisi yari-pozitif tanimh ve A>0
oldugundan, A K matrisi de yari-pozitif tanimli bir matris olacaktir. Dolayisiyla
(I + AK) kesin pozitif tanimli matristir. Bu ylzden (3.33) kare formu tek bir
minimumuma sahiptir. Buna gore, (3.33)’e minimum deger veren f vektord,

(3.33)’un f ’e gore turev fonksiyonuna sifir degerini veren vektordur:

S(f)=2f(1+1K)-2y =0
2f (1 + 1K) = 2y.

Buna gore f vektor(,
f=(+AK)"y (3.34)
olarak elde edilir. Boylece, digim noktalarindaki deger vektori (2.34) formilu ile

belirlenen splayn duzeltme kestiricisi, (3.32) S(f) cezali kriterini minimum

yapar. (3.34) ifadesinde yer alan (I +AK)™ matrisi, diizeltme matrisi olarak

adlanir (benzer matrise dogrusal regresyonda sapka matrisi denir) ve bu matris,
(3.23) ve (3.34) formillerine esasen, sadece verilen bir A4 >0 diizeltme parametresi

ve X =(X,...,X,) dugtim noktalari vektor ile belirlenir. Boylece y degerlerini f

vektorine gorintileyen nxn boyutlu dizeltme matrisi,

S, =(1+iK)™ (3.35)
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esiligi ile tanimlanir. £ =(f(x),..., f(x,)) splayn duzeltme kestiricisi, (3.35)’de
verilen dizeltme matrisinin yardimiyla y =(y,,...,y,) vektorinin bir dogrusal

doéniisuimi olarak da tanimlanabilir:

f, (%) Y
f, (%) Y2

f = ' = (Sx)(nxn) ' yada kisaca, f, =Sy. (3.36)
fﬂ (Xn) (nx1) Yn (nx1)

Burada f,, A >0 sabit diizeltme parametresi i¢in X,,...,X, digumlu dogal kibik
splayn ve S,, (3.35)’te verilen A’ ya bagl bilinen pozitif tanimh bir duzeltme

matrisidir. Splayn diizeltme fonksiyonu x ’e ait gozlem degerlerine uygun olan bir
dogal kubik splayndir. Bu parametreleri belirginlestirilmemis bir model olarak da
gorilebilir. Ancak ceza terimi, splayn katsayilarinin dogrusalliga dogru
cekilmesine olanak saglar, boylece sinirlayici serbestlik derecesi yaklagimi

kullanthir.

Splayn dizeltme kestiricisi,
f,(x)= ZS/I )Y,
i=1

seklinde her bir x,i=1,...,n igin hesaplanabilen S, sabitlerinin var olmasi
anlaminda dogrusaldir.

Teorem 3.1°e gore her bir f=(f(x),..., f(x,)) vektord, tek bir f(x)
kibik splayn interpolasyon fonksiyonunu belirtir. S6z konusu f vektord, (3.33)

S(f) cezah kriterini minimum yapan degerler vektori olmasi nedeniyle, cezal

kareler toplaminin minimum problemi igin temel bir 6zellik olusturur. Bu temel

oOzellik asagida verilmistir [11]:
Teorem 3.3 n>3 ve Xx,i=1..n, digim noktalari i¢in a<x <..<X,<b

kosulunun saglandigi varsayilsin. Verilen y =(y,,...,y,)" gozlem degerleri ve
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A>0 dizeltme parametresi i¢cin f(x), x,i=1..,n, digim noktalari ile
f=(1+AK)™'y vektoriine uygun dogal kiibik splayn olsun. Bu durumda, her

hangi bir g € C*[a,b] fonksiyonu igin

S(f) <5(9)

olup esitlilik durumu yalniz ve yalniz g=f olmasi durumunda saglanir.

Dogal kubik splayn duzeltmeyi belirleyen f vektérinin (3.34) formili ile
direkt olarak hesaplanmasi pratik acidan verimli degildir. Bu amacla farkl sayida
etkili algoritmalar islenmistir. Onlardan biri olan Reinsch algoritmasi bir sonraki

altbolimde agiklanmistir.

Bu alt bolumde dugim noktalarinda splayn fonksiyonunun degerler
vektorinl belirlemek icin Reinsch [30] tarafindan ortaya konulan bir algoritma

ele alinmistir. Reinsch algoritmasinin esas fikri, f ’nin ikinci tdrevinin
X, 1=1,...,n digum noktalarindaki M, degerleri icin tekil olmayan bir dogrusal
denklemler sistemi kurmaktir. Bu denklemler banth bir yapiya sahiptir ve O(n)
cebirsel islemde ¢ozllebilir. Algoritma M, ve vy, veri degerlerine dayanarak
belirgin formille f, degerlerini verir. Tartismada ntimerik dogrusal cebirden, bir
bant matrisinin Cholesky ayristirmasi konusunda degisik gorusler kullanilacaktir
[23-26].

Bir matrisin sifirdan farkh tim girisleri az sayida kdsegen Uzerinde yer
alirsa ““bant matrisi’” olarak bilinir ve sifirdan farkli kdsegen sayisi matrisin “bant

genigligi (bandwith)” olarak adlandirilir. Boylece B, 2k +1 bant genisligi olan
simetrik bir bant matris ise, |i— j| >k icin by elemani sifirdir. Bant matrisleri,
sifirdan farkli kosegenleri dikkate almasi nedeniyle islemlerde kolaylk saglarlar.

Kdsegen ve (¢ kdsegen matrisler sirasiyla 1 ve 3 bant genislikli bant matrislerdir.

Bolim 3.2°de tanimlanan Q ve R matrislerinin her ikisi de 3 bant genisligine

sahiptir.



45

Bolim 3.2°deki gibi (n-2)-M  vektorinid tanimlayalim. (3.23) ve
(3.34)’den

(1 +2QRQ")f =y (3.37)
olarak yazilabilir. (3.37)’ den
f=y-AQRQ'f
elde edilir. Simdi (3.25) ifadesine gore Q'f yerineRM vyazarak, f icin M ve
y ’ye dayali asagidaki forml elde edilir:
f=y—AQM. (3.38)

(3.38) ifadesinin her iki kismini soldan Q matrisine garpip, yine Q'f yerine RM
¢

yazarak
Q'y-AQ'QM =RM
ifadesi elde edilir. Buradan hareketle, M icin asagidaki denklem bulunur:
(R+2Q'Q)M=Q'y (3.39)

Bu denklem Reinsch algoritmasinin cekirdegidir. Bu denklem f vektorinin

bulunmasinda (3.37) denklemine kiyasla, bant teknikleri kullanilarak dogrusal bir
zamanda goziilebilir. (R+1Q'Q) matrisinin 5 bant genisligine sahip oldugu

gordlebilir, ayrica R kesin pozitif tanimh ve 4>0 oldugundan bu matris

simetrik ve kesin pozitif tanimhdir. Bu yuzden bu matris
R+AQ'Q=LDL

seklinde bir Cholesky ayrisimina sahiptir. Burada D kesin pozitif kdsegen matris
ve L, elemanlart j<i-2vej>i igin I, =0 ve kosegenleri |; =1 seklinde olan
bir alt Gcgen bant matristir. Bu durumda Q ve R matrisleri, sifirdan farkli
kdsegenleri saklamasi kosuluyla, O(n) cebirsel islemde elde edilebilir. Bdylece

L ve D matrislerinin hesaplanma suresi onlarin boyutlari ile orantilidir. Diger bir
deyisle, L ve D matrisleri, hesaplanmalari i¢in sadece dogrusal bir zamana
gereksinim duyar [11]. (3.34)’ de belirtilen f vektori hesaplandiktan sonra splayn
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duzeltme fonksiyonu bolim 3.2°de gosterildigi gibi bulunabilir. Buna goére splayn
duzeltme algoritmasi asagidaki gibi verilebilir:
Splayn Duzeltme i¢in Algoritma

Adim 1: (3.24) formuliini kullanarak, Q'y vektori elde edilir.
Adim 2: (R+AQ'Q) matrisinin sifirdan farkli ksegenleri ve boyleceL ve D

Cholesky ayrisimi ¢arpanlari bulunur.
Adim 3: LDL'M =Q'y gibi (3.39) denklemi M igin ileri ve geriye dogru yerine
koyma ile ¢ozulur.
Adim 4: (3.38)’de verilen,
f=y-AQM

ifadesinin yardimiyla f vektort bulunur.
Adim 1’in her bir veri seti icin sadece bir kez yapilmasi gerekir; duzeltme
parametresi A 'nin yeni bir degeri kullanilirsa adim 1’in tekrar edilmesi gerekmez.

Ayrica, tasarim noktalari degismeden Kkalirsa, yeni y veri degerleri

kullanildiginda adim 2 ihmal edilebilir.
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4, SEMIPARAMETRIK REGRESYONDA SPLAYN DUZELTME
YONTEMINE DAYALI CIKARSAMALAR VE BiR UYGULAMA

Su ana kadar tek bir kestirici (agiklayic) x degiskenine gore vy
gozlemlerinin bagimhhg ile ilgilenilmistir. Bu durum uygulamada karsilasilan
cok sayida problem icin yeterliyken, bagimli degiskenlerin bircok bagimsiz
degisken tarafindan es zamanl olarak etkilendigi durumlar da s6z konusudur.
Birden ¢ok aciklayici degiskenlere gore bagimliligin istatistiksel analizi genellikle
coklu regresyonu kullanmaya yoneltir. Aciklayici degiskenler ya kantitatif
(sayisal) yada kalitatif (kategorik veya sayisal olarak ifade edilmeyen) olabilirler

ve bagimli degiskenle olan iliski yapisi asagidaki modelle ifade edilirler:
y, =2/ B+ hata. (4.1)

Burada z;, i.gozlem icin aciklayici degiskenler vektorl, B tahmin
edilecek, regresyon katsayilarina karisi gelen vektordir. Genelde, z, vektorl sabit
terim igin 1 girisli bir sabit igerir.

Ikinci bélumde, (2.1) dogrusal regresyon modelinin (2.2) modelindeki gibi
egri uydurmak icin genellestirilmesine benzer sekilde, (4.1) modelinin dayandigi

varsayimlardan dogrusallik varsayiminin degistirilmesi gerekir. Dogal bir
benzerlikle,

y. = f(x.)+hata (4.2)

modeli icinde bir genellestirme dikkate alinabilir. Burada f bir vektor
degiskeninin gercek-degerli, keyfi fakat pirizsiz (smooth) bir fonksiyonudur.
Bununla birlikte, Gglncu bolumde gdsterilen ve bir agiklayict degiskenin
parametrik olmayan bir yapida islem gérmesine olanak saglayan kiibik splaynlar
ve cezali en kuguk kareler mekanizmasi, (4.1) modelini genellestirmek igin

yeterlidir.

Yatchew [9] tarafindan yapilan calisma, bir y bagimli degiskeni, x ve z

aciklayici degiskenleri arasindaki regresyon iliskisi icin 6nemli bir referanstir.
Buna gore, f’in parametrik olmayan bir fonksiyon oldugu, y=f(x,2)+¢

parametrik olmayan regresyon modeli ile calismak istenilebilir. Ancak, ¢ok sayida
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aclklayici degisken varsa, 0 zaman parametrik olmayan metotlar “boyutlulugun

yarattigl sikinti”” nedeniyle zorlasir. Bu nedenle, son zamanlara x degiskeninin
diisiik boyutlu oldugu, s6zde kismi dogrusal model, y=z"B+ f (x)+& seklindeki,

semiparametrik  regresyon modeline ilgi artmaktadir. Yatchew [31],
semiparametrik model icin kuramsal agidan bir¢cok anahtar sonuc elde eden
calismasinda c¢ok sayida ©rnek sunmaktadir. Bu bolimde, s6z konusu
semiparametrik regresyon modelin katsayilarinin elde edilmesinde kullanilan

tahmin ve yontemler incelenmistir.

4.1. Semiparametrik Regresyon Modeli

Semiparametrik regresyon modeli kompleks (karmasik) regresyon
problemlerin ¢6ziimunde oldukga 6nemli bir yere sahiptir. Gergekte diinya, insan
aklinin bltin detaylari ile kavrayamayacagl kadar karmasiktir. “Semiparametrik
regresyon modelleri” karmasik verileri anlasilabilir 6zet bir duruma indirger.
Uygun bir sekilde uygulandiginda bu modeller, verilerin gerekli olanlarini
icerirken Onemsiz detaylari diglar ve boylece saglikli karar verilmesine yardimci

olur.

Semiparametrik regresyon modelleri bagimli degiskenin bazi aciklayici
degiskenlerle dogrusal, fakat diger bazi agiklayici degiskenlerle dogrusal
olmayan iliski icerisindeki regresyon modelleridir. Semiparametrik regresyon
modeller standart regresyon tekniklerini genellestiren toplamsal modellerinin 6zel
bir durumudur. Semiperametrik modeller dogrusal parametrik bilesen ve
parametrik olmayan bilegenlerin her ikisini de icerdiginden, bu modellere kismi
dogrusal modeller de denir. Daha Once de deginildigi gibi bu modeller,
“pboyutlulugun verdigi sikinti” nedeniyle tamamiyla parametrik olmayan
regresyona tercih edilebilen ve her bir degiskenin etkisinin daha acik bir sekilde
yorumlanmasina olanak saglayan toplamsal regresyon modellerinin 6zel bir
durumu seklindedir. Diger taraftan, semiparametrik regresyon modelleri bagimli
degiskenin birka¢ degiskenle dogrusal bir sekilde fakat diger bagimsiz
degiskenlerle dogrusal olmayan iliski icerisinde olduguna inanildiginda, hem
parametrik hem de parametrik olmayan bilesenleri birlestirdiklerinden dolayi

kullanim agisindan standart dogrusal modellerden ¢ok daha esnektir.
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Semiparametrik regresyon modeli
Vi =21B+f(x)+&, & ~N(00?), 1<i<n (4.3)

biciminde ifade edilir. Burada,
y;: y bagimli degiskeninin i.g6zlem degeri
z,: Parametrik kisma Kkars! gelen k boyutlu bagimsiz degiskenlerin i.g6zlemler

vektori
B : k boyutlu regresyon katsayilari vektori
f € C*[a,b]: Modelin parametrik olmayan kismina karsilik gelen bilinmeyen bir
purizsuz fonksiyon

x; : Parametrik olmayan kestirici (agiklayict) degiskenin i.g6zlem degeri

E.

i=1..n, bagimsiz ve ayni dagilimh (i.i.d), o® ortak varyansh ve sifir
ortalamali rassal hata terimleridir.
(4.3) modeli matris-vektor terimi ile
y=2B +f +¢ (4.4)

seklinde de ifade edilebilir. Burada degiskenler asagidaki sekilde tanimlanir:

Y1 Zyy - Iy B f (X1)_ &
Y, Zy Zy, B, f(x,) &y
y= , Z= , B= , f= ve g=
L Ya | (Zn - - Zy ] | B ] | f(x,)] &,

y go6zlemlerin bir (nx1) boyutlu vektorl, Z parametrik kisma karsi gelen
bagimsiz  degiskenlerin  (nxk) boyutlu gdzlem matrisi, B regresyon
katsaytlarinin (k x1) boyutlu vektorl, f splayn dizletme kestiricisine karsi gelen
(nx1) boyutlu vektéri ve & normal dagilan rassal hatalarin (nx1) boyutlu
vektorudir. (4.3) modelinde yer alan tim aciklayici degiskenlerin belirlenmis

oldugu varsayilir ve so6z konusu modelde, f(x;) sabit terimi kapsadigindan
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parametrik kisim sabit terim icermez [32]. Uygulamada genellikle, y bagimh

degiskeninin aciklayici degiskenlerin ¢cogu tizerinde bagimlilik sekli deneyimlere
gore bilinir ve uygun model yazilir. Boyle bir iliskiyi yansitan (4.3) modelinde, y
bagimli degiskeni agiklayici degiskenlerden Z ile parametrik (dogrusal) bir
sekilde iligkili fakat diger aciklayici degiskenlerden x ile dogrusal olmayan iliski
icerisindedir. Buna gore, Z matrisini olusturan z degiskenleri dogrusal degisken
olarak adlandirilirken x degiskeni parametrik olmayan degisken olarak
adlandirihr [11].

Bu bolimde, (4.3) semiparametrik regresyon modeli dikkate alinacaktir

Amagc model uyumunu elde etmektir. Baska bir anlatimla, B parametre vektorund,
f eC?[a, b] fonksiyonu ve u=Zp+f ortalama vektoriini etkin olarak tahmin

etmek, uyumu sayisal olarak Ozetlemek ve ayrica uyumu grafiksel olarak
gorintilemektir. Bunun icgin farkli dizeltme tekniklerine dayal birka¢ yaklasim
onerilmistir: Green ve ark. [33], Engle ve ark. [34], Wahba [27] ve Green ve
Silverman [11], (4.3) modeline splayn duzeltme yoOntemini uygulamistir.
Speackman [35] ve Robinson [36] kernel (gekirdek) diizeltmesini ve Cheen [37]
ise parcali polinom yaklasimini énermistir. Arastirmanin izleyen bélimlerinde,
Green ve ark. [33]’e dayali ve Green ve Silverman [11]’de ayrintili sekilde
incelenen puruzlilik ceza yaklasimi (kismi splayn yontemi) ve Speckman [35]
tarafindan gelistirilen geleneksel splayn diizeltme yaklasimi ele alinmistir.

4.2.  Kismi Splayn Yontemi

Dikkate alinan {y,,z,x}  g6zlem ya da olcim degerleri, (4.3)'de

belirtilen bir semiparametrik regresyon modeline uygulanmak istenirse, asagida

verilen

RSS = Z{ ~2Ip—f(x))

hata kareler toplamini minimum yapan f fonksiyonunu ve B parametreleri en

kiguk kareler (EKK) yontemine gore tahmin edilebilir. Ancak, f (zerine konulan

kisitlama azligl bu yaklasimi basarisiz edecektir. Burada {xi}degiskeninin z’den
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farkli olmasinin 6nemi g6zonine alinmahdir: B ve f ’nin herhangi bir degeri
f(x)=y,—z/B interpolasyonu yoluyla elde edilebilir. Ancak B bilinmeyen bir
deger oldugundan bu yaklasimla B belirlenemez. Bu problem Engle ve ark. [34]

tarafindan tanitilan,

S(ﬂ,f):Z::{yi-ziTB— f (xi)}zmj{f"(x)}zdx (4.5)

cezah en kuguk kareler (CEKK) toplamini minimum yapan f fonksiyonu ve B

parametreleri secilerek ¢cozume kavusturulabilir. Boyle bir islem gercekte, (4.3)
modeli i¢in ikinci bélimde incelenen kiibik splayn diizeltmenin gercek avantajini
kullanan ve splayn dizeltme ydntemini esas alan bir ¢cozimdur. (4.5) cezali
kriterinde yer alan A parametresinin secimi dordiincu bolimde ayrintili olarak ele

alinan dizeltme parametresi olarak bilinen pozitif bir sabittir.
4.2.1. Duzeltme Matrisinin Hesaplanmasi
Asagidaki tartismada (4.4) denkleminde ifade edildigi gibi y, i.bileseni vy,

olan n boyutlu vektorii ve Z, satirlari z/ olan (nxk) tipindeki model matrisini
gostermektedir. Uglincti bolumde, {x},i=1...,n, dugim noktalarinin farkh ve
sirall  oldugunu varsayildi. Bu bolimde ele alinan c¢oklu regresyonda,
{vi,z;, % },i=1..,n, degiskenlerine ait gozlem degerlerinin timiiniin yeniden
duzenlenmesi uygun olmayabilir ve {xi} noktalari arasindaki diagumlerin sekli,
genel olarak {z;} lerin arasindaki iliskiden farklidir. Bu durumu daha dikkatli bir
yaklasimla ele almak iyi olur.

X, X, dUgUm noktalarinin farkli ve sirali degerleri s, ...,'s, ile gésterilsin.
X, X, V& S,..., S, arasindaki baglanti, x, =s; ise N; =1, degilse 0 girisli olan
bir (nxq) tipinde gézlem degerlerinin tekrarlanma matrisi (incidence matrix)

olarak adlandirilan N matrisi yardimiyla gerceklestirilir. Diger bir ifadeyle, N

tekrarlanma matrisinin n; elamanlari,
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1, x=s; ise
n; = _
0, diger durumlarda
ile gosterilir. N-matrisinin satirlari x; dugtimlerine, sttunlari ise s; dugtmlerine

uygun olarak belirlenir. N-tekrarlanma matrisinin her satirinda ancak bir elaman
1, kalanlari ise 0’dir. Stitunlarda ise, birka¢c elaman 1 olabilir. i. situnda, 6rnegin

3., 5., ve 7. elamanlar 1 ise x;, X, ve x, degerlerinin s, ile ayni olmasi demektir.
Eger N-tekrarlanma matrisinde n; =1 ise, Nf carpiminda f vektérinin f,

koordinati i. sirada yazilirsa,
f=Nf=f="f,i=1..n.

olur. Boylelikle, N matrisinin yardimiyla f(x;), j=1...,n degerleri s <..<s,
sirasina uygun yazilmis olur. x. diguim noktalarinin hepsinin ayni (6zdes)

olmadigl varsayimindan da g >2 oldugu sonucu ¢ikar [11].

f=(a,..,a,)=(f(x),.., T(x,)) vektord, a. = f(x) degerlerinin vektoru
olsun. f vektori butlndyle f (x.) degerlerinin vektori oldugundan (4.5) cezali

kareler toplami, x, <...< X, kosulu saglandiginda,

S(B,1)=(y-ZB-f) (y-ZB—F)+A[ "(x)°dx
olarak yazilabilir. Kavramsal olarak S(g, f) ifadesinin B ve f ’e gére minimum
problemi iki adimda dikkate alinabilir: Biricisi a, = f(x;), i=1,...,n ifadesine

bagh minimum, ikincisi f ve B ’nin se¢imi Gzerine minimumdur.
X <..<X, kosulunu saglayan ve f(x;)=a;, j=1,..,n noktalarini veren

f fonksiyonunun interpolasyonuna bagli, jf”(x)zdx fonksiyonunun minimum

problemi ikinci bolimde tartisiimistir. Bu durumda, minimum veren f egrisi X;
dugumli dogal kubik splayndir. Bolim 3.2°deki gibi R, Q matrisleri ve
K =QR™Q" tanimlanir. Eger x, <...<X, kosulu saglanmiyorsa, x,,...,x, dugim

noktalari ile yer degistiren s,...,s, digim noktalari yardimiyla s6z konusu

q
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matrisler hesaplanir. Ugiincii blimde, teorem 3.1 ile If”(x)zdx fonksiyonunun

minimum degerinin f'Kf oldugu ispatlanmistir. Buna gore, genelde (4.5) ile

belirtilen S(p, f) cezali kareler toplami
S(B,f)=(y-ZB-Nf)" (y-Zp—Nf)+ Af"Kf (4.6)

seklinde yazilabilir. Piartzlulik ceza yaklasimini olarak adlandirilan cezali en
kicuk karelerin esasi geleneksel dogrusal regresyon modelinin ¢6zimiinde
kullanilan siradan en kigik karelere benzer olarak, (4.5) modelini minimum

yapan f fonksiyonunu ve B parametrelerinin kestirimidir. Bunun igin basit
hesaplamalar yapilarak (4.6) denkleminin sirasiyla B ve f e gore tirevleri alinip

sifira esitlenirse,

SP)=-Z"(y-ZB-Nf)+(y-Zp-Nf)' (-Z)
=—Z'y+Z"ZB+Z'Nf-y'Z+B'Z'Z+f'N'Z
=—27"y+2Z"ZB+2Z"'Nf=0

elde edilir. Buradan da
Z"ZB+Z'Nf=2"y (4.7)

denklemleri bulunur. Daha sonra,
S(f)=-N"(y-ZB-Nf)+(y-ZB-Nf)'(-N)
=—NTy+NTZB+N'Nf—y"N+B"Z'"N+f'N"N +2AK f
=—2NTy+2N"ZB+2N"Nf+21Kf =0

elde edilir. Buradan,
N'ZB+N'Nf+AKf=N"y (4.8)

olarak elde edilir. (4.7) ve (4.8) denklemleri birlestirilerek, asagidaki blok matris

denklemi seklinde yazilabilir:

Z’z Z'N |[B] [Z
{NTZ NTN+/1KMJ_{NT}/ (49)

(4.4) modelinin parametrik kismi g6z ardi edildiginde (p=0) (4.8) denklemi
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(NTN+2K)f =NTy (4.10)

denklemine indirgenir. Boylece, N f uyum degerleri vektoriini elde etmek igin y

vektorune uygulanan ve verilen bir A > 0 sabitine bagli duizeltme matrisi,
S, = N(N"N+AK)™NT" (4.11)

ifadesi ile elde edilir. Ayrica, x, duglim noktalar farkli ve 6nceden siraliysa,
N =1 (birim matris) olmasi nedeniyle, S, diizeltme matrisi (3.35)’de ifade
edildigi gibi,
S, =(1 +AK)™
bigcimine indirgenir.
Parametrik terim dikkate alindiginda, sz konusu B parametrik katsayilar

ve bilinmeyen f fonksiyonunun tahmin vektorlerinin elde edilmesinde, izleyen

alt basliklarda incelenen yaklasimlar ortaya ¢ikmaktadir.

4.2.2. Backfitting Sureci

Esitlik (4.3)’de belirtilen semiparametrik regresyon modelini olusturan 8

ve f vektorleri (4.9) matris denkleminin ¢6zimu olarak elde edilir. Genellikle
(4.9) matris sistemi biylUk oldugundan séz konusu sistemin direkt ¢ozimi
elverigli degildir. Bu nedenle, (4.9) matris denklemine ¢6zmek igin farkl iteratif
strecler Onerilebilir. Bu yontemlerden en yaygin olani “backfitting” strecidir
[33]. (4.9) matris sistemi (4.7) ve (4.8) gibi iki sistemin yardimiyla verilebilir. S6z
konusu (4.7) ve (4.8) denklemleri yardimiyla,

Z'ZB=2T(y-Nf) (4.12)
(NTN+LK)f =NT(y-2zB). (4.13)

sistemleri yazilabilir. (4.12) ve (4.13) denklemleri, backfitting sureci icin sezgisel

olarak bir fikir ileri surmeye olanak saglar. Sabit bir f vektor icin (4.12)’den
y—Nf=y  farkina uygun B parametreler vektorii, en kiclik Karelere

regresyonuyla tahmin edilir:
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*

B=(z"'z) 2"y (4.14)

Diger taraftan sabit B vektori icin (4.13) denklemi, §=y—Zp farkina uygun bir

kibik splayn interpolasyonu yapma imkani saglar. Bu durumda f splayn

fonksiyonunun f tahmin vektora,
f=Nf=(N"N+1K) N"(y-zB) veya =S,y (4.15)

olarak elde edilir. (4.12), (4.13) denklemleri f ve B vektorlerini tahmin etmek

icin backfitting olarak adlandirilan bir iteratif stire¢ olusturmasi imkani saglar [38
ve 39]. (4.12), (4.13) denklemlerine uygun

f0=8,(y-2p"")

(n _ T—2y\-1 _"(n) _ (416)
B =(2'2)"Z(y-t"),n=12,.

iteratif siirecini ele alimm. Burada f=Nf , (nx1) boyutlu vektor ve
S, = N(N"N+ AK)™*NT dizeltme matrisidir. (4.9) ifadesinin sol kismindaki blok

matris pozitif tanimh oldugundan, (4.9) matris denkleminin tek bir ¢6zumu olur

ve (4.16) siireci her hangi bir B© baslangig vektorii igin yakinsak olur. Diger

2'7 Z'N

N'Z N'N+AiK
blok matrisinin ise pozitif tanimli olmasi igin gerek ve yeter kosullar asagidaki
gibi ifade edilir [11]:

taraftan,

a) Z matrisinin sttunlari lineer bagimsizdir.
b) Tim i=12,..,n igin &, +,x dogrusal sekline esit z{B lineer
kombinasyonu yoktur.

Gergekte bu kosullar, agiklayici degiskenleri (z;,1,x)" olan tam parametrik

dogrusal modelde en kiicuk kareler tahminlerinin tek olmasi kosullaridir.
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4.2.3. Green ve Silverman’nin Dogrudan Yaklasimi

Backfitting streci, ilgili matrisin 6z degerlerinin mutlak degerleri 1’den
kicglk oldugu icin teorik olarak her zaman yakinsaktir. Ancak pratikte en buyik
0z deger 1’e yakin oldugunda yakinsama hizi ¢ok yavas olur. (4.9) denklemlerini

O(n) zamanda ¢6zmek igin alternatif (iteratif olmayan) yaklasimlar da mevcuttur.

(4.15) formalund f i yok etmek amaciyla (4.12)’de kullanarak,
Z"(1-S,)ZB=2"(1-5S,)y (4.17)
(pxp) lineer (dogrusal) denklemler sistemini elde edilir. Burada
S, = N(N'N+AK)™*NT" duzeltme matrisidir. (4.17) esitligi kosegen olmayan
(I—Sk) matrisi ile genellestirilmis en kiguk karelerin (GEKK) normal

denklemleridir. Bu denklemler sisteminin ¢dzimuinin hesaplanmasi agisindan

karmasik bir problem olarak gorilebilir. Fakat S, matrisinin 6zel yapisi “Reinsch
algoritmasi” yardimiyla ortaya ¢ikarilabilir. Sabit bir p igin ZT(I —Sx)Z ifadesi
O(n) islemlerde hesaplanabilir. ZT(I —Sx)y’de ayni zaman oraninda
hesaplanabilir. Buna gore, (pxp) (4.17) lineer denklemler sistemi standart
metotlar, ornegin Cholesky ayristirmasi metodu uygulanarak, O(p?) islemde
cozulebilir. Boylece, (4.15) formulunde bulunan S,y ve S,Z vektorleri 6nceden

elde edilmis olur. Sonug olarak (4.17)’den ve (4.15)’den tahmin edilmesi gereken,
A T o7
B=[Z'(1-5,)Z] 27 (1-5,)y (4.18)

f=5,(y—2B) (4.19)
vektorleri bulunmus olur.

Esitlik (4.4) ile verilen semiparametrik regresyon modelinin kismi splayn

yaklasimina gore,

up:Zﬁ+f:Hy
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ortalama vektorleri (uyumlari) elde etmek icin y vektorlerine uygulanmasi gerekli

olan H dizeltme matrisi asagidaki sekilde hesaplanir: S, duzeltme matrisi

yardimiyla,
Z=(1-5,)Z

dénustimi yapilir. Z parametrik degiskeni, onun Z doéniisimi ve S, matrisi

vasitasiyla s6z konusu diizeltme matrisi,

u,=ZB+f=ZB+S,(y-2p)=S,y+(1-S,)Zp
=sy+(1-5)2[ Z'(1-5,)2] 2" (1-5,)y
=[8,+Z(Z'2)*Z ly=H,y

olarak elde edilir. Buna gore, Schimek [40] ile Eubank ve ark. [41] tarafindan da

belirtildigi gibi, duzeltme matrisi,
H,=S,+2(Z'2)"Z (4.20)
seklinde yazilir.

Kuramda, parametik degisken Z ’nin bilesenleri x’e baglh oldugunda
optimum A secimi icin Green ve Silverman’nin kismi splayn Kestiricilerinin
genellikle sapmali oldugu Rice [42] tarafindan gosterilmistir. Speckman [35]
tarafindan gelistirilen yontemde, bu sapmalar 6nemli Olc¢ide indirgenebilir.
izleyen bolimde, (4.4) semiparametrik regresyon modelinin kestirimi igin Green
ve Silverman [11] tarafindan verilen (4.18) ve (4.19) kestiricilerine alternatif bir
yaklasim, Speckman [35] tarafindan énerilmis olup, s6z konusu yaklasim izeleyen

bolimde ele alinmistir.

4.3. Speckman Yontemi

Bu boélimde, Speckman [35] tarafindan verilen, kismi splayn ydntemine

alternatif bir yaklasim incelenecektir. Yaklasimi aciklamak icin,

yi =z B+ f(x)+g, i=1..n (4.21)
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semiparametrik regresyon modelindeki z, aciklayict degiskenlerinin = x.

parametrik olmayan Kkestirici degiskenine gore bir regresyon bagliligi olarak

dusunulen,

z=m(x)+n,i=1..,n (4.22)

seklindeki model dikkate alinir. Burada belirtilen m=(m(x),...m(x,)), x’in

plruzsuz vektor-fonksiyonu ve m,, hata terimlerinin vektorleridir. (4.22) modeli

(4.21)’de yerine yazilarak,
Vo= (MOx)+n;) B+ f (%) +e =m0x) B+ f(x)+0B+e) (4.23)

ifadesi elde edilir. (4.23) ifadesinde, (m/B+¢,) = hata ve

m(x)" B+ f(x)= f,(x) olarak belirtelim. Bir anlamda yeni modelin
y, = f,(x )+ hata (4.24)

seklinde olmasi i¢in asagidaki gibi bir f, fonksiyonu tanimlanir:

fo () =m(x)" B+ f(x) (4.25)

(4.21) ve (4.25) ifadelerinin faki alinirsa, asagidaki ifade elde edilir:
Y, — f,(x) ={z, =m(x)} B+ hata. (4.26)

Bu esitlik gosteriyor ki, B parametre vektori s6z konusu agiklayicr degiskenlere
gore vy, degiskeninin artiklarinin regresyonundan elde edilir. S, verilen herhangi

bir A dlzeltme parametresi icin splayn diizeltme ydnteminin sapka matrisi olsun.
Ayrica y i.gozlem degeri y, ile gosterilen bagiml degisken vektoru, Z i .satirlari
z[ ile belirtilen bagimsiz degiskenlerin goézlem degerlerinin matrisi ve &
i .satirlari m(x,)" ile belirtilen matris oldugu gosterilirse (4.26) iliskisi geregi
asagidaki islemler gerceklestirilir:

I.) (4.22) ve (4.24) modellerinden sirasiyla S, Z ve S,y tahminlerini veren

0" =(m(x),...m(x,)) ve fo=(f(x),... fo(xn))T vektorlerini tahmin etmek

icin splayn diizeltme kullanilir.
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ii.) (4.26) iliskisinden asagidaki ifadeler yazilir:

y-f,=y-S,y=(1-5,)y
ve
Z-0=2-S,72=(1-S5,)Z

Buradan hareketle, artiklar §=(1-S,)y ve Z=(1-S,)Z olarak
tanimlanir.
iii.) (4.25) iliskisinden hareketle ¥ 'nin Z ye gore regresyon denklemi,
§ = ZB +hata

olarak yazilir. §’nin Z ’ye gére regresyon denklemine bilinen en kiigiik

kareler yontemi uygulanarak, (4.21) modelinin parametrik bileseni icin

regresyon Katsayilari asagidaki gibi bulunur:
B={Z"2}'Z"y (4.27)
iv.) fi tahmini (4.21) modelinde yerine yazilarak, y, -z/B =Yy, olarak belirtilir.
Buna gore (4.21) semiparametrik regresyon modeli,
y, = f(x)+hata
seklindeki modele dontstr. y; degerlerine uygulanan splayn duizeltme

yontemine gore, (4.21) modelinin parametrik olmayan bileseni igin

asagidaki gibi bir f tahmini elde edilir:
f=(1-2K)'y =S,y (4.28)

Kismi splayn yaklasimina benzer olarak, (4.4) semiparametrik regresyon

modelinin Speckman yaklasimina gore,
u,(§)=ZB+f=Hy

uyumlarini (ortalama vektorleri) elde etmek icin kullanilan H dizeltme matrisi

(sapka matrisi) asagidaki sekilde hesaplanir: S, matrisi yardimiyla,

Z=(1-5,)Z
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dénustimi yapilir. Z parametrik degiskeni, onun Z déniisimi ve S, matrisi

yardimiyla s6z konusu diizeltme matrisi,
H,=S,+Z(Z'2)"Z(1-5S,) (4.29)
seklinde elde edilir.

4.4.  Duzeltme Parametresinin Segimi

Spline duzeltme yontemine dayali semiparametrik modeli degerlendirmek
icin bir A duzeltme parametresinin secilmesi gerekir. Dordlnci bolimde ayrintil
olarak incelenen ve duzeltme parametresinin seciminde kullanilan Capraz-
Gecerlilik, Genellestirilmis Capraz-Gecerlilik, Gelistirilmis Akaike Bilgi Kriteri
ve Mallow’un Cp Kriteri olan klasik yontemlerin yani sira, Klasik Pilotlari
Kullanan Risk Tahmini ve Lokal (bolgesel) Risk Tahmin kriterleri olarak
adlandirilan, risk tahmin metotlari yardimiyla A duzeltme parametresinin se¢imi
yapilabilir. Semiparametrik model icin A diizeltme parametresinin belirlenmesinde
kullanilan kriterlerin, parametrik olmayan bir model icin kullanilan kriterlerden

farki (3.35)’te verilen S, matrisi yerine (4.20) ve (4.29)’de verilen H

matrislerinin hesaplanmasi gerekir.

Kismi splayn yaklasimini kullanildiginda, (3.35)’de verilen ve simgesel

olarak tr(Sk)iIe gosterilen matrisin izinin yerine, (4.20)’de ifade edilen matrisin
izi hesaplanir. Diger bir ifadeyle tr(Hp) hesaplanir. Benzer olarak, Speckman
yaklasimi benimsendiginde, s6z konusu tr(Sx) yerine (4.29)’da verilen matrisin
izi olan tr(H,) hesaplanir. Burada ifade edilen tr(H,)ve tr(H,) izleri O(n)
adimda hesaplanabilir. Buna go6re, A dizeltme parametresi s6z konusu bu
matrislerin boyutlari ile orantili bir zamanda elde edilir [40].

4.5. Varyans ve Kovaryans Tahmini

Semiparametrik regresyon modelinin varyans ve kovaryanslarin tahminleri

asagida belirtilen amaclar icin gereklidir:
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o Diizeltme parametresinin se¢iminde kullanilan yansiz risk kriteri ve risk
tahmin kriterlerinin hesaplanmasi.
o Modelin parametrik bileseni hakkindaki ¢ikarsamalar.

o Modelin parametrik olmayan fonksiyonu hakkindaki ¢ikarsamalar.

Burada, Gasser, Sroka ve Jenner [43] tarafindan verilen fark esasl varyans
kestiricisinin bir uyarlamasi Schimek [40] tarafindan verilmistir. Bu varyans
kestirici kernel ve splayn dizeltme regresyonunda basarili bir sekilde

uygulanmistir.

Semiparametrik modellerde sadece parametrik olmayan bir kisim ( f
fonksiyonu) degil ayni zamanda 3 = 0 olan bir parametrik kisima da (burada z )
s0z konusudur. Bu nedenle zp ile belirtilen parametrik terimi hesaplamak igin
gelistirilen varyans kestiricisi, asagidaki gibi elde edilir:

~ _ Y'AT(I-P)Ay
- wr(AT(I-P)A)

(4.30)

burada,
P=Az(z'ATAz)"'z'AT.

Buradaki (n—2)xn boyutlu A matrisi asagidaki elemanlardan olusmaktadir:
Giriglerin timu sifir fakat i.inci giris ac; ile, (i+1).inci giris —c; ile ve (i+2).inci
giris de bjc; ile tanimlanmistir. Burada,

q = =Xy o KT X

Xia — Xy Xisg — Xig
ve

N

c = (ai2+bi2+l)' ,i=1..,n-1.

Semiparametrik regresyonun parametrik katsayilarinin varyanslarinin tahmininde
kullanilan varyans kestiricileri icin Schimek [40] tarafindan yapilan calismada iki
yaklagsim ele alinmistir. Bu yaklasimlar: Kismi splayn (partial spline) ve

Speckman yaklagimidir. Sirasiyla, kismi splayn (3,) ve Speckman kestiricileri

( B,) icin varyans-kovaryans matrisleri, asagidaki gibidir:
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Var, =¢*(2'2) 2'Z(2'Z)" (4.31)
ve
Var,=o*(2'Z) 27 (1-5,)' 2(2'Z)" (4.32)

Burada Z:(I-SX)Z ve S, dlzeltici matris olup, varyans-kovaryans

matrislerinin asal kdsegenleri tzerindeki elamanlar varyanslari, diger elamanlar

ise kovaryanslari gosterir.

4.6.  Semiparametrik Modele Tliskin Cikarsamalar

Esitlik  (4.3)’de  verilen  semiparametrik  regresyon  modelini
degerlendirmek icin hem parametrik hem de parametrik olmayan bilesen (zerinde
hipotez testleri yapmak gerekir. Semiparametrik regresyon modelleri hakkinda

yapilan ¢ikarsamalar asagidaki varsayimlara dayanir:

o Bagimli ve bagimsiz degiskenler siirekli 6lcekle dlcumlenir.

o Hata varyansi o”’nin uygun tahminidir.

o Bagimsiz degiskenler arasinda korelasyon yoktur.

° Parametrik olmayan regresyon Kkestiricisi f, incelenen y bagimli

degiskeni bakimindan dogrusaldir.

J y bagimli degiskeni bagimsiz ve normal olarak dagilir.

Semiparametrik modelle tutarli tahminlerin gerceklestirilebilmesi icin
yukarida bahsedilen varsayimlarin saglanmasi gerekir. izleyen alt basliklarda,
semiparametrik ~ modelle  yapilan  kestirimleri istatistiksel ~ agidan
degerlendirebilmek amaciyla, modelin hem parametrik bileseni hem de parametrik

olmayan bileseni hakkinda yapilan ¢ikarsamalar konusu ele alinmistir.

4.6.1. Parametrik Bilesen Icin Cikarsama

Regresyon analizi, orneklem verileriyle yapildigindan, elde edilen B
tahmini vektorleri, B parametrelerine iliskin testlerde baska bir deyisle, regresyon

modelinin anlamlihginin  sinanmasinda  kullanthir. Dolayisiyla parametrik

katsayilara iliskin test, modelin anlamliligini da test eder. Asimtotik olarak normal
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oldugu verilen parametrik kismin katsayilari icin sirasiyla, guven araliklari ve test

istatistiklerini hesaplamak i¢in g, (kismi spline yaklagimi) ve g (Speckman
yaklasimi)’nin - varyans-kovaryans matrislerine basvuralabilir. Var, ve Var,
matrislerinin her biri ﬁ tahmini katsayilarin standart hatalarini (standard errors-

SE ) vermektedir. Boylece, parametrik katsayilarin istatistiksel agidan anlamli

olup olmadigini test edilmek istendiginde;

==

;=0
-#0

H,:
Hl:J

=

hipotezleri

£ (5) j=1 (4.33)

tdf

formald ile verilen, df :n—tr(Sk)—k (serbestlik derecesi) ile t-dagilimina

sahip bir test istatistigi yardimiyla test edilir. Ayrica yukaridaki varsayim bir F
testini dogrular (burada Speckman’in yaklasimi séz konusudur). Speckman [35],

varyansin (c? ) bir kestiricisi olarak,

MvSE - Hata KarelerToplami RSS
Serbestlik Derecesi  tr(I-H, )T(| -H,)

(4.34)

seklinde ifade edilen hata kareler ortalamasini kullanmay1 énermistir. (4.34)’ln

payinda yer alan hata (artik) kareler toplami

RSS =n||(1-H,)y|’

formald ile tanimlanir. (4.34)’deki varyans kestiricisi pozitif ama asimtotik olarak
Onemsiz bir yana (sapmaya) sahiptir. Parametrik katsayilarin toplu olarak

istatistiksel agidan anlamli olup olmadigi test edilmek istendiginde,

Hy B, =...=B, =0

veyd H,:B, #... #B, #0 (en az bir B; #0)

=0
#0

= ™

H,:
H,:
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hipotezleri asagidaki (4.35) ile verilen F testi yardimiyla test edilir. F testi icin

parametrik bilesenin;

-1 A

SS,. =B: (a'a) B,

formiilui ile verilen kareler toplami gereklidir. Burada, q" :(ZNTZ)f1 Z'(1-5,)

olarak ifade edilir. Diger yandan, parametrik bilesenin kareler toplaminin

ortalamasi,

MSS ., =n"*(SS,, )

olarak tanimlanir. Bu durumda, df, =k ve df, =tr (1-H,)" (1 H, ) serbestlik

dereceleri ile F test istatistigi;

MSS,,, SS e /N

_ par

F = = 4.35
i MSE RSS/tr(I—HST)(I—HS) (4.35)

esitligi ile elde edilir. Ayrica, Speckman [35] tarafindan 6nerilen (4.34) varyans
kestiricisi yerine degistirilmis farka-dayali (4.30) varyans Kestiricisi de
kullanilabilir.

Istatistiksel cikarsamalarda yapilan kestirimlerin, gercek degerlerle
genellemesi aralik kestirimiyle yapilir. Su ana kadar kismi splayn ve Speckman
yaklasimlari yardimiyla elde edilen parametrik ﬁ katsayilarina iligskin kestirimler
tek deger veya nokta kestirimlerdir. (4.18) ve (4.27) ile hesaplanan parametrik ﬁ

katsayilar vektorunun 100(1— o )% guven arahigini,

P(B, ~t,SE(,) <B <B; +1,SE(B) ) =1-a, i=1..k (4.36)

seklinde verilebilir. Buradaki SE(f&i), parametrik kisma karsl gelen katsayilarin
standart hatalari olup, (4.32)’de belirtilen varyans- kovaryans matrisinin kdsegen

elamanlarinin elde edilir. t,, a anlam dizeyi ve df =n—tr(S, )—k serbestlik

derecesindeki t-Tablo degerdir.
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4.6.2. Parametrik Olmayan Bilesen Icin Cikarsama
Amag f egrisinin bigimsel olarak seklini degerlendirmektir. Test edilmek
istenen sifir ve alternatif hipotezler:

H, : E(y;) = n(dogrusal fonksiyon)
H, 1 E(y;) = f (X)) ( purtizsiiz fonksiyon)

Seklinde ifade edilirler. Boyle bir test sade parametrik bir modelle karsilastirilan
semiparametrik modelin bir anlam ifade edip etmeyecegine karar verilmesine
olanak sagladigi icin ilgi odagidir. Yukarida bahsedilen sifir hipotezinin testinde
kullanilan testlerden bazilarina asagida deginilmistir.

Hastie and Tibshirani [44], semiparametrik ortama uygulanabilen, bir
parametrik olmayan uyum ﬂ’e karsin bir dogru denklem uyumu fo’l icin bir F

testi onermistir. BOyle bir test igin gerekli varsayimlar:

o Siradan en kiglUk karelerden (OLS)elde edilen fo, sapmasiz (yansiz)
kestiricidir.
o Speckman yaklasimindan elde edilen fl, sapmasiz kestiricidir (kismi

splayn’dan elde edilmeyen).

o Secilen dlizeltme parametresi optimumdur.

Speckman’in tahmin kavramiyla sapmasiz sonuglar elde edilir. Bu da ¢ikarsamay!
ilerletmeye yoneltir. Yukarida adi gegcen F -test istatistigi,

(i -3 J df, -df, )
Fdf1-df0,n-df1 == n (4.37)

> V21 (n—df,)

i=1

formiilu ile verilir. Burada & = (Y, -z Bgs) Ve v, =z'B.+f(t)-z Bos-
Serbestlik dereceleri dfy, siradan en kiiguk kareler modelindeki parametrelerin
sayisina (k tane) ve dfl:tr(ZHs—HsHsT) ifadesine esit olup Speckman
yaklagsimindan elde edilir. Diger taraftan belirtmek gerekir ki, (4.37) F -test

istatistigi o ’nin tahminini gerektirmeyen bir avantaja sahiptir.
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Hastie ve Tibshirani [44], 6ne stridukleri F testinin yeterliligini ortaya
koymuslardir. Fakat bazi arastirmacilar kigik 6rneklem sonuclarina stphe ile
bakmaktadirlar (6rnegin, Bowman ve Azzalini [45], normal dagilhima uygunluk
icin olabilirlik oran testi olarak adlandirilan bir diger yaklasimi dnermislerdir).
Ayrica, Raz [46] tarafindan One slrilen mutlak bir permutasyon testi, farkl
ortamlarda 6nerilmesine ragmen, sinirli 6rneklem bilgisine dayali bir karar igin
¢ok daha uygun oldugu 6ne surulmektedir.

Son zamanlarda Hong ve White [47] tarafindan alternatif bir test one
strilmastir. Bu test yaklasik olarak standart normal dagilan test istatistigi

iy 162 -k,

M=—0_& 1
2k,

ve v, ifadeleri (4.37)

n
ile verilir. Burada; m, =n") v, olup, &
i=1

esitliginde tanimlandigi gibidir, k, bir boyut indirgeme sabiti ve 6> Ho modeli
altinda artik (hata) varyansidir.

Bu kesimde, parametrik olmayan bileseninin glven araligi ele alinacaktir.
Amag¢ dogrusal olup olmamamsindan baska, f egrisinin sekli hakkinda saglam

bir karar verebilmektir. Aciktir ki, ornek degiskenliginden dolay! parametrik
olmayan tahminlerde bazi egriliklerin her zaman beklenmesi gerekir. Given

araliklari énceden belirlenen bir olasilik diizeyinde ve érneklem sonuglarina gore

sekillenirler. Bununla birlikte, yan (sapma(x)) bilinmeksizin boyle bir araligi

olusturmak mimkin degildir. Bu ylzden, uygulamada sapma (yan)

duzeltmesinden kacinilir ve s6zde (so-called) degiskenlik bantlari (sinirlari) genis
6lctde kullantlr, f(x) bilinmeyen pirizsiz fonksiyonun splayn dizeltme

tahmini olmak Uzere, parametrik olmayan bilesenin giiven araligi,
f(X)£2SE(f(x)) = f(x)=2SE (f (X)) < f(x) < f(x)+2SE(f(x))  (4.38)
olarak ifade edilir. Buradaki SE ( f(X)), egrinin tahmini standart hatasidir. (4.38)

guven araligi f(x) ’den ziyade E( f(x)) icin aralik noktalarindan olusur. Elbette

ki, dikkatli bir yorumlama, bandin dogasindan dolayi zorunludur.
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4.7. Mustakil Evlerin Satis Fiyatlari ile Evlerin Ozellikleri Arasindaki
Iliskilerin Arastirilmasi Konusunda Bir Uygulama

Bilindigi gibi yasadigimiz evlerin fiyatlarinin belirlenmesinde evlerin
Ozellikleri etkin bir rol oynar. S6z konusu bu 6zelliklerin evlerin satis fiyatlarini
nasil etkilediklerinin bilinmesi, énemli bir etkendir. Bu nedenle, evlerin satis
fiyatlar1 Gzerinde etkili olan degiskenlerin iyi tespit edilmesi gerekir. S6z konusu
evlerin satig fiyatlari tizerinde etkili olan degiskenlerin belirlemesi igin basvurulan
regresyon analizinde, evlerin satis fiyatlari ile fiyati etkileyen aciklayici
degiskenler dogasi geregince hem parametrik hem de parametrik olmayan bir
iliski icerisinde oldugu goz ardi edilemeyen bir gercektir. Ornegin, evlerin satis
fiyatlari ile evlerin bahce dahil brit kullanim alanlari arasinda kesin bir dogrusal
iliski vardir denilemez. Bu nedenle, bdyle bir iligkiyi analiz etmede, hem
parametrik kismi hem de dogrusallik varsayimini esneten, parametrik olmayan
kismi bir bitln olarak ele alan semiparametrik regresyon yéntemi kullaniimalidir.
Bu bdlimde, yukarida adi gecen iliskiyi analiz etmek icin hem bilenen parametrik
regresyon hem de semiparametrik regresyon yontemleri kullanilarak, séz konusu

yontemler, karstlastirmali bir bicimde incelenmistir.

4.7.1 Veri ve Degisken Tanimlari

Veriler Kanada’nin baskenti olan Ottawa’da, 1987 yilinda satilan 92
mustakil evin satis fiyati ve evlerin karakteristiklerini gosteren degiskenlere
iliskin go6zlem degerlerinden olusmaktadir. S6z konusu veriler Ho (1995)
tarafindan yazilan “essay on the housing market” adli doktora tez calismasindan
alinmis olup, veriler Tablo 4.1’de 6zet olarak verilmistir. Ornek uygulamada

kullanilan degiskenler asagidaki gibi tanimlanir:

SF: Evin satig fiyati (dolar olarak)

AU: Evin anayola uzakligl

FD: §6mine icin yapay (dummy) degisken

GD: Garaj icin yapay degisken

KG: S0z konusu semtte yagayan insanlarin ortalama geliri(dolar olarak,
NKA: Evin net kullanim alani (square feet)

BKA: Evin bahce dahil brut kullanim alanini (square feet) gosterir
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Degiskenler Ortalama Standart Sap. Max Min
SF 146.0049 33.4323 240 75
AU 0.8399 0.4477 1.8643 0.1032
FD 0.6957 0.4627 1 0
GD 0.6413 0.4822 1 0
KG 49.2817 11.6262 79.4580 25.9540
NKA 1.1419 0.2862 1.9997 0.6247
BKA 5.2823 1.1551 9.9000 1.8910

4.7.2. Deneysel Degerlendirmeler

Yapilan 0Ornek uygulamada semiparametrik regresyonun farkl iki
yaklasimi olan Speckman yontemi, Green ve Silverman’nin kimsi splayn yontemi
ve parametrik regresyon yontemi Kkarsilastirmali bir bicimde incelenmistir.
MATLAB ortaminda tarafimizdan yazilan bir program kullanilarak, s6z konusu
regresyon modellerinden elde edilen sonuglar yorumlanmis ve splayn diizeltme
yontemini esas alan semiparametrik regresyon modelinin kestirimine iliskin

tahmin ve c¢ikarsamalar yapilmistir.

Parametrik Regresyon Modelinin Ayrintilari:  Ornek uygulamada
kullanilan degiskenlere gore, (2.1) modeli ile verilen parametrik dogrusal

regresyon modeli,
SE =4+ LAY, + L FD + BGD + 5 KG + ANKA + fBKA +¢,1=12,..,n.  (4.39)

seklinde yazilabilir. (4.39) modelindeki B =(B,,B,,B,.B5.B,.B5.Bs) regresyon
katsayilari vektori olup, s6z konusu bu katsayilar siradan en kiglk kareler
yontemine (OLS) gore elde edilmistir. Ayrica, regresyon katsayilarinin standart

hatalari, t—test istatistikleri ve %95 guven araliklar Tablo 4.2°de verilmistir.
Siradan en kuglik kareler yontemine gore elde edilen B regresyon katsayisi
vektord, (4.39) modelinde yerine vyazilarak, parametrik regresyon modeli

asagidaki gibi ifade edilmistir:

SF=6267-82151A +6.0648FD+14.468ED+0.56001KG+30.Z/NKA+0814ABKA+¢ - (4.40)
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Degiskenler Katsay!lar Standart hat. t-test istatist. %95 Glven araliklar
Sabit 62.67 20.451 3.0644 [ (22.586) - (102.75)]
AU -8.2151 6.6935 -1.2273 [ (-21.334) - (4.9042)]

FD 6.0548 7.5919 0.79754 [(-8.8253) - (20.935 )]

GD 14.468 6.3102 2.2929 [(2.1005) - (26.836)]

KG 0.56001 0.27959 2.003 [(0.012023) - (1.108)]
NKA 39.27 11.855 3.3124 [(16.033) - (62.506 )]
BKA 0.81454 2.6181 0.31112 [(-4.3169 ) - (5.946 )]

R? =0.33287, RSS = 67855, df =5 ve t,,.(5) =2.571

Tablo 4.2 veya (4.40) modeli incelendiginde, evlerin ana yola olan
uzakliginda bir birimlik artis, evlerin satis fiyatlarinda 8.2151 birimlik bir azalisa
neden olmakta veya bunun tersi gecerli olmaktadir. Baska bir deyisle, séz konusu
evler ana yoldan uzaklastikca fiyatlar diiserken, ana yola yaklastik¢ca fiyatlar
artmaktadir. Buna karsilik, diger tim degiskenler ile evlerin satis fiyatlari arasinda
ayni yonlu bir iliski gozlenmektedir. Ornegin, evlerin net kullanim alanlarindaki
bir birimlik bir artis, evlerin satis fiyatlarinda 39.27 birimlik bir artisa neden
olmaktadir. Ancak (4.32) formuld ile belirlenen ve Tablo 4.2°de verilen t—test
istatistikleri incelendiginde, AU, FD, GD, KG ve BKA degiskenlerine iliskin
katsayilarinin t—test istatistikleri, t—tablo degerlerinden kigclk olduklarindan
s0z konusu degiskenlere iliskin katsayilar istatistiksel agidan anlamsizdir. Diger
taraftan, katsayilarin %95 guven araliklarina bakildiginda, regresyon katsayilarin
aralik tahminleri oldukca genis bir arahgl kapsadigl gortilmektedir. Ayrica,
modelin R* belirlilik katsayisina gore, evlerin satis fiyatlarindaki degismelerin
%33.287°si sz

aciklanabilmektedir. Bunun yani sira, evlerin satis fiyatlarina iliskin tahminlerde,

ancak konusu  aciklayict  degiskenler  tarafindan

yapilan hatalarin oldukca yiiksek oldugu gériilmektedir’. Diger bir deyisle, Tablo

4.2°de verilen ve RSS =67855 olarak hesaplanan hata kareler toplami oldukca

! Dogrusal regresyon icin H=Z (Z' Z )* Z' sapka matrisi yardimi ile, RSS=y' (I-H) y formiilii ile
verilen hata kareler toplami hesaplanir. Diger taraftan, y ve § degerleri arasindaki korelasyon
katsayisinin karesi R? degerini diger bir deyisle, modelin belirlilik katsayisini vermektedir.
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yuksek bir degerdir. Bu durum, parametrik regresyon modeli ile yapilan
tahminlerinin yeterince tutarli olmadigi biciminde yorumlanabilir.
Semiparametrik Regresyon Modelinin Ayrintilari:  Semiparametrik
regresyon, daha Oncede vurgulandigi gibi ele alinan tirden problemler icin
parametrik regresyonun daha usttin 6zellikli ve kullanigl bir segenegini olusturur.

Bu uygulama icin (4.3) ile tanimlanan “semiparametrik regresyon modeli”’,
SF. =B,AU; +B,FD, +B,GD +B,KG, +B,NKA + f(BKA)+¢;, i=12,..,n (4.41)

biciminde ifade edilebilir. Semiparametrik regresyonda yapay degiskenler her
zaman parametrik kisma dahil edilirler. Diger bir deyisle, yapay degiskenler
fonksiyonun egriligini etkilemedikleri icin modelin parametrik olmayan kismina
dahil edilmezler. Bu uygulamada yer alan degiskenlerden BKA degiskeni
parametrik olmayan degisken olarak ele alinirken, diger tim degiskenler

parametrik degisken olarak ele alinmistir.

Model (4.41)’de, B parametrik regresyon Kkatsayilari ve f(BKA)

bilinmeyen fonksiyonu, bolim 4’te incelenen “kismi splayn ydntemine” gore
tarafimizdan yazilan programla elde edilmis olup, sonuclar Tablo 4.3’de
verilmistir. Kismi splayn yontemine gore tahmin edilen semiparametrik modelin
parametrik kisim katsayilari (4.41)’de yerine yazilarak, semiparametrik regresyon
modeli asagidaki gibi ifade edilmistir:

SF =—8.688AU +5.6203FD +14.122GD +0.58242KG + 38.043NKA+ f (BKA) +&  (4.42)

Tablo 4.3 veya (4.42) incelendiginde, evlerin ana yola olan uzakliginda bir
birimlik bir artis, evlerin satis fiyatlarinda 8.688 birimlik bir azalisa neden olur
veya bunun tersi gegerlidir. Buna karsilik, diger tim degiskenler ile evlerin satis
fiyatlari arasinda ayni yonlu bir iliski oldugu goriilmektedir. Ornegin, evlerin net
kullanim alanlarindaki bir birimlik bir artis evlerin satis fiyatlarinda 38.043

birimlik bir artisa neden olmaktadir.

Model (4.41) ile belirtilen semiparametrik regresyon modelinin
kestiriminde kullanilan (4.5) formuli ile tanimlanan cezal kareler kriterinde yer
alan ceza katsayisinin diger bir deyisle, A dizeltme parametresinin se¢iminde,

orneklem hacmine uygun olarak en iyi performansi saglayan klasik yontemlerden,
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Tablo 4.3: Semiparametrik Regresyon Sonuglari ( Kismi Splayn Y éntemi)

Degiskenler Katsay!lar Standart hat. t-test istatist. | %95 Guven Araliklari
Sabit - - - -
AU -8.688 0.70338 -12.352 [(-10.067) - (-7.3094)]
FD 5.6203 0.79823 7.041 [(4.0558) - (7.1848)]
GD 14.122 0.66292 21.303 [(12.823) - (15.422)]
KG 0.58242 0.029402 19.809 [(0.52479)- (0.64004)]
NKA 38.043 1.2526 30.372 [(35.588) - (40.498)]
BKA - - - -
R? = 0.96546 , RSS = 718.33, F =53.3967, df, =5 ve df, = 83,4778, F, (df, ,df,) = 2,29
df =84,9972 ve t (df)=1,96

genellestirilmis capraz gecerlilik (GCV) kriteri kullaniimistir. S6z konusu se¢im
kriterlerin performanslarinin degerlendirilmesi ayrintili olarak izleyen bolimde
incelenmistir.

Bolim 4’te incelenen Speckman ydntemine gore (4.41) modelindeki, B

parametrik regresyon katsayilari ve f(BKA) bilinmeyen fonksiyonu MATLAB

ortaminda yazilan programla elde edilmis olup, sonuclar Ozetle Tablo 4.4’de
verilmistir. Speckman yontemine gore tahmin edilen parametrik katsayilar
(4.41)’de yerine yazilarak, semiparametrik regresyon modeli asagidaki gibi ifade

edilebilir:

Tablo 4.4 :Semiparametrik Regresyon Sonuglari ( Speckman Y dntemi)

Degiskenler Katsayilar Standart hat. t-ist. %95 Glven Araliklari
Sabit - - - -
AU -8.947 0.7044 -12.702 [(-10.328) - (-7.5664)]
FD 5.2692 0.80091 6.579 [(3.6994)-(6.839)]
GD 13.933 0.66395 20.984 [(12.631) - (15.234)]
KG 0.59775 0.029568 20.216 [(0.5398) - (0.65571)]
NKA 37.657 1.2581 29.931 [ (35.191) - (40.123)]
BKA - - - -

R? = 0.96555, RSS = 717.53 F =39.2996, df, =5 ve df, =84,4432, F, (df, df,) = 2,29
df =84,9972 ve t,(df) =1,96
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SF =-8.974AU +5.2692FD+13.933GD+0.59775KG +37.657NKA+ f (BKA) +¢ (4.43)

Tablo 4.4 veya (4.43) incelendiginde, (4.42) modeli sonuglarina benzer
olarak, evlerin ana yola olan uzakhgindaki bir birimlik bir artisin, evlerin satis
fiyatlarinda 8.974 birimlik bir azalisa neden oldugu goralir. Buna karstlik, yine
(4.42)’de oldugu gibi, diger tim degiskenler ile evlerin satis fiyatlari arasinda ayni

yonlu bir iliski oldugu gériulmektedir.

4.7.3 Parametrik ve Semiparametrik Regresyon Modellerinin

Karsilastiriimasi

Semiparametrik regresyon modelinin  “kismi splayn yontemi” ile
kestirimine iliskin 6zet sonuclari gosteren Tablo 4.3 incelendiginde,
semiparametrik modelde bagiml degiskendeki degisimlerin gok 6nemli bir kismi
aciklayici degiskenler tarafindan aciklandigi gortilmektedir. Parametrik regresyon
modeli ile Kkarsilastirildiginda, parametrik model bagimh degiskendeki
degisimlerin  %33.287’sini aciklarken, semiparametrik model %96.546°sIni
aciklamaktadir®. Diger taraftan, parametrik modelin hata kareler toplami 67855
olurken, semiparametrik modelin, Tablo 4.3’de goruldugu gibi 718.33 olmaktadir.
Bunun yani sira, regresyon katsayilarinin %95 guven araliklarina bakildiginda,
parametrik modelin her bir bagimsiz degiskenin etkisini gosteren katsayilarinin
glven araliklari, semiparametrik modelin katsayilarindan oldukga fazla genis bir
arahgl kapsadiklari gorilmektedir. Ayrica parametrik modelde bazi agiklayici
degiskenlere iliskin regresyon katsayilarinin anlamsiz oldugu gdrulirken,
semiparametrik  modelde  regresyon  katsayilarinin  anlamli  olduklar
gorulmektedir. Bu durum semiparametrik modelin parametrik modelden ¢ok daha

ustun oldugunun bir gostergesidir.

Tablo 4.4 incelendiginde, Speckman yodntemine iliskin semiparametrik
modelde de bagimli degiskendeki degisimlerin, kismi splayn yonteminde oldugu
gibi, cok 6nemli bir kisminin agiklandigi gortlmektedir. Diger bir ifadeyle

Speckman yontemi ile Kkestirimi yapilan semiparametrik model, bagiml

/\T ~
2 Semiparametrik modelin R? belirlilik katsayisl, R? :yT—y formali ile hesaplanir.
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degiskendeki degisimlerin %96.555’ini aciklamaktadir. Tablo 4.4’de géruldugu
gibi, semiparametrik modelin hata kareler toplami 717.33 olmakta ve bu modelde
regresyon katsayilarinin da anlamli olduklari gorulmektedir. Ayrica, parametrik
aciklayici degiskenlerin etkisini gosteren regresyon katsayilarinin %95 given
araliklari parametrik regresyon modeline gore oldukga dar bir araligl kapsadigi
gorulmektedir. Bu durumda, bir énceki kismi splayn yonteminde oldugu gibi,
Speckman yontemini esas alan semiparametrik modelin de parametrik modelden

cok daha ustun oldugunun gostergesi olarak gorilebilir.

Speckman yonetemi kismi splayn yontem ile kiyaslandiginda, her iki
yontemin de benzer sonuclar verdigi gorilmustir. Buna ragmen, bu iki yontem
arasinda bazi farkhliklar da vardir, Ornegin, Speckman yontemine gére kestirimi
yapilan semiparametrik model, bagimh degiskendeki degisimlerin %96.555’ini
aciklarken, kismi splayn yontemini esas alan semiparametrik model %96.546°sini
aciklamaktadir. Ayrica Speckman yontemi igin (4.35) formula ile tanimlanan hata
kareler toplami 717.53 olurken, kismi splayn yontemi igin 718.33 olmustur. Bu

durumda, az da olsa Speckman yonteminin daha basarl oldugu séylenebilir.

4.7.4. Semiparametrik Regresyon Modeline Iliskin Cikarsamalar

Esas itibariyle amag, (4.41) ile verilen semiparametrik modelin parametrik
bileseni hakkinda cikarsamalar yapmaktir. istatistikte gercek degerler hakkinda
yapilan cikarsamalar tahmini degerlere gore yapilir. Bunun igin Speckman ve
kismi splayn yontemine gére MATLAB ortaminda elde edilen (4.41) modelinin
parametrik katsayilarin tahmini degerleri ve standart sapmalari, t—test
istatistikleri, parametrik katsayilarin giiven araliklari ve F-test istatistigi bir dnceki
boliimde verilmistir. izleyen paragraflarda ele edilen bu sonugclara iliskin yorum

ve ¢ikarsamalar yapilmistir.

Parametrik Bilesen Hakkinda Cikarsamalar: Esitlik (4.41) ile verilen
semiparametrik modelinin kismi splayn ydntemine gore kestirilen parametrik
katsayilarinin anlamli olup olmadigini belirlemek amaciyla, Tablo 4.2’de verilen
t-test istatistikleri incelendiginde, 6rnegin, net kullanim alani degiskeninin evlerin
satis fiyatlari tzerindeki etkisinin anlamli olup olmadigini test edebilmek icin 6ne

strulen hipotezler,
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HO:Bszo
Hl:ﬁsio

seklindedir. S6z konusu Bs katsayisina iliskin hesaplanan t—test istatistigi, %5
anlam diizeyi ve df =n—tr(S,)—k = 84,9972 serbestlik derecesine karsi gelen
t —tablo degerinden diger bir deyisle, t,.(84.9972) =1.96’dan buytk oldugundan

sifir hipotez reddedilir. Buna gore, B5 katsayisi istatistiksel acgidan anlamlidir.

Bdylece, evlerin net kullanim alanlarinin satis fiyatlari Gzerindeki etkisinin
istatistiksel agcidan anlamli oldugu soylenebilir. Benzer sekilde, ayni degisken icin

Tablo 4.3’de verilen Speckman ydntemine ait t—test istatistigi t—tablo degeri
ile karsilastirildiginda, yine BS katsayisinin istatistiksel agidan anlamli oldugu

gorilmektedir. Bu bilgilerden hareketle, her iki yontem icgin de, kalan tum
parametrik aciklayici degiskenlerin bagimli degisken zerindeki etkisini gdsteren
parametrik katsayilarin istatistiksel agcidan anlamli olduklari gortlmektedir (bak.
Tablo 4.2 ve 4.3).

F-testinde ise, butlin parametrik agiklayici degiskenlerin bagimli degisken
uzerindeki etkisini test edebilmek icin hipotezler,
Hy:B,=...=Ps =0
H, :Bl #..#B; #0(enaz birBj #0)

> T

seklinde olusturulur. Semiparametrik modelin her iki kestirim ydntemine gore,
anlamh olup olmadigini belirlemek amaciyla Tablo 4.2 ve 4.3’te verilen F-
istatistikleri %5 anlam diizeyindeki F-Tablo degerinden bulyik oldugundan sifir
hipotezi reddedilir. Dolayisiyla her iki yonteme gore de Kkestirilen (4.3)
semiparametrik modelinin, t-testi sonucunda oldugu gibi, F- test istatistigine gore

de istatistiksel agidan anlamli oldugu soylenebilir.

Esitlik (4.41) ile verilen semiparametrik regresyon modelinin her iki
yonteme gore kestiriminden elde edilen ve parametrik aciklayici degiskenlerin
etkisini gosteren katsayilarin nokta tahminlerinin anlamh olduklari yukarda
yapilan testler sonucunda ortaya ¢ikmistir. Bunun yani sira, s6z konusu regresyon

katsayilarinin (4.36) guven araliklari da incelenmis olup, bu sonuclar Tablo 4.2 ve
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4.3’de verilmistir. Ornegin, Speckman yontemine gére kestirimi yapilan ve NKA

parametrik agiklayici degiskeninin etkisini gosteren [, katsayisi i¢in %95 giiven

arahgi,

P(35.191< B, < 40.123)=0.95

bicimde elde edilmistir. Buna gdre, ele alinan 6rneklemin alindigi ana ktlenin B

katsayisi %95 guvenle 35.191 ile 40.123 arasinda bir degerdir. Bu araliklarin
disinda olma olasthgi %5 dir.

Benzer olarak, kismi splayn yontemine gore Kkestirimi yapilan f,

katsayisinin %95 gliven araligl,

P (35.588 < B, < 40.498 )=0.95

olarak hesaplanmistir. Buna gore, ele alinan 6rneklemin gekildigi ana kutlenin £,

regreson katsayisi, %95 guvenle 35.588 ile 40.498 arasinda bir degerdir. Diger bir
ifadeyle, s6z konusu ana kitle regresyon katsayisinin 35.588 ile 40.498 araligini
kapsama olasthgl %95 ve bu araligin disinda olma olasiligi ise %5 dir. Kalan
diger parametrik aciklayici  degiskenlerin  etkisini g0steren regresyon

katsayilarinin %95 giiven araliklarina iliskin benzer yorumlar yapilabilir.

Parametrik Olmayan Bilesen Hakkinda Cikarsamalar: Esitlik (4.41) ile
verilen semiparametrik modelin parametrik olmayan bileseni sayisal olarak
Ozetlenemediginden, grafiksel olarak gorintilenmektedir. S6z konusu grafikler
Sekil 4.1 ve 4.2°de gorulmektedir. Az sayida parametre ile 6zetlenemeyen
parametrik olmayan bileseni bigimsel olarak degerlendirmek diger bir ifadeyle,
parametrik bir modelle karsilastiriimasi bakimindan semiparametrik modelin bir
anlam ifade edip etmeyecegini belirmek amaciyla (4.37)’de belirtilen F-testi
yaptimistir. Bu test, semiparametrik modelin parametrik olmayan bileseninin
parametrik regresyon modelindeki gibi bir dogrusal fonksiyonla mi yoksa
parametrik olmayan bir fonksiyonla mi temsil edilmesi gerektigi konusun bilgi

vermesi bakimindan analizin 6nemli bir kismini olusturmaktadir.
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Bolln 4.6.2°de incelendigi gibi, Speckman yaklasimindan elde edilen f,
bilinmeyen f fonksiyonun vyansiz bir Kkestirici olmasi bakimdan sadece
Speckman yoéntemine iliskin olarak elde edilen f(BKA) parametrik olmayan

fonksiyonu teste alinmis ve hipotez testi asagidaki sekilde ifade edilmistir:

H,:E(SF) =g, + BAU + B,FD + B,GD + 5,KG + S,NKA + ,BKA (dogrusal fonksiyon)
H,:E(SF) = f(BKA) diger birifadeyle, plrizsuz fonksiyon
a =0.05 (Anlam dizeyi)

Fes (v, = 3.5568, v, = 83.4432) = 2870.2

Fi(00s) (Vg =3.5568, v, =83.4432) = 2.45

Burada one surilen sifir hipotezini test etmek amaciyla v,, pay ve v,,
payda icin hesaplan serbestlik dereceleri olmak Uzere, (4.37) formull ile verilen

F-test istatistigi, F,.(v; =35568,v, =83.4432) =2870.2 olarak hesaplanmistir.

Yukarida goruldugu gibi, hesaplanan F-test istatistigi, F-Tablo degerinden blyuk
oldugundan sifir hipotezi reddedilir. Dolaysiyla semiparametrik modelin
parametrik olmayan bileseninin pirtizsuz bir fonksiyon olduguna kara verilir ve
s0z konusu parametrik olmayan fonksiyon istatistiksel agcidan anlamlidir. Boylece,
parametrik katsayilarin anlamli olmasina ilaveten parametrik olmayan bilesenin
de istatistiksel olarak anlamli bir purizsiz fonksiyon olmasi nedeniyle
semiparametrik modelin de istatistiksel agcindan anlamli oldugu sonucuna vartlir.
Parametrik olmayan fonksiyon ve bu fonksiyonun %95 gliven araliklarinin
Speckman ve kismi splayn yontemlerine gore elde edilen grafiksel goruntusu
asagidaki 4.1 ve 4.2 sekillerinde verilmistir. Sekil 4.1 speckman yontemine goére
kestirimi yapilan evlerin satis fiyatlarinin evlerin brit kullanim alanlarina (BKA)
gore degisimi ve % 95 guven araliklarinin grafigini gorunttlemektedir. Benzer
olarak Sekil 4.2, kismi splayn yontemine gore kestirimi yapilan evlerin satis
fiyatlarinin evlerin BKA degiskenine gore degisimi ve 95 giiven araliklarinin
grafigini vermektedir. Her iki grafikte, bolim 4.2.1°de incelenen N -tekrarlanma

matrisi yardimiyla hesaplanan f(BKA) vektoriinun % 95 glven araliklari dar bir
aralikta f(BKA) vektoérunu izledigi gorilmektedir. Bu durum yapilan tahminlerin

kalitesinin iyi oldugunun bir gostergesidir.
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5. SPLAYN DUZELTME REGRESYONUNDA DUZELTME
PARAMETRESININ SECIMI VE SIMULASYON CALISMASI

Uclincti ve dordincti bolumlerden de anlasilacagl gibi, parametrik
olmayan ve semiparametrik regresyon modellerinin kestiriminde kullanilan splayn

duzeltme yonteminde hata kareler toplamina, A > 0 dlzeltme parametresi ile

carpilan ve ceza fonksiyonu olarak bilinen, parametrik olmayan Kkestirici
degiskeninin kareli ikinci turev fonksiyonunun integrali eklenir. Ceza
fonksiyonunun eklenme amaci, modelle daha iyi tahmin yapilmasini saglamaktir.
Bu durumda, parametrik olmayan ve semiparametrik regresyon modellerinin
kestirimleri, onceki bolimlerde adi gecen cezal kareler toplamini minimum
yaparak elde edilirler. Bu nedenle, splayn diizeltme yonteminde (cezali en kiiglik
kareler yonteminde) bilinmeyen bir parametrik olmayan fonksiyonun tahmini
genellikle degerleri verilere dayah olarak belirlenen bir dizeltme parametresi

gerektirir. SO0z konusu (0,00) araligindan segilen optimum dizeltme

parametresinin belirlenmesi regresyonda ©nemli bir problem olarak ortaya

citkmaktadir.

Bu bélimde, diizeltme parametresinin segimine konu olan segim Kriterleri
ile ilgili baziI temel kavramlar ele alinmis ve s6z konusu parametrenin segimi icin
yaygin olarak kullanilan secim kriterleri incelenmis ve bu kriterlerden hanginsin
daha iyi bir dizeltme parametresi sectigini belirlemek amaciyla bir Monte Carlo

simulasyon deneyi ¢calismasi yapilmistir.

5.1. Duzeltme Parametresi Secimine iliskin Bazi Temel Kavramlar

Bu boélimde, dncelikle model olusturmada bazi anahtar kavramlara yer
verilmistir.  Gozlemlere yeteri derecede iyi uyum saglayan modelin
belirlenebilmesi icin gdzlemlerin modele ne kadar iyi uydugunun olctlmesi
gereklidir. Bunun icin genellikle uyum iyiligi (goodness of fit-GOF ) kullanilir.
Uyum iyiligi bir modele karar verdikten sonra, tahmin icin kullanilan bir kriterdir.
Diger taraftan, bir modelin zorlugunu (glcligini) yada karmasikliginin da
oOlgllmesi gerekir. Bir parametrik modelin karmasikliginin genel 6lgusu, serbestlik
derecesi (degress of freedom -DF) olarak adlandirilan, modeldeki parametre

sayisidir. Bir parametrik olmayan regresyon modelinin karmasikliginin genel
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Olcusti ise, duzeltme parametresine bagli olarak hesaplanan bir dizeltme
matrisinin izidir. Diger bir ifadeyle, parametrik olmayan regresyon modelinin

karmasikliginin 6lgist, simgesel olarak trace(S,) (yada kisaca tr (S, )) seklinde

ifade edilen serbestlik derecesidir. Bu konu izleyen bélumlerde daha ayrintili bir

sekilde incelenmistir.

5.1.1. Serbestlik Derecesi

Parametrik regresyonda mevcut gozlemlere dayanarak tahminim edilen
parametre sayisinin k oldugu varsayilsin. Bu durumda uygun modelin H sapka
matrisinin izi, modelin serbestlik derecesine esit olup s6z konusu modelin
serbestlik derecesi k ’ya esittir. Bu durumda gurulti (hata) serbestlik derecesi,

(n—Kk) ’ya esit olup bu ayni zamanda (I-H) matrisinin izidir.

Parametrik olmayan regresyonda da parametrik duruma benzer olarak,
hatalar1 tahmin etmek icin egdeger serbestlik derecesi (EDF) tanimlanir. EDF’nin
herhangi bir tanimi bir tahmin metodu ve bir dagilim varsayimi ile ilgilidir.

Guraltu(hata) icin eg deger serbestlik derecesi,

EDF =tr(1-S,) (5.1)

formuld ile verilir. (5.1) ifadesinde belirtilen S, (3.35)’de tanimlanan matris olup

splayn dizeltme regresyonu ile iliskili dizeltme matrisidir. Splayn dizeltme
regresyonunda serbestlik derecesi kavrami bir parametrik modeldeki parametre
sayisinin yaklasik bir genellestirilmesidir. Hastie ve Tibshirani [44] ve Wahba

[27]°de belirtilen (3.36) splayn dlzeltme uyumu, y vektorinun bir dogrusal

dontsimi olarak hesaplanir. Uyum degerleri fi=9ﬂ=(l+/1K)‘1y olarak

belirtilir. Ayrica 4 duzeltme parametresine bagli olan etkin serbestlik derecesi,

DF, =tr(sl)=ZL

5.2
= 1+ Ad, (2)

ile ifade edilir. (5.2)’de belirtilen d,, K matrisinin i.0z degeridir. DF,, splayn
uyumu icin kullanilan yaklasik parametre sayisini belirtir. Tanimdan da

anlasilacagl gibi, parametrik olmayan regresyon modellerinde DF, serbestlik
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derecesi, dogrusal regresyondaki H sapka matrisine benzer bir rol oynayan, S,

matrisinin kdsegen elemanlarinin yardimiyla hesaplanir.

Ekin serbestlik derecesi, ayni veri setine uygulanan modeller ve farkli
tahminleri, 6zellikle bir dogrusal (lineer) modelle parametrik olmayan puriizsiz

modeli karsilastirmak icin kullanilan F-testinde yer alir.

5.1.2. Hata Kereler Ortalamasi

Uyum iyiligi ve modelin karmasikhigi (complex) bir modelin zit iki
goérunumadir. Amacimiz bu iki zit gérinim arasinda bir denge kuran “en iyi
modeli”” bulmaktir. Modele daha fazla parametre ekleyerek her zaman veriler igin
iyi uyumlar elde edilebilir. Fakat az sayida parametreye sahip modeller
yorumlanabilir ve basit olmalari nedeniyle daha cekicidirler. Ayrica, tahmin
degisebilirligine daha az bagl olduklarindan daha dogru kestirim Gretebilirler
[48]. Diger taraftan, modeldeki parametre sayisi (zorluk) arttikca tahmin hatalari
azalir. Boylelikle, en iyi kelimesini anlamli kilmak i¢in, modelin performansini
olgen bir hedef kriter gereklidir. Uyum iyiliginin hedef kriter olmayacag! agiktir,
cunkd onun iyilestirilmesi modelin daha karmasik bir hal almasina yol acabilir. Su
ana kadar evrensel olarak kabul gormis bir 6lgl gelistirilememistir. Ancak
uygulamada genis Olclide kullanilan bazi kriterler mevcuttur. Bu baglamda,
regresyon modelleri icin yaygin olarak kullanilan performans kriterlerden biri de

hata kareler ortalamasidir.

Nonparamertrik regresyonda amag, bilinmeyen gercek f (x) fonksiyonunu
tahmin etmektir. S6z konusu fonksiyon f eC?[a, b] uzaymndaki tiim f
fonksiyonlari arasinda (3.32) S(f)“cezali en ki¢lk kareler kriterini” minimum

yapmaktadir. (3.32)’de verilen cezali kriterdeki A diizeltme parametresi egrinin

b
'[{f”(x)}zdx ile élcumlenen purtzlulugy ve Y {y,- f (xi)}2 ile 6lcimlenen
i=1

a

uyumun verilere yakinhigini dengeler. Bu nedenle, A parametresinin iyi bir
degerini segmek gerekir. Reinsch [30], o2 (varyans) biliniyorsa

n

%Z( f,(6) -y, )2 =o’ (5.3)

i=1
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denklemi ile uyumdan yoksunlugun (uyumun verilere yakinligi) belirlenebilmesi
icin A parametresinin secilmesini Onermektedir. “Optimum A~ tum veri
noktalarina gore gercek hata kareler ortalamasini minimum yapan A olarak

tanimlanir. Bu gercek hata kareler ortalamasi
13 > 1 2
MSE(4) == (F,04) = f(x))" ==(s,)y -] (5.4)
i=1
formullyle verilen MSE (4) olarak tanimlanir. Wahba [49], 4 parametresinin (5.3)

esitliginin sol tarafi ile tanimlanan uyumdan yoksunlugu, gercekte o (varyansi)
degerini mimkiin oldugu kadar kigtltmesi icin secilmesi gerektigini gostermistir.
Ancak, genel olarak varyans bilinmeyebilir. Diger taraftan f fonksiyonu da

bilinmemektedir. Bu durumda (5.3) denklemi igin uygun orneklem hacmini (n)

belirlemek ¢ok zor ve bu anlamda sonug pratik degildir [50].

Amacimiz (5.4) MSE degerini minimum yapan A dlizeltme parametresini

tahmin etmektir. (5.4)’deki MSE(A) ifadesi bilinmeyen f fonksiyonuna bagh

oldugundan hata kareler ortalamasinin tahmini dogrudan yapilamaz. Bu nedenle

f ’in gercek degeri yerine tahmini degeri kullaniimasi gerekir. f fonksiyonunun
x; duglim noktalarindaki gercek degerlerinin vektort, f =(f(x),..., f(x,)) ve bu
fonksiyonun bir A parametresine bagli tahmin degerlerinin vektori de

fx = ( f}(xl),..., fx(xz)) olsun. Buna gore, tahmini hata kareler ortalamasi,

EMSE (1) = E(%Hﬂ —fHZJ =E (%II(SM —fllzj (5.5)

ile belirtilen EMSE (1) fonksiyonu ile elde edilir. Mimkun oldugu kadar gercek
f fonksiyonuna yakin olacak ﬂ fonksiyonunu tahmin etmek gerekir. (5.5)’deki
EMSE, tahminler ile gercek degerler vektorleri arasindaki L,-0klid (Euclidean)

uzakhginin beklenen degeridir. (5.5) ifadesinde bir Eﬂ eklenip-cikartilmasi ile

EMSE asagida gosterildigi gibi iki bilesene ayristirilabilir:
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1 A~ ~ ~ 12
EMSE (1) =~ E|(EF, 1)+ (F, - EF )|

2

-efeh | +2eceh, 07 -gi Lef e

_ Llet, ¢ + 1e|d, —ef )| (5.6)
n n

1 2 o’
==](1=8,)f[" + Z-trs?
2 (1-8,)1] + Zous:
= (Yan (Bias))® + (Varyans(Variance)).

Yan?, modelin gercek f fonksiyonuna ne kadar iyi yaklastigini lgerken,
varyans , fonksiyonun ne kadar iyi tahmin edildigini 6lcer. Genellikle ¢ok biyuk
modeller uzay! daha kiiciik Yan® fakat daha biiyik varyans’a neden olur.

Boylece EMSE, Yan® ve varyans arasinda bir denge gosterir [51].

5.2.  Varyans Tahmini

2

Hatalarin varyansi, o° Olcek faktérinin tahmini splayn uyumunun

diagnostikleri icin gerekli ve su ana kadar goruldugu gibi, gereken dizeltme
derecesinin belirlenmesi icin 6nemlidir. Uygulamada hatalarin (artiklarin)
varyansinin bilindigi ¢ok nadirdir. Yukarida belirtilen nedenlerden dolayr onun
tahmini ile ilgilenebilir. Bu bélimde, literatiirde bulunan o® tahmini icin iki

yaklasim ele alinmistir.

5.2.1. Yerel Fark Alma Yaklasimi

Birinci muhtemel yaklasim f trend fonksiyonunu elimine edecek bir

sekilde gozlemleri dontstirmektedir. Ornegin Rice [52], wverilerin birinci

farklarini kullanarak varyansi,
21 -n* " (y, 2 5.7
O-R—Z(n ) Z(Yi Yia) (5.7)
i=2

formald ile tahmin etmeyi 6nermistir. Bu Kkestiricinin arkasindaki temel distince,
plrizsiz bir f egrisi icin {f(xi)—f(xi_l)}2 kareli ortalamasina sahip olan
(Y, —Vy,,) Dbirinci farkliligi 26° varyansina gore kicik olmasidir. Bu f

fonksiyonunun egiminin blylk olmamasi kosuluyla uygun bir yaklasim olacaktir.
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Trendi elimine etmek icin fark almanin kullanimi genellikle zaman serileri

analizde kullaniimaktadir.

Rice [52], ayrica verilerin agirlikli ikinci farklari Gizerine dayali ikinci bir

kestirici Onermistir. Buna gore, f fonksiyonuna bir dogrusal fonksiyonun

eklenmesi durumu degistirmeyecektir. Kestirici, bir polimal degerlerle lokal

olarak tahmin edilen f fonksiyonunun degerleri ile hata kareler toplamina dayali

olup, bir birini takip eden tc¢li noktalara en kigik kareler denklemini uygulayarak
elde edilir. Bu kestirici, bir lokal tahmin olarak bir dogru denklemini kullanan,

Gasser, Sroka ve Jennen [43] tarafindan dnerilmistir:
&éSJ =(n- 2)_12Ci2§i2 (5.8)
i=2

Burada,

i+1 i-1

2
éiz = |:yi—1 +w(xi - Xi—l) - yi:|

ve

-1
Ci2= { X — X ]+[ X —Xiq ]+1 .
Xig — X4 Xig — X4

Gasser, Sroka ve Jenner [43] tarafindan 6nerilen bu varyans kestiricisi, Schimek

[40] ve Eubank ve ark. [41] tarafindan yapilan calismalarda da verildigi gibi
asagidaki sekilde de yazilabilir:

TAT
G-t AR (5.9)
tr(ATA)
Buradaki A, (4.30)’da verilmis olan girislerin timd sifir fakat i.girisi aic;,

(i+1).qirisi —c; ve (i+2).qgirisi bici olan (n—2)xn boyutlu matristir.

Bu kestirici kernel ve splayn duzeltme regresyonunda basarili bir sekilde
uygulanmistir. Bu teknik, kestirici zerinde 6ncelikle regresyon fonksiyonunun

etkisini 6nemli dlctide kaldirir ve ayrica =0 oldugu siirece model varyansi *

icin bir uygun-\/ﬁ kestiricisi meydana getirir.
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5.2.2. Hata Kareler Yaklasimi

Bazi temel yaklasimlar sinifi egri uydurma hakkinda artik kareler
toplamina goére varyansin (¢ ) bir tahminini esas alir. Parametrik regresyon

uygulamasinda 6rneklem igin hata kareler toplami,

n

S (yi— (%))’ Ze

&*(MSE) == =
DF n-k

(5.10)

formullndeki gibi serbestlik derecesine boliinerek, varyansin yansiz bir kestirici
elde edilir. Varyansin bu yansiz kestiricisi ayni zamanda MSE degerine esittir.
Dogrusal regresyona benzer olarak, splayn diizeltme yonteminde de hata kareler
toplami da (5.1)’de belirtilen es deger serbestlik derecesine bolinir. A dizeltme

parametresini ile bu yaklasim asagidaki gibi bir varyans kestiricisi Uretir:

n

R U T

©or(1-5) tr(1-S,) (11)

Burada ﬂ, AIC;, CV veya GCV kriteriyle segilen A diizeltme parametresi igin
hesaplanan splayn dizeltme tahmini ve S,, ayni A4 ile hesaplanan dizeltme
matristir. Gercek f regresyon egrisinin bir dogru denklemi oldugu 0zel
durumlarda tum A’lar igin & kestiricisi o2’nin yansiz bir kestiricisidir (bakiniz

ornegin, Buckley, Eagleson ve Silverman [53]).

Bazi yazarlar tarafindan onerilen ve A parametresine bagli uyumdan

yoksunluk yontemi olarak bilinen bir diger varyans formdl,

o _l=soyf
n

(5.12)

ile verilir [27].

Lokal fark almaya dayali kestiricilerin daha yuksek hata kareler ortalamasi
icin sezgisel nedenlerde biri, ylksek frekans etkileri tizerinde yer alan éneme gore
yanlari elimine etmesidir. Lokal fark almaya dayali Kkestiriciler duzeltme

parametresi se¢cimi gerektirmeyen bir avantaja sahiptirler (5.11) ile belirtilenden
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cok daha kucik yana sahiptirler ve biyuk orneklerde yok denecek kadar azdir.
Bununla birlikte verilerdeki sira korelasyon (5.11)’i hemen hemen hig
etkilenmezken diger lokal farka dayali (5.7), (5.9) ve (5.10) kestiricilerini dnemli
Olcude etkilerler [11].

5.3. Duzeltme Parametresi Secim Kriterleri: Klasik ve Risk Tahmin
Metotlari

Dizeltme parametresinin se¢imi problemi egri tanminlerinde kesinlikle yer
almaktadir. Ornegin, polinom regresyon ile egri uydurmada, uyum polinomunun
derecesinin se¢imi esas olarak diizeltme parametresinin segimine esdegerdir.
Splayn duzeltme metodunda diizeltme parametresi kesin olarak yer alir. Dlzeltme

parametresinin secim problemi icin iki farkli yaklasim vardir.

Birinci yaklasim, duzeltme parametresinin degerinin arastirmacilar
tarafindan bireysel olarak belirlenmesidir. Boyle siibjektif bir yaklasim gercekte
yararli olabilir. Fakat s6z konusu parametrenin secimi Kisiden Kisiye farklilik
goOstereceginden bilimsel acidan tutarlilik saglamaz. Diger bir yaklasim, verilere
dayali olarak elde edilen dizeltme parametresinin secimidir. S6z konusu bu
yaklasima gore dlizeltme parametresinin degeri, secim Kriteri olarak adlandirilan
yontemler yardimiyla elde edilir.

Splayn dizeltme Kestiricisi degisen egimli uyumlara olanak saglayan
problemleri ¢ozer, fakat yeni bir problem de yaratir. Diger bir ifadeyle, verilen bir
veri seti icin A dizeltme parametresinin yaklasik degerinin nasil belirlenecegi
problemini ortaya cikarir. Ayni A degerinin her veri setiyle ayni derecede iyi
calismasi beklenemez. Bu nedenle, en iyi secilen diizeltme parametresi (5.5) ile
verilen hata kareler ortalamasini minimum yapandir. Bu baglamda, arastirmada
adi gecen duzeltme parametresinin secimi ile ilgili olarak en yaygin kullanilan
yontemlerden alt tanesi Karsilastirmali bir bicimde ele alinmistir. Adi gecen
parametrenin secimi icin kullanilan kriterlerden dordi klasik metot olarak
bilinirken, kalan ikisi risk tahmin metodu olarak bilinir. Herhangi bir se¢im

Kriterini minimum yapan A, uygun diizeltme parametresi olarak segilir.
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Dizeltme parametresinin secimi icin kullanilan klasik metotlar: Capraz-
Gecerlilik (Cross-validation-CV), Genellestirilmig Capraz-Gegerlilik”
(Generalized cross-validation-GCV), Gelistirilmis Akaike Bilgi Kriteri (/mproved
Akaike information criterion -AIC;) ve Mallow’un Cp Kriteri (Mallows’ Cp
Criterion) olurken, kalan iki risk tahmin metotu: Klasik pilotlari kullanan risk
tahmini (Risk estimation using classical pilots-RECP ) ve lokal risk tahmin (Local
risk estimation-LRS ) kriterleridir. S6z konusu dlzeltme parametresinin se¢ciminde
kullanilan Kklasik ve risk tahmin metotlari, yukarda belirtildigi sirada izleyen alt

bolimlerde ele alinmistir.

5.3.1. Capraz Gegerlilik

Verilere uygun A dlzeltme parametresini segen ¢apraz gecerlilik yontemi
Wahba ve Wold [54] tarafindan énerilmistir. Capraz gegerliligin esas dustncesi,
veri noktalarindan herhangi birini atmak ve kayip veri noktalari altinda geri kalan

veriler tarafindan en iyi kestirilen A parametresinin degerini segmektir. Diger bir
deyisle, capraz-gecerlilik {xi,yi}?:1 g6zlem noktalarindan herhangi birini atarak,
kalan (n—1) veri noktasina dayali olarak, x ’de bir plruzsiz fonksiyon icin kareli

artiklari tahmin etmeyi ve kareli artiklarinin toplamini minimum yapan diizeltme

parametresini segcmeye calisir.

y™, orijinal y bagimli degisken vektériinden y, gozlemini attiktan sonra
kalan n-1 gdzlemden olusan vektorii olsun. Ayrica, séz konusu y* vektoriine
uygun tahmin fonksiyonu f(”(x) olsun. Diger bir ifadeyle, verilen A diizeltme

parametresi icin (™ (x) tahmin fonksiyonu,

Sy, - f(xj))zmjf"2

j#i

ifadesini minimum yapan bir egridir. Bu durumda, kestirim hatasinin gapraz
gecerlilik (CV) tahmini,

CV(2) = n‘li{yi - f}“”(xi)}z (5.13)

i=1
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fonksiyonunun degeri ile olgllebilir. 4 parametresinin ¢apraz gecerlilik tahmini
(5.13) kriterini minimum yapan degerdir. Capraz gecerlilik metodu, splayn
duzeltme ortaminda Wahba ve Wold [54]) ve dogrusal regresyon ortaminda
(ayrica PRESS olarak adlandirilan) ise, Allen [55] tarafindan tanitilmistir.

Capraz gecerliligin temel fikri, CV( A1) fonksiyonunu minimum yapan A
parametresini segmektir. ilk bakista, (5.13) ifadesinden gorluyor ki, A duzeltme
parametresine uygun CV(A) fonksiyonunun degerini bulmak icin n tane f©?

egrisi bulmak ve bu karsi gelen n farklh dizeltme problemini ¢dzmek gerekir.

(5.13) problemini basitlestirme bakimindan ilk adim (3.35) esitliginde belirtilen
ve 'y, gozlem degerleri vektdrini y, veya f(xi) kestirim degerlerine
gorlntileyen S, sapka matrisini kullanmaktir. Capraz-gegerlilik degerinin en
ekonomik bigimde hesaplanmasi icin ilk anahtar sonug asagidaki teoremle verilir.

n
i=

Teorem 5.1: Dlzeltme parametresi A ile tim {xi, yi} , Veri setinden hesaplanan
splayn duzeltici f fonksiyonunun yer aldig1 ¢capraz gegerlilik fonksiyonu,

ifadesini saglar ve A4 parametresinin CV tahmini CV(A) degerini minimum
yapan deger olarak belirlenir [27].

Ispat: Teorem (5.1)’in ispati icin asagida verilen bir lemma’dan yararlanilir.

Lemma 5.1 (Leaving-Out-One Lemma): Verilen A4 ve i sabitleri igin,

£ ve y"vektorleri asagidaki gibi tanimlansin:

. . . o A =y, jEiove
f(*l):(fl(*')’m, fn(fl)):(fi(—l)(xl)“”’ fl(—l)(xn)) ve y*=[yl YirJ J

yi = )
vektorleri tanimlansin. O zaman (3.35)’de verilen S, matrisi yardimiyla,

f9=5y". (5.15)

esitligi saglanir.
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ispat: Herhangi bir puriizsiz f egisi icin y = f(x) ve f©”tanimina gore,

ardisik olarak asagidaki ifadeler yazilabilir:

= 10 e 30 2] 12y 0 2] 1

M-

i1 =i i1
n o ) ”2
- ,Z:;{y‘ —f (")(xj)}z +/1I )

Burada f("(x) fonksiyonunun Z{y}’-f(xj)}2+/1j'f”2 ifadesini  minimum
=1

yaptigi goriilir ve buna goére de f =S,y olmaktadir. Bu durum teoremin

ispatini tamamlar. Lemma (5.1)2 esasen, S, yerine S yazilarak, y,— f(x)

silinmis artiklari icin asagidaki gibi bir ifade elde edilir:

f(_i)(xi)_yi :Zsij y? —Yi :zsij Y +S f(_i)(xi)_yi
i1

j#i

=38y, 45, { T -y = T -y +5,{ FO00-y]  (5.16)

(5.16) ifadesinden

£ (-) _Yi- 1?(Xi)
n=f0 =150 (5.17)

oldugu gorilur. (5.17) esitliginin karesi ve toplami alinarak, her iki taraf 1 ile
n

carpilarak,

_l . yi_f/i(xi) 2
Cvia)= n;{ 1-(S,)i } (519

elde edilir. Boylece teorem 5.1 ispatlanmis olur.

5.3.2. Genellestirilmis Capraz Gegerlilik

Genellestirilmis capraz gecerlilik (GCV), diizeltme parametresinin segimi
icin bir popdler yontem olan capraz gegerliligin degisik bir seklidir. (5.17)

denklemine gore, siradan artiklarin (1-(S,);) faktorlerine bolinerek elde edilen
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capraz gecerlilik degerinin hesaplanmasi icin silinmis artiklar gereklidir. GCV

Kriterinin ana disuncesi, (1—(81)“) faktord ile (L—n7'trS,) ortalama degerlerini

yer degistirmektedir. Bu durumda, (L—n7'trS,) faktortniin karesi ile duzeltilmis

artiklarin kareler toplami alinarak, sirdan capraz gecerlilige benzer olarak, GCV

degeri asagidaki sekilde elde edilir:

n __f 2 B ,
v L2 wes )y

g . (5.19)
n {1—n‘1tr(81)} [n‘ltr(l —Sl)]

Siradan capraz gecerlilikteki gibi, A parametresinin GCV tahmini GCV(A4)

fonksiyonunu minimum yapan deger olarak belirlenir [27].

5.3.2a. Diizeltme Parametresinin GCV Tahminin Ozellikleri

GCV, bir tahmini hata kareler ortalamasi kriteridir. A dizeltme

parametresinin GCV tahmini, (3.4)’de verilen MSE(A) gercek hata kareler

ortalamasint minimum yapan bir tahmindir. Genellestirilmis capraz gecerlilik
fonksiyonu birka¢ durumda hata kareler ortalamasina benzerdir. Bu durumla ilgili

olarak Craven and Wahba [56] asagidaki asimtotik sonucu vermektedir:
l n
MSE(/I) =HZ( fl(xi)_ f (Xi))
i=1
Burada belirtilen f fonksiyonu (3.32)’deki tahmin edilen gercek fonksiyon ise,
hem MSE(A) hemde GCV (1) hata terimlerinin (&) rassal bir fonksiyonu olarak
ele alinir. A~ diizeltme parametresi (5.5)’de belirtilen MSE(A) *nin beklenen degeri

EMSE(A) ’yi minimum yapan ve A* dlzeltme parametresi GCV (A) 'nin beklenen
degeri EGCV (4) 'yi minimum yapan deger ise,

- EMSE(1")
e EMSE(17)

olmakta veya A parametresi ile tahmin edilen hata kareler ortalamasi, herhangi bir
A parametresi ile elde edilen minimum hata kareler ortalamasina beklen degerde

esit olmaktadir.
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5.3.3. Gelistirilmis Akaike Bigi Kriteri

Akaike Bilgi Kriteri (AIC) ilk olarak Kullback —Leibler bilgisinin beklenen
degerinin yaklasik yansiz bir kestiricisi olarak parametrik modeller icin
gelistirilmistir. Hurvich ve ark. [57], dogrusal regresyon ve zaman serileri icin
kicglk orneklerde AIC kriterinin yaninin (sapmasinin) oldukga biyuk olabildigini
gostermisler ve AIC kriterinden ¢ok daha disik sapma iceren, gelistirilmis AIC,
kriterini 6nermislerdir. .Hurvich ve ark. [57] tarafindan elde edilen gelistirilmis
AIC; kriteri, parametrik olmayan duzelticiler icin diizeltme parametresinin segimi

icin kullantimistir. S6z konu gelistirilen AIC . kriteri,

1+tr(S,)/n

AICC(/1)=|09(5' )+1_{tr(sl)+2}/n - m

(5.20)

formultyle verilir. (5.20) formiliinde de goruldugl gibi bu kriter S, dlzeltme

matrisinin yalnizca izini kullandigindan, dizeltme parametresinin sec¢imi igin
uygulamasi kolay olan bir kriteridir. (5.12)’de belirtilen varyans fonksiyonu
(5.20)’de yerine yazilarak, basit cebirsel islemlerden sonra, Lee [58] ve [59]
tarafindan da belirtildigi gibi, (5.20)’de tanimlanan AIC bilgi kriteri,

AIC,(4) =log

—F0) -0y
Z{y. ng()ﬂ)} Y 2{tr(81)+l} =|Og“(Sl I)y“ 14 Z{tl’(Si)+l} (5.21)

' n—tr(S,)—2 n ' n—tr(S,)-2
seklini alir. Diger yontemlerde oldugu gibi, AIC . (1) kriterini minimum yapan A

degeri duzeltme parametresi olarak secilir.

5.3.4. Mallows’un Cp Kriteri

Mallows’un kriterinin beklenen degerinin izleyen bolimde verilecek olan

risk tahmin metoduna esit oldugu gorilmektedir. Baska bir deyisle,
E {Cp (/1)} = R(f,fi) olmaktadir. C, yontemi, splayn dizeltme literatlirinde yansiz
risk yontemi (unbiased risk method -UBR) olarak bilinir. o bilindiginde A igin

bir yansiz risk tahmini mevcuttur. Regresyonda boyle bir tahmin Mallows [60]

tarafindan onerilmis ve Craven ve Wahba [56] tarafindan splayn dizeltmeye
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uygulanmistir. Hata kareler toplaminin yansiz bir tahminini, minimum yapan A

parametresini segmeyi amaclayan C; kriteri,

c,(2) =%{||(sl Ny +20%1(S,) 407 =%{H y-1,[f +20%(s,)+ 0%} (5.22)

~ 2
ile verilir. C, istatistigi, ayni zamanda EH fl—fH kareli kestirim hatasinin da

yansiz bir tahminidir [61]. Craven ve Wahba [56] tarafindan yapilan deneysel

sonuglar gostermistir ki, (5.22)’de ayni o kullanildiginda, bilyiik 6rneklemlerde
GCV tahmini ve yansiz risk kriteri ayni sonucu vermektedir. Uygulamada ¢ok iyi

calisan bu yontemi yapmak ic¢in varyansin bir tahmininin gerekli oldugu agikca
gorilmektedir. Uygulamada o bilinmiyorsa, varyans kestiricisi genellikle (5.11)

ile elde edilir. Boylece, C,(4) kriterini minimum yapan 4 secilmek istendiginde,

(5.22)’de yer alan & ’yi uygun bir &° kestiricisiyle yer degistirmek gerekir.

5.3.5. Kilasik Pilotlari Kullanan Risk Tahmini (RCP)

Risk fonksiyonu, tahmin ile gercek regresyon fonksiyonu arasindaki
uzakhg! olcer. Gergekte iyi bir tahmin dustk riskli olmahdir. (5.5) formuld ile

belirtilen tahmini hata kareler ortalamasina benzer bir bigimde, dogrudan bir

hesaplama R (f, fk) icin yan-varyans ayrisimina goturir:

R(f,f) = %EHf-fx

S OROU RESIOD RCED

Ancak (5.23) ile verilen formilde f bilinmediginden, R(f,fk) dogrudan elde
edilemez. Bunun yerine riskin tahmin edilmesi gerekir. Bu nedenle, (5.23)’deki o>
ve f ’in uygun pilot tanminleriyle, R(f,fx) riskini tahmin etmek ve meydana gelen
risk Kkestiricisini minimum vyapan A parametresini secmek gerekir. Pilot
tahminlerin secimi igin, f ve o?’nin pilot tahminleri olan &j‘pve fA,Ip yi
hesaplamada pilot 4, degeri kullanilir [62,63]. S6z konusu A, pilotunun segimi

igin, klasik secim metotlarindan herhangi bir segim kriteri (6rnegin, CV kriteri)
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kullanilabilir. Sonug olarak, R(f,fx) degeri icin iyi bir Kkestirici diger bir deyisle,

RECP’nin kestiricisi,
R(F,.f)= %EH f, -fkuz =%{H(sl _ )ﬂp”2 +&jptr(SASI)} (5.24)

formali ile verilebilir. Benzer olarak diger yontemlerde oldugu gibi, R(ﬂp,fx)

ifadesini minimum yapan A, diizeltme parametresi olarak segilir.

5.3.6. Lokal Risk Tahmini

Onceki bolimlerde de bahsedildigi gibi her bir x, noktasinda hesaplanan
farkh splayn dizeltme tahminleri, fﬂl(xi),...,fA (x,) olsun. Lee [59] tarafindan
Onerilen metot x, dugim noktalarinda hesaplanan asagidaki bolgesel riski
minimum yapan ﬂ(xi) degerini secmeyi amaclar:

Rl(xi)=E{f(xi)—fAl(xi)}2.

Burada ifade edilen, R,(x,) bilinmeyen bir miktar oldugundan pratikte minimum
yapilamaz. Bu problemin ustesinden gelmek icin, R,(x) icin bir Kestirici
hesaplanir ve meydana gelen kestiriciyi minimum yapan fﬂ (x;) degeri secilir. Bu

islem tm X, icin tekrar edillerek, f icin nihai bir tanmin elde edilir.

S,f vektoriiniin i. inci késegen elemani (S,f)(x) ve S,S; kare matrisinin
I. inci kdsegen elemant s, (x;) olarak gosterilmek tzere, R,(X) i¢in dogrudan bir

hesaplama asagidaki yan-varyans ayrisimini verir:
R, (x) ={(S.F) (%)~ F(x)} +0%s,(x). (5.25)

(5.25)’deki bilinmeyen f ve o pilot tahminleriyle yer degistirilerek R,(x,)
tahmin edilir. Bu durumda, her bir i igin, Iil(xi) ’yi minimum yapan ﬂ (x;) ile,

f(x) tahmin edilebilir. f fonksiyonunun pilot tahmini icin, splayn dizeltme

A

tahmini f, ve & nin pilot tahmini icin, (5.11)’de belirtilen &

5 X kullantlir. Bu
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pilot tahminlerin hesaplanmasinda kullanilan 4, klasik metotlardan herhangi birisi

ile secilebilir. S6z konusu bu pilot tahminler ile (5.25) ifadesindeki bilinmeyen

miktarlari yer degistirilerek, R, (x;) lokal risk kriterinin kestiricisi,
~ ~ ~ 2 a>
R, (%)= {(Slfﬂp )(Xi) - fzp (X )} +0,5; (%) (5.26)

formalt ile elde edilir. Burada, (Sﬂf%)(xi) ifadesi Sﬂfﬂp vektorinin 1. inci

elamanidir. Onerilen metot pratik olarak, asagidaki adimlar ile yerine getirilebilir:

i) Onceden verilen 4 <..<A_ dizeltme parametrelerine karsi gelen bir dizi

splayn diizeltme tahminleri hesaplanir: F ={ ﬂi,..., fﬂm}.

i) F kdmesindeki elemanlar kullanilarak (5.21) ile verilen AIC,_ Kriterini
minimum yapan %, degeri segilir.

if) S0z konusu 2 icin ﬂp ve (5.11) kullanilarak &Ap tahminleri hesaplanir.

iv) ﬂp ve @p pilotlari (5.26) ifadesindeki yerine yazilarak Iiﬂ(xi) elde edilir.

v) Her bir x; igin Fiﬂ(xi) kriterini minimum yapan A bulunur. F kiumesinden
uygun (minimum A parametresine karsi gelen) fl(xi) degeri f(x,) icin nihai

tahmin olarak kabul edilir [59].

5.4. Monte Carlo Simulasyon Deneyi

Bu bolimde, orijinali Profesér Steve Marrona tarafindan gelistirilen
deneysel calisma dizeni yardimiyla, bolim 5.3’te incelenen 6 secim kriterinden
hangisinin daha iyi bir dizeltme parametresi sectigi belirlemek amaciyla, stz
konusu se¢im kriterlerinin bir Karsilastiriimast yapilmistir. Bu islemlerde,
MATLAB ortaminda tarafimizdan yazilan bir programla, her bir faktor dizeyi icin
farkli biylklikte 6 6rneklem olusturulmus ve olusturulan her bir 6rneklem igin

farkli sayilarda tekrarlamalar yapilmistir. Tekrarlanan her bir 6rneklem veri dizisi
icin herhangi bir f tahmin egrisinin kalitesini degerlendirmek icin (5.4)’de verilen
hata kareler ortalamasi (MSE) kullaniimistir. Herhangi iki metodun MSE degerleri

meydani arasindaki farkin anlamli olup olmadigi Wilcoxon isaretli sira sayilari
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testi ile test edilmistir. Bdylece, yapilan Monte Carlo similasyon c¢alismasinda adi

gecen kriterler degerlendirilerek, hangi kriterin daha iyi bir tahmin sonucu veren

diizeltme parametresini sectigi belirlenmistir.

5.4.1. Veriler ve Deneysel Dizenegin Olusturulmasi

Ele alinan deney plani, esas itibariyle orijinali Profesor Steve Maron’a ait

olup Lee [61] tarafindan da kullanilmistir. Ele alinan deneysel diizenek, bagimsiz

ve etkili bir bicimde degisen su (¢ faktorin etkisini calismak icin tasarlanmistir:

Gurdltd dazeyi (Noise level)
Uzaysal degisim (Spatial variation)

Varyans fonksiyonudur (Variance function).

Deneyde orneklem olusturmada kullanilan veriler, Tablo 5.1’de genel bicimde

verilen modellerden elde edilmistir. Similasyon deneyi, MATLAB ortaminda

yazilan bir programla gerceklestirilmis olup, deneyin plani ve yirutilmesi ise su

sekilde tasarlanmigtir:

Her bir faktor duzeyi icin yontemlerin kigik ve buyik 6rneklem
performanslarini gorebilmek amaciyla, 25, 50, 100, 150, 200 ve 350
hacimlerinde 6 farkli 6rneklem olusturulmustur.

Olusturulan her bir 6rneklem,100, 200, 350 ve 500 kez tekrar edilmistir.
Her bir faktor diizeyi icin tekrar edilen tim 6rneklemlerde adi gecen her
bir secim kriterini minimum yapan A dlizeltme parametresi secilmistir.

Her bir secim Kkriterinden secilen A dlzeltme parametresine uygun
(3.36)’da ifade edilen ﬂ splayn duzeltme kestiricileri hesaplannistir.

Her bir se¢im kriterine gore hesaplanan ﬂ splayn kestiricileri icin (5.4)
formali ile verilen MSE degerleri hesaplanmistir.

Her hangi iki secim yoénteminin performans 6lcisu olarak dikkate alinan
MSE degerlerinin fakli olup olmadigi Wilcoxon testi ile test edilmistir.
Tablo 5.1°de belirtilen 3 faktorin etkisini belirlemek amaciyla faktor
dizeyleri r =1, 2, 3, 4 olmak Uzere, 4 kez degistirilmistir.

3 faktor, 4 faktor dizeyi, 6 6rneklem ve 4 farkli sayida tekrarlama olmak

Uzere, toplam 288 sayisal deney yapiimistir.
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Tablo 5.1: Similasyon diizeneginin ayrintilari

Faktor Genel bigimi Belirli secenekler
Guralti yi, = f(x)+o,¢ o, =0.02+0.04(r-1)>% i=1..,n
Diizeyi

Uzaysal |y, =f (x)+0o¢g

| 2721+ 2407
0=0.2, f(x)=x{L-x SIH{W

varyans |y = f(x)+4v, (%) & v, (x) =[0.15{1+0.4(2r - 7)(x—0.5)}]°
Fonk.

i-05 " x—0.35 x—0.8 1 -u?
r=_1..4 x = ;& ~iid N(0,1); f(x)=150 -0 ; OU) =—=exp| —
T 001 (0.15] (0.04] ()\/ﬂp[zj

Degisim

5.4.2. Deneysel Degerlendirmeler ve Sonuclar

Similasyon deneyleri sonucunda olusturulan toplam 288 sayisal
deneylerin her birinde, bolim 5.3’de dikkate alinan 6 tane secim kriterlerinden
hangisinin daha iyi bir dizelte parametresi sectigini ve secilen bu diizeltme

parametreleri yardimiyla hesaplanan (3.36) f splayn diizeltme kestiricilerinin iyi

bir kestirici olup olmadigini belirlemek amaciyla, MSE degerleri performas o6l¢i

kriteri olarak kullaniimistir.

Herhangi iki secim metodun MSE degerleri meydani arasindaki farkin
anlamli olup olmadigi %5 anlam diizeyinde eslestirilmis Wilcoxon isaretli sira
testi ile test edilmistir. Ayrica secim metotlart Wilcoxon isaretli sira testine gore
su sekilde siralanmistir: Bir metodun MSE degeri medyani anlamh bir bigimde
kalan 5 yontemde daha az ise, 1 sirasi atanacak, bir metodun MSE degeri
medyani anlamli olarak birinden daha biyik fakat dért metottan az ise, 2 sirasi
atanacak ve benzer bicimde 3-6 siralari atanacak. Farkli medyan degerlerine
sahip fakat anlaml olmayan metotlar ayni ortalamali sirayl paylasacaklar. Bu
siralamada en kiicuk sirayi alan yontem ya da paylasan yontemler daha Gstindir.

Similasyonla elde edilen 6rneklem verileri igin toplam 288 fakli sayisal
deneyi olusturan, regresyon fonksiyonlarin grafikleri ve alti diizeltme parametresi
secim yontemlerinin logeMSE degerlerinin kutu grafiklerinden (boxplot) bazilari,
5.1-5.16 sekillerinde verilmistir. S6z konusu sekillerde, Ust panelde yer alan
grafikler tipik bir benzetim veri dizisiyle gergek regresyon fonksiyonunu ve alt
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panelde yer alan grafikler soldan saga dogru AIC.;, GCV, CV, Cp, RCP ve LRS
kriterlerinin logeMSE degerlerin kutu grafiklerini gostermektedir. Kutu grafiklerin
altinda yer alan sayilar ise, s6éz konusu alti secim Kkriterlerinin MSE 0&lcl
degerlerine iliskin meydanlarin, Wilcoxon isaretli sira sayilari testine gore
siralanmalarini gostermektedir. Bunun yani sira, her bir faktor ve tekrar edilen her
bir 6rneklem verileri icin, yontemlerin ortalam dizeyinde basarilarini gérmek
amaciyla, ati se¢im yontemlerinin kutu grafiklerinin altinda yer alan sayilarin
ortalamasi alinarak ortalama siralamalar ede edilmistir. S6z konusu bu ortalama

siralamalar 5.2-5.7 Tablolarinda verilmistir.

5.1-5.3 Sekilleri incelediginde, yuksek glrilti dizeyli basit bir regresyon
fonksiyonu igin GCV kriterinin daha sttin oldugu gortlmustir (bak., Sekil 5.1 ve
r = 4). Ancak, kalan iki faktorin yiksek oldugu bir dizeyde, tim segim
kriterlerinin ayni siralamayi paylastigi goralmustur (bak. Sekil 5.2-5.3 ve r = 4).
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Sekil 5.1: n =25 ve m =100 icin gurdlti dizeyi faktdrine karsi gelen simtlasyon sonuglarinin
grafikleri
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Tablo 5.2 incelendiginde; n = 25 birimlik kicuk 6renklem verileri icgin
gurulth dizeyi, varyans fonksiyonu ve uzaysal degisim faktorlerinin etkileri altinda
kalan 100 tekrarli bir deneyde, GCV kriterinin diizgun olarak en iyi oldugu ve
tekrar sayisi artarak degismesi durumunda, alti yontemin 500 tekrar sonucunda,
degisen varyans hatasi altinda ayni ortalamali siralamayi paylastigi ve toplamda
yine GCV Kkriterinin en iyi yontem oldugu goérullrken, genel olarak toplamda en
kot performanst AIC. Cp ve RCP kriterlerinin sergiledigi gorilmistar.

Tablo 5.2: n = 25 hacimlik drneklemde alti dlzeltme parametresi se¢cim metotlari icin ortalamasi
alinan Wilcoxon testi siralamalari

Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 100

Kriterler Guraltu Dizeyi U. Degisim Varyans Fonk. Toplam
AIC, 4,125 4,250 4,125 4,167
GCV 2,375** 2,375** 1,875** 2,208**

cVv 4,667 2,750* 3,375* 3,597
Cp 4,125 4,250 4,125 4,167
RCP 4,125 4,250 4,125 4,167
LRS 2,750* 3,125 3,375* 3,083*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 200
AIC, 3,750 4,375 3,875 4,000
GCV 2,250** 2,000** 3,000** 2,417**
cVv 4,500 2,750* 3,000** 3,417
Cp 3,750 4,375 3,875 4,000
RCP 3,750 4,375 3,875 4,000
LRS 3,000* 3,125 3,375* 3,167*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 350
AIC, 3,875* 4,500 3,375** 3,917
GCV 3,125** 1,875** 3,375** 2,972**
cVv 3,125** 3,000 4,125 3,417
Cp 3,875* 4,500 3,375** 3,917
RCP 3,875* 4,500 3,375** 3,917
LRS 3,125** 2,625* 3,375** 3,042*
Orneklemin Tekrarlanma Sayisi = 500
AIC, 3,750 4,000 3,500** 3,750
GCV 2,875** 2,375** 3,500** 2,917**
cVv 3,625 3,125* 3,500** 3,417
Cp 3,750 4,000 3,500** 3,750
RCP 3,750 4,000 3,500** 3,750
LRS 3,250* 3,500 3,500** 3,417*

(**) : En iyi siralamayi alan y6ntemi ya da paylasan yéntemleri gostermektedir.
(*): Ikinci en iyi siralamayi alan yontemi ya da paylasan yontemleri gostermektedir.
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Sekil 5.4 incelendiginde, heterokadastik hata altinda ki basit bir regresyon
fonksiyonu igin, AIC., Cp ve RCP kriterlerinin en kétl performasla ayni siralamayi
paylastiklari gorulmistir. Buna Karsilik, degisen bir varyans faktori etkisi altinda
kalan drneklem verileri icin, GCV Kkriteri en iyi secim yontemi olmustur (bak. Sekil
54ver=2).

Kicuk 6rneklem durumuna benzer olarak, Tablo 5.3 incelendiginde; girdilti
diizeyi, varyans fonksiyonu ve uzaysal degisim faktori etkisi altinda kalan n = 50
birimlik drneklem igin tekrar sayilarinin artarak degismesi durumunda da GCV
Kriterinin diizgln olarak en iyi secim yéntemi oldugu ortaya ¢ikmaktadir
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Sekil 5.4: n =50 ve m =350 icin varyans faktorline karsi gelen similasyon sonuglarinin grafikleri
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Tablo 5.3: n = 50 hacimlik 6rneklemde alti dlizeltme parametresi se¢cim metotlari icin ortalamasi
alinan Wilcoxon testi siralamalari

Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 100
Kriterler Girultt Duzeyi U. Degisim Varyans Fonk. Toplam
AIC, 4,375 4,375 4,875 4,542
GCV 1,875** 1,250** 1,500** 1,542**
cVv 2,325* 2,500* 2,000* 2,275*
Cp 4,375 4,375 4,875 4,542
RCP 4,375 4,375 4,875 4,542
LRS 3,750 3,375 2,875 3,333
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 200
AIC, 4,000 4,625 4,875 4,000
GCV 2,250* 1,250** 1,500** 2,417**
cVv 3,375* 3,375 2,625 3,417
Cp 4,000 4,625 4,875 4,000
RCP 4,000 4,625 4,875 4,000
LRS 3,375* 2,500* 2,250* 3,167*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 350
AIC, 4,000 4,125 4,750 3,917
GCV 2,375** 1,625** 1,250** 2,972**
cVv 3,625 3,375* 2,375* 3,417
Cp 4,000 4,125 4,750 3,917
RCP 4,000 4,125 4,750 3,917
LRS 3,000* 3,625 3,125 3,042*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 500
AIC, 4,250 4,375 4,750 3,750
GCV 2,375** 1,875** 1,500** 2,917**
cVv 2,750* 3,250 2,250* 3,417*
Cp 4,250 4,375 4,750 3,750
RCP 4,250 4,375 4,750 3,750
LRS 3,125 2,750* 3,000 3,417*

(**) : En iyi siralamayi alan yontemi ya da paylasan yontemleri gostermektedir.
(*) : Ikinci en iyi siralamayi alan yéntemi ya da paylasan yontemleri gostermektedir.

5.5-5.7 Sekilleri incelendiginde, 6rneklemdeki tum garaltt dizeyleri igin,
Sekil 5.5’te gorildigu gibi en iyi siralamayl GCV kriteri almistir. Buna karsilik,
AIC, Cp ve RCP kriterlerinin en kot performansla ayni siralamayi paylastiklari
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ve benzer bir durum, Sekil 5.6’da goruldigi gibi, uzaysal degisim sonuglari icin de
gecerlidir. Diger yandan, heterokadastik hata altinda, Sekil 5.7’de goruldigu gibi,
en iyi secim yontemi yine GCV Kkriteri olurken, yiiksek diizeyli degisen varyans
hatasi altinda, AIC;, CV, Cp RCP ve LRS kriterleri ayni siralamayi almiglardir
(bak. Sekil 5.7 ve r =4). Ancak, varyans faktortnan ilk t¢ dizeyinde, AIC., Cp ve
RCP kriterleri, en kot siralamay1 paylasmilardir (Sekil 5.7ve r = 1,2,3).
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Sekil 5.5: n =100 ve m =500 i¢in gurdltu dizeyi faktdriine karsl gelen simiilasyon sonuglarinin
grafikleri
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Sekil 5.6: n = 100 ve m =350 i¢in uzaysal degisim faktoriine karsi gelen similasyon sonuclarinin
grafikleri
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Sekil 5.7: n =100 ve m =200 icin varyans faktoriine karsi gelen similasyon sonuclarinin
grafikleri
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Tablo 5.4 incelendiginde; n = 50 birimlik 6rneklemlerin durumuna benzer

olarak, gurulti dizeyi, varyans fonksiyonu ve uzaysal degisim faktorlerinin etkileri

altinda kalan orneklem verileri icin, tekrar sayilarinin degismesi durumunda,

onceki sonuclarda oldugu gibi burada da GCV kriterinin dizgiin olarak en iyi

secim yontemi oldugu goralurmastir. Buna Kkarsihk, en kotl performansla ayni

ortalamali siralamay1, AIC., Cp ve RCP kriterleri paylasmislardir.

Tablo 5.4: n =100 hacimlik érnkelemde alti diizeltme parametresi secim metotlari i¢in ortalamasi

alinan Wilcoxon testi siralamalari

Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 100
Kriterler Gurdlth Dizeyi U. Degisim Varyans Fonk. Toplam
AIC, 4,750 4,500 4,750 4,667
GCV 1,250** 1,125** 1,250** 1,208**
cVv 3,750 3,375 2,375* 3,167
Cp 4,750 4,500 4,750 4,667
RCP 4,750 4,500 4,750 4,667
LRS 3,250* 2,500* 3,125 2,958*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 200
AIC, 4,750 4,750 4,625 4,708
GCV 1,000** 1,250** 1,125** 1,125**
cVv 3,250 2,750 2,750* 2,917
Cp 4,750 4,750 4,625 4,708
RCP 4,750 4,750 4,625 4,708
LRS 2,500* 2,375* 3,000 2,625*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 350
AIC, 5,000 4,500 4,750 4,750
GCV 1,375** 1,000** 1,375** 1,250**
cVv 1,625* 3,625 2,875 2,708*
Cp 5,000 4,500 4,750 4,750
RCP 5,000 4,500 4,750 4,750
LRS 3,000 2,875* 2,500* 2,972
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 500
AIC, 4,500 4,750 5,000 4,750
GCV 1,000** 1,375** 1,625** 1,333**
cVv 3,250* 2,625* 2,375* 2,750*
Cp 4,500 4,750 5,000 4,750
RCP 4,500 4,750 5,000 4,750
LRS 3,250* 2,750 2,750 2,917

(**) : En iyi siralamayi alan yontemi ya da paylasan yontemleri gostermektedir.
(*) : Ikinci en iyi siralamayi alan yéntemi ya da paylasan yontemleri gostermektedir
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5.8-5.10 Sekilleri incelendiginde, Sekil 5.8’de goruldigi gibi tim gurultl
duzeylerinde en iyi siralamayl GCV kriteri almistir. Buna Karsilik, ilk iki dizeyde
CV en kotl performansi gosterirken, AIC., Cp ve RCP Kkriterleri, tim dizeylerde
ayni siralamayi paylasmiglardir. Uzaysal degisim faktorinin tim dizeylerinde,
gurultd dizeyinde oldugu gibi, GCV birinci olurken, son iki dizeyde en kot
performansi CV kriteri gostermistir (bak. Sekil 5.9 ve r =3, 4). Diger yandan,
heterokadastik hata altinda, tim diizeylerde yine GCV kriteri birinci olurken, diger

tim kriterler ayni siralamayi paylasmislardir (bak. Sekil 5.10 ve r = 1,3 ve 4).
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Sekil 5.8: n =150 ve m =500 i¢in gurilti diizeyi faktoriine karsi gelen similasyon sonuclarinin
grafikleri
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Sekil 5.9: n = 150 ve m =350 i¢in uzaysal degisim faktdrine karsi gelen similasyon sonuclarinin
grafikleri
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Tilm dizeylere karsi gelen siralamalarin ortalamalarini veren Tablo 5.5
incelendiginde; gdraltd  dizeyi, varyans fonksiyonu ve uzaysal degisim
faktorlerinin etkileri altinda kalan 6rneklem verileri igcin degisen tim
tekrarlamalarda, acik bir sekilde dizgin olarak en iyi secim kriteri GCV ve onun
ardindan genel ortalamada, ikinci sirayr LRS kriteri alirken, tim faktor
duzeylerinde, en kotl performansla ayni ortalamali siralamayr AIC., Cp ve RCP
kriterlerinin paylastiklari géralmustar

Tablo 5.5: n = 150 hacimlik drneklemde alti dlizeltme parametresi segim metotlari igin ortalamasi
alinan Wilcoxon testi siralamalari

Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 100

Kriterler Gurultt Duzeyi U. Degisim Varyans Fonk. Toplam
AIC, 4,750 4,750 4,625 4,708
GCV 1,125%* 1,000** 1,375%* 1,167**

cVv 2,875 4,500 3,625* 3,667
Cp 4,750 4,750 4,625 4,708
RCP 4,750 4,750 4,625 4,708
LRS 2,750* 2,750* 4,125 3,208*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 200
AIC, 4,500 4,750 4,750 4,667
GCV 1,125** 1,125%* 1,250** 1,167**
cVv 3,000* 4,875 3,000* 3,625
Cp 4,500 4,750 4,750 4,667
RCP 4,500 4,750 4,750 4,667
LRS 3,750 2,250* 3,750 3,250*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 350
AIC, 4,500 4,500 4,250 4,417
GCV 1,125** 1,000** 1,125** 1,083**
cVv 3,875 4,125 3,375* 3,792
Cp 4,500 4,500 4,250 4,417
RCP 4,500 4,500 4,250 4,417
LRS 2,500* 2,375* 3,750 2,875*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 500
AIC, 4,750 4,500 4,875 4,708
GCV 1,000** 1,250** 1,125%* 1,125**
cVv 4,500 2,750* 2,625* 3,292
Cp 4,750 4,500 4,875 4,708
RCP 4,750 4,500 4,875 4,708
LRS 2,750* 3,500 2,625* 2,958*

(**) : En iyi siralamay1 alan y6ntemi ya da paylasan yéntemleri gosterir.
(*) : Ikinci en iyi siralamayi alan yontemi ya da paylasan yontemleri gosterir.
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5.11-5.13 Sekilleri incelendiginde, tim glrdlti duzeylerinde en iyi
siralamay1 AIC.;, GCV ve Cp kriterleri, en kotl siralamayi ise, CV kriteri almistir
(bak. Sekil 5.11 ve r = 2, 3 ve 4). Benzer bir durum, Sekil 5.12’de goruldugi gibi,
uzaysal degisim faktort icin de sOylenebilir ancak, yuksek duzeyli bir varyans
faktord icin en iyi LRS kriteri olmustur (bak. Sekil 5.12 ve r = 4). Diger yandan,
heterokadastik hata altinda, en iyi yine AIC;, GCV ve Cp kriterleri olurken, buna
karsilik, varyans faktoruniin etkiledigi tum diizeylerde en kot performansi, CV

Kriteri gostermistir.
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Sekil 5.11: n = 200 ve m =350 i¢in gurilth dizeyi faktoriine karsi gelen similasyon sonuclarinin
grafikleri
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Su ana kadar en iyi secim Kriteri olan GCV’nin yanirsa, artan 6rneklem
hacmine bagli olarak, AIC. ve Cp kriterlerinin de iyi sonug verdikleri gdzlenmistir.
Bu performanslari ortalamalar dizeyinde goérmek amaciyla, Tablo 5.6
incelendiginde; gurdltt dizeyi, varyans fonksiyonu ve uzaysal degisim
faktorlerinin etkileri altinda kalan 6rneklem verileri igin tim tekrarlamalarda,
genellikle AIC;, GCV ve Cp kriterleri en iyi performansla ayni ortalamali siralmayi
paylasmislardir. Toplmada genel olarak, en iyi yontem AIC. kriteri olurken, en
kotu ortalamali siralamay1 CV kriterinin aldigi gorilmastar.

Tablo 5.6: n = 200 hacimlik érneklemde alti diizeltme parametresi se¢cim metotlari icin ortalamasi
alinan Wilcoxon testi siralamalari

Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 100
Kriterler Guraltu Diuzeyi U. Degisim Varyans Fonk. Toplam
AIC, 3,375* 2,250** 2,625** 2,750%*
GCV 3,375* 2,875* 2,625** 2,958*
cVv 4,750 5,250 4,125 4,708
Cp 3,375* 2,875* 2,625** 2,958*
RCP 3,375* 4,375 5,125 4,292
LRS 2,750** 3,375 3,875* 3,333
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 200
AIC, 3,000** 2,750** 2,250** 2,667**
GCV 3,000** 2,750** 2,250** 2,667**
cVv 4,625 5,125 5,875 5,208
Cp 3,000** 2,750** 2,250%* 2,667**
RCP 3,750 4,375 4,000* 4,042
LRS 3,625* 3,250* 4,375 3,750*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 350
AIC, 2,750** 2,875** 2,250** 2,625**
GCV 2,750** 2,875%* 3,125 2,912*
cVv 5,375 5,375 4,250 5,000
Cp 2,750** 2,875** 3,125 2,912*
RCP 3,250* 3,000* 5,250 3,833
LRS 4,125 4,000 3,000* 3,708
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 500
AIC, 3,000** 2,625** 1,875** 2,500**
GCV 3,000** 2,625** 2,500* 2,708*
cVv 3,875* 6,000 5,750 5,208
Cp 3,000** 2,625** 2,500* 2,708*
RCP 3,875* 4,000 4,625 4,167
LRS 4,250 3,125* 3,750 3,708

(**) : En iyi siralamay1 alan yéntemi ya da paylasan yontemleri gostermektedir.
(*) : Ikinci en iyi siralamay! alan yéntemi ya da paylasan yontemleri gostermektedir
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5.14-5.16 Sekilleri incelendiginde, 6nceki sonuclara benzer olarak, tim
gurulth dizeylerinde en iyi siralamayi yine AIC,, GCV ve Cp alirken, gurdlti
duzeyleri arttikca en kotl performansi CV kriteri almistir (bak. Sekil 5.14 ve r = 2,
3 ve 4). Uzaysal degisim faktorunun ilk t¢ duzeyinde, AlIC.;, GCV ve Cp kriterleri
ayni siralamayi paylasmiglardir. Ancak, LRS iki kez en iyi olurken, yuksek bir
uzaysal degisim faktoru diizeyinde en iyi AIC, kriteri olmustur (bak. Sekil 5.14 ve
r =1, 3 ve 4). Diger yandan, en kot performansi yine tim faktor diizeylerinde CV
kriteri sergilemistir. Son olarak, varyans faktorinun etkisi incelendiginde, degisen
varyans diizeylerinin timinde, en iyi siralamayi AIC, GCV ve Cp kriterleri alirken,
en kotl siralamayi CV kriteri almistir (bak. Sekil 5.16).
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Sekil 5.14: n = 350 ve m =350 i¢in gurdltd dizeyi faktoriine karsl gelen simiilasyon sonuglarinin
grafikleri
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Yukarda verilen bilgiler dogrultusunda, secim yontemlerinin gosterdikleri
performanslari ortalamalar diizeyinde gérmek amaciyla Tablo 5.7 incelendiginde;

Tablo 5.7: n = 350 hacimlik drneklemde alti diizeltme parametresi se¢im metotlari icin ortalamasi
alinan Wilcoxon testi siralamalari

Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 100

Kriterler Guraltu Duzeyi U. Degisim Varyans Fonk. Toplam
AIC, 3,000** 2,625* 2,500** 2,708**
GCV 3,000** 3,375 2,500%* 3,308

cv 4,750 5,875 4,250 4,958
Cp 3,000** 3,375 2,500** 3,308
RCP 3,625 4,000 5,500 4,375
LRS 3,625* 1,750** 3,750 3,041*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 200
AIC, 3,000** 2,750** 3,000** 2,917**
GCV 3,000** 2,750** 3,000** 2,917**
cv 4,500 5,125 4,500 4,708
Cp 3,000** 2,750** 3,000** 2,917**
RCP 3,875 3,500* 3,875 3,750*
LRS 3,625% 4,125 3,625% 3,792
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 350
AIC, 3,125* 2,875** 2,250** 2,750**
GCV 3,125* 2,875** 2,250** 2,750**
cv 5,250 5,250 5,875 5,458
Cp 3,125* 2,875%* 2,250%* 2,750**
RCP 3,875 4,125 5,125 4,375
LRS 2,500** 3,000* 3,250* 2,917*
Orneklemin Tekrar Edilme Sayisi = 500
AIC, 3,000* 2,750** 2,250** 2,667**
GCV 3,000* 2,750** 3,625 3,125
cvV 5,750 5,375 3,750 4,958
Cp 3,000* 2,750** 2,875* 2,875*
RCP 3,875 3,875 5,000 4,250
LRS 2,375** 3,500* 3,500 3,125

(**) : En iyi siralamayi alan yontemi ya da paylasan yontemleri gostermektedir.
(*) : ikinci en iyi siralamayi alan yontemi ya da paylasan yontemleri gostermektedir.
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farkh guraltd dazeyleri iceren 350 birimlik bir 6reklemin 100 ve 200 kez
tekrarlanmasi durumunda, AIC, GCV ve Cp kriterleri birinci olurken, toplamda ise
AIC; iki kez GCV ve Cp bir kez en iyi ortalamaya sahip siralamayi almiglardir.
Ayni 350 birimlik 6rneklemin 350 ve 500 kez tekrarlanmasi durumunda, LRS
kriteri en iyi olurken, AIC, GCV ve Cp kriterleri ikinci en iyi ortalamali siralamay!
paylasmislardir. Ancak, toplamda yine AIC. iki kez, GCV ve Cp bir kez en iyi
ortalamaya sahip siralamayi almiglardir. Uzaysal degisim ve heterokadastik hata
altindaki orneklerin similasyon sonuglarinda ise, buytk ¢ogunlukla AIC, GCV ve
Cp kriterleri en iyi ortalamaya sahip siralamayi paylasirken, genelde LRS kriteri
ikinci en iyi ortalamali siralamayi almistir. Diger yandan, 6nceki similasyon
sonuglarinda oldugu gibi, burada da en kotu ortalamaya sahip bir siralamayr CV

kriterinin aldigl gorulmustur.

Orneklem hacimlerine gére yontemlerin performanslari incelendiginde, 25-
150 hacimlik 6rneklem araliginda GCV kriteri, gurulti dizeyi, uzaysal degisim ve
varyans fonksiyonu faktorlerinin etkisi altinda kalan 6rneklem veriler igin diizgln
olarak en iyi olurken, ikincilik siralamasinda en iyi LRS kriteri olmustur (bak.
Tablo 5.2-5.5). Buna karsilik AIC;, Cp ve RCP kriterleri en kotli performansi
gostermislerdir. 200-350 birimlik érneklem verileri incelendiginde, AIC,, ve Cp
kriterlerinin performanslarinin iyilestigi gérulmistir. Bu durumda, s6z konusu g
faktor altindaki 6rneklem verileri icin yapilan tekrarlarin cogunda, AIC;, GCV ve
Cp kriterleri ayni ortalamali en iyi siralamayi paylasmislardir. Diger yandan, genel
ortalamanin ¢ogunda, AIC, kriterinin en iyi olurken, kalanlar GCV, Cp ve LRS
seklinde siralanir. Ayrica, gerek faktor duzeylerinde, gerekse genel ortalamada en

kot performansi CV kriteri gostermistir (bak. Tablo 5.6-5.7).

Orneklem hacimleri artmasi durumunda similasyon sonuglarinda nasil bir
degisme olacagini gérmek amaciyla 400 ve 500 birimlik 6rneklemlerin simulasyon
sonuglari da incelendi, fakat 200 ve 350 birimlik 6rneklem sonuclarina benzer
oldugundan bu calismada yer verilmedi. Ayrica bu konuda Mammadov, Yzer ve
Aydin [64] tarafindan benzer bir calisma 4.istatistik kongresinde sunulmustur.
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5.4.3. Simulasyon Sonuglarin Oransal Olarak Degerlendirilmesi

Deneysel bir calisma olarak gerceklestirilen similasyonda, her bir faktor
duzeyi icin farkh biyuklukte (25, 50, 100, 150, 200 ve 350) alti érneklem ve farkl
sayilarda (100, 200, 350 ve 500) tekrarlamalar yapmak suretiyle s6z konusu se¢im
yontemlerinin, orneklem hacimleri ve tekrarlanma sayilarina gore nasil bir
performans izledikleri gdzlenmistir.Similasyonda toplam 288 sayisal deney
yapllmis ve bu deneylerde, s6z konusu alti dizeltme parametresi segim
yontemlerinin - MSE medyan degerlerinin  Wilcoxon testi siralanmalarinin
ortalamalarindan elde edilen, 24 ortalama performans Tablosu (6 farkl 6rneklem
ve 4 farkli sayida tekrarlama icin toplam 24 ortalama) hesaplanmistir. S6z konusu
secim yontemlerinin ortalamalar diizeyinde birinci ve ikinci en iyi siralamayi

gosteren basari durumlari Tablo 5.8°de 6zet olarak verilmistir.

Tablo 5.8’de parantez disindaki sayilar, yontemlerin ka¢ kez birinci
olduklarini, parantez icindeki sayilar ise ka¢ kez ikinci olduklarini gostermektedir.
Ornegin, giriltt duzeyi verileri icin en iyi tahmin veren A parametresinin
seciminde, GCV kriteri 21 kez birinci ve 3 kez ikinci olmustur. Ayni 6rneklem
verileri igin RCP kriteri hi¢ birinci olamazken, sadece 5 kez ikinci olmustur.
Benzer olarak, genel ortalamada GCV kriteri 19 kez birinci ve 3 kez ikinci olurken,
RCP kriteri sadece 1 kez ikinci olmustur. Bu bilgiler dogrultusunda, yapilan
similasyonda calismasinda alti segim yonteminin s6z konusu en iyi A diizeltme

parametresini segcme basari oranlari ise, Tablo 5.9’da verilmistir.

Tablo 5.9’da gorulen parantez disindaki sayilar, yontemlerin birinci olma

oranlarini, parantez icindeki sayilar ikinci olma oranlarini géstermektedir. Ornegin,

Tablo 5.8: Yontemlerin ortalama diizeyinde basari durumlari ( birinci ve ikinci olma sayilar)

Kriterler Gurultt Duzeyi Uzaysal Degisim. | Varyans Fonk. Genel Ortalama
AIC, 5(3) 8 (1) 10 (-) 8 (-)
GCV 21(3) 22 (1) 21 (-) 19 (3)
cv 1(7) - (7) 2(8) - (4)
Cp 5(3) 7 (1) 7(2) 3 (4)
RCP - (5) - (2) 2 (1) - (1)
LRS 4 (14) 1 (10) 2 (9) - (16)
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gurulth duzeyi faktoru etkisi altinda kalan 6rneklem verileri icin, s6z konusu

duzeltme parametresinin seciminde, GCV Kriterinin birinci olma orani %87.5 ve

ikinci olma orani %12.5°tir. Buna Karsilik, ayni érneklem verileri icin RCP

kriterinin birinci olma sansi yokken, fakat %20.8 oraninda ikinci olmustur.

Tablo 5.9: Yontemlerin ortalama diizeyinde basari oranlari ( birinci ve ikinci olma oranlar)

Kriterler

Gurultt Duzeyi

Uzaysal Degisim

Varyans Fonk.

Genel Ortalama

AIC,

0.208 (0.125)

0.333 (0.042)

0.417 (0.000)

0.333 (0.000)

GCV

0.875 (0.125)

0.917 (0.042)

0.875 (0.000)

0.792 (0.125)

cv

0.042 (0.292)

0.000 (0.292)

0.083 (0.333)

0.000 (0.167)

Cp

0.208 (0.125)

0.292 (0.042)

0.292 (0.083)

0.125 (0.167)

RCP

0.000 (0.208)

0.000 (0.083)

0.083 (0.042)

0.000 (0.042)

LRS

0.167 (0.583)

0.042 (0.417)

0.083 (0.375)

0.000 (0.667)
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SONUG VE ONERILER

Semiparametrik ve parametrik olmayan regresyon modellerinin
kestiriminde, splayn dizeltme yéntemi kullanilmis olup, s6z konusu ydntem esas
itibariyle, cezali en kiglk kareler toplaminin minimun problemine dayanir. Boyle
bir probleminin ¢6zimunde, bolim 5.3’de incelenen 6 secim kriterlerinden her
hangi birine gore secilen bir 4 >0 dizeltme parametresi ve bu parametreye bagli

bir S, dizeltme matrisi gerekir. S0z konusu A parametresinin sec¢imi ¢ok

onemlidir. Clinkii 4 parametresi 0’dan +oo’a degisirken, ¢6ziim interpolasyondan
basit bir dogrusal modele degisir. Eger A =00 alinirsa, cezal kareler denklemi
sabit egimli dogrusal regresyon uyumu uretir, buna karsilik 2 =0 alinirsa timuyle
esnek egimli bir interpolasyon uyumuna karsi gelir. Bu nedenle istenen ¢dzim ne
dogrusal ne de bir interpolasyon olmalidir.

Parametrik olmayan ve semiparametrik regresyon modellerinin kestiriminde
kullanilan splayn duzeltmenin esasini olusturan cezali en kiiglik kareler yontemi,
boyle bir dizeltme parametresine sahip olmasi avatajina gore en kicuk kareler
regresyonundan cok daha iyi sonuc¢ vermektedir. Bolim 4°te teorik olarak
incelenen semiparametrik regresyonu bir uygulama ile desteklemek amaciyla
bolim 4.7°de, evlerin satis fiyatlarina iliskin bir semiparametrik regresyon
modelinin kestirimi, Speckman ve kismi splayn adi altinda iki farkli yaklasima goére
yaptimistir. Ayrica, parametrik olmayan regresyonda iyi bir tahmin sonucu veren
dizeltme parametresinin secimi igin de bir similasyon ¢alismasi yapilmis olup,
Ozet olarak asagidaki sonugclar elde edilmistir:

Ik olarak yapilan uygulmada, 1987 yilinda Kanada’nin baskenti Ottawa’da
satilan 92 mdastakil evin satis fiyati ve evlerin Kkarakteristiklerini gosteren
degiskenler arasindaki iliskiler arastirilmistir. Bu arastirmada, hem parametrik
hemde semiparametrik regresyon analizi yapiimistir. Elde edilen sonuglara gore,
evlerin satis fiyatlarint AU degiskeni ters yonde etkilerken, kalan tim degiskenler
ayni yonde etkilemistir. Semiparametrik regresyon modeli ile yapilan parametre
tahminlerinin dogrusal regresyon modeli ile yapilan parametre tahminlerinden ¢ok
daha dstin oldugu gorilmisttr. Diger bir ifadeyle, semiparametrik regresyon
modeli, bagimh degiskendeki degisimlerin ¢ok Onemli bir kismi agiklarken,
parametrik regresyonla kiyaslanmayacak derecede az hata yapmistir. Ayrica,
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semiparametrik regresyon modelinin parametrelerin arahik kestirimleri, yine
parametrik regresyon modelinin aralik kestirimlerine gore oldukca dar bir aralikta
yer almistir.

Bir diger uygulama olarak gerceklestirilen simulasyon galismasinda, gurulti
duzeyi, uzaysal degisim ve varyans fonksiyonu faktorlerinin etkileri altinda
olusturulan érneklem verilerinde, s6z konusu faktorlerin etkilerini belirleyebilmek
icin toplam 288 sayisal deney yapiimistir. Bu sayisal deneyler, her bir faktor diizeyi
icin farkh sayida tekrarlama ve fakli blyuklikteki 6rneklemlerden olusmaktadir.
S6z konusu sayisal deneyleri olusturan veriler, parametrik olmayan ve
semiparametrik regresyonun deneysel uygulamalarinda yaygin olarak kullanilan

veri seti modellerinden rassal olarak yaratiimistir.

Simulasyon yoluyla elde edilen 25-150 birimlik 6rneklemlerde, GCV
kriteri, glralti dizeyi, uzaysal degisim ve varyans fonksiyonu faktorlerinin
etkileri altinda dizgun olarak birincilik siralamasinda en iyi se¢cim yontemi
olurken, ikincilik siralamasinda en iyi yontem LRS kriteri olmustur. Buna
karsihk, ayni hacimlik o6rneklemlerde, AIC., Cp ve RCP kriterleri en koti
performans gosteren yontemler olmuslardir. Fakat artan érneklem hacmine bagli
olarak diger bir ifadeyle, 200 birim ve daha bulyik 6rneklemlerde, bu kriterlerden

AIC,, ve Cp “nin performanslarinin iyilestigi goralmustr.

Simulasyon geneline bakildiginda, tim faktor dizeylerinde ve genel
ortalamada, birincilik siralamasi yliksek oranda bir basari gostergesiyle GCV
secim kriteri, bunu takiben GCV’nin elde ettigi basaridan cok daha distk
oranlarda AIC.,ve Cp secim kriterleri birincilik siralamasinda yer almistir. Ayrica,
tim sayisal deneylerin sonucunda, ikincilik siralamada en ylksek basari orani
gostergesiyle, en iyi secim yontemi LRS kriteri olmustur. Diger taraftan, 288
sayisal deneyin biyik cogunlugunda en kotu performans gosteren yontemlerin
RCP ve CV sec¢im kriterleri oldugu gortlmastr.

Ozet olarak, similasyon calismasi sonucunda asagidaki gozlemler ortaya
konmustur:

o Genel ortalamada AIC. kriteri 25-150 birimlik drneklemlerin similasyon
sonuclarinda en koti performansa sahipken, 200-350 birimlik

orneklemlerde iyi bir performans gdstermistir.
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o Similasyona genel olarak bakildiginda, faktor duzeyleri ve genel
ortalamada en iyi basariyt GCV kriteri saglamistir.

o Yine similasyon geneline bakildiginda, faktor dizeylerine gore ve genel
ortalamada ikincilik siralamada en iyi basariyr LRS kriteri saglamistir.

o Tum similasyon deneylerinde iki klasik metot AIC. ve Cp kriterleri, tlim
faktor dizeylerinde gok yakin sonuglar vermislerdir.

o Guralth dazeyli faktoru icin GCV kriterinden sonra AIC. ve Cp kriterleri,
en iyi performansla ayni siralamayi paylasmislardir.

o Heterokadastik hata faktort altinda, GCV en yiksek basari orani alirken,
CV, RCP ve LRS kriterleri, disuk bir basari orani ile ayni siralamayi
paylasmislardir.

o Tum sayisal deneyin blylk ¢ogunlugunda, RCP ve CV kriterleri en koti

performansa sahip olmuslardir.

Bu durumda yukaridaki sonuglara gore, tavsiyemiz su sekildedir: TUm
faktor dizeylerinde ve genel ortalamada, birinci siralamada en yiksek basari
oranina sahip GCV kriteri, 150 birimden bilylk olan 6rneklemlerde GCV’ye
ilaveten AIC,,ve Cp kriterlerini, bunun yani sira, 288 sayisal deneye sonucunda,
ikinci siralamada en yiksek basari orani gosteren LRS Kkriterini kullanmayi

Oneriyoruz.
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EK-1: Semiparametrik regresyon analizi i¢in algortima

Adim 1:
Adim 2:

Adim 3:

Adim 4:

Adim 5:
Adim 6:

Adim 7:

Adim 8:

Adim 9:

Adim 10:

Analizde kullanilan degiskenlere iliskin veriler girilir.

Parametrik olmayan degiskenin degerleri fakli ve sirali halde yeniden
dizenlenir.

Parametrik olmayan degiskenin siradan degerleri satirlarda, farkl ve
sirali degerleri sltunlarda gosterilmek suretiyle, bolim 4.2.1°de
tanimlanan N -tekraralanma matrisi elde edilir.

Parametrik olmayan degiskenin farkl ve sirali degerlerine gore, bolim
3.2°de tamimlanan Q, Rve K =QR™'Q" matrisleri elde edilir.

A dizeltme parametresi icin | tane deger girilir.

Her bir | degeri igin S, = N(N'N+AK)™*N" dizeltme matrisi
hesaplanarak, bagimli ve parametrik degiskenlerde donusiim saglanir.
Domistmi yapilan degiskenlere gore (4.20) yada (4.29) matrisleri
elde edilir.

Adim 5’te tanimlanan her bir | degeri icin (4.20) veya (4.29)
matrisleri, bolum 5.3’te tanimlanan AIC;, GCV ve CV secim
kriterlerinde kullanilarak, s6z konusu bu kriterlerin minimum degerleri
bulunur. Her bir se¢im kriterini minimum yapan | degeri A dlzeltme
parametresi olarak segilir ve bu parametreye uygun (4.20) yada (4.29)
matrisleri dikkate alinir.

Adim 7°de tanimlanan secim kriterlerinden herhangi birine gore

secilen A parametresini kullanilarak, diger bir deyisle A, pilot

duzeltme parametresi belirlenerek, (5.11)’de verilen varyans Kkestiricisi
veya (4.30)’da verilen Gasser’in varyans kestiricisi hesaplanir.

Adim 8’de elde edilen sonugclar yardimiyla, Adim 7’de verilen islemler
bu kez C,, RCP ve LRS kriterleri i¢in yaptlir.

Her bir se¢im kriterinin minimum yapan | degerine gore, adim 6’da
verilen dizeltme matrisi yardimiyla donisimia yapilan bagimli ve
bagimsiz degiskenlere gore, semiparametrik modelin (4.18) veya
(4.27)’de tanimlanan parametrik katsayilari ve (4.19)’da verilen

parametrik olmayan fonksiyonun aldigi degerler vektori elde edilir.
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EK-1: Devam

Adim 11:

Adim 12:

Adim 13:

Adim 14:

Adim 15:

Adim 16:

Adim 7’da tanimlanan (4.20) veya (4.29) matrisleri yardimiyla
belirlenen bagimli  degiskeninin tahmini ve gercek degerleri
kullanilarak, semiparametrik modelin  R*  belirlilik katsayisl,
R?=y"y/y"y formiilii ile hesaplanir.

Semiparametrik modelin f& parametrik katsayilarinin anlamlihgi (4.33)

formili ile verilen, df =n—tr(S,)—k (serbestlik derecesi) ile t-

dagilimina sahip bir test istatistigi yardimiyla degerlendirilir. Diger
taraftan yapilacak bir F testini icin (4.35)’de tanimlanan forml
kullanthr.

Adim 10’da elde edilen f& katsayilar vektorinun 100(1—a )% glven

araligl (4.36)’da verilen formil ile belirlenir.

Parametrik olmayan fonksiyonun aldigi degerler vektorinin
100(1-a)% glven araligl, (4.38)’de verilen formil yardimyla
belirlenir.

Adim  15’te  gerceklestirilen  fonksiyonu  bicimsel  olarak
degerlendirmek icin (4.37) formllu ile tanimlanan F-test istatistigi
kullanilir,

Parametrik olmayan fonksiyonun aldigi degerler vektoriine ait grafik

cizdirilir.
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EK-2: Splayn dizeltme regresyonu ve diizetme parametresinin se¢imi

konusunda yapilan simulasyon c¢alismasi igin algoritma

Adim 1:

Adim 2:

Adim 3:
Adim 4:

Adim 5:

Adim 6:

Adim 7:

Adim 8:

Adim 9:

x=({-0.5/n), i=1,..,n seklinde tanimlanan parametrik olmayan x
degiskeninin n 6rneklem hacimi ve i’ye baglh degerleri elde edilir.
Parametrik olmayan degiskenin farkl ve sirali degerlerine gére, bolim
3.2’de tanimlanan (n,n-2) boyutlu Q, (n—-2,n—2) boyutlu R ve
K =QR™'Q" matrisleri elde edilir.

A dizeltme parametresi icin | tane deger girilir.

Deneyde oOrneklem olusturmada kullanilan verileri elde etmek icin
Tablo 5.1’de genel formda verilen modeller kullantlir.

Her bir | degeri icin (3.35)’de verilen S, = (1+AK)™ diizeltme matrisi
degerlendirilip, f=(f(x),..., f(x,)) splayn duzeltme kestiricisine
karsi gelen degerler vektord, (3.34) veya (3.36) formulleri yardimyla
elde edilir.

Adim 3’te tanimlanan her bir | degeri i¢in S, = (1+AK)™ matrisi
hesaplanir. Bu matris yardimyla bolim 5.3’te tanimlanan AIC., GCV
ve CV secim kriterlerin minimum degerleri bulunur. Her bir se¢im
kriterini minimum yapan | degeri, A4 dizeltme parametresi olarak
secilir ve bu parametreye uygun S, =(1+AK)™ dizeltme matrisleri
dikkate alinir.

Her bir se¢im kriterini minimum yapan | degerine gére Adim 6’da
hesaplanan S, = (I+AK)™ diizeltme matrisleri yardimiyla adim 5’te
gerceklestirilen splayn duzeltme kestiricileri elde edilir.

Adim 6°da tanimlanan secim Kkriterlerinden herhangi birine gore

secilen A parametresini kullanilarak, diger bir deyisle 4, pilot

duzeltme parametresi belirlenerek, (5.11)’de verilen varyans Kkestiricisi
hesaplanir.

Adim 8°de elde edilen sonuglar yardimiyla, Adim 6 ve 7°de verilen
islemler bu kez yine bo6lim 5.3’te tanimlanan C,, RCP ve LRS

kriterleri icin yapilir.
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EK-2: Devam

Adim 10: Her bir se¢im Kriteri i¢in hata kareler ortalamasi hesaplanir.

Adim 11: Herbir se¢cim Kriterinin hata kareler ortalamasinin logaritmasi (log
MSE) ve medyan degerleri hesaplanir.

Adim 12: MSE medyan degerleri kiiglikten buytge dogru siralanir.

Adim 13: Herhangi iki secim metodun MSE degerleri meydani arasindaki farkin
anlamli olup olmadigi, %5 anlam dlzeyinde eslestirilmis Wilcoxon
isaretli sira testi ile degerlendirilir.

Adim 14: Tablo 5.1°de verilen her bir faktor icin tipik bir benzetim veri dizisiyle
gercek regresyon fonksiyonunun grafigi ve AlC., GCV, CV, Cp, RCP
ve LRS kriterlerinin logeMSE degerlerin kutu grafikleri gizdirilir.



