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Bu tezde rassal değişkenierin fonksiyonlarının dağılımları 

araştırılırken kullanılan klasik Değişken Değiştirme ve Dağılım 

Fonksiyonu metotlarına alternatif olan, Heaviside genelleşmiş 

fonksiyonu ve Dirac delta genelleşmiş fonksiyonuna dayalı bir metot 

geliştirilmiştir. 

Bu metot sürekli rassal değişkenierin hem dağılımılll ve hem de 

yoğunluk fonksiyonunu bulma olanağı sağlamamu yam sıra kesikli 

ra .. "iHal dcğil:lkcıılcr için gcııcllcl:lnıiş yoğunluk fonkHiyonu kavramı 

tanımlamaya imkan sağlamıştır. Böylece sürekli rassal değişkenierin 

ve kesikli rassal değişkenierin aym şekilde incelenebilme imkanı elde 

edilmiştir. 
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In this thesis, a method of obtaining distributions of 

transformed random variables was developed. This method based 

on the Heaviside generalized function, the Dirac delta generalized 

function and can be considered as alternative to classical Change of 

Variable and Distribution Functions methods. 

Mentioned method allowed to obtain the distribution 

functions or the density functions of continuous random variables, 

and also defined the concept of generalized density function for 

discrete random variables. So, the opportunity of examining 

continuous random variables and discrete random variables in the 

same way was obtained. 
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ı GİRİŞ 

Ola..'-lılık t.eoriı:ıiııiıı ve ırıııLcırmLikı:ıel isLııLiı:ıLigiıı eıı önemli koııularıııdmı biri 

nu;sı_d degiışkeuleriıı dagılırnları teoriı:ıidir. n sayıda X 1 , ••. , X n rassal deği9keıı 

verildiğinde bu değişkenlere bağlı bir Y = ep( X ı, ... , Xn) dönüştürülmüş 

rassal değişkeninin dağılımı ve bu rassal değişkenler sürekli olduğunda 

yoğunluk fonksiyonunun bulunması sık sık ortaya çıkan problemlerden biridir. 

Bu problemi çözmek için kullanılan bir çok metot vardır. Ancak bu metotlar 

arasında en çok kullanılan Değişken Değiştirme Metodu, Dağılım 

Fonksiyonu Metodudur (bakınız, [1-4]). Bu metotları kullanırken metotların 

bir çok kısıtı ve işlem zorluğu vardır. Örneğin Değişken Değiştirme Metodu 

uygulanırken, n tane sürekli rassal değişkenin dağılımı bilindiğinde, bunlara 

bağlı Y cp(Xı, ... , Xn) rassal değişkeninin dağılımı araştırıldığında, 

önceliklen-ltane dikkatli seçilmiş yardımcı değişken tanımlanmalı, n x n'lik 

bir Jacobiyen hesaplanmalı ki bu Jacobiyen sürekli olmalı ve O olmamalıdır. 

Tüm bu işlemlerin ardından n tane dönüştürülmüş değişkene bağlı yoğunluk 

fonksiyonundan aranılan değişken in marjinal yoğunluk fonksiyonu n- 1 sayıda 

integral alınarak bulunur. 

Dağılım Fonksiyonu Metodunda aynı durum ele alındığında, sürekli rassal 

değişkenlere bağlı y cp(Xı, ... , Xn) dönüştürülmüş rassal değişkenin 

yoğunluk fonksiyonunu bulmak için ilk önce onun dağılım fonksiyonu bulunmak 

zorundadır. 

Bu metotlarda böylesine işlem sayısının fazla olması ve bu işlemlerin 

zorluğu bu metotlara alternatif bir metot arayışına gidilmesine sebep olmuştur. 

Bu anlamda ilk adımı Chi ve Au [5] atmıştır. 

Chi ve Au 'nun çalışmasında sürekli rassal değişkenlere bağlı dönüştürülmüş 

rassal değişkenin yoğunluk fonksiyonunun bulunmasında Dirac delta genelleşmiş 

fonksiyonu uygulanmıştır. Kesikli rassal değişkenierin dağılımı için Kronecker 

delta sembolü uygulanmıştır. 

Bu tezde rassal değişkenierin ve dönüştürülmüş rassal değişkenierin 

ı 
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clağılıırılmının bulurınıasında geliştirilmiş metot Heaviside genelleçmiş 

foııksiyoııuııa ve Dirac delta genelleşmiş fonksiyonuna dayalıdır. Heaviside 

gcııcllcqıııİ9 fonksiyonunun uygularınıası sürekli rassal değişkenlere bağlı 

diiııiiı;;t iiriilıııiiı;; nıssnl d<~ğiı;;k<~ııiıılı<~nı dnğılınııııı lımnde yoğunluk fonksiyonuım 

bıılıııa ol;ııınğı sağlmıımıııı yanı sıra kesikli nıssal değişkenler ic.~in gcndle~ırıiş 

yoguuluk fo~tksiyouu kavnuııı t.aııımlaıwı ulaııağı saglaııııştır. 

Döyl<~<:<~ gdiştirilen bu metot sayesinde sürddi rassal değişkenierin ve kesikli 

nıssal değişkenierin aynı şekilde incelenebilme imkanı elde edilmiştir. Bu f.ikir 

difennısiyel denldemler teorisinde adi, fonksiyonel-diferansiyel, kısmı türevli 

clifcran::;iyd denklemlerin aynı bir soyut diferansiyel denklem altında 

birlcştirih~rck incelenebilemesi olanağına benzerdir(bakınız, [6]). 

Du c,:alışmada elde edilen metodun üstünlükleri kısaca şöyle sıralanabilir. 

1. Heavisidc genelleşmiş fonksiyonu ve Dirac del ta genelleşmiş fonksiyonu 

yardınııyla bu metot hem kesikli, hem de sürekli rassal 

d<~j!;i9kenler için uygulanabilir. 

2. Dcğiqkeıı Değiştirme lVIetodunda olduğu gibi, dönüşümün 

tmııınlaııahilmesi için ilave yeni değişkenierin tanımlanmasına bu metotcia gerek 

kalmaz. 

3. J acobiyen hesabına gerek kalmaz. 

4. Du metot dağılıırı fonksiyonunu bulmadan direk yoğunluk fonksiyoııunu 

bulma olanağı sağlar. 

Durada ırwtodun uygularınıasında bilinmeı:ıi gereken en önemli husus Dirac 

cldta g()llelleşmiş fonksiyonunun bazı özellikleridir. Bu çalışmanın amacı rassal 

dcğişkeııkriıı dağılımlan araştırılırken kullanılan klasik metotlara 

llmvisid<~ geııellc~mi~ forıksiyoııu Vt) Dirac delta genelleçmiş fonksiyonu 

ycırdııııı.vl<ı alternatif bir metot sunmaktır. 

Dirinci bölümde soııraki biiliiıııh)nk ihtiyaç duyulan bazı kavramlar: olasılık 

teorisinin temel kavranılan, genelleşmiç fonksiyonlar, Dirac del ta genelleşmiş 

fonksiyonu ve özellikleri, Heaviside genelleşmiş fonksiyonu verilmiştir. Ayrıca 

bu böl ümde Dirae del ta. genelleşmiş fonksiyonunun bu çalışmada ihtiyaç: 

2 



dııyıılaıı iizdliklmiııiıı ayrıntılı ispatı yapılnw~tır. 

İkinci bölümele dönüştürülmüş rassal değişkenierin dağılırnlarıııın 

bulunıııası için çeşitli klasik metotlar verilmiş ve problemler üzerinde 

1 ıı ı metotların uygulamaları yapılmıştır. 

Üçüncü bölümele Heaviside genelleşmiş fonksiyonu ve Dirac delta genelleşmiş 

foııksiyoım yardımıyla dönüştürülmüş kesikli ve sürekli tipte nissal 

d<'ti;i~k< ~ı ı 1< ~ri ı ı da.ğılıııı ları içiıı lı u çnl ı~ııın.ıııııda o cl nk ııokt.ası olaıı ıııet.ot. 

wrilıni~ v<~ problemler iizeriııde ııygıılaınaları yapılmıştır. 

1 )iircliiıwii lıi"ıliiıııdc•. Inı lc•JI,clı·, vı·.rilı·ıı r:ıss:ıl ıky;i~kı~ıılı·riıı cl:w,ılııııl:ırıııııı 

lııılııııııwsıııcla uygulaııaıı Değişken Değiştirme metodu, Dağılım Fonksiyonu 

ııu~todıı, Dinı.c ddLa g<~ııdlcşıııiş foııksiyoıııı yardıuııyla geli~tirileıııııdoL ~<~şit.li 
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2 TEMEL KAVRAMLAR 

2. 1 O I asılık U zayı 

U lıo:-;; <ılııınynıı lu~rlıaııgi lıir kiiııu~ vı~ Ada oıııııı a.H. kiiııH~lmiııdı~ıı olıı:-;;aıı 

lıir kiiıııckr sist.uııi olsıııı. Eğm lp foııksiyoıııı A da ta.ıııııılı 1-'/~I'<_~eı (kğı~rli lıir 

foııksiyoıı is1~ rp bir kiiıııc foııksiyoııudıır. ller A E A i<;iıı rp(A) ~ O oluyorsa rp 

ııegatif ulırıayarı bir kiiın<~ foııksiyoııııdıır. 

Bir n kümesinin alt kümderiııdcn oluşan :F kümeler sistemi için 

1) 0 E F, 

2) A E :F ikcıı Ac = (n-A) E F, 
00 

:3) i = 1, 2, ... için Ai E :F iken U Ai E :F özelliklerini sağlıyorsa. :F bir 
i ı 

o <"!•biridir. 

:F bir rr cebri ve rp de :F üzerinde tanımlı bir küme fonksiyonu olsun. Bu 

dıınııııda rp <1~ağıdaki özellikleri sağlarsa bir ölçü tanımlar. 

1) rp(0) =O. 

2) { A;}, :F' de tarımılı ayrık bir kümeler dizisi ise 

00 00 

rp(U A) = 2: r.p(A). 
i=l i=l 

n herhangi bir küme olmak üzere :F de n kümesinin alt kümelerinden 

olıı~an bir rr-cebir olsun. P, :F üzerinde tanımlı bir ölçü ve P(n) = 1 ise 

(n, :F, P) iiçlüsüııe bir olasılık uzayı denir(bakınız, [7], [8]). 

2. 2 Rassal Değişken 

(0, :F, P) bir olasılık uzayı ve X : n ---t R olsun. Eğer :ı: E R içiıı 

x-1((-oo,.r]) kümesi :F sistemi içinde yani {w E n : X(w) S x} ise X 

bir ra::ısal değişkerıdir. 

{w E n : X (w) S .T} E :F üzelliği X rassal değişkeninin ölçülcbilir­

liğiııi ifack~ etmektedir. Bu özellik sayesinde Vx E R için bir fonksiyon yani 
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Fx (:ı:) = P( X ::; .T) fonksiyonu taıııııılanalıilir. Buna rassal değişkeninin 

dağılım fonksiyonu denir. 

2. 3 Rassal Değişkenin Dağılımı 

Öııcc tmuınlaudığı gibi eğer X bir rassal değişken ise onun dağılım fonksiy-

oıııı 

Fx(:r) = P(X::; x) 

olarak tanımlanır. 

Buraclaıı gözüküyor ki dağılım fonksiyonu Fx (.r), x E (-oo, oo) aralığında 

tanırnlanrruş bir fonksiyonclur. 

2.4 Rassal Değişkenierin Dağılıma Göre Sınıflandırılması 

Rassa.l değişkeııin yukarıda ta.nırnlanınış dağılım fonksiyonu ya.ııi 

Fx(x) = P(X::; x) 

fonksiyonunun x 'e bağlı özellikleri sayesinele rassal değişkenierin sırııflanclınl­

maı;ı yapılabilir. R.assa.l değişkenler dağılıma. göre kesikli ra.ssa.l değişken, mut­

lak sürekli rassal değişken, singular rassal değişken ve bunların çeşitli topl.aın­

larıncla.ıı oluşan raı;sal değişken olarak sınıflan dırılırlar. 

2.4.1 Kesikli Rassal Değişken 

Fx(:ı:) dağılım fonksiyonu X'in basa.maklı ve monoton artan bir fonksiyonu 

is<~ X'e k<~sikli rassal değişken denir. Kesikli rassal değişken sayılabilir sayıda 

değerlere sahiptir. Kesikli rassal değişkenin hemen hemen heryerde türevi O'a 

e9ittir(bakınız. [9]). 

5 
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2.4.2 Mutlak Sürekli Rassal Değişken 

Fx (;ı:) dağılım fonksiyonu .X'in mutlak sürekli bir fonksiyonu ise .X'e mutlak 

sürekli ra.ssal değişken denir. 

F(:r) dağılım fonksiyonu mutlak sürekli olduğunda yoğunluk fonksiyonu iki 

farklı dunnnda olabilir. Yoğunluk fonksiyonu sürekli olan durum ki bu klasik 

teoride kan;ııla.şılan sürekli rassal değişkenin yoğunluk fonksiyonudur. 

Yoğunluk fonksiyonu süreksiz olan durum ki bu klasik teoride karşılaşıl­

ınaymı mutlak sürekli rassal değişkenin yoğunluk fonksiyonudur. 

Not: Her bir mutlak sürekli fonksiyon hemen hemen heryerde türeve sahip­

tir ve tiircv fonksiyonu toplamsaldır. 

2.4.3 Singular Rassal Değişken 

F x (:ı;) dağılım fonksiyonu sürekli fonksiyon olmanın yanı sıra hemen hemen 

heryerde türevi sıfıra eşit ise buna singular dağılım denir. F x ( :r) dağılım 

fonksiyonu sirıgular dağılını ise .X'c singular rassal değişken denir. 

Genellikle keyfi bir dağılıııı bu dağılımların toplamı şeklinde yazılabilir. 

F (:ı:) siııgular rassal değişkcniıı dağılım foııksiyonu olsun. F ( .r) fonksiyonu 

sürekli olınanın yanısıra hemen hemeıı heryerde 

dF(.r) ( ) -- = O v<~ F( oo) - F - cxı = 1 
(l:r 

dir. Bu tür dağılım fonksiyonuna örnek olarak [10] da verilen bütün değişimi 

[O, 1] aralığında bulunan Cantor eğrisi gösterilebilir: 

F(x) =O eğer x :::; O, F(x) = ı eğer x;::: ı ve Cantor eğrisi a.şağıdaki gibi 

tanımlanır. 

[0, 1] aralığı 3 eşit 
ı ı 2 2 

[O, 3], [3, 3], [3, ı] 

ı 2 ı 
a.ralıklarıııa bölünür. "İç" aralık da yani x E [3, 3 ı aralığında F(x) = 2" dır. 

Kalan iki aralık yeniden üç eşit kısma bölünür. Ve herbir "iç" aralıkta f(x) 
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fonksiyonu değeri ~ ve ~'e eşit olduğu kabul edilir. Yani 

{ 

ı ı 2 
4 xE[g'gl 

F(.ı;) = 3 7 8 
4 .TE [g, gl 

dir. Bundan sonra kalan aralıkların herbiri yeniden 3 kısıma bölünerek "iç" 

aralıklarda F(x) fonksiyonunun değeri önce tanımlanmış komşu iki değerin 

ortalarnasma eşit kabul edilir ve bu böylece devam ettirilir. 

F(x) fonksiyonunun sabit olduğu "iç" aralıkların uzunluklarının toplaını 

eşittir: 

ı 2 4 ı~2k ı ı 
3 + 9 + 27 + ... = 3 L.) 3) = 3.--2 = ı. 

k=O ı--
3 

F(.x) fonksiyonu iç aralıkiara ait olmayan noktalarda. sürekli olarak tanımlanır. 

Genel şekilde 

( 
2k- ı n-ı 

F x) = , k= ı, 2, ... , 2 . 2n 

Bumcia n "iç:" aralıkların sayısı başka değişle F(.ı;) fonksiyonunun aldığı değer-
2k- ı 

leriıı sayısıdır. 
2

n , k = ı, 2, ... , 2n-ı değerleri [0, ı] aralığının heryerinde 

sıktır. Ycuıi [0, ı] aralığının herbir noktasının istenilen küçük komşuluğunda 

bu diziden en az bir değer vardır. F(x) dağılım fonksiyonunun grafiği şekil 2.1 

d<~ güriilıııd<t.cdir. 

F(x) 

3/4 

ı 12 

ı 14 

n 
r--ı ı 
ı ı : :i ı ı ı 

.--------, ı ı ı ı ı 
,......, ı lı ı ı ı ı 
' 'ı ı ı ı ı ı 

,......., ı ı ı ll ı ı ı ı 
ı ı ı ı ı ll ı ı ı ı 

n 1 1 : :ı :: 1 : :ı 
2 2 7 8 

- - - -
9 9 3 3 9 9 

Şekil 2.1: Caııt.or basamağı 
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2.5 Genelleşmiş Fonksiyonlar 

Geııcllc~~nıi~ fonksiyon kavramını tanımlamak için önce bazı temel kavrarn­

lar biliıııııdiclir. Sözkonusu kavramlardan biri test fonksiyonu kavramıdır. 

2.5.1 Test Fonksiyonları 

Geııelle~rni~ fonksiyonlar, fonksiyonel gibi tanımlandıkları için önce bu fonksiy­

onellerin tanımlarıdığı fonksiyonlar kümesini belirtrnek gerekiyor. 

Bu tür fonhıiyonlar kümesine test fonksiyonları kümesi denilecek Ve [( 

ile gösterilecek. J( kümesi bütün ınerteben türevlere sahip, sınırlı taşıyıcılı 

(boundecl support) <p(.ı:), x E Rn fonksiyonlarından oluşan bir kümedir. <p(x) 

fonksiyonunun taşıyıcısı denildiğinde öyle .ı:'ler anlaşılır ki bu x'ler için ıp(x) =1-

0 dır. Buradan f('ya ait olan test fonksiyonun herbiri herhangi bir sınırlı küme 

dı~ında özeleşlikle sıfıra eşit olmak zorunda olduğu sonucu ortaya çıkmaktadır. 

Önıeğin, :c E R2 olduğunda, <p(x) fonksiyonunun taşıyıcısı sınırlı bir hıpalı 

eğri yayı ise bu eğri yayı üzerinde bütün mertebeden tilrevler O'a eşit olmak 

zonıııcladır. 

Test fonksiyonların oluşturduğu K kümesine test fonksiyonlar uzayı denir. 

Test foııksiyonlarırı toplamı ve reel bir sayı ile çarpımı test fonksiyonu olduğu 

için teı;t. fonksiyonlar uzayı lineer uzaydır. 

'Pı (:ı:), <p2 (:r), ... , 'Pn(x), ... test fonksiyonlar dizisinin herbir fonksiyonu belli 

bir bölgenin dışında O'a eşit ve bu dizi bütün mertebeden türevleriyle birlikte 

O'a uııiforrıı yakııısıyor ise o zaman dizi O'a yakmsıyar denir. 

Örııek olarak a~ağıdaki fonksiyon gözönüne alınabilir. 

ıp(:r;, u.) = { 
o, 

a2 
exp (-

2 2 
) , eğer r < a ise 

(1, - T 

eğer T ~ a ise 

r= ı·~ı >a VLX.X- ' 
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dizisi f('da yakııısaktır. 

X 
~~~(:ı:)= v- 1'P( -, a) T/ = 1, 2, ... 

V 

dizisi kendi bütün mertebeden türevleriyle O'a uniform yakınsar. Ancak J('cla 

yakınsanıaz çünkü dizinin bütün fonksiyonları için sınırlı ortak bir bölge yoktur 

ki o bölge clıçında hepsi O olsun. 

/\'ya ait. olan fonksiyonlar bir çok özelliğe sahiptir (bakıııız, [ll]). Örneğin, 

sıııırlı ta~ıyıcılık özelliğine sahip verilmiş sürekli f ( x) fonksiyonu için !('ya ait 

öyle bir ~(.ı;) vardır ki .f(x)'e istenildiği kadar yakındır. Yani bütün x'ler ve 

her bir c > O için 

IJ(x)- ~(x)l <c. 

2.5.2 Genelleşmiş Fonksiyonlar; 

Dirac Delta Genelleşmiş Fonksiyonu 

I\' da taııımlanmış sürekli lineer fonksiyonel denildiğinde öyle bir kural ver­

ildiği anlaşılıyor ki bu kurala göre ]('dan olan herbir 'P( x) ile aşağıdaki koşulları 

sağlayan (.f, ~) reel sayısı karşılaştınlır. 

( a) Her bir cı: ı ve az sayıları ve ]{'dan olan 'Pı ( x) ve 'Pz ( x) il<:i fonksiyon 

olrııak üzere 

koşulu sağlanır. Bu özelliğe .f'nin lineediği denir. 

(b) 'Pı, 'fz, ... , 'fv, ... dizisi K'da O'a yakınsıyor ise 

(!, ~1), (!, 'P2), ... , (.f, ipv) ... 

di:,~,isi O'a yakııısar. Bıı ö:wllik .f'ııin süreklilik özelliğidir. Örneğin, f(x) Rn 

de lıer bir sınırlı bölgede mutlak integrallenebilir bir fonksiyon ise (J lokal 

toplaııahilir bir fonksiyon olduğunda) bu fonksiyon yardımıyla K'dan olan her 

bir tp(:ı:)'c 

(.f, 'P) = ./ f(x)'f(.x)dx (2. 1) 
Rn 
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sayısı kar~ılık gelir. Burada (2.ı)'cleki integral cp(x)'in sıfıra eşit olmadığı bölge 

üzerinden alınınalıdır. 

Kolayca görülebilir ki, f fonksiyoneli için ( a) ve (b) özellikleri sağlaııır. 

Burada (b) özelliği integrant uniform yakınsadığında, integral dışındaki limitle 

integral i~aretiııin yer değiştirmesi özelliğinden ortaya çıkar. (2. ı) eşitliği K 

üzerinde ta.ııınılaumış sürekli lineer fonksiyoııelin birkaç özelliğini ifade etmek­

tedir. Diğer özellikler daha sonra sunulacaktır. 

J('daıı olan her bir cp(x) fonksiyonuna bu fonksiyonun x = x0 noktasındaki 

cp(:r:0 ) değeri km:şılık gctirilirse, o zanıan (a) ve (b) koşullarını sa.ğla.yaıı bir 

foııksiyoııel tanıınlanmı~ olur. Ancak bu fonksiyonel (2. ı) şeklinde ifade edile­

mez. Y;-uıi bu foııksiyonellokal integrallenebilir bir f ( x) fonksiyonu yardımıyla 

(2. ı) integrali şeklinde gerçekleştirileınez. Bu aşağıdaki gibi gösterilebilir. 

Her biri ]('dan olan cp(x) için 

.! f(x)cp(x)dx = cp(O) 

R" 

ko~ıılmıu sağlayan lo kal integrallenebilir f ( x) fonksiyonu olduğunu varsayalım. 

Yukardaki örnekte dikkate alınan cp(x, a) fonksiyonu için 

.! f(x)cp(;r:, a)rLı: = cp(O, a) = e-1
. (2.2) 

Rn 

Ancak a ---7 O, (2.2) eşitliğinin sol tarafındaki integral sıfıra yaklaşıyor. Bu ise 

c- 1 sonucu ile çelişmektedir. 

Yukarıda tanımladığımız yani herbir cp(x) E K için değeri cp(x0 ) olan ve (a) 

ve (b) koşullarını sağlayan ancak (2.1) eşitliği gibi yazılamayan fonksiyonele 

o(:ı.:) Dirac delta genelleşmiş fonksiyonu denir. 

Taıııına göre 

(o(.r-), cp(x)) = cp(O) 

yazılır. Genellikle bu 

(o(.r-- .To), cp(x)) = cp(xo) 

lO 



şekilde yazıla.bilir. K üzerinde taııırrılanmış lineer sürekli fonksiyon olarak 

gcııellcçıııiç fonksiyon tanırnlaııdı. Genelleşmiş fonksiyonlar hakkında daha 

ayrıııtılı bilgi i<;in [ll] önerilebilir. Eşitlik (2. 1) şeklinde verilen foııksiyonlara 

rcgular, diğer fonksiyenlara da singular genelleşmiş fonksiyon denir. Dirac 

clelta genelleşmiş fonksiyonu da bu singular genelleşmiş fonksiyonlardan biri­

sidir. Daha sonraki bölümler de rassal değişkenierin dağılımları teorisinde 

öııcmli yere sahip olan Dirac delta genelleşmiş fonksiyonu detaylı olarak in­

celenecektir. 

2.5.3 Genelle§mİ§ Türev Kavramı 

ep test fonksiyonu olsun. Bu dururnda 

00 00 

(f, ep') = / j(:ı;)ep'(.T)dı: = / j(.T)dep(x) 
-oo -oo 

00 

f(x)ep(::c) l~oo- ./ v(x)ep(x)dx 
-oo 

00 

J( oo )ep( oo) - J( -oo )ep( -oo) - / v(x )ep(x )dx 
-00 

00 

O- ./ v(x)VJ(x)d:ı: = -(v, ep), 
-oo 

yada 

(.f, ep')= -(v, ep) (2.3) 

keyfi test foııksiyoııu cp(:r;) içiıı (2.3) eşitliği sağla.rııyor ise o zamaıı v fonksiy­

onuna f'nin genelleşmiş türevi denir. Ve v = f' şeklinde gösterilir. Genellikle 

eşitliğini sağlayarı v fonksiyonuna f'rıiıı k.mertebeden türevi denir. Ve 'U= J(k) 

gibi y<:ızılır. 

ll 



2.6 Heaviside Genelleşmiş Fonksiyonu ve Türevi 

[8] de olduğu gibi Heavisidc genelleçıniş fonksiyonu 

şeklinde t.aııınılanır. 

f 1, X> 0 
H(x) = l O, X< o 

I3uradaıı H(O-) =O, H(O+) = 1 olduğu görülür. Her test fonksiyonu ıp(:c) 

ıçın 

(H, ıp) 

yada 

00 o 00 

./ H(x)ıp(:c)dx = ./ H(x)ıp(x)dx + ./ H(x)ıp(x)dx 
-oo -oo ~ 

00 

O + .! ıp(.ı: )dx 
o 

(X) 

- .! ıp(:ı;)dx, 
o 

00 

(H, <p) =.! ıp(x)dx. 
o 

Yani (H, <p) test fonksiyonları uzayında lineer bir fonksiyonel tanımlar. 

00 

(H', ıp)= -(H, ıp')=-.! ıp'(x)dx = ıp(O). 
o 

00 

(c5, ıp)= ./ ô(x)ıp(x)dx = ıp(O). 
-oo 

(2.4) ve (2.5) 'elen 

(H', ıp) = ( 6, ıp) 

(2.4) 

(2.5) 

(2.6) 

sonucu yazılabilir. (2.6) formülü H'(t) = c5(t) ifade etmektedir. Yani Heavi­

side genelleşmiş fonksiyonunun türevi Dirac delta genelleşmiş fonksiyonudur. 

Dikkat edilmelidir ki (2.6) formülü bilinen anlamda türev değil genelleşmiş 

arılanıda t ürevclir. 
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2. 7 Dirac Delta Genelleşmiş Fonksiyonuna 

Dizisel Yaklaşım 

2. 7.1 Tarihçesi 

Kuaııl ııwıııckaııiğiııiıı iirıcıuli formülleri içiıı Dirac tarafıııdaıı bulunaıı foııksiyou, 

çoğunlukla Dinıc'ın ddta fonksiyonu olarak bilinir. 

"Gcndkşrniş fonksiyonlar" teorisinin önemli bir fonksiyonu olan dclta fonksiy­

onu başlangıçta pekçok nıatematikçi tarafından kabul edilmemişti. Buna rağ­

ıııeıı uzıın yıllar, fizikçiler ve mühendisler fonksiyonun fonksiyonel yapısıyla 

ilgih~rııııczsizin bu fonksiyonu kullanmışlar ve Dirac delta genelleşmiş fonksiy­

onuııa faydalı sonuçları olan, özel bir fonksiyon olarak bakmışlardır. 

Dirac fonksiyonu son yüzyılda matemetiksel yapıya oturtulmuştur. Bu 

fonksiyon bilinen fonksiyon değil genelleşmiş fonksiyon yani lineer bir fonksiy­

oııcl olduğu ispatlanmıştır. Bu tür soyut tanırnma rağmen Dirac delta 

geııelleşırıiş fonksiyonu istatistiğin belli alanlannda özellikle de rassal değişken­

Ierin da.ğılııııları teorisinde uygulanmaya başlanmıştır. 

2.7.2 Tanımı 

Dirac delta gcnelleijmiş fonksiyonu 6(:ı:) notasyonuyla gösterilir ve 

{
oo x=O {oo 

ı5(x) = yada ı5(x- y) = 
O x#O O 

00 

olmanın yanısıra j 6(x)rl.r = 1 koşulunu da sağlar. 
-oo 

x=y 

x#y 

Yukarıdaki şekilde tanımlanmış Dirac delta fonksiyonu bir dizinin limiti 

olarak arılam kazanabilir. 
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Orıwğiıı 

r) ( :r) liııı ~(,--(n:ı:) 2 

tı.-·•ıxı ,;Jr 
ı ı . c 
- ırn--

7f c:->O x2 +c 

lim _ı_e-x2/(4c:) 
c:->O+ 2~ 

00 

Bu di:6ilenlen birinin lirııiti için j b(:ı; )d.ı; = ı olduğu gösterilebilir. 

00 

j b(x)dx 
-oo 

-oo 

00 

J lim ~e-(nx)2 dx 
n->oo fo 

-oo 

= 
lim -e-(nx)

2 d(nx) 
/
. ı 

n->oo, fo 
-oo 

ı 
li nı r;;. Vii = lim ı = ı. 

n---?00 y 7r n~oo 

Heavi::ıidc genelleşmiş fonksiyonuyla Dirac delta genelleşmiş fonksiyonu arasın­

daki bağlantı dizisel yaklaşım yardımıyla incelenebilir. 

fn(x) = 

ı 
n:c + 2 
o 

ı 

şddiııcln .f,ı( :ı;) tanımlanabilir. Buradan 

ı ı 
X E(---) 

2n' 27'1_ 
X E (-oo, --] 

ı 2n 
x E [

2
n, +oo) 

lim fn(x) = H(x), x =/=O 
n->oo 

olduğu görülür. 

ı4 

(2.7) 



17: 
/a: 

ı----L·)- -+----ı~-------- --+ 

2n 2n 

Şd<il 2.2: Heaviside genelleşmiş fonksiyonuna yakınsayan {f~,(x)} dizisi terinı­

lerinin grafiği 

(2. 7) cleıı tan a = ~ = n, tan a = n olması nedeniyle 

n 

{ rı ;ı; E (-2_,2_) 
J:,(x) = 2r, 2nı 

O x tj_ (-2n'-2n) 
(2.8) 

olduğu görülür. (2.8) 'e ait {f~ (x)} ler dizisinin terimlerinin grafikleri şekil 2.3 

de gösterilir 

n=3 

:-r--:-
' ' 

tr-t 
,, ,, 

2 
,, ' 

n= ::i 
~+-+:---+-:-, ,H---, 

,,' ,, ' 
n = 1 r-, --+---+---+>--+--!+-: : +: --+---, ,,' ,, ' ,, ' ,, ' ,, ' 

ı 

2n 

ı ' ll 1 
ı ll ll ı 
1 1! ll' 

ı 

2n 

Şekil 2.3: Dirac delta genelleşmiş fonksiyonuna yakınsayan {f~(x)} dizisi ter-

iıııleriniıı grafiği 
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(2.8)'dcıı kolayca görülür ki 

lim f~(.ı:) = { 
00 

n-><= O 

x=O 

.ı; =/= O, 

yanı 

lim f:J X) = 0 (X), 
n-+-cx::ı 

Böylece n sonsuza gittiğinde {f~.(x)} dizisinin limiti Dirac delta genelleşmiş 

foııksiyoııuclur: 

H'(x) = o(x). 

2.8 Dirac Delta Genelle§mi§ Fonksiyonunun Özellikleri 

1. f (:ı:) sürekli bir fonksiyonu için 

00 

j f(x)o(x)dx = f(O) 
-oo 

eşitliği sağlanır. 

Kanıt. 
00 

/ f(x)o(x)d.x 
-oo 

irıt.egrali f(x) fonksiyonu sürekli olduğurıda aşağıdaki gibi hesaplanır . 

.f(:c) fonksiyonunun .ı;= O noktasında sürekli olması J(x) = f(O) + O(c:) 

burada (c:~ O, O(c:) ~O) eşitliğinin geçerli olması anlamına gelir. o(x) 

fonksiyonunun özellikleri de dikkate alınarak aşağıdaki işlemler yapılır. 

00 c 

/ f(x)o(x)dx = / .f(x)o(x)dx 
-oo -E: 
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f 

= j (.f(O) + O(s))o(x)dx 
-c: 

c: c: 

- j(O) J o(:r)dx + J O(s)o(x)dx 
-c: -c: 

00 c: 

= f(O) J o(x:)dx + J O(s)o(x)dx 
-oo -c: 

c: 

.f(O) + j O(s)o(.r)dx, 
-c: 

yada 
00 c: 

j f(x)o(x)dx = j(O) + j O(s)o(x)d:r. 
-oo -c: 

c: 

Soııuncu e9itlikte j O(s)o(x)d:ı: integrali gözönüne alınıp, 
-c: 

c: c: 

./ O(e:)t5(.x)dx < J IO(e:)l8(x)dx 
--c: -c: 

c: 

< lsı:p O(s) ı J o(x)dx 
-E 

00 

< lsı:pO(s)l J o(.r)dx::; s~p IO(c-)1 
-oo 

c 

eşitsizlikleri yardımıyla j O(c)O(x)dx =O ve 

-c: 

00 

/ .f(.r )o(x)dx = f(O) 
-oo 

olduğu ispatlanır. • 

2 . .f, :ı:= .r0 'da sürekli ise 
00 

j f(:r)o(.r- xu)dx = f(xo). 
-00 

17 



Kanıt. Deği~keıı değiğtirnıc yapılırsa .T- Xo = y, d:ı; = dy, J(:ı;0 + y) = 

g(y), 
00 00 .! f(y + :co)b(y)dy = J g(y)b(y)dy = g(O) = f(.ro). 

-oo -oo 

• 
3. a =/:- O ve f ( x) sürekli ise 

ı 
6(ax) = ~b(x), 

yada 
00 00 J f(:c)b(ax )cl.r = l~l J f(x )6(x )dx 

-oo -00 

dır. 

Kanıt. 

i. a > O=? ax = y adx = dy. Bu dururnda 
00 00 I f ( x) c5 ( ax) dx _ ~I J(~)6(y)dy 

-oo -00 

00 

- ~ f(O) =~I f(x)6(x)dx, 
a a 

-00 

yada 
00 00 I f(x)6(ax)dx = ~ I f(x)6(x)dx (2.9) 

-oo -oo 

olur. 

ıı. a < O=? ax = y, adx = dy olduğu için 
00 -00 .! f(x)b(a.x)dx = ~I J(]!_)6(y)dy 

a a 
-00 00 

-00 

00 

-- f(O) = -- f(x)b(x)dx, ı ı I 
a a 

-oo 

ıs 
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yada 
00 00 .! f ( :r) O ( ax )cl:ı; = - ~ .! f ( x) O ( x) d:r: (2.10) 

-oo -oo 

olıır. (2.D) v<~ (2.10) a~ağıdaki tnk fonııiil şddindc yazıla.hilir. 

~ 00 

j. ı ;· f(:ı: )6( a:r )d:ı: = ~ . f(:c )o (x )d:ı:. (:2.11) 

-oo -oo 

• 
4. <p(:r) sürekli bir fonksiyon, Xn, n = 1, ... , k <p(x)'in ayrık kökleri ise ve 

<p'(.Tn) =1- O koşulu sağlanıyor ise <p(x) fonksiyonun Dirac delta fonksiyonu 

c5(<p(x)) = "c5(x- Xn) 

L I'P'(xn)l 
n 

şeklinde verilir. 

Kanıt. Her sürekli f fonksiyonu için 

00 xı-E xı+c .! j(.T)O[<p(x)]d.T .! f(:r)o[<p(x)]dx + .! f(x)o[<p(x)]dx 
-oo -oo :q -E 

:c2-E .rn+E 

+ / f(x )c5[<p(:c )]dx + ... + / f (x )o[v{T) ]dx 
xı+c Xn-E 

00 

+ / f(.ı;)o[ıp(x)]dx (2.12) 

.r.n+e 

ilişkisi vardır. Ve x =1- O olduğunda, c5(x) =O olduğu bilindiğine göre 

Xn+ı-e t / f(x)o[ıp(x)]dx =O, (2.13) 

k=J Xn+E 

xı-E oo 

/.t(:r)5[ıp(.T)]dx =O, / j(.ı;)o[ıp(x)]dx =O (2.14) 

-oo Xn+c 

dır. (2.13) ve (2.14) (2.12) de dikkate alınırsa. 

00 n Xk+E 

/ f(x)o[ıp(.ı;)]dx = t; / .f(x)o[ıp(.T)]dx (2.15) 

-cx::ı Xk-e 
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soııııc:ıı doğal ola.ra.k ortaya c:ıkar. (2.15) de bulunan 

:ı:k+t: 

/ J(:r)r)[rr(:r)1d:r (2. Hi) 

,l:t.; t 

irıtcgra.li gözönüne alınırsa., ( :r k - E, x k + c) aralığında <p ( x) sürekli difer­

aıısiydlcna.bilir foııksiyon olduğundan cp'(xk) =1- O olduğu için cp'(xk) =1- O, 

x E (.rk- E, :rk + c).Bu nedenle cp(x) fonksiyonu ters fonksiyona sahiptir. 

i. cp' (.r) > O ise <p fonksiyonu artandır. Artarı sürekli bir fonksiyon 

bu aralıkta ters fonksiyona sahiptir. cp( x) = t den .ı: = 't/J ( t) olduğu 
dt ı 1 

bulunur. -d = -d olduğu için ·t/ı (t)dt = dx olur. 
,.T X 

dt 
:rn - E < x < Xn +E aralığında cp(:r) artan bir fonksiyon olduğu için 

cp(xn- c) < cp(x) < cp(xn +c) 

ve 

cp(xn- c) < t < cp(xn +c) 

olur. Du değerler (2. 16) integralinde yerine yazılırsa. 

:ck+c: <p(xk+c:) 

j f(x)6[cp(x)]dx = J J(?/J(t))6[t]'l{J'(t)dt 
<p(.xk -c:) . 

00 J f('ıj;(t))?j/(t)6[t]dt 
-oo 

f('l{J(t))'l/J'(t) lt=O 

f('l{J(O))'l{J'(O) = f(xn) 1 / ) , 
<p Xn 

yada 
:rk+c: J j(x)6[cp(x)]dx = f(xn) cp'(~n) (2.17) 

.X k-C: 

sonucu bulunur. 

ii. cp' (.:ı:) < O ise <p fonksiyonu a.zalandır. Azalan ve sürekli bir fonksiyon 

bu aralıkta ters fonksiyona sahiptir. cp(x) = t den x = ·tj;(t) olduğu 
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dt ı . . '( ) bulunur. d:r = d.ı: olduğu ıçın ·tjJ t dt = dx olur. 

dt 
:ı:,. - c < :r; < :r;n + c aralığında lf(:ı;) azalan bir fonksiyon olduğu için 

'f?(.Tn +c) < ıp(x) < ıp(Xn- c:) 

ve 

ıp(xn +c:) < t < VJ(Xn- c:) 

olm. Bu değerler (2. ı6) integralinde yerine yazılırsa 

Xk+E <p(xk+e:) 

./ .f(:t:)ıl[(d:ı:)]rl.t: -· .! .r (tjJ( /.) )ı5[t,]·tj/ ( t )dt. 

!'(.ı·,, ' ) 

./ f (t/! (!.)) ô [ t.J'tf/ (!)ı U 

<p(.xk+e:) (X) 

- -J !(1/J(t))1p1(t)6[t]dt 
-(X) 

- f ( 1/J ( t)) 1/.J' ( t) 1 t=O 

- -j(1jJ(O))?jJ'(O) =- f(xn) ıp'(~n), 

w~ ya 

(2.ı8) 

olduğu sonucuna varılır. (2. ı 7) ve (2. ı8) sonuçlarından 

:r.k+e: 

J .f(.r)b[ıp(:r;)]dx = f(xn) lıp'(~n)l (2. ı9) 

olduğu görülür. Bu sonuç (2.ı5)'de yerine yazılırsa 
(X) 

j f(:r; )(5[ıp(.ı:) ]dx 

Xk+e: 

~ j f(x)O[<p(x)]dx ~ ~ f(x.) ['!''(~.)' 
Xk-E -(X) 

n ı /(X) - t; lıp'(:rn)l f(x)b(x- Xn)dx, 
-oo 
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foo n ı /
00 

f(:ı:)5[ip(:ı:)]d:ı: = L l '('r )l .f(x)5(x- Xn)cl:r, 
· k=l ip · n 
-~ -~ 

veya 
n ı 

Ö[ip(x)] = t; lip'(xn)l5(x- Xn). 

O rneğin ip( :r) = .ı: 2 - a2 olursa, 

2 2 ı 
()(:ı: - a ) = -. 

1

-

1 

(5(:r- a) + b(:r + a) 
2 (/, 

:ııddiııdı• lııılıııııır. • 

5. 5(:ı:) = 5( -.r) yani Dirac delta fonksiyonu çift fonksiyondur. 

Kanıt. Dinıc delta genelleşmiş fonksiyonunun 3. özelliği kullanılarak 

00 00 00 

J f(x)5( -x)clx = ~~ıl ./ .f(x)5(x)clx = J .f(x)5(x)clx, 
-()() -oo -00 

yada 
00 00 

J .f(x )b( -x )d:r = J .f(x )b(x)dx. 
-00 -oo 

• 
Dirac: delta. genelleşmiş fonksiyonu ve özellikleri hakkında da.lıa. ayrıntılı 

bilgi için [ll, ı2, ı3] den yararlanılabilir. 
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3 DÖNÜŞTÜRÜLMÜŞ RASSAL 

DEGİŞKENLERİN DAGILIMLARININ 

BULUNMASI İÇİN ÇEŞİTLİ METOTLAR 

Bu bölümele dönüştürülmüş rassal değişkenierin dağılımlarının bulunması 

i<)ıı çeşitli klasik metotlar verilmiş ve örnekler üzerinde bu metotların uygula­

ınaları yapılınıştır (bakınız, [2, 3]). 

3.1 Rassal Deği§ken Dağılımının Tanımıyla Yoğunluk 

Fonksiyonunun Bulunması 

X ı, X 2 , ... , Xn nıssal değişkenler verildiğini varsayalım, Y = u(Xı, X2, ... , Xn) 

nin dağılımı denildiğinde 

G(y) = P{Y :::; y} = P(u(Xı, X2, ... , Xn) :::; y) 

foııksiyoıın aııla~ılır. 

Eğer G (y) fonksiyonu clifenuısiyellencbilir bir fonksiyon ise 

g(y) = G'(y) 

foııksiyoııuııa yoğıırıluk fonksiyonu denir. 

Dağılım fonksiyonu tanımından yola çıkarak dağılım fonksiyonu G (y) ve 

yoğunluk fonksiyonu g(y)'nin bulunması yöntemine yaygın olarak Dağılım 

Fonksiyonu metodu denir. 

Örnek 3.1.1 X ve Y sıms1,yla X(~ı) ve X(~.) X 2 dağılımına sahip bağ·t:msız 

mssal de!JişkenleT olsun. 

Z=(X/rn) / (Y/n) (O<x<oo, O<y<oo) 

Z değişkcn:inin se-rbestlik deTecesi m ve n olan .f -dağılımı oldıı.ğu a.şağıdaki g'ibi 

gösteTil'i'r. 
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Çözüm 3. ı. ı Da!}ılımzn tanmız kullmLzlam.k: 

n X 
G(z) = P(Z < z) = P(- < z) 

mY 

ifadesi yaZ'ılıT ve V z E (O, oo) için 

nx 
D(z) = {(:r,y): O< .T < oo, - < y} 

mz 

bölgesi tanımlanıT. X ve Y ba.iJırrısız mssal değişkenler olduğundan oTlak olas1.lık 

yof}unlv.k: fonksiyonu 

f(x, y) = fı (x)h(y), 

yanı. 

(:r + y) m rı 
- --ı --ı 

. e 2 x 2 y2 
f (x' Y) = _1_n_+,.--n----

2 2 

00 00 

G(z) = P( nı: < z) = ff.tı(x)h(y)dydx. 
m.z .. 

(1 n:ı: 

rnz 

Bu:mda:n yo,?j'u.nluk fonksiyonu için 

00 

g(z = G (z) = - fı(:r)h(-)-( -- dx ) , ;· .nxn x) 
. mz m z2 

o 

dcnili'rse, 
oo .r n m+n 

g ( z) = G' ( z) = c e 2 mz x 2 dx J --(1+-) ı 

o 
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ifadesi bnlun:n'l'. Sonv:rıC'u. integnıli hesaplamak için E. (ı + _..!!____) = u dönüşümü 
2 mz 

dıt 
uygulmlit.rsa, d:c = olduğundan ve integralin sınırları deği.cjmediğin-

~ (1 + _..!!____ ) 
2 mz 

den 

n+m 

g(z) 

(m+n) m+n' 
n 

2 2 (ı+-) 2 
1nz 

nı n 
m.2n2r(ın;n) m_ı m+n 

g ( z) = m n z 2 ( mz + n) 2 
r( 2 )r( 2) 

bnlv:n:u:r. Bu:rada:rı gön'ilüT b Z = nX mssal değişkeni serbestlik derecesi m ve 
mY 

n olan j-dağd1:rn·t.na sahiptiT. 

3.1.2 İki Sürekli Rassal Değişken Oranının Süreksiz Bir 

Yoğunluk Fonksiyonuna Sahip Olabileceğini Gösteren 

Bir Örnek 

Herbirinin yoğunluk fonksiyonu sürekli bir fonksiyon olan iki sürekli rassal 

<kğüıkcııiıı oranının yoğunluk fonksiyonunu bulalım. 

Bağıım.;ıJ~: rm-ısal d<~ği~keııl<~r olarcık Coudıy dağılımına sahip olan ra.ssal 

değişkenleri gözönüne alalım. I3u rassal değişkenierin oranının yoğunluk fonksiy­

ou u bulı u ıd ıığııııda. göriiliiyor ki lıuluıınıı yoğunluk fonksiyonu sürekli değildir. 

Örnek 3.1.3 FaTzedelim X 1 ve X 2 bağımsız Couchy rassal değişkenleri ols·u,n. 

/. ( ) ı T ------,-------,-:-:-
.X;·· -7r(ı+:r'2)' -oo < :ci < oo, i= ı, 2 

'l wJ·dr n i.'i f'i-1·. 
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rassrıl dcğ'i.ıkeninin yoğnnluk fonksiyonu dağılım fonksiyonu metoduyla a.'jağ?,­

daki gibi bulunur. 

Çözüm 3.1.3 Dağılımın tanımından 

X ı 
G(y) = P(X2 < y) 

Y msso.l de.(Jişkcninin dağılımını bulmak için aşağıdaki şekilde bölgeZeT gözönüne 

al'l:mT. 

ı. y > O, :r 1 > O, :r2 > O için bölge 

{( ) Xı } Aı = .xı, x2 : Xı >O; x2 > O; - < x2 
y 

X ı 
A2 = {(xı,x2): x1 <O; x2 >O; - < xı} 

y 

X ı 
A3 = {(xı, :ı:2): Xı <O; x2 <O; - > x2} 

y 

X ı 
A4 = {(xı,x2): x1 >O; x2 <O; - > xı} 

y 

Bu bölgelerin biTlqirni D (y) d'iT. Örnek 3.1. 3 de ortaya çıkan bölgelerin tespiti 

şekil 3.1 de verilm'iştiT. 

X -~ 2-
y 

~<~kil :~.1: OrıH~k :).1.:~ dı~ ()rliıy:ı ı:ılmıı lıir biilgınıiıı t.ı~spit.i 
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D(y) bölgesinden yola ç1,k:arak: G(y) 'nin dağdırm hesaplanır: 

G(y) P(~: < y) = jj fxı (:ı:ı)fx2 (x2)dxıdx2 + jj fxı (xı)fx2 (x2)d:ı:ıdx2 
Aı ~ 

+.If fxı (xı )fx2 (x2)dxıdx2 +ll fxı (xı)fx2(x2)dxıdx2, 
A3 A4 

veya 

00 00 o 00 

G(y) .! d.Tı .! f X ı (xı)fx2 (x2)d:ı:2 + .! dxı.! fxı (xı)fx2 (x2)d.T2 
O .Tı -oo O 

y 
X ı 

o y 00 o 

+.! dxı.! fxı(:ı:ı)fx2 (x2)dx2+.! dxı.! fx1 (xı)fx2 (x2)dx2, 
-oo -oo O -oo 

Y 'nin dağı,lım fonksiyonundan yoğunluk fonksiyonu, elde edilebilir. 

g(y) = G'(y) 

bu integralde işlemin sade olması için :ı: 1 = x denilebilir. 

00 o 

= :2.! (1 + :ı:2)~y2 + :ç2) dx + :2 .! (1 + x2u:2 + x2) dx, 
(1 -oo 
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int.c,qnıiin ikinci kısmında t = -x, dt= -dx, dönüşümü v,ygulanırsa 

00 00 

g( ·.ı~) = ı ;· :r d·r; + ı J ( -t) ( dt) 
'} 7r2 (ı+ x2)(y2 + x2) " 7r2 (ı+ t2)(y2 + t2) - ' 

g(y) 

o o 
00 00 

~ 1 x 2 d:r + ~2 1 ( 2) ~ 2 2) d.x 
1r2 . (1 + :r2 )(y + x2) 1r • ı+ x y + x 

o o 
00 

2 ;· .X 
7r2. (ı+ x2)(y2 + .x2) d.x, 

o 

y>O (3.ı) 

(3.1} de ( 2 )~ 2 2) rasyonel 'ifadesi basit kesiriere ayrılarak integral 
ı+x y +x 

ÇÖZ1'ile/JÜ·iT. 

.x ax +b cx +d 

(ı+x2)(y2 +ı:2 ) = (ı+x2 ) + (x2+y2) 

·ikinci taraf düzenleniTse 

x = by2 +d+ (a;t/ + c):ı: +(b+ d)x2 + (a + c)x3 

elde cd'ilir. Bunuian 

ı 

a+c o 

by2 +d= o 

b+d=O 

sistemi bulv:nuT. Bu sistem çözülürse 

ı ı 
a = ı - y2 ' c = - ı - y2 ' 

ve 

b(ı - :t/) =O; y-/:- ±ı için b= O; d= O 
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bvlu:n:u:r. Hn dc!Je'l"le·r (:1.1} de yc·ri.nc yazılırs11. 

yanı 

00 

.r;(y) = ~ 1 x dx 7r2 . (ı+ x2)(y2 + :ı;2) · 
o 

00 00 

1 ı ;· 2x ı ı J 2x 
7r2 y2- ı. ı+ :r:2d:ı; + 7r2 y2- ı x2 + y2d.T 

o o 

{ ı ı ı 2ı ı ı ı 2 2ı} 00 
2 - 2--ln ı+ :ı; +:;: 2 ln :.c + y lo 
7ry-ı 7ry-ı 

~-ı-ln :r2 +ı ı= 
7r2 y2 _ ı x2 + y2 o 

ı ı ı 

2 2 (O - ln 2 ) ı 
7f y - ı y 

( ı ı 2 
g y) = 2-2--.ı lny ı 

7f y -
y>O (3.2) 

y > O old·u.ğunda g(y) > O ko.'jv.lu sağlanır, çünkü O < y < ı olduğ·nrıda 

:ı/ - ı < O ve ln y2 < O olv.r. 

ıı. y < O oldıı.ğnn.da 

Bı 
X ı 

0 < X2 <-} 
y 

X ı 
- < .T2 <O} 
y 

D(y) =Bı U B2 

bölgeleTi lanımlanıT. Bu bölgele·rin biTlqimi D (y) dir. 
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Şekil 3.2: Örnek 3.1.3 de ortaya çıkan başka bir bölgenin tespiti 

Rassal değişkenin dağılımının tan·ımına göre; 

G(y) = P(~: < y) =.If fx1 (xı).fx2 (x2)dxıdx2, 
D(y) 

G(y) = P( ~: < y) = j j .fxJrı ).f.,y2 (;c2)dxıdx2 + j j fxı (xı).fx2 (:r2)dxıd.T2, 
Bı B2 

X ı 

00 o o y 

G(y) =.! d:rı.! fx1 (xı).fx2 (x2)d.r2 +.! dxı /.tx1 (xı).fx2 (x2)dx2. 
O Xı -oo O 

y 

Y ',,,_,in da.rJdrrrı fonksiymrandan yoğ·aniuk .fonl.:siyon·u 

g(y) = G'(y) 

veya 
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00 o 

ı 1 x d ı 1 -x d 
= 7r2. (ı+ x2)(y2 + x2) :ı:+ 7r2 . (ı+ x2)(y2 + x2) .7: 

o .-00 

şeklinde lnıbımı,T. fntegmlirı ikinci bsmında t = -x, dt = -dx, dörıü§'ii:mü 

'IL.ygulan·t.'f'Sa 

00 00 

q(y) = _; ;· ( 2)·~ 2 2) d.T + _!._2/ ( ~~t~ 2) (-dt), 
1r~ . 1 + :ı: y + :r 1r • ı + t y + t 

() () 

00 00 

1 / 
:r: 

,:.~ ./ (ı ll',!' (ı ., )( ., tf.,. 
,,. . .tr :1'',!) 

() u 

0V 

2 ;· :ı; 
g(y) = -2 ( 2)( 2 2) dx, 

7f. ı+:ı:: JJ +.T 
u 

Sonuç ola:m.k ·intr.gnılin çözündi 

( ) ı ı 2 
g y = -2 -2-- ln y ' 

7f y -ı 
y<O 

.T 
., )( ., ,, rl.t'. 

.t:~ .tr ı ,/" ) 

y <o. (3.3) 

(3.4) 

diT. y > O d·uTurrıundaki son·uw ile y < O sonuw aynı çıktı. Yani {3.2) ve 

{3. 4) sorı:uçlaTı birlqtiTilerek 

yazdalJ'ili'l'. 

ı ı 2 
g(y) = 2-

2
-lny , yE ( -oo, oo)/{0} 

7f y -ı 

g(y) 

----.. ------t-----------7 
y 

(3.5) 

Şekil 3.3: Örnek 3.1.2 de ortaya çıkan yoğunluk fonksiyonunun grafiği 

3ı 



1 
G(y) 

Şekil ~~.4: Örnek 3.1.2 de ortaya çıkan dağılılım fonksiyonunun grafiği 

Bu örneğin dağılım fonksiyonunıın tanımı ile çözümü sürecine bakılırsa, 

oldukça uzun karmaşık ve lıata yapma olasılığının ne kadar yüksek olduğu 

görülebilir. Aynı örneğin Dirac del ta genelleşmiş fonksiyonu yardımıyla çözümü 

bundan sonraki bölümde verilecektir. 

Yoğunluk fonksiyonu bulunduktan sonra bulunan bu fonksiyonun poziti­

fiiği ve t.aııımlandığı bölge üzerinde integralinin yakınsaklığı gösterilmelidir. 

İııtegraliıı yakınsaldığı a.şağıdaki gibi gösterilebilir. Yoğunluk fonksiyonunun 

süreksizlik noktalanndan biri O olduğu için O civarında yakınsaklık araştırıl­

malıdır. 
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~ 
i!~ 

___ __: ~__;_--------1 

E: X 0 1 

Şekil 3.5: Örnek 3.1.3 de ortaya çıkan yoğunluk fonksiyonunun integralinin 

:ı; -t o+ yakınsaklığının ispatı ve geometrik tespiti 

:ı; = O küçük civarında sözkonusu integralin yakınsak olduğu aşağıdaki gibi 

iııcelencbilir: 

olur. Böylcc.:c 

XQ XQ 

/
. lı ı x2 J hı .-r2 

2 
. d:ı: = -

2 
dx 

. :ı: -1 1-:ı: 

ı ı ı 
--2 < 2 < 2' 
ı- c ı- X ı- Xo 

:co :co XQ 

J lnx
2 

;· lnx
2 

2 J --dx =- dx < 
2 

-lnxdx 
:ı: 2 - ı 1 - x 2 1 - x0 

XQ 

2 
[-x ln X lxo + J :ı:~dx] 

1 - X~ E X 

2 ----=-[-x lıı :ı: ıxo +x lxo] 
ı- X~ E E 

2 
---;:-

2 
[-x0 lıı :ı:u +cins+ x 0 - s], 

1 - x 0 

33 



veya 
;r.o 

j. lnx2 2 
x 2 _ı dı::=:;; 2 [-xo lnx0 + x0 - c+ clnc], 

ı - x 0 

sonuncu eşitsizlikten c --; o+ koşulu altında limit alınırsa 

.ı: o 

/

ln :r2 2 2 
linı 2 cl:r :=:;; 2 [-.To ln .To+ .To] + lim cln c = 2 [ -xo lıı xo + xo] 
t:-+0. ;ı; - 1 ı - ı;0 t:-+0 ı - Xo 

E 

~~ . 
olur. Du sonu<,~ :ı: 2 _ ı fonksiyonun O civarında yakınsak olduğunu gösterir. 

Yoğunluk fonksiyonun süreksiz noktalarından diğeri x = oo dur. 

Şekil 0.G: Örnek 3.1.3 de ortaya çıkan yoğunluk fonksiyonunun integralinin 

:ı: --; oo yakınsaklığının ispatı ve geometrik tespiti 

N 

/

lnx2 

lim 
2 

dx 
N-+oo. X -ı 

X o 

ı . · · · ld V • tl · ln x
2 

c k · (O ) l V l · ıırııtının var o ugu ıspa anır ıse x2 _ ı ıon sıyonunun , oo ara ıgınc a ın-

t.egralinin yakınsaldığı gösterilmiş olur. [ı4] de bulunan yöntem uygulanmak­

t.adır. 

hı :ı: 2 .2 
lim · = lim ---i'/"-' -

CC-+00 ;ı;2 - ı X-+00 X - ı 

.1:2 

ı . lnx2 ı 
ım -----co-

x-+oo x2 ı - _!_ 
x2 

lmğlaııt.ısı ve 
lnx2 

liın -- eşitliği 
x-+oo ;ı; 2 
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olduğuıııı gösterir. 

00 00 

/

. lıı x2 

Jim -
2
-d.rc 

N-+oo, X 
Jim 2lnxd(--) j. ı 

N->oo X 
:ı: o xo 

N 

Jim (- ~ )2 In x ı~ + lim 2 J ~ d.T 1 
N-+oo .T N->oo .T 

xıı 

lim (- ~ 2 In x - ~) ı N 
N->oo X X xo 

ı 2 ı 2 
Jim (--2lnN-- + -2lnx0 - -) 

N->oo N N Xo Xo 
2lnx0 2 

1 

xo xo 

yada 
N 

ı . . ;· lıı :r2 
l 2lıı x 0 2 

ını --CX=----. 
N ->oo . ::ı: 2 .To X o 

xo 

00 lnx2 .· 
Bu sonuç gösteriyor ki J 

2 
dx integrali yakınsaktır; 

xo X -ı 

3.2 Değişken Değiştirme Metoduyla Yoğunluk 

Fonksiyonunun Bulunması 

Önce kesikli rassal değişkenler için sonra ise mutlak sürekli rassal değişken­

kr i<,.~İn değişken değiştirme metodu incelenecektir. 

3.2.1 Kesikli Rassal Değişken İçin Değişken Değiştirme Tekniği 

Xı 1 ... 1 Xn rassal değişkenleri olasılık fonksiyonu fx 1 , ... Xn (xı, ... , Xn) olan ke­

sildi rassal değişkenler olsun. 

A, X/niıı her olası sonucunun n-boyutlu kümesidir. Farzedelim 

Yı =Yı (Xı1 ... 1 Xn)1 ... 1 Yk = 9k(Xı1 ... , Xn) 
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'ııiıı ortak olasılık fonksiyonu ararısın. Burada k < n ise dönüşümün ı-ı olması 

ıı,:ııı yeııı 

Yi,, ı ı = .f/k ı ı (X ı, ... , X,), ... , 1~, = 9n(Xı, ... , Xn) 

dc~~;i~l«~ııh~ri tmııırılanırıalıdır. Biiylec(~ }'1, ••• , Y,,, dcğiqkenlcri tanımlaıınııq olm. 

Yı =.rJ ı (::ı::ı' ... , :r;ıı), ... , Yn = 9n(Xı ı ···ı Xn) 

döııüşiinıü A'dan B'ye ı-ı dönüşüm tarıımlıyor ise Yı, Y2 , ... , Yn rassal değiçkerı­

kriııiıı ortak ola~ılık foııksiyonu 

(3.6) 

B= {(yı, ... , Yn): g(yı, ... , Yn) 2: O} 

çeldindcdir. Buradan hangi rassal değişkenin yoğunluk fonksiyonu aranıy­

orsa, diğer değişkenler ü~erinden toplam alınarak aranılan değişkenin marjinal 

olasılık fonksiyonu bulunmuş ol ur. 

Örnek 3.2.2 X1, X2 ortalamaları sır-asıyla p,1 , p,2 olan ve Poisson dağılımına 

sahip bağ1.msız mssal deği.şkenler olsun. X 1 , X 2 deği.şkenlerinin ortak olasılık 

fonks·iyonu verilsin: 

Xı =O, ı, 2 ... ; X2 =O, ı, 2 ... 

d.d. 

Y = X 1 + X 2 dağıhrru a§ağ'ldaki §ekilde bulunur. 

Çözüm 3.2.2 xi i= ı, 2 'ler·in he-r olası sonuc·u,nun kümesi 

A = {(xı,x2): Xi = ı,2, ... ;i= ı,2} 

d1:r. Yeni Yı, Y2 deği§kenleri a.şağıdaki gibi tanımlanabilir: 
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B= {(yı, Y2) : Yı =O, ı, ... ; Y2 =O, ı, ... , Yı}. 

( :J. (j) formiiliine gö·re 

yaz·t.lalrili:r. Bumdan Yı ''in rnmyinal fonksiyonu 

Yı 

!Jı(Yı) = L g(yı, Y2) 
yz=O 

ya:n:t. 

(JJı, Y2) E B 

d. d. 

y =o, ı, ... , 

y =O, ı, ... , 

d. d. 

d'i·r. Yan-i Yı = Xı +X2 rassal dcği§keni JLı +p2 parametreli Poisson dağılırnma 

soJriptir. 

3.2.3 Mutlak Sürekli Rassal Değişken İçin Değişken Değiştirme 

Tekniği 

Farzedelim (X1, ... , Xn) n-boyutlu mutlak sürekli rassal değişkenin ortak 

ola~ılık yoğunluk fonksiyonu fx 1 , ... ,x" (:ı; 1 , ... , :ı:n) ile verilsin. 

A = {(Xı, ... ,X~~.): .fx1 , ... ,xJxı, ... ,xn) >O} 

A, Xi, i= ı, ... , n 'nin her olası sonucunun n-boyutlu kümesidir. 

37 



Fan~cdelirn Yı = 9ı (X ı, ... , Xn), ... , Yk = gk(Xı, ... , Xn) ı ::; k ::; n rassal 

değişkenierin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu jy1, ... ,Yk(yı, ... , Yk) araştırılsııı. 

Eğer k < n ise o zaman 

tane yeni ch)ğişken tanımlanmalı dır. Daha sorıra Yı, ... , Yn 'nin dağılımı bulunur. 

Bundan araııılan dağılım olan Yı, ... , Yk'ııin dağılımı yeni değişkenler üzerinden 

n- k tane integral alınarak elde edilir. Burada yeni değişkenierin tanımlanması 

n-boyutlu uzaydau n-boyutlu uzaya bir dönüşüm tanımlanmasını sa.glar. 

Teorem 3.2.4 X ı, ... , Xıı 'lcT 01·tak olas1-lık yoğunluk fonksiyonu 

fxı, ... ,Xn (:ı:ı, ... , Xn) 

ilc vc·rilcn mutlak sürekli mssal değişkenler olsun. 

A = {(xı, ... , Xn): fx 1 , ... ,xJxı, ... , Xn) > 0}. 

A, X.;, ı, = ı, ... , n 'nin h eT olası sonucunun n- boyutlu kürrıesidiT. FaTzedelim 

Yı = 9ı (xı, ... , Xn), ... , Yn = 9n(Xı, ... , Xn) 'ler 

dihriişü:mJi Ai, ·i = ı, ... , ·1n 'den B 'ye 1-1 dönüşüm olacak şekilde, A kümesi 

A 1, ..• , A11 ,. kü:rnelc.Tine ay·rışabilsin. 

Xı = g]}(yı, ... , Yn), ... , Xn = g;;_/(yı, ... , Yn) i= ı, ... , m 

B ' den A ·i = ı, ... , m 'ye ters dönüşümü göstersin. 

a -ı 
9ıi 

Dyı 
a -ı 

92i 

J = Dyı 
ı, 

D -ı .fJ.,,.;, 

üy, 

a -ı 
9ıi 

()y'2 

a -ı 
92i 

Dy'2 

D -ı 
Yn:i. 

Dy'2 

08 

,q -ı 
ugıi 

Dy., 

a -ı 
.92i 

Üy, i = ı, ... ,'"'· için 

Ür -ı 
.lnı. 

Dy,. 
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dctermÜw.'ntmdaki tüm kısmi türevleT B üzeTinde sÜTekli olmanın yanısım 

.l; =/=O, i= 1, ... ,m olsun. O zaman Y1, ... , Yn mssal değişkenteTin oTtak yoğun­

luk fonksiyonu 
nı 

lı 1' .\',(.ll ı' ... , lf,) L I.T,I fx,, .. x .. (Y!i 1 (Yı .... ,y,), ... ,_q;;/(uı .... ,y,)l;1.7) 
1 ı 

(yı, ... ,y,) E n. 

·~ d:li·ruLc b ulunu:r. 

Kanıt. Eğer (Xı, ... , Xn) E A ise 

P{(Xı, ... , Xn) E A} = J .. · / f(xı, ... , Xn)dxı ... dxn 

A 

yazılabilir. A; kümeleri ayrık olduklarından 
m 

U A;. = A v<~ A; n A.i = O, 'i =/= j 
i.=J 

~eklinckdir. 

P{(Xı, ... , Xn) E A} = / · · · / .fx1 , ... ,xJxı, ... , Xn)d:rı ... d:ı;n 
m. u ll, 

i=l 

i=l 

(3.8) eşitliğine g(y1, ... , Yn) karşılık getirilirse 
rrı 

i=l 

Burada g(y 1, ... yıı)dy1 ... dy, ifadesi (y1 , ... yn) noktasının sonsuz küçük olan 

ci:IJı ... dyıı hacmine ait olma olasılığıdır. Bu durumda dy1 ... dyn sonsuz küçük 

hacim olduğu için Y1 , ... , Yn dağılımının yoğunluk fonksiyonu (3.7) formülüyle 

ifade edilmiş olur. • 
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Örnek 3.2.5 U ve V yo,ğunlukları j~, ve fv olan 

U ""' gam:ma(m., A), V ""' garrınw(n, ). ) 

gam:ma da.(]dmı.ı bağımsız mssal deği§kenler olsun. 

nı.ssal dc.fji:ıkeni B(m, n) dağılırnına sahip olduğu. gösterilebiliT. 

Çözüm 3.2.5 U ve V bağımsız mssal deği§kenlerinirı o.y.f. 

f(u, v) = f(u)f(v) 

A {(n, v) : O < n < oo, O < v < oo} 

Dc_<}i§kcn dcği.~tirnıe metodmıu ·u.ygula:mak ·için yeni bir Z değ·igkenini tanım­

lanmalz(h:r. 
u 

Y= Z=V 
U+V' 
YZ 

U=-- V=Z 
ı- Y' 

lJ={(y,z):O<y<oo, O<z<oo}. 

Dönü§ii:mün J acobiyeni 

z y 

J = (ı- y) 2 ı- y 

o ı 

z 
(1- y)2 

şeklindediT. Teorcm 3. 7 ·nygularıamk: yeni Y, Z dcği§kenlerinin o.y.f. aşağıdaki 

gibi buhı:n:u:r: 
yz z 

f(y, z) = f(-ı -, z). (1 )2' -y -y 

yada 
Ayz 

Arn Z --- An Z 
{( ·)---(__IL_ )m-1 ı- y _ n-l -..\z 
· y, z - r(rn) ı - y e f(n) z e -,-(ı---y:-:::-)2 
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o·rtak yoi}'u:nlu.k fonksiyonundan Y de.iJişl.:eninin yoğunluk fonksiyonu bilinen ku­

ralla al-Inabilir. 

f(y) 

Bnmdan. 

den'ilen:l.:, 

= Ayz 

f Am ( yz )m-1 -ı- y An n-1 ->.z Z d ---- e --z e z 
. r(m.) ı - y r(n) (ı- y)2 
o 

= y 
:.J m+n-1 ı - y d Am An11m-1 1 ->.(I+--)z 

-r-,--(m--..,.)-r--,.(--..,n)___,(-ı---y-)-nı-+1. z e z. 
o 

. y 
A(l -1- --)dz = (Iu. 

ı-y 

bulv:n:u:r. Bu değerleT f(y) 'de bulunan integralde yerine yazılırsa 

yada 

f(y) =c 
= 

1 
1lm+n-1e-u du 

. Am+n-1(ı + _Y_)m+n-1 A(ı + _Y_) 
o ı-y ı-y 

r(m. +n) c -'-------,:c--'-

Am+n_ı_ 
ym+ıı 

AmAnym-1 f(m +n) 

r(nı)r(n)(ı- y)m+1 Am+n_ı_' 
ynı+n 

r(m +n) 
f(y) == Ym-1(1- Yt-1 O< Y < 1. 

r(rn)f(n) 

Sonuç olo:m.k Y Tassal değişkenin B( m, n) dağılımına sahip olduğu, göT'üliir. 
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4 DIRAC DELTA GENELLEŞMiŞ 

FONKSİYONU METODU 

Du bölümele Heavisidc genelleşmiş fonksiyonu ve Dirac delta genelleşmiş 

foııksiyoııu yardımıyla dönüştürülmüş kesikli ve sürekli tipte rassal değişken­

Ierin dağılımları için bu çalışmanında odak noktası olan metot verilmiş ve 

problemler üzerinde uygulamaları yapılmıştır. 

4.1 Dirac Delta Genelleşmiş Fonksiyonu Yardımıyla 

Dönüştürülmüş Kesikli Rassal Değişkenierin 

Dağılımları 

Teorem 4.1.1 Xi, i = ı, ... , n ortak olasılık dağılım fonksiyonu f(xı, ... , Xn) 

olan kesikli mssal değişkenZeT olsun. A, Xi 'nin her olası sonucunını n-boyutlu 

nıssal dr_if'i.?keninin olasılık dağılım fonksiyonu 

G(y) - P(Y < y) 

P(rp(Xı, ... , Xn) < y) 

L f(xı, ... , Xn)H(y- rp(xı, ... , Xn)) (4.ı) 
(:r:ı , ... ,3:n )EA 

şeklindedir. Bum da H tanımı aşağıda verilen H eaviside genelleşmiş fonksiy-

O'l uulv:r. 

-· . _ .. .. _ { 1, eğe·r .JJ- rp(xı, ... , Xn) >O 
JJ(y rp(.ı.ı, ... ,.ı.n))-

O, eğer JJ- rp(xı, ... , Xn) <O. 

Teorem 4.1.2 Xi, ·i = ı, ... , n ortak olası.lık dağ·ılım forıksiyonv . .f(xı, ... ,:en) 

olan kesikli mssal değişkenZeT olsmı. A, Xi 'nin her olası sonucunv:n n-boyutlu 

kiim.cs·i olsun. 
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·mssal dc!Ji§keninin genelleşmiş olasılık yoğunluk fonksiyonu. 

g(y) G'(y) 

L f(xı, ... , Xn)H'(y- ıp(xı, ... , Xn)) 
(xı, ... ,xn)EA 

L f(xı, ... , x,.)6(y- ıp(xı, ... ,.Tn)) (4.2) 
(x ı , ... ,xn)EA 

Not: Burada G(y) bilinen anlamda diferansiyellenemez ancak genelleşmiş 

foııksiyoıı anlamında difcransiyellencbilir (bakınız, bölüm 2.5.3). Bunun için 

( 4.2) forıııülü genelleşmiş fonksiyonlan kullanarak genelleşmiş bir fonksiyon 

ifade eder. 

Örnek 4.1.3 X, Y ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu aşağıdaki gibi verilen 

kesikli Tassal des}i.'jkenler olsun. 

eğer i+ j < 7, i, j = ı, ... , 6 

C_(JCT i+ j = 7, ·i, _j = ı, ... , 6 

Z = X + Y m.ssal de.ifi.'lkr:n:in:in da..i'fdum:m D·ime delta. genellqrni.'l fonksiyon 

yu:J·riı'JJ/.ıylu /ntiıt://.a.lriHJ·. 

Çözüm 4.1. 3 teore·rn 4 .1.1 dck·i ( 4.1) 'formülüne göre Z = X+ Y 'nin das}ılvm:ı 

aqa_(Julaki gibi elde edilir. 

G(z) P(Z < z) = P(X + Y < z) 
6 

I: f(.ri, Y1)H(z- (xi + Y1)) 
i,j=l 

{ 

O, eğer 
1, eğer 

H(z- 7). 
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Fonru"il (4.2)' ye göre de Z deği§kenin·in yoğunluk fonksiyonu elde edilir. 

g(z) G'(z) 

H'(z- 7) 

- b(z- 7). 

Örnek 4.1.4 ÖTnck 4.J.3''ifn kO§Ullan gözönüne alınarak, Z = X 2 + Y TaSSal 

de_iji.'jken'i'rıin dağılımı bulunabilir. 

Çözüm 4.1.4 Teorem 4.1.1 'e göTe, Z = X 2 + Y rassal deği§keninin dağd·ımı 

w;ağıdaki gibi elde ed·ilir. 

G(z) P(Z < z) = P(X2 + Y < z) 
6 

2::::: J(xi, Yi)H(z- (x7 +Yi)) 
i,j=l 

j(ı,6)H(z- (ı 2 + 6)) 

+ /(2, 5)H(z- (22 + 5)) 

+ /(3, 4)H(z- (32 + 4)) 

+/(4, 3)H(z- (42 + 3)) 

+ /(5, 2)H(z- (52 + 2)) 

+.f(6, ı)H(z- (62 +ı)) 
ı ı 
6H(z- 7) + GH(z- 9) 

ı ı 
+5H(z- ı3) + GH(z- 19) 

ı ı 
+GH(z- 27) + GH(z- 37). 

TcoTern 4.1. 2 'i kullanılanı.k, Z dcği.'jkeninin yoğu:nlu.ğu a§ağulaki .'jckilde elde 

crhhr. 

g(z) G'(z) 

~H'(z- 7) + ~H'(z- 9) 
6 6 

+~H'(z- ı3) + ~H'(z- 19) 
6 6 
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1 '( . l '( . ) +ı; u :; -- 27) + -r/, :: - .~7 , 

! 1 ( ' ) 
ı 
(j{<l(.; 7) ı,)(~ ~J) 

+o(z- ı3) + o(z- ı9) 

+o(z- 27) + o(z- 37) }. 

Z nı .. 'isaJ dc,1j'i.~keniu:in olaszük da,i'jd'trn fonks·iyonunu:n gr-afiği ·'?ekil 4.1 'de gö.'itC'r­

ih 1 rcl.:tcı ti-r. 

F(z) 

......................................... ------,------, 
~-~----------------------------------:---ı::::, 

---~~~~~~-:·------·--:. --~ 
--------~ 

----------~--~-~--~--~--~----~----~ 
z 

7 9 13 19 27 37 

Şekil 4.1: Örnek 4. 1.4 de ortaya çıkan dağılım fonksiyonunun grafiği 

Örnek 4.1.5 Xı, X2, ... , Xn ortalamalan sır-asıyla f-tı, p,2 , ... , J.Ln olan ve Po-is­

son. dağ'lhm.ırıa sahip ba.ğ1.rrıszz rassal değişkenler olsun. X ı, X 2 , ... ,X n değişken­

ler-inin o-rtak olasılık dağılım fonksiyonu verilsin. 

. ı . . . ıı ' 

{ 

JlJ:I JL"'"r;-(!iı+---+!ın) 
Xı =O, ı, 2 ... ; ... ; Xn =O, ı, 2 ... 

d.d. 

Y = X 1 + ... +X~~. dağzh:m:ı nedi-r? 

Çözüm 4.1.5 ıp(Xı, ... , Xn) =X ı+ ... + Xn şeklinde düşünülüp 

A = {(xı, x2, ... :rn): :ı;i =O, ı, 2 .. :i =ı, ... , n} 
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A, X; '!erin heT olası sonv.curmn n-boy'IJ,tlu kümesidir. Teorem 4.1.1 'in 

H ( :r:) = - şeklinde ta:rıımlarıırkerı özel hali uyg'IJ,larıdığı:rıda aşağı-
{ 

ı, .T > 0 

O, X< o 
daki ,f}ih'i olur: 

(,'(y) P(Y = y) 

P(tp(Xı, ... ,Xn) = y) 

L f(:rı, ... , :ı;n)ll(y- tp(xı, ... , Xn)), 
(:ı:ı , ... ,:r:n)EJI 

IJ :rı 
1

,x,.(,-(/r 1 + ... +Jr.n) 
'1 ... ~n · 

:rı + ... +:c,.,=y 

e-(Jlı + ... +!ln) 

y! 

e-(Jiı +. +JJn) (Mı + ... + f.Ln)Y 

y! 
y =o, ı, 2, 

e-(!lı + ... +fl·n) (fJ + + fJ )Y 
G(y) = 'l ... 'n 

1 
Y =O, ı, 2, ... 

y! 
bulu:n:u:r. Burada 

(xı + ... +xn)=y 

bin.omüı.l toplam, özelliği k?tllanılmı§tır. 

ylf.Lfl ... J-l~" 

Xıl ... xnl 

4.2 Dirac Delta Genelleşmiş Fonksiyonu Yardımıyla 

Dönüştürülmüş Mutlak Sürekli Rassal Değişkenierin 

Dağılımı 

Teorem 4.2.1 X;, ('i= ı, ... , n) ortak olasılık yoğunlukfonksiyorı'IJ, f(x 1, ... , .Tn) 

ile ver-ilen n say·ıda m·utlak süTekli rassal deği§kenler olsun. A, X; 'le'rin her olası 

sonncu:n:u.n n-boyntlu. kümes·i olsu:n. Rassal deği§ken 

Y = u(Xı, ... , Xn) 
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'nin olasthk dağdımı 

G(y) P(Y < y) = P(cp(Xı, ... , Xn) < y) 

.! · · · .! f (:rı, ... , :ı:,)ll.ı: ı .. . tl:ı: 11 
O(:ı;) 

l· · ·l f(:ı:ı, ... ,:ı:~~.)lf(y- cp(:r:ı, ... ,:ı;n))<l:r:ı ... d:ı: 11 , (4.:3) 

A 

.Jcklindc vcrÜiT. Hu:rada 

D(y) = {(.Tı, ... ,.Tn) E A: cp(xı, ... ,xn) < y} 

Teorem 4.2.2 X;, (i= 1, ... ,n) oTlak: olasıldı: yoğunlukfonksiyonu .f(ı: 1 , ••. ,:ı:,.) 

ilc verilen n :;ayıda nmflak ::;'ÜTckli m::;::;al dcğ·igkcnlcr ol::;·un. A, Xi 'lcrin her ola::;ı 

son:u.cunu.n n-boyutlu. kümesi olsun. Rassal değişken 

Y = cp(Xı, ... , Xn) 

'nin olasılık yoğunluk fonksiyonu. 

g(y) G'(y) 

/· · ·.! .f(xı, ... , Xn)O(y- cp(xı, ... , Xn))dxı ... dxn (4.4) 

A 

form:iihi ile verilir. 

Kanıt. Heaviside genelleşmiş fonksiyonu ve Dirac delta genelleşmiş fonksiy­

onu arasıııda H' ( t) = o ( t) ilişkisi gözönüne alındığında 

ve (4.4) formülünün (4.3)'ün doğal sonucu olması görülur. • 

Teorem 4.2.3 X ve Y sımsıyla X(~n) ve X(~) :\:'
2 dağılımına sah·ip bağımsız 

TO,.':isal de.iJL~ken.lcr ol::;v:n. 

Z = (X/'rn) / (Y /rı). 

Bu. dv:rumda Z değüıkeni seTbestl·ik derecesi m ve n olan f -dağılım'ldıT. 
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Kanıt. Dirac delta genelleşmiş fonksiyonu kullarıılarak teorerrıin ispatı 

a.~a.ğıdaki gibi verilebilir. 

X ve Y bağımsız ra.ssaJ değişkenlerinin ortak yoğunluk fonksiyonu 

x m y n 
ı -- --ı -- --ı 

.f(ı:, y) = .f(x)f(y) = -
1
-n-, +:---n----c 2 x 2 e 2y2 

!id;l i ll! b ı il'. 

2-2-r('~')r(~) 

1\ {(,ı:,y): ()·,,ı:·, <XJ, (J ·,u<, ou} 

D(y) = {(:~:, y) E A, nx < y} 
my 

kümeleri taııırıılaııır. Teorem 4.2.2 ve ( 4.4) formülü kullanılarak 

00 00 

g(z) = G'(z) = [ ;· f(x, y)o[:x - z]dxdy, 
. . y 
o o 

y(z) = 

2 

Din1c delta genelleşmiş fonksiyonunun 2. ve 3. özellikleri gözönüne alındığında 

o( nx - z) = o[~(x- myz )], 
my rny n 

oo myz m y n 

( ) ı J my --2-(myz)-2 -ı --2 -2-ıd o z - ---..,.----- -e n -- e y y 
•
1 

- rn+n n n 
2 2 r(m)r(~) 0 

2 2 
. mz+n 

yazılır. Integralde ıı = y şeklinde değişken değiştirildiğinde chı 
2n 

'fl/,z +n 
( 

2
n )dy ve g(z) aşağıdaki forma dönüşür. 

m m m+n oo n+m 

q(z) = ı (m) 2 z 24-
1 

( 
2n ) 2 j u 2 

m+n n mz+n 
2 r(m)r(~) o 

2 2 
2 
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y(z) = 

m+n m nı 
I'( 2 ) m - --ı mz 

m n (-) 2 z 2 (1 + -) 
r(-)r(-) n n 

2 2 
O, 

m+n 
2 z>O 

d. d. 

I3ı ıradau _q( z) yoğuııluk fonksiyonuna sahip Z rassal değişkeni m ve n serbestlik 

d<~n~cdi .f dağılınııdır. • 

Teorem 4.2.4 U ve V yoğunlukları .fu ve .fv olan U ,....., gamma(rn, >.), V ,....., 

.<Jamrn.a(n, >.) garn:ma do,_(jılmı.~ ba.iJ·ırnsız rassal değişkenler olsun. Bu dnmmda 

nıs8al des}'i.'jkeni B(rn, n) dağılımına sahiptir. 

Kanıt. Dirac delta genelleşmiş fonksiyonu yardımıyla teorcınin ispatı 

;ı~cığıd;ıki gibidir. Bıı ispat [1 G] d<~ wrilıııi~tir. 

U ve V lıa.ğıııısı;;; rmısal değişkeııleriııiıı o.y.f . 

.f(u, v) = .f(u).f(v) 

şekliııdcclir. Y rassal değişkeninin yoğunluk fonksiyonunu bulmak için U, V 

rasıml dcğişkenlrinden yola çıkarak 

A{(u,v):O<u<oo, O<v<oo}. 

u 
D(y) = {(u,v) E A: U+ V< y} 

gibi kümeler tanımlanır. Y'nin yoğunluk fonksiyonunu bulmak için teorem 

4.2.2 uygulandığında 

.f(y) = fj . .fv.(u).fv(v)o[-1ı-- y]dudv 
. 1l +V 
A 

00 00 

= ll .fu(u).fv(v)o[-u-- y]dudv 
. . u+v .· 
o o 
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ifadesi buhııııır. g(y) = _u_ denilirse, g(y) =O=? v = u(ı - y). Dirac clelta 
u+v y 

gcııclleşnıiş fonksiyonunun 4. özelliği kullanılarak, 

ı ı ı u( ı - y) 
6[-, -- y] = c5[g(v)] = ı (ı ) ı c5[v- ] 

U. + V g' [U - y J y 
y 

yazıla.bilir. I3uraelan 

, ( ) u .u' [u (ı - y) J = _ y
2 

. 
9 v =-(u+v)2 ' 'J y u 

l3üylece 

c5[g(v)] = ·1~6[v- ·u(ı- y)J. 
y y 

(4.5) 

DiracelelUt genelleşmiş fonksiyonun 2. özelliği ve ( 4.5) eşitliği J(y) 'nin ifadesinele 

yerine yazılırsa 

00 00 

f(y) .! .! J,ı(u)fv(v)c5[g(v)]dııdv 
o o 

00 

ı ;· ıı(ı - y) 
2 ufıı(u)fv[ ]du 
y y 

O<y<ı 

o 

oo [u(ı- y)] 
ı )..m ).."' ı _ , n-l -.>-~ 1 u--um-ıe->-1L __ [ıı( y)] e y du 

y2 • r(m) r(n) y 
o 

yada. 
r(m +n) ı ) ı J( ) == ym- (ı - y n- O< Y < ı 

y r(m)f(n) 

oldıığu bulunur. Sonuç olarak J(y) yoğunluk fonksiyonuna sahip Y ra.ssal 

değişkeni B (rn, n) Ja.ğılımına sahiptir. • 
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Örnek 4.2.5 ([hı4cJ'/'m. Tassal dc.cji.~kcnlerin toplam·ı) X; (i = ı, .... n) müı.la­
l 

·mala:rr 1' = 2 olan U (O, ı) da.fjzlm·ı,.ş 'TU8so.l de_(ji.şkenler olsurı, 

)~,. = X ı + ... + Xn (4.6) 

}~, nı.ssal değ·işkeninin dağ1.lım1. a.şağıdaki gibidir. 

Çözüm 4.2.5 Yn = X ı+ ... + X n 'nin dağılımı Dirac delta genelleşmiş fonksiy­

onu yani-mı:t.yla yani (4.4) fmmülü ve tümevaTım metodu ile aşağıdaki gibi bu­

l·u:mı:r. Bu çözüm f 15} de verilmiştir. ilk olarak n=2 için 

Xı rv U(O, ı), x2 rv U(O, ı) ve .fx;(x) =ı o< X< ı, i= ı, 2 

A{(x1,xz): O< .Tı <ı, O< Xz < 1} 

nı .. ssal dcrji.şken·in:in dağzlımı için 

A{(x 1 ,x2):0<x 1 <ı, O<xz<ı} 

k'ii:meS'i tanzmlanarak teorem 4. 2. 2 uyg'll.larıır. 

veya 

fr:ı(Y) = ././ fxJTı) /x2 (x2)5[.Tı + Xz- y]dxıdxz 
A 

ı ı =.!.! fxı (xı) .fx2 (xz)5[xı + Xz- y]dxıdxz 
o () 

ı 1 

!Y2(y) =ll fxı (xı) /x2 (xz)5[xz- (y- xı)]dx2dxı. 
o o 

Çift katlı integral tekraT integralZere dönüştürüldüğünde 

ı ı 

.fy2 (Y) = .! fxı (xı){./ fx 2 (.Tz)5[x2- (y- xı)]dxz}d.Tı 
o o 

ı ı .! fxı (xı) .fx2 (Y- xı)dxı = ./ fx2 (Y- xı)dxı, 
o o 
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'/!('i/(/, 

ı 

fy2(y) = ./ fx 2 (Y- x1)dx1 

o 

olur. Sonuncu integralde y - x 1 = x denilirse, -dx1 = dx olur. integralin 

81.'1/:t:rlo:n . . 1: 1 = O ·için ;ı; = y; ;ı· 1 = ı için :ı; = y - ı olacaktır. Bu du-rumda 

y-1 y 

fy2(y) =- ./ fx2(:r)dx = ./ fx2 (x)dx 

y y-1 

ol nT. Son·unw formüZde f x 2 ( x) = i değeri yerine yazılırsa 

y 

./ d:c 

fy2 = o 
ı 

./ cl:c 
y-1 

yada 

O<y<ı 

ı< y < 2, 

O<y<ı 

ı<y<2 

sonucuna ula.Jılır. Yan·i n= 2 olduğunda Y2 = X 1 + X 2 nin yoğunluk fonksiy-

on·u. bıılv:rım:u§ olur. 

Tiimcvarmı metoduna dayalı olarak, Yk- 1 

değişkeninin yoğunluk fonksiyonu 

y 

X1 + X2 + ... + Xk- 1 mssal 

.! fyk_ 2 (:c )cl.ı: O < y < 1 

o 
j-1 y 

fyk-ı (y) = ./ fyk_ 2(x)dx + ./ fh_ 2(x)dx j- ı < y < j, j = 2, ... , k- 2 
y-1 j-1 
k-1 

/ fyk_ 2(x)dx k- 2 < y <k- ı 
y-1 

olduğunu kabul ederek, n= k için, Yk= X 1 + X 2 + ... +X k = Yk-1 + Xk rassal 

de_ği§keninin yoğunl'uk fonksiyonu teorem 4.2.2 uygulandı_ğında aşağıdaki gibi 
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lnlhl'll'l/.'1': 

veya 

ı /,· ı 

/ / fyk-1 (Yk-ı)fxk (:ck)o[Yk-ı + xk- y]dYk-ıd:ı:"' 
o o 

ı h:-1 

/ fxk(xk) / fyk-l (Yk-ı)O[Yk-ı- (y- xk)]dYk-ıdxk, 
o o 

ı 

fyk (y) = .! fyk-l (y - xk)dxk, ( 4. 7) 
o 

sonuncu 'integTalde :r = y - .Tk değişken değiştiTmesi yapılıTsa, dx = -dxk ; 

:r,_, = O 'için :c = y ve :ı;k = ı 'için x = y - ı olvx. Ve böylece (4. 7) aşağıdaki 

fonna dön'ii.şüT. 

y-1 y 

Jyk (y) = - J Jyk-ı (x)dx = J jyk-l (x)dx, 

y y-1 

veya 
y 

.! jyk_ 1 (x)dx O < y < ı 
o 
j-1 y 

jy, (y) = .! Jyk_ 1 (x)dx + .! Jyk_ 1 (x)dx j- ı < y. < j, j = 2, ... ,k- ı 
y-I j-1 

k 

./.tyk_ 1 (x)dx k- ı< y <k 

y-1 

(4.8) 

Yk 'nın yoğunluk .fonksiyonu bul'u,nuT. TümevaTım metodu gözönüne alınıTsa, 

( 4. 8) fonrriilü istenilen k için .fyk (y) dağılımını bulma olanağı sağlar. 

Bu fonnülden sonuç olamk, ömeğin n=4 için .formül (4.8) kullanılamk, 4 

dc.1Ji.şkeuJn toplmnının dağılımı a§ağıdaki gibi elde edilebilir. 

ı 3 
3!y O<y<ı 

2(ı- y) 3 (2- y) 3 

-(ı- y) + + ı < y < 2 
3!. 3! 

' (2- y)·3 2(3- y) 3 

(3- y) - 3! 
(4- yr3 

3! 

3! 
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Örnek 4.2.6 {İki Couchy mssal dc.iJi.~kenin OTamn-m dağılmn}. Xı ve x2 

h.(.r) 
1 

-·-

/1 ( 1 ı .1' ~~) ' 

ba.(jtnıszz Conchy mssal değişkenieTi olsun. 

rnssal dc.iJi.şkcninin, dağıZ.ırm istenmektcdiT. 

Çözüm 4.2.6 TeoTem 4.2.2 uygv.landığında, 

A = { (:ı:ı, x2) : -oo <:rı < oo, -oo < x2 < oo }; 

-oo -oo 

00 00 

./ fx2(x2) ./ fxı (xı) lx21 o[xı- yx2]dxıdx2. 
-oo -oo 

Dimc delta genelle.şmi.ş fonksiyonun 2. özelliği uygulanıTsa 

00 

fy(y) = .fı.ı:21 fx2(x2).fx 1 (yx2)dx2 

-oo 

lmlv:nv:r. Sonuncu integmlde kolaylık sağlamak amacıyla x 2 ye·rine x yazamk 

ve f x 1 (:ı;), J x 2 ( :r;) ver·ilmi.ş değeTlerinen faydalanamk 

00 

ı 1 ı ı fy(y) = 2 l:ı;J 2 2 2dx, 
1r . ı+:r ı+x y 

-oo 

veya 

f v(y) = -2lnJyJ = 2lnJyJ 
I 7r ( ı - y2) 7r ( y2 - ı) ' y E (-00) 00) \ {o} 

Y ' nin dağılzmı lmlunmu§ oluT. 
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Bu iinıck 2. bölümde dağılırnııı tamnıı kullanılarak çöz;ülrnüştü. Bu iki 

<:i·,.;,fiııı br~ıl:ı~l.ırıl<lır'.ıııd:ı 1 >ir:l<' d<·lt:ı l'oııksiyoıııı yardıııııyln yapıl:ııı ı~ii/\ilıııilıı 

<;ok daha kolay uygulanabilir ve daha güç:lü olduğu sonucuna ulaşıla.bilir. Ayrıca 

yapılan işlemlere şöyle bir bakıldığında hata yapma riskinin bu metotla ne 

kadar az olduğu kolayca görülebilir. 

Dirac del ta g<~rıelleşrrıiş fonksiyonu yardımıyla dönüştürülmüş rassal değişken­

l<~riıı yoğuıılıık fonksiyonuıııın bulıınnıasıııa. ait başka bir teorern iı:;pa.tlaya.lırn. 

Teorenı 4.2.7 Farzedilsin k-i Xi, i= ı, ... , n N(O, ı) dağılmış bağımsız rassal 

dc.I}L?kcnlr:r olsun. Xi 'nin i= ı, ... , n o.y.f. 

2 X 
ı --

fxJx) = -121fe 2 i= ı, ... , n; 

n 

-00 <X< 00 

uhhı.f}U VCTilm.ek:tedir. Bu. dtLT"'.ı.rrıda Yıı. = L x; 'nin yoğunluk fonksiyomt serbest-
i=l 

hk dcn~ccsi n ulu.n x2 da.iJıl·ırn:ıdır. 

Kanıt. Dirae delta genelleşmiş fonksiyonu yardımıyla teoremin ispatı 

aşağıdaki gibidir. Bu ispat [ı5] de verilmiştir. 

İlk olarak n=2 için başlanır. 

A = {(x1,x2): -oo < xı < oo, -oo < x2 < oo} 

D(y) = {(xı,x2) E A, X?+ Xi < y} 

Y2 değişkeni iç.in Teorem 4.2.2 uygula.nırsa, 

00 00 

fy.ı(Y) = .! .! fxı (x)fx2 (x)6[xi + x~- y]d:rıdx2 (4.9) 

-cx:ı -cx:ı 

bulunur. ( 4.9) integralinde Dirac del ta genelleşmiş fonksiyonunun 4. öz;elliğirıi 

uygulamak için 

g(x 1) =:ci+ x~- y 
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foııksiyoım gözöniiııe alııımm, g(:rı)'in kökleri x1,2 = ±jy- x~ olduğu bu-

j Illi ll 1'. 

ög (X ı) - 1 (' • ) - • 1 ( ) - V 2 

5 
- 9 .ı; ı - 2.L ı , 9 X ı - ± 2 2 - .T 2 . 

( Xı 

:ı: 1 =!=O ic;in g1 (.ı::ı) vardır. Ve bu nedenle (4.9) eşitliğinde Dirac delta genelleşmiş 

foııksiyoımıı sırayla 4. ve 2. özelliği uygulanabilir. Delta fonksiyonunun özel­

lilde,riııd(~ll yola çıkarak integral hesaplanır: 

00 00 

!. 1 fxı (xı).f2(x2) j ı 2 {c5[xı- VY- x~] + 
. . 2 y- x2 

-oo -oo 

jy - .ı:~ fonksiyonu y - x~ ;:::: O da tanımlı olduğu için x 2 kökü 

cşitsizliğini sağlar ve sonuncu integral aşağıdaki integrale dönüşür. 

X 1 ve X2 normal clağılınıa sahip bağımsız rassal değişkenler olduğu için 

(y- x~) 

fxı(~)=fxı(-Jy-:r§)= vke- 2 , 

x2 
ı _ _2 

.fx2 (.ı::) = v'21fe 2 

dir. Bulıınrnuş bu sonuçları .fy2 (y) 'nin ifadesinde yerine yazarsak 

..fij - y _'#._ 00 

1 e 2 dx2 e 2 1 dx2 
, 2IrV:IJ- .T~ = ----;-, VY- X2' 

-..fij o 
y y y 
- - -e- 2 :r2 e- 2 Jr e- 2 

--{arcı:;in -} = --- = --
Jr JY Ir2 2 

olur. Bu soınıç 
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l'iiSSil] d<')~İ~]Wilİilİil 

yoğunluk fonksiyonuna sahip olduğu anlamına gelir. Yani fy2 (y) serbestlik 

dcn~ccsi 2 ola.ıı x:2 dağılıınıııa sahiptir. 
n-1 

Şimdi tümevanın metodunu uygulamak amacıyla Yn_ 1 LXl rassal 
i=1 

deği~kerıiııiıı yoğunluk fonksiyonunun 

n-1 
ı-- ı 

(2) 2 _'!}_ ~-1 
fY,,_ 1 (y)= n-ı c 2y 2 O<y<oo 

r(-2-) 

olduğu varsayılarak 
n 

veya 
n-1 

Yn = L x; + X~ = Yn-1 + X~ 
i=l 

rassal deği9keniııin dağılımı için 

olduğu gösterilmelidir. Y';ı_ 1 ve Xn nin dağılımları belli bağımsız rassal değişken­

ler oldukları için Tcorem 4.2.2 tekrar uygulanarak 

00 00 

./ ./ fxJTn)JY,,_ 1 (Yn-ı)O[Yn-l +X~- y]dYn-1d.ı:n 
-00 o 

00 00 

./ fxn (xn) ./ fyn-ı (Yn-ı)O[Yn-1 - (y- x~)]dYn-ıdxn 
-00 o 

00 

./ fxn (xn)fYn-ı (y- :ı;~)dxn, 
-oo 
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ı n - ı y - x 2 n - ı 
JY --x;, -- - n ---ı 

/

. ı e 2 ( ~) 2 c 2 (y - x;.) 2 
. y'2if r( n _ ı) d.xn, 

-JY 2 

veya 

n- ı y e) 2 -2 JY n- ı 
2 2 n _e ı 1 (y- Xn)-2--ıdxn, 
v"iifr(-2-) ·o 

n-ı ·y n __ _ --ı n- ı ı 

2 (~). 2 e-2 y2 B(-2-,2) 

v"iifr(n-ı) 2 
2 

n y 
--ı -­

y2 e 2 
fyn (y) = n 1 o < y < 00 

2 2 r( ~) 
2 

olımı~ı sonııc:una varılır. Bu ise Y,ı'nin dağılımının serbestlik derecesi n olan 

x2 olduğunu gösterir. • 

Teorem 4.2.8 Xı ve Xz dağılmıları fx 1 (.) ve fx2(.) olan bağımsız rassal 

de.lji.ıkc:nleT olsv.n. Bu. dummda 

y = Xı- Xz 
Xı +Xz 

Tassal dcr}'i.~keninin yoğunluk fonksiyonu 
00 

2 1 ı +y 
f(y) = (ı_ y) 2 . lxzl fx2(xz)fx 1 (xz( ı_ y))dxz 

-oo 

şcHindedü·. 

Kanıt. Dirac delta genelleşmiş fonksiyonu yardımıyla teoremin ispatı 

aşağıdaki gibi yapılır. Burada ilk dikkat edilecek husus 

b[g(xı)] = b[xı - Xz - y] 
Xı + Xz 

şeklinde g(:r 1) düşünülüp, Dirac delta genelleşmiş fonksiyonun 4. özelliğini 
X X 

uygulamak olacaktır. g(x 1) = ı- 2 
- y ve g(.)'in tek kökü 

Xı + Xz 

ı+y 
Xı = Xz(--) 

ı-y 
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V<~ 

g'(x2( ı+ y)) = (ı- y)2 
ı- y 2x2 

dir. Sonuç olarak Dirac delta genelleşmiş fonksiyonun 4.,3. ve 2. özellikleri 

ı ı d V d X ı - x2 ,. d V ı V d k. ·b· ıd d .. ı. 
sıray a uygu an ıgın a Xı + X

2 
ın agı ımı aşagı a ı gı ı e e e ı ır. 

00 00 

h·(y) /
. j' ( ) ( )_[::ı:ı-:r2 ] 

J 
fxı :ı:ı fx2 x2 6 - y dxıdx'2 

. . .Tı + .T2 
-oo -oo 

-oo -oo 

( 4. ı o) 

yaııı 

(4.11) 

dir. • 

Teon~ın 4.2.8 iıı uygulanıası olarak herhangi formda bağımsız Xı ve X 2 

mssa.l clcğiqkenlcri için 

Y =X ı- x2 
Xı +X2 

ııiıı dağılı nu buhınabilir. Farzedilsin ki X 1 ve X 2 'i nonnal dağılı ma sahip 
. X ı- x2 . 

bağıııısız rassa.l değışkenler olsun. Fonnül( 4. ll) kullanılarak, Y = X X 'nın 
ı+ 2 

dağılımı kolayca elde edilebilir: 

-oo 

-oo 

( ) · ·r d · ı 2 ( ) (ı - y)
2 

b ı k ıı ı .fy y 'rıııı ı a esme e(} y = 2 (ı + y'2) sem o ü u anı ır. 

00 ı 
ı ;· ı - ( ·)2 X~ l'ı/(y) = lx2l .J2ife 2(} Y d:r2, . (ı- y) J7r(ı + y2 ) (J(y) 27f 

-oo 



yada 

soııucuııa varılmıştır. 

f ( ) - E[l.ı:J] 
y y - -:---~~=====;:=:= 

· (ı- uhhr(ı + y 2 ) 

Burada dikkat edilmelidir ki a-2(y) = itı ~y;:) ve E[lx!], N(O, a-2(y)) 

dağılımına sahip X rassal değişkeninin mutlak değerinin beklenen değeridir. 

Sonucu formülde 

00 ı 2 If ı - 2x2 2· E[!:ı:J] = 1 !x2J .,flıc 2a-(y) dx2 = a-(y) -
. a-(y) 27f 7f 

-oo 

Xı- x2 
olduğu göhörıürıe alınmıştır. Ve böylece Xı, X2 "" N(O, 1) ise X rassal 

Xı + 2 

cleği~keııi 

ı 
Jy(y) = 1r(ı + y2 ), -oo < y < oo 

Caudıy yoğunluk fonksiyonuna sahip bağımsız rassal değişkendir. 
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5 DÖNÜŞTÜRÜLMÜŞ RASSAL 

DEGİŞKENLERİN DAGILIMLARININ 

BULUNMASI METOTLARININ 

KARŞILAŞTIRILMASI 

Bu bölümde dönüçtürülmüç rru:;sa.l dcğiçkenlerin dağılımlarının bulunmasmda 

uygulaııan Değiçken Değiştirme metodu, Dağılım Fonksiyonu metodu, Dirac 

Ddta. Geııelleşmiş Fonksiyonu metodu çeşitli problemler üzerinde karşılaştırılmıştır. 

Bıı amaçla. aynı problem bu metotlarla çözülmüş ve bu metotlardan Dirac dclt.a 

fonksiyonu yarclıınıyla geliştirilen metodun diğer metotlardan daha üstün daha 

gü<,:lü ve uygulama açısından daha kolay olduğunu sonucuna ulaşılmıştır. 

5.1 Dirac Delta Genelleşmiş Fonksiyonu Metodunun 

Klasik Metotlar la Karşılaştırılması 

5.1.1 Doğrudan Tanım Yardımıyla Bir Deği§kene Bağlı 

Dönü§türülmü§ Rassal Deği§kenin Yoğunluk 

Fonksiyonun Bulunması 

X rassa.l değişkeni verilmiş olsun. Bu rassal değişkenin f (:c) yoğunluk 

foııksiyoııu verildiğinde, Y = <p(X) rassal değişkeninin yoğunluk fonksiyonu, 

rassa.l dcğişkenin da.ğılınıının doğrudan tanımı yardımıyla aşağıdaki gibi bu-

lun ur. 

Farzedelim y = <p( x) fonksiyonu diferansiyellenebilir fonksiyon olnıasıııın 

yaııı sıra ters fonksiyona. sahiptir. Bu koşul altında Y = cp(X)'in dağılını 

foııksiyoın ı 
X 

G(Y) = P(Y < y) = P(cp(x) < y) = J f(s)ds 
a 

dir. y = ep( x) fonksiyonunun ters fonksiyonu x = '1/J(y) denilirse, y'nin dağılım 
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foııksiyoııu 
ıp(y) 

G(y) = .! f(s)ds 
a 

şeklindedir. Yoğunluk fonksiyonu 

g(y) = G'(y) = j(?j;(y))ıjl(y) (5.1) 

şeklindedir. (5.1) formülü y = zp(:r) fonksiyonu artan bir fonksiyon olduğunda 

geçerlidir. y = zp(x) azalan bir fonksiyon olduğunda, y = zp(x) fonksiyonunun 

ters fonksiyonu :r = 1jJ(y) denilirse, y' nin dağılım fonksiyonu, 
a a 

G(y) = / f(s)ds =- / .f(s)ds, 

X ~(y) 

g(y) = G'(y) =- .f(?f;(y))?f;'(y). (5.2) 

(5.1) ve (5.2) formülleri tek bir formül olarak yazılabilir: 

g(y) = .f(?j!(y)) 11/J(y)l. 

y = zp(:r) fonksiyonu monoton olmadığında, genel dağılım metoduyla, dağılım 

ve yoğunluk fonksiyonu bulunabilir. y = <p(x) fonksiyonu parçalı monoton bir 

fonksiyon obnn ve bu fonksiyonun grafiği şekil 5.1 deki gibi olsun. 

y 

-
aı \a3 x3 X 

' y = <p(x) 

Şd<il 5. 1: 13ir rassal değişkene monoton parçalı şekilde bağlı dönüştürülmüş 

rassal clcğişkenin yoğunluk fonksiyonunun bulunması için önerilen grafik 
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})" = y doğnıt:iu ilc y = ;p( x) fonksiyonunun kesiştiği noktaların apsislcri 

:r 1, ••• , :ı:nolsıın. Y = <p(:ı:) rassal değişkeninin dağılımı G(y) ise 

1/Jı(Y) a2 1/J3(y) 

G(y) = P(<p(x) < y) = j f(s)ds + j f(s)ds + j f(s)ds, 

yaııı 

G(y) = P(<p(x) < y) = t j f(s)ds 
ı.=l t:ı.i(Y) . 

elir. 

g(y) = G'(y) 

forıııülii yardımıyla yoğunluk foııksiyoııu bulunabilir. Bu metodun uygulan­

ması, 6; (:ı;) aralıklarının bulunmasına bağlıdır. Bu aralıkların bulunmasıda 

g<~ııdlikle kolay değildir. 

Örnek 5. ı. 2 X mssal değişkeni (- ~, ~) aml·ığında düzgün dağılm·ış ve 

7f 
JxJ <-

2 
7f 

JxJ > 2 

yo,q·u:rıl'l/,k fonkS'iyorıuna sahip olsun. Y = cos x mssal değişkeninin dağılun 

fonksiyonu ve yoğunluk fonksiyonu aşağıdaki gibi bulunur. 

7f 7f 
Çözüm 5. 1.2 (-2, 2) amh.ğında y = cos x 'in grafiği göz önüne alındığ1:nda, 

Y = y doğrusu ile y = cos :ı; grafiğinin kesi.ştiği noktalar x 1 = - arccos :r, ve 

:ı; 2 = arccos :r diT. 
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ı 

/-ıl 
-L-Ly li ~---ı.,---

/ ' 1 ' 

= COS X 

-~----~-+-~~-------·--~---' ·---\--:::--7 
- !!._,;__ x, 1 Xı 7r 

2 2 

Şekil 5.2: Örnek 5.1.2 deki dönüştürülmüş rassal değişkeninin yoğunluk 

foııksiyonunun bulunması için önerilen şekil 

DafJ'!.l·mı fonksiyonunun tan·ımına göre: 

7r 

xı 2 

G(y) P(Y < y) = P(cos:r < y) = J f(s)ds + J f(s)ds, 

Jr X2 

2 
7r 

- arccusy 2 

G(y) J f(s)ds + J f(s)ds. 

7r arccusy 

2 

.. ?inuli da/j'llr:m fonksiyonu yar-dınuyla yo!Jnrılıık fonks·iyomı. lmlv,nsun: 

g(y) = G'(y) = f(-arccosy)(-arccosy)'- f(arccosy)(arccosy)', 

ı -ı 
g ( y) f (- arccos y) - f ( arccos y) --;::::.=~ 

Jı- y2 Jı- y2 
ı ı ı ı 2 ı - + - = - --;::::.=~ 
7r y'ı- y2 7r y'ı- y2 7r y'ı - y2' 
2 ı 

g(y) = o < y < ı. 
7r y'ı- y2' 

Yo.iJunluk fonksiyonu ( -oo, oo) amlığında tanımlanırsa 

O<y<ı 

d.d. 
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olur. g(y) fonksiyonu:rıun grafiği §ekil 5. 3 de veril mi§ tir. 

! t 

ı X 

Şekil 5.3: Örnek 5.1.2 de bulunmuş fonksiyonun grafiği 

$ek-il 5. 3 de taranm:l§ S alanz a§a,_{jzdaki gibi hesaplanır: 

ı ı ı 

s 1 !2 ı 21 ı g(y)dy = - J dy = - J ' dy 
' 7r ı - y2 7r ı - y2 
o o o 
2 ı -2 7r 
- [-arccoı;y] 0 = -(--) = 1. 
7r 7r 2 

Bu sonnç: g(y) 'nin yo,yunluk fonksiyonun·u:n belli özelliklerini sağlacüğ·tm gös­

te-riyor. 

5.1.3 Dirac Delta Genelleşmiş Fonksiyonu Yardımıyla Bir 

Değişkene Bağlı Dönüştürülmüş Rassal Değişkenierin 

Yoğunluk Fonksiyonlarının Bulunması 

X sürekli rassal değişkeninin yoğunluk fonksiyonu f(x) olsurı. Y = cp(x) 

clöııiiştiirülınüş rassal cleğişkenin yoğunluk fonksiyonu Dira.c delta genelleşmiş 

fonksiyonu yardımıyla. aşağıdaki şekilde bulunur. Burada y = cp(x) fonksiyonu 

sürekli bir fonksiyon olmanın yamsıra cp'(xk)-=/=- O, Xk, k= ı, ... , n, y- cp(x) =O 

deııkleırıinin y 'ye bağlı kökleri olsun. Y = cp(X) rassal değişkeninin yoğun­

luk fonksiyonu Dirac delta. genelleşmiş fonksiyonu yardımıyla aşağıdaki gibi 
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yazılabilir: 
00 

g(y) = / f(x )c5[y- 'f?(X )]dx. 
-oo 

Dirac clelt.a genelleşmiş fonksiyonunun 4. özelliğine göre 

ı 
g(y) = L \ıp'(xk) 1 f(xk) 

k 

yazıla bilir. X k = ·1/J(y) olduğu kabul edilirse, sonuç olarak 

n ı 

L 1 '(" )1 f(.rk) 
k=l 'f? .Lk 

,q(y) = 

n ı 

{; I'P'Cl/Jk (y)) 1 !( 7/Jk (y)) · 

e~it.liği ya:;;ılır. I3ir önceki örnek gö7,önüııe alınıp Dirac delta genelleşmiş fonksiy­

oıııı yarclıınıyla a~ağıclaki gibi c;ö7,ülebilir. 

Çözüm 5.1.3 Örnek: 5.1.2 gözönüne alındığında 

2 ı 

g(y) = B I'P'(xk) 1 f(xk) 

g'ib'i yazda.lrilh·. 

Y = cos X, y- cos :r =O:::::? .T = ± arccos y + 2k:7r, k: E Z. 

7r 7r 
Rassal de.iJiijk:en (- 2, 2) anıit.ğ?.nda gözönüne alındığı için son·uncu joTrnülde 

k = O yazıla:rak 

:ı: 1 = - arccos y, :ı; 2 = arccos y 

bulun:u:r. tp( :ı:) = cos :ı; olduğu için 'P' (.ı:) = - sin x dir. Bilinen 

sin .ı: = ± J 1 - cos2 x 

e.~·itliğ·i de kullamlarak bu, ifadeler g(y) de yerine yazılırsa, 

g(y) = 
ı ı 

. f(:ı:ı) + . f(xz) 1- sm(- arccos y) ı· 1- sm( arccos y) \ 

ı ( ı ı ) 
; \sin(- arccos y) \ + \sin( arccos y) \ 

! (ı- Jı- <os'~(- aı<<•osy)ı + ı Jı ~ eos2 :(- ancosy)ı) • 
GG 



veya 
2 ı 

g(y) = -~==== 
7f Jı- y2 

sonucu bulunur. Örnek 5.1. 2 iki metotla yapılan çözümünde sonv.çlanrı çak?.§tığı 

_qön'ilnwktedh·. Ancak Düne dclta genelle.~miş fonksiyon ya:rd1.rmyla çözüm ile 

ka:r.'jtÜL.'fli:t·ılchğında bu. m.etodv:n çok daha sade ve güçlü oldv.ğu son·uc·u.na va'f'dtr. 

5.1.4 Doğrudan Tanım Yardımıyla ve Dirac Delta Genelleşmiş 

Fonksiyonu Yardımıyla Çok Değişkene Bağlı Dönüştürülmüş 

Rassal Değişkenin Yoğunluk Fonksiyonun Bulunması 

·n. sayıda X 1, ... , Xn rassal değişken verildiğinde bu değişkenlere bağlı bir 

Y = cp(Xı, ... , Xn) 

clöııüştiirülnıüş rassal değişkenin dağılınıını ararken kullanılan klasik metotlar 

ve Din1c: ddta genelleşmiş fonksiyonu yardımıyla geliştirilen metot arasındaki 

farkları görmek için aynı örnek üzerinde bu metotları ayrı ayrı uygulamak 

uygun olacaktır. Ve ulaşılan sonuçlardan Dirac delta genelleşmiş fonksiyonu 

metodunun üstünlükleri, işlem kolaylığı ve güçleri daha net görülebilecektir. 

Bu amaçla aşağıdaki örneğin üç farklı çözümüne bakılabilir. 

Örnek 5.1.5 X 1 ve X 2 yoğunlukları fxı ve fx2 ile X 1 rv gamma(a, ı) ve Xz"' 

go:mnı.a(/3, ı) dağılmış bağımsız mssal değişkenler olsun. Y = X 1 + X 2 mssal 
"'. . . . :l/~'+!3 e-Y 

dcg-ı.'jkenzn:m. yoğ·u:ni'u.!Jıt. f (y) = ( /3) olan gamma( a + j3, ı) dağılımına 
fa:+ 

sahip oldu!}unu üç farkl·t yöntemle a§a.ğ·ıdaki gibi gösterilebilir. 

Çöıüın( Heaviside genelleşmiş fonksiyonu ve Dirac delta genelleşmiş fonksiy-

oııu yarclıırııyla.) 

X 1 ve X2 rassal değişkenlerinin ortak olasılık yoğunluk fonksiyonu değişken­

ler bağırıısıı olduklarmdan 

{ 

xf-ıx~-le-(xı+:r.2) 

f(:rı, xz) = r(a:)f(/3) 
o 

xı > O, xz > O; a > O, j3 > O 

d.d. 
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şeklindedir. Teoreın 4.2.ı ve teorem 4.2.2 e uygun olarak A ve D(y) kümeleri 

taııırnlanınalıdır: 

A {(.rı,.T2): O< Xı < oo, O< x2 < oo}, 

D(y) {(.rı .. r2) E A, :cı + x2 < y }. 

tcoreııı 4.2.ı, teorem 4.2.2 sırasıyla uygulanırsa, Y'nin dağılım fonksiyonu 

G(y) P(Y < y) = P(Xı + X2 < y) 

.// f(.Tı, ::c2)d:cıdx2 
D(y) 

.// f(.Tı, :c2)H(y- (xı + X2))dxıdx2 
A 

olm. Yoğunluk fonksiyonu a.ı;;ağıdaki gibi bulunur: 

g(y) G'(y) 

./1 f(.rı, :ı:2)b(y- (.rı+ x2))dx1dx2 
A 
00 00 

./
'/ ı o-ı i3-l_-(xı+x2) .. . r(o)r(;)) .T 1 .T2 e b(y- (xı + x2))d:ı. 1 dx 2 . 

o o 

b(:ı:ı + :c2- y) = b(x2- (y- xı)) 

eşitliği gözününe alındığında , sonuncu integral a.şağıdaki gibi tekrar int.e­

grallere dönüşerek hesaplanır: 

00 

ı /' Xo-le-xı {(y _X )!3-le-(y-xı)}rJx 
l'(n)f(/)). · ı · ı ı, 

() 

00 

r(c~)~:(fJ) ./ :ı;~'- 1 (y- :ı:ı)d:cı, 
o 

veya 
e-yya+{3-l 

g(y) = r(a + (3) 
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Ayııı problem dağılıının tamnıı yarclıınıyla da çözülebilir. 

D(y) 'nin t.anınıı gözönüne alıııdığıııda 

Buradan 

oo y-xı 

1 1 :.ı:1'-ırx(~o:-,)ıre-((3(x)ı +x2) dx2· G(y) =. d:rı 

o o 

g(y) = G'(y), 

00 

r(;;;((3) ./ :ı:~- 1 (y- xı)fl- 1 dxı 
o 

Sonuncu integralde xı = t dönüşümü yapılarak, 
y 

yada 

yada 

olduğu bulunur. 

ı 

-y cr+f:l-1 1 
e y (tt-ı(l- t)f3-ıdt 
r(o:)r(f3) . 

o 
e-yycr+f:l-1 
r(o:)r(f3) IJ(o:, /3), 

e-vycr+f:l-ır(o:)r((3) 

g(y) = r(o:)r(f3) r(o: + (3)' 

-y n+f:l-1 e y 
g(y) = r(o: + !3) 

Prolılcıııin d<~ğişkeıı değiştirme metoduyla ÇÖ7-ümü 
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A~ağıclaki çekilde yeııi değiçkcııler Y1, Y2 taıııınlanabilir. 

Yı = Xı + X2, :ı:ı = YıY2 

Xı .ı:2 =Yı - YıY2 
Y2=---

Xı + X2 , 2:2 = Yı(l- Y2)· 

Uu dcği9kcıılcre ııygun Ja.cobiyan 

axı axı 
-

J= ayı ay2 
fh:2 D.T2 
ayı Dy2 

Y2 Yı 

1- Y2 -yı 

olm. Teoreırı 3.2.4'c göre 

yad;-ı 

n-1 (1 ),6-ı 

9(7 
) _ Y2 - Y2 n+,6-ı -yı 

y - f(a)f(~) Yı e 

O < Yı < oo, O < Y2 < oo. 

U uradan g(]Jı) 'in marjinal fonksiyonu elde edilir: 

Sonuç olarak 

g(yı) = ( g(yı,Y2) dy2 
.fo 

Yo+,6-le-Y ~ı·l 
1 ' n-ı(l ),6-1 d 
r(a)r(~) . 

0 
Y2 - Y2 . Y2 

y~+f3-ı e-Yı ( ) 

r(n)r(~) B o:,~ . 

o+,6-l -Yı 
Yı e 

g(y) = r(a + ~) 

Y nin yoğunluk fonksiyonu bulunur. 

Ürnek 5.1.5 da alınan sonuçlar karşılaştırıldığında Dirac delta genelleşmiş 

foııksiyoııu yardımıyla geliştirilen metodun diğer rnetota göre uygulanması 
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clalıa kolay ve sonuca hemen ulaşması bakımından daha pratik olduğu görülür. 

Ayrıca Y = <p( X 1, ... , X n) dönüştürülmüş rassal değişkeninin yoğunluğu is­

teniyorsa. oııun dağılınıını bulmaya gerek olmadığı görülmektedir. Ancak dağılımın 

taııııııı kullamlarak yoğunlukların bulunabilmesi için önce dağılım fonksiyonu 

bııluımıalıdır. Değişken değiştirme metodunda olduğu gibi yeni değişkenlere 

ve dolayısıyla .Jacobiyen hesabına bu metotcia gerek kalmamaktadır. 

Soııuç olarak bu tezde geliştirilen metot şimdiye kadar kullamlan klasik 

nıdotlara alternatif olmakla beraber bu metotlardan işlemleri kolaylaştırması 

bcıkıırııııdan üstündür. Ayrıca Dirac delt.a genelleşmiş fonksiyon metodu, genelleşmiş 

fonksiyou gibi soyut bir kavramın rassal değişkenierin dağılımları teorisine gir-

işi olarak atılan adımlardan birisidir. 
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6 SONUÇLAR 

Bıı çalışmada. 

1. Olasılık teorisinin bazı temel kavramları, genelleşmiş fonksiyonlar, Dirac 

ddta gcııcllcşrrıiş fonksiyonu ve özellikleri, Heaviside genelleşmiş fonksiyonu 

kavramları verilmiştir; 

2. Döııüştürülrrıüş rassal değişkenierin dağılımlarının bulunması için çeşitli 

klasik ıııd.oı-lar verilmiş ve problcrnkr üzerinde bu metotların uygularnaları 

y<:ıpılnııştır; 

3. Rassal cleğişkenlerin dağılınıları araştırılırken kullanılan klasik Değişken 

Dcğiştirıııe ve Dağılını Fonksiyonu metotlarına alternatif olan, Heaviside genelleşmiş 

foııksiyoııu ve Dinle delta genelleşmiş fonksiyonuna dayalı bir metot geliştir­

iliniş ve bu metodun problemler üzerinde uygularnaları yapılmıştır; 

4. Geliştirilmiş olan metot sürekli rassal değişkenierin hem dağılımını ve 

hem de yoğunluk fonksiyonunu bulma olarıağı sağlamanın yanı sıra kesikli 

rassal değişkenler için genelleşmiş yoğunluk fonksiyonu kavramı tanımlamaya 

imkan sağlamış ve böylece sürekli rassal değişkenierin ve kesikli rassal değişken­

Ierin aynı şekilde incelenebilrne olanağını sağlamıştır; 

5. Verilerı rassal değişkenierin dağılımlarının bulunmasında uygulanarı 

Değişken Değiştirme metodu, Dağılım Fonksiyonu metodu, Dirac delta genelleşmiş 

foııksiyoııu yarclmııyla geliştirilen metot çeşitli problemler üzerinde karşılaştırılmış 

ve Dirac clelta genelleşmiş fonksiyonu metodunun üstünlükleri açıklanmıştır. 

Kısaca ı:ıözkorıusu metodun üstünlükleri şöyle sıralarıabilir: 

Geliştirilerı metot 

i. Değişken değiştirme metodundarı farklı olarak dönüşümün tarıımlan-

alıilırıesi içiıı ilave yeni değişkenierin tanımlanmasını gerektirmez; 

ii. Jacobiyen hesabını gerektirmez; 

iii. İşlem sayısını azaltığı için hata yapma riskini de azaltır. 

6. Bu tezele geliştirilen Dirac delta genelleşmiş fonksiyonu metodu diğer 

metotlardau işlenıleri kolaylıştırrnası bakırnından üstünlük sağladığı göster-
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ilıııiş ve~ ayrıca genelleşmiş fonksiyon gibi soyut bir kavramın rassal değişkerı­

lcriıı dağılınıları teorisine girişi olarak atılan adımlardan birisi olmuştur. 
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