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Bu tezde rassal degigskenlerin fonksiyonlarinin dagihmlar:
aragtirilirken kullamilan klasik Degisken Degistirme ve Dagilim
Fonksiyonu metotlarina alternatif olan, Heaviside genellesinis
fonksiyonu ve Dirac delta genellesmis fonksiyonuna dayah bir metot
geligtirilmigtir.

Bu metot siirekli rassal degiskenlerin hem dagilimini ve hem de
yogunluk fonksiyonunu bulma olanag: saglamanin yam sira kesikli
rassal degigkenler igin genellegmig yogunluk fonksiyonu kavram
tamnmlamaya imkan saglamugtir. Boylece siirekli rassal degiskenlerin
ve kesikli rassal degigkenlerin ayni gekilde incelenebilme imkam elde

edilmigtir.
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ABSTRACT

Master of Science Thesis

APPLICATIONS OF DIRAC DELTA GENERALIZED
FUNCTION
TO THEORY OF DISTRIBUTTONS OF RANDOM VARIABLES

YELiZ MERT

Anadolu University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Statistics Program

Supervisor: Prof. Dr. Embiya AGAOGLU
2003, 75 pages

In this thesis, a method of obtaining distributions of
transformed random variables was developed. This method based
on the Heaviside generalized function, the Dirac delta generalized
function and can be considered as alternative to classical Change of
Variable and Distribution Functions methods.

Mentioned method allowed to obtain the distribution
functions or the density functions of continuous random variables,
and also defined the concept of generalized density function for
discrete random variables. So, the opportunity of examining
continuous random variables and discrete random variables in the

same way was obtained.

Keywords : Heaviside generalized function, Dirac delta
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1 GIRIS

Olasilik teorisinin ve matcematiksel istatistigin en dnemli konularindan biri
rassal degiskenlerin daghilimlan teorisidir. n sayida X, ..., X, rassal degisken
verildiginde bu degigkenlere bagh bir ¥ = ¢(Xj,...,X,) donigtirilmis
rassal degiskeninin dagilimi ve bu rassal degiskenler siirekli oldugunda
yogunluk fonksiyonunun bulunmas: sik sik ortaya gikan problemlerden biridir.
Bu problemi ¢ézmek igin kullanilan bir ¢ok metot vardir. Ancak bu metotlar
arasinda en c¢ok kullamilan Degisken Degigtirme Metodu, Dagihm
Fonksiyonu Metodudur (bakiniz, [1-4]). Bu metotlar1 kullanirken metotlarin
bir ¢ok kisit1 ve islem zorlugu vardir. Ornegin Degisken Degistirme Metodu
uygulanirken, n tane siirekli rassal degiskenin dagilimi bilindiginde, bunlara
bagh YV = ¢(Xi,...,X,) rassal degiskeninin dagiimi arastirildiginda,
oncelikle n — 1 tane dikkatli se¢ilmis yardime: degigken tamimlanmali, n x n’lik
bir Jacobiyen hesaplanmali ki bu Jacobiyen siirekli olmah ve 0 olmamalidir.
Tiim bu iglemlerin ardindan n tane déniigtiiriilmiis degiskene bagh yogunluk
fonksiyonundan aranilan degiskenin marjinal yogunluk fonksiyonu n— 1 sayida
integral alinarak bulunur.

Dagihm Fonksiyonu Metoduhda ayni durum ele alindiginda, siirekli rassal
degiskenlere bagh y = ¢(Xi,...,X,) donistiirtilmis rassal degiskenin
yogunluk fonksiyonunu bulmak igin ilk 6nce onun dagihim fonksiyonu bulunmak
zorundadir.

Bu metotlarda boylesine islem sayisinin fazla olmasi ve bu islemlerin
zorlugu bu metotlara alternatif bir metot arayigina gidilmesine sebep olmustur.
Bu anlamda ilk adimi Chi ve Au [5] atmgtir.

Chi ve Au 'nun ¢aligmasinda siirekli rassal degigkenlere bagh doniistiirtilmiis
rassal degigskenin yogunluk fonksiyonunun bulunmasinda Dirac delta genellesmis
fonksiyonu uygulanmigtir. Kesikli rassal degigkenlerin dagilim: i¢in Kronecker
delta sembolil uygulanmistir.

Bu tezde rassal degiskenlerin ve doniistiiriilmiis rassal degiskenlerin

A;r;adolu Universitoe
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dagilinlarmin - bulunmasinda  gelistirilmis metot Heaviside genellesmis
fonksiyonuna ve Dirac delta genellegsmis fonksiyonuna dayalhidir. Heaviside
genellesmiy  fonksiyonunun  uygulanmasy siirekli rassal degigkenlere bagh
doniigtiiviihniig rassal degiskenin hem dagiliminn hemde yogunluk fonksiyommm
bulima olanag saglamanim yam sira kesikli rassal degiskenler icin genellesinig
yogunluk fonksiyonu kavranu tannulama olanagy saglanugtiy.

Boylece geligtirilen bu metot sayesinde stirekli rassal degiskenlerin ve kesikli
rassal degiskenlerin ayni gekilde incelenebilme imkani elde edilmistir. Bu fikir
diferansiyel denklemler teorisinde adi, fonksiyonel-diferansiyel, kism tiirevli
diferansiyel denklemlerin  ayni  bir soyut diferansiyel denklemn altinda
birlestirilerck incelenebilemesi olanagina benzerdir(bakiniz, [6]).

Bu ¢alhiymada elde edilen metodun tstiinlitkleri kisaca goyle siralanabilir.

1. Heaviside genellegmis fonksiyonu ve Dirac delta genellesmis fonksiyonu
yardimiyla  bu  metot  hem  kesikli, hem de siirekli rassal
degiskenler i¢in uygulanabilir.

2. Degisken Degigtirme Metodunda oldugu gibi, dontstimiin
tanunlanabilmesi igin ilave yeni degigkenlerin tamimlanmasina bu metotda gerek
kalmaz.

3. Jacobiyen hesabina gerek kalmaz.

4. Bu metot dagilun fonksiyonunu bulmadan direk yogunluk fonksiyonunu
bulina olanag: saglar.

Burada metodun uygulanmasinda bilinmesi gereken en 6nemli husus Dirac
delta genellegmig fonksiyonunun bazi 6zellikleridir. Bu ¢aligmanin amaci rassal
degiskenlerin - dagihmlart  aragtirihirken  kullamilan  klasik  metotlara
Heaviside genellegmis  fouksiyonu ve Dirac delta genellegmis fonksiyonu
yardimmyla alternatif bir metot sunmaktir.

Birinci boliimde sonraki bolinmlerde ihtiyac duyulan bazi kavramlar: olasihk
teorisinin temel kavramlari, genellesmiy fonksiyonlar, Dirac delta genellesmig
fonksiyonu ve 6zellikleri, Heaviside genellesmis fonksiyonu verilmistir. Ayrica

bu boliimde Dirac delta genellegmis fonksiyonunun bu calisinada ihtiyag



duyulan ozelliklerinin ayrmtili ispata yapilmgtir.

Ikinci  boliimde donigtiriliniis rassal degigkenlerin  dagilimlarinn
bulunmast i¢in ¢egitli klasik metotlar veriliniy ve problemler iizerinde
bu metotlarin uygulamalart yapilmigtir.

Uciincii boltimde Heaviside genellesmis fonksiyonu ve Dirac delta genellesinis
fonksiyonu  yardummyla  donistiiriilmiis  kesikli  ve siirekli tipte rassal
degiskenlerin dagilinlart i¢in bu calismamnda odak noktasi olan metot.
verilinis ve problemler {izerinde uygulamalar yapilmigtir.

Dinvdinein holiunde bu tezde, verilen rassal degiskenlerin dagilomlarimm
bulunmasimda uygulanan Degigken Degistirme metodu, Dagilim Fonksiyonu
metodu, Dirac delta genellesiis fonksiyomt yardimyla geligtirilen mcetot ¢egitli

problemler {izerinde kargilagtirdoagtar.
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2 TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Olasilik Uzay1

Q2 bog olmayan herhangt bir kitnie ve A da onun alt kinmelerinden olugan
bir kitmeler sistemi olsun. Eger ¢ fonksiyonu A da tannnh gergel (I(tf{urli hir
fonksiyon ise ¢ bir kime fonksiyonudur. Her A € A igin p(A) > 0 oluyorsa ¢
negatif olimayan bir kiune fonksiyonudur.

Bir €2 kiimesinin alt kiimelerinden olugan F kiimeler sistemi i¢in

1) @ € F,

2) Ae Fiken A= (- A) e F,

0
3)i=1,2,.. icin A; € F iken UA, € F ozelliklerini sagliyorsa F bir
i
o cehiridir,

F bir o cebri ve ¢ de F iizerinde tamumli bir kiime fonksiyonu olsun. Bu
durumda ¢ agagidaki ozellikleri saglarsa bir olgii tanimlar.

1) p(@) = 0.

2) {A;}, F'de tarumli ayrik bir kiimeler dizisi ise

Ja) = w4

2 herhangi bir kiime olmak iizere F de §2 kiimesinin alt kiimelerinden
olugsan bir o—cebir olsun. P, F iizerinde tamml bir 6lgii ve P(Q) = 1 ise

(2, F, P) iicliistine bir olasihk uzayr denir(bakimz, [7], [8]).

2.2 Rassal Degisken

(Q,F, P) bir olasihk uzay1 ve X : @ — R olsun. Eger z € I i¢in
X7H(~o0, z]) kiimesi F sistemi iginde yani {w € Q: Xw) < ) ise X
bir rassal degigkendir.

{fw e Q: X(w) <z} € F oeelligi X rassal degigkeninin olgiilebilir-

ligini ifade etmektedir. Bu 6zellik sayesinde Vo € R igin bir fonksiyon yani



Fy(r) = P(X < z) fonksiyonu tanunlanabilir. Buna rassal degigkeninin

dagilim fonksiyonu denir.

2.3 Rassal Degiskenin Dagilimi

Once tannnlandigy gibi eger X bir rassal degisken ise onun dagilun fonksiy-

o1

olarak tanunlanir.

Buradan goziikiiyor ki dagiim fonksiyonu Fx(z), € (—o00, 00) araliginda

tanimlanmsg bir fonksiyondur.

2.4 Rassal Degiskenlerin Dagilima Gore Siniflandirilmasi

Rassal degigkenin yukarida tanimlanimg dagilim fonksiyonu yaui
Fx(z)=P(X < zx)

fonksiyonunun z’e bagh o6zellikleri sayesinde rassal degiskenlerin simflandiril-
mast yapilabilir. Rassal degigkenler dagilima gore kesikli rassal degisken, mut-
lak stirekli rassal degigken, singular rassal degisken ve bunlarin cesitli toplam-

larmdan olugan rassal degisken olarak simflandirilirlar.

2.4.1 Kesikli Rassal Degisken

Fx (x) dagihm fonksiyonu X'in basamakli ve monoton artan bir fonksiyonu
isc X'e kesikli rassal degigsken denir. Kesikli rassal degigsken sayilabilir sayida
degerlere sahiptir. Kesikli rassal degiskenin hemen hemen heryerde tiirevi 0’a

egittir(bakomz.[9]).
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2.4.2 Mutlak Siirekli Rassal Degisken

Fx (x) dagilim fonksiyonu X in mutlak siirekli bir fonksiyonu ise X 'e mutlak
stirekli rassal degisken denir.

F(z) dagihm fonksiyonu mutlak stirekli oldugunda yogunluk fonksiyonu iki
farkhi duruimda olabilir. Yogunluk fonksiyonu siirekli olan durum ki bu klasik
teoride karsilagilan siirekli rassal degiskenin yogunluk fonksiyonudur.

Yogunluk fonksiyonu stireksiz olan durum ki bu klasik teoride karsilasil-
mayan mutlak siirekli rassal degiskenin yogunluk fonksiyonudur.

Not: Her bir mutla,k stirekli fonksiyon hemen hemen heryerde tiireve sahip-

tir ve tiirev fonksiyonu toplamsaldir.

2.4.3 Singular Rassal Degisken

Fx () dagilun fonksiyonu siirekli fonksiyon olmanin yani sira hemen hemen
heryerde tiirevi sifira esit ise buna singular dagiim denir. Fy(z) dagilim
fonksiyonu singular dagilin ise X'e singular rassal degisken denir. '

Genecllikle keyfi bir dagilun bu dagilimlarin toplami seklinde yazilabilir.

[F(2) singular rassal degigkenin dagilim fonksiyonu olsun. F(z) fonksiyonu

siirekli olinanin yamsira hemen hemen heryerde

dF(z)
du

=0 ve (o) - F(—x0) =1

dir. Bu tiir dagilim fonksiyonuna ornek olarak [10] da verilen biitiin degigimi
[0, 1] araliginda bulunan Cantor egrisi gosterilebilir:

F(z) =0eger x <0, F(z) = 1 eger x > 1 ve Cantor egrisi agagidaki gibi
tanmmlanir. |

[0, 1] arahig 3 esit

1. .1 2. 2
I e N =
[073}’ [3’3]’ [3’ ]
. , 12 } 1
arahklarima bolinir. "I¢" aralik da yani z € [5’ 5] araliginda F(z) = 3 dir.

Kalan iki arahk yeniden ii¢ esit kisma boliiniir. Ve herbir "i¢" aralikta f(x)



1 3 . .
fonksiyonu degeri 1 ve Z’e esit oldugu kabul edilir. Yani

F(z) =

B ok

9’ 9]

dir. Bundan sonra kalan araliklarin herbiri yeniden 3 kisima boliinerek "
araliklarda F'(z) fonksiyonunun degeri 6nce tammlanmis komsu iki degerin
ortalamasma esit kabul edilir ve bu boylece devam ettirilir.

F(z) fonksiyonunun sabit oldugu "i¢" arahklarin uzunluklarinin toplami

esittir:

1 2 1
Stst ---—32 —
k=0 1*5

F(z) fonksiyonu i¢ araliklara ait olmayan noktalarda stirekli olarak tanimlanir.

C«GI[\')

= 1.

CJJIP‘—‘

Genel sekilde

2k -1
F(z) = O k=1,2..,2""!
Burada n "i¢" araliklarin sayisi bagka degisle F'(z) fonksiyonunun aldigi deger-
-1

lerin saysidir. , k=1,2,..,2"7! degerleri [0, 1] arahginn heryerinde
siktir. Yani [0, 1] arahgimin herbir noktasinin istenilen kiigiik komsulugunda
bu diziden en az bir deger vardir. F(z) dagilim fonksiyonunun grafigi sekil 2.1

de goriilhimcktedir.

Fx)
1 | ——
my
3/4 :—'—'-}II:
™ (b
——
TR R
Va| b ol b
n! ||,'I :||, |‘|:|
ey L 1ot N
Pz 1 278 x
9 9 3 3 9 9

Sekil 2.1: Cantor basamagi



2.5 Genellegsmis Fonksiyonlar

Genellesmis fonksiyon kavraminm tamumlamak icin once bazi temel kavram-

lar bilinmelidir. Sozkonusu kavramlardan biri test fonksiyonu kavramidir.

2.5.1 Test Fonksiyonlar:

Genellegmisg fonksiyonlar, fonksiyonel gibi tanimlandiklari igin 6nce bu fonksiy-
onellerin tamimlandigr fonksiyonlar kiunesini belirtmek gerekiyor.

Bu tiir fonksiyonlar kiimesine test fonksiyonlar: kiimesi denilecek. Ve K
ile gosterilecek. K kiimesi biitiin merteben tiirevlere sahip, simirh tagiyicih
(bounded support) ¢(z), z € R fonksiyonlarindan olusan bir kiimedir. ¢(z)
fonksiyonunun tagiyicisi denildiginde dyle z’ler anlagilir ki bu z’ler igin ¢(x) #
0 cir. Buradan I{’ya ait olan test fonksiyonun herbiri herhangi bir sinirlt kiime
diginda 0zdeslikle sifira esit olmak zorunda oldugu sonucu ortaya ¢ikmaktadir.
Ormegin, © € R? oldugunda, ¢(z) fonksiyonunun tasiyicis: siurh bir kapali
efrl yayl ise bu egri yayi tizerinde biitiin mertebeden tiirevler 0’a esit olmak
zorundadir.

Test fonksiyonlarin olusturdugu K kiimesine test fonksiyonlar uzayi denir.
Test fonksiyonlarin toplam ve reel bir say: ile ¢arpimi test fonksiyonu oldugu
icin test fonksiyonlar uzay lineer uzaydir.

01(x), wo(x), ..., 0, (), ... test fonksiyonlar dizisinin herbir fonksiyonu.belli
bir bolgenin diginda 0’a esit ve bu dizi biitiin mertebeden tiirevleriyle birlikte
(’a uniform yakmsiyor ise o zaman dizi 0’a yakinsiyor denir.

Ornck olarak agagidaki fonksiyon gézoniine alimabilir.

a? . :
L exp(———), eferr <aise
o(r,a) = a® =1
0, eger r > q 1se
=4 E z?| > a,

e, (2) =vie(z,a) v=12,..

8
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dizisi I{da yakimsaktir.

~1 _7;

e () =v " p(=,a) v=12,..
v

dizis1 kendi biitin mertebeden tiirevleriyle 0’a uniform yakinsar. Ancak [{’da
yakinsamaz ¢iink{i dizinin biitiin fonksiyonlar: igin sinirh ortak bir bolge yoktur
ki o bolge diginda hepsi 0 olsun.

I{ya ait olan fonksiyonlar bir cok ozellige sahiptir (bakinuz, [11]). Ornegin,
snurh tagiyicihk ozelligine sahip verilinig siirekli f(x) fonksiyonu i¢in K’ya. ait
oyle bir ¢(x) vardir ki f(x)’e istenildigi kadar yakmdir. Yani bitin z’ler ve
her bir € > 0 igin

[f(z) — pla)] < e

2.5.2 Genellegmis Fonksiyonlar;

Dirac Delta Genellegsmis Fonksiyonu

IC7da tannmlanmug siirekli lineer fonksiyonel denildiginde oyle bir kural ver-
ildigi anlagiliyor ki bu kurala gore {’dan olan herbir ¢(z) ile agagidaki kogullar

saglayan (f, ¢) reel sayisi kargilagtualir.

(a) Her bir «v; ve oy sayilar ve K’dan olan ¢, (z) ve ¢,(z) iki fonksiyon
olmak {izere
(f, a1 + azps) = aa(f, 1) + a2(f, )
kogulu saglamr. Bu o6zellige f'nin lineerligi denir.

(b) @1, ©9,-.s @, ... dizisi K'da 0’a yakmsiyor ise

(f’(fgl)7 (f’ ()02)’ Tty (.fv 901/)

dizisi 0’a yakimsar. Bu ozcllik fnin siireklilik ozelligidir. Ornegin, f(z) R
de her bir simirh bolgede mutlak integrallenebilir bir fonksiyon ise (f lokal
toplanabilir bir fonksiyon oldugunda) bu fonksiyon yardimiyla K’dan olan her
bir ¢(z)’e _ ‘
(1.0 = [ f@)plais .)
i

9



sayist karsilik gelir. Burada (2.1)’deki integral ¢(z)’in sifira esit olmadigh bolge
lizerinden ahinmalidir.

Kolayca goriilebilir ki, f fonksiyoneli igin (a) ve (b) ozellikleri saglamr.
Burada (b) 6zelligi integrant uniform yakinsadiginda, integral disindaki limitle
integral igaretinin yer degistirmesi 6zelliginden ortaya gikar. (2.1) esitligi K
tizerinde tammlanmg siirekli lineer fonksiyonelin birkag ozelligini ifade etmek-
tedir. Diger ozellikler daha sonra sunulacaktir. |

K’dan olan her bir ¢(x) fonksiyonuna bu fonksiyonun x = z noktasindaki
©(xg) degeri karsilik getirilirse, o zaman (a) ve (b) kosullarim saglayan bir
fonksiyonel tanunlanmig olur. Ancak bu fonksiyonel (2.1) geklinde ifade edile-
mez. Yaui bu fonksiyonel lokal integrallenebilir bir f(z) fonksiyonu yardimiyla
(2.1) integrali seklinde gerceklestirilemez. Bu agagidaki gibi gosterilebilir.

Her biri K dan olan ¢(z) igin

| H@eta)ds = ()

kogulunu saglayan lokal integrallenebilir f(z) fonksiyonu oldugunu varsayalim.

Yukardaki ornekte dikkate aliman ¢(z, «) fonksiyonu igin
/f(at)go(:r:, a)dz = p(0,a) = e L. (2.2)
Rn ‘

Ancak a — 0, (2.2) esitliginin sol tarafindaki integral sifira yaklagiyor. Bu ise
e~ ! sonucu ile gelismektedir. ,

Yukarida tammladigimiz yani herbir ¢(z) € K igin degeri ¢(z) olan ve (a)
ve (b) kosullarim saglayan ancak (2.1) esitligi gibi yazilamayan fonksiyonele
d(z) Dirac delta genellegmis fonksiyonu denir.

Tanima gore

yazilir. Genellikle bu
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sekilde yazlabilir. K iizerinde tammlanmis lineer siirekli fonksiyon olarak
genellesmig fonksiyon tamimlandi.  Genellesmis fonksiyonlar hakkinda daha
ayrintill bilgi igin [11] dnerilebilir. Esitlik (2.1) seklinde verilen fonksiyonlara
regular, diger fonksiyonlara da singular genellesmis fonksiyon denir. Dirac
delta genelleginig fonksiyonu da bu singular genellesmis fonksiyonlardan biri-
sidir.  Dalia sonraki boltimler de rassal degiskenlerin dagilimlar teorisinde

onemli yere sahip olan Dirac delta genellesmis fonksiyonu detayh olarak in-

celenecektir.

2.5.3 Genellegmig Tiirev Kavrami

@ test fonksiyonu olsun. Bu durumda

1) = [ @@= [ rede)
= f@)o@) 1% - [ o(alple)ds

yada
(f,¢) = —(v,) (2.3)

keyfi test fonksiyonu ¢(z) igin (2.3) esitligi saglaniyor ise o zaman v fonksiy-

onuna f'nin genellesmis tiirevi denir. Ve v = f’ geklinde gosterilir. Genellikle

(f.¢") = (1) (v, ¢)

e e o r . . .. . . . k
egitligini saglayan v fonksiyenuna f'nin k.mertebeden tiirevi denir. Vev = f (k)

gibi yazilr.

11



2.6 Heaviside Genellesmis Fonksiyonu ve Tiirevi

[8] de oldugu gibi Heaviside genelleginis fonksiyonu

Jl, x>0
H(z) =
l(), z<0

seklinde tanimlanir.

Buradan H(0—) = 0, H(0+) = 1 oldugu goriilir. Her test fonksiyonu ()

igin

(H,¢) = 7 H($)<P(fv)d$=/OH(w)w(ﬂi)dxﬂL]oH(x)@(w)dw
“oo “oo 0
= O+]O(p(1)da:
= ]otp(»l)dfc,
yada N
(#.0) = [ pla)da.

Yani (H,¢) test fonksiyonlari uzaymda lineer bir fonksiyonel tanimlar.

(H' ) = —(H, ) = - / o (2)dz = (0). (2.4)
(6,0) = / 5(2)p(z)dz = p(0). (2.5)

(2.4) ve (2.5)'den
(H',0) = (6, ) (2.6)
sonucu yazilabilir. (2.6) formili H'(t) = 6(t) ifade etmektedir. Yani Heavi-
side genellesmis fonksiyonunun tirevi Dirac delta genellesmis fonksiyonudur.
Dikkat edilmelidir ki (2.6) formiilti bilinen anlamda tirev degil genellesmis

anlamda tirevdir.

12



2.7 Dirac Delta Genellesmis Fonksiyonuna
Dizisel Yaklasim

2.7.1 Tarihgesi

ISuantum mekaniginin onemli formialleri i¢in Dirac tarafindan bulunan fouksiyon,
cogunlukla Diracin delta fonksiyonu olarak bilinir.

“Genellegmis fonksiyonlar” teorisinin 6nemli bir fonksiyonu olan delta fonksiy-
onu baglangigta pekgok matematikgi tarafindan kabul edilmemisti. Buna rag-
men uzun yillar, fizikciler ve mithendisler fonksiyonun fonksiyonel yapisiyla
ilgilenmezsizin bu fonksiyonu kullanmiglar ve Dirac delta genellesmis fonksiy-
onuna faydali sonuglar olan, 6zel bir fonksiyon olarak bakmuiglardir.

Dirac fonksiyonu son yiizyilda matemetiksel yapiya oturtulmugtur. Bu
fonksiyon bilinen fonksiyon degil genellesmis fonksiyon yani lineer bir fonksiy-
onel oldugu ispatlannugtir.  Bu tiir soyut tanimina ragmen Dirac delta
genellesmiy fonksiyonu istatistigin belli alanlarinda 6zellikle de rassal degigken-

lerin dagilunlan teorisinde uygulanmaya baglanmigtir.

2.7.2 Tanim

Dirac delta genellegmis fonksiyonu §(z) notasyonuyla gosterilir ve

co =0 0 =y
§(z) = yada §(z — y) =
0 z#0 0 z#y

olmanin yanisira / §(z)dz = 1 kosulunu da saglar.

-0

Yukaridaki gekilde tamimlanmug Dirac delta fonksiyonu bir dizinin limiti

olarak anlam kazanabilir.

13
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Ornegin

) N o2

o(x) = ”1-141:)10 ’ﬁ(v (n)
1. €

= —lim 5

Te—01x%+ ¢

e—xz/(4a) )

il

lim
em0t 24/TE

Bu dizilerden birinin limiti i¢in / §(z)dx = 1 oldugu gosterilebilir.

/6($)d:r: = /732&%6_(”m)2dx

—00

[>0]

"1
=l | e

—0

1
= lim —=v7 = lim 1=1.

n—o0 m n—00
Heaviside genellesmis fonksiyonuyla Dirac delta genellesmis fonksiyonu arasin-

daki baglant1 dizisel yaklagim yardimiyla incelenebilir.

1 1 1
nr+ - x €&

falz) =140 z € (=00, =5 ] (2.7)
] n
1 S [5;, +00)
scklinde f,,(z) tanimlanabilir. Buradan
lim f.(z)=H(z), z#0

oldugu gorulir.

14
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2n 2n

Sckil 2.2: Heaviside genellesinig fonksiyonuna yakinsayan { f,,(z)} dizisi terim-

lerinin grafigi

(2.7) den tana = —i— = n, tan @ = n olmasi nedeniyle
n
1 1
, n € (—2—, 5;)
z ¢ (_iﬁa —%)

oldugu goriilir. (2.8)°¢ ait {f/(z)} ler dizisinin terimlerinin grafikleri sekil 2.3

de gosterilir

n=301
n=2 il
ll |:: ot b
n=1——Hr—
|l 1 A L l
2n 2n

Sekil 2.3: Dirac delta genellesmis fonksiyonuna yakinsayan {f,,(z)} dizisi ter-

unlerinin grafigi
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(2.8)’den kolayca goriiliir ki

oo T =
lim f/(z) =
noee 0 z2#0,

yani

lim f(z) = 6(x),

n—oo
Boylece n sonsuza gittiginde {f!(z)} dizisinin limiti Dirac delta genellegmis

fonksiyonudur:

2.8 Dirac Delta Genellesmis Fonksiyonunun Ozellikleri

1. f(x) strekli bir fonksiyonu igin

esitligi saglanir.
Kanit.

7 f(2)6(z)dz

integrali f(z) fonksiyonu siirekli oldugunda asagidaki gibi hesaplanir.
f(z) fonksiyonunun z = 0 noktasinda stirekli olmasi f(z) = f(0) + 0(e)
burada (¢ — 0, 0(g) — 0) esitliginin gegerli olmasi anlamina gelir. 6(x)

fonksiyonunun ozellikleri de dikkate alinarak agagidaki iglemler yapilir.

7 f(2)d(z)dx = ./Ef(:v)d(:c)dw

16



= [40)+ 0N

[

~ £(0) / 5(x)dz + / 0(e)5(x)dz

~ (0) / 5(x)dz + / 0()6(z)dz
_ f(o)-}-/O(s)(S('z:)dr
yada
/ f(z)d(x)dz = f(0) +/O(5)6(:c)dL

Sonuncu egitlikte / 0(g)d(z)dz integrali gozoniine alinip,

/ 0(e)é(z)dzx

—£

< /m@w@Mw

< sr:pO(a) /5($)dm

IN

sup 0(e) /6(33)([35 < 8151p|0(€)|

£

4

[ 13tz = 510)
oldugu ispatlanir. m h
. f, x = xp’da siirekli ise
]of(l‘)(?(l‘ — zo)dz = f(zo)



Kanit. Degisken degistirme yapilirsa x — 29 = v, de = dy, f(zo +y) =
9(y),

| / Fly + 20)6(y)dy = / 9()5(y)dy = 9(0) = f(o).

3. a # 0 ve f(z) stirekli ise

daz) = (o),
yada
" é F(2)5(az)da = l(%l_ Z £(2)6(z)dz
dir.
Kanit.

i. « > 0= ar =1y adzx =dy. Bu durumda

[ t@stends = ¢ [ s&sway

= (0= 7f<:c>6<x>dm,
yada . o N
| / F(@)b(az)dz = % | / F@)(z)da (2.9)
olur. h h

ii. «<0=ar=1y, adr=dy oldugu i¢in

[ fstesias = - [ ryetay
= -2 [ 1wy
1 1 7
= —2/0) = —5*/ F(@)é(z)dz,
18
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yada

e o]

/ f(:z:)é(ux)cla::—zlz / £(2)8(z)dx (2.10)

olur. (2.9) ve (2.10) agagidaki tek formiil seklinde yazilabilir.

lg.ol

/Q flx)o(uz)de = ﬁ / f(x)o(x)dx. (2.11)

—0

. (x) strekli bir fonksiyon, z,, n = 1,...,k p(z)in ayrik kokleri ise ve

©'(2,,) # 0 kogulu saglaniyor ise ¢(x) fonksiyonun Dirac delta fonksiyonu

Slola)) = 3

seklinde verilir.

Kamit. Her siirekli f fonksiyonu igin

o] x1+e

/ f(z)dlp(x / f(z)d[p(x))dz + / F(z)8]e(x)]dz
+ / F@)olo())dz + . + /+f
¥ 7 f@dle@lds (2.12)

iligkist vardir. Ve z # 0 oldugunda, 6(z) = 0 oldugu bilindigine gore

Tnp1—E
n n+1

> [ @se@iis=o, (219
| s@dlptais =0, | t@spnie=0 e

dir. (2.13) ve (2.14) (2.12) de dikkate alimrsa

T
0 n ktE

[ 1@selis =3 [ f@ple@ids (2.15)

oo k=11‘;c—e

19



sonuen dogal olarak ortaya ¢ikar. (2.15) de bulunan

Tpte

/ S S[p()] el (2.16)

g
integrali gozoniine alinwrsa, (xy — €,z + €) araliginda (z) siirekli difer-
ansiycllenabilir fouksiyon oldugundan ¢'(zx) # 0 oldugu igin ¢'(zx) # 0,
z € (z, —e, 21 +¢€).Bu nedenlé w(z) fonksiyonu ters fonksiyona sahiptir.
i. ¢'(x) > 0 ise ¢ fonksiyonu artandir. Artan siirekli bir fonksiyon
bu aralikta ters fonksiyona sahiptir. ¢(z) = ¢t den x = (t) oldugu
bulunur, 2 = —— oldugu i¢in +'(t)dt = dz olur.

dr dz

dt
£y, — € < T < Zn + € araligimda ¢(z) artan bir fonksiyon oldugu i¢in

Plan =€) <p(z) <@z, +¢)
ve
elz, —e) <t <oz, +¢)

olur. Bu degerler (2.16) integralinde yerine yazilirsa

Tpte p(xr+e)
/ f(2)lp(a)de = Fp()01 (H)dt
wp—e w(zk—e)

= [ swnw el
= PO o

yada

(2.17)

Tp—€

sonucu bulunur.
il. '(z) < 0 ise ¢ fonksiyonu azalandir. Azalan ve siirekli bir fonksiyon

bu aralikta ters fonksiyona sahiptir. ¢(z) = ¢ den = = 9(t) oldugu

20



dt 1 ey _
bulunur. el oldugu i¢in v'(t)dt = dx olur.

dt
a, — € <1 < 2, + e araligmda ¢(2) azalan bir fonksiyon oldugu igin

@(Tn +€) < p(z) < p(Tn — €)

ve
(P(.’En + 6) <t< Sa(xn - 6)

olur. Bu degerler (2.16) integralinde yerine yazilirsa

Tite w(xk+e)
/_f(:::)h'[(p(:r)}(l.u = / SOp())S[E]" (£)dt
T —€ ap(:};‘k—s)
ACTID
— / JOp())s[ e (L)dt
plai-+e)
~ - [ s

= —fpE)Y'(t) |i=0

ey 1
veya
:ck—.i-e 1
| / F@)ele@lide = (@) = (2.18)
oldugu sonucuna varilir. (2.17) ve (2.18) sonuglarindan
Ti+E 1
. = n 2.19
| / fe)slptelde = flon) o 219
oldugu goriiliir. Bu sonug (2.15)’de yerine yazihrsa
©° n TkFE Lo 1
[ @it =3 [ f@dte@la =3 oy
T 1 o0
= _— z)o(x — x,)dx,
> lw,(xn)l_é F(@)3(e = z)dz
21
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veya

3

Slp(z)] =

2T/ ()]

Ornegin ¢(z) = 22 — o® olursa,

. . 1
§(2? —a?) = m&(m —a)+6(r+a)
a

seklinde hulunor, =

[

. 0{(x) = §(—=) yani Dirac delta fonksiyonu ¢ift fonksiyondur.

Kamt. Dirac delta genellesmis fonksiyonunun 3. 6zelligi kullamlarak

©0 1 ©0 o0
Zo F@)3(—2)ds = ‘T”;o/o f(@)3(z)da =_Zo f(@)8(a)da.
yada
/ F(2)8(=a)ds = / F(2)6(z)dz
n

Dirac delta genellesmis fonksiyonu ve ¢zellikleri hakkinda daha ayrintili

bilgi i¢in {11, 12, 13] den yararlanilabilir.
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3 DONUSTURULMUS RASSAL
DEGISKENLERIN DAGILIMLARININ
BULUNMASI ICIN CESITLI METOTLAR

Bu boltimde doniistiiriilintis rassal degigkenlerin dagilimlarnin bulunmasi
i¢cin ¢esitli klasik metotlar verilmis ve rnekler tizerinde bu metotlarin uygula-

malar: yapilmistir (bakimz, [2, 3]).

3.1 Rassal Degisken Dagilimimin Tanmimiyla Yogunluk

Fonksiyonunun Bulunmasi

Xy, X, ..., X, rassal degiskenler verildigini varsayalim, Y = u(X,, Xo, ..., X,,)

nin dagilimi denildiginde
Gly) = P{Y <y} = P(u(Xy, X, ..., X5) < 9)

fonksiyonu anlagihr.

Eger G(y) fonksiyonu diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise

9(y) = G'(y)
[onksiyonuna yogunluk fonksiyouu denir.
Dagilim fonksiyonu tammundan yola gikarak dagilim fonksiyonu G(y) ve’

yogunluk fonksiyonu ¢(y)'nin bulunmasi yontemine yaygin olarak Dagilim

Fonksiyonu metodu denir.

Ornek 3.1.1 X ve Y swrasiyla XLy ve X2y X? dagilimuna sahip bagimsiz

rassal degiskenler olsun.
Z=(X/m)/ ¥/n) (0<z<o0, 0<y<o0)

Z degiskeninin serbestlik derecesi m ve n olan f-dagilvme oldugu asaindaki gibi

gosterilir.
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Cozum 3.1.1 Dagilaman tanama kullamilarak

G(z)=P(Z<z)= P(% < 2)

ifadesi yazilir ve Yz € (0, 00) igin
ne
D(z) ={(z,y): 0<: — <
(2) = {(z,y): 0<z<oo, — <y}

bolgesi tansmlanar. X veY bagimsiz rassal degiskenler oldugundan ortak olasilik

yojunluk fonksiyonu
f(z,y) = filz) f2(y),

YaAns
(x+y) m n X
—— —__1 —=
e 2 22 y2
m+n
my_ N

2 2 D5

seklindedir. G(z) daglon fonksiyonu asafrdaki gibi bulunur:

flz,y) =

G) =Pz <o) = [ [ A@ )y
- 0 iLL
mz

Buradan yogunluk fonksiyonu i¢in

9(z) = G'z) = - /fl(:wg(—)—(———)dx

0
oo nr o
e 2,2 ¢ an(;?—z)Q n oz
= mo T ;ﬁ(;z‘)d'l:’
° 22r(3)  220(3)
n . n .
n — -
V2 (==Y 2
R0
m+4n ’

denalirse,




ifadest bulunwr. Sonuncu integrali hesaplamak igin 5( 14+ —) = u déndsimi

mz
du . . : "
wyqulanirsa, dx = T oldugundan ve integralin sinirlary defigmedigin-
s(1+—)
2 mz
den

2 2 (1+—) 2

) m m+n
1 —

9(2) = ———2—22 (mz+n) 2

-

bulunur. Buradan gorilir ki Z = — rassal degiskeni serbestlik derecesi m ve

n olan f-daglimina sahiptir.

3.1.2 1Iki Siirekli Rassal Degisken Oranimin Siireksiz Bir

Yogunluk Fonksiyonuna Sahip Olabilecegini Gosteren

Bir Ornek

Herbirinin yogunluk fonksiyonu siirekli bir fonksiyon olan iki siirekli rassal
degigkenin oraninmin yogunluk fonksiyonunu bulalim.

Bagnnsiz rassal degiskenler olarak Couchy dagilimina sahip olan rassal
degiskenleri gozoniine alalhim. Bu rassal degigkenlerin oraninin yogunluk fonksiy-

onu bulundugunda goriilityor ki bulunan yogunluk fonksiyonu siirekli degildir.

Ornek 3.1.3 Farzedelim X, ve X, bagumsiz Couchy rassal degiskenleri olsun.

1

./'X,ﬂ (-’1«") = m,

—co <, <00, t=1,2

verilmagtir,



rassal defiskeninin yogunluk fonksiyonu dagrlim fonksiyonu metoduyla asagi-

dakr gibe bulunur.

Cozlim 3.1.3 Dagilvmun tanvmandan

Y rassal defigskeninin dagilimana bulmak igin asagidaki sekilde bolgeler gézoniine
alinar.
.y >0,z >0, x>0 igin bilge

T

Ay ={(z1,22) 121 > 0; 2, > 0; ? < z9}

Ag = {(331,332) 1z <05 o > 0 % < 3;2}
I

Az = {(z1,29) 1 21 < 0; 32 <0 —y— >z}
Ty

A4 - {(-Il,-l?) 1Ty > 0; Ty < 0; ‘y‘"‘ > .'172}

Bu bolgelerin birlesimi D(y) dir. Ornek 8.1.3 de ortaya ¢ikan bélgelerin tespiti
sekil 3.1 de verilmagtir.

Sekil 3,10 Ornek 3.1.3 de ortaya ¢ikan bir bolgenin Lespili

D(y)=A1UA2UA3UA4
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D(y) bolgesinden yola ¢ikarak G(y) nin daglima hesaplanar:

X
Gly) = P(X <y) // Fxo (1) fxo(22)dzydas,

D(y)

Gly) = P <y = / /r.fxl(lfl)fxfz(ﬂh)dmdivz+ / [ (e fralednda:

// Fx (@) fxo(T2)dz dzs + //fx1 1 fXQ(xQ)d-Tld.’L'Q,

A
veya
oo 0 oo
Gly) = [ dn / P fra(ada + [ doy [ fr(e0 oo,
0 “ 0
Ef
I
0 ) 0
+/dz1/fxl (3 fxz(:cg)dm2+/dx1/fxl (1) fx,(z2)dzs,
o 0

Y ‘nin dagulem fonksiyonundan yogunluk fonksiyonu elde edilebilir.
9ly) = G'(y)

0
~ [ et S+ [ ) S,
0 -0

bu integralde islemin sade olmast i¢in x; = x denilebilir.

o 0
1 T 1 1 —z
—dx —-d

/7r1+a:2 m(y? +2) y? 7L_'_/7r(1—%-ac2)7r(y2+ar:2) 2
0 y2 —00 y2

1T -

—z

== dr + — dzx,

w2 / [+ad)(gf+ad) / (1+22)(y? + z?)
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integralin ikinct kismanda t = —x, dt = —dzx, déniisimi uygulanirsa

(3.1)

1T z 1T (=)
Yy = — —dr + — —dt),
9(9) 2/ (14 22)(y* + z?) T (1+t2)(y2+t2)( )
0 0
- L 7 i dr + 1 7 ol dz
o) T+ +a?) T r? ) (L a?) (g +a?)
0 0
9 oy
x
‘ = @ — - d.‘, > O
g(‘/) 7{_2' (1+$2)(y2+zz) xz Yy
0
(3.1) de i+ 2):(6 T ) rasyonel ifadesi basit kesirlere ayrilarak integral
) (y* + 2
coziilebilur.

z ar +b cx+d

T+ +a)  1+a) @+

wkinci taraf dizenlenirse

z=by? +d+ (ay®+ )z + (b + d)z* + (a + ¢)z°

elde edilir. Buradan

ay?+c = 1 by’ +d=0

a+c = 0 b+d=20

sistemi bulunur. Bu sistem ¢oziliirse

ve

28



bulwnr. Bu degerler (3.1) de yerine yazilirsa

g(y) = 3/( = dz

yant

—lny*, y>0 (3.2)

y > 0 oldujunda g(y) > 0 kosulu saglanwr, ¢inki 0 < y < 1 oldugunda
y? — 1< 0welny® <0 olur.

1.y < 0 oldugunda

By = {(z,m2):2:<0; 0< 22 < %}

By = {(z1,29):21>0; o zp < 0}
Y

D(y) = B, U By

bolgeleri tamimlanar. Bu bélgelerin birlegimi D(y) dir.
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Sekil 3.2: Ornek 3.1.3 de ortaya cikan bagka bir bolgenin tespiti

Rassal degiskenin dagilvminin tanvmana gore;

Gly) = P("— <y) // Ix, (1) Fxo (@) dzrda,

D(y)
X1
G(y) = P(Xf— <) / fx, (z1 fXQ([2)d$1dx2+/ Ix, (21) fxp (w2)dwrdas,
B

ﬂ

oo 0 0 Yy

6l) = [t [ fea oo+ [ do [ o) fraleden
0 o “eo 0

Y
Y 'nan dagnlom fonksiyonundan yogunluk fonksiyonu

9y) = G'(y)

0
- / ) () +_4 (e () o,

veYa,
foe) 0
( ) / 1 1 T / 1 1 —z
Y) = — ’
I T(L+22) 7(y” + 2) 2 T(1+2°) n(2 +20) 32
0 y2 —o0 y2
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0o 0
1 1 -
= — dz + — dz
wz/ 1+'z:2 Ny? + %) J (L+a2)(y? +2?)
0 —00
seklinde bulunur. Integralin ikinci kismanda t = —z, dt = —dx, donigimi

wygulanirsa

o0

aly) = —/ dz + = )
o wt ) (L a?)(y? + 00w ey
0

(—dt),

—_

veya

2

2/ 1+ 22)(y? + 2?)
0

dr, y<0. (3.3)

Sonug olarak integralin ¢éziimii

1 1

9y) = — Y 1ny , y<o0 (3.4)

dir. y > 0 durumundaki sonucu ile y < 0 sonucu ayme ¢iktr. Yani (3.2) ve

(3.4) sonuglar birlestirilerek

9) = ==y’ y € (-00,00)/{0} (3.5)

yazilabilir.

g(y)

Sekil 3.3: Ornek 3.1.2 de ortaya ¢ikan yogunluk fonksiyonunun grafigi
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Sckil 3.4: Ornek 3.1.2 de ortaya cikan dagilibim fonksiyonunun grafigi

Bu ornegin dagilim fonksiyonunun tanmimi ile ¢oziimii siirecine bakilirsa,
olduk¢a uzun karmagik ve hata yapma olasiiginin ne kadar yiliksek oldugu
goriilebilir. Ayni érnegin Dirac delta genellesmis fonksiyonu yardimiyla ¢oziimii

bundan sonraki boéliimde verilecektir.

Yogunluk fonksiyonu bulunduktan sonra bulunan bu fonksiyonun poziti-
fligi ve tamumlandigy bolge iizerinde integralinin yakinsaklig1l gosterilmelidir.
Integralin yakinsakhp: asagidaki gibi gosterilebilir. Yogunluk fonksiyonunun
stircksizlik noktalarindan biri 0 oldugu i¢in 0 civarinda yakinsaklik arastirl-

malidir.
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Sckil 3.5: Ornek 3.1.3 de ortaya cikan yogunluk fonksiyonunun integralinin

x — 0% yakinsakliginin ispat1 ve geometrik tespiti

r = 0 kiigk civarinda sozkonusu integralin yakinsak oldugu agagidaki gibi

incelenebilir:
zo ) zo
22 In 22
TR dr = — 2(1.7;
J at—1 1—=x
€ &

-2 g -1 oseqtlirse
2 2 p
e* < z* < ap,

: 2
—e? > —a? > —Zy,

1—e*>1-2*>1-1},
1 < 1 < 1
1—e?2 " 1-z2 1-—2¥

olur. Boylece

g 1 9 g 1 9 5 xg
‘na: der = — nl‘dwg————g/—lnxdx
2 -1 1—22 1—xz§
£ £ g
2 7
= sl—zxlnw [ +/:1:—da:]
2 ! 0 o
= 7= z%[—mhlw 20 4z |2°]
2
= 5(—zolnwg +elne + zo — €,
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veya
o

In 2 2
/x?i 1d:1:§ 1_xg[—xolnxo+xo—s+alne],

€

sonuncu egitsizlikten & — 07 kosulu altinda limit alimirsa,

i [ B9 < 2yl + o) + limelne = —2—(—zo o + z0)
im " 1(.1,_1 = —ZyInzo + zof + lime na—l_x% Tolnzg + zo

Ty

In z2 . : : .
olur. Bu sonug =1 fonksiyonun 0 civarinda yakinsak oldugunu gosterir.
r? —

Yogunluk fonksiyonun siireksiz noktalarindan digeri z = oo dur.

Sekil 3.6: Ornek 3.1.3 de ortaya cikan yogunluk fonksiyonunun integralinin

x — oo yakinsakliginin ispat1 ve geometrik tespiti

N
In 22

lim dz
Nooo | 22 -1

To
2

5 = 1 fonksiyonunun (0, o) araliginda in-
xTr< — B

o

tegralinin yakimsakligi gosterilmis olur. [14] de bulunan yontem uygulanmak-

limitinin var oldugu ispatlanir ise

taclr. )
Inx
. Inz? , . Inz? 1
lim = lim — = lim ——
T 00 32 — 1 o0 I — 00 :E2 1
z?2 12
baglantis ve
y 2 . z? (1na:2)
im esithgl =
00 }"2 5 g 2 - } -’I)z
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oldugunu gosterir.

oo o0

-l ”2 .
lim / nj dv = lim /2111xd(—l)

N—oo T N—oo T
&g g

N—oo

N
: 1 : 1
= lim (—;)2lnx|i\; +1\}§réo2/§dm,
Zy

1 2
= lim (==2lnz - =) |V
' z

N-—oo s o
1 2 1 2
= lim (-=2InN — — + —21 - —
Ngnm( N . N + To f %o CEO)
_ 2lnzy 2
B Zo .’L’O’
yada
N
, / In 22 2lnzy 2
lim —dr = - —.
N—oo €T o Zo
zo
e 2

Bu sonug gosteriyor ki [

Zo

| .
;1:77_ 1(11' integrali yakinsaktir:

3.2 Degisken Degistirme Metoduyla Yogunluk

Fonksiyonunun Bulunmasi

Once kesikli rassal degiskenler icin sonra ise mutlak siirekli rassal degisken-

ler i¢in degisken degigtirme metodu incelenecektir.

3.2.1 Kesikli Rassal Degisken Icin Degisken Degistirme Teknigi

X1, ..., X, rassal degigkenleri olasihik fonksiyonu fx,, . x.(z1, ..., T») olan ke-

sikli rassal degiskenler olsun.
A = {(Xla ey Xn) . le,..‘,Xn ("Ela reey xn) Z O}
A, X,;’nin her olasi sonucunun n—boyutlu kiimesidir. Farzedelimn

Y, = .(Jl(Xh ey Xn), ey Y = gk(Xl, '“)Xn)



'nin ortak olasilik fonksiyonu aransin. Burada k& < n ise doniigiimiin 1-1 olmas

i¢in yeni
Ym P = Ok (‘\fl, ooy /\,»,,,), . 3/,, = .(]-,,V(X], ceey /\,‘,,v)

degiskenleri tanunlanmalichr. Boylece Y, ..., Y, degiskenleri tanimlannus olur.
Y1 = 01(L1s ey )y ooy Yn = Gn(T1y o0y Tn)

doniisiimit A’dan B'ye 1-1 donisiim tanunhyor ise Y7, Ys, ..., Yy, rassal degigken-

lerinin ortak olasihk fouksiyonu

W1y s yn) = FGT W10 o Un)s ooos G (U1, ooy Un) (3.6)

B={(y1, - ¥a) 1 9(¥1, -, ¥n) > 0}

seklindedir. Buradan hangi rassal degiskenin yogunluk fonksiyonu araniy-
orsa, diger degiskenler iizerinden toplam alinarak aranilan degiskenin marjinal

olasilik fonksiyonu bulunmusg olur.

Ornek 3.2.2 X1, X, ortalamalare siraswyla Uy, by olan ve Poisson dagilimina
sahip bagimsiz rassal deiskenler olsun. Xy, Xo defiskenlerinin ortak olasiik
fonksiyonu verilsin:

/‘L;fl Mz2e"(/~‘1+l‘2)

f (21, x2) 211! z1=0,1,2..;2, =0,1,2...
X1,x2\ L1, T2) = 01 X! )

0 d.d.

Y = X + X5 dagelems asagidaki sekilde bulunur.
Coziim 3.2.2 X; 1 = 1,2 ’lerin her olast sonucunun kiimes:
A= {(513'1,1'2) LI = 1,2, ,’L = 1,2}

dir. Yeni Y1,Ys defiskenleri agagrdaki gibi tanamlanabilir:

i = Xi+ X
Yo = X
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Ny o Y-

Xy = Y,

B = {(ylv y?) = Oa 17 Y2 = 0’ 1’ "'7y1}'
(3.6) Jormiiliine gore

ullll—wuyze—(#ﬁr#z)

, (y2) €eB
gy, ys) = (1 = y2) !

0 d.d.

yazlabilir. Buradan Y) "in marginal fonksiyonu

KA

gi(y1) = Z 9(y1, v2)

y2=0
—(p1t+p2) W
& yl' y1—
_ | Z ' |/“Lll Y2
Yy (yl — y2)lys!

=(p1+n2)

p2,
y2=0

i + e
= (ll /j/:z)l' y y=0,1,...,

Yyani
(g + N'z)f"_(“lﬂﬂ
9(y) = !
0 d.d.

y=0,1,..,

dir. Yani Yy = X, + X, rassal degiskeni p, + py parametreli Poisson dagilimina

saluptir.

3.2.3 Mutlak Siirekli Rassal Degigsken I¢in Degisken Degistirme
Teknigi

Farzedelim (X, ..., X,) n-boyutlu mutlak siirekli rassal degiskenin ortak

olasihk yogunluk fonksiyonu fx, . x,(x1,...,Zs) ile verilsin.

A = {(Xh "‘7X'n,) . fX) ..... Xn("l:la '“7‘2:71) > 0}

A, X;,i=1,...,n 'nin her olasi sonucunun n—boyutlu kiimesidir.
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Farzedelim Yy = g1(Xq, ..., Xo), o0 Yo = gu(X1, ., X)) 1 < k < n rassal
degiskenlerin ortak olasihik yogunluk fonksiyonu fy; . v, (y1, ..., ¥x) arastirilsin.

Eger k < n ise o zaman
Y'k+1 = gk+l(X1» ...,X”), ,Yn = gn(Xla ,Xn)

tane yeni degigken tanimlanmalidir. Daha sonra Y7, ..., ¥, 'nin dagilinu bulunur.
Bundan aramlan dagihm olan Y7, ..., Y 'nin dagilimi yeni degiskenler tizerinden
n—k tane integral alimarak elde edilir. Burada yeni degigkenlerin tanimlanmasi

n-boyutlu uzaydan n-boyutlu uzaya bir déniisiim tanimlanmasini saglar.

Teorem 3.2.4 X, ..., X, ler ortak olasilik yogunluk fonksiyonu

.fX],...,Xn(a:la AR | ‘TTL)

ile verilen mutlak sirekli rassal degiskenler olsun.

A={(z1,..,Zn) * fxi.. x(T1y ., Tn) > 0}

A, X, 1= 1,...,n'nin her olast sonucunun n—boyutlu kimesidir. Farzedelim

ki
1 —_ 2
Y1 = g1(21, ., Tn), s Yn = Gu(@1, .., Tn) ler
dondigtimii A;, © = 1,...,m’den B’ye 1-1 donisim olacak gekilde, A kimesi
Al .. A, Klmelerine ayrigabilsin.
ey — o1 — 1 o
Ty =91 Uiy s Un)s s Tn = Gy (Y1, -y Yn) =1,..,m

B’ den A; i =1,...,m’ye ters doniisimi gostersin.

891 gy 9957
Ay Oy Oy
995" g5 995
Ji = Oy Oy Oy | = 1,...,m i¢in
e Og
(‘):{/l 0;1/2 " (‘)yn
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determinantindaki tdm kiwsmi tirevler B tzerinde strekli olmanin yamisira

Ji #0,i=1,...,m olsun. O zaman Y, ..., Y, rassal defiskenlerin ortak yojfun-

luk fonksiyonu

AT T € TR Z LI P (00 (o W) oo 9 (s s 1) 187)
o :
(W1, Un) € B,
seklinde bulunur.
Kanit. Eger (X,,...,X,) € A ise

P{(X1,.. X,) € A} = / /f(xl,...,xn)dxl'..d:cn
o

yazilabilir. A; kiimeleri ayrik olduklarmdan

m

UA,;=A ve_A,,-ﬂAj=0, (]

=1

sceklindedir.

P{(X,,..,X,) € A}= //f,\1 ,,,, x.(T1, o, Tn)dxy . day,

i

X | Ji| dyy...dyn

m

Z fxl,...,Xn (gl_zl(ylv sty yn)’ "'7g;i1(y11 ey yn)) |'Jll . (38)

=1

(3.8) esitligine g(y1, -.., yn) karsilik getirilirse

910 Yn) = D S XG5 Wty oo U)o o G (W15 9)) i)

i=1 '
Burada g(yi, ...yn)dyr...dy, ifadesi (yi,...y,) noktasimn sonsuz kiigiik olan
dyy...dy, hacmine ait olma olasihigidir. Bu durumda dy;...dy, sonsuz kiigiik
hacim oldugu i¢in Y7, ..., Y, dagihmimn yogunluk fonksiyonu (3.7) formiiliiyle

ifade edilmis olur. m
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Ornek 3.2.5 U ve V yogunluklar: f, ve f, olan
U ~ gamma(m, ), V ~ gamma(n, A)

gamma daglmas bagimsiz rassal defiskenler olsun.

U
Y=—
U+V

rassal degiskeni B(m, n) daglimina sahip olduiu gésterilebilir.
Cozlim 3.2.5 U ve V bagimsiz rassal defiskenlerinin o.y.f.

fu,v) = f(u)f(v)

i,
A{(u,v) : 0 <u < o0, 0 <wv< oo}

Degisken degistirme metodunu uygulamak i¢in yeni bir Z degiskenini tanwm-

lanmalider.
U
Y=—ou- 7=V
U+V’
YZ
U= V=2
1-Y’

B={(y,2): 0<y <oo, 0<z<o0}.

Dondigimiin Jacobiyeni

J=| 1=-y)? 1l-y|=__% _
0 1 (1-y)?

seklindedir. Teorem 3.7 uygulanarak yeniY, Z degiskenlerinin o.y.f. asagidaki

bt bulunwur:

Yz z
f Y,z)= : y &) ’
(y,2) f(l—y )(1—y)2
yada
Ayz
A yz ) Ty A a1 “
2 = Pymte 1=y Zpmtee 2
f(y’ '5) F('ITL) 1 — 7/) ¢ F(n) (1 - 7/)2
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ortak yogunluk fonksiyonundan'Y defisheninin yogunluk fonksiyonu bilinen ku-

ralla abmabilir.

oo Ayz
A" Y2 it TT—g A a2
. — m Y n z d
1 = [ e g
0
myn, m—1 A1+ )2
= ANy /zm+”_le l-y g,
Fm) T (1 = )™+
0
Buradan
/\m/\nym—l y
= ' AL =
LEn)C(n)(1 = y)m+? ( +1— )z =
denilerck,

A1 - 7 z y)(lz = du

bulunur. Bu degerler f(y)’de bulunan integralde yerine yazilirsa

7 um—i—n—le—u du
f(y) = C./ )\m.-l—'n,-—l(l 4 Y )m-}-n—l A(l + Y )
0 1—y 1—y

I'im+n
. (i 4 n)

m—+n 1

ym+n
_ AT Nyl I'(m+n)
=TT~ )™ ymen L
ym+n

yada
Fim+n) ., 1
) == ————y" " (1—-y)"™" O<y<l

f(w) T(m)T ()" (1-y) Y

Sonug olarak Y rassal defiskenin B(m,n) daflvmina sahip oldugu gorilir.
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4 DIRAC DELTA GENELLESMIS
FONKSIYONU METODU

Bu boliumde Heaviside genellegmis fonksiyonu ve Dirac delta genellegimis
fonksiyonu yardimiyla donigtiiriilmiis kesikli ve siirekli tipte rassal degigken-
lerin dagilimlan i¢in bu ¢aligmaninda odak noktasi olan metot verilmis ve

problemler tizerinde uygulamalar: yapilmigtir.

4.1 Dirac Delta Genellesmis Fonksiyonu Yardimiyla

Doniistiiriilmiis Kesikli Rassal Degiskenlerin

Dagilimlar:

Teorem 4.1.1 X;, i = 1,...,n ortak olasilik daglim fonksiyonu f(zy,...,2,)
olan kesikli rassal dejiskenler olsun. A, X; nin her olasi sonucunun n-boyutlu
kdimesi olsun.

Y = U(Xl, X2, veey Xn)

rassal defiskeninin olasilik dagilim fonksiyonu

Gly) = P(Y <y)
= Pp(X1,...Xn) <y)

= Y @ z)Hy = (@, 20) (4.1)

(x1,..,xn)EA

seklindedir. Burada H tanimi asaqrda verilen Heaviside genellesmis fonksiy-

onudur.

1, ejery—¢(z1,...,2n) >0
H(y — ey, .y a0)) =
0, ejery — p(z1,....,x,) < 0.

Teorem 4.1.2 X;, ¢ = 1,...,n ortak olasihk dagulim fonksiyonu f(zy, ..., <)
olan kesikli rassal dediskenler olsun. A, X;’nin her olasi sonucunun n-boyutlu
kiimest olsun.

Y = U‘(Xla X27 (RS Xn)
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rassal defiskeninin genellesmig olasilik yogunluk fonksiyonu

gy) = G'(y)
= Z f(:cl,...,xn)H’(y—s0(331,---»-’fn))

(z1,....xzn)EA

= Z fx1, oy zn)o(y — (21, ...y T0)) (4.2)

(Z1yesTn)€EA

seklindedir.

Not: Burada G(y) bilinen anlamda diferansiyellenemez ancak genellesmis
fouksiyon anlaminda diferansiyellenebilir (bakimz, boliim 2.5.3). Bunun i¢in

(4.2) formiilu genellesinis fonksiyonlar: kullanarak genellesmis bir fonksiyon

ifade eder.

Ornek 4.1.3 X, Y ortak olasilk yojunluk fonksiyonu asagidaki gibi verilen
kesikli rassal degiskenler olsun.
0, eferi+j<7, 1j=1..,6
f('/'l"iv yJ) = 1 . . .
& ejeri+j =17, 1,j5=1,..606
7 = X + Y rassal degiskeninin dagrlimane Dirac delta genellesmis fonksiyon

yardumayla bulunabilir.

Coziim 4.1.3 teorem 4.1.1 deki (4.1) formiline gore Z = X +Y 'nin dagulima
asafrdaki gibt elde edilir. |

G(z) = P(Z<z)=P(X+Y <2)

6

— Z flziy) H(z = (zi + y5))

ij=1
0, ejer z2<7
i, ejer z>7
= H(z-T).
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Formil (4.2)" ye gore de Z deﬁ@keniniﬁ yogunluk fonksiyonu elde edilir.

g(z) = G'(z)
= H'(z-7)
= §(z—-T).

Ornek 4.1.4 Grnek 4.1.3%in kogullar gézéniine almarak, Z = X? +Y rassal

degiskeninin dagilims bulunabilir.

Cozlim 4.1.4 Teorem 4.1.1°¢ gire, Z = X? +Y rassal defiskeninin dagiluna
asagrdake gibi elde eduilir.

G(z) = P(Z<z2)=PX?°4+Y <2)

= Lo - (2 +0)
+f(2,5)H(z — (2* + 5))
+£(3,4)H(z — (32 4+ 4))
+f(4,3)H(z — (4> + 3))
+£(5,2)H(z — (5* +2))
+£(6,1)H(z — (62 +1))

- %H(z —7)+ —éH(z —9)
+~éH(z —13) + %H(z —19)
+éH(z ~27) + SH(z - 31).

Teorem 4.1.2°1 kullanalarak, Z degiskeninin yojunlugu asagidaki sekilde elde
edilir.

9(z) = G'(2)

_1/‘ 1. _
= 6H(z 7)+6H(z 9)

1
+—éH’(z ~13) + SH'(z - 19)
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1 1
"l"‘f 1[/(2, - 27) '|" ".[I/(;’ - 37)1
6 6

gl.) (I)_{A(.; T) b ooz 9)

+6(z — 13) + 6(2 ~ 19)
+6(z — 27) 4+ 6(z — 37)}.

Z rassal degiskeninin olasilik dadelim fonkstyonunun grafifi sekil 4.1°de géster-

hnektedir.

—

L

Sekil 4.1: Ornek 4.1.4 de ortaya cikan dagilim fonksiyonunun grafigi
Ornek 4.1.5 X1, Xo, ..., X,y ortalamalary siraswyla py, o, ..., 4y, olan ve Pois-
son daglvmana sahip bagimsiz rassal defiskenler olsun. Xy, Xo, ..., X, degisken-

lerinin ortak olasilik dagilim fonksiyonu verilsin.

/Lil . ./L;’i'n e—(lﬂ +"'+“‘n)

Ixox (@, 1) = w1l 2! _
0

Y = X, + ...+ X, dagilims nedir?
, Xn) = X1+ ... + X, seklinde disinilip

e}

Coziim 4.1.5 p(Xy, ...

A={(zy, 2, ..wp) 1 x; =0,1,2..0 =1,

Anadolt: Dntver-tres
Merkez Kiitiir: ~nr



A, X;lerin her olast sonucunun n-boyutly kiimesidir.  Teorem 4.1.1%n
1, 220

H(x) = . . seklinde tanwimlanirken 6zel hali uygulandiginda asadi-
L r <

daki gibi olur:
Gl = PO =u)
= Plp(Xi,. X,) =)

= Z fley, oy an) H(y — (e, ..., Zq)),

(x1,....,4m)EA

- ¥

(21,...,2)EA

= 2

g em et

T3] H(y — (z1 + ... + ),

I /an(,-(/'r1+~--+ll'n)
e

o]
o1 n=y Tyl...Tp!
—{py+.. .+ Ty T
. e (Fl lu'n) Z y'ul "'/‘l’nn
y! il .z,
J Iy +...+Tn=y 1 n

(et ay) Y

e + ...+

- (:‘; Hn) y=0,1,2,
J.

~(py+otp,) y
G(y): : (5'1++'u'”) ) y:011»2a--~

bulunur. Burada

Yt e

y _

D Do e
(z14..Fzn)=y "

binomial toplam ozelligi kullanilmagtor.

4.2 Dirac Delta Genellesmis Fonksiyonu Yardimiyla
Doniistiiriilmiis Mutlak Siirekli Rassal Degiskenlerin

Dagilim

Teorem 4.2.1 X;, (i = 1,...,n) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(z1, ..., Tn)
e verilen n sayrda mutlak stirekli rassal defiskenler olsun. A, X, lerin her olas:

sonucunun n-boyutlu kiimesi olsun. Rassal degigken
Y = U(Xl, ceey Xn)
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nin olasilik dagilvma

Gly) = PY <y)=Plp(Xy,..., Xn) <)

== / /./'(:z'l,...,:1:,,,)(1.1:,...(1:1:,,

D(y)
= / o / JCoy, ) (y — ey, o x))day . dy, (4.3)
L
seklinde verilir. Burada
D(y) = {(:L'l’ 77;11) €A: (10(‘,1;17 7'7;71) < y}
sehlindedar,
Teorem 4.2.2 X;, (i = 1,...,n) ortak olasilik yogunluk fonksiyonu f(xy, ..., x,)

ile verien n sayrda moutlak sirekli rassal degiskenler olsun. A, X, lerin her olast

sonucunun n-boyutlu kiimesi olsun. Rassal deffisken.
Y = QD(Xl, ceny Xn)
‘nin olasilik yogunluk fonksiyonu
9ly) = G'(y)
= / / fzy, oy xn)0(y — o(z1, .., Tn))dxy . dTy (4.4)
oA
formiili ile verilir.
Kamnit. Heaviside genellesmis fonksiyonu ve Dirac delta genellesmis fonksiy-
onu arasiuda H'(t) = 6(¢) iligkisi gozoniine aindiginda
H'(y — p(z1,...20)) = 0y — (31, ...7n))
ve (4.4) formiiliiniin (4.3)’tin dogal sonucu olmas: gorilir. =

Teorem 4.2.3 X ve Y swraswyla X?

Gy ve Xy X 2 dagulvmana sahip bagimsiz

rassal degiskenler olsun.
Z=(X/m) /[ (Y/n).
Bu durumda Z degiskeni serbestlik derecesi m ve n olan f-dagulemadar.
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Kamt. Dirac delta genellesmis fonksiyonu kullamlarak teoremin ispati
agagidaki gibi verilebilir.
X ve Y bagunsiz rassal degiskenlerinin ortak yogunluk fonksiyonu

. z m Yy n
-= -1 -z =-1
c 2zx2 e 2y2

fa.y) = f(2)fy) =

seklindadir,

A (e y) 0w soo, sy < oo}

nx

D(y) = {(z, u)GA —@<y}

kiimeleri tammlamr. Teorem 4.2.2 ve (4.4) formiilii kullanilarak

9(2) = G'(z) = //fa: ) ——z]da:dy,
[
1 o0 T M yn
5 57t -5 5-1 . nx
g(2) = m+ n //e 222 e 2y2 5(m—y——z) dzdy
m .o o
2 2 F(5 -

Dirac delta genellegmis fonksiyonunun 2. ve 3. 6zellikleri gézoniine alindiginda

nT myz
0(— — 2) = 0|— ,
(o =) = bl (e = )
. 0o myz m yn_
_ my -5 myz. -1 -5 -
9(2) = =7 —e 2n (==)2 e 2y2 dy
m,_ N
2 2 T(=)r(z)°
)
. mz+n
yazilir. Integralde u = 5y Y seklinde degisken deglgtlrlldlgmde du =
n
mz—+n

(

Ydy ve g(z) asagidaki forma dontsiir.

! m m 5 m-+n oo n+m X
m. = = -1 n -
_ 2 -
9:) = —mFm (n)2Z24 (mz+n) 2 “ ¢ du
m n 0
2 2 T(=)(=
@)
m+n m n Ti—l
F(T) = 22
RS min
27 72 (mz+mn) 2



m+n m m m4+n

r( ) —-1 -
1)(,)222 (1+E) 2, z2>0
9(z) = §m§>” n
0, d. d.

Buradan g(z) yogunluk fonksiyonuna sahip Z rassal degiskeni m ve n serbestlik

dereceli f dagihimichir. m

Teorem 4.2.4 U ve V yogunluklar f, ve f, olan U ~ gamma(m,\), V ~

gamma(n, \) gamma daglms bagimsiz rassal degiskenler olsun. Bu durumda

U

V=077

rassal defiskent B(m,n) dagilimana sahiptir.

Kanit. Dirac delta genellesmig fonksiyonu yardimiyla teorcmin ispati
agagidaki gibidir. B ispat [15] de verilimigtir.

U ve V bagnnsiz rassal degigkenlerinin o.y.f.

F(u,0) = F(u) F(v)

seklindedir. Y rassal degiskeninin yogunluk fonksiyonunu bulmak i¢in U, V

rassal degigkenlrinden yola cikarak
A{(u,v) : 0 <u <00, 0 <v< o0}

D(y) = {(u,v) € A:

Ty <Y

gibi kiimeler tammlanir. Y ’'nin yogunluk fonksiyonunu bulmak i¢in teorem

/fu Vfulv

=.O/O/fu (5[—~—~y]dudv

4.2.2 uygulandiginda
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&

ifacdesi bulunur. g(y) =
9(y) u—+v

genellesmis fonksiyonunun 4. 6zelligi kullamlarak,

denilirse, g(y) =0=v = . Dirac delta

u(l —y)
y

w 1 u(l—y)
) —yl=4 =~ -2
s U= = oy T
y
yazilabilir. Buradan
oy ul—y), 9y
g (U) - (’U; + 'U)Q’ g [ Y ] - u
Boylece
U . u(l —
Slgte)) = ol - =2y (4.5)

Dirac delta genellesmis fonksiyonun 2. ozelligi ve (4.5) esitligi f(y) nin ifadesinde

yerine yazilirsa

fy) = / / ) £, ()69 () dud
0

= —12- Lqu(U,)fU[U(l — y)]du O0<y<l
) )
0
00 . \ ’LL(l — y)
1 m _1 —A A"L 11’(1 _ y) n— —_ y
- m U d
y? /”F(m)u © T [ Y ’
0
oo At
ATAT 1 ' u -
— (1 — n—1 m¢ \n—1 Y d
o =0 [ Crte v du
0
s AU
1 -1 —1/ AUsmino1, " g g0 AU
— m 1 n e e Y d(——
ST ) (1-y) J (y) ( y)
Iim+n) ., -1
— m 1__ n
I‘(m)F(n)y (L=9)""
yada
'(m+n) ,._4 .
r —_— ™m 1— n 0< <1
fy) Tm)T(n)¥ (1-y) y

oldugu bulunur. Sonug olarak f(y) yogunluk fonksiyonuna sahip Y rassal

degiskeni B(m,n) dagilimina sahiptir. =
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Ornek 4.2.5 (Uniform rassal degiskenlerin toplama) X; (1 = 1,....n) ortala-
1
malare j1 = > olan U(0,1) dagulms rassal dejfiskenler olsun.
Vo=Xi+..+ X, (4.6)

Y, rassal degiskeninin dadilime asafidaki gibidir.
1

Cozim 4.2.5 Y, = X;+...+ X, 'nin dafulvms Dirac delta genellegmis fonksiy-
onw yardemayla yani (4.4) formili ve timevarim metodu ile asagidaki gibi bu-

lunur. Bu ¢ozim [15] de verilmistir. Ilk olarak n=2 icin
X1 ~U(0,1), Xo~U(0,1) ve fx,(x) =1 0<z<1,1=1,2
oldugunda
A{(zy,29) : 0< 21 <1, 0 <29 < 1}
Yy = X; + X,
rassal degiskeninin dagiims icin
A{(z1,22) 1 0< 2y <1, 0 <29 < 1}

kimesi tansmlanarak teorem 4.2.2 uygulanar.

fray) = // Fxi(@1) fx,(x2)0[z1 + 72 — yldz1das
A

11
= //fX1 11 sz 7“2)5[331 + T4 “y]d$1d$2
00

veya
1

fra(y) //fxl 1) fx,(z2)0[z2 — (y — 71)]dz2dm).

Cift katly integral tekmr mtegmlle're dondistirildiginde

fnly) = / Fxn @) / Fxa(@2)6lz2 — (y — m)]dz2}dan

1 1
= /fxl(l'l) fo(y—xl)Ch?l:/ fx.(y — z1)dzy,
0 0

ol
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veya
lu
fr.ly) = / fx,(y — z1)dzy
0

olur. Sonuncu integralde y — x; = x denilirse, —dx, = dx olur. Integralin

smarlart vy =0 wgin x =y, vy = 1 di¢in © = y — 1 olacaktir. Bu durumda

frv,(y /fx2 ala:—-/fx2 (z)dx

olur. Sonuncu formiilde fx,(z) = 1 degeri yerine yazbrsa

y
/d:z: O<y<l
fY2= 01
/d.’l’,’ I<y<?,
\ y—1
yada
y - O<y<x1
fY2=

2~y l<y<?2
sonucuna ulaslir. Yani n = 2 oldugunda Yo = Xy + Xo nin yogunluk fonksiy-
onu bulunmus olur.
Timevarim metoduna dayalt olarak, Y1 = X; + Xo + ... + Xj_1 rassal

degiskeninin yogunluk fonksiyonu
/ f Y. 2 (1’13 O<y<xl1

Ty (y) = 4 /fYkz( dff+/fm rydr j-1<y<y,ji=2,.,k-2

J-

/fyk2 Ydz E-2<y<k-—1
yl

oldugunu kabul ederek, n = k igin, Yy, = X3+ Xo+ ... + X = Yi—1 + Xj rassal
defiskeninin yogJunluk fonksiyonu teorem 4.2.2 uygulandifinda asaiidaki gibi



huluna:
P

fvly) = / / Py We—1) fx, (k)0 [Yk—1 + 21 — y|dyr—1dzs

k-1
= /ka Ty) /fYk'_l(?/k—l)fs[yk—l ~ (¥ — z¢)]dyr—1dzs,

0
veya

) = [ By = an)do @)
sonuncu integralde r = y — x defisken dedigtirmesi yapilirsa, dr = —dxy, ;

v, =0vdgimr =y vexy,=14inz =y—1 olur. Ve boylece ({.7) asagidaki

forma dondisiir.
frly /fY,c 1 dﬂ?_/fy,c 1

veya

/fY O<y<l
0
J

1

y— j-1

fYk(y): /fYkl dm+/fYkl )d.’L' ]_1<y<.}] 2,. k_l
1
k

froo (x k—1<y<k

Lyl

(4.8)
Yy nan yogunluk fonksiyonu bulunur. Timevarim metodu gozéniine alinirsa,
(4.8) formiilii wstenilen k igin fy, (y) dafilymam bulma olanage saglar.
Bu formiilden sonug¢ olarak, drneffin n=4 icin formil (4.8) kullandarak, 4

degiskenin toplamanan dagilime asagidaki gibi elde edilebilir.
(1

§y3 O<y<l

. —(1—y>+2(17y)3+(2§.y)3 teys?

Fraly) = 4 ({5 ) - (2 ;!y)’3 _ 26— : v, y <3
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Ornek 4.2.6 (Tki Couchy rassal degiskenin oraninan dagulimz). X, ve X,

| I .
Solr) N oy = 1,2

Al )’
bagimsiz Couchy rassal degiskenleri olsun.

_ N

Y =
Xo

rassal defiskeninin daglime istenmektedir.
Cozlim 4.2.6 Teorem 4.2.2 uygulandifinda,

A= {(z1,29) : —00 < 7] < 00, —00 < Ty < 0};

fry) = / /fxl(-’l'l)fo(sz)ﬂ%—y]dwldﬂf?’

_ / Fra(@2) / ) a2l s = yzaldeades

Dirac delta genellesmis fonksiyonun 2. ézellifi uygulanirsa

fr(y) = / [za| fx,(22) fx, (yz2)dz2
bulunur. Sonuncu integralde kolaylik saglamaek amaciyla x4 yerine r yazarak
ve fx, (), fx,(x) verilmis degerlerinen faydalanarak

oo

. 1 1 1
fr(y) = =2 / || 1+ 221 +$2y2d$’

—_0

veya

_ —21n |y _ 21n|y| oo, 00
fY(y)_ 71'(1—:(]2) _W(yZ—l), ye( ’ )\{O}

Y nin daguleme bulunmusg olur.

o4



Bu ornek 2.boliimde dagihimun tammnu kullamlarak ¢oziilmusti.  Bu iki
cozinn kaesilagtrldiginda Dirae delta fonksiyonu yaednmyla yapilan ¢ozitmin
¢ok daha kolay uygulanabilir ve daha gii¢lii oldugu sonucuna ulagilabilir. Ayrica
yapilan islemlere soyle bir bakildiginda hata yapma riskinin bu metotla ne

kadar az oldugu kolayca goriilebilir.

Dirac delta genellegmis fonksiyonu yardimiyla déniistiiriilimiis rassal degigsken-

lerin yogunluk fonksiyonunun bulunmasima ait bagka bir teorem ispatlayalim.

Teorem 4.2.7 Farzedilsin ki X;, i =1,...,n N(0,1) daglmis bagimsiz rassal
degiskenler olsun. X;nini1=1,....n o0.y.f.

TZ

1 L
x(z)=—=¢ 2 i=1,..
f\’L() \/%

,M; —00 < T < 00

n
oldugu verilmektedir. Bu durumdaY,, = E X2 ’nin yogunluk fonksiyonu serbest-
i=1
lik derecesi n olan x? dagulvmadar.

Kanit. Dirac delta genellesmis fonksiyonu yardimiyla teoremin ispati
agagidaki gibidir. Bu ispat [15] de verilmistir.

[k olarak n=2 i¢in baglanr.
= X4 X3
A= {(z1,z3) : —00 < 21 < 00, —00 < T2 < 00}
D(y) = {(z1,22) € A, X7 + X5 <y}
Y, degigkeni icin Teorem 4.2.2 uygulanirsa,

Pl = / / F(2) fy(2)0]22 + 22 — ydardaa (49)

—00 —0O

bulunur. (4.9) integralinde Dirac delta genellesmis fonksiyonunun 4. 6zelligini
uygulamak 1¢in

g(e)) =23+ 75—y
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fonksiyonu gozoniine alimrsa, g(x1)’'in kokleri z15 = ++4/y — 22 oldugu bu-

lunnr.
19)
g(:.zl) = ¢'(1) = 221, ¢'(z1) = £24/2 — 23
(511

x; # 0i¢in ¢'(z1) vardir. Ve bu nedenle (4.9) esitliginde Dirac delta genellesmis

fouksiyonun sirayla 4. ve 2. ozelligi uygulanabilir. Delta fonksiyonunun 6zel-

liklerinden yola ¢ikarak integral hesaplanir:

frly) = 7 .7fxl($1)f2($2)2\/**jf—x;{5[xl Vy— 23+

—00 —0OQ

+(5[L1 +A\Yy — 2 ]} X d11d$2,

'y — a2 fonksiyonu y — 22 > 0 da tanimli oldugu igin 5 kokii

VY= 222> =y

csitsizligini saglar ve sonuncu integral asagidaki integrale doniisiir.

VY

faly) = [ fxal@) D (W y =+ Ty - e

2\/y—=x
-y

X ve X5 normal dagihma sahip bagimsiz rassal degigkenler oldugu igin

(y —=})
.le(\/y—lz) f)u( \/y—!E%):\/_%e 2 )

75
1 —

fx(z) = \/_2—7re_ 2

dir. Bulunmug bu sonuglan fy,(y)’nin ifadesinde yerine yazarsak

y y
/A _Z
Foa(9) /e2d:v2 62/ dz,
2\ = =
frald 2m\/y — =3 T VU=
Vi
g _Y _Y
e 2{ .7;2}_6 T e 2
= — aumn\/g =—35=
olur. Bu sonug
Y, = X2+ X3
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rassal degiskeninin

l bl
Ty () = G 2.0y~

yogunluk fonksiyonuna sahip oldugu anlarmma gelir. Yani fy,(y) serbestlik

derecesi 2 olan x? dagihmima sahiptir.

n—1
Simdi tiimevarim metodunu uygulamak amaciyla Y,.; = X? rassal
yg Yy i
=]
degiskeninin yogunluk fonksiyonunun
n—1
(l) 2 y n—1
f)a,_x(ll):z—n_“l—e 2y 2 O<y<oo
F(T)

oldugu varsayilarak

Y, = Xn:Xf
=1

veya
n—1
Yo= XP+ X7 =Yp1+X]
i=1

rassal degiskeninin dagilum igin
y2 e
fro(y)="F— 0<y<oo.

oldugu gosterilmelidir. Y, _; ve X, nin dagilimlar: belli bagimsiz rassal degigken-

ler olduklar: icin Teorem 4.2.2 tekrar uygulanarak

fYn(y) = an (',I"n)f)ﬁ;—l (yn—l)(s[yn—l + 'L72‘I, - y]dyn—ldl‘n

I
c'\g

an ('1:77')/-fYn—l(y7l—1)6[yn“1 - (y - Ii)]dyn—ldm"
0

g 8

- / o) fr (5 — 72)dm,

— 00
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veya

Y
froly)="F——, 0<y<co
-..n
22T (=
(3)
olmasi sonucuna varilir. Bu ise Y,,’nin dagiluminin serbestlik derecesi n olan

x? oldugunu gosterir. m

Teorem 4.2.8 X, ve Xy daglimlare fx,(.) ve fx,(.) olan bafimsiz rassal
dediskenler olsun. Bu durumda

% X1 =Xy
X1+ Xo
rassal degiskeninin yojunluk fonksiyonu

oo}

ﬁ / 72| fxa(2) fxa (2

—00

1+

fly) = 1—

Y

) ) dz 2
Y
scklindedir.

Kanit. Dirac delta genellesmis fonksiyonu yardimiyla teoremin ispati

agagidaki gibi yapilir. Burada ilk dikkat edilecek husus

Y]

seklinde g(z;) digiiniiliip, Dirac delta genellesmis fonksiyonun 4. 6zelligini

Ty — T9
Ty + Zo

0lg(z1)] = o]

uygulamak olacaktir. g(z;) = . ;iQ —y ve g(.)'in tek kokii
T 2
1+y
1= Ta(7 y)
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ve

Lty (-y)

I e
9=y 22

dir. Sonug olarak Dirac delta genellesmis fonksiyonun 4.,3. ve 2. 6zellikleri

X1 — X,
sirayla uygulandiginda ———="in dagilim: asagidaki gibi elde edilir.

X1+ Xy
o) = [ [ ) a2  yidnd,

= / / fxl(ﬂfl)fxz(-m%ﬂxl*x?l(itz)]d?ldb

- (1_2@2_./' ml Pl fo (o) (@10
yani

1

)= g (@) das (41

dir. m

Teorem 4.2.8 in uygulamast olarak herhangi formda bagimsiz X; ve X,
rassal degigkenleri igin
X1 — X
X1+ Xy
nin dagilmu bulunabilir.  Farzedilsin ki X; ve X5’i normal dagilima sahip
Xy

- X5
bagimsiz rassal degiskenler olsun. Formiil(4.11) kullanilarak, Y = X1 nin

Y =

dagihim kolayca elde edilebilir:

2 o0
frly) = “_—y)g—l |22 f

(02, (22l

)

(1+y2))
2

(1—y)

fv(y)'nin ifadesinde o%(y) = )

sembolii kullanilir.

2

1
T3

) = 1 i 9 —1———- ~20(3/‘)2 dur
W0 = g |

09



yada
Eflz]]

1=yl +y?)

fr(y) =
sonucuna varinustir.
. . e 1 1—1y)?
Burada dikkat edilmelidir ki o%(y) = —(—————— ve El|z|], N(0,0?
W) = 3759 (lz{l, N(0,0%(y))
dagilimina sahip X rassal degiskeninin mutlak degerinin beklenen degeridir. -

Sonucu formiilde

oo L
E €| = —_—— o-(y) d, = —
ol = [ ool e 5= oly)y) >

X — X,
oldugu gozoniine alimmigtir. Ve boylece X, Xo ~ N(0,1) ise=L—Z2 rassal
X1+ Xo

degiskeni
1
friy) = m,

Cauchy yogunluk fonksiyonuna sahip bagimsiz rassal degiskendir.

—0o <Yy <o
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5 DONUSTURULMUS RASSAL
DEGISKENLERIN DAGILIMLARININ
BULUNMASI METOTLARININ
KARSILASTIRILMASI

Bu boliimde donistirilmiig rassal degiskenlerin da@hmlarnnn bulunmasida
uygulanan Degisken Degistirme metodu, Dagilim Fonksiyonu metodu, Dirac
Delta Genellegmis Fonksiyonu metodu ¢esitli problemler ﬁzerinde karsilagtinlimigtir.
Bu amacla ayn problem bu metotlarla coziilmiis ve bu metotlardan Dirac delta
fonksiyonu yardumiyla geligtirilen metodun diger metotlardan daha tistiin daha

giiclit ve uygulama acisindan daha kolay oldugunu sonucuna ulasilmistir.

5.1 Dirac Delta Genellesmis Fonksiyonu Metodunun
Klasik Metotlarla Karsilagtirilmasi

5.1.1 Dogrudan Tamim Yardinmyla Bir Degiskene Bagh
Doniistiiriilmiis Rassal Degigkenin Yogunluk

Fonksiyonun Bulunmasi

X rassal degigkeni verilmis olsun. Bu rassal degiskenin f(z) yogunluk
fonksiyonu verildiginde, Y = ¢(X) rassal degiskeninin yogunluk fonksiyonu,
rassal degiskenin dagiliminin dogrudan tammi yardinuyla asagidaki gibi bu-
lunur.

Farzedelim y = ¢(z) fonksiyonu diferansiyellenebilir fonksiyon olmasiun
yau sira ters fonksiyona sahiptir.  Bu kosul altinda Y = ¢(X)’in dagiliun

fouksiyonu
GY) = PY <) = Plp(x) <y) = [ f(s)ds
dir. y = ¢(z) fonksiyonunun ters fonksiyonu x = % (y) denilirse, y’nin dagihm
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fouksiyonu

c) = [ fs)ds
scklindedir. Yogunluk fonksiyonu

9(y) = G'(y) = F( ()Y (y) (5.1)

seklindedir. (5.1) formiilii y = ¢(z) fonksiyonu artan bir fonksiyon oldugunda
gegerlidir. y = ¢(z) azalan bir fonksiyon oldugunda, y = ¢(z) fonksiyonunun

ters fonksiyonu x = 9 (y) denilirse, y’ nin dagilim fonksiyonu,

G(y) /f )ds = - /f(

¥(y)
9(y) = G'(y) = ~fW)P (). (5.2)

(5.1) ve (5.2) formiilleri tek bir formiil olarak yazilabilir:

9(y) = FW@ ) lD(y)l -

y = @(x) fonksiyonu monoton olmadiginda, genel dagihim metoduyla, dagihm
ve yogunluk fonksiyonu bulunabilir. y = ¢(z) fonksiyonu pargali monoton bir

fonksiyon olsun ve bu fonksiyonun grafigi sekil 5.1 deki gibi olsun.

y

a, [ x a, X,

Sckil 5.1: Bir rassal degiskene monoton parcali gekilde bagh dontistiiriilmiig

rassal degiskenin yogunluk fonksiyonunun bulunmast igin 6nerilen grafik
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REvE]

Y = y dogrusu ilc y = @{x) fonksiyonunun kesistigi noktalarin apsisleri
Ty, .. xpolsun. Y = o(x) rassal degiskeninin dagilimi G(y) ise

¥1(y)

ag 11’3(?/)
Gly) = Plole) <) = [ fo)ds+ [ fs)ds+ [ roas,
al ¥Ua(y) a2
yani .
G(y)=P(p(z) <y)=>_ [ f(s)ds
i=1Ai(y)
dlir.

9(y) = G'(y)

formiilit yardimiyla yogunluk fonksiyonu bulunabilir. Bu metodun uygulan-
masl, A;(y) arahklarimm bulunmasina baghdir. Bu arabklarnn bulunmasida

genellikle kolay degildir.

Ornek 5.1.2 X rassal deffiskeni (-—g, g—) araliinda dizgin dagilmas ve

1 jz] <

0 |z| >

SR [ R

yojunluk fonksiyonuna sahip olsun. Y = cosz rassal degiskeninin daguim

fonksiyonu ve yojunluk fonksiyonu asagidaki gibi bulunur.

_— T T g . Cr e e .
Coziim 5.1.2 (—5, 5) araliinda y = cos x “in grafiffi goz onidne alindiinda,
Y =y dojrusu ile y = cosx grafifinin kesistigi noktalar 1 = — arccosx, ve

Ty = arccosx dir.
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?\yim”

T X, x,

i
2

Sckil 5.2: Ornek 5.1.2 deki dontstiiriilmiis rassal degiskeninin yogunluk

fonksiyonunun bulunmasi i¢in énerilen sekil

Dagplvm fonksiyonunun tanvmana gére:
™
2 2
G(y) = P(Y <y)=Plcosz <y)= / f(s)ds + /f(s)ds,

— arccusy

2
f(s)ds + / f(s)ds.

arccosy

Q
S
I
—

ol

Simndi dagilvm fonksiyonu yardimayla yoffunluk fonksiyonu bulunsun:

g(y) = G'(y) = f(— arccos y)(— arccosy)' — f(arccos y)(arccos y)’,

1 -1
g\1 = —arccos Y ) ————— — arccos Yy ) —r———
9(y) = f( y) 0 f y)m
1t 11 2 1
T /1_,!/2 T /1_y2 T 1_y2’
2
y) = = 0<y<L
9(y) i y

Yogunluk fonksiyonu (—oo,00) aralifinda tanimlanirsa
21 g<y<1
TL/1 — y2
{ 0 . d.d.
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olur. g(y) fonksiyonunun grafigi sekil 5.3 de verimistir.

Sekil 5.3: Ornek 5.1.2 de bulunmus fonksiyonun grafigi

Sekil 5.3 de taranmas S alana asagidaki gibi hesaplanar:

1 1 1

2 1 2 1
5= [atmr= 2= [
.09(3/)“/ OW\/l—_?y = Vi

0

-2 7

1

_— — |— arccos: — _1
= [ T'C( “!/]0— (__2)—

Bu sonug g(y) nin yogunluk fonksiyonunun belli ézelliklerini sailadigine gos-

teriyor.

5.1.3 Dirac Delta Genellesmis Fonksiyonu Yardimiyla Bir
Degiskene Bagli Doniistiiriilmiis Rassal Degigkenlerin

Yogunluk Fonksiyonlarinin Bulunmasi

X siirekli rassal degiskeninin yogunluk fonksiyonu f(z) olsun. Y = ¢(z)
doniistiiriibm{is rassal degigskenin yogunluk fonksiyonu Dirac delta genellesmis
fonksiyonu yardimiyla asagidaki sekilde bulunur. Burada y = ¢(z) fonksiyonu
siirekli bir fonksiyon olmann yamsira ¢'(z) # 0, zr, k=1, ...,n, y — cp(:z:) =0
denkleminin y 'ye bagh kokleri olsun. Y = (X) rassal degigkeninin yogun-

luk fonksiyonu Dirac delta genellesmis fonksiyonu yardimiyla agagidaki gibi



yazilabilir:
9(y) = / f(z)oly — o(z)dz.
Dirac delta genellesmis fonksiyonunun 4. 6zelligine gore

gly) = ; mf(xk)

yazilabilir. zx = 1(y) oldugu kabul edilirse, sonug olarak
1
gly) = TR
D D e

" 1
= S (W)
D]
esithigl yazihr. Bir 6nceki 6rnek gozontine alimip Dirac delta genellesmis fonksiy-

onu yarcdimiyla agagidaki gibi ¢oziilebilir.

Coziim 5.1.3 Ornek 5.1.2 gozonine alindifinda

2
9y) =3 —— f(z)
EIE]

qibi yazilabilir.

Y =cosX, y—cosx =0=2==xarccosy + 2km, ke Z.

- T T o v e .. ..
Rassal degisken (—5, 5) araliinda gozonine alindifn igin sonuncu formiilde
k =0 yazlarak

X} = — arccosy, Ty = arccosy
bulunur. w(x) = cosz oldugu i¢in ¢'(x) = —sinz dir. Bilinen
sine = £v1 —cos?zx

esitligi de kullanilarak bu ifadeler g(y) de yerine yazilirsa,

oly) = ! flan) + :

|- sin(— arccos y)|

f(z2)

|— sin(arccos )]

1 1 n 1
7w \sin(—arccosy)|  |sin(arccos y)|
1 1 1
_|_
‘— V1 = cos? x(— arceos y)l ‘\/1 — cos? z(— arccos y)

L]

3 |
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veya
2 1

9y) = ——F—
)=
sonucu bulunur. Ornek 5.1.2 iki metotla yapilan ¢ozimiinde sonuclarin cakistif
gorilmektedir. Ancak Dirac delta genellesmis fonksiyon yardimayla ¢ézim ile

kargdastildiginda bu metodun ¢ok deha sade ve gigli oldugu sonucuna vardur.

5.1.4 Dogrudan Tamim Yardimiyla ve Dirac Delta Genellesmis
Fonksiyonu Yardimiyla Cok Degiskene Ba§11 Doniistiirtilmiis

Rassal Degigkenin Yogunluk Fonksiyonun Bulunmasi
n sayida X, ..., X, rassal degisken vérildig‘inde bu degigkenlere bagli bir
Y = (p(Xl, cey Xn)

doniigtitriilints rassal degiskenin dagiliuni ararken kullamlan klasik metotlar
ve Dirac delta genellesmig fonksiyonu yardinuyla geligtirilen metot arasimdaki
farklar gormek igin aym ornek tizerinde bu metotlar ayri ayri uygulamak
uygun olacaktir. Ve ulasilan sonuclardan Dirac delta genellesmig fonksiyonu
metodunun tstiinliikleri, iglem kolayligi ve giicleri daha net goriilebilecektir.

Bu amacla agagidaki 6rnegin {i¢ farkli ¢6ziimiine bakilabilir.

Ornek 5.1.5 X ve X, yojqunluklar: fx, ve fx,ile X; ~ gamma(a, 1) ve Xy ~
gamma(B, 1) daglmis bagimsiz rassal deffiskenler olsun. Y = X; + X, rassal
@ tBo—y
degiskeninin yogunlugu f(y) = 1:/—(—_:27) olan gamma(a + B,1) dagplimina
a

sahip oldugunu g farkl yontemle asagidaki gibi gosterilebilir.

(oziun( Heaviside genellesmis fonksiyonu ve Dirac delta genellesmis fonksiy-
onu yarduuntyla)

X, ve X, rassal degiskenlerinin ortak olasilik yogunluk fonksiyonu degisken-
ler bagimsiz olduklarindan

1 Bl —(z14m
x5 lmg g~ (z1te2)

flzy,z2) = T'(a)l(8)
0 d.d.

1 >0,20>0,0>0,8>0"
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seklindedir. Teorem 4.2.1 ve teorem 4.2.2 e uygun olarak A ve D(y) kiimeleri

tanimlannahdir:
A = {(z1,79): 0 <27 <00, 0<xy <00},
D(y) = {(z1.22) € A, 71+ 22 < y}.
tecorem 4.2.1, teorem 4.2.2 sirasiyla uygulanirsa, Y ’nin dagilim fonksiyonu

Gly) = PY <y)=PX;i+ X2 <y)
= / flzy, x9)dr day

= / flxy, z2)H(y — (21 +m2))dx1da:2

olur. Yogunluk fouksiyonu agagidaki gibi bulunur:

I

gly) =

(y)
= //f 21, 22)0(y — (71 + x2))dz1dTs

_ / / oy = (o + 2a))dden
0 0

O(ay + a2 —y) =0(zy— (y — 21))

esitligi gozoniine alindiginda , sonuncu integral asagidaki gibi tekrar inte-

grallere doniiserek hesaplanir:
o0 [e0]
= /3? Lo / “lem®26(zy — (y — x1))dzy p da,
0 0

- /'L e {(y — @)’ te" @ }day,

OO
= 2 Ny — xy)dx,
(o) I‘ '
0

veya
,—Uy”+ﬁ 1

gly) = Tt
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Ayni problem dagilnimn tamm yardumyla da ¢oziilebilir.

D(y) min tamm gozoniine alimdigimda

0 y—z1

e I.TB 1 -(z1+.’£2)
0w = [an [ H g
0 0

Buradan

gly) = G'(y),

1 NB=1_—(y—z
xiTe (y —2q)P e ==1) g,

2971 - %)'B_Idml.

/
/

Sonuncu integralde — = ¢ doniisiimii yapilarak,
Y

1

s—Y,,B8-1
gy) = (y / )1 — ¢)ydt

0
1

y,l a+8—1
= / t)Pdt

0
e yya—{—ﬁ 1

= Tayre) 2@ d)

yada
eV T(a)I(5)
T(a)I(8) T(a+B)’

9(y) =

yada

B e—yycv+ﬁ~1

W o py

oldugu bulunur.

Problemin degisken degistirme metoduyla ¢oziimi

69



Asagidaki gekilde yeni degigskenler Y7, Y, tanunlanabilir.

Yi=X1+X,, 21=uyt

_ X T2 = Y1~ Y1¥2
X1+ Xo,

Y
r2 = y1(1 — 72).

Bu degiskenlere uygun Jacobiyan

83)1 (91'1
_ ayl ayz _ Yo U _
J = 0.’172 01‘2 - =~h
-— = l—y2 —un
Oy Oys

olur. Teoremn 3.2.4°e gore

] _ e

gy, ) = Iyllm(ylyz)“ D (g (L — o)) lew
yg_l(l — y‘l)ﬁ—l 7/a+ﬁ—1e—yl
()3 7 ’

yada
ys (1 - yz)ﬁ“lyaw_le_yl
T(a)(B)

0<y1<oo,0<y2<oo.

9(y) =

Buradan g(;)’in marjinal fonksiyonu elde edilir:

.l
g(y) = /g(yl,y‘z) dya
JO
0+B—1()"'y

1
_ U - a—171 _ . \B~1

O+/3—1 e_yl

= —‘—————yl Q .
= T 2@

Sonug olarak

0’+,3—1 -Y1
h e’

y) = ———
9(y) NCEY)
Y nin yogunluk fonksiyonu bulunur.
Ornek 5.1.5 da alman sonuclar kargilagtinldiginda Dirac delta genellesmis

fonksiyonu yardimiyla geligtirilen metodun diger metota gore uygulanmas:
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daha kolay ve sonuca hemen ulagmasi bakimindan daha pratik oldugu goriliir.
Ayrica Y = (X}, ..., X,,) donistirilinis rassal degiskeninin yogunlugu is-
teniyorsa onun dagilimin bulinaya gerek olmadig gorilmektedir. Ancak dagilimin
tanimu kullanilarak yogunluklarm bulunabilmesi igin ¢nce dagilim fonksiyonu
blllurn.na.h(.lu‘. Degigken degistirme metodunda oldugu gibi yeni degiskenlere
ve dolayisiyla Jacobiyen hesabina bu metotda gerek kalmamaktadir.

Sonu¢ olarak bu tezde geligtirilen metot gimdiye kédar kullanlan klasik
nmctotlara alternatif olmakla beraber bu metotlardan iglemleri kolaylagtirimasi
bakinindan tstiindiir. Ayrica Dirac delta genellesmis fonksiyon metodu, genellesmis
fonksiyon gibi soyut bir kavramin rassal degiskenlerin dagihmlar teorisine gir-

isi olarak atilan adimlardan birisidir.
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6 SONUCLAR

Bu ¢alismada

1. Olasilik teorisinin bazi temel kavramlari, genellesmis fonksiyonlar, Dirac
delta gencellesmiy fonksiyonu ve ozellikleri, Heaviside genellesmis fonksiyonu
kavramlar: verilmistir;

2. Doniistiiriilmiis rassal degigkenlerin dagilimlarinin bulunmasi igin gesitli
klasik metotlar verilimig ve problemler tizerinde bu metotlarin uygulamalar
yapilmigtir;

3. Rassal degiskenlerin dagilimlar arastirilirken kullamlan klasik Degisken
Degistirine ve Dagilim Fonksiyonu metotlarina alternatif olan, Heaviside genellegmis
fouksiyonu ve Dirac delta genellesmis fonksiyonuna dayali bir metot geligtir-
ilmig ve bu metodun problemler {izerinde uygulamalar: yapilmistir;

4. Geligtirilmis olan metot stirekli rassal degiskenlerin hem dagilimini ve
hem de yogunluk fonksiyonunu bulma olanagi saglamanin yam sira kesikli
rassal degiskenler igin genellesmis yogunluk fonksiyonu kavrami tanimlamaya
1mkan saglamig ve boylece siirekli rassal degiskenlerin ve kesikli rassal degisken-
lerin aym sekilde incelenebilme olanagim saglamistir;

5. Verilen rassal degigkenlerin dagilimlarnnin bulunmasinda uygulanan
Degisken Degistirme metodu, Dagilim Fonksiyonu metodu, Dirac delta genellesmis
fouksiyonu yardimiyla gelistirilen metot ¢esitli problemler tizerinde karsilastirilimig
ve Dirac delta genellesmis fonksiyonu metodunun tstiinliikleri agiklanmustir.

Kisaca sozkonusu metodun iistinlitkleri soyle siralanabilir:

Geligtirilen metot

i. Degisken degigtirme metodundan farkh olarak doéniigimiin tanmlan-
abihnesi icin ilave yeni degiskenlerin tanimlanmasin gerektirmez;

il. Jacobiyen hesabim gerektirmez;

iii. Islem sayisim azaltig igin hata yapma riskini de azaltir.

6. Bu tezde geligtirilen Dirac delta genellesmis fonksiyonu metodu diger

metotlardan iglemleri kolayhstirmas: bakimindan ustiinlitk sagladigi goster-
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ilmig ve ayrica genellesmis fonksiyon gibi soyut bir kavramin rassal degigken-

lerin dagilimlar: teorisine girisi olarak atilan adimlardan birisi olmustur.
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